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JENISCH RODRIGUES, L. Análise Transiente da Transferência de Calor em um Tubo 
através do Método das Diferenças Finitas . 2011. 20 páginas . Monografia (Trabalho de 
Conclusão do Curso em Engenharia Mecânica) – Departamento de Engenharia Mecânica, 
Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre, 2011. 
 
 
RESUMO 
 

O presente trabalho apresenta a solução numérica da equação de difusão do calor 
em regime transiente em duas dimensões em coordenadas cilíndricas. Para tanto, utiliza-se o 
método das diferenças finitas, o qual é implementado em um programa desenvolvido em 
linguagem Fortran. Essa metodologia é aplicada ao caso prático de um coletor solar parabólico. 
As propriedades termofísicas envolvidas são consideradas constantes, as condições de 
contorno utilizadas são de segunda e de terceira espécies, e a condição inicial é dada pelo 
conhecimento do campo de temperaturas no instante inicial. Analisa-se, então, a transferência 
de calor ao longo do tempo nesse coletor, gerando-se o campo de temperaturas na situação de 
equilíbrio. Além disso, utiliza-se uma equação responsável pelo incremento no passo temporal, 
minimizando o número de iterações necessárias para a convergência. Os resultados obtidos se 
encontram em boa concordância com os resultados disponíveis na literatura especializada 
consultada. 
 
 
 
 
PALAVRAS-CHAVE:  equação de difusão do calor, método das diferenças finitas explícito, 
coletor solar parabólico. 
 
 
 
 
 
 
JENISCH RODRIGUES, L. Analysis of Transient Heat Transfer in a Pipe by Fi nite 
Difference Method . 2011. 20 páginas . Monografia (Trabalho de Conclusão do Curso em 
Engenharia Mecânica) – Departamento de Engenharia Mecânica, Universidade Federal do Rio 
Grande do Sul, Porto Alegre, 2011. 
 
 
ABSTRACT 
 

This work presents the numerical solution of the two dimensions diffusion equation, 
in the transient regime, in cylindrical coordinates. For this purpose, the finite difference method 
is used, which is implemented in a program developed in Fortran language. This methodology is 
applied to the practical case of a parabolic solar collector. The thermophysical properties 
involved are constants, the boundary conditions used are of the second and third types, and the 
initial condition is given by the known of the temperature field at the initial time. The heat 
transfer over time is analyzed, generating the temperature field in equilibrium. In addition, an 
equation responsible for the increase in time step by minimizing the number of iterations 
required for convergence is used. The results are in good agreement with the results available 
in the literature consulted. 
 
 
 
KEYWORDS: diffusion equation of heat, explicit finite difference method, parabolic solar 
collector. 
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1. INTRODUÇÃO 
 

O estudo dos fenômenos de transferência de calor compreende uma das áreas 
fundamentais da engenharia. Isso se deve à importância dos inúmeros processos e aplicações 
que utilizam energia em trânsito. A condução de calor transiente figura entre esses processos, 
os quais estão, em grande parte, relacionados ao uso de objetos em formato cilíndrico, um 
exemplo é o coletor solar parabólico. Diferentemente dos painéis fotovoltaicos convencionais, 
esses coletores utilizam espelhos concentradores de energia solar. De maneira simplificada, 
pode-se dizer que a superfície parabólica espelhada reflete a radiação solar para a sua linha 
focal onde se encontra um tubo de seção circular que contém fluido em seu interior, geralmente 
óleo. Esse fluido trocará calor com outro fluido, água, circulando em um sistema secundário, 
visando à geração de vapor superaquecido. 

As usinas termosolares utilizam essa metodologia. Por incorporarem uma 
turbina, podem ser equipadas com caldeiras movidas a gás natural, passando a operar como 
termelétricas convencionais quando necessário [Empreiteiro, 2011]. Dessa forma, podem 
garantir geração de energia uniforme mesmo em dias nublados e/ou chuvosos, quando a 
radiação solar incidente é consideravelmente menor. A Solar One, em Nevada, nos EUA, é a 
terceira maior usina do mundo a utilizar esta tecnologia, possuindo 400 hectares de 
concentradores que produzem 64MWe, que abastecem mais de 14 mil residências por ano 
[Acciona, 2011]. Lembra-se que, atualmente, vários esforços estão sendo despendidos nas 
pesquisas concernentes à geração de “energia limpa”, e a energia produzida a partir da 
radiação solar é assim considerada. 

Este tipo de empreendimento demanda alta incidência de radiação solar, 
devendo ser construído em países com essa característica. O Brasil já possui pelo menos um 
projeto para o semi-árido nordestino. A usina geradora será localizada no município de 
Coremas, na Paraíba, ocupando uma área de 140 hectares. Esta usina, de ciclo Solar-
Biomassa, utilizará como combustível a radiação solar (para seu módulo de concentradores e 
fluido térmico) e biomassa reflorestada da caatinga, bagaço de cana-de-açúcar e coco (para 
seu módulo de geração através da biomassa) [Enerbrax, 2011]. Assim, entende-se que o 
domínio das técnicas, dos materiais, e de seu comportamento, envolvidos nessa tecnologia são 
de suma importância para a geração de energia sustentável em nosso país. 

Por outro lado, é importante recordar que o avanço computacional crescente ao 
qual se tem acesso permite e impulsiona o uso de métodos numéricos, bem como o 
desenvolvimento de softwares comerciais, para a resolução e análise de problemas de 
engenharia. Grande parte desses problemas é governada por equações diferenciais que 
muitas vezes não possuem solução analítica conhecida ou não são de fácil obtenção. Dentre 
os métodos numéricos que têm sido empregados para resolver problemas de condução 
transiente cita-se, por exemplo, os métodos de elementos de fronteira, de volumes finitos e de 
elementos finitos. Neste trabalho, em particular, aplica-se o método das diferenças finitas 
explícito, o qual também é muito utilizado na análise de problemas de engenharia envolvendo 
processos de transferência de calor. 
 
2. OBJETIVOS 
 

O objetivo do presente trabalho é obter o campo de temperaturas na situação de 
equilíbrio para um tubo sujeito a condições de contorno de segunda e terceira espécies. A 
solução numérica da equação de difusão do calor, em regime transiente em duas dimensões 
em coordenadas cilíndricas, é resolvida utilizando-se o método das diferenças finitas. Essa 
metodologia é implementada em um programa desenvolvido em linguagem Fortran. Assim, 
resolve-se um problema típico de engenharia utilizando um método numérico amplamente 
conhecido através de uma linguagem de programação acessível. Ao invés da utilização de um 
software comercial, busca-se construir a solução do problema desde sua formulação 
matemática, construção da malha, aplicação das condições inicial e de contorno até a solução 
das equações algébricas associadas. Finalizando, testa-se uma equação capaz de atualizar o 
passo temporal, diminuindo o número de iterações necessárias para a convergência, 
consequentemente, diminuindo o tempo computacional. 
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3. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 
 

O fenômeno da condução se refere ao transporte de energia em um meio devido à 
existência de um gradiente de temperatura. O mecanismo físico que proporciona esse 
fenômeno é a atividade atômica, ou molecular, aleatória. A transferência de calor é governada 
pela Lei de Fourier, que determina o fluxo térmico no meio. Para tanto, é necessário o 
conhecimento da forma na qual a temperatura varia no meio. Ela pode ser aplicada desde os 
casos mais simples até a condução transiente e multidimensional em geometrias complexas, 
nas quais a natureza da distribuição de temperaturas não é evidente. 

A Lei de Fourier é fenomenológica, isto é, ela foi desenvolvida a partir de 
fenômenos observados ao invés de ter sido derivada a partir de princípios fundamentais 
[Incropera et al., 2008], ou seja, trata-se de uma generalização baseada em evidências 
experimentais. Além disso, é uma equação que define uma importante propriedade dos 
materiais, a condutividade térmica. Por ser uma equação vetorial, indica que o fluxo térmico é 
normal a uma isoterma e no sentido da diminuição das temperaturas. Finalmente, aplica-se a 
toda a matéria independente do seu estado físico, isto é, sólido, líquido ou gás. 

Duas propriedades muito utilizadas na análise termodinâmica são a densidade e o 
calor específico a pressão constante. O produto dessas duas grandezas é conhecido como a 
capacidade calorífica volumétrica, que mede a capacidade do material armazenar energia 
térmica. Nas análises de transferência de calor, a razão entre a condutividade térmica e a 
capacidade calorífica volumétrica define uma importante propriedade chamada difusividade 
térmica, α. Essa propriedade mede a capacidade do material de conduzir energia térmica em 
relação a sua capacidade de armazená-la. Isto é, 

 

pc

k

ρ
α ≡ , (3.1) 

 
na qual ρ é a densidade, cp é o calor específico a pressão constante, k é a condutividade 
térmica e α é a difusividade térmica. Materiais com α elevado respondem rapidamente a 
mudanças nas condições térmicas a eles impostas. 

Salienta-se que, com freqüência, é possível trabalhar com versões simplificadas 
da Equação do Calor, assumindo-se que as propriedades envolvidas são constantes. Nesse 
caso, para coordenadas cilíndricas, Figura 3.1, tem-se 
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na qual T é a temperatura, t é a variável temporal, r, Φ , z são as variáveis espaciais, k é a 
condutividade térmica, q&  é a taxa de geração de energia por unidade de volume do meio e α é 
a difusividade térmica, definida pela Equação 3.1. A Equação 3.2 postula que em qualquer 
ponto do meio, a taxa líquida de transferência de energia por condução para o interior de um 
volume unitário somada à taxa volumétrica de geração de energia térmica deve ser igual à taxa 
de variação da energia térmica acumulada no interior deste volume [Incropera et al., 2008]. 

A solução da Equação 3.2 depende das condições físicas existentes nas fronteiras 
(contorno) do meio e da condição que ele apresenta em algum instante inicial. Por se tratar de 
uma equação de segunda ordem em relação às coordenadas espaciais, duas condições de 
contorno devem ser fornecidas para cada coordenada espacial. Por ser de primeira ordem em 
relação à variável temporal, apenas uma condição inicial deve ser especificada. 

Existem três tipos de condição de contorno. A primeira condição corresponde à 
situação na qual a superfície é mantida a uma temperatura fixa, sendo comumente chamada 
de condição de Dirichlet, ou de primeira espécie. A segunda corresponde à existência de um 
fluxo térmico constante na superfície, o qual está relacionado ao gradiente de temperatura na 
superfície pela Lei de Fourier. Essa condição é conhecida como condição de Neumann, ou de 
segunda espécie. A condição de contorno de terceira espécie corresponde à existência de um 
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aquecimento, ou resfriamento, na superfície por convecção, sendo obtida a partir de um 
balanço de energia nessa superfície. 

 

 
Figura 3.1 – Volume de controle diferencial para a 
análise da condução em coordenadas cilíndricas (r, 
Φ, z) [Incropera et al., 2008]. 

 
Devido a sua vasta abrangência e aplicação, o estudo da condução do calor está 

presente em inúmeros trabalhos científicos na área das engenharias. Com relação ao coletor 
solar parabólico, tem-se vários artigos. Em Santos, 2004, por exemplo, é apresentada uma 
análise térmica de coletores solares concentradores cilíndricos parabólicos para o aquecimento 
de água de uso doméstico. Neste caso, são utilizados tubos de calor como absorvedores da 
energia coletada. Os resultados obtidos a partir de uma bancada experimental são comparados 
com a previsão do modelo teórico e com os coletores solares convencionais equivalentes. 

No ano de 2005, inicia-se um projeto na UNESP [UNESP, 2011] que consiste em 
uma parábola espelhada com 3m de comprimento por 90cm de largura que absorve a radiação 
solar concentrando-a numa serpentina de cobre localizada ao longo da linha focal. Esse 
protótipo conta com um sistema capaz de encontrar a máxima incidência de luminosidade 
solar, levando em conta a elevação azimute, e o ângulo de incidência solar. Devido às suas 
dimensões, o protótipo é versátil, podendo ser utilizando tanto na zona urbana, para 
aquecimento de água, como na zona rural, para secagem de grãos. 

Em Ho e Ito, 2007, um concentrador solar, em forma de calha parabólica, é 
projetado e construído com o objetivo principal de determinar o rendimento do mesmo 
utilizando materiais incomuns. Aqui, o objetivo também é o aquecimento de água. Segundo os 
autores [Ho e Ito, 2007], a escolha desse tipo de concentrador apresentou-se como a 
configuração mais econômica e fácil de construir. 

Finalmente, em Zanette, 2010, é feita a determinação, em regime estacionário, do 
campo de temperaturas de um coletor solar parabólico, de uma usina termosolar, utilizando o 
método dos volumes finitos. Para tanto, é assumido que o tubo cilíndrico por onde passa o 
fluido, óleo, é composto basicamente de vidro, por simplicidade. As propriedades termofísicas 
são consideradas constantes e as condições de contorno são de segunda e de terceira 
espécie. Assim, o presente trabalho vem dar continuidade ao trabalho realizado por Zanette, 
2010, ampliando a metodologia utilizada para resolver a resposta transiente do coletor a partir 
da utilização do método das diferenças finitas explícito. 

Historicamente, esse método sempre foi empregado na área de mecânica dos 
fluidos [Maliska, 2004]. Devido às não-linearidades, peculiares dessa área, o problema do 
tratamento de geometrias complexas foi deixado em segundo plano, e o método teve todo o 
seu desenvolvimento baseado em sistemas de coordenadas ortogonais (cartesiano, cilíndrico e 
esférico). Entretanto, lembra-se que o método das diferenças finitas pode ser aplicado a 
qualquer tipo de malha, mesmo não estruturada. Apenas os procedimentos de cálculo das 
derivadas numéricas ao longo dos eixos coordenados, quando os pontos de malha não estão 
sobre esses eixos, são mais complicados. 
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4. CONDUÇÃO TRANSIENTE  
 

O fenômeno da condução transiente ocorre em numerosas aplicações de 
engenharia, podendo ser analisado utilizando-se diferentes métodos. Nesta seção, tem-se por 
objetivo apresentar brevemente algumas das técnicas utilizadas na solução de problemas 
envolvendo esse fenômeno. A natureza do procedimento está intimamente relacionada às 
hipóteses feitas para o processo. Se, por exemplo, gradientes de temperatura no interior do 
sólido podem ser desprezados, o método da capacitância global pode ser usado para 
determinar a variação da temperatura com o tempo. Ou seja, assume-se que durante o 
processo transiente a temperatura do sistema é uniforme, porém não é constante. 

Pela Lei de Fourier, a condução térmica na ausência de um gradiente de 
temperatura implica a existência de uma condutividade térmica infinita, o que é impossível. 
Contudo, essa condição é aproximada se a resistência à condução no interior do sólido é 
pequena em comparação à resistência à transferência de calor entre o sólido e a sua 
vizinhança. Então, para se determinar sob quais condições o método da capacitância global 
pode ser empregado com precisão satisfatória necessita-se conhecer o seguinte parâmetro: a 
grandeza adimensional denominada número de Biot, Bi, que é definida por 

 

k

hL
Bi c≡ , (4.1) 

 
na qual h é coeficiente de transferência de calor por convecção, Lc é o comprimento 
característico (razão entre o volume do sólido e sua área superficial) e k é a condutividade 
térmica do sólido. 

Essa grandeza desempenha um papel fundamental nos problemas de condução 
que envolvem efeitos convectivos nas superfícies. A partir da Equação 4.1, pode-se interpretar 
o número de Biot como uma razão entre resistências térmicas. Na situação em que Bi << 1, a 
resistência à condução no interior do sólido é muito menor do que a resistência à convecção 
através da camada limite do fluido. Logo, a hipótese de distribuição de temperaturas uniforme é 
razoável e pode-se utilizar o método da capacitância global para se obter resultados precisos 
com um mínimo de exigências computacionais. Por outro lado, se o número de Biot possuir 
valor próximo de 1, os efeitos espaciais têm que ser considerados e outro método deve ser 
empregado. 

Outro parâmetro adimensional característico do processo de condução transiente 
é o número de Fourier, definido como 
 

2
cL

t
Fo

α≡ , (4.2) 

 
na qual t é a variável temporal, α é a difusividade térmica e Lc é o comprimento característico. 
Embora esse parâmetro possa ser encarado como um tempo adimensional, ele possui uma 
interpretação física importante nos casos onde a transferência de calor por condução através 
dos sólidos é concorrente com o armazenamento de energia térmica pelo sólido. Nessa 
situação, ele fornece uma medida da efetividade relativa com a qual um sólido conduz e 
armazena energia térmica. 

Problemas transientes envolvendo geometrias e condições de contorno simples 
costumam ter solução analítica conhecida disponível na forma de gráficos ou de equações, 
principalmente os casos unidimensionais. Algumas dessas soluções ainda são possíveis para 
determinadas geometrias bidimensionais e tridimensionais simples. Casos clássicos, como a 
parede plana, o cilindro infinito, a esfera e o sólido semi-infinito, são facilmente encontrados na 
literatura especializada. Entretanto, em grande parte dos casos, a geometria e/ou as condições 
de contorno inviabilizam a possibilidade de aplicação de técnicas analíticas de resolução. 

Torna-se necessário, então, a utilização de métodos numéricos para prever a 
dependência com o tempo de temperaturas no interior de sólidos, assim como das taxas de 
transferência de calor em seus contornos. Neste trabalho, dentre os métodos numéricos 
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disponíveis, utiliza-se o método das diferenças finitas explícito. Essa escolha tem como 
justificativa sua facilidade de aplicação e sua vasta utilização em problemas envolvendo 
transferência de calor. 
 
4.1.  Equação do Calor Bidimensional em Coordenadas  Cilíndricas 
 

Sob condições transientes com propriedades constantes e na ausência de fonte 
interna, a forma apropriada da equação do calor bidimensional em coordenadas cilíndricas é 
obtida a partir da Equação 3.2, desprezando-se o termo de geração de calor e o termo 
referente à variável z, assim tem-se 
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na qual T é a temperatura, t é a variável temporal, r é a variável espacial, Φ é a variável 
angular e α é a difusividade térmica, definida anteriormente na Equação 3.1. Resolvendo-se a 
derivada espacial em r, primeiro termo à direita da igualdade da Equação 4.3, chega-se a 
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Para se obter a forma de diferenças finitas dessa equação, usa-se as aproximações por 
diferença central para as derivadas espacial e angular, lado direito da igualdade, e 
aproximação por diferença adiantada para a derivada em relação ao tempo, lado esquerdo da 
igualdade. Esse procedimento é apresentado na seção seguinte. 
 
4.2.  Método das Diferenças Finitas Explícito: Disc retização da Equação do Calor 
 

Soluções analíticas permitem a determinação da temperatura em qualquer ponto 
do domínio, ou seja, são contínuas. Por outro lado, quando se utiliza técnicas numéricas de 
solução, não é possível tratar o domínio como contínuo. Essas técnicas permitem a 
determinação da temperatura apenas em determinados pontos do mesmo. Logo, a primeira 
etapa de uma análise numérica é discretização desse domínio [Kincaid e Cheney, 1996], como 
segue 
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As variáveis t, r e Φ possuem passos de tamanhos distintos, denotados por ∆t, ∆r e ∆Φ, e são 
identificadas pelos índices p, m e n, respectivamente.  

Na Figura 4.1 abaixo, é possível ver alguns dos pontos utilizados para se obter a 
solução numérica. Observa-se que eles se localizam na interseção das linhas, separados entre 
si pelas distâncias ∆r e ∆Φ, que não são necessariamente iguais. O ponto é frequentemente 
chamado de ponto nodal, ou nó, e o conjunto deles define a malha, Figura 4.1(a). Sua 
identificação se dá a partir de um esquema de numeração que, para um sistema bidimensional 
em coordenadas cilíndricas, assume a forma mostrada na Figura 4.1(b).  

Para que seja possível tratar numericamente a equação do calor, deve-se 
expressá-la em termos de operações aritméticas. O resultado final dessa transformação é uma 
equação algébrica denominada equação de diferenças finitas. Essa equação é escrita para 
cada ponto da região discretizada em que se deseja calcular a solução do problema. 
Resolvendo-se o conjunto dessas equações, encontra-se a solução aproximada do problema. 
Essa solução não é exata devido a três erros: o erro inerente ao processo de discretização das 
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equações, o erro de arredondamento nos cálculos feitos no computador e o erro na 
aproximação numérica das condições auxiliares. 

 

 
 

Figura 4.1 – Discretização do domínio em coordenadas cilíndricas. 
(a) Rede Nodal. (b) Esquema de numeração dos nós. 

 
As aproximações de diferenças finitas podem ser obtidas de várias formas, sendo 

as mais comuns a expansão em série de Taylor e a interpolação polinomial. Neste trabalho, 
utiliza-se a primeira opção. A equação de diferenças finitas adequada para os nós interiores de 
um sistema bidimensional em coordenadas cilíndricas pode ser deduzida diretamente da 
Equação 4.4. Lembra-se que o método das diferenças finitas consiste na substituição do 
operador diferencial pelo seu correspondente numérico. Assim, o valor do primeiro termo, entre 
parênteses, à direita da igualdade pode ser aproximado a partir do conhecimento das 
equações algébricas associadas às derivadas, primeira e segunda, em r. A derivada primeira é 
aproximada por 
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A derivada segunda pode ser aproximada por 
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na qual, os gradientes de temperatura podem ser expressos como uma função das 
temperaturas nodais. Isto é, 
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Substituindo as Equações 4.8 e 4.9 na Equação 4.7, obtém-se 
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Procedendo de forma análoga com o segundo termo à direita da igualdade, tem-se que 
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Entretanto, além de ser discretizado no espaço, o problema também é 

discretizado no tempo. Então, da Equação 4.5 tem-se que a variável temporal pode ser escrita 
como 

 
tpt ∆= , (4.12) 

 
e a aproximação de diferença finita para a derivada em relação ao tempo na Equação 4.4 é 
dada por 
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na qual o índice sobrescrito p é usado para indicar a dependência temporal da temperatura, e a 
derivada em relação ao tempo é expressa em termos da diferença entre as temperaturas 
associadas aos instantes de tempo novo (p+1) e anterior (p). Portanto, os cálculos são 
efetuados em instantes de tempo sucessivos, separados por um intervalo de tempo, ou passo, 
∆t. 

Substituindo-se a Equação 4.13 na Equação 4.4, a natureza da solução por 
diferenças finitas depende do instante de tempo específico no qual as temperaturas estão 
sendo determinadas nas aproximações para as derivadas espaciais. Na solução em que se 
utiliza o método explícito, essas temperaturas são avaliadas no instante de tempo anterior, p. 
Logo, a Equação 4.13 é considerada uma aproximação por diferença adiantada para a 
derivada em relação ao tempo. Reescrevendo-se a Equação 4.4 usando as Equações 4.10, 
4.11, determinadas em p, e 4.13 tem-se a forma explícita da equação de diferenças finitas para 
o nó interior (m, n), dada por 
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A Equação 4.14 é dita explicita porque as temperaturas nodais desconhecidas 

para o novo instante de tempo são determinadas exclusivamente por temperaturas nodais 
conhecidas no instante de tempo anterior. Consequentemente, o cálculo das temperaturas 
desconhecidas é direto. Uma vez que a temperatura em cada um dos nós interiores é 
conhecida em t = 0, devido às condições iniciais, os cálculos começam em t = ∆t, onde a 
Equação 4.14 é utilizada em cada nó interior para determinar a sua temperatura. Dessa forma, 
a distribuição de temperaturas transiente é obtida avançando-se no tempo em intervalos de ∆t. 

Em alguns casos, é desejável desenvolver as equações de diferenças finitas 
através do método alternativo, denominado de método do balanço de energia. Nesse método, 
a equação para um ponto nodal é obtida a partir da aplicação da conservação de energia no 
volume de controle referente à região desse nó. Uma vez que a direção real do fluxo térmico 
(entrando ou saindo do nó) é frequentemente desconhecida, é conveniente formular o balanço 
de energia supondo que todos os fluxos térmicos estão dirigidos para dentro do ponto nodal. 
Embora tal condição seja impossível, se as equações de taxa são representadas de forma 
consistente com essa suposição, obtém-se a equação de diferenças finitas correta [Incropera 
et al., 2008]. 

Levando-se em consideração mudanças na energia térmica acumulada, uma 
forma geral da equação do balanço de energia pode ser representada por 
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acugent EEE &&& =+ , (4.15) 
 
na qual entE&  é a taxa de transferência de energia para dentro do volume de controle, gE&  é a 

taxa de geração de energia e acuE&  é a taxa de aumento da energia armazenada no interior do 

volume de controle. 
As equações em diferenças finitas associadas às condições de contorno são 

obtidas a partir do método descrito acima, efetuando-se o balanço de energia nos volumes de 
controle das fronteiras. Para determinar com maior precisão as condições térmicas próximas à 
superfície, atribui-se uma espessura equivalente à metade da espessura das seções seguintes. 
No caso da transferência de calor por convecção de um fluido adjacente, Figura 4.2 (a), e 
geração nula, tem-se da Equação 4.15 
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na qual hóleo é o coeficiente de transferência de calor por convecção do óleo, Tóleo é a 
temperatura do óleo, k é condutividade térmica, ρ é a densidade e cp é o calor específico a 
pressão constante do material. Explicitando-se a temperatura na superfície interna do tubo, nós 
(1, n), em t + ∆t, tem-se  

 

p
n

p
n

p
n

p
nóleo

p

óleop
n TTT

r
TT

c

h

r

t
T ,1,1,2,1

1
,1 )()(

2 +











−

∆
+−

∆
∆=+ α

ρ
, (4.17) 

 
na qual α é a difusividade térmica. A mesma condição de contorno é imposta para dois terços 
da superfície externa, nós (mm, n), Figura 4.2 (b). Assim, a temperatura em t + ∆t é dada por 
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na qual na qual hinf é o coeficiente de transferência de calor por convecção do ar e Tinf é a 
temperatura do ar. 

Por outro lado, um terço da superfície externa está sujeito a um fluxo de calor 
prescrito, q’’, Figura 4.2 (c). Nesse caso, procedendo-se de maneira análoga, tem-se que 
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na qual q’’ é o fluxo de calor conhecido. Explicitando-se a temperatura, nos nós externos 
sujeitos a essa condição (mm, n), em t + ∆t, chega-se a 
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Quando se resolve um problema transiente, busca-se a evolução temporal efetiva 

da grandeza física. Para que essa evolução seja representativa do problema estudado, é 
necessário ter-se uma condição inicial fisicamente correta. Para se estudar a evolução 
temporal da temperatura no coletor é necessário que o valor inicial da temperatura seja 
especificado. De posse dessa informação e das condições de contorno, obtém-se a distribuição 
de temperaturas para diferentes instantes de tempo. Em alguns casos, as condições de 
contorno são combinadas com a condição inicial, sendo chamadas então, de condições 
auxiliares. 
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Figura 4.2 – Nós das superfícies interna e externa do cilindro (a,b) sujeitos à convecção e à 
condução transiente e (c) sujeitos a um fluxo conhecido e à condução transiente. 

 
No presente trabalho, como condição inicial, assume-se que a temperatura na 

superfície interna do cilindro possui mesmo valor que a temperatura do óleo, ou seja, 
 

óleon TT =1
,1

, (4.21) 
 

lei zero da termodinâmica (equilíbrio térmico). Para a superfície externa, procede-se da mesma 
forma, de maneira que a temperatura da superfície externa do cilindro possui mesmo valor que 
a temperatura do ar, isto é, 
 

inf
1

, TT nmm = . (4.22) 
 
Os pontos internos assumem uma média dessas temperaturas, assim 
 

2
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TT
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+= , (4.23) 

 
na qual o subíndice m varia entre 2 e mm-1 e o subíndice n varia entre 1 e nn. Entretanto, 
destaca-se que ao invés de se utilizar a média das temperaturas conhecidas, pode-se utilizar 
uma distribuição T(r) em casca cilíndrica em regime estacionário. 

Além disso, devido à geometria do objeto de estudo, tem-se a seguinte relação 
entre as temperaturas de coordenada r genérica e coordenada Φ igual a 0 e 2π, para qualquer 
instante de tempo, 

 
p

nnm
p

m TT ,1, = , (4.24) 
 

na qual o subíndice 1 indica o ponto Φ = 0 e o subíndice nn indica o ponto Φ = 2π. 
Ao término desta seção, fica evidente uma das características do método das 

diferenças finitas. Suas equações algébricas são “desprovidas” da física do problema. Isso 
ocorre porque se trata de um método que apenas aproxima as derivadas por expansões em 
série de Taylor. Assim, para a correta solução do problema é necessário o conhecimento dos 
fenômenos físicos presentes nas fronteiras do sistema e seu devido equacionamento em 
termos das equações de diferenças finitas. Isso não ocorre com o método dos volumes finitos, 
cujos aspectos físicos encontram-se embutidos nas equações do mesmo. 
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5. METODOLOGIA UTILIZADA 
 

Neste trabalho, o modelo físico escolhido para simular o coletor solar foi extraído 
de [Zanette, 2010] estando submetido às condições de contorno explicitadas na Figura 5.1(a), 
com os respectivos valores das propriedades envolvidas. O absorvedor, tubo cilíndrico, possui 
as dimensões especificadas na Figura 5.1(b). Visando à elaboração de um modelo 
computacional bem próximo do artefato real, submete-se um terço da superfície externa do 
absorvedor ao fluxo de calor oriundo do concentrador parabólico e o restante submete-se à 
transferência de calor por convecção natural. Pela cavidade interior do tubo cilíndrico flui óleo 
quente. Assim, a superfície interna do absorvedor está sujeita à transferência de calor por 
convecção. 

 

 
 

Figura 5.1 – Caracterização do problema: (a) condições de 
contorno e (b) dimensões do modelo físico. 

 
Além disso, assume-se, por simplicidade e para fins de comparação entre 

resultados, que o absorvedor é composto basicamente de vidro. Entretanto, o algoritmo 
desenvolvido permite a análise de qualquer material. As propriedades termofísicas utilizadas 
assumem os valores dispostos na Tabela 5.1.  

 
Tabela 5.1 – Propriedades termofísicas do vidro 
[Incropera et al., 2008]. 
 

Propriedade Valor 
densidade (ρ) 145 kg/m3 
condutividade térmica (k) 0,8 W/mK 
calor específico a pressão constante (cp) 1000 J/kgK 

 
A aplicação das equações em diferenças finitas, determinadas no capítulo 

anterior, Figura 5.3 (b), é possível devido à discretização do domínio. Esse procedimento gera 
uma malha estruturada, Figura 5.3 (a). Para essa a simulação são analisados 10 pontos no 
sentido radial e 41 pontos no sentido angular. Lembra-se que um terço da superfície externa 
está sujeito à aplicação da Equação 4.20 e o restante está sujeito à aplicação da Equação 
4.18. Em destaque, Figura 5.3 (b), encontra-se o nó, posição 2, onde a evolução da solução é 
avaliada até atingir a condição de regime estacionário, equilíbrio térmico. O valor obtido para a 
temperatura dessa posição, juntamente com o valor da posição 1, na condição de equilíbrio, 
são utilizados para a comparação entre os resultados na seção seguinte. 

O método explícito tem uma característica indesejável: não é incondicionalmente 
estável [Incropera et al., 2008]. Em um problema transiente, a solução para as temperaturas 
nodais deve se aproximar continuamente de valores finais (ou seja, do regime estacionário) 
com o avanço do tempo. Entretanto, quando se utiliza o método explícito, essa solução pode 
ser acompanhada de oscilações induzidas numericamente, as quais são desprovidas de 
significado físico. Essas oscilações podem se tornar instáveis, fazendo a solução divergir das 
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condições reais do regime estacionário. Visando evitar esses resultados errôneos, o valor 
especificado para ∆t deve ser mantido abaixo de certo limite, que depende de parâmetros do 
sistema. Essa dependência é chamada de critério de estabilidade. Via de regra, esse limite 
aumenta significativamente o tempo computacional e o número de iterações, em comparação à 
solução usando o método implícito, que é incondicionalmente estável. 

 

 
 

Figura 5.3 – (a) Malha estruturada e (b) equações utilizadas no domínio 
discretizado. Em destaque, (a) as posições utilizadas na comparação dos 
resultados quando se atinge a condição de equilíbrio. 

 
Por outro lado, sabe-se que à medida que se avança no tempo, a diferença 

relativa entre o valor anterior e o valor atual de uma variável tende a diminuir. Essa diferença é 
cada vez menor com o aumento do tempo. Assim, respeitando-se o critério de estabilidade, é 
possível “acelerar” o processo de cálculo aumentando-se o ∆t. Com o objetivo de garantir o 
número de dígitos significativos exatos na obtenção de estimativas para o valor das 
temperaturas, escolhe-se um valor de referência inicial que é dado por 

 
CVR = , (4.25) 

 
na qual C é o valor do critério de convergência. O aumento na variável ∆t só é implementado a 
partir do momento em que a diferença relativa entre o valor da temperatura anterior e o valor 
da temperatura atual, para um determinado ponto, for menor que o valor de referência. Neste 
trabalho, utiliza-se um critério de convergência igual a 10-8. 

Utilizando-se dados numéricos obtidos ao longo de simulações, nas quais se varia 
o valor do passo temporal inicial, ∆t0, e o valor do critério de convergência, testa-se a seguinte 
equação para realizar o incremento temporal 

 
)exp(0 bttt ∆=∆ , (4.26) 

 
na qual ∆t0 é o passo de tempo inicial, t é a variável temporal e o argumento b é uma constante 
dada por 
 

Cb 20= . (4.27) 
 
A partir dos dados numéricos oriundos das simulações, ajusta-se o valor da constante b em 
função do valor do critério de convergência, C, relacionando-se o incremento temporal utilizado 
com um parâmetro que depende essencialmente de um dado de entrada do programa. A 
escolha de uma função exponencial reside no fato de que este tipo de função possui um 
crescimento lento se o argumento b, que multiplica a variável independente t, está 
compreendido no intervalo 0 < b < 1. Este é o caso do valor de referência utilizado no 
argumento da equação escolhida para determinar o incremento no passo temporal. 
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6. RESULTADOS E DISCUSSÃO 
 

O algoritmo utilizado, Apêndice I, é escrito e compilado através do software 
Fortran, utilizando-se a versão Compaq Visual Fortran 6.6. A compilação do programa é feita 
em um computador pessoal com processador AMD Phenon 9550 Quad-Core (2,21 GHz) com 
3,5 GB de memória RAM e sistema operacional Microsoft Windows XP, SP3. Para facilitar a 
elaboração do algoritmo utilizado neste trabalho, subdivide-se a solução do problema em 
etapas, cada uma correspondendo a uma sub-rotina. A primeira delas é responsável pela 
geração da malha. A segunda implementa a condição inicial, temperatura conhecida. A seguir, 
são realizados os cálculos com as equações em diferenças finitas e o incremento do passo de 
tempo ∆t. Finalmente, são calculados os fluxos nos contornos e são impressos os valores das 
temperaturas, e respectivas coordenadas, para a construção do campo de temperaturas 
usando o software Tecplot. 

A validação numérica se dá a partir da comparação do campo de temperaturas 
obtido pelo algoritmo proposto com o campo de temperaturas obtido pelo software TRANSCAL 
[SINMEC, 2011]. Esse software, com fins educacionais, é um instrumento auxiliar de ensino 
para disciplinas relacionadas à transferência de calor e à mecânica dos fluidos. A versão inicial 
simula problemas de condução em geometrias bidimensionais com diversas condições de 
contorno, utilizando malhas cartesianas, sendo desenvolvido em C++, utilizando as bibliotecas 
do Windows [SINMEC, 2011]. Resolve problemas de condução de calor bidimensionais 
transientes, ou em regime permanente, com ou sem geração de calor, em domínios arbitrários 
através do método dos volumes finitos. 

Esse campo de temperaturas é mostrado na Figura 6.1(b) abaixo. Embora o 
número de isotermas usado na simulação com o TRANSCAL seja maior, 20, do que o número 
utilizado no Tecplot, 11, pode se observar que o campo obtido a partir dos dados gerados pelo 
algoritmo CSP, Figura 6.1(b), encontra-se em boa concordância com o campo obtido 
utilizando-se o software TRANSCAL, Figura 6.1(a). 

 

 
 

Figura 6.1 – Campos de temperaturas obtidos através dos softwares (a) TRANSCAL e do (b) 
algoritmo CSP utilizando 10 pontos na direção radial e 41 pontos na direção angular. 

 
Devido ao fato do software TRANSCAL disponibilizar um relatório com os 

resultados da simulação, também é possível comparar os valores das temperaturas em cada 
ponto. Escolhe-se, então, as posições 1 e 2, rever Figura 5.3, para realizar essa comparação. 
Através da Tabela 6.1 é possível constatar que os valores determinados por ambos os 
softwares possuem valores muito próximos. A maior diferença relativa foi de 2,57% para a 
posição 1, na extremidade sujeita à condição de convecção natural. A menor diferença relativa 
foi de 1,56% na posição 2, na extremidade sujeita à condição de fluxo prescrito constante. 
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Tabela 6.1 – Valores das temperaturas nos extremos após 
atingir a condição de equilíbrio. 
 
 TTRANSCAL [ºC] TFORTRAN [ºC] Dif. Relativa [%] 
Posição 1 151,25578 147,36265 2,57 
Posição 2 684,13726 694,82709 1,56 

 
Conforme comentado na seção anterior, à medida que se avança no tempo, a 

diferença relativa entre o valor anterior e o valor atual da temperatura de um ponto tende a 
diminuir de maneira a convergir para um determinado valor final, Figura 6.2. A escolha da 
posição 2 para se aplicar o critério de convergência se justifica a partir da análise da Figura 6.2. 
Conforme pode se observar, no ponto 2 a variação entre o valor inicial e o valor final da 
temperatura é consideravelmente maior que a mesma variação no ponto 1. 
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Figura 6.2 – Comportamento da temperatura, nas 
extremidades do cilindro, em função do tempo. 

 
O incremento temporal é modificado ao longo das iterações utilizando-se a 

Equação 4.26. Toda vez que a diferença entre a temperatura atual e a temperatura anterior 
alcança o valor de referência, este é atualizado multiplicando-se por 10-1 até se chegar ao valor 
do critério de convergência. Por exemplo, para o caso de um critério de convergência igual a 
10-8, tem-se que o incremento temporal só será modificado se a diferença relativa entre a 
temperatura no instante anterior e a temperatura no instante atual for menor que 10-4. Neste 
caso, na iteração seguinte, o valor de referência assume o valor de 10-5. Este procedimento é 
executado sucessivamente até que o valor de referência seja igual ao critério de convergência, 
ou seja, 10-8. 

Parte-se, então, de um valor inicial, ∆t = 0,100 segundos, chegando-se ao valor 
final, ∆t = 0,179 segundos. Devido às dimensões do problema e ao método escolhido 
(explícito), o máximo valor que o passo inicial, ∆t0, pode assumir é 0,150 segundos, para que 
não haja overflow. De acordo com a Tabela 6.2, percebe-se que para um critério de 
convergência igual a 10-8 tem-se uma diminuição no número de iterações proporcional a 20%, 
o que acarreta em menos 587 iterações. 

 
Tabela 6.2 – Número de iterações necessárias para a convergência. 

 
Critério de 

Convergência Iterações com ∆t0 Iterações com ∆t corrigido ∆Iterações 

10-8 2807 2220 587 
10-9 3311 2766 545 
10-10 3815 3337 478 
10-11 4319 3918 401 
10-12 4823 4498 325 
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A título de comparação, para um mesmo critério de convergência (igual a 10-8), 
foram necessárias 2847 iterações com o software TRANSCAL. Assim, tem-se que a equação 
testada, Equação 4.26, produziu diminuições significativas no número de iterações para o 
modelo em estudo. Salienta-se que os valores de ∆t0 testados compreendem o intervalo 

 
150,0100,0 0 ≤∆≤ t . (4.28) 

 
Finalmente, após a situação de equilíbrio ser atingida, o algoritmo calcula a taxa 

de transferência de calor, Q, na fronteira interna. A diferença relativa entre o valor obtido pelo 
software TRANSCAL e o valor obtido pelo algoritmo CSP, Tabela 6.3, foi de 2,93%. Essa 
diminuta diferença entre os dois métodos evidencia, novamente, a aquisição de resultados 
satisfatórios. 

 
Tabela 6.3 – Taxa de transferência de calor 
na fronteira interna. 

 
Software Q [W] 
TRANSCAL - 164,07 
FORTRAN - 159,26 

 
 
7. CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS 
 

O presente trabalho tem como objetivo analisar a transferência de calor ao longo 
do tempo em um tubo, desprezando-se os efeitos da radiação, obtendo-se o campo de 
temperaturas na situação de equilíbrio. A partir da análise dos resultados é possível constatar 
que esse objetivo foi alcançado. O campo de temperaturas obtido mostra satisfatória 
concordância quando comparado aos resultados gerados pelo software TRANSCAL, 
evidenciando a eficácia da metodologia. Assim, o algoritmo CSP foi validado, uma vez que se 
tratam de metodologias diferentes. 

Além disso, foi possível a redução do número de iterações e, consequentemente, 
a diminuição do tempo computacional necessário para a convergência. Os resultados gerados 
a partir do algoritmo CSP foram obtidos com menos interações que os resultados gerados pelo 
software TRANSCAL, para um mesmo critério de convergência. Todavia, devido às dimensões 
do problema e ao método numérico escolhido, método das diferenças finitas explícito, existe 
um limite máximo para o passo temporal, o que limitou uma diminuição ainda maior no número 
de iterações. 

Devido à característica do algoritmo, de possibilitar a entrada de todos os dados 
do problema, inclusive as propriedades termofísicas, essa metodologia pode ser aplicada a 
qualquer material. Dessa forma, acredita-se que a mesma pode ser utilizada como ferramenta 
didática auxiliar, tanto em disciplinas de transporte de calor como em disciplinas de métodos 
numéricos. Isso porque, a simplicidade do método, que não envolve processos de algoritmos 
diretos (Eliminação de Gauss, SOR, etc), implica o conhecimento da física do problema. 
Finalmente, como sugestão para trabalhos futuros, propõe-se a análise do efeito da 
condutividade térmica variável com a temperatura. 
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APÊNDICE I – Algoritmo CSP 
 
       PROGRAM CSP 
C    DECLARACAO DE VARIAVEIS 
      DOUBLE PRECISION T1,T2,KMAT,ri,re,dr,dphi,dt,TM,time,dto 
      DOUBLE PRECISION h1,h2,alpha,cp,rho,q,pi,b,dti 
      DOUBLE PRECISION T(1000,1000),TINI(1000,1000),TFUT(1000,1000) 
      DOUBLE PRECISION R(1000),PHI(1000),X(1000),Y(1000) 
      DOUBLE PRECISION DIFREL,DIFCOM,CRITCONV 
      DOUBLE PRECISION CALORE,CALORI,AREA1,AREA2 
      INTEGER M,N,MM,NN,A,P1,P11,P2,P22,P3,P33,z 
C    ENTRADA DE DADOS 
      WRITE(*,*) '=====================================================' 
      WRITE(*,*) '|                                                                                                              |' 
      WRITE(*,*) '|        aAnalise Transiente da Transferencia de Calor em um Tubo        |' 
      WRITE(*,*) '|                                       por Jenisch Rodrigues, L.                              |' 
      WRITE(*,*) '|                                                  Julho/2011                                          |' 
      WRITE(*,*) '|                                                                                                              |' 
      WRITE(*,*) '=====================================================' 
      WRITE(*,*) '' 
      WRITE(*,*) 'Numero de PONTOS em "r": ' 
      READ(*,*) MM 
      WRITE(*,*) 'Numero de PONTOS em "phi": ' 
      READ(*,*) NN 
      WRITE(*,*) 'Temperatura do ar [oC]: ' 
      READ(*,*) T1 
      WRITE(*,*) 'Coef. transf. calor por conveccao - ar [W/m^2K]: ' 
      READ(*,*) h1 
      WRITE(*,*) 'Temperatura do oleo [oC]: ' 
      READ(*,*) T2 
      WRITE(*,*) 'Coef. transf. calor por conveccao - oleo [W/m^2K]: ' 
      READ(*,*) h2 
      WRITE(*,*) 'Condutividade termica do material [W/mK]: ' 
      READ(*,*) KMAT 
      WRITE(*,*) 'Densidade do material [kg/m^3]: ' 
      READ(*,*) rho 
      WRITE(*,*) 'Calor específico a pressao constante [J/kgK]: ' 
      READ(*,*) cp 
      WRITE(*,*) 'Raio interno do tubo cilindrico [m]: ' 
      READ(*,*) ri 
      WRITE(*,*) 'Raio externo do tubo cilindrico [m]: ' 
      READ(*,*) re 
      WRITE(*,*) 'Passo no tempo - inicial [s]: ' 
      READ(*,*) dto 
      WRITE(*,*) 'Fluxo de Calor Prescrito [W/m^2]: ' 
      READ(*,*) q 
      WRITE(*,*) 'Criterio de Convergencia [n.d-exp]: ' 
      READ(*,*)  CRITCONV 
      WRITE(*,*) 'Modulo do expoente (exp) do Crit Conv [exp > ou = 8]:' 
      READ(*,*)  z 
C   DECLARACAO  E DETERMINACAO DAS CONSTANTES 
 pi=3.1415926535897932 
 alpha=KMAT/(rho*cp) 
             M=MM-1 
             N=NN-1 
 dr=(re-ri)/M 
             dphi=(2*pi)/N 
C   CHAMADA DE SUB-ROTINAS 
      CALL MALHA(M,N,MM,NN,ri,re,dr,dphi,R,PHI,pi) 
      CALL TIN(M,N,MM,NN,T1,T2,TINI) 
      CALL TEMPER(M,N,MM,NN,T1,T2,T,TINI,dr,dphi,R,dto,h2,h1, 
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     *alpha,cp,rho,q,CRITCONV,z) 
      CALL FLUXOS(KMAT,dr,dphi,M,N,MM,NN,T,ri,re,pi) 
      CALL IMPRIME(M,N,MM,NN,T,R,PHI) 
      END PROGRAM 
C 
      SUBROUTINE MALHA(M,N,MM,NN,ri,re,dr,dphi,R,PHI,pi) 
      DOUBLE PRECISION ri,re,dr,dphi,pi 
      DOUBLE PRECISION R(1000),PHI(1000) 
      INTEGER I,J,M,N,MM,NN 
      OPEN(20,file='RESULTADOS.OUT') 
      I=0 
     J=0 
      WRITE(20,*)'*** IMPRESSAO DOS PARAMETROS DA MALHA ***' 
      WRITE(20,*)'Raio interno do cilindro vazado     = ',ri 
      WRITE(20,*)'Raio externo do cilindro vazado     = ',re 
      WRITE(20,*)'Numero de pontos na direcao radial  = ',MM 
      WRITE(20,*)'Numero de pontos na direcao angular = ',NN 
      WRITE(20,*)'dr                                  = ',dr 
      WRITE(20,*)'dphi                                = ',dphi 
C     MONTANDO A MALHA 
      R(1)=ri 
      DO I=2,MM 
        R(I)=R(I-1)+dr 
        WRITE(20,*)'dr=',R(I) 
      END DO 
      PHI(1)=0.d0 
      DO J=2,NN 
        PHI(J)=PHI(J-1)+dphi 
   WRITE(20,*)'dphi=',PHI(J) 
      END DO 
      RETURN 
      END 
C 
      SUBROUTINE TIN(M,N,MM,NN,T1,T2,TINI) 
      DOUBLE PRECISION T1,T2,TM 
      DOUBLE PRECISION TINI(1000,1000) 
      INTEGER I,J,M,N,MM,NN        
      I=0 
      J=0 
C   MEDIA ARITMETICA DAS TEMPERATURAS CONHECIDAS T1 E T2        
      TM=(T1+T2)/2.d0 
C     CONDICAO INICIAL:  
C     O CILINDRO VAZADO ASSUME A MEDIA ARITMETICA DAS TEMPERATURAS   CONHECIDAS 
T1 E T2 EXCETO NOS CONTORNOS, ONDE SE ASSUME T = T AMBIENTE OU T OLEO 
(EQUILIBRIO) 
      DO I=2,M 
      DO J=1,NN 
C   TEMPERATURA IGUAL A TEMPERATURA DO OLEO NA PAREDE INTERNA DO CILINDRO 
             TINI(1,J)=T2 
C   TEMPERATURA MÉDIA - NÓS INTERNOS 
 TINI(I,J)=TM 
C   TEMPERATURA IGUAL A TEMPERATURA DO AMBIENTE NA PAREDE EXTERNA DO CILINDRO 
             TINI(MM,J)=T1           
      END DO 
      END DO 
      RETURN 
      END 
C 
      SUBROUTINE TEMPER(M,N,MM,NN,T1,T2,T,TINI,dr,dphi,R,dto,h2,h1, 
     *alpha,cp,rho,q,CRITCONV,z) 
      DOUBLE PRECISION dr,dphi,dt,h2,h1,cp,rho,alpha,q,dto,b,dti 
      DOUBLE PRECISION T1,T2,time,CRITCONV,DIFREL,DIFCOM 
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      DOUBLE PRECISION T(1000,1000),TINI(1000,1000),R(1000), 
     *TFUT(1000,1000) 
      INTEGER I,J,M,N,MM,NN,A,P1,P11,P2,P22,P3,z 
      OPEN(20,file='RESULTADOS.OUT') 
      OPEN(40,file='EXCEL.DAT') 
      I=0 
      J=0 
      A=0                                                      !Numero de Iterações 
      dt=0.0d0                                              !Incremento de delta to  
      time=0.0d0                                          !Variável tempo  
      b=10*SQRT(CRITCONV)*(2**(z-7))   !Argumento da exponencial 
      DIFCOM=SQRT(CRITCONV)            !Diferença de Comparação - Valor Inicial 
      dti=dto                                                 !Delta t inicial 
C     DIVISAO ANGULAR DA SUPERFICIE EXTERNA (EM TRES PARTES IGUAIS) 
      P1=((N-1)/3)+1 
 P11=P1+1 
 P2=(2*P1)-1 
 P22=P2+1 
C COORDENADA 'J' DO PONTO ONDE VAI SE ANALISAR A CONVERGENCIA 
 P3=(N/2)+1 
C    MATRIZ DE TEMPERATURAS ATUAIS RECEBE OS VALORES INICIAIS     
      DO I=1,MM 
      DO J=1,NN 
      T(I,J)=TINI(I,J)  
      ENDDO  
      ENDDO 
C       CALCULO DAS TEMPERATURAS  
  100 DO I=2,M 
C      CONDICAO DE CONTORNO INTERNA PARA "R" - CONVECCAO COM OLEO --> EQUAÇÃO 
4.17 
        TFUT(1,1)=((2*dto/dr)*(((h2/(rho*cp))*(T2-T(1,1)))+((alpha/dr)*( 
       *T(2,1)-T(1,1)))))+T(1,1) 
C     CONDIÇÃO DE CONTINUIDADE  T(1,NN) = T(1,1) --> EQUAÇÃO 4.21   
        TFUT(1,NN)=TFUT(1,1)    
C     PARA PHI IGUAL A ZERO E IGUAL A 2 PI() 
       TFUT(I,1)=((alpha*dto)*(((1/R(I))*((T(I+1,1)-T(I-1,1))/  
     *(2*dr)))+((T(I-1,1)-(2*T(I,1))+T(I+1,1))/(dr*dr))+ 
     *(1/(R(I)*R(I)))*((T(I,2)-(2*T(I,1))+T(I,N))/((dphi*dphi)/4)))) 
     *+T(I,1) 
C    T(I,NN) = T(I,1) --> EQUAÇÃO 4.21 
       TFUT(I,NN)=TFUT(I,1) 
       DO J=2,N 
C    EQUAÇÃO 4.17 
      TFUT(1,J)=((2*dto/dr)*(((h2/(rho*cp))*(T2-T(1,J)))+((alpha/dr)*( 
     *T(2,J)-T(1,J)))))+T(1,J) 
C    NóS INTERNOS --> EQUAÇÃO 4.14 
      TFUT(I,J)=((alpha*dto)*(((1/R(I))*((T(I+1,J)-T(I-1,J))/  
     *(2*dr)))+((T(I-1,J)-(2*T(I,J))+T(I+1,J))/(dr*dr))+ 
     *(1/(R(I)*R(I)))*((T(I,J+1)-(2*T(I,J))+T(I,J-1))/(dphi*dphi)))) 
     *+T(I,J) 
      ENDDO 
      ENDDO 
C     CONDICAO DE CONTORNO EXTERNA CONVECÇÃO --> EQUAÇÃO 4.18 E EQUAÇÃO 4.20 
      TFUT(MM,1)=((2*dto/dr)*(((h1/(rho*cp))*(T1-T(MM,1)))+((alpha/dr) 
     **(T(M,1)-T(MM,1)))))+T(MM,1) 
C    CONDIÇÃO DE 'CONTINUIDADE'  T(MM,NN) = T(MM,1) 
      TFUT(MM,NN)=TFUT(MM,1) 
      DO J=2,P1 
C    CONVECÇÃO --> EQUAÇÃO 4.18 (PRIMEIRO TERÇO) 
      TFUT(MM,J)=((2*dto/dr)*(((h1/(rho*cp))*(T1-T(MM,J))+((alpha/dr) 
     **(T(M,J)-T(MM,J))))))+T(MM,J) 
      ENDDO 
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      DO J=P11,P2 
C     FLUXO CONHECIDO --> EQUAÇÃO 4.20 (SEGUNDO TERCO) 
      TFUT(MM,J)=((2*dto/dr)*(((q/(rho*cp))+((alpha/dr) 
     **(T(M,J)-T(MM,J))))))+T(MM,J) 
       ENDDO 
      DO J=P22,N 
C    CONVECÇÃO --> EQUAÇÃO 4.18 (PRIMEIRO TERÇO) 
      TFUT(MM,J)=((2*dto/dr)*(((h1/(rho*cp))*(T1-T(MM,J))+((alpha/dr) 
     **(T(M,J)-T(MM,J))))))+T(MM,J) 
      ENDDO 
C    CALCULO DA DIFERENCA RELATIVA 
 DIFREL=DABS(TFUT(MM,P3)-T(MM,P3))/TFUT(MM,P3) 
C     ATUALIZANDO A MATRIZ DE TEMPERATURAS 
      A=A+1                ! Num de Iterações 
      time=time+dto    ! Atualizando a variável tempo           
      DO I=1,MM 
        DO J=1,NN 
        T(I,J)=TFUT(I,J) 
        END DO 
      END DO 
C     IMPRESSAO DAS TEMPERATURAS UTILIZADAS NA COMPARAÇÃO DOS RESULTADOS 
        WRITE(40,*)dt,';',T(MM,1),';',T(MM,P3) 
C     CALCULO DO INCREMENTO DE DELTA t 
      if(DIFREL.GT.DIFCOM) GOTO 100 
      dt=dti*exp(b*time) 
      dto=dt 
c     ATUALIZAÇÃO DO VALOR DE REFERÊNCIA 
      DIFCOM=DIFCOM/10 
C     VERIFICAÇÃO DO CRITÉRIO DE CONVERGÊNCIA FORNECIDO PELO USUÁRIO 
      if(DIFREL.GT.CRITCONV) GOTO 100 
C     IMPRESSÃO DO CAMPO DE TEMPRATURAS FINAL 
      WRITE(20,*)'*** CAMPO DE TEMPERATURAS ***' 
      WRITE(20,*)'NÚMERO DE ITERAÇÕES (A)=',A 
      WRITE(20,*)'TEMPO TOTAL (s) =',time 
      WRITE(20,*)'    I        J       TEMP' 
       DO I=1,MM 
         DO J=1,NN 
         WRITE(20,51)I,J,T(I,J) 
   51  FORMAT(/I6,3X,I6,3X,1P1E13.5) 
         ENDDO 
       ENDDO 
      WRITE(20,*)'dto final (s) =',dto 
      CLOSE(20) 
      CLOSE(40) 
      RETURN 
      END 
C 
      SUBROUTINE IMPRIME(M,N,MM,NN,T,R,PHI) 
      DOUBLE PRECISION T(1000,1000),R(1000),PHI(1000) 
      DOUBLE PRECISION X(1000),Y(1000) 
      INTEGER I,J,M,N,MM,NN 
      OPEN(80,file='CAMPO_TEMP_CSP2D.DAT')  
C     TRANSFORMANDO EM COORDENADAS CARTESIANAS PARA IMPRESSAO 
       WRITE(80,'("Variables = X, Y, T")') 
       WRITE(80,'("Zone T =""Zone-One"" I= "I3 " J= "I3 "F=Point")') 
     *MM,NN 
      DO J=1,NN 
      DO I=1,MM 
      X(I)=R(I)*COS(PHI(J)) 
      Y(J)=R(I)*SIN(PHI(J)) 
     WRITE(80,'(3f10.5)') X(I), Y(J), T(I,J) 
      ENDDO 
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      ENDDO 
      CLOSE(80) 
      RETURN 
      END 
C 
      SUBROUTINE FLUXOS(KMAT,dr,dphi,M,N,MM,NN,T,ri,re,pi) 
      DOUBLE PRECISION KMAT,dphi,dr,ri,re,pi 
      INTEGER M,N,MM,NN 
      DOUBLE PRECISION T(1000,1000) 
      DOUBLE PRECISION CALORE,CALORI,AREA1,AREA2 
      INTEGER I,J 
      OPEN(60,file='FLUXOS.OUT') 
      I=0 
      J=0 
      AREA1=(dphi*ri)*1 
      AREA2=(dphi*re)*1 
      DO J=1,N 
       CALORI=CALORI+(KMAT*AREA1*(T(1,J)-T(2,J))/dr) 
      END DO 
      DO J=1,N 
       CALORE=CALORE+(KMAT*AREA2*(T(MM,J)-T(M,J))/dr) 
      END DO 
      WRITE(60,*)'TAXA DE TRANSFERENCIA DE CALOR O -> L INTERNA=',CALORI 
      WRITE(60,*)'TAXA DE TRANSFERENCIA DE CALOR L -> O EXTERNA=',CALORE 
      CLOSE(60) 
      RETURN 
      END 
 


