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Resumo: Neste trabalho, colaboramos com o desenvolvimento das técnicas com-
binatorias que utilizam a g-contagem e ladrilhamentos. O principal resultado que
provamos ¢ a seguinte identidade, devida a Ramanujan
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Além deste resultado, encontramos novas interpretacoes combinatorias para varias
identidades da teoria das particoes. Destacam-se nesta lista de identidades, as se-
guintes: o teorema g¢-binomial, a série ¢g-binomial, uma identidade de Gauss, uma
identidade de Jacobi e o produto triplo de Jacobi. Damos também uma interpretacao
nova para os nimeros ¢g-binomiais. No trabalho, apresentamos algumas ideias novas
(dentro deste contexto combinatério com a g-contagem): a ideia do empilhamento
de pegas na mesma posicao e uma nocao de peso de pecas nao-absoluta, isto é, que
nao depende unicamente da posicao da peca mas da posicao relativa a outras pecas.

Abstract: In this work, we contribute with the development of the combinato-
rials techniques involving g-enumaration and tilings. The principal result we prove
is the following identity of Ramanujan
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Besides that, we find new combinatorial interpretations for several identities of
the theory of partitions. In this list, the most important identities are the following:
g-binomial theorem, ¢-binomial serie, a Gauss’ identity, a Jacobi’s identity and the
Jacobi triple product. We also give a new interpretation to the g-binomial numbers.
In this work, we present some new ideas (within the combinatorial context of g-
enumeration): the idea of pilling up tiles in the same position and a non-absolute
weight notion, i.e., which doesn’t depend solely on the position of the tile but as well
to its relative position to other tiles.
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Introducao

A teoria das parti¢oes lida com as parti¢oes de nimeros naturais. Uma particao é
um modo de quebrar um numero em somas de outros naturais. A titulo de exemplo,
suponhamos que para cada numero natural n, existem f(n) maneiras de particiona-
lo, seguindo certas restri¢coes (definidas anteriormente). Para se lidar com funcoes
aritméticas f(n) deste tipo, a técnica mais poderosa tem se demonstrado ser lancar
mao do recurso de uma funcao geradora, tipicamente da forma

Flg) =Y t)a" = 3 tn)a"

A funcao F (¢) — na maioria dos casos, analitica — descreve a fungdo f : N —
N inteiramente. Existem muitas técnicas algébricas e analiticas eficientes para se
trabalhar com funcgoes deste tipo.

Apesar disto, continua-se tendo o interesse de compreender as fungoes f(n) so-
mente com operacoes e técnicas finitas, e com o minimo de recurso algébrico. Es-
tamos falando de uma abordagem combinatéria. E bom se ter um argumento al-
gébrico/analitico que prove uma identidade da teoria das partigoes em duas linhas.
Entretanto, continuamos querendo “pegar na mao” as particoes e trabalhar com elas,
como num jogo de quebra-cabeca, até chegarmos onde queremos, isto é, provar iden-
tidades e resultados da teoria das partigdes (como o teorema de Euler).

Por que se estudar uma técnica que é bem mais simples e menos poderosa do que
outra? Por diversas razoes. Uma primeira razao seria o fato de que nos, seres hu-
manos, gostamos de compreender as coisas. Tudo aquilo que pode ser compreendido
nos instiga a ir avante na pesquisa. E em segundo lugar, pois nenhum conheci-
mento ¢ inatil. Todo conhecimento termina, de um modo ou de outro, agregando
compreensao a outras temas relacionados.

Neste trabalho, vemos uma abordagem que embora nao seja inédita quebra com
alguns paradigmas. O primeiro é o fato de pararmos de contar e passarmos a g-contar.
Isto muda tudo de figura. Uma contagem nos d4 um ntimero como resultado. Uma



g-contagem nos d4 uma funcao geradora, como 1+¢+5¢*. Desta forma, continuamos
“contando”, mas trabalhamos com polinémios e séries formais como resultados, ao
invés de ntmeros.

O outro ponto de mudanca é a utilizacao de tabuleiros ladrilhados com pecas
(pensemos num dominé como modelo de peca). Estes objetos combinatérios sao
muito mais versateis do que os tipicamente utilizados nas abordagens combinatoérias
da teoria das particoes, como os grafos de Ferrer. Um grafo de Ferrer é um objeto
combinatoério com certa rigidez, dificil de operar. Ja um tabuleiro, com pegas, possui
uma versatilidade de operacoes muito grande — basta colocar pecinhas para la e para
ca.

Aliando ladrilhamentos com g-contagens, saimos da zona agreste e dura dos grafos
de Ferrer — que sao muitas vezes, pouco intuitivos — e das provas bijetivas, mas nao
vamos tao longe a ponto de uma abordagem analitica/algébrica que nos faz perder
completamente a intuicao do que esta acontecendo, de fato, com as particoes com
as quais estamos trabalhando. O que queremos dizer com isto? Queremos dizer que
com as técnicas de ladrilhamento e g-contagem, podemos provar muitas identidades
complicadas (dificeis e pouco esclarecedoras pelos grafos de Ferrer) de forma simples,
e mantendo uma visao combinatoéria do problema.

Esta abordagem tem o poder de revolucionar muitas areas estagnadas h& muito
tempo, que estavam a espera da abordagem combinatoéria adequada, para que pudés-
semos ‘“‘ver” combinatoriamente com muito mais clareza do que antes. Esta clareza
com que vemos identidades complicadas (um exemplo é o Produto Triplo de Jacobi,
que aparece no teorema 17) justifica a importancia desta area de pesquisa.

Esta tese se divide em trés capitulos. O primeiro apresenta a base de todo o tra-
balho. Nele, aparecem todos os conceitos importantes, com alguns exemplos ilustra-
tivos. Também sao demonstradas duas propriedades importantes, que sao utilizadas
ao longo de todo o trabalho. Estamos nos referindo as projecoes, que apareceram
primeiramente no artigo [6].

O segundo capitulo apresenta intimeras identidades classicas da teoria das par-
ticoes que sao revistas pelo ponto de vista combinatério dos ladrilhamentos e da
g-contagem. Ressaltamos a simplicidade com que sao vistos o Teorema g-Binomial e
a Série ¢-Binomial (conferir a se¢do 2.2). Algumas ideias sdo desenvolvidas, em meio
as identidades apresentadas. O capitulo foi escrito em ordem crescente de complexi-
dade e ha vérias secoes dependentes umas das outras. Sao apresentados o Teorema
de Stanley, o Teorema de Euler, o Teorema Pentagonal de Euler, além de identidades
de Gauss e de Jacobi.

E importante ressaltar que conseguimos dar uma interpretacio combinatoria para



o Produto Triplo de Jacobi e que, seguindo esta linha, é apresentado um Projeto
para se chegar a uma demonstragao combinatoria da Primeira Identidade de Rogers-
Ramanujan.

Por fim, o altimo capitulo apresenta o resultado mais importante da tese. Traba-
lhamos sobre uma identidade dos Cadernos Perdidos de Ramanujan e conseguimos
prova-la com as técnicas que desenvolvemos. Este resultado deu origem ao artigo
[10].

A ideia de utilizar tabuleiros finitos (do tipo 1 X n) e infinitos (do tipo 1 x
00), utilizando-se de g-contagens, a fim de demonstrar identidades ndo é inédito.
Algumas referéncias sobre desenvolvimentos recentes na area podem ser encontrados
nos artigos [2, 5, 6, 7. O importante conceito de proje¢ao, e um resultado central
que lhe esta associado (a projegao de pegas juntas) também ja havia sido definido
no artigo [6].

Embora, nesta bibliografia, e em outros trabalhos sobre ladrilhamentos e domi-
nos (que nao utilizam o conceito de g-contagem) ja houvesse aparecido alguns dos
conceitos novos apresentados aqui, destacamos as contribuicoes feitas neste trabalho.
Apresentamos um resultado sobre projetar pecas juntas num tabuleiro finito, o que
envolve os niimeros ¢g-binomiais. Este resultado nao aparece em artigos anteriores de
conhecimento do autor. Além disto, o conceito de empilhamentos, embora apareca
em outros trabalhos, nao aparece associado a g-contagem como é apresentado aqui.
Por fim, o modo como definimos o peso de uma peca (no teorema 24), nao mais
de modo absoluto (dependendo apenas de sua posi¢do) mas de um modo relativo
(dependendo do namero de pegas que lhe antecedem, além de sua posi¢ao) também
nao aparece na literatura.



Capitulo 1

Tabuleiros, Dominés e ¢—Contagem

Os objetos combinatorios e as ferramentas (conceitos, operagoes e resultados) que
utilizamos em nosso trabalho sao definidos neste capitulo. Primeiramente, definimos
os objetos que utilizamos — os tabuleiros e suas pegas — e discutimos um pouco sobre
eles. Em seguida, introduzimos a no¢ao do peso de pecas e de ladrilhamentos, e
apresentamos a ideia de contagem que lhe esté associada — a g—contagem. Por fim,
definimos uma operacao muito importante — a projecao de pecas no tabuleiro — e
demonstramos dois resultados importantes relacionados este conceito: no caso de
um tabuleiro de tamanho finito e no caso de um tabuleiro de tamanho infinito.

Em meio a apresentacao de cada conceito, discutimos alguns exemplos ilustrati-
vos, para facilitar a compreensao sobre os conceitos e desenvolver a intuicao sobre
eles.

Antes de comecarmos. salientamos que utilizamos a notacao usual para as par-
ticoes. A saber, uma particio A de um ntmero inteiro positivo n consiste em uma
sequéncia de inteiros positivos A\; < Ay < --- < A;, onde os A; sao denominados as
partes da particao A, e a soma das partes da particao deve ser igual a n e é definida
por

n:/\1+/\2++)\J:Z/\Z

1.1 Tabuleiros e Pecas

Utilizamos, essencialmente, dois tipos de tabuleiros. O primeiro é o tabuleiro finito
(isto é, de tamanho finito), pois possui apenas uma quantidade finita de casas, e
tem a forma 1 X n onde n é um nimero natural. O segundo tipo de tabuleiro
que utilizamos é o tabuleiro infinito (isto é, de tamanho infinito), possuindo uma
quantidade infinita de casas, sendo que o mais utilizado em nosso trabalho tem a



forma 1 x co. O tabuleiro é formado de quadrados 1 x 1, que sao suas casas. Cada
uma destas casas ou posi¢oes pode ser caracterizada por um par de coordenadas (1, 7).
Nos referimos a esta casa (ou posigao) simplificadamente através do ntmero i, isto
é, tratamos da casa ¢ ou da posi¢ao i para nos referirmos a (1,1).

Utilizamos certos objetos que denominamos de pecas (o domind é delas o mais
conhecido, por isto o titulo do capitulo) para ladrilhar (ou preencher) um tabuleiro
deste tipo. Denotamos por quadrado branco a peca de formato 1 X 1 que é desenhada
como branca (ou sem preenchimento) e representa uma posigao vazia no tabuleiro.
Outras pecas sao também utilizadas, como o quadrado preto, que é uma peca preta,
também de formato 1 x 1. Usa-se, além destes, quadrados de varias cores. Um outra
peca é o domind, cujo formato é 1 x 2, e que pode ser de diferentes cores.

Dado um tabuleiro (finito ou infinito) e certas pegas, chamamos de ladrilhamento
a uma maneira T de ladrilhar completamente o tabuleiro com as pegas (isto é, dispo-
las no tabuleiro) sem que reste qualquer casa nao preenchida, sem que pegas se
sobreponham e com apenas uma quantidade finita de pecas distintas do quadrado
branco. Esta ultima restricao s6 tem realmente importancia, ao tratarmos de tabu-
leiros infinitos.

Utilizaremos o termo ladrilhamento também para nos referirmos a um ladrilha-
mento com empilhamento de pecas na mesma posicao. Por vezes, sera tutil consi-
derarmos a possibilidade de que, em cada posicao, possamos empilhar pecas, como,
por exemplo, varios quadrados pretos. Neste caso, o quadrado branco continua tendo
a fungdo de peca vazia (a menos que dito explicitamente o contrario). Poderia-se
utilizar uma definicao analoga ao conceito de empilhamento, pensando-se em pecas
numeradas, sendo que o nimero associado a peca representaria a quantidade de pe-
cas empilhadas na dada posicao. Alguns autores, por vezes, utilizam esta definicao
alternativa, que tem suas vantagens e desvantagens. Acreditamos que, nos proble-
mas deste trabalho em que surge a necessidade de empilhamentos, a nocao de pecas
numeradas seria menos natural.

Exemplo. Eis o exemplo de um tabuleiro 1 x 6, ladrilhado com quadrados brancos
e pretos.

[ B e |

Associado a um ladrilhamento como este esta uma particao. As partes da particao
sao representadas pelas casas ocupadas por pecas pretas, isto é, ai temos representada
a partigao 2+ 4+ 5, ja que as casas {2,4,5} sdo as casas ocupadas por pecas pretas.



1.2 Peso e ¢—Contagem

A contagem é um conceito fundamental da combinatoéria, e para o nosso trabalho,
precisamos de uma generalizacao deste conceito, denominada de g—contagem ou con-
tagem com peso. Para ilustrar o conceito, vamos partir do conceito da contagem
usual até chegarmos ao conceito da g—contagem.

Consideremos o seguinte conjunto

X: {a767775}7

para a ilustracao. Este conjunto possui 4 elementos pois existe uma bijecao ¢ entre
o conjunto X e o conjunto [4], onde [4] = {1,2,3,4}. Denotamos isto pela nota-
¢ao |X| = 4. Um outro modo de visualizar esta contagem é “percorrer” os elementos
do conjunto X contando uma unidade (isto é, um 1), para cada elemento, e somando
ao final estes 1’s. Em notacao matemaética, escrevemos

X => "1

zeX

Cada elemento do conjunto X acrescenta um 1 na contagem total. Vamos partir
do conceito de contagem com peso ou q-contagem. Suponhamos, ao contrario, que
cada elemento possua um peso qualquer, nao necessariamente igual a 1. A palavra
inglesa para peso é weight e é por isto que utilizamos a nota¢ao w(x) para denotar o
peso de um elemento x. Suponhamos que os elementos do conjunto X possuam seus
pesos dados por w(z) = ¢, onde 7 é igual ao niimero de letras no IXTEX da letra grega
correspondente e ¢ é uma variavel. As quatro letras gregas iniciais sao: alpha, beta,
gamma e delta. Trés delas possuem cinco letras e uma delas possui quatro letras. Se
contassemos o conjunto X, tendo os elementos estes pesos, a contagem com peso (ou
g—contagem) seria dada por

D wiz) =wla) +w(B) +w(y) +w(d) =" +¢" + ¢ + ¢ =q¢" +3¢".
zeX

A escolha dos pesos como sendo da forma w(x) = ¢‘ ndo é por acaso. Notemos
que se a variavel ¢ assume o valor 1, obtemos w(z) = ¢ = 1.0u seja, o peso de
cada elemento se reduz a 1 quando a variavel ¢ assume o valor 1. Portanto a infor-
magao da g—contagem refina (isto é, aumenta) as informagoes que temos a respeito
do conjunto X. A g-contagem que obtivemos para o conjunto X é dada pelo po-
linomio f(gq) = ¢* + 3¢°>. Como vimos, a contagem usual de X é obtida meramente
tomando-se ¢ = 1 e é dada por f(1) = 14+ 3 = 4. Como dissemos, a ¢—contagem,

7



dada por f(q) = ¢* + 3¢°, nos fornece mais informacdes sobre o conjunto X. Ela nos
informa que ha 1 elemento em X cujo nome possui quatro letras e ha 3 elementos
cujo nome possui cinco letras.

O termo mais adequado seria dizermos contagem com peso e nao q—contagem. O
termo g—contagem nos da a ideia de que ha apenas a variavel ¢ sendo utilizada, na
definicao do peso. De fato, ela serda a variavel mais significativa ao longo de todo
nosso trabalho. Contudo, utilizamos também outras varidveis, como a variavel z,
e outras. Apesar de a notacao contagem com peso ser a mais adequada, o termo
q—contagem é mais curto e é por isto que o utilizamos. Na verdade, por um abuso de
linguagem, utilizamos indistintamente o termo contagem, significando g—contagem.
Certamente, isto nao sera motivo de confusao, pois ao longo de todo o texto, estamos
sempre realizando g-contagens.

Neste trabalho, fazemos g¢—contagens de conjuntos de ladrilhamentos de tabu-
leiros. Dado um tabuleiro, utilizamos frequentemente a letra T para designar um
ladrilhamento deste tabuleiro e utilizamos a letra t para denotar uma peca deste la-
drilhamento. Também representamos o fato de a peca t pertencer ao ladrilhamento T
pela notacao de pertinéncia t € T.

Nem sempre definimos o peso de ladrilhamentos da mesma maneira. Mas a
maneira que enunciamos, no paragrafo seguinte, ¢ a maneira mais utilizada ao longo
do trabalho. Se utilizarmos outro modo de definirmos o peso, isto sera explicitado.

Seja dado um ladrilhamento T de um tabuleiro. Antes de definirmos o peso do la-
drilhamento T, definimos o peso das pecas do ladrilhamento. Tipicamente, definimos
o peso de uma pega t que é um quadrado branco como sendo a unidade w(t) = 1.
O peso das demais pegas (quadrados pretos, dominds, etc) é tipicamente dado em
termos do tipo da peca (cor, tamanho, etc) e da posi¢ao i que ela ocupa (ou no caso
do domind, da primeira casa ocupada por ele). Alguns pesos utilizados sdo: ¢, z¢',
z, ete. O peso do ladrilhamento T é, entao, definido por

w(T) = [ w(t).

teT

Dado um conjunto de ladrilhamentos X, a ¢—contagem deste conjunto é definida,
usando o simbolo de contagem, com um subindice ¢ (indicando ¢-contagem), pela
expressao

TeX

Vamos considerar um exemplo simples de como definimos o peso de ladrilhamen-
tos.



Exemplo. Considere um tabuleiro finito 1 x 4 que é ladrilhado com dois tipos de
pecas: quadrados brancos e quadrados pretos. Seja t uma peca que ocupa a posicao .
Definimos o peso desta peca por

{ 1 caso t seja um quadrado branco,
w(t) =

"] ¢¢ caso t seja um quadrado preto.

Definimos o peso de um ladrilhamento T por w(T) = [[,c; w(t). Considere-
mos X o conjunto de todos os ladrilhamentos possiveis deste tabuleiro. Como
cada uma das 4 casas do tabuleiro pode ser preenchida livremente por um qua-
drado branco ou por um quadrado preto, a quantidade total de ladrilhamentos é
dada por |X| = 2% = 16 (estamos utilizando o chamado Principio Fundamental da
Contagem, que faz multiplicar as contagens independentes). Vejamos quanto é a
g—contagem deste conjunto X utilizando-nos dos pesos que acabamos de definir. Um
dos ladrilhamentos é mostrado na figura abaixo.

(L[]

O seu peso é dado por w(T) = ¢'¢3¢* = ¢! = ¢8. Se calcularmos o peso de

cada um destes 16 ladrilhamentos, e somarmos todos eles (o trabalho fica a cargo do
leitor), obteremos

f(q) =X|,=1+¢"+¢+2¢° +2¢" + 26" +2¢° + 2¢" + ¢* + ¢" + ¢"°.

Repare que f(1) = 16 = |X|. Neste exemplo simples, vejamos qual a ligagao
com a teoria das particoes. Cada ladrilhamento é determinado pelas pecas brancas
e pretas nas posigoes {1,2,3,4}. Se numa destas posi¢oes, ha um quadrado branco,
o peso do ladrilhamento nao é alterado por ele. Entretanto, um quadrado preto
multiplica o peso por ¢’, onde i é a posicao deste quadrado. Portanto, temos uma
correspondéncia biunivoca entre os ladrilhamentos deste tipo e as particoes A cujas
partes sao distintas e pertencentes a [4] = {1,2,3,4} (cosidere D4 o conjunto destas
parti¢oes). Se denotarmos por |\| a soma da parti¢ao A, entao

X[, =Y w(m) =Y ¢"=g(),

TexX AEDy

onde g (q) é a fungao geradora de D,4. Ora, podemos obter a fungio geradora g (¢q) di-
retamente de sua defini¢do. Cada parte é diferente e pertencente ao conjunto [4] =



{1,2,3,4}, portanto

g(e) = 1+dHA+A) 1+ (1 +q"
— 1+ql+q2+2q3+2q4+2q5+2q6+2q7+q8+q9+q10
= f(q).

Diversas expressoes, como por exemplo f (q), serao “interpretadas” de forma com-
binatéria, com o auxilio de ladrilhamentos, dominds (pegas) e g—contagem. Neste
caso, vimos que a expressao algébrica que define f(g) tem a seguinte interpretagio
combinatoria: ela g—conta os ladrilhamentos de um tabuleiro 1 x 4, com quadrados
brancos e pretos, e com os pesos definidos acima. Utilizando-nos deste tipo de in-
terpretagdo podemos trabalhar com estes objetos combinatoérios (ladrilhamentos) ao
invés de trabalhar com as identidades originais (no caso f(q)), e assim podemos, nao
apenas interpretar expressoes algébricas de forma combinatéria, mas também provar
identidades, isto é, provar que elas se igualam a outras expressoes algébricas. |

Os passos que utilizamos para provar identidades através desta técnica sao os
seguintes. Suponhamos que queremos provar uma certa identidade f(q) = g(q).
Suponhamos, também, que encontramos uma interpretagao combinatoria para f(q),
como por exemplo a g—contagem de um certo conjunto de ladrilhamentos X de um
determinado tabuleiro, com certas pecas e pesos. Admitamos, ainda, que encon-
tramos um modo diferente de g—contar o conjunto X (assim como o caso de uma
dupla contagem de um mesmo conjunto), de tal forma que esta nova g—contagem
seja igual a g (¢). Desta forma, estabelecemos a identidade desejada f(q) = g (q), por
meios combinatorios. Nem sempre utilizamos meramente uma dupla g—contagem.
Por vezes, utilizamos involugoes, bijecoes que preservam pesos, equagoes funcionais,
etc. Em alguns casos, utilizaremos manipulacoes algébricas de forma substancial.
O leitor pode ficar um pouco decepcionado, imaginando que estamos fazendo de-
monstracoes que nao sao puramente combinatorias. De fato, ele terd razao se assim
pensar. Entretanto, o insight combinatorio das técnicas que utilizamos justifica a
nossa “perda” de uma abordagem “puramente” combinatoria.

Antes de exemplificarmos esta técnica, definimos o importante conceito de pro-
jecao e discutimos dois importantes resultados ligados a ele, que serao utilizados
muitas vezes ao longo de nosso trabalho.

1.3 Projecoes

Este conceito, e um dos resultados discutidos nesta se¢do, aparecem no artigo [6] de
Little e Sellers.
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O conceito de projecao é definido dentro do contexto de ladrilhamentos de tabu-
leiros com pegas. O primeiro conceito importante é o conceito de peca projetdvel (em
inglés, projectile). Algumas das pecas do tabuleiro serao consideradas como projeta-
veis, outras nao. Projecao é a ideia de mover pecas no tabuleiro. As pecas projetaveis
sao aquelas que serao movidas. Para que elas se movam livremente, é preciso colocar
certas restricoes na projecao, a fim de que possamos trabalhar satisfatoriamente com
estes movimentos, quando fizermos contagens.

Somente as pecas projetaveis podem ser projetadas. Dado um tabuleiro, considere
um ladrilhamento T e uma peca projetavel t deste ladrilhamento. Uma projecao desta
peca é uma operacao que satisfaz algumas propriedades. A projecao nao acrescenta
nem remove pecas do tabuleiro, ou seja, as pecas sao apenas “embaralhadas” no
tabuleiro. A segunda propriedade é a de que a ordem de aparecimento no tabuleiro
(da esquerda para a direita) das pecas projetaveis nao se altera. Em outras palavras,
uma peca projetavel nao pode “pular por cima” de outra peca projetavel. A terceira
propriedade é de que o resultado final da projecao altera o peso do ladrilhamento
multiplicando-o por uma constante que independe de qual peca foi projetada e de
qual era sua posicao. Tipicamente, o ladrilhamento T, ap6s uma de suas pecas sofrer
uma proje¢do, torna-se no ladrilhamento T/, onde w(T’) = ¢*w(T). Esta constante,
no caso ¢*, é denominada de peso da projecdo. A quarta e altima propriedade é que
ap6s uma projecao, a peca projetada “pula por cima” sempre da mesma quantidade
de pecas brancas. O termo “pular” se refere a ideia de aparecer depois no tabuleiro.

Esta tdltima propriedade nao é totalmente necessaria para se definir adequada-
mente uma projecao, entretanto esta é uma propriedade necessaria na maior parte
dos casos considerados, pois precisamos ter um controle de quantas pecas brancas ha
a esquerda e a direita de cada peca projetavel. Este fato aparece implicitamente nos
argumentos (quando afirmamos, por exemplo, que a operagao de projetar pecas jun-
tas, que serd definida mais adiante, da origem a todos os ladrilhamentos possiveis).
O leitor atento observara isto.

Algo também a ser notado é que esta definicado aplica-se somente ao caso de
ladrilhamentos sem pecas empilhadas. Quando tratamos de pecas empilhadas, é
importante também considerar uma “ordem” de aparecimento das pecas, da esquerda
para a direita, e, caso elas estejam na mesma posicao, de baixo para cima. Dai a
definicao é boa para ambos os casos. O primeiro exemplo deste caso aparece na
Secao 2.2, na discussao da série g—Binomial. Passemos a tratar de duas importantes
aplicagoes deste conceito.

Seja um tabuleiro infinito 1 X co, com um ladrilhamento T, onde sao escolhidas
certas pecas projetaveis {ti,...,ta}, que ocupam as posi¢oes i; < - -+ < i, (no caso
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de ladrilhamentos com empilhamentos, a ideia é considerar as pecas em sua ordem de
aparecimento, ainda que haja mais do que uma peca projetavel em certas posigoes).
Vamos considerar uma operagao que produz infinitos ladrilhamentos. Esta operacao
serd denominada projetar todas as pegas projetdaveis juntamente.

Inicialmente, considere a operacao de projetar a ultima peca projetavel t, uma
quantidade igual a p, > 0 de vezes. Em seguida, projetamos a peniltima peca
projetavel t, ; uma quantidade p,_; > 0 de vezes, com a restricao p,_1 < p,. E
assim sucessivamente, até a primeira peca projetavel, com a restricao 0 < p; <
... < pp. Devido as propriedades da operacao de projecao é possivel, para qualquer
sequéncia 0 < p; < ... < p,, realizar estas projecoes sucessivas. Se 0 peso da
projecdo for igual a ¢® entdo, como realizamos exatamente (p; + - - - + p,) projecoes
a0 todo, o ladrilhamento final T’ terd peso w(T') = (¢*)P1 T Prw(T).

Projetar todas as pecas projetdveis juntamente consiste em considerar todas as
possibilidades de ladrilhamentos obtidos através de operagoes deste tipo. A ¢—
contagem de todas estas possibilidades é dada por

o (pTrw(T) = > (q")Mw(T)

0<p1<...<pn A particao em <n partes

= > (") w(T)

A particao em partes <n

_ w(T)
(1 —=gF)(1 —g%)--- (1 —qmF)
w(T)
(@%: q")n

Utilizamos a notagao usual (a; ), = []-; (1 —ag" ') e (a; @)oo = [[52, (1 — ag’™1),
além de um resultado classico da Teorias das Parti¢oes. Assim, chegamos ao nosso
primeiro resultado relacionado com projecoes.

Proposicao 1 Dado um ladrilhamento T de um tabuleiro infinito, com uma projecao
definida de peso ¢*, com n pegas projetdveis, que aparecem na ordem como {tq,. .., tq},
entao a q—contagem da operagao de projetar todas as pegas projetdveis juntamente €
dada por
w(T)
(d*:¢%)n

Utilizamos, no enunciado, a restricdo de que o peso da projecdo seja da forma ¢*.
Esta restricao é apenas didatica, pois estes sao os pesos que aparecem em NoSSO
trabalho. Poderiamos muito bem substituir o peso da projecao por um w qualquer.
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Outro caso, semelhante a este, é o caso de projetar pecas juntamente, quando o
tabuleiro ¢ finito. Neste caso, tudo feito no caso anterior é anélogo, com excec¢ao a
uma unica restricao da forma p, < m, onde m é a quantidade maxima de vezes que a
ultima peca projetavel pode ser projetada. A g—contagem de todos os ladrilhamentos
possiveis de serem obtidos por meio desta operacao é entao dado por

Yooy Ttew(T) = > (" )Mw(T)

0<p1<...<pn<m A particao em <n partes <m

_ [”ZmLkW(T).

Estamos utilizando a notacao para o nimero g-binomial, dada por

n (@ @)n
[mL N (q;q)j(g; Dn-m

Para mais informagoes com relacao a estes niimeros, conferir a Secao 2.2.

Proposicao 2 Dado um ladrilhamento T de um tabuleiro finito, com uma projecao
definida de peso ¢*, com n pegas projetdveis, que aparecem na ordem como {ty, ..., ta},
sendo que a ultima peca projetavel pode ser projetada no mdrimo m vezes, entao a q—
contagem da operagao de projetar todas as pegas projetdveis juntamente € dada por

n+m
m

Lk w(T).

Vejamos, para finalizar o Capitulo, um exemplo simples de aplicagao destas ideias
até agora apresentadas.

Vamos provar, por meios combinatoérios, utilizando-nos de um tabuleiro ladrilhado
com pecas, com pesos definidos e g—contagens, a seguinte identidade classica da
Teoria das Partigoes.

Teorema 3 Para a varidvel q, vale a sequinte identidade

O X n(n+1)/2
; q
1rg)=S 1 "
H = (@

Prova. Primeiramente, interpretamos de forma combinatéria ambos os lados da
identidade acima. Para isto, consideremos um tabuleiro infinito 1 X co, que seré
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ladrilhado com pecas quadradas brancas e pretas. Dada uma peca t, na posigao ¢,
definimos o seu peso por

¢ caso t seja um quadrado preto.

1 caso t seja um quadrado branco,
=1,

O peso de um ladrilhamento T serd dado por w(T) = [],.; w(t). Considere X o
conjunto de todos os ladrilhamentos possiveis com esta defini¢oes. Vamos g—contar
este conjunto, de duas formas distintas.

A primeira forma de contar consiste em percorrer todas as posicoes do tabuleiro
(e utilizar-se de uma generalizagdo do Principio Fundamental da Contagem para o
contexto da g—contagem — alids, este é um argumento utilizado implicitamente ao
longo de todo este trabalho). Para cada posi¢ao, fazemos uma escolha: ou colocamos
uma peca branca ou colocamos uma peca preta. Esta decisao pode ser traduzida,
na contagem, como uma multiplicagao do peso do tabuleiro pelo fator (1 + ¢*). Per-
corremos todas as casas do tabuleiro, e a g—contagem de todas as escolhas possiveis
(que é igual ao conjunto X) é igual a

(e e]
[0 +d) =X,

=1

Desta forma, fizemos nossa primeira contagem.

A segunda forma consiste em contar de acordo com o numero n de pecgas pretas
no tabuleiro. Seja X,, o conjunto de todos os ladrilhamentos com exatamente n
pecas pretas. Para contar este conjunto, principiamos dispondo n pecas pretas nas
posigoes iniciais do tabuleiro {1,2,...,n}. Este ladrilhamento T possui peso igual a

W(T) — q1+2+~~-+n _ qn(n—l—l)/Q.

Agora, consideremos que as pecas projetaveis sao todas as pecas pretas. A pro-
jecao de uma peca preta que definimos é muito simples, consiste em “trocar” a peca
preta com a pega branca que lhe sucede (se houver uma, pois se nao houver, a peca
nao pode ser projetada, pois esta frente a uma outra peca projetavel).

Na figura abaixo, é exemplificada esta proje¢ao.

.
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Vejamos que ela se enquadra, de fato, na defini¢do de proje¢ao (esta verifica¢ao
nao sera feita na maior parte das definicoes apresentadas, deixamos esta tarefa a
cargo do leitor). Ela nao retira nem acrescenta pecas no tabuleiro. Uma pega preta
(que é projetavel) nao “pula por cima” de outra peca preta, mas “pula por cima”
de exatamente 1 peca branca. Finalmente, o resultado sobre o peso da tabuleiro é
multiplica-lo por ¢!, portanto este é o peso da projecao.

Podemos, entao, projetar todas as n pecas projetaveis juntamente do ladrilha-
mento T, e g—contar o resultado desta operacao, obtendo a contagem do conjunto X,
por meio da Proposicao 1, como

W(T) qn(n+1)/2
(GOn (GOn

E claro que o conjunto X pode ser representado como a unifo disjunta dos con-
juntos X,,. Portanto

|X‘q - Z‘X”’q
n=0
B 0 qn(n+1)/2
— (¢ @n
Assim, estabelecemos que
0 n(n+1)/2
q
(1+4¢) =X, Z
=1 n=0

O que prova combinatoriamente a identidade do teorema. Este é o modelo de
demonstragao que utilizamos em todo o nosso trabalho. |

No proximo capitulo, veremos diversos resultados conhecidos, reinterpretados sob
o ponto de vista de ladrilhamentos de tabuleiros com pecas. Como veremos, diversas
identidades tornam-se muito naturais e suas demonstracoes simples. Este ponto de
vista combinatorio possui um poder por tratar das identidades, sem lidar diretamente
com os coeficientes, que aparecem implicitamente nas g-contagens. Este fato, aliado
a grande “mobilidade” das pegas nos tabuleiros, nos permite ir bem além de outros
métodos combinatorios, como os grafos de Ferrer, para provar identidades por meios
combinatorios.
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Capitulo 2

Diversas Identidades da Teoria das
Particoes

Neste capitulo, utilizamos as ideias basicas desenvolvidas no capitulo anterior, a fim
de darmos interpretacoes e demonstracoes combinatorias para vérias identidades da
Teoria das Particoes. Consideramos as identidades de um ponto de vista puramente
formal, isto é, nao nos preocupamos com o problema da convergéncia das séries nem
com seus raios de convergéncia. Dividimos o capitulo em diferentes secoes, cada
uma delas contendo uma (ou mais) identidade(s) que lidam com diferentes tipos de
técnicas e argumentos. Vamos esbocar os contetidos deste capitulo.

A Secao 2.1 comega a familiarizar o leitor com as técnicas utilizadas ao longo do
trabalho. A Secao 2.2 lida com os classicos teorema ¢-Binomial e série ¢g-Binomial,
é independente da anterior, e introduz a ideia de empilhamento de pecas, que sera
muito 1til nas secoes posteriores. Também é fundamental para o trabalho a Secao
2.3, que discute algumas identidades do artigo |4] e introduz a nogao de bijegoes
que preservam pesos — que auxiliam na g-contagem de diversos conjuntos. As duas
secOes que seguem — as Secoes 2.4 e 2.5 — utilizam a ideia de bijecoes que preservam
pesos, definida na Secao 2.3, e apresentam os classicos teorema de Euler e teorema
Pentagonal de Euler.

Em seguida, temos uma seqiiéncia de quatro se¢oes que estao relacionadas. O ob-
jetivo delas é estabelecer um Projeto (conferir teorema 21) para a prova da Primeira
Identidade de Rogers-Ramanujan. A primeira é a Secao 2.6, que é independente
das anteriores, e que lida com uma identidade de Gauss e apresenta os quadrados
de Durfee. A segunda é a Secao 2.7, que contém uma identidade classica de Jacobi
(um caso limite da identidade de Gauss), utilizando a se¢ao que lhe antecede. A
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terceira é a Secao 2.8, que trata do importante Produto Triplo de Jacobi, e depende
também da secao que lhe antecede. A quarta é a Secao 2.9, que depende da que
lhe antecede, e apresenta um projeto de demonstracao da Primeira Identidade de
Rogers-Ramanujan.

Por fim, a Secao 2.10 depende da Secao 2.3 e apresenta um importante teorema
de Stanley, referente as particoes.

E recomendado ao leitor seguir lendo o capitulo, sem pular secdes, pois, em-
bora haja certas secoes independentes, elas foram escritas de forma a apresentarem,
gradualmente, ao leitor um encadeamento de ideias. Todas elas servem também de
preparacao para a leitura do Capitulo 3, que apresenta o resultado central desta tese.

2.1 Quadrados Pretos e Congruéncias

Nesta secao, vamos provar dois resultados. Para os dois, utilizaremos um tabuleiro
infinito 1 X 0o e pecas quadradas pretas e brancas. Dada uma peca t, na posicao ¢,
definimos seu peso por

w(t) 1 caso t seja um quadrado branco,
| 2z¢" caso t seja um quadrado preto.

O peso de um ladrilhamento T serd dado por w(T) = [],.;w(t). Repare que
a variavel z indica a quantidade de pecas pretas num ladrilhamento, isto ¢, um
ladrilhamento T possui peso w(T) = 2"¢’, onde n é igual ao nimero de pegas pretas
e j ¢ igual a soma das posicoes ocupadas por pecas pretas.

O primeiro resultado ¢ o que segue.

Teorema 4 Para as varidveis z e q, vale a sequinte identidade

oo oo n n2
. z2'q

| | 14 2¢2 1 = E —.

i=1 ( ) n=0 (4% 6%)n

Prova. Consideremos o conjunto X* que consiste de todos os ladrilhamentos de 1 x 0o
com pecas quadradas pretas e brancas, sendo que as pecas pretas ocupam unicamente
as posicoes impares do tabuleiro. Contemos este conjunto (isto é, g-contemos) de
dois modos diferentes.

O primeiro ¢ o mais natural e consiste em percorrer as posi¢oes impares do ta-
buleiro {1, 3,5,...}, decidindo se colocamos uma pega branca ou uma peca preta em
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cada uma dessas posicoes. Para cada ¢ natural, a decisao referente a posicao do i-
ésimo impar, isto é, da posicao (2i—1), equivale a multiplicar o peso do ladrilhamento
por (1+ z¢*~1) (aqui, e em muitos outros lugares, utilizamos uma generalizacao do
Principio Fundamental da Contagem). Portanto a contagem com peso é dada por

o)

|Xz|q _ H(l + zq2ifl).

i=1

Por outro lado, podemos contar o mesmo conjunto X?, de acordo com o niimero n
de pegas pretas. Chamemos de X’ o conjunto dos ladrilhamentos de X* com exata-
mente n pecas pretas. Para realizarmos a contagem de X!, iniciamos com um ladri-
lhamento T, com n pecas pretas nas n primeiras posi¢oes impares {1,3,...,2n — 1}.
Este ladrilhamento possui peso

n— n 4 (2n— n n?
wW(T) = (2¢")(2¢%) -+ (2¢*" ") = 2"g" 3T T = pngn”,

Agora consideramos as pecas pretas (nas posigoes impares) como as pegas proje-
taveis do tabuleiro. A proje¢ao de uma pega preta, ocupando a posigao (2i — 1), é a
mais natural e consiste em substitui-la pela pega branca da posi¢ao impar seguinte,
isto é, da posigao (2¢ + 1), como mostra a figura a seguir

Esta operacgao é, de fato, uma projecao, e nao ¢ dificil de calcular seu peso, que
2

é q-.
Projetamos, entao, as n pecas pretas do ladrilhamento T juntamente, obtendo
assim o conjunto X%, o que, pela proposi¢ao 1, possui a ¢-contagem
w(T) 2"

(@) (6% ¢%)n
Como o conjunto X* é a unido disjunta dos conjuntos X’ , temos

[e.e]

X = D X,
n=0
B o0 annQ
N Z(QQ;Q%‘

n=0
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Segue-se que

oo (o] an
1422 Y= x| =S 22
[J0r 0=, = 2, g,

O que conclui a prova do teorema. |
Vejamos uma pequena generalizacao deste resultado.

Teorema 5 Para as varidveis z e q, e para 0 < j < k inteiros, vale a sequinte
1dentidade

ﬁ 1+ 27tk
=1

Prova. A prova é analoga a prova do teorema anterior. Utilizamos o mesmo ta-
buleiro 1 X oo, com pecas quadradas brancas e pretas, com os pesos definidos no
comeco desta secao. Definimos, neste caso, o conjunto Y7, que consiste de todos os
ladrilhamentos deste tabuleiro, onde aparecem pecas pretas unicamente nas posicoes
congruentes a j modulo k, isto é, nas posi¢oes {j,j + k, 7 + 2k,...}. Contemos o
conjunto Y7 de dois modos distintos.

A primeira contagem consiste em percorrer todas as posi¢oes que podem possuir
um quadrado preto, e escolher se colocamos um quadrado branco ou preto, multipli-
cando assim o peso do ladrilhamento por [1 + zq“(i’l)k], onde ¢ percorre os naturais
positivos {1,2,3,...}. As demais posi¢oes sao preenchidas por quadrados brancos.
A contagem, portanto, do conjunto Y7 & dada por

z qn{J"’ (G+k)+-+[j+(n—1)k]}

q’“,q’“n ;1—q J(L =) (L=q™)

bﬁNg

n=0

[e.e]

Y| =TT [t + =),

i=1

Por outro lado, o conjunto Y7 pode ser contado de acordo com o nimero n de pe-
cas pretas. Para isto, é preciso definir um conceito de projecao. As pecas projetaveis
serao as pecas pretas. As pecas pretas aparecem unicamente nas posi¢oes congru-
entes a 7 modulo k. Suponhamos que uma peca preta, de uma ladrilhamento T,
estd na i-ésima das posi¢oes disponiveis (para pegas projetaveis), ou seja, na posi-
¢ao j + (i — 1)k e que ha uma peca branca na i-ésima posi¢ao disponivel, isto é, na
posicao j + tk. Neste caso, podemos definir a projecao, e ela consiste em fazer uma
substituicao dessas duas pecas que acabamos de considerar, uma delas sendo preta e
a outra sendo branca, como nos mostra a figura a seguir. Repare que nao estamos re-
presentando adequadamente as demais posi¢oes do tabuleiro, pois elas poderiam (ou
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nao) estar ocupadas por outras pegas pretas. Em nosso caso, elas ndo podem (pela
natureza do conjunto considerado), entretanto, mesmo que fosse possivel, ainda as-
sim representariamos, de forma simplificada, a proje¢ao de modo grafico, ressaltando
unicamente as pecas nas quais temos interesse.

O efeito sobre o peso do ladrilhamento é multiplica-lo por ¢* — este é portanto o
peso da projecao recém definida.

Seja Y7 o conjunto dos ladrilhamentos de Y’ com exatamente n pegas pretas.
Vamos contar este conjunto. Suponhamos que dispomos n pegas pretas nas primei-

ras n posigoes iniciais congruentes a 7 modulo k, isto é, nas posi¢oes {j,j+k,...,j+
(n — 1)k}. Este ladrilhamento T possui peso
w(T) = ngrltith)++li+n-1k]}

Em seguida, aplicamos a operacao de projetar todas as pecas projetaveis junta-
mente do ladrilhamento T. A contagem de todos os ladrilhamentos obtidos, por meio
desta operacao, ¢ obtida pela proposicao 1, e é igual a

k(n—1)

‘Yj } W(T) ann[j+ 5 ]
" (g5 4 ) (@*; q")n

Como o conjunto Y7 pode ser escrito como a uniao disjunta dos conjuntos Y7,
temos

Yo, = >_Ivil,

n=0
Portanto
1 (- 1)k : = ngrbitt ]
14 zg/ 0 =Y’ = _—
H[ J=1¥, ,; (@*; ¢ )n
O que conclui a demonstragao. [

Este teorema é, de fato, uma generalizacao do teorema anterior, bastando defi-
nirmos as constantes como sendo k =2e j = 1.
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2.2 Numeros ¢—Binomiais, o Teorema ¢-Binomial e
a Série g—Binomial

Os niimeros ¢g—binomiais, ou nimeros Gaussianos, sao uma generalizagao dos coefi-
ciente binomiais. Um ntmero binomial é definido pela expressao

() = s

Seguindo a mesma ideia da generalizacao da contagem para a g—contagem (ou
contagem com peso), os nimeros ¢-binomiais refinam os nimeros binomiais, apare-
cendo uma variavel ¢, e sendo que o caso limite ¢ — 1 recai no nimero binomial.
A definicao do nimero g-binomial é a seguinte, com algumas variacoes,

[n] _ (4;¢)n
mlq (¢ O Dn—m
1-—q)(1—¢* - (1—q")
(I-g)(1=¢*) - (1—=gm)x(1-q@)(1—¢*)---(L—gm™)
(1-¢) 1=¢*) . (1—q™)
(1-q) (1—q) (1—q)

(1-q) A=¢?)  (=¢™) ) (1-¢?)  (1=¢g"™™)
(1-q) (1—q) (1- Q) q) (1- q) (1-q)

(1=

=
A+q---A+qg+---+4q")
(1_|_q)...(1_|_q_|_...+qm) (1+q)...(1+q+...+qn—m)'

Portanto, de fato, se fizermos ¢ — 1, teremos

. n n
lim [ } = ( ) )
g—1Llm q m

Vale também (ainda que nao provemos aqui) que os nimeros ¢-binomiais sao
polindémios na variavel g e nao fungoes racionais (como seria de se esperar, a principio,
dada a sua definigao), e que

[n - m]
m q

é a funcao geradora das particdes com no maximo n partes, sendo cada uma delas no
maximo m. Foi este fato utilizado nos argumentos da demonstracao da proposicao 2.
Passemos a tratar do importante teorema ¢—Binomial. Este teorema generaliza o
teorema do Binomio de Newton. Ele pode ser escrito da seguinte forma.
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Teorema 6 (Bindmio de Newton) Para a varidvel z e um nimero natural n,
vale a sequinte identidade

(14+2)" = i <;> 2™,

m=0

Este teorema pode ser generalizado, utilizando-se dos niimeros g—binomiais.

Teorema 7 (Teorema ¢—Binomial) Para as varidveis q e z e um nimero natu-
ral n, vale a sequinte identidade

q

i=1 m=0

A fim de demonstrarmos este teorema, devemos definir o contexto combinatorio
com o qual trabalharemos. Utilizamos um tabuleiro finito 1 x n, o qual ladrilhamos
com pecas quadradas brancas e pretas. O peso de uma peca t de um ladrilhamento T,
na posicao i, é definido por

w(t) = 1 caso t seja um quadrado branco,
| 24" caso t seja um quadrado preto.

O peso de um ladrilhamento T sera dado por w(T) = [[,; w(t). Vamos definir,
antes de comecarmos a demonstracao, qual serd o conceito de projecao utilizado. As
pecas projetaveis serao as pecas pretas. Se uma peca preta t estd na posigao 7, e na
posicao seguinte i + 1 (ainda sendo menor do que ou igual a n) h&a uma pega branca,
podemos projetar esta peca, trocando as duas de lugar, como mostra a figura abaixo.

W
.

O resultado desta operagao ¢ multiplicar o peso do ladrilhamento por ¢, portanto
este é o peso da projecao.

Prova. Vamos considerar, num conjunto X, todas as possibilidades de ladrilhamento
deste tabuleiro 1 X n e g—conta-las de duas maneiras distintas. O primeiro modo de
contagem é o mais natural. Percorremos todas as posicoes ¢ do tabuleiro, que variam
em {1,2,...,n}, e decidimos se colocamos uma pega branca ou uma pega preta. O
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resultado sobre a g—contagem de todos os ladrilhamentos ¢ multiplica-la por (1+z¢").
Portanto, a contagem de todos os ladrilhamentos possiveis é dada pela expressao

n

x|, =TT+ 2a):

1=1

Por outro lado, podemos contar o conjunto X segundo o nimero m de pecas
pretas, que também varia no conjunto {1,2,...,n}. Denotamos por X,, o conjunto
dos ladrilhamentos com exatamente m pecas pretas. Escolhamos, a principio, um m
qualquer em {1,2,... n}. Dispomos, entao, num ladrilhamento T, nas m primeiras
posicoes, pecas pretas. O peso deste ladrilhamento é dado por

W(T) _ qu1+2+-~+m _ qum(m—l—l)/Z‘

Em seguida, projetamos estas m pecas pretas juntas. Como vimos na proposi-
¢ao 2, a contagem de todos os ladrilhamentos obtidos é dada por

[TL] W(T) _ |:n] qum(m+1)/2'
mdiq mdiq

Pelo fato de que o conjunto X é igual a uniao disjunta dos conjuntos X,,, entao
temos
n n
(1+2¢)=1X|, = D [Xul,
= m=0

=1

Isto conclui a prova do teorema. |

Passemos a considerar a interpretacao combinatoéria da série g-Binomial. Antes,
vejamos qual é a série Binomial. Esta série ¢ a “versao com expoente negativo” do
binémio de Newton. Podemos escrevé-la da seguinte forma.

Teorema 8 (Série Binomial) Para a varidvel z e um nimero natural n, vale a

sequinte identidade
> /n+m—1
1—2)"= m,
- =3 (M)

m=0

A generalizacao que utiliza nimeros ¢g—binomiais é a seguinte.
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Teorema 9 (Série ¢—Binomial) Para as varidveis q e z e um nimero natural n,
vale a sequinte identidade

n

1 = {n%—m—l} " m
I[— - g
1 — z¢ m q

=1 m=0

A fim de interpretarmos e provarmos esta identidade de forma combinatoria,
precisamos definir o tipo de objeto combinatério com o qual trabalhamos. Pela
primeira vez, utilizamos o conceito de empilhamento de pegas. Veremos que este
conceito torna muito natural a interpretacao que faremos.

Trabalhamos com um tabuleiro finito 1 X n, onde dispomos pecas brancas e
pretas. Em verdade, neste caso, as pegas brancas representarao espacos vazios. Em
cada posicao, podemos dispor, de forma empilhada, uma quantidade qualquer de
pecas pretas. E importante estabelecer uma nocao de ordenamento nas pecas. O
ordenamento determina qual peca vem antes de qual na ordem logica do tabuleiro.
Duas pecas pretas em posigoes distintas (isto é, em casas diferentes) estdo na ordem
natural do nimero da posi¢ao. Ou seja, uma peca numa posi¢ao ¢ vem antes de uma
peca na posicao 7, caso ¢ < j. Se duas pecas pretas estiverem na mesma posicao ¢,
entao elas sao ordenadas de baixo para cima, isto é, a mais de baixo é a primeira e
a mais de cima é a ultima. Este ordenamento é importante para compreendermos
adequadamente o conceito de projecao que utilizaremos.

O peso de uma peca, neste caso, é definido levando-se em consideragao unicamente
a sua posicdo. Uma pega branca (ou espaco vazio) continua a ter peso 1. Uma
peca preta na posicdo i continua tendo o peso usual z¢'. Entretanto, numa mesma
posicao pode haver varias pecas pretas, e cada uma delas contribuird com um fator
do peso total do tabuleiro. A definigao de peso do tabuleiro permanece sendo w(T) =
[Tocr w(t).

Na prova combinatoéria que faremos, utilizaremos o conceito de projecao. Vamos
definir a operacao de projecao com certo detalhamento, visto que se trata da pri-
meira vez que utilizamos o conceito de empilhamento. O conceito de ordenamento é
importante para a definicao.

As pecas projetaveis serao todas as pecas pretas. Em primeiro lugar, precisamos
saber se uma peca preta pode ser projetada. A projecao de uma peca preta na posi-
¢ao ¢ sempre tem o efeito de coloca-la na posicao ¢+ 1. Por isto, precisamos de duas
restrigoes. A primeira é que jamais uma pe¢a na tltima posi¢ao do tabuleiro (a saber,
a posi¢ao n) possa ser projetada, pois “cairia fora” do tabuleiro. A segunda restri¢ao
diz respeito ao ordenamento. Desde que a peca preta esteja em uma posicao i < n,
ela pode ser projetada somente se for a ultima pega de sua posi¢ao (isto é, a mais
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de cima) e, caso ela seja a mais de cima, ela sempre pode ser projetada (ainda que
haja pegas pretas na posi¢ao seguinte). A proje¢ao tem o efeito de mové-la para a
posi¢ao mais inferior da casa (posigao) seguinte. Abaixo vemos o exemplo de uma
projecao da pega (que destacamos em cinza), de uma posi¢cao que possuia 3 pecas
pretas empilhadas.

Percebemos uma diferenca pratica no conceito de projecao utilizado até aqui. Su-
ponhamos que haja uma peca preta na posicao ¢ e uma peca preta na posicao ¢ + 1.
A peca preta na posicao ¢ nao teria como ser projetada sem o conceito de empilha-
mento, pois nao haveria um “espaco vazio” a frente dela. Entretanto, com o conceito
de empilhamento este “espago vazio” existe debaixo da peca preta da posicao ¢ + 1.
Uma vez projetada, temos duas pecas pretas na posicao ¢ + 1. A peca de baixo nao
pode ser projetada pois teria de “ultrapassar” (no ordenamento) a peca preta que
estd em cima dela. Destacamos, na figura abaixo, a peca que é projetada, tendo a
cor cinza.

O efeito da projecao é multiplicar o peso do tabuleiro por ¢, portanto este é o peso
da projecao. Repare que podemos utilizar ainda a proposigao 2 (do capitulo anterior),
pois embora o conceito de projecao que definimos seja ligeiramente diferente do
utilizado noutros casos, as propriedades necessarias continuam valendo de igual forma
para utilizarmos a proposicao 2. Munidos destes conceitos preliminares, podemos
continuar com a prova do teorema.

Prova. Dados um tabuleiro finito 1 X n, as pecas pretas e brancas, que podem
ser empilhadas, e a projecao considerada acima, defina o conjunto X de todos os
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ladrilhamentos possiveis deste tabuleiro. Vamos g-contar este conjunto de duas
formas distintas.

A primeira forma de contar consiste em percorrer as n posi¢cdes do tabuleiro
e, para cada posicao ¢, considerar todas as possibilidades de ladrilhamento desta
posicao. Cada posicao pode estar vazia, ter uma peca preta, ter duas pecas pretas,
e assim por diante. Na contagem, a escolha da situacao desta posi¢ao contribui com
um fator
1

1—zqt

(14 2¢" +2%¢* +..) = szqki =
k=0

A g-—contagem do conjunto X é o produto destes fatores. Portanto, temos

1
|X|QZH1_Zqi'

i=1

Para contarmos uma segunda vez o conjunto X, considere, para cada m natural, o
conjunto X,,, que consiste dos ladrilhamentos de X com exatamente m pecas pretas.
Vamos contar o conjunto X,,. Para tal, comecemos com um ladrilhamento T, onde
dispomos m pecas pretas nas primeiras m possibilidades. Neste caso, como vimos
anteriormente ao inicio da demonstracao, as m primeiras possibilidades encontram-se
todas na posicao 1, bastando que empilhemos estas m pecas pretas. O peso deste
ladrilhamento é w(T) = (2q)™ = 2™¢™. Em seguida, fazemos projegoes.

Consideramos as pecas pretas como as pecas projetaveis. A tultima peca preta do
ladrilhamento T pode ser projetada no maximo n — 1 vezes. Além disto, ha m pecas
projetaveis. A g—contagem apds a operagao de projetar todas as m pecas juntas,
segundo a proposicao 2, é

[m+(n—1)} w(T) = [n+m—1

2mg™.
m m ¢

Como o conjunto X é a uniao disjunta dos conjuntos X,,, entao

X, = ZlX’"|q
m=0

“[n+m-11 . .
zz{ " qu.

m=0
Portanto
- 1 “ [n+m-—1
1 e Y K
LLT —z2¢ m
=1 m=0 q

o que conclui a prova do teorema.
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2.3 Construindo Bijecoes Que Preservam Pesos

No artigo [4], os autores utilizam matrizes 2 X k para representar partigoes. Em
nosso estudo de ladrilhamentos com domin6s, em muitos casos, as particoes também
aparecem como o expoente da variavel ¢ de um ladrilhamento T (como ja vimos).
Nesta secao, tentaremos reinterpretar duas das identidades daquele artigo, a saber,
as identidades (4.2) e (4.14), seguindo a numeragao do artigo.

Veremos que, no processo de reinterpreta-las, chegamos a uma ideia simples,
mas interessante, para se fazer g-contagens, que consiste em construir bijecoes entre
conjuntos de ladrilhamento, preservando o peso.

A primeira das identidades, que escrevemos num teorema, é a seguinte.

Teorema 10 Para as varidveis q e z, vale a sequinte identidade

o

H 1—1-2(]2’“rl B Z (1+ z2q) 1+zq) 1+ 2¢%Y)
1- (I=g)(1—g") - (1—g*) ~

n=1

A demonstracao combinatoria mais simples desta identidade envolve a interpreta-
¢ao de ambos os lados em termos de particoes. O lado esquerdo pode ser interpretado
como as particoes em partes impares distintas, sem ter uma parte igual a 1, e com as
partes pares podendo ser repetidas. Em termos mais formais, trata-se de um soma-
torio do tipo > 2'V¢glMl onde i(\) é o ntimero de partes impares da particao A e |\,
a soma da particao, e sendo que o somatoério é tomado sobre todas as particoes com
partes impares diferentes, nao sendo nunca 1, e com partes pares quaisquer. J& o
lado direito pode ser interpretado (de forma similar) como as parti¢des cujas partes
impares sao distintas, as partes pares podem ser repetidas, mas a maior de todas as
partes é sempre par.

Construamos a bijegao (de forma abreviada), tomando por dominio as parti¢oes
do lado direito da identidade e por contra-dominio as particoes do lado esquerdo. Se
uma particao nao tem uma parte 1, ela é levada na propria particao. Se ela possui
uma parte igual a 1, fundimos esta parte 1 com a maior parte (que é par) e assim
obtemos uma particao do contra-dominio que possui exatamente o mesmo nimero de
partes impares (afinal, a parte 1 desapareceu mas surgiu uma parte da fusao desta
com a maior parte par). Pode-se ver facilmente que esta fungdo é uma bijecao e
que, além disto, preserva o nimero de partes impares e a soma da particao. Vamos
considerar o que este fato quer dizer nos termos combinatérios com os quais estamos
trabalhando.
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O tabuleiro que utilizamos é o tabuleiro infinito 1 X co. As pecas que utilizamos
sao os quadrados brancos e pretos. Temos, entretanto, a particularidade de que
nas posicoes pares podemos empilhar pecas pretas, e nas posicoes impares, podemos
colocar apenas uma peca preta. O peso de uma peca t, na posicao ¢, é definido por

1 caso t seja um quadrado branco,
w(t) =< ¢ casot seja um quadrado preto numa posi¢ao par,
zq" caso t seja um quadrado preto numa posicao impar.

Finalmente, o peso de um ladrilhamento T é definido da forma usual como w(T) =
[I.cr w(t). Agora, vamos a demonstragao do teorema.

Prova. Os ladrilhamentos que consideramos sao aqueles de um tabuleiro infinito 1 x
00, com a restricao de que nao se pode empilhar pecas pretas nas casas impares e se
pode empilhar nas casas pares. Vamos considerar dois conjuntos de ladrilhamentos.
O primeiro é o conjunto X, dos ladrilhamentos que nao possuem uma peca preta
na posicao 1. O segundo é o conjunto Y, dos ladrilhamentos cuja posicao maior
ocupada por uma peca preta é par. Vamos construir uma bijecao

p: X —Y.

Esta bijecao é construida da seguinte forma. Dado um ladrilhamento T € X,
ele nao possui uma peca preta na primeira posicao. Vamos definir um ladrilha-
mento ¢(T) € Y. Caso a peca preta na maior posi¢ao ocupada por uma pega preta
do ladrilhamento T esteja numa posicao par, entdo ¢(T) = T. Caso a pega preta
na maior posi¢ao do ladrilhamento T esteja numa posi¢ao impar (igual a 2k + 1),
entdo construimos um ladrilhamento T', a partir de T, quebrando a peca preta da
posicao 2k 4+ 1 em duas pecas pretas, uma na posicao 1 e a outra na posicao 2k.

Desta forma T
w(r) = 2 Ga)la®) = wir).

Dai definimos ¢(T) = T'. A fungdo ¢ é uma bije¢ao (isto pode ser verificado
facilmente). Além disto, ela preserva pesos, isto é, para todo T € X, vale

w(p(T)) = w(T).

O fato de que ela é uma bijecao que preserva pesos implica que ela também
preserva g—contagens. Este foi o principio referido no inicio desta secao. De fato,
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utilizando a definicao de g—contagem, temos

x|, = 3w

TeX

Para finalizarmos, basta verificarmos que de fato isto representa a expressao da
identidade do teorema. O conjunto X é o de todos os ladrilhamentos sem que haja
pecas pretas na posicao 1. Vamos g—contar este conjunto. Percorremos as posicoes
impares, a partir da terceira, e decidimos se colocamos uma peca preta ou branca.
Isto contribui com o fator [[7, (1 + z¢***!). Depois percorremos as posi¢oes pares,
decidindo, em cada uma delas, se deixamos sem pecas pretas, se colocamos uma, se
colocamos duas, e assim por diante. Isto contribui, na posi¢ao 2n, com um fator (1+
"+ ¢'"™ +--+), 0 que, por sua vez, vale ﬁ. Portanto

O 1 +Zq2n+1
|X‘q - H 1 — q2n !
n=1

Finalmente, a g—contagem do conjunto Y pode ser feita da seguinte forma. Lem-
bremos que Y consiste dos ladrilhamentos cuja maior posi¢ao ocupada por uma peca
preta é par. Contemos de acordo com a maior posi¢ao (par) ocupada por uma peca
preta. Seja 2k esta maior posicao. Deve haver ao menos uma peca preta nesta
posicdo, o que contribui com um peso de ¢?*. Em seguida percorremos as posicoes
impares, que sao {1,3,...,2k — 1} e decidimos se colocamos uma pega preta ou nao.
Isto contribui com um fator (1 + 2¢)(1+ 2¢®) - - - (1 + 2¢**7!). Em seguida, percorre-
mos as posi¢oes pares, que sao {2,4,...,2k}, e decidimos se as deixamos sem pecas
pretas, ou com uma, duas, e assim por diante (note que no caso da ultima, o que
estamos decidindo é se nao colocamos mais nenhuma pecga preta, ou mais uma, ou
mais duas, e assim por diante, afinal j4 h4 uma peca preta nesta posigao). O fator
de contribuicao na contagem é 1_1q2 1_1q4 1,1(12;@- Portanto, considerando todas as
possibilidades de k, a ¢—contagem do conjunto Y é

o (2 2g?) (L + 2
Y= o

Como ja provamos que |X|, = [Y],, finalizamos o resultado. |
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A prova pode parecer um pouco artificial, entretanto ela introduz esta importante
noc¢ao de uma fungao (bijetora) que preserva pesos, o que nos possibilita ¢g—contar
conjuntos diferentes de ladrilhamentos que estao relacionados através de certas ope-
racoes. Vamos enunciar este resultado numa proposicao, pois ele é utilizado repetidas
vezes.

Proposicao 11 Suponhamos que definimos uma fun¢ao peso w(-) para os elementos
de dois conjuntos X e Y. Além disto, suponhamos que existe uma funcao bijetora ¢ :
X — Y que preserva pesos, isto é, para a qual vale que w(T) = w(p(T)) para
todo T € X. Entao os dois conjuntos possuem a mesma q-contagem, isto €,

|X’q = |Y’q :

A segunda das identidades do artigo mencionado que tratamos é a que segue.
Veremos que a demonstracao tem elementos muito similares a demonstracao anterior.

Teorema 12 Para as varidveis q e z, vale a sequinte identidade

o0

ﬁl—i—q%“: +Z (1+9q) 1+Q) (1)
1—q¢? (1—¢2)(1—q4)--- (1 — g2 :

n=1 =2

Antes de comecarmos a demonstracao, definamos o ambiente combinatorio com
o qual trabalhamos. Utilizamos um tabuleiro infinito 1 X oo, o qual ladrilhamos com
pecas quadradas brancas e pretas. Assim como no caso do teorema anterior, podemos
empilhar pecas pretas nas posigoes pares, mas s6 podemos dispor uma peca preta
nas posicoes impares. Além disto, o peso de uma peca branca é, como de costume,
igual a 1 e o peso de uma peca quadrada preta é dada por ¢, onde i é a posicao
onde ela se encontra. O peso de um ladrilhamento T é dado por w(T) = [], .. w(t).
Vamos a demonstragao.

Prova. Inicialmente, vamos definir dois conjuntos de ladrilhamentos. Desta vez, a ¢—
contagem destes conjuntos nao seréd igual aos dois lados da identidade do teorema
(como foi o caso de todos os resultados até agora). Teremos, antes, de fazer uma
curta manipulagao algébrica até chegarmos a identidade. O primeiro dos conjuntos
é X, que contem todos os ladrilhamentos tais que a maior posicao ocupada por uma
pega preta ou é impar ou é par mas antecedida (na posi¢do anterior) por uma peca
preta. O segundo conjunto é Y, que consiste de todos os ladrilhamentos que nao
possuem pecas pretas na posicao 1. Vamos contar estes dois conjuntos.
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Vimos na demonstracao do teorema anterior que a contagem do conjunto Y é
igual a

O 1+ q2n+l
h'f‘q:: Ii[ 1 __an :
n=1

Contemos, entao, o conjunto X. Facamos isto segundo a maior posicao ocupada
por uma pega preta (se for impar) ou segundo a segunda maior posigao ocupada por
uma pega preta (se a maior posigao ocupada por uma peca preta for par). Podemos
escrever esta duas possibilidade com um fator

1 2k—1
(1— ¢!

Lembremo-nos de que na posicao impar podemos ter no maximo uma peca preta,
ja na posicao par podemos ter qualquer quantidade delas e que

1

2k 4k _

Em seguida, percorremos todas as posicoes impares disponiveis, que sao as do
conjunto {1,3,...,2k — 3}, e decidimos se colocamos ou nao uma peca preta. Isto
resulta num fator, na g-contagem, igual a (1 +¢)(1+¢3)--- (1+¢*73). Finalmente,
percorremos as posigoes pares disponiveis, que sao as do conjunto {2,4,...,2k — 2}
e decidimos, em cada uma delas, se colocamos uma peca branca, ou uma preta,
ou duas pretas, ou trés pretas, e assim por diante. Assim, resultard num fator da
contagem igual a (17(12)(176141)_._(17[12,@_2). Portanto, temos a contagem igual a

I+ +g¢*)---(1+¢*?) 1 241
(T —=g?)(L—q*)--- (1 —q*2) (1 —g%*) '

Reescrevendo esta expressao de uma forma mais simples e considerando todas as
possibilidades de k, chegamos & contagem do conjunto X

o0

N0+ (1 + ¢ gy
K= T

Agora, vamos construir uma fun¢ao ¢ : X’ — Y’ bijetora, onde os conjuntos X’
e Y' sao ligeiras modificagoes dos conjuntos X e Y, respectivamente. Considere um
ladrilhamento T € X. Caso T nao possua pecas pretas na posicao 1, entao definimos
©(T) = T. Caso T possua uma peca preta na posi¢do 1 e a maior posigdo impar
ocupada por uma peca preta em T seja (2k — 1) entdao removemos as pegas pretas
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das posigoes 1 e (2k — 1) e colocamos uma peca preta na posi¢ao 2k, obtendo assim
um ladrilhamento ¢(T) € Y’ e tal que

w(p(T) = gt — ().
qq

Portanto a funcao ¢ preserva pesos. Esta funcao estid definida em todo con-
junto X, a nao ser nos ladrilhamentos cuja maior posicao impar ocupada por peca
preta é 1 (e que possui uma quantidade qualquer de pegas pretas na posigao 2). Cada
um destes ladrilhamentos possui peso ¢' 2%, onde s ¢ a quantidade de pecas pretas na
posicao 2. Esta funcao atinge todo conjunto Y, a nao ser os ladrilhamentos que s6
possuem pecas pretas no posicao 2. Cada um destes ladrilhamentos possui peso ¢**
onde s é a quantidade de pecas pretas na posicao 2. Portanto

o . q
X, = X, + Y d =X, +

1—q%

1—q?
Como a funcao ¢ é uma bijegao que preserva pesos, seguindo o mesmo raciocinio

da demonstragao anterior (ver proposi¢ao 11), podemos concluir que o dominio e o
contra-dominio possuem a mesma contagem, portanto

oo . 1
Y, =Y, +) ¢ =Y, +—

/ o /
|X|q - |Y|q
q 1
— 1+ +¢*)- -0+ u| ¢ ﬁ1+q2"“
1—q —~ (1-¢°) (1 —q*)-- (1 —g%) 1—¢ 2L 1—g

1
1—¢?)°
Apos simplificarmos esta expressao final, chegamos a identidade do teorema. |

2.4 Teorema Pentagonal de Euler

O Teorema Pentagonal de Euler procura fazer um balanco das particoes de um
determinado inteiro positivo n, vendo se ha mais particoes em uma quantidade par
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de partes distintas ou particoes em uma quantidade impar de partes distintas. O
resultado deste balanco estd ligado com os ntimeros pentagonais.

Teorema 13 (Teorema Pentagonal de Euler) Para a varidvel q, vale a sequinte

identidade - -
-1 5o 5 25
n=1 k=1

A demonstragao que faremos é uma reescrita, para nossa linguagem combinatoria,
da demonstracao usual que constréi uma involucao envolvendo particoes.

Utilizamos um tabuleiro infinito 1 X oo, ladrilhado com pecas quadradas brancas
e pretas. As pecas brancas tem peso 1. Ja as pecas pretas possuem peso igual
a (—¢'), se na posicao 7. O peso de um ladrilhamento T, como usualmente, é definido
por w(T) = [[,cr w(t). Neste caso, ndo podemos empilhar pe¢as na mesma posi¢ao.

Repare que o peso de um ladrilhamento ou é da forma +¢° ou é da forma —¢° para
algum s. Podemos deduzir da definicao que o sinal indica se h4 uma quantidade par
(sinal +) ou se ha uma quantidade impar (sinal —) de pegas pretas no ladrilhamento.

Prova. Seja X o conjunto de todos os ladrilhamentos possiveis. Vamos contar este
conjunto. Percorremos todas as posicoes n, e, para cada uma delas, decidimos se
colocamos uma peca branca ou uma peca preta. Cada decisao destas é independente
e contribui com um fator (1 — ¢"). Portanto a contagem do conjunto de todos os

ladrilhamentos é
oo

Xl =[a-a".
n=1

Vamos, entao, construir uma involug¢ao ¢ em um subconjunto de X. Lembre-
mos que uma involucao é uma funcdo que tem a propriedade de que ¢? é a funcio
identidade. Para cada ladrilhamento T € X consideremos dois ntimeros que lhe sao
associados. O primeiro é ig(T), ou mais simplificadamente ig, que é a menor posigao
de T ocupada por uma peca preta. O segundo nimero é ng(T), ou mais simplificada-
mente ng, que é igual ao nimero de pecas pretas consecutivas nas tltimas posigoes
ocupadas por pecas pretas no ladrilhamento T.

Caso 19 < ng: Entao removemos a peca preta da posicao ig e aumentamos em
uma unidade a posicao de cada uma das ultimas iy pecas pretas, que existem e
sao consecutivas, pois iy < ng (em verdade, s6 nao podemos fazer isto se a peca
retirada fizer parte das altimas ng, ou seja, se ig = ng). Desta forma obtemos um

(_q;(zo) = _W(T) .

ladrilhamento T, que tera uma pega a menos e satisfaz w(T’) = w(T) x
Dai definimos ¢(T) = T'.
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Caso ig > ng: Entao diminuimos as posicoes das ny maiores pegas pretas em uma
unidade e incluimos uma pega preta na posigao ng (em verdade, s6 ndo podemos
fazer isto se a menor posicao de uma peca preta for exatamente uma unidade menor
do que ng, ou seja, ig = ng — 1). Desta forma, obtemos um ladrilhamento T, que
satisfaz w(T") = —w(T), como antes. Definimos também ¢(T) = T'.

A fungdo ¢ é em verdade uma funcao do tipo ¢ : X’ — X/, ou seja, o seu
dominio ¢é igual a X', que difere por pouco de X. Pode-se ver que esta funcgio é
uma involugao (e portanto uma bije¢ao) e que, pela sua definigao, vale sempre a
propriedade de que w(y(T)) = —w(T), para todo T € X'.

Os primeiros ladrilhamentos que nao pertencem a X’ sao aqueles em que ig = ny.
Quais sao estes ladrilhamentos? Para cada k£ > 1, existe um ladrilhamento com k =
io = ng. E o ladrilhamento T que possui pecas pretas somente nas posicoes {k,k+
1,...,2k — 1}. Este ladrilhamento possui peso

k+(2k—1)
A —

W(T) _ (_1)qu+(k+1)+~~+(2k—1) _ (_1) q

= (-1

a saber, estes niimeros que aparecem da forma @ sa0 0s numeros pentagonais.
O segundo tipo de ladrilhamento que nao pertence a X’ sao aqueles em que ig =

no — 1. Quais sao estes? Para cada k > 1, existe um ladrilhamento com k& = ng =

io — 1. E o ladrilhamento T que possui pecas pretas somente nas posicoes {k -+ 1,k +

2,...,2k}. Este ladrilhamento possui peso

o (D +2k k(3k+1)
2 2

W(T) _ (_1)kq(k+1)+(k+2)+~-+2k _ (_1)kq _ (_1)kq

Faltou apenas considerar o ladrilhamento somente com pecas brancas, que possui
peso 1, que também nao estd em X’'. Agora vamos contar o conjunto X. Temos que a
funcao ¢ é uma involucao em X portanto os ladrilhamentos estao relacionados dois-a-
dois, neste conjunto, de tal forma que se ¢(T) = T’ entdo w(T’) = —w(T). Portanto,

sempre vale que a soma dos pesos dos dois se anula, isto é, w(T) + w(¢(T)) = 0.

Portanto
X[, = > w(T)

= ZW(T)—I— Z w(T)
TEX! TEX /X!

= > w(1)
TEX /X!

> k(3k+1) k(3k—1)
= 1+Z(—1)k[q 5 +q 2 ]
k=1
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Esta ¢ a expressao que queriamos demonstrar. |

2.5 Teorema de Euler

O teorema de Euler a que nos referimos é aquele que diz que o nimero de particoes
de um natural n em partes impares (podendo haver repetigdes) é igual ao niimero de
partigoes de n em partes distintas. Aqui seguimos a abordagem de [1, cap. 2|. A ideia
basica do capitulo é o processo que o autor chama, em inglés, de merge/split, que
pode ser traduzido por fundir/quebrar. Podemos utilizar repetidamente o processo
de fundir duas pecas em uma s6 e de quebrar uma peca em duas, a fim de obter
varias identidades. Nas duas secoes anteriores, utilizamos um pouco esta ideia, mas
nao como uma cadeia sucessiva de quebras, por exemplo, como faremos agora.

Teorema 14 (Euler) Para a varidvel q, vale a sequinte identidade

Hl_q2n1 H +q
n=1 k=1

O ambiente combinatorio com o qual trabalharemos é um tabuleiro infinito 1 X oo,
que sera ladrilhado com pecas quadradas brancas e pretas, com possiveis empilha-
mentos, e sendo que o peso da peca branca é 1 e o peso da peca preta é dado por ¢,
se i for sua posicdo. O peso de um ladrilhamento é dado por w(T) = [ [, w(t).

Utilizaremos repetidamente duas operacoes. A primeira é a operacao de quebrar
uma peca preta. Isto é, se uma peca preta t estd em uma posicao par 2i, e ela for
quebrada, ela some do tabuleiro e aparecem em seu lugar duas pecas pretas, cada
uma na posi¢ao 7. O peso do ladrilhamento nao se altera com esta operacao. A
segunda é a operacao de fundir duas pecas pretas que ocupam uma mesma posi¢ao 7.
O resultado da operacao é retirar do tabuleiro estas duas pecas e colocar uma peca
preta na posigao 2. O peso da ladrilhamento também nao se altera com esta operagao
e é facil de ver que uma operagao é exatamente o inverso da outra. As operacoes sao
ilustradas na figura abaixo.

Prova. Inicialmente, definimos dois conjuntos. O primeiro é o conjunto I dos la-
drilhamentos com pecas pretas que podem se empilhar, mas que s6 podem ocupar
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posicoes fmpares. O segundo é o conjunto D dos ladrilhamentos com pecas pre-
tas que nao podem se empilhar, ou seja, ocupam sempre posicoes distintas. Vamos
contar os dois conjuntos.

Para o primeiro, percorremos todas as posi¢oes impares do tabuleiro, isto, as
posi¢oes do conjunto {1,3,5,...}, e decidimos quantas pegas pretas colocamos em
cada uma. Esta decisdo da origem a um fator (1 + ¢>"~! + ¢*?"=Y + ...), quando na
posi¢ao (2n — 1). O que resulta numa contagem

oo

1
|I|q - H 1— g1

n=1

Para o segundo conjunto, percorremos todas as posicoes k e decidimos se coloca-
mos uma peca branca ou preta no tabuleiro, o que resulta numa contagem

[e.e]

D, =]+

k=1

Falta relacionar os dois conjuntos e, para isto, utilizamos as operagoes definidas
antes do inicio da prova. Vamos construir uma bijecao que preserva pesos ¢ : D —
I. A ideia é a seguinte. Partimos de um ladrilhamento T € D e vamos quebrando
as pecas que estao em posicoes pares. Quebramos uma peca preta em uma posicao
par, se houver. Em seguida, se ainda houver alguma peca preta numa posi¢ao par,
a quebramos. E prosseguimos fazendo isto. Em algum momento, o processo precisa
terminar em um tabuleiro T/ com somente pecas pretas em posi¢oes impares. Dai
defina ¢(T) = T'. Dito de uma outra forma, se uma peca preta em T estd numa
posicao i2° (onde ¢ é impar e s é inteiro), entdo esta pecga se repartird em 2° pecas
pretas na posicao .

A funcdo inversa ¢! : I — D faz o processo inverso, s6 que fundindo pecas
pretas que estao na mesma posicao, até que s6 sobrem pecas pretas em posigoes
distintas. Uma forma mais direta de ver este processo é tomar, por exemplo, uma
posicao impar ¢ ocupada por k pecas. Dai escrevemos k na base 2, isto é, k = Zj 2%,
Entdo estas pecas pretas na posi¢ao ¢ resultardo, no processo final (depois de todas
as fundi¢oes) em uma pega preta em cada uma das posigoes 2%, para cada j.

Segue dai que a funcao ¢ é uma bijecao que preserva pesos, portanto, pela pro-
posicao 11, temos

DI, = l¢(D)], =1],.

E isto conclui a demonstracao. |
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Este resultado pode ser estendido até dar origem ao teorema de Andrews descrito
no final de [1, cap. 2] (s6 que as quebras e fundigoes envolvem k pecas pretas
simultaneamente). O mesmo processo pode ser aplicado como fizemos acima. Mas
deixamos aqui apenas este teorema (que é o resultado mais classico) para exemplificar
o uso do método.

2.6 Uma Identidades de Gauss

A identidade de Gauss que provaremos, por meios combinatorios, diz respeito aos
? ? ?
j& apresentados, niimeros g-binomiais. Em verdade, é uma generalizacao da cléssica

formula
n 2
() -20)
n = J

A generalizacao é a que segue.

Teorema 15 (Gauss) Para a varidvel q, vale a sequinte identidade

2n - 2|n 2

B xai}

a =0 q
A prova usual utiliza-se dos grafos de Ferrer e um esboco dela é o seguinte. Pode-
mos interpretar [”J;m] , como a g—contagem dos caminhos (dentro do retangulo nxm)
que partem do ponto (0,0) até o ponto (m,n), percorrendo segmentos de tamanho 1
no sentido horizontal para direita e vertical para cima. Cada um destes caminhos
determina um grafo de Ferrer e, portanto, uma partigao (cada linha determina uma
parte da parti¢ao, até o tltimo quadrado que esbarra no caminho desenhado). Logo,
cada caminho pode ser definido como possuindo um peso igual a ¢°, onde s é a soma
da parti¢ao correspondente ao caminho (desenhada como um grafo de Ferrer, que
vem a ser a parte do desenho somente com a regiao hachurada da figura que segue).

A figura abaixo ilustra um caminho, correspondente a particao 3+ 2+ 2+ 1 e o seu

peso correspondente é 3221 = 8.

L

37



Dada esta interpretacao, podemos entao definir, para cada particao, o que vem
a ser o seu quadrado de Durfee. Vem a ser o maior quadrado, com um dos vértices
em (0,n) (de acordo com a representagao dada acima), cuja sua representacao esta

inteira dentro do grafo de Ferrer. Vejamos um exemplo para a parti¢ao (5,4,4,3,2,1),
cujo quadrado de Ferrer tem lado igual a 7 = 3.

. .

Podemos, entao, demonstrar a identidade de Gauss por meio desta representacao.
Como ja vimos, [2:] . faz a g—contagem de todos os caminhos de um quadrado de n X
n, como descrito acima. Podemos fazer esta contagem de acordo com o lado do
quadrado de Durfee de cada particao. O fato de uma particao ter quadrado de
Durfee igual a j indica que o seu caminho correspondente passa pelo ponto (j,n — 7).
Entao, para construirmos todos os caminhos que passam por este ponto dividimos o
quadrado n X n através de duas linhas (uma vertical e uma horizontal) passando pelo
ponto (j,n — j) (veja a figura abaixo). Podemos, entao, contar independentemente
o caminho que vai de (0,0) até (j,n — j) e o caminho que vai de (j,n — j) até (n,n).

— 7T — -:II —

-2 T T
Lol
n—_7> ql

Entao a contagem fica igual a

oL L]

q
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Ao contarmos todos os possiveis lados dos quadrados de Durfee (que variam de 0

até n) chegamos a formula desejada
-5 [,
L J1q

Vamos provar este mesmo resultado, por meio das técnicas combinatorias que
estamos estudando. Diferentemente de outras demonstracoes feitas até aqui, apesar
de ela ser simples, ela possui um conteiido combinatorio diferente da demonstragao
(classica) dada acima, isto é, ela nao utiliza o conceito dos quadrados de Durfee, e,
apesar disto, é bastante natural.

Consideremos um tabuleiro finito 1 x 2n, que ladrilhamos, sem empilhamentos,
com pegas quadradas brancas (de peso igual 1) e pecas quadradas pretas (de peso
igual a ¢', quando na posigao 7). O peso de um ladrilhamento é definido por w(T) =
[I.cr w(t). Precisamos também definir um conceito de projecao para as pecas pretas.

A definicao que utilizamos aqui é a que ja utilizamos outras vezes. As pecas
projetaveis sao as pecas pretas. Se uma peca preta estd na posicao ¢, e a sua frente
h4 uma peca branca, entao a projecao desta peca consiste em trocar estas duas
pecas de lugar no tabuleiro, o resultado ¢ multiplicar o peso do ladrilhamento por ¢,
portanto este é o peso da projecao.

W
.

Prova. Seja X o conjunto de todos os ladrilhamentos que possuem exatamente n
pecas pretas. Vamos contar este conjunto de duas maneiras distintas.

A primeira maneira consiste em comecarmos por um ladrilhamento T, no qual dis-
pomos n pegas pretas nas posicoes iniciais, a saber, nas posigoes do conjunto {1,2,... n}.
Este ladrilhamento possui peso

w(T) = g2+ +n = q%_

Em seguida, projetamos estas n pecas pretas juntas, seguindo a proposi¢ao 2.
O limite de projecao da tltima pega preta (isto é, a que esta na posi¢ao n) é de n
projecoes e o numero total de pecas projetaveis é igual a n. Além disto, o peso da
projecao ¢ igual a g, portanto a g—contagem de todos os ladrilhamentos apés esta

operacao ¢ igual a
n(n+1) [n + n]
q z .
q

n
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Em outros termos

n(n+1) | 2n
X],=q > [ ] :
n q

A segunda maneira pela qual contamos o conjunto X é através do nimero de
pegas pretas j que estdo nas posigoes > n. Consequentemente, ha (n — j) pecas
pretas nas posi¢oes < n. Lembramos que o tabuleiro é da forma 1 x 2n. As duas
contagens sao independentes. Comecemos pelo lado direito (da posigao n). Vamos
fazer a contagem das formas de ladrilhar as posi¢oes {n + 1,n + 2,...,2n} com j
pecas pretas. Dispomos j pecas pretas nas primeiras posicoes possiveis, a saber, nas
posi¢oes {n+1,...,n+ j} e, em seguida, as projetamos juntas (o ntimero de pecas
projetaveis é j e o limite de proje¢ao da tltima pega é de (n—j) projegoes). Portanto
a contagem é igual a

(nt+1)+...4(n+j) [j + (7 —j)] _ qw [n} '
q q

q .
J J

Vamos, agora, fazer a contagem das formas de ladrilhar as posi¢oes iniciais {1, 2, . ..

com exatamente (n — j) pegas pretas. Inicialmente, dispomos (n — j) pecas pretas
nas posicoes iniciais {1,2,...,j} e as projetamos, sem que ultrapassem a posigao n
(repare que o ntamero de pegas projetaveis é igual a (n — j) e o limite de quantidade
de projegoes da tltima pega é igual a j). Portanto a contagem é igual a

L+2+...+(n—j) {(”_j) +‘7} — {n} :
q q

q . .
n—J J

Portanto o ntimero de ladrilhamentos de X tendo exatamente j pecas pretas a
direita da posicao n é igual a

2
J@2n+i+1) | N (n=j)(n—j+1) | T J@n+j+1)+(n—j)(n—j+1) | T
q 2 . q 2 . et q 2 i
J q J q J q
2 2
2i7+n(ntl) | T
J q

2
n(n+l) .o | N
N q 2 q] |: } ‘
J q

Considerando todas as possibilidades de j, chegamos & segunda contagem do

conjunto X, que é
2

n(n+1) " 2 [N
X, = "5 Y H
=0 LI

q
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Se igualarmos esta contagem com a contagem que haviamos feito anteriormente
. . . n(n+1) R ~
do conjunto X e simplificarmos o fator ¢~ 2z, chegamos a expressao

=[]

Esta é a identidade de Gauss. |}

2.7 Uma Identidade de Jacobi

A identidade de Gauss que provamos na secao anterior da origem, quando toma-
mos n — o0, a uma identidade devida a Jacobi. Nesta identidade, que colocamos
abaixo, um de seus componentes representa a funcao geradora das particoes irres-
tritas. Em outras palavras, o termo [] 2 L__ ¢ a funcdo geradora de todas as

n=1 (1 q")
particoes, sem qualquer tipo de restricao.

Teorema 16 (Jacobi) Para a varidvel q, vale a seguinte identidade

Tl < qj S ¢
HW‘Z JZ (1—q)(1—¢?) - (1= ¢

n=1 7=0

Tomar limites foge bastante do esperado para uma prova combinatéria. Vamos
provar esta identidade, utilizando as técnicas que temos estudado, sem fazermos uso
de limites. Para este caso, entretanto, faremos uso dos quadrados de Durfee. Por
isto, antes de comecarmos, vamos interpretar o lado do quadrado de Durfee para o
contexto de tabuleiros e pecas.

O conceito de projecao que utilizamos é o mesmo que foi definido na demonstracao
do teorema 9. Como a discussao, neste caso, seria um pouco extensa, nao vamos
repeti-la aqui. Sugerimos ao leitor dirigir-se aquela demonstracao. A tnica diferenga
daquele caso para o que estamos tratando aqui é o peso de uma peca preta que, ao
invés de ser definido como sendo z¢, é definido como ¢'. Isto, entretanto, ndo altera
substancialmente a definicao de projecao com empilhamentos para o nosso caso.

Inicialmente, vamos interpretar o lado do quadrado de Durfee para o contexto
no qual estamos trabalhando. Seja T um ladrilhamento deste tabuleiro que estamos
considerando. Vamos definir o que vem a ser j(T), ou simplesmente j, que é o lado
do quadrado de Durfee do ladrilhamento T. Percorremos as posi¢oes n do tabuleiro,
partindo de uma posicao muito grande, até a posicao 1. Para cada posicao n, de-
finimos D,, que nos diz quantas sao as pecas pretas que estao nas posicoes > n.
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Certamente que quando n é suficientemente grande, D,, = 0. Desde que o ladrilha-
mento nao seja trivial (isto é, somente com pegas brancas), teremos D; > 1. Temos,
além disto, que D,, é uma sequéncia nao-crescente em n. Seja j o maior n tal que
temos D,, > n. Em termos mais formais

J=3(T) = max {n}.
Este é o lado do quadrado de Durfee do ladrilhamento T. Munidos desta defini¢ao,
vamos provar a identidade de Jacobi.

Prova. Seja X o conjunto de todos os ladrilhamentos (no contexto definido acima).
Um modo de contar este conjunto é percorrermos cada posicao n do tabuleiro e
decidirmos, em cada uma delas, quantas pecas pretas colocamos, se nenhuma, ou
uma, ou duas, e assim por diante. Cada uma destas escolhas contribui com um fator
na contagem igual a (1 + ¢" + ¢°" + ...). Este fator é, por sua vez, igual a 1_1qn.
Portanto

1
X| = T E—
X -1la=a

Por outro lado, podemos contar o conjunto X de acordo com o tamanho do
quadrado de Durfee j. Vamos contar todos os ladrilhamentos que possuem este
quadrado de Durfee. Comecemos com um ladrilhamento T com n pecas pretas na
posicao n. Este ladrilhamento possui peso w(T) = q”Q. Dai projetamos estas n
pecas, utilizando-nos da proposicao 1. Obtemos um conjunto de ladrilhamentos cuja

contagem ¢ dada por

n2

7
(@ 9)n
Em seguida, percorremos as n primeiras posicoes e decidimos, para cada posi-
¢ao 1, se deixamos sem pecas pretas, ou colocamos uma peca preta, ou duas, e assim
por diante (observe que, na posi¢cao n pode ser que ja houvesse pecas pretas ante-
riormente, dai estaremos acrescentando pecas pretas). Cada uma dessas escolhas
contribui com um fator (1+¢' +¢* +...) = 1_1qi. Portanto a contagem de todos os
ladrilhamentos é dada por

n2

1 " _ 4
1-q1=¢®)---A=¢)]| (¢n (0?2

Note que, para qualquer ladrilhamento obtido a partir deste processo, temos
D,, > n, pois dispusemos, a principio, n pecas na posicao n e as projetamos. Além

n2
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disto, como h4a no méximo n pecas apds a posicao n, temos que D, 11 < n e, portanto,
vale que D,,.1 < n+1. Portanto todo ladrilhamento obtido tera quadrado de Durfee
de tamanho igual a n. Finalmente, nao é dificil de ver que todo o ladrilhamento cujo
quadrado de Durfee possui tamanho igual a n foi obtido a partir deste processo.

Se contarmos todos os possiveis n, chegamos a

B
[
WE
ALQ

n=1

Cruzando esta informagao com a contagem que ja fizemos do conjunto X, termi-
namos a demonstragao. |

2.8 Produto Triplo de Jacobi

Nesta secao, vamos lidar com um resultado mais elaborado do que o das secoes an-
teriores. O resultado que vamos provar é o famoso Produto Triplo de Jacobi. Além
de ser um resultado de grande importancia, ele ¢ uma pec¢a fundamental em provas
classicas das identidades de Rogers-Ramanujan. Portanto, estabelecer uma prova
combinatoria (e como veremos até bastante simples, dada a complexidade da expres-
sao de Jacobi) é um pedaco do caminho para estabelecer uma prova combinatoria
das identidades de Rogers-Ramanujan. Nesta secao, veremos algo que discutimos na
introducao desta tese. Veremos como sao versateis e poderosas as técnicas combina-
térias que estamos utilizando.
Eis a expressao mencionada no paragrafo anterior.

Teorema 17 (Produto Triplo de Jacobi) Para as varidveis q e z, vale a se-
guinte identidade

- n n -1 n— . n wntl)
[Ta-a0+zgy 42" = Y 2" >
n=1

n=—oo

A prova serd um pouco comprida e a dividiremos em algumas partes. Inicial-
mente, vamos reescrever a identidade da forma como trabalharemos com ela. Defini-

mos também quatro fungoes auxiliares, para segmentar as partes do Produto Triplo
de Jacobi.

[e o]

G(z) =[] 0+ =a")

n=1
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H(z) = H (14 271" )

n=1

Z Z n(n2+1)
1 —q") 4 .

n=1 n=—oo

Dadas estas definicoes, o que queremos provar é que

Comecemos estabelecendo o ambiente combinatério com o qual trabalhamos.
Consideremos um tabuleiro infinito (para ambos os lados), isto é, da forma 1 x Z.
Vamos ladrilha-lo com pecas quadradas brancas e pretas, sem a possibilidade de em-
pilhamentos. As pecas brancas terao peso 1 e as pecas pretas terao peso definido da
seguinte forma. Seja uma peca preta t, ocupando a posicao n, o seu peso é dado por

n

w(t) = z2q cason > 1,
T 27 '¢™ casom = —n>0.

Prova. Seja X o conjunto de todos os ladrilhamentos, de acordo com o contexto com-
binatério definido acima. Vamos contar este conjunto. Cada posicao é independente
da outra, e percorremos cada uma delas, decidindo se colocamos uma pecga branca
ou uma pec¢a preta. Se a posi¢ao é n > 1, a decisao contribui com um fator (1+ z¢™).
Se a posi¢ao é n < 0 (possivelmente sendo negativa) definimos m = —n e a decisao
de colocar uma peca branca ou preta em n contribui com um fator (1 + z7¢™).
Portanto a contagem de X é dada por

X, = H L+2q") [T 1+ 27'¢™) = G(2)H(2) = J(2).

Portanto, ja temos uma interpretacdo combinatoria de J(z), isto é, a g-contagem
de todos os ladrilhamentos possiveis, no contexto em que estamos trabalhando.

Agora, vamos reinterpretar J(z). Para isto, fazemos uma segunda contagem.
Esta contagem é de acordo com k(T) (ou simplesmente k), que vem a ser a diferenca,
no ladrilhamento T, do nimero de pecas pretas nas posicoes > 1 e do nimero de
pecas pretas nas posicoes < 0. Nao é dificil vermos que uma caracteristica de um
ladrilhamento T, com k = k(T), é que w(T) = ¢°2*, para certo s, isto ¢, o ntimero k,
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associado a T, representa a poténcia de z no calculo de seu peso. Assim, podemos
contar o conjunto X de acordo com k e obter

X|, =) = 3 Ag),

k=—o00

onde Ax(q) é alguma série formal em ¢, para cada indice inteiro k.
A proxima parte da demonstragao é calcular quem sao os “coeficientes” Ax(q).
Para isto, precisamos de um resultado que diz

J(zq) = z ¢ J(2).

Este resultado serd provado mais adiante, no lema 18, de forma combinato-
ria. Tendo este resultado, podemos interpreta-lo em termos da série que obtivemos
para J(z).

J(zq) = 27'q"'J(2q)
> A@ze)f = 2l ) Alg)t

S [Alg)d'] 2 = D Awlg)g '
k=—o00 k=—00
S [A@d] 2 = D [Aealg)g '] 2"

Portanto obtemos que, para cada k, vale

A(9)g" = Apa(9)g ™,
ou ainda, que
Apra(q) = Ar(g)g™t".

Basta obtermos a expressao de Ay(q) e concluir a expressao dos demais Ag(q).
Veremos no lema 19, que
-2
¢
Ald) =)

= (59)]

Ja encontramos, no teorema 16, uma expressao diferente da que encontramos
para Ay(q), portanto

~ 1
Aolq) = li[lm
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Para finalizar, utilizando-nos da equagao de recorréncia que descobrimos Ay1(q) =
Ar(q)¢**t, e aplicando-a repetidamente, chegamos a conclusao de que

0 00 1 0 o)
J(2) = Z Ak(Q)ZkZHm Z g
k=—00 n=1 k=—00

O que conclui a prova do teorema, desde que provemos os dois lemas que faltaram.

Vamos, entao, provar os dois lemas que foram utilizados na demonstracao do
teorema acima.

Lema 18 Para as varidveis q e z, vale a identidade
J(zq) = z ¢ J(2).

Prova. Como, por definigao, temos J(z) = G(z)H(z), vamos provar por partes esta
identidade.

Primeiro, vamos tratar de G(z). Lembremos que G(z) considera os ladrilhamen-
tos nas posigoes inteiras positivas {1,2,...} e que as pecas pretas tem peso z¢", na
posigao n. Queremos relacionar G(zq) com G(z). Se subsituimos z por zq, em G(z),
cada peca preta, em cada ladrilhamento, desloca-se uma casa para a direita. Por-
tanto G(zq) conta os ladrilhamentos sem pecas pretas na posigao 1. Assim, zqG(zq)
conta aqueles ladrilhamentos que tem uma peca preta na posicao 1. Portanto pode-
mos pensar na contagem de todos os ladrilhamentos como a contagem daqueles que
nao tem uma peca preta na primeira posicao mais a contagem daqueles que tem uma
peca preta na primeira posi¢ao e obter a expressao

G(2) = G(2q) + 2qG(2q) = (1 + 29)G(2q).

Em seguida, temos de tratar de H(z). Facamos, inicialmente a relacao de H(z)
com H(z/q). Lembremos que H(z) considera os ladrilhamentos das posi¢oes nao-
positivas, isto é, do conjunto {...,—2,—1,0}, e o peso de uma pe¢a preta ¢ dado
por z71¢™, se na posicio m = —n. Para simplificar, vamos pensar em posicoes
positivas, indexadas por m. Se substituirmos z por z/q, em H(z), todas as pegas
pretas se deslocam para a direita (apos inverter o tabuleiro), portanto H(z/q) conta
os ladrilhamentos sem pegas pretas na posi¢ao 0. Portanto z7'q°H(z/q) conta os
ladrilhamentos com uma peca preta na posicao 0. Podemos pensar na contagem dos
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ladrilhamentos como a soma da contagem daqueles que nao possuem pecas pretas
na posicao 0 com aqueles que possuem pecas pretas na posicao 0, dai

H(z) = H(z/q) +2z""H(z/q) = (1 + 27 ") H(2/q).
Se substituirmos z por zq, nesta féormula, chegamos & expressao

o) = (141 ) )

Se unirmos as duas equagoes que obtivemos, para G(z) e para H(zq), obtemos

) = GG = (14 1) 1 GEHE) = ()

Assim, concluimos a prova. |

Lema 19 Para a varidvel q, vale a identidade

Aola) =3

5"
n=0 ( 7q)n

n2

Prova. Pela defini¢ao e interpretagao que fizemos, Ag(q) € igual a g-contagem dos
ladrilhamentos que possuem a mesma quantidade de pecas pretas nas posicoes > 1
do que nas posicoes < 0. Para realizar esta contagem, a facamos de acordo com n,
o numero de pecas pretas nas posicoes > 1.

Inicialmente, comecamos com um ladrilhamento T com n pecas pretas nas po-
si¢oes iniciais positivas descritas pelo conjunto {1,2,...,n} e n pecas pretas nas
posi¢oes iniciais nao-positivas {—(n —1),...,—1,0}. O peso deste ladrilhamento é

n(n+1l) (n—1)n 2

qg z q = =4q"

W(T) — an1+2+...+nz—nq0+1+...+(n—1) —

Em segundo lugar, devemos realizar duas projecoes de n pecas pretas juntas.
Vamos assumir, neste caso, que o leitor ja tenha lido algo sobre proje¢oes, para nao
gastarmos muitas linhas com definigoes longas (afinal esta se¢ao ja esté bastante ex-
tensa). As pecas projetaveis sao as pecas pretas. S6 precisamos lidar separadamente
com as posigoes positivas e as posi¢coes nao-positivas. A projecao das pecas pretas
nas posicoes positivas consiste em substituir a peca preta com a peca branca a direita,
(se houver uma). O peso da projecdo é igual a ¢. Ja a projecdo das pegas pretas
nas posicoes nao-positivas consiste em substituir a peca preta com a peca branca a
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sua esquerda (se houver uma). Repare que este é o primeiro caso de proje¢ao para o
sentido negativo que consideramos. O peso da projecao também ¢é q.
Projetamos juntas todas as n pecas pretas nas posicoes positivas e depois todas
as n pecas pretas nas posicoes nao-positivas. As duas contribuem, pela proposicao 1,
1

com um fator G Dai a contagem fica

n2

A
(¢:9)2

Basta somar todas as possibilidades de n, para obtermos

E assim, esta terminada a prova. |

2.9 Primeira Identidade de Rogers-Ramanujan

O leitor ficara descontente de descobrir que nao encontramos uma prova combinato-
ria para a Primeira Identidade de Rogers-Ramanujan. Demos, apenas, alguns passos
neste sentido. E conviccdo do autor deste trabalho de que alguma prova serd em
breve encontrada, utilizando-se das ferramentas utilizadas neste trabalho (ladrilha-
mentos e g-contagem). Também é convicgao do autor, como exemplificado neste
trabalho, o grande potencial combinatorio das ideias aqui apresentadas. Um dos
fatores mais importantes para este potencial, segundo a visao do autor, é de que
podemos “ver” identidades muito complicadas de forma muito simples. Este poder
de “ver” combinatoriamente nos permite compreender identidades complicadas de
forma mais simples. Aliado a isto, a grande versatilidade de operacdes com os obje-
tos combinatoérios e a nocao da g-contagem, configuram um panorama de poderosas
aplicagoes e interpretacoes combinatorias.
A identidade considerada aqui é a seguinte.

Teorema 20 (Primeira Identidade de Rogers-Ramanujan) Para a varidvel q,
vale a sequinte identidade
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No6s nao daremos uma, prova completa. A parte que faltara é conseguirmos inter-
pretar e provar combinatoriamente o teorema a seguir. Ele ja foi demonstrado, mas
n6s nao conseguimos prova-lo, neste trabalho, de forma combinatoria.

Teorema 21 (Projeto) Para a varidvel q, vale a sequinte identidade

o

>y~ M= 3 0™,

m=1 j=—00

Suponhamos que conseguimos provar este resultado. Vamos utiliza-lo, associado
com o Produto Triplo de Jacobi, para provarmos a Primeira Identidade de Rogers-
Ramanujan. O caminho de demonstracao que estamos utilizando aqui é o apresen-
tado em [1, cap. 8]. Vamos entao provar o teorema 20.

Prova. Supondo estabelecida a identidade do teorema 21, aplicamos o teorema 17

na expressao
oo

5 oy

j=—o0

Para isto, utilizamos o teorema 17 fazendo algumas substitui¢oes. Substituimos
a variavel ¢ por ¢° e a variavel z por —g~2. Daf obtemos

s . §(55+1) > _ —
Y Vg =J[a-¢m0 - )(- g
j=—00 m=1
Portanto
O & B4 O (1 o q5m)(1 _ q5m—2)(1 o q5m—3)
(-1)q 7 =

[e.e]

1
,,Hl (1= ) (L =g )

Assim, concluimos se aplicarmos o teorema 21 ao lado esquerdo da identidade
acima. |

49



2.10 Teorema de Stanley

Antes de enunciarmos e provarmos o teorema de Stanley, comecaremos por um lema
inicial, que sera peca importante em sua demonstracgao.

Lema 22 Sejam dois nimeros inteiros positivos k e r. Entao, para cada n inteiro
positivo, vale que hd tantas particoes de n. com pelo menos k partes iguais a r quanto
particoes de n com pelo menos r partes iguais a k.

Vamos provar este lema por meio de ladrilhamentos e g-contagem. Inicialmente,
vamos definir o ambiente combinatoério com o qual trabalhamos. Consideremos um
tabuleiro infinito 1 X oo, que serd ladrilhado com pecas quadradas brancas e pretas,
sendo que permitimos o empilhamento de pecas pretas na mesma posicao. O peso de
uma peca branca é 1 e o peso de uma peca preta ¢ dado por ¢° quando na posicao i.
Além disto, o peso de um ladrilhamento é definido por w(T) = [, w(t).

Prova. Comecamos definindo, para cada par de inteiros positivos k£ e r, um con-
junto Xj. Este conjunto consiste de todos os ladrilhamentos T que possuem ao
menos k pecas pretas na posi¢cao r. Vamos construir uma fungao

o - X5 — XP,

Dado um ladrilhamento T € XJ, sabemos que ele possui pelo menos £k pecas
pretas na posicao r. Assim, construimos um ladrilhamento T’ ap6s remover k pecas
pretas de T que estao na posicao r e colocarmos r pecas pretas na posicao k. Dai
definimos ¢}(T) = T'. Nao é dificil ver que a fungao ¢}, é inversivel. Para isto basta
ver que ©F é sua inversa. Pela construcao, fica também estabelecido que

w(pp(T)) = w(T).

Portanto a funcao ¢ € uma bijecao que preserva pesos. Como vimos na se¢ao 2.3
(mais especificamente na proposicao 11), isto implica que a contagem do dominio e
do contra-dominio sao iguais. Portanto

¢k
|X7];|q - |X7’|q :

Para finalizarmos, precisamos estabelecer uma relacao entre particoes e ladrilha-
mentos. Isto nao é dificil. A relagao ¢ biunivoca da seguinte forma. Dada uma
particdo A = (A; < Ay < ... < ;) de um inteiro positivo n, temos, por defini¢do que

)\1+/\2++)\]:n
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Associamos a particao A o ladrilhamento Ty com pecas pretas nas posi¢oes do con-
junto {A1, A, ..., \;}. Repare que estes A’s podem se repetir, o que indica repeti¢ao
de pecas pretas na mesma posicao. Vale que

)\1+)\2+...+)\j — n

w(Ty) = ¢ q".

Desta forma, neste contexto combinatorio no qual estamos trabalhando, a g¢-
contagem de um conjunto de ladrilhamentos é igual & fungao geradora do conjunto
de particoes que lhe esta associado. Para o nosso problema especifico, temos que a
funcao geradora das particdes que possuem ao menos k partes iguais a r é igual a g-
contagem do conjunto de ladrilhamentos Xj,. Como estabelecemos que |X};|q = |Xf |q,
terminamos a prova do lema. |

Na demonstragao do teorema abaixo, utilizamos o mesmo ambiente combinatorio
da discussao do lema recém demonstrado.

Teorema 23 (Teorema de Stanley) Seja k um inteiro positivo. Entao, para cadan,
o total de aparecimentos de partes k em todas as particoes de n € igual ao nimero
de ocorréncias de pelo menos k partes iguais nas particoes de n.

Prova. Deixamos k fixo e permitimos que r varie. Pelo lema 22, obtemos uma
familia de bije¢oes que preservam pesos ¢}, onde 7 varia nos inteiros positivos. Desta

forma, concluimos que
[e.e] o

Z |X2’q - Z ‘Xﬂq'
r=1 r=1
Vamos interpretar o que querem dizer os dois lados desta igualdade. Vejamos
o lado esquerdo primeiro. Cada |XF| , conta o namero de ladrilhamentos com ao
menos k pecas pretas na posicao . Como r varia, o resultado da soma, sobre todos
os 7, conta o nimero de aparecimentos de ladrilhamentos com ao menos k pecas
pretas em cada uma das posigoes. Portanto

00
>_IXil,
r=1

é a funcao geradora do nimero de aparecimentos de pelo menos k partes iguais nas
particoes.

Agora, vamos ver a interpretagao do lado direito. Cada ‘Xf}q conta o nimero de
ladrilhamentos com ao menos r pecas pretas na posicao k. Se um ladrilhamento T pos-
sui 7’ pegas pretas na posicao k, entdo ele pertence aos 7’ conjuntos { X%, X5, ... Xk}
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Portanto
o
>_1x,
r=1

é a funcao geradora do nimero de aparecimentos de partes k nas particoes. Isto
conclui a demonstragao. [

Finalmente, vamos ao tltimo capitulo, que trata do problema mais importante
desta tese. Nele, utilizamos muitas das ideias desenvolvidas até aqui, além de apre-
sentar algumas ideias novas, principalmente no modo como definimos o peso de pecas
de um ladrilhamento.
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Capitulo 3

Uma Identidade de Ramanujan

Neste capitulo, vamos discutir o problema central desta tese. A identidade com a
qual lidamos é a seguinte.

it o 0+ +dh) () e
}_[ol_qmm nzg[(1—q2)(1—q4)---(1—q2")]2q'

Comecemos discutindo a origem do problema. Em um de seus trabalhos |8, page
30, problem 4.4.2], Pak sugere que seria interessante descobrirmos uma prova com-
binatoria desta identidade. Como ja mencionamos antes, os autores de [3], os quais
também apresentaram uma prova combinatoria desta identidade — embora nao por
meio de ladrilhamentos —, perceberam um pequeno erro na expressao da identidade,
da forma como esta escrita no trabalho de Pak. Alem disto, é mencionado, em |3,
theorem 4.2|, que esta identidade aparece primeiramente nos Cadernos Perdidos de
Ramanujan (ver referéncia |9, page 41]).

Em verdade, nés provaremos a seguinte generalizagao

Lt O 1+q)(1+¢%) - (1+¢*> 1 e
71;[01—2612”+2 _;[(1—q2)-"(1—q2”)][(1—zq2)~'(1—zq2”)] T

que pode também ser escrita de forma simplificada como

(_Q7q2)n ann2
(4% ¢*)n(24% ¢*)n

(—2¢; 600 = (26 ¢%)o0 )

n=0

Provaremos esta identidade por meio de ladrilhamentos. Em artigos recentes,
[2, 5, 6, 7|, os autores Benjamin, Briggs, Little, Plott e Sellers tém utilizado as
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ideias de “ladrilhamentos com pesos”, que procuramos desenvolver um pouco neste
trabalho, para apresentarem provas combinatorias de varias identidades. Em um
artigo recente [6], Little e Sellers definiram o conceito de “proje¢ao” de ladrilhamentos,
tao extensamente utilizado aqui.

O ambiente combinatoério de nossa demonstracao é o de um tabuleiro infinito 1 x
00, o qual ladrilhamos com pegas quadradas brancas e dominés (isto é, pegas 1 x 2)
de duas cores. O que ha de inovador em nosso trabalho é o modo pelo qual definimos
o peso de uma pega. Os autores citados (a0 menos nos trabalhos citados) definiram o
peso de uma peca baseado unicamente na posicao. Aqui, definimos o peso de algumas
pecas baseado em sua posicao e em sua posi¢ao relativa a outras pecas. Ainda assim,
conseguiremos utilizar o conceito de projecao — tao importante na demonstracao.

Vamos enunciar o resultado que queremos demonstrar.

Teorema 24 (Ramanujan) Para as varidveis q e z, vale a identidade

(=4 ¢%)n g
(0% ¢%)n (242 ¢%)n

o

(=245 0% = (26% 6% >

n=0

Antes, de comecarmos a demonstracao, vamos definir todos os detalhes do am-

biente combinatoério que utilizamos. Utilizamos um tabuleiro infinito 1 X 0o, o qual,

como ja dissemos, ladrilhamos com pecas quadradas brancas e dominoés de duas cores

(preta e cinza), sem empilhamentos. Dado um ladrilhamento T, seja t € T uma de

suas pecas, que esta ocupando a posicao ¢. Ressaltamos que a posicao de um dominé

é definida como a posicao do quadrado mais a esquerda da peca. Dizemos, também,

que um dominé é par (impar) caso sua posi¢ao seja um namero par (fmpar). Faremos

a restricao, daqui em diante, de que todos 0s dominds cinzas serao impares. O peso
de um peca é entao definido por

1 se t é um quadrado branco,
w(t) = —zq’ se t ¢ um domino preto par,
z2q" se t &€ um dominé preto impar,
2¢"7m+) ge t ¢ um dominé cinza com m dominds impares & esquerda.

O peso do ladrilhamento é definido por w(T) = [[,c; w(t). Devemos definir uma
projecao para os dominos pares e uma projecao para os dominos impares.

A discussao é idéntica e por isto discutiremos apenas uma. Suponhamos que as
pegas projetaveis sdo os dominds pares (impares). Seja t um dominé par (impar)
que estd na posi¢ao 7, seguidos por um quadrado branco (na posi¢ao i + 2), seguido
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por j (j pode ser igual a zero) domino6s impares (pares), que estao nas posigoes {i +
3,1+ 5,...,i+ 2j + 1}, seguido por um quadrado branco (na posigao i + 2j + 3).
A projecao da peca t consiste em remové-la de sua posi¢ao, e mover todas as pecas
(desde a posigao i + 2 até a posigao i + 25 + 3) duas posi¢oes a esquerda, e entao
reinserir a peca t na posicao ¢ + 27 + 2.

[T aE
_] . G G

Repare que a paridade de cada domin6 nao se altera neste processo. Note também
que no caso dos dominés projetaveis serem os pares (impares), a pega projetada nao
“passa por cima” de nenhum outro domin6 par (impar), apenas por dominos impares
(pares). E interessante ver que t “passa por cima” de duas pecas brancas. As demais
propriedades da operacao de projecao sao facilmente verificadas. Vamos verificar
apenas a propriedade referente ao peso do ladrilhamento.

Cada domino impar (par) teve seu peso multiplicado por ¢~2, dando uma contri-
buigao total de g=*. O domino par (impar) teve seu peso multiplicado por ¢*72. Por-
tanto o efeito da projecao é multiplicar o peso do ladrilhamento por =% ¢%*2 = ¢2.
Este é, portanto, o peso da projecao.

Considere X o conjunto de todos os ladrilhamentos com estas condicoes. Nosso
primeiro resultado é demonstrar que o lado direito da identidade do teorema 24 é
igual a g-contagem do conjunto X.

Lema 25 Para as varidaveis q e z, vale a sequinte identidade

(_q7q2)n ann2
(4% ¢%)n (242 ¢2)n

X, = (2¢% 6% )

n=0

Prova. Vamos realizar a contagem de acordo com o nimero n de domin6s impares
(repare que ai estao incluidos os pretos e os cinzas).

Iniciamos com um ladrilhamento T, com n dominds pretos nas posigoes inici-
ais {1,3,...,2n — 1}. Este ladrilhamento possui peso w(T) = z"g!T3+-+n=1) —
z”q”z. Entao, noés percorremos estes n dominés e decidimos se os deixamos como
dominoés pretos ou os trocamos para dominés cinzas. Se o i—ésimo dominé é deixado
preto, ele mantém o mesmo peso, ja se ele é trocado por um domind cinza, o seu peso
é multiplicado por 0=+t = ¢~ pois ele possui m = (i — 1) dominés impares a
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sua esquerda. A decisao de mudanca de cada cor é independente das demais. Assim,
a contagem de todas as possibilidades é dada por

2

w(T) (L+¢)(1+¢%) - (1L+¢"") = (—¢:¢°)n2"q"".

Agora, percorremos desde a primeira posicao par disponivel para um domind,
em diante, decidindo se colocamos um dominé par ou nao. A contagem de todas as
possibilidades até aqui é

2
n n? n n —4;97 )n 5 p2
(a0 ] (1= 2" ) (1= 2¢") ] = (20" 0 ((zqz-q2)) 2"q" .

Finalmente, projetamos os n domino6s impares juntos. Pela proposicao 1, temos
que a contagem das possibilidades é dada por

2
2. 2 (_Q7q )n n _n?
207" ) oo g
( (7% @*)n(26% ¢*)n

Esta construcao produz todos os ladrilhamentos com exatamente n dominos im-
pares. Portanto,

oo
X|, = (2¢*; ) g
X, = Z n(2q%; Q)

n=

E terminamos a prova do lema. |

De forma mais simples, podemos interpretar o lado esquerdo da identidade do
teorema 24. Considere o conjunto Y dos ladrilhamentos somente com dominds pretos
impares. Para contar este conjunto, podemos percorrer as posicoes impares e decidir
se colocamos ou nao um dominé preto. Assim a contagem fica

Y[, = [1+20)(1+2¢°) - ] = (—2¢5¢")x
Para provarmos o teorema 24, nos basta provar que
|Y|q = |X|q ‘

Com este intuito, vamos fazer uma segunda contagem dos conjunto X e Y.
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Lema 26 Para as varidveis q e z, valem as identidades

onde

B9) (4% ¢

Prova. Vamos contar o conjunto X de acordo com o nimero n de dominds (e nao
somente de dominds impares). Comecamos com n dominos. Ha, entretanto, n +
1 possibilidades que devemos considerar, de acordo com o nimero j de dominds
impares. Vamos comegar contando os ladrilhamentos com j dominés impares e (n—j)
domino6s pares. Comecamos com um ladrilhamento T, tendo 57 dominos pretos impares
das posi¢oes iniciais {1,3,...,(27 — 1)} e (n — j) dominés pretos pares nas posigoes
seguintes {27 + 2,25 +4,...,2n}. O peso deste ladrilhamento ¢é

W(T) _ an1+3+...+(2j71)(_1)nfjq(2j+2)+(2j+4)+...+2n _ (_1)n7jznqn +(nfj).

Agora, realizamos trés passos. Vamos descrevé-los de modo resumido, pois eles
se assemelham a passos ja feitos neste capitulo, e para reduzir o tamanho da de-
monstracao. O primeiro é decidir se cada um dos j dominés impares sao deixados
pretos ou sao alterados para dominds cinzas. Isto resulta em multiplicar a contagem
por (—¢;¢*);. Em seguida, consideramos os (n — j) dominds pretos pares como as
pecas projetaveis e os projetamos todos juntos. Esta operacao contribui com um
fator na contagem de 1/(¢% ¢*)n—;. Finalmente, consideramos os j dominds impares
(de ambas as cores) como as pecas projetaveis e projetamos todas as pegas juntas.
Esta tltima operagao contribui com um fator 1/(¢% ¢?);. Portanto a contagem de
todos os ladrilhamentos com j dominos impares e (n — j) dominos pares é dada por

—aq-a2).
(_1)n—jznqn2+(n—j) - (2 q’% )J2 '
(¢ ¢%);(a?% @*)n—j

o7



Concluimos que a contagem de todos os ladrilhamentos com n dominés é dada por
(repare que estamos definindo o termo A, (g) implicitamente na expressao abaixo)

n

Aulg)z" = g [Z N P e L ] .

= (7% ¢*)i(@% ¢*)n-

Podemos, finalmente, multiplicar e dividir a expressio por (¢* ¢*), e obter a

formula
An(@)" = 5 Z(—l) "(=qq7); | . :
(@* ) | 4= 71
Concluimos, assim, se considerarmos todas as possibilidades de n, uma nova
contagem do conjunto X e a primeira parte do lema

X], =Y Au(g)z"
n=0

Vamos fazer uma segunda contagem do conjunto Y, de acordo com n, o ni-
mero de dominds (pretos e impares). Comegamos com um ladrilhamento T, com n
pegas pretas nas posigoes iniciais {1,3,...,2n — 1}. Este ladrilhamento possui
peso w(T) = z”q”z. Entao, consideramos todos os dominds pretos e impares como
as pecas projetaveis e os projetamos juntos. A contagem de todos os ladrilhamentos
obtidos é dada por

w(T) 2

(@ ¢%)n (6% ¢)n

Assim, se considerarmos todos os possiveis n, temos a contagem
o0
n
|Y‘q = ZBH(Q)Z I
n=0

se colocarmos

n2

_4
(4% ¢*)n
Desta forma, concluimos a demonstragao do lema. |

Bn(Q) =

Antes de provarmos o teorema central deste capitulo, vamos provar mais um lema
preliminar. O primeiro enunciado é uma das formas do teorema g¢-Binomial.
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Lema 27 Para as varidveis x, a e q, e um numero natural n, valem as identidades

(o —on) (s =) = 3 (e ]

n
. o n
" = E a"(x—a)(r—aq) - (x—ag ) [ } :
=0 I
O leitor observara que as duas expressoes acima estao relacionadas. Sao como
que a “inversa’, em certo sentido, uma da outra, aparecendo uma expressao com
somatorios e certos coeficientes. Os pontos em comum entre elas sao dois polinémios.

O primeiro & igual a 2™ e o segundo ¢ igual a (z — a)(x — aq) - -+ (x — ag"™").

Prova. A primeira identidade pode ser obtida do teorema 7. Basta substituirmos a
variavel z por —a/(qx) e realizar algumas manipulagoes algébricas simples. Quanto
a segunda identidade, ela pode ser obtida por meio de algumas manipulacoes e
utilizando-se da primeira, vejamos como. De fato, a segunda identidade também
pode ser considerada como uma versdo modificada (ou, ao menos, relacionada) do

teorema ¢-Binomial.

<.

J
1ot (i ny [n—I
S ettt [ [
j=0 1=0 aLn =714
=> > ( 1)) [n {n - l.
=0 j=I taln—j q
n n—I
i —1
— anflxl n —1)¢ (2> n :|
— [l]q ;( )'a I

Ul i () [n=1] _JO se(n—1)#0,
(—1)q()[ L_{l se (n—1)=0.



Assim, concluimos que

Za"’x—a (—aq)- - (z — ag’~ 1){7](1:@%"[3];95”.

Esta é a segunda identidade. |
Finalmente, vamos a prova do teorema 24, que é o teorema central deste capitulo.

Prova. Primeiro, haviamos estabelecido que provar a identidade do teorema 24 era

equivalente a demonstrar que
|Y|q = |X|q °

Em seguida, vimos que podiamos contar uma segunda vez estes dois conjuntos,
pelo lema 26, tornando assim o teorema 24 equivalente a

Y Au@)2" =) Bulq)"

Para isto, basta mostrarmos que, para todo n, temos a identidade A,,(¢) = B,(q).
Uma vez mais, pelo lema 26, esta identidade equivale a

n i i n
D (=0 (=g 07, { } =L
=0 J g
Se trocarmos a variavel ¢ por —q, ela se torna equivalente a

" q:4%); [} Zq””l—q (1—¢q*)-- (1_q2ﬂ'—1)[7}qul,

J

Esta dltima é um caso particular da segunda parte do lema 27, se trocarmos a
variavel ¢ por ¢? e definirmos x = 1 e a = ¢. Isto conclui a demonstracao. |

Como um coroléario do teorema 24, se definirmos z = 1, temos o resultado abaixo,
que é o problema original do trabalho de Pak.

Corolario 28 Para uma varidvel q, vale a sequinte identidade

Hl—cf’"‘“ Z 1+ +¢)---(0+¢") o

e l=mtt (1) (1—gh) (1 - q2”)]2q
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