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RESUMO

Este trabalho consiste na tentativa de reproduzir parcialmente os resultados da literatura
em que se encontra a configuracdo da célula unitaria microscépica de um material composto
periédico que corresponde a um certo conjunto de pardmetros constitutivos prescritos. Este
problema foi chamado de homogeneizacéo inversa. Aqui serdo estudados 0s casos em que a
configuracdo microscépica é modelada como um arranjo de barras. Os resultados obtidos pela
formulacdo original ndo foram satisfatorios. Utilizou-se outra abordagem para resolver o
problema, e foram obtidos bons resultados para coeficientes de Poisson maiores que zero.

PALAVRAS-CHAVE: Otimizacdo, homogeneizagédo, barras, material composto periodico.

Pinto,O.T. Application of inverse homogenization to obtaining a optimal microstructure for the
properties required. Monografia (Trabalho de Conclusdo do Curso em Engenharia Mecéanica) —
Departamento de Engenharia Mecénica, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto
Alegre, 2011.

ABSTRACT

This work consists on an attempt to reproduce literature results for the design of the
microscopic unity cell of a periodic composite material, for a set of prescribed constitutive
parameters. This problem was called inverse homogenization. The particular case studied in
this work is a truss like unity cell. The results obtained with the original approach were not
satisfactory. An alternative formulation was developed and succeeded for a limited set of
properties.
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1. INTRODUCAO

Neste trabalho busca-se reproduzir parcialmente os resultados obtidos por
Sigmund (1994) em que sédo utilizados métodos matematicos, como a otimizacdo e a
homogeneizacdo, para resolver um problema inverso de homogeneizacdo. Além destes
conceitos sdo utilizados outros como: calculo variacional e modelagem computacional de
materiais. Uma abordagem semelhante pode ser vista em Fonseca (1997).

Tem-se como objetivo a construcdo de materiais com propriedades mecénicas
guaisquer. Para isto considera-se que o material é heterogéneo, ou seja, ele é constituido por
fases. Nos casos abordados o dominio € descrito como um plano formado por uma estrutura de
barras, as fases em questdo sdo duas, uma formada pelo material da barra e outra formada
pela inexisténcia de material. Busca-se entédo qual a configuracdo desta estrutura que resulta
em um determinado conjunto de propriedades mecanicas.

Ao realizar a modelagem matematica de um dado material faz-se uma série de
simplificacdes ou consideracdes. Hipdteses geométricas, podem ser feitas para simplificar a
forma do material, como por exemplo quando considera-se uma viga como uma linha, ou uma
estrutura muito fina como uma superficie; em ambos 0s casos transforma-se uma ou mais
dimensdes do material em uma propriedade geométrica (ex. Area (a) e segundo momento de
area(l)). Também podem ser feitas consideracdes fisicas para simplificar a resposta que o
material tem a um determinado estimulo, uma consideracdo comum é a de que o material
responde de forma linear, ou seja, a resposta ao estimulo é zero quando ele ndo existe e
linearmente proporcional ao estimulo quando ele esta presente.

Neste trabalho sdo feitas as seguintes consideracbes. O modelo matematico que
descreve 0 material € 0 modelo de barra, que diferentemente dos modelos de continuo
possuem um numero finito de graus de liberdade. Isto torna possivel modelar o comportamento
do material com um conjunto finito de equacgBes algébricas. Considera-se também que o
material € elastico linear e utiliza-se a formulacdo para pequenos deslocamentos.

A principal motivacdo para este trabalho é o desafio de sua execucao. Por se tratar de
um trabalho de conclusdo para um curso de graduacdo, procurou-se um trabalho que
correspondesse a isto, e, além disto, que completasse o curriculo do curso de graduacdo em
engenharia mecanica. Isto impds ao estudante um grande empenho para entender conceitos
avancados de analise estrutural e mecanica computacional. E importante que se diga que n&o
se tem a pretensado de alegar que o dominio sobre temas como otimiza¢cdo e homogeneizagao
foi alcancado, mas sim o conhecimento necessério para a solucéo deste problema especifico.

2. DESCRICAO DO TRABALHO.

Para realizar os procedimentos necessarios para este trabalho foi desenvolvido pelo
estudante um programa em MATLAB. Os dados de entrada deste programa sdo uma
estimativa inicial das barras na célula basica e o tensor constitutivo que se busca. A saida do
programa é um vetor contendo a area de cada uma das barras da célula basica que
corresponde ao tensor constitutivo fornecido na entrada (fig. 2.1). Em um material periédico é
possivel relacionar as propriedades mecanicas da célula basica que o constitui com as
propriedades mecéanicas macroscopicas.



Estimativa inicial

Programa Area das barras
+ —_ em —> correspondentes ao
MATLAB tensor constitutivo

Tensor constitutivo

Fig 2.1. llustracdo das entradas e saidas do programa.
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Fig 2.2. Material com microestrutura periédica com a célula basica em destaque.

A relacdo entre as propriedades microscopicas (célula basica) e as propriedades
macroscopicas pode ser obtida fazendo-se uma média (equacao 2.1). Relaciona-se entédo a
média das tensdes com a média das deformagdes. O tensor constitutivo que € usado para esta
relacdo € chamado entdo de tensor constitutivo homogeneizado. Este procedimento é
chamado de homogeneizacdo e € utilizado neste trabalho para a obtengdo do tensor
constitutivo macroscopico do material.

o' =e"z" (2.1)
Onde:
o" = Tensor de tensées médio.
£" = Tensor de deformacdes médio.
E" = Tensor constitutivo homogeneizado.

E importante definir o que € entendido como macroscopico e microscopico. Neste
trabalho usa-se a palavra microscopico quando trata-se de um valor de escala da mesma
ordem de grandeza da célula basica do material, e a palavra macroscépico quando trata-se de
dimensdes grandes o suficiente para que o material possa ser tratado como homogéneo.

Um problema de homogeneizacdo consiste, portanto, em fazer o caminho do
microscopico para macroscopico. Parte-se de consideracdes sobre a estrutura microscépica e
chega-se ao comportamento macroscopico do material, aqui se busca o contrario, ou seja,
parte-se do comportamento macroscépico e busca-se as propriedades microscépicas do
material. Por se tratar do caminho inverso do usual para um problema de homogeneizacao, ele
pode ser chamado de um problema de homogeneizacéo inversa.

Um problema de homogeneizacdo inversa pode ser resolvido acoplando-se um
problema de homogeneizacdo com um problema de otimizacdo. Parte-se de uma estrutura
inicial para a célula basica e resolve-se o problema de homogeneizagédo. Caso o resultado ndo
seja o0 desejado, altera-se a estrutura inicial e resolve-se novamente. Repete-se este
procedimento até que a configuracao utilizada corresponda as propriedades desejadas.

Como a resolucéo do problema de homogeneizagdo demanda um custo computacional,
busca-se que as alteracdes realizadas durante cada passo seja 0 mais eficiente possivel, ou
seja, deseja-se realizar o menor nimero de passos ou procedimentos de homogeneizacao
possivel. Para isto, usa-se métodos de otimizacao que indicam o “caminho” para as alteracdes.



2.1 ANALISE DA ESTRUTURA DE BARRAS.

Como parte do procedimento de homogeneizagédo deve-se analisar a resposta da célula
basica a um certo carregamento. A forma como este carregamento € aplicado sera definido
mais adiante (Tabelas 2.1 e 2.2). Para obter os deslocamentos resultantes deste carregamento
deve-se solucionar um sistema de equacgoes lineares.

O modelo de barra descreve a relacao entre as forcas (F ) e os deslocamentos (U ) em
dois ou mais pontos do espago. Diz-se que existe uma relacao linear entre F e U, que pode
ser vista como uma ou mais barra(s) ou mola(s), quando ocorre um deslocamento de um dos
nés em relacdo ao(s) outro(s), surge uma forca linearmente proporcional a variagdo do
comprimento da barra (ou mola) que une este ponto a algum outro. A constante de
proporcionalidade desta relacdo é a constante K ou rigidez, que para barras é igual ao produto
do modulo de elasticidade da barra por sua area dividido pelo comprimento da barra, como
segue:

F=KIU (2.2)

K=E2 2.3)
L
onde: F € a forca na barra, K € arigidez da barra, U é a variagdo no comprimento da barra,
E € o médulo de elasticidade da barra, aé a area da secéo transversal da barrae Lé o
comprimento da barra.
Para o caso bidimensional a relagdo acima pode ser escrita como um vetor de forcas
uma matriz de rigidez e um vetor de deslocamentos:

F] | E2 o -EB2 9|1y,
L L
. _ELm . ELm ol T,
Fll o o 0 oY
F =K, U, i=1.4 j=14 (25

O conjunto de equacdes acima é um sistema de quatro equacdes, uma para cada grau
de liberdade. Onde i e j sdo os subindices correspondentes aos termos do sistema na forma
matricial. O sistema acima corresponde ao caso em que a barra esta alinhada com a direcéo
de U, (e consequentemente U,), para obter-se a forma geral deve-se definir um sistema de

coordenadas de referencia, e entdo decompor a rigidez da barra em componentes alinhadas
com os eixos do sistema de referencia. Esta decomposicdo é feita de forma similar a
decomposicdo de um vetor, e pode ser escrita em funcdo do angulo que a barra forma em
relacdo ao sistema de referéncia (equacéao 2.6):

K'=RIK[R (2.6)
cosf) sen@) 0 0
R= -send) cos@) 0 0 2.7)
0 0 cosf) sen@)

0 0 -sen@) cosf)



Onde:
K'=rigidez da barra rotacionada.
6= angulo de rotacéo da barra.

Quando se tem um arranjo de barras, soma-se a contribuicdo de cada barra ao
deslocamento correspondente a um certo grau de liberdade e cria-se um sistema de equagdes
com tantas equacdes e tantas variaveis quanto graus de liberdade, que pode ser escrito na
forma da equacéao (2.5) onde i=1...m e j=1..m com m igual ao numero de graus de liberdade
da estrutura.

Para este trabalho analisa-se repetidas vezes um arranjo de 120 barras com diferentes
valores de areas. O numero 120 é resultante de uma malha quadrada com 16 nds com todas
as conectividades possiveis como pode ser visto na figura 2.3.
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Figura 2.3. Visualizacdo de todas as barras da estrutura com excecéo das barras sobrepostas.

2.2 HOMOGENEIZACAO

Como ja foi dito o procedimento de homogeneizacdo consiste em encontrar o
comportamento médio de um material heterogéneo. O nome homogeneizagdo vem de tratar o
material como homogéneo. Isto é equivalente a forma como é modelado matematicamente o
concreto. Sabe-se que o concreto € um material composto de diversas fases, contudo, adota-
se um médulo de elasticidade Unico para o material ao invés de modelar as suas diversas
fases separadamente.

No caso do concreto o processo de homogeneizacdo € uma consequéncia da forma
como séo feitos 0s ensaios experimentais para a obtencdo de suas propriedades mecénicas.
ApGs 0 ensaio ndo se tem o valor das constantes elasticas de cada um dos componentes do
concreto, mas sim uma constante elastica que representa o seu comportamento macroscopico.
Na pratica todos o0s materiais sdo heterogéneos basta olharmos em uma escala
suficientemente pequena que poderemos diferenciar fases sejam elas do tamanho de grandes
graos ou do tamanho de atomos. Sendo assim adotamos diariamente o conceito de
homogeneizacao, pois, ao realizar a modelagem matematica de um material, para evitarmos o
custo computacional de tratar com minlcia as diversas fases que o compdem,
desconsideramos a existéncia delas e tratamos o material como homogéneo.

A diferenca da abordagem wusual, em que a homogeneizacdo € realizada
experimentalmente, € que para este caso a homogeneizacdo € realizada através de
procedimentos matematicos.



2.2.1 PROCEDIMENTO DE HOMOGENEIZACAO ADOTADO POR SIGMUND.

Primeiro considera-se que o dominio é descrito pela repeticdo de células bases
retangulares formando um dominio retangular Y limitado na horizontal por yf e na vertical por

Y
EilHkl - _[(Eupq( b g(kl))dY (2.8)

|,J,k,|,p,q—1,2 (2.9)
Onde:
Y = Dominio de integragéo, neste caso Y é o volume total do arranjo.

E”Hk, = Tensor constitutivo homogeneizado.

E;j,, = Tensor constitutivo dos materiais no dominio Y .

£ = Tensor de deformag@es resultante do caso de pré-deformag&o K.

oK) —
£, = Tensor da pré-deformagdo K.

i,j,k I, p, g=indices correspondentes aos termos dos tensores.

Para obtermos os valores de €4 tem-se que resolver os deslocamentos resultantes

0(k|)

de trés casos diferentes de pré-deformacéo &£’ , como pode ser visto na tabela 2.1.

D et
Py pay plo=ezn =
0(11) - 110 0(22) O 0 0(12) O 0
g% 0
pq (11) O O 0(22) :LO 0(12) 0 O
0(11) O O 0(22) O O 0(12) 1,0

Tabela 2.1: Visualizacdo dos trés casos de pré-deformacéo.

Para aplicar os trés casos de pré-deformacdo na estrutura de barras utilizam-se forcas
nodais equivalentes, ou seja, em cada elemento de barra calcula-se qual a for¢ca necessaria
para que a deformagdo acima ocorra neste elemento. Em cada n6 da estrutura sdo somadas
as forcas que resultam da contribuicdo da pré-deformacdo em cada uma das barras
conectadas a este no.

Alem disto supde-se que o contorno se comporta de forma periédica, ou seja, diz-se que

todos os nés em y;=0 vao ter os valores de deslocamento iguais aos nés em y; =yf com
mesma coordenada y, e diz-se 0 mesmo para 0s nds em y,=0, que terdo os mesmos valores de
deslocamentos que 0s nos em y, = yg com mesmo valor de y;, 0 que resulta em deformacdes

como as da figura 3. Também se imp&e que os deslocamentos y; e Y, em um dos veértices do
retAngulo sdo iguais a zero o que implica que os deslocamentos em todos os vértices também
sdo iguais a zero nas duas direcdes devido a condicdo de periodicidade.
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Apesar da equacdo (2.8) ser suficiente para determinar os parametros homogeneizados
do material, Sigmund (1994) utiliza outra relacdo para obter a homogeneiza¢gdo em termos da
energia mutua.

o =y B - e~ o 210

onde os termos desta equacdo correspondem aos da equacgdo (2.9), porém, com indices
diferentes e com os termos £ e £'"onde os subindices r e s se comportam da mesma

forma que os da equacéo 2.9. A formulagdo em termos da energia mutua se deve ao fato de ja
existirem algoritmos de otimizacao topologica que usam como um dos parametros a energia
mutua dos elementos, que pode ser escrita da seguinte forma:

Q= L] (Eplet -5 e £ ave 2
Onde:

Y*®= Dominio ocupado pelo elemento e.(barra €).
Qi =Energia mutua do elemento.

2.2.2. METODO DE HOMOGENEIZAGCAO POR FORCAS E POR DESLOCAMENTOS

Além da formulagdo adotada por Sigmund (1994) utilizou-se outra formulagéo para
escrever uma segunda e terceira subrotina de homogeneizacdo. Estas duas outras sub-rotinas
utilizam a solucdo da equacdo 2.1 como base. Em uma delas, denominada rotina de
homogeneizagéo por forgas, o tensor constitutivo homogeneizado € obtido aplicando-se trés
casos de tensbes prescritas sob a forma de forgcas nodais (tabela 2.2). E feita a média das

deformacdes resultantes ™) de cada caso kI, e se obtém E"resolvendo o sistema

resultante da equac&o 2.12. onde as variaveis do sistema s&o os termos da matriz E" .

> — Tt 1T 1t 1 l—» - - 1,
| —
!
| —_— 1
1
1> — - - = P ——— 1—T
0() g’ =1,0 gy ”=0,0 o2 =0,0
9i o2 =0,0 o3 =1,0 03" =0,0
o*'=0,0 o?=0,0 o =1,0
Tabela 2.2 visualizacdo da aplicacdo das condicdes de contorno no caso de homogeneizacéo
por forcgas.
o) - N H )
—_ m
Oy "= 2 2 Eiqu qu (2.12)
p=1 g=1

A terceira sub-rotina utilizada para a homogeneizacdo, denominada rotina de
homogeneizacao por deslocamentos, realiza-se o procedimento inverso, ou seja, sao aplicados
deslocamentos prescritos e calcula-se a média das for¢as resultantes obtendo-se um tensor de

tensbes médio o) a partir de um tensor de deformag@es prescrito £/’ semelhante ao da
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tabela 2.1. Este caso diferencia-se do caso de Sigmund (1994), pois ndo impde a condicdo de
periodicidade, e a deformacéo € imposta sob a forma de deslocamentos nodais com vetores
semelhantes aos das figuras da tabela 2.2. e ndo mais sob a forma de pré-deformacgéo. A

obtencdo de E" é feita de forma semelhante ao caso da homogeneizacdo por forcas a partir
da equacédo 2.13.

2 2
g =D B E” (2.13)
p=1 g=1

2.3 OTIMIZACAO

Em um procedimento de otimizacdo busca-se a melhor op¢éo dentre um conjunto. Para
poder escolher a melhor deve-se antes de tudo definir o termo "melhor op¢ao" ou opcao 6tima.
E possivel imaginar diversas situagdes em engenharia onde se tem diferentes definicbes para
6timo. Existem situacfes onde 6timo € uma palavra bem definida, por exemplo, quando deseja-
se a estrutura mais leve, ou a mais barata, ou a mais alta. Apesar do problema de encontrar o
6timo ndo ser necessariamente simples no caso onde somente um fator interessa, € simples
definir o que encontrar.

Existem casos onde étimo néo é facil de definir, como por exemplo, quando se tem a
necessidade da estrutura mais alta e mais barata. Diante de duas estruturas diferentes uma
mais alta e outra mais barata fica dificil dizer qual é a étima para o caso de interesse. Além
disto um problema de otimizacdo pode ter restricbes a serem obedecidas. Por exemplo quando
a estrutura deve ocupar uma area limitada do solo ou que o tempo de construcdo ndo seja
maior que um determinado valor.

Ao formular um problema de otimizacdo define-se 0s seguintes parametros: o obijetivo,
gue deve ser maximizado ou minimizado; o conjunto de op¢des possiveis; como as opcgdes se
comportam em funcéo das variaveis relacionadas com o objetivo e finalmente as restricbes
impostas as variaveis.

Neste trabalho busca-se uma estrutura que ao ser homogeneizada resulte em um
tensor constitutivo pré-definido. Entéo, pode-se dizer que o conjunto de opc¢des do problema de
otimizacdo é o conjunto de estruturas que correspondam a este tensor constitutivo, ou seja o
conjunto solucéo da equagéo (2.12):

Ei?kl = Ei;-:)q (2.12)
Onde:

Ei?k, = Tensor constitutivo desejado.

Ei}*pq =Tensor constitutivo homogeneizado.

Como busca-se a estrutura mais simples possivel, esta pode ser definida como a que
possui 0 menor niumero de barras, ou pode-se considerar que a mais simples € a estrutura de
menor massa, que neste caso resulta em minimizar o valor de M da seguinte equacao:

NE
M=>y @ (2.13)

onde M é a massa total da estrutura, )*é o produto da massa especifica da barra "e" pelo

comprimento da barra "€", a®¢é a area transversal da barra "€' e NE € o nimero total de barras
(elementos) da estrutura.
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E facil perceber que caso quiséssemos minimizar a massa da equacdo acima e
tivéssemos y° como um parametro fixo para qualquer "e", bastaria que as areas a‘fossem

todas iguais a zero, porém neste caso ndo seria obedecida a condi¢do (2.12). Busca-se entdo
dentro do conjunto de configuracdes de interesse (que respeite a condicdo (2.12)) aquela
configuracdo que possui o menor valor de M.

Para que a matriz de rigidez da estrutura ndo se torne singular, imp8e-se mais uma

restricdo, limitando-se os valores das areas das barras para valores chamados de a;, € a,,,-
Pode-se entdo formular este problema de otimizac&o da seguinte forma:

NE
Minimizar M =>")*[@&° (2.14)
e=1
Sujeito a: Ej —~Ej, =0  Paratodos os valores de i, j, k, | (2.15)
Ea& a,, sa’<a,, (2.16)

2.3.1 METODO DE OTIMIZACAO PROPOSTO POR SIGMUND

N&o conseguiu-se realizar a homogeneizacdo da maneira como € realizada no trabalho
da literatura. N&o foi possivel obter resultados para otimizacdo utilizando o método de
otimizacdo proposto por ele, pois, como pode ser visto no Anexo 1, seria necessario a

obtencéo do valor de Q,jek, (ver equacdes 2.11 e A1.2). Por isso optou-se por deixar a descri¢cao
do processo de otimizag&o fora deste texto.

2.3.2 METODO DE OTIMIZACAO UTILIZADO.

O método utilizado neste trabalho é o método conhecido como programacédo linear
sequencial, que consiste em escrever 0 problema de otimizacdo a partir de equacdes lineares
na seguinte forma.

Minimizar: M =fT [X (2.17)
Sujeito a: Ax<b (2.18)

Onde f e X séo vetores mx 1, A é uma matriz mxn, b é um vetor nx 1, mé o numero

de varidveis e n € o numero de restricbes de desigualdade. Como uma das muitas analogias
existentes em otimizacdo f pode ser denominado vetor de custo manipulando seus termos
podendo aumentar ou diminuir o “custo” de uma determinada varidvel no somatério a ser
minimizado M.

As variaveis adotadas para este caso sdo areas das barras, logo X é o vetor de areas da
célula basica, com cada termo associado a uma barra. f pode ser visto como os m produtos
entre o comprimento da barra e a massa especifica, mas como ja foi dito pode ser manipulado
para alterar o “custo” de um determinado conjunto de barras, M se torna a massa da estrutura
e desta forma tem-se a igualdade com a equacéo 2.14.

Para escrever a restricdo na forma linear, ou seja, para encontrar os valores de Ae b é

necessario escrever a equacdo 2.15 na forma linear, para isto expande-se o termo Ei;*k, da

equacdo 2.15 pela Série de Taylor para a e considera-se somente os termos lineares, ficando
com:
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k
Ejo = Eukl @)+ z ”kl f—a™) (2.19)

a,

o},

Onde k é o nimero da iteracédo atual e 3
a

€ determinado por diferencas finitas.
i

Substituindo 2.19 em 2.15 e isolando a'j‘ chega-se a seguinte forma:

& aE|1k| k — k-1 I;—lid k-1
2= % [af =B} —E(a )+Z ! (2.20)
_]_ ]
Onde escrevendo da forma da equacédo 2.18 tem-se.
A—f—aE"H“ ¢ b= (a 1)+Z i - (2.21)
- = da Eljk| Eljk| .
i= j

J

A Unica rotina utilizada neste trabalho que néo foi escrita pelo estudante foi a rotina de
otimizacdo por programacao linear sequencial, a rotina utilizada trabalha com restricbes de
desigualdade, exatamente como descrito pelas equacfes (2.17) e (2.18), logo as seis
restricoes de desigualdade (correspondente as seis combinagdes de i, j, k, I) foram escritas
como doze restricBes de desigualdade, como segue.

Ax<b+0 (2.22)
-(AX)<—-(b-9) (2.23)

que implica em:
b-d< Ax<b+d (2.24)

onde Jd é um numero pequeno que limita os valores aceitaveis para AX a uma faixa de
tamanho 20 centrada na restricdo de igualdade. Fica-se entdo com um problema de 120
variaveis (120 barras vide malha fig. 2.3) e 12 condi¢Bes de desigualdade, que é resolvido por
parte da rotina de codigo aberto SLATEC (www.netlib.org/slatec/, 01/07/2011) que utiliza o
método de ponto interior (Haftka, 1990) para a resolucéo.

Por se tratar da otimizacdo de um trecho do problema aproximado linearmente, é
necessario limitar a alteracdo nas variaveis de projeto para que elas ndo extrapolem o dominio
onde a aproximacao linear € considerada aceitavel. Sao impostas restricdes laterais as areas
no seguinte formato.

ja* - & < orat (2.25)

O método é denominado programacao linear sequencial, pois os procedimentos de

otimizacdo da programacdao linear sdo realizados diversas vezes até a convergéncia, visto que

as funcoes de restricdo foram aproximadas (eq. 2.19) e valem somente para uma pequena

faixa de valores de area. Os resultados obtidos da rotina SLATEC s&o utilizados em uma nova

malha para serem homogeneizados, e para serem obtidos novos coeficientes para as
equagles 2.17 e 2.18. Este procedimento € repetido até a convergéncia.

A condicdo da equacdo 2.16 € imposta apés a rotina SLATEC. Verifica-se o vetor de

areas, para cada termo que supere a_, atribui-se o valor de a ., e cada termo que seja

inferior a a,;, atribui-se o valor de a_, . Isto € feito, pois assim evita-se a insercéo de mais 240
restrices laterais no problema de programacao linear (duas para cada barra).
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2.4 ORGANIZACAO DO PROGRAMA

Os programas em Matlab foram organizados de acordo com o seguinte fluxograma

genérico:
[ "y
Dados de Calculo dos trés casos de
Entrada > deslocamentos

Homogeneizacédo

Otimizagao

Y

i 1 Sim
L1 O problema convergiu? >
Néo

Figura 2.4. Fluxograma genérico do programa em MATLAB. Um fluxograma mais detalhado
pode ser visto no Anexo 2.

A saida é dada sob a forma de um vetor onde cada termo corresponde a area de uma
das barras do arranjo inicial, ou seja, o arranjo final continua com 0 mesmo numero de barras
gue o arranjo inicial. Cada barra continua com o mesmo mddulo de elasticidade e com as
mesmas conectividades. Porém, as barras com areas muito pequenas possuem uma rigidez
que pode ser desprezada, e, portanto sdo desconsideradas na configuracao final.

Além desta saida foi feito uma rotina de tragcagem para a melhor visualizagdo da
configuracdo da célula béasica, onde as linhas nas figuras correspondem as barras e tem
espessura proporcional a raiz quadrada da area da barra correspondente (Figuras das tabelas
3.3e3.4).

3 RESULTADOS: B
3.1 FORMULACAO DE SIGMUND

Os primeiros resultados foram obtidos utilizando uma versdo criada a partir da
formulacdo proposta por Sigmund (1994) para homogeneizacdo. Os resultados foram
considerados muito ruins. Os Unicos que fazem sentido podem ser vistos na tabela3.1. e
alguns dos resultados descartados estédo na tabela 3.2

Configuracdo das barras Tensor constitutivo correspondente
- 1,00 0,00 0,0¢
[E]=|0,00 0,00 0,0¢
10,00 0,00 0,00

(0,00 0,00 0,00
[E]=]0,00 1,00 0,0¢
10,00 0,00 0,0(

Tabela 3.1 Resultados obtidos com a formulagéo de Sigmund.



11

Configuracdo das barras Tensor constitutivo correspondente
0,98 -0,24 -0,0

[E]=]|-0,24 1,00 0,03

0,01 0,03 0,0

0,97 -0,56 - 0,0
[E]=|-0,56 1,00 0,00
|-0,01 0,00 0,00

(1,00 0,25 0,0
[E]=|0,25 1,00 0,0
10,03 0,03 0,1

1,00 0,59 0,2
[E]=]0,59 1,00 0,2
10,20 0,20 0,6
1,00 0,59 0,2
[E]=]0,59 1,00 0,2
10,20 0,20 0,6

Tabela 3.2 : Tensores constitutivos e estrutura que o originou.

HOAEEN

Como ndo se conseguiu descobrir qual o erro existente no programa de
homogeneizagéo, ndo foi possivel realizar a otimizag&o tal como proposta pela literatura, pois,
como pode ser visto no capitulo 2.3.1 esta formulac&o para otimizacao depende dos resultados

obtidos para a Q] durante o processo de homogeneizagao.

Nas tabelas 3.1 e 3.2 podem ser vistos os resultados obtidos, e a esquerda a estrutura
que o originou, a estrutura real € bem mais complexa, mostram-se somente as barras que
possuem um valor de area consideravel. Todas as barras restantes (que ndo aparecem no
desenho) tém uma éarea transversal dez mil vezes menor. A estrutura verdadeira possui 120
barras a configuracdo real sem levar em consideracdo o valor de suas areas fica como na
figura 2.3.

Para melhor interpretacéo dos resultados considerou-se o termo E/(1-v?) da equacg&o
3.1 igual a um, o que torna a andlise da célula basica mais qualitativa. Por se tratar de uma
estrutura linear, basta multiplicar o valor da area de todas as barras por E que o mdédulo de
elasticidade da estrutura homogeneizada também seréd multiplicado por E.

1 v 0
(E]= E2 b1 0 (3.1)
1-v
0 0 (1-v)/2

onde: E= moédulo de elasticidade.
V = coeficiente de Poisson.
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Sendo assim 0 médulo de elasticidade se torna apenas um fator de escala para o tensor
constitutivo e pode ser alterado para um dado material multiplicando-se todas as areas pelo

fator correspondente.

3.2 RESULTADOS PARA A FORMULACAO ALTERNATIVA DE HOMOGENEIZACAO.

Os resultados de homogeneizacdo utilizando a formulacdo por forcas e por
deslocamentos podem ser vistos na tabela 3.3. Nota-se que para 0s casos onde existem nds
na periferia da célula que ndo estdo associados a alguma das barras com valor elevado de

rigidez, ESF3 resulta em valores da ordem de 10° isto sugere um erro associado aos grandes

deslocamentos provenientes da aplicacdo de forgas em nds com baixa rigidez associada. A
presenca destes erros levou ao uso de somente os resultados de homogeneizacdo por
deslocamentos para o problema de otimizacao.

Configuracdo das barras Por forcas Por deslocamentos
1,00 0,00 0,0 1,00 0,00 0,0
E"=/0,00 0,00 0,0 E°=/0,00 0,00 0,0
0,00 0,00 - 99 0,00 0,00 0,0
0,00 0,00 0,0 0,00 0,00 0,0
E"=/0,00 1,00 0,0 E°=/0,00 1,00 0,0
0,00 0,00 - 99 0,00 0,00 0,0
(1,00 0,50 0,0 1,00 1,00 0,0
E"=/0,50 1,00 0,0 E°={1,00 1,00 0,0
10,00 0,00 667 10,00 0,00 0,4
(1,00 0,50 0,0 (1,00 1,00 0,0(
E"=/0,50 1,00 0,0 E°={1,00 1,00 0,0(
10,00 0,00 159 10,00 0,00 0,0(
(1,00 0,57 0,0 (1,00 1,00 0,0(
: Wﬁﬁ% 8 EF=/0,57 1,00 0,0 E°=/1,00 1,00 O0,0(
: j!éz«aga! 10,00 0,00 328 10,00 0,00 0,0(
1,00 0,29 2,8 1,00 1,00 1,0
EF=/0,29 1,00 2,8 E°=/1,00 1,00 1,0
2,81 2,81 639 1,00 1,00 1,0
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1,00 1,00 0,0 1,00 1,00 0,0
E"=/1,00 1,00 0,0 E°=/1,00 1,00 0,0
0,00 0,00 1,2 0,00 0,00 1,0
1,00 0,00 0,0 1,00 0,00 0,0
E"=/0,00 1,00 0,0 E®=/0,00 1,00 0,0
0,00 0,00 0,1 0,00 0,00 0,0

t; NZINZINS
1SS 1,00 0,34 0,0 1,00 0,35 0,0
DEDLEX E"=[0,34 1,00 0,0 E°=[0,35 1,00 0,0
XX 0,00 0,00 0,3 0,00 0,00 0,3

Tabela 3.3. Resultados para homogeneizacao utilizando o método por forgas e o método por
deslocamentos.

Inicialmente os

otimizacéo forneceram os seguintes resultados para v =0,8 e v =0,6.

resultados de otimizacdo ndo convergiram para valores que
obedecessem a restricdo de igualdade (equacdo 2.15), observou-se entdo que o sétimo e o
oitavo resultado da tabela 3.3 poderiam ser combinados para a obtencdo de valores de
V (coeficiente de Poisson) entre zero e um. Utilizou-se entdo como estimativa inicial uma malha
semelhante ao ultimo resultado da tabela 3.3 que apds aproximadamente 1800 lagos de

Configuracdo das barras

Tensor correspondente

7

\ '%
N
%x’éx‘

& 4

0\

Y".
S
Ay

g
?4

v

év
P/
P
N
Sa

b, ¥
{P@'.

o

d
‘90 |

1,00
0,80
0,00

0,80
1,00
0,00

0,0
0,0
0,1

N7
N

q

»
A
'e

U
“C‘ <
Sn

> €
N

y
/3¢
Vs

Iy
X
6«

?
i

3

X
N

y

c
0 01 02 DF

04 05 05 07 28 C8

1,00
0,60
0,00

0,60
0,98
0,01

0,0
0,0
0,2

Tabela 3.4 Resultados obtidos para otimizacdo impondo coeficiente de Poisson 0,8 e 0,6 como
condicéo de igualdade respectivamente.
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4 CONCLUSOES.

Este trabalho pode ser dividido em dois objetivos principais. O primeiro € o de fazer com
que o estudante de engenharia, aprendesse conceitos avancados no campo de andlise
estrutural, otimizacdo e homogeneizacdo. Apés alguns meses de estudo e consulta ao
professor orientador pode-se dizer que este objetivo era bastante modesto, pois, para o bom
entendimento destes conceitos muitos outros tiveram que ser estudados ou mesmo revisados
pelo estudante. Para percorrer o caminho entre o conhecimento que o estudante possuia no
inicio do trabalho e o conhecimento necessério para o entendimento dos conceitos citados
acima, o estudante teve de estudar calculo numérico, calculo variacional, mecénica dos solidos
e técnicas de programacao.

O segundo objetivo consistia na reproducdo dos resultados da literatura com sucesso,
OU Seja, conseguir escrever um programa que encontrasse a microestrutura correspondente a
um tensor constitutivo pré-definido como objetivo, este objetivo ndo foi alcancado. Buscou-se
por erros de programacédo e o programa foi reescrito trés vezes, chegou-se a conclusdo que o
erro (ou os erros) € algo tdo pequeno que ndo foi possivel enxerga-lo ou é algo relacionado
com a transformacao das formulacfes em um algoritmo, sendo o segundo caso um erro bem
mais grave.

Abordou-se o problema de uma quarta forma, desta vez bastante diferente da forma de
Sigmund (1994), utilizando outros conceitos de homogeneizacdo e outros conceitos de
otimizacdo. Desta vez os resultados de homogeneizacdo foram considerados satisfatérios
(dentro da limitagdo de cada método) apOs a verificacdo com formas que apresentassem
resultados conhecidos (os resultados de Sigmund (1994), 1° ao 5° resultado da tabela 3.3).
Escreveu-se entdo uma rotina de otimizacdo, que a principio ndo apresentou resultados
satisfatérios. Apds alguns ajustes chegou-se a uma estimativa inicial que resultasse em uma
solucdo para o problema.

Conclui-se disto que parte importantissima deste problema de otimizacéo é a estimativa
inicial. Apesar de ndo necessariamente a estimativa inicial utilizada resultar na configuracéo
gque minimiza a massa para as propriedades exigidas, ela apresentou resultados que
satisfazem o problema de otimizac&o localmente.

Também se deve observar que a eficiéncia deste método de otimizacdo deixa a desejar
guando comparado com o da literatura, visto que, foram necessarios cerca de 1800 lacos de
otimizacéo e dentro de cada um 121 lagos de homogeneizacéo, para a determinacdo das 120
linhas da matriz

oa.

]
por diferencas finitas, e que Sigmund (1994) precisou de cerca de apenas 20 iteracdes para
valores de precisdo mais elevados.

(3.2)
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ANEXO 1

Para solucionar o problema de otimizagdo Olé Sigmund utilizou o método dos
multiplicadores de Lagrange que inicia-se escrevendo a funcdo de Lagrange, que tem a
seguinte forma:

L= iE:yeae +ZG:V| (Elo -E’ )+§ae(—ae +amm)+§E:,[>’e(ae —amax) (A1.1)
e=1 I=1 e=1 e=1
E =§Qf | =1,...,6 (A1.2)
e=1

Onde:
O primeiro somatorio corresponde ao valor de M.
Os valores de | correspondem aos seis diferentes valores possiveis para ijk.
11111 25 2222 351212 4 1122z 5 - 1112 6 - 2212

Vv, Séo os multiplicadores de Lagrange correspondentes as | restricdes de igualdade.

a®, f° Sdo os multiplicadores de Lagrange para as restricdes de desigualdade.

A funcdo de Lagrange escreve as restricdes junto com a funcdo a ser minimizada (ou
maximizada). Quando se tem uma funcéo do tipo Y=F(X), que possua um ou mais minimos (ou
maximos) locais, pode-se dizer que estes sao pontos onde a derivada primeira de Y em relagcéo
a X é igual a zero. Caso a funcédo possua mais variaveis (Y=F(Xy,...,Xn)) 0 ponto que minimiza o
valor de Y localmente é o ponto onde as derivadas de Y em relacéo a Xi,...,X, S80 iguais a zero
simultaneamente. E possivel escrevermos uma funcdo (funcdo de Lagrange) que englobe as
restricbes do problema de otimiza¢do, incluindo mais uma varidvel a fungdo original
(multiplicador de Lagrange), de forma que quando esta funcdo é derivada em termos desta
nova variavel e igualada a zero tem-se a restricdo. Como pode ser visto na equacéo Al.3.

i—E(’—iE“Qe—o (A1.3)
a - | [ *
V, e=1

A explicacdo de como este procedimento funciona para condi¢des envolvendo as
desigualdades € um pouco mais complexa e pode ser encontrada em livros como
Haftka,(1990).

Como ja foi dito o procedimento de otimizacdo consiste em guiar as alteracfes que séo
realizadas nas areas das barras antes de realizar uma nova homogeneizacdo. Para isto deriva-
se a fungcdo de Lagrange em relacdo as variaveis a serem alteradas, ou seja, em relacdo as

areas a°e iguala-se a zero obtendo-se a seguinte equagao.

oL
0a°

6 e
=y9—2vl%—ae+/39=o e=1,..NE (A1.4)
= a

Baseando-se na equacdo Al.4 pode-se escrever a seguinte regra para a alteragéo das
areas das barras.

6 e
a®=a,, ou a*=> v, Q ou a’=a,, (AL1.5)
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A primeira possibilidade para a°é adotada quando a®é menor ou igual a a,, e a

7

terceira quando a° é maior ou igual a a . Desta forma, os multiplicadores de Lagrange

referentes a restricdo de desigualdade (a° e £°) ficam sem serventia. Quando as condigdes
de desigualdade séo respeitadas utiliza-se a segunda relacdo da equacdo Al.5 que surge
diretamente da equagdo Al.4 quando se ignora os termosa® e [3°.

Para a obtencédo dos valores de V, escreve-se uma fungédo erro dependente dos |
multiplicadores de Lagrange, os valores de V, que zeram o erro (obtidos pelo método de

newton) sao utilizados na proxima iteracdo de otimizacéo. Esta formulacdo encontra-se abaixo.
Modifica-se a restricdo de igualdade para:

- & ~e o
Z%Qu ~Ey =0 (A1.6)
e=1

Onde, a§ € o valor da area da barra e na ultima iteracdo e a°é o valor da area e atualizado
para a proxima iteracdo. Pode-se entdo escrever uma funcao para o erro da seguinte forma:

6
szviQ? e e
— j=1 + Qlamin+ Qlamax_ 0 =0 AL7
CrRTar & e &a 0 @D

Onde, ¢ é o valor para os erros correspondentes as | restricbes de igualdade e R;,, R, e
R..x corresponde aos conjuntos de barras com areas atualizadas normalmente, atualizadas

para o valor de a_,, e atualizadas para o valor a__ , respectivamente.
Utiliza-se ent&o a seguinte equacao do método de Newton-Raphson (Barroso,1987):

Ve =V — (00,4 (A1.8)
onde [1@ é uma matriz 6 x 6 dada por:

g QQ;
Op=—02\= — . (A1.9)
al/I d;ah aOJ/e



Anexo 2: Fluxograma do programa de otimizacgao.
( Inicio )
7/ Dados de entrada / ——————— > Vetor de areas

v

Analise da
estrutura de barras

v

Média da resposta | =====-- > Tensdes medias

v

Célculo das propriedades
homogeneizadas

v

Diferencas finitas f == =-=---- > Matriz A equacéo 2.21

v

Calculo das entradas
para SLATEC

v

Atualizacdo das
areas

________ > Tabela 2.2

________ > Equacgdo 2.13

________ > Equacgbes 2.17 e 2.18

________ > Saida do SLATEC

Convergéncia

/ Plotagem /




