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RESUMO
DINAMICA DE GASES RAREFEITOS E TRANSFERENCIA RADIATIVA: APLICACOES
EM GEOMETRIA CILINDRICA

Neste trabalho sao investigados problemas formulados em geometria cilindrica na area da
dinamica de gases rarefeitos bem como na area de transferéncia radiativa. Com relacao a
dinamica de gases rarefeitos, primeiramente sao abordadas duas formas diferenciadas de
se avaliar numericamente as fun¢oes de Chapmann-Enskog e de Burnett, necessarias na
composicao de solugoes gerais nessa geometria. Em seguida é apresentada a derivacao de
uma equacao integral baseada no modelo BGK para descrever o fluxo de um gas rarefeito
em um tubo cilindrico. Problemas relacionados a transferéncia radiativa, incluindo o caso
nao-linear acoplado radiagao-conducao, sao solucionados com a aplicacao de uma versao
reformulada do método de ordenadas discretas, sendo que resultados numéricos relevantes a

estes problemas sao também apresentados.
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ABSTRACT
RAREFIED GAS DYNAMICS AND RADIATIVE TRANSFER: APPLICATIONS IN
CYLINDRICAL GEOMETRY

In this work some problems of the general area of the transport theory, in cylindrical ge-
ometry, are investigated. In the field of the rarefied gas dynamics the evaluation of the
Chapman-Enskog and Burnett functions, used in particular solutions of general problems
in cylindrical geometry, are evaluated. A complete derivation of the integral equation for
the BGK model, in cylindrical geometry, is also presented. In addition, linear and nonlinear
problems in radiative transfer in cylindrical geometry are solved based on the use of the in-
tegral equation along with an analytical version of the discrete ordinates method. Numerical

results relevant to all these problems are presented.
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CAPITULO 1

Introducao

A forma linearizada da equacao de Boltzmann tem sido amplamente usada na des-
cricao de diversas aplicagoes. Entre elas destaca-se, neste trabalho, a abordagem de pro-
blemas relacionados a dinamica de gases rarefeitos e a transferéncia radiativa, todos eles
formulados em geometria cilindrica.

O interesse pelos problemas da dinamica de gases rarefeitos [Williams, 1971; Cercig-
nani, 1969] tem sido impulsionado, entre outros, pelo desenvolvimento de microssistemas (mi-
crovéalvulas, microcanais, microssensores, etc.) [Sharipov, 1999a), aplicagoes na aerodinamica
[Anderson Jr., 1969; Sharipov e Kalempa, 2003] bem como pelo desenvolvimento de tecnolo-
gias relacionadas a equipamentos de vdcuo [Sharipov, 1999b]. Estudos tedricos deste ramo
da teoria de transporte de particulas tém sido desenvolvidos ao longo do tempo basica-
mente de duas maneiras diferenciadas: através da obtencao de solugoes provenientes da
equagao de Boltzmann propriamente dita [Ohwada e Sone, 1992; Siewert, 2003b; Siewert,
2003a]; ou, entao, através do desenvolvimento de solugoes obtidas a partir da aplicagao de
modelos [Barichello e Siewert, 2003] que visam a simplificar o termo de colisao desta equagao
[Cercignani, 1969; Williams, 1971]. No caso de geometria cilindrica, uma proposta geral
(pelo menos do ponto de vista tedrico) considerando tubos circulares e um operador de co-
lisdo intermolecular arbitrario, pode ser encontrada no trabalho de Simons [Simons, 1967],
também discutido por Williams [Williams, 1971]. No referido trabalho, uma proposta de
solucao geral da equacao de Boltzmann linearizada é apresentada, sendo que certas funcoes,
que sao solugoes de uma classe de equacoes integrais, desempenham papel fundamental nessa
proposta. Sao as chamadas fungdes de Chapman-Enskog [Williams, 1971]. Na verdade, estas

fungoes, bem como as chamadas fungoes de Burnett [Loyalka e Hickey, 1989], sdo também
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determinantes na avaliacao da viscosidade e condutividade térmica de um géas rarefeito, e,
conseqlientemente, no célculo do livre caminho médio [Barichello e Siewert, 2003; Siewert
e Sharipov, 2002]. Mais recentemente [Barichello e Siewert, 2003], o uso dessas fungoes foi
também salientado na derivagao de equagoes modelo provindas da equacao de Boltzmann.

Resultados numéricos para as fungoes de Chapman-Enskog e de Burnett podem ser
encontrados nas Refs. [Loyalka e Hickey, 1989] e [Ohwada e Sone, 1992] e mais recente-
mente na Ref. [Siewert, 2002b]. Entretanto, considerando a existéncia de certas diferencas
entre alguns desses resultados e visando a desenvolver uma metodologia alternativa, talvez
mais eficiente, aborda-se como ponto inicial neste trabalho o desenvolvimento de uma forma
numérica diferenciada de avaliar essas fungoes, gerando assim mais uma fonte de dados para
analise e comparagao de resultados, bem como uma ferramenta computacional para o es-
tudo futuro de problemas mais complexos de dinamica de gases rarefeitos que necessitam da
avaliacao das funcoes de Chapman-Enskog e de Burnett.

Por outro lado, seguindo um estilo diferente ao da abordagem proposta por Simons
na Ref. [Simons, 1967] (na qual foi apresentada uma soluc¢ao para a equacao de Boltzmann
linearizada propriamente dita), varios pesquisadores ja ha muitos anos tém utilizado princi-
palmente o modelo BGK [Bhatnagar et al., 1954] para descrever o nicleo de espalhamento
presente no termo de colisao da equagao de Boltzmann linearizada. Como exemplos das
aplicagoes desse modelo na geometria cilindrica podem-se citar, entre outros, os trabalhos
numéricos de Cercignani e Sernagiotto [Cercignani e Sernagiotto, 1966; Cercignani e Serna-
giotto, 1967] nos quais o modelo BGK foi utilizado respectivamente na descrigao do fluxo de
Poiseuille (termo usado para descrever o movimento de um gas que sofre a influéncia de um
gradiente de pressao) e na descri¢ao do fluxo de Couette (que descreve o movimento de um
gas entre corpos que se movem); o trabalho de Ferziger [Ferziger, 1967] onde o problema do
fluxo de Poiseuille ja investigado de forma numérica por Cercignani e Sernagiotto foi desta vez
analisado analiticamente. Também como exemplos da aplicacao do modelo BGK em geome-
tria cilindrica, cita-se o trabalho de Valougeorgis e Thomas Jr. [Valougeorgis e Thomas Jr.,
1986] no qual o método Fy foi utilizado no célculo de resultados numéricos para o problema
do fluxo de Poiseuille e para o problema “creep” térmico (que descreve um efeito de superficie
que surge quando hé um gradiente de temperatura que faz com que o gds se movimente com

relagao a parede fixa), o trabalho de Sharipov e Kremer [Sharipov e Kremer, 1996] em que foi
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calculado numericamente o fluxo de Couette entre dois cilindros em rotacao (com velocidades
diferentes) para uma grande variacdo do niumero de Knudsen (parametro relacionado ao es-
tado de rarefagdo do gas), e ainda o trabalho de Siewert [Siewert, 2000] no qual foram
tratados em geometria cilindrica os problemas fluxo de Poiseuille e “creep” térmico. Traba-
lhos mais recentes em geometria cilindrica também enfocam a caracterizacao e utilizacao de
outros modelos, como é o caso da Ref. [Sharipov, 2003], onde o modelo S [Sharipov e Se-
leznev, 1998] foi utilizado no tratamento dos ja mencionados problemas fluxo de Poiseuille
e “creep” térmico.

Exceto pelas referéncias acima relacionadas aos trabalhos de Sharipov e co-autores,
todas as demais tratam os problemas em geometria cilindrica através da equacao integral
associada, e, assim, diferentes abordagens voltadas a resolugao desta classe de equacoes tém
sido propostas, algumas delas baseadas em métodos numéricos [Cercignani e Sernagiotto,
1966], ou alternativamente usando uma transformagao apresentada por Mitsis [Mitsis, 1963]
e generalizada na Ref. [Siewert e Thomas Jr., 1984] sendo que desta forma a solugao da
equacao integral passa, entao, a ser relacionada aos chamados “pseudo” problemas que re-
duzem os problemas formulados em geometria cilindrica (ou mesmo em geometria esférica)
a problemas definidos em termos das variaveis da geometria plana, que, conseqiientemente,
tornam-se mais faceis de serem resolvidos do que suas formulagdes originais.

Assim, a segunda proposta a ser apresentada neste trabalho, visando a usar a abor-
dagem da equagao integral baseada no modelo BGK como forma de descrever o fluxo de um
gas rarefeito em um tubo cilindrico, estd voltada a uma dedugao detalhada desta equacao
[Barichello et al., 2002a] enfatizando a inclusdo de um termo de fonte ndo homogéneo geral
na equacao de balango e um termo nao homogéneo geral na condigao de contorno do modelo
considerado e, ainda, como um caso especial, destaca-se também, nesta mesma derivacao a
formulagao da equacao integral para o caso de reflexao especular na superficie do tubo.

Como forma de solucionar os “pseudo” problemas obtidos pela formulagao inte-
gral a partir da aplicagdo da transformacao proposta por Mitsis [Mitsis, 1963], recente-
mente Barichello e Siewert [Barichello e Siewert, 1999a] desenvolveram uma reformulagao do
método de ordenadas discretas que, entre outras aplicagoes, também tem sido utilizada na
resolucao de problemas da dinamica de gases rarefeitos. Nesta nova versao do método de or-

denadas discretas, diferentemente do que foi feito por Chandrasekhar [Chandrasekhar, 1960],
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as constantes de separacao sao calculadas a partir de problemas de autovalores, e esquemas
de quadratura mais arbitrarios podem ser usados. Entre as primeiras aplicacoes na area da
dindmica de gases rarefeitos com essa nova abordagem, destaca-se a Ref. [Barichello e Siew-
ert, 1999b], em que Barichello e Siewert apresentaram uma solu¢ao em ordenadas discretas
baseada em um esquema de quadratura do tipo “half-range” (que reduz a ordem do sistema
e simplifica o problema de autovalores a ser resolvido) para o fluxo de Poiseuille descrito
de acordo com o modelo BGK, sendo que nesta abordagem as constantes de separagao po-
dem ser encontradas como autovalores de um tipo especial de matriz na forma diagonal mais
uma matriz de posto um. Em continuidade a este trabalho, a solu¢ao em ordenadas discretas
apresentada por Barichello e Siewert [Barichello e Siewert, 1999b] foi reavaliada [Rodrigues,
1998], sendo que a implementagao computacional da solugao desta vez foi elaborada através
do uso de rotinas especificas para o problema de autovalores simplificado, e, além disso,
foram introduzidos estudos aos problemas da dinamica de gases rarefeitos em meio semi-
infinito através da investigacao dos problemas sugeridos por Loyalka, Petrellis e Storvick
na Ref. [Loyalka et al., 1975]. Ainda na Ref. [Rodrigues, 1998] foi apresentada, tanto
para o problema de dominio finito como para os de dominio semi-infinito, uma solugao em
ordenadas discretas com duas abordagens diferenciadas, uma avaliando analiticamente as
solugoes elementares e outra numericamente. Também, como conseqiiéncia da nova versao
do método de ordenadas discretas em geometria plana, foram resolvidos de uma maneira
unificada [Barichello et al., 2001] alguns problemas classicos da dinamica de gases rarefeitos
baseados no modelo BGK, em particular, foram solucionados os problemas “creep” térmico
e “viscous-slip” para o caso semi-infinito, enquanto que os problemas fluxo de Poiseuille,
fluxo de Couette e também “creep” térmico foram resolvidos com uma grande variagao do
nimero de Knudsen. A nova versao do método de ordenadas discretas também foi testada
nos problemas da dinamica de gases rarefeitos em coordenadas cilindricas (também baseados
no modelo BGK), e nesse caso destacam-se as Refs. [Siewert, 2000] e [Camargo et al., 2000],
nas quais foram solucionados alguns problemas classicos tais como o fluxo de Poiseuille e
“creep” térmico com o uso de esquemas de quadratura diferentes.

Tendo-se ja trabalhado em geometria cilindrica e com base nos bons resultados obti-
dos com a aplicacao do método de ordenadas discretas nos problemas associados a dinamica

de gases rarefeitos, surgiu o interesse em investigar alguns problemas mais complexos for-
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mulados também em geometria cilindrica, s6 que desta vez em outras areas da teoria de
transporte de particulas, mantendo-se ainda a proposta de aplicacao do método de orde-
nadas discretas.

Para compor, portanto, a terceira proposta deste trabalho, aborda-se inicialmente
problemas lineares de transferéncia radiativa em geometria cilindrica, apresentando uma
solucao geral em ordenadas discretas juntamente com uma solugao particular associada, con-
templando inclusive o caso conservativo [Rodrigues e Barichello, 2003]. Sabendo também
que o estudo de problemas acoplados de radiacao e conducgao [(521§1k, 1973; Modest, 1993]
é de grande interesse das aplicagoes da engenharia [Viskanta e Anderson, 1975] passou-
se a investigar esta drea que, segundo Andre e Degiovanni [Andre e Degiovanni, 1995],
Banoczi e Kelley [Banoczi e Kelley, 1998], Klar e Siedow [Klar e Siedow, 1998] e Wang
et al. [Wang et al., 2002], estd relacionada com o comportamento térmico de materiais
isolantes e de materiais semi-transparentes tais como vidros, polimeros e papéis. Cons-
ta na literatura que esta classe de problemas relacionada & transferéncia de calor pelo
modo acoplado radiagao-condugao vem sendo investigada ha varias décadas. Como exemplo
tem-se que no ano de 1965, Viskanta [Viskanta, 1965] estudou problemas de transferéncia
de calor por radiacao-conducao em estado estacionario com espalhamento isotrépico, usando
uma solucao iterativa para a forma integral da equacao de transferéncia. Em 1972, Lii e
Omgik resolveram um problema de radiacao-conducéo transiente [Lii e Ozisik, 1972] apli-
cando uma técnica de expansao desenvolvida por K. M. Case [Case e Zweifel, 1967] para
resolver a equacao de transferéncia em uma placa com fronteiras refletoras.

Dando continuidade a evolugao histérica dos estudos de alguns problemas acoplados
de radiagao e condugao, citam-se os trabalhos de Siewert e Thomas [Siewert e Thomas Jr.,
1991a; Siewert e Thomas Jr., 1991b; Siewert e Thomas Jr., 1992] que empregaram uma
versao estavel do método Py, também conhecido como método dos harmonicos esféricos,
juntamente com as splines ctibicas de Hermite na obtencao de uma técnica iterativa para
solucionar uma classe de problemas em estado estacionario, nao lineares, formulados por
Ozigik [Oz1§1k, 1973], com relagao a transferéncia de calor pelo modo acoplado de radiagao e
conducio em geometria esférica e cilindrica. Ainda em 1991, Li e Ozgik [Li e Oziik, 1991]
usaram o método de diferencas finitas em combinacao com o método de ordenadas discretas

para estudar a transferéncia de calor pelo modo acoplado de radiagao e conducao (estado
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estacionério) em um cilindro sélido com espalhamento anisotrépico.

Nos consecutivos anos de 1992 e 1993, Spuckler and Siegel [Spuckler e Siegel, 1992;
Spuckler e Siegel, 1993] aplicaram o método de diferencas finitas e as fungées de Green para
resolver problemas (estado estaciondrio) de transferéncia de calor por radiagao-conducao em
placas semitransparentes unidimensionais. Depois, em 1995, Siewert introduziu neste campo
de problemas acoplados de transferéncia de calor (em geometria plana) um método iterativo
[Siewert, 1995], baseado no método de Newton, com o qual obteve solugbes computacional-
mente mais eficientes. Neste mesmo ano, Andre e Degiovanni [Andre e Degiovanni, 1995
estudaram a transferéncia de calor transiente pelo modo acoplado de radiacao e condugao em
vidros. Em 1996, Sakami, Charette e Le Dez [Sakami et al., 1996] aplicaram o método de
ordenadas discretas para determinar a intensidade radiativa e a distribui¢ao de temperatura
em um meio semi-transparente pelo modo acoplado de radiagao e condugao em geometria bi-
dimensional. Ainda, Saldanha da Gama [Saldanha da Gama, 1996] desenvolveu um trabalho
de simulacao numeérica para o processo de transferéncia de calor por radiacao-conducao em
um cilindro nao-convexo, e Ruperti, Raynaud e Sacadura [Ruperti et al., 1996] estudaram
um problema inverso de transferéncia de calor por radiagao-conducao objetivando estimar
temperaturas e fluxos na superficie de uma placa semitransparente através de medicoes
simuladas de temperatura transiente. A forma transiente de transferéncia de calor pelo
modo acoplado de radiagao-condugao foi investigada também por Hahn et al. [Hahn et al.,
1997], que, no ano de 1997, desenvolveram um modelo para determinacao da difusividade
térmica de materiais ceramicos usando o método “flash” com laser, que, segundo eles, até
entao nao havia sido aplicado a materiais que, além de absorverem e emitirem, também
pudessem espalhar radiacao.

No ano de 1998 Andre e Degiovanni [Andre e Degiovanni, 1998] resolveram ana-
liticamente um problema de transferéncia de energia transiente unidimensional pelo modo
acoplado de radiacao e condugao em meio finito com a aproximacgao “two-flux” e usando a
transformada de Laplace. Em 1999, Vargas e de Vilhena [Vargas e de Vilhena, 1999] de-
senvolveram uma solucao em forma fechada para um problema acoplado de transferéncia
de calor por radiacao-conducdo em uma placa, usando o método LTSy, apresentando
simulagoes numéricas com a formulagao LTSy, e Tan et al. [Tan et al., 1999] trabalharam

com a transferéncia transiente de calor pelo modo acoplado de conducao-radiacao em um
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meio participante (emite, absorve e espalha radiagao). No ano 2000, Lazard et al. [Lazard
et al., 2000] criaram um modelo analitico para estimar parametros em problemas de trans-
feréncia de calor por radiagao-conducio, e Anteby et al. [Anteby et al., 2000] desenvolveram
um cédigo computacional numérico para calcular a transferéncia de calor transiente pelo
modo acoplado radiacao-condugao em um cilindro de material semitransparente com pro-
priedades térmicas dependentes da temperatura. Liu e Tan [Liu e Tan, 2001] analisaram
numericamente, em 2001, a transferéncia de calor transiente por radiacao-conducao em uma
placa semitransparente unidimensional e o processo transiente de transferéncia de calor por
radiacao-condugao em um cilindro, empregando o método de ordenadas discretas para re-
solver a equacao de transferéncia radiativa e um esquema implicito para tratar a equacao de
energia, enquanto que Lazard et al. [Lazard et al., 2001] investigaram a transferéncia de calor
transiente acoplada por radiagao-condugao em uma placa com espalhamento anisotrépico.

Demonstrando que o interesse pelos problemas de transferéncia de calor pelo modo
acoplado radiacao-conducao continua a crescer, destacam-se, no ano de 2002, os trabalhos
de Thomas Gotz [Gotz, 2002], que utilizou o método das diferengas finitas implicito para
computar a transferéncia de calor acoplada pela forma radiacao-condugao em meio semitrans-
parente, de Park e Lee [Park e Lee, 2002], que empregaram a aproximagao S, na resolucao de
um problema inverso de radiagao buscando determinar a intensidade (dependente do tempo)
de uma fonte de calor que simula chamas de um forno usando medi¢oes de temperatura
em um meio participante tridimensional onde radiagao-conduc¢ao ocorrem simultaneamente,
de Liu [Liu, 2002], que analisou o acoplamento transiente de radiagao-condugao em cilin-
dros semitransparentes infinitos cujo termo de fonte de calor radiativo foi calculado pelos
coeficientes de transferéncia radiativa e a equagao de energia foi resolvida pelo método de
diferencas finitas implicito, assim como o trabalho de Hendi e Abulwafa [Hendi e Abul-
wafa, 2002] que consideraram um meio esférico de espalhamento anisotrépico com fronteiras
de temperatura constante e reflexao difusa, em que o método de Galerkin foi usado para
resolver o problema de transferéncia radiativa enquanto que um método iterativo foi usado
para solucionar a relacao nao linear entre a equacao de transferéncia radiativa e a equacao de
energia.

Cabe salientar, ainda, que questoes de existéncia e unicidade para esses problemas

também ja foram estudadas [Kelley, 1996] no caso de geometria plana. Um outro aspecto
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a ser ressaltado é que devido as complicagoes computacionais e matematicas encontradas
nesta classe de problemas de transferéncia de calor nao lineares acoplados, é importante
que se tenha um algoritmo eficiente e preciso que auxilie a obtencao de uma solucao sa-
tisfatéria. Estes aspectos de eficiéncia e precisao sao ainda mais significantes quando, por
exemplo, métodos baseados em iteragoes sao usados na investigacao de problemas inversos
de transferéncia de calor acoplados [Silva Neto e Ozgik, 1993; Ozisik e Orlande, 2000].

Neste sentido, a solugdo geral em ordenadas discretas (baseada na formulagao
apresentada por Barichello e Siewert [Barichello e Siewert, 1999a]) para os problemas de
transferéncia radiativa em geometria cilindrica foi proposta de tal forma que também fosse
possivel abranger o caso nao-linear acoplado de radiagao-condugao [Barichello et al., 2002b],
solugao esta desenvolvida também em conjunto com as splines cibicas de Hermite [Schultz,
1973] e o método de Newton.

Dessa forma, para compor este trabalho, propoem-se no Capitulo 2, com o intuito
de tratar futuramente problemas mais gerais em geometria cilindrica e também explorar
diferentes equacoes modelo na dinamica de gases rarefeitos, duas formas diferenciadas de
avaliar numericamente as chamadas fungoes de Chapman-Enskog e de Burnett, e ainda
com relacao aos problemas da dinamica de gases rarefeitos apresenta-se no Capitulo 3 a
formulagao da equacao integral para descrever o fluxo de um géas rarefeito em um tubo
cilindrico. No Capitulo 4, no qual também é utilizada a geometria cilindrica, propoe-se o
desenvolvimento de uma formulacao geral baseada no uso do método de ordenadas discretas
para tratar aplicacoes primeiramente voltadas a resolugao de problemas de transferéncia de
calor unicamente na forma radiativa e posteriormente no enfoque de problemas nao lineares
de transferéncia de calor pelo modo acoplado de radiacao-conducgao. Finalmente, conclusoes

com relagao aos assuntos abordados aqui sao apresentadas no Capitulo 5.



CAPITULO 2

Avaliacao das Fungoes de Chapman-Enskog e de Burnett

Em um trabalho enfocando o tratamento tedrico da equagao de Boltzmann descrita
em geometria cilindrica, Simons [Simons, 1967] propds uma solucao geral para a equagao de
Boltzmann linearizada, na qual foram empregadas as chamadas funcoes de Chapman-Enskog.
Na Ref. [Williams, 1971] o trabalho de Simons é mencionado e estas mesmas fungoes recebem
um maior destaque, sendo definidas e posteriormente usadas na determinagao da viscosidade
e da condutividade térmica de gases rarefeitos. As fungoes de Chapman-Enskog bem como
as chamadas fungoes de Burnett podem também ser encontradas na Ref. [Barichello e
Siewert, 2003] em meio a obtengao de equagoes modelo derivadas da equagao de Boltzmann.
Considerando que a avaliagao numérica dessas fungoes requer um trabalho computacional
intenso e visando a sua utilizacao em aplicagoes de problemas em geometria cilindrica mais
gerais, bem como nas aplicacoes j4 mencionadas acima, neste capitulo apresentam-se duas
formas diferenciadas de avaliacao das referidas funcoes. Assim, considera-se inicialmente
a equagao linearizada de Boltzmann escrita segundo o modelo de esferas rigidas [Pekeris e

Alterman, 1957] na forma

cua%_h(ﬂ c) =eL{h}(T,c) (2.1)

onde

L{h}(r,¢) = —v(e)h(r ) + /0 h /_ 1 /0 T K (¢ ) e 22)
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Aqui o ntcleo de espalhamento é escrito segundo Pekeris e Alterman [Pekeris e Alterman,

1957] na forma
_ 1 = . m / m / !/
)= G X S Cn - DC BRIk heosmly —x) (2
n=0m

sendo que as fungoes normalizadas de Legendre sao dadas por

n—m)ly1/2 am
L——l}<umwmaﬁmmxn2m, (2.4)

onde P, (i) denota os polinomios usuais de Legendre para os quais

1
/_ln(u)n(u)u o 1) (2.5)
onde d; ; é o delta de Kronecker. Ainda
e = olnor'/?l, (2.6)

sendo que [ é o livre caminho médio, ny é a densidade e g9 é o diametro de colisao das
particulas de gas. A varidvel espacial 7 é escrita adimensionalmente em termos do livre

caminho médio [ e ¢(2kTy/mq)"/? é

¢ a magnitude da velocidade da particula. Tem-se também
que k é a constante de Boltzmann, my é a massa da particula de gés, Ty é uma temperatura
de referéncia conveniente [Siewert, 2003a] e que a fungao desconhecida h(7,c) na Eq. (2.1)

é uma perturbacao da func¢ao de distribuigao Maxweliana [Barichello e Siewert, 2003]
folc) = no[mo/ (2mkTy)]> 2. (2.7)

Continuando, tem-se que os termos k,(c/, c) na Eq. (2.3) sdo os componentes da expansao

do nucleo de espalhamento K (c’,c) [Pekeris e Alterman, 1957],

22 +1 [°
vic) = T / e dr+e ¢ (2.8)
¢ 0

é a “freqiiéncia de colisao”, e, ainda, que as coordenadas esféricas (c,arccos p, y) definem
(adimensionalmente) o vetor velocidade c.
Embora o ntcleo de espalhamento definido por Pekeris e Alterman [Pekeris e Alter-

man, 1957], baseado no modelo de esferas rigidas, contenha os componentes k, (¢, ¢) requeri-
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dos para todo n, na proxima sec¢ao, durante a determinacao de solugoes para as funcgoes de
Chapman-Enskog e de Burnett, somente serao usados n = 0,1,2 e 3, cujas formas exatas
(nas quais, em geral, k,(c, ¢) = k,(c,')) podem ser escritas para ¢’ < ¢ [Pekeris e Alterman,

1957; Loyalka e Hickey, 1989] como

—(1/2)c cko(c, ) = (2/3)c® + 2 * — 4H(C), (2.9)
—(1/2)*k1(c, ¢) = (2/15)® — 4c — (2/3)Pc — 4(c* — 1) H(C), (2.10)
—(1/2)PPky(c, ) = as(c, c) + by(d,c)H(C) (2.11)

€
—(1/2)**ks(c, ¢) = as(c, ¢) + bs(c, e)H(c) (2.12)

onde

as(cd,e) = (2/35)c™ — 3¢ +18¢ — [(2/15)c° — 3(¢?, (2.13)
bo(d,c) = —6J* + 15¢% — 18 + [2¢% — 3], (2.14)
as(c,c) = (2/63)c”® — 5° +20c® — 150¢ — [(2/35)c" — ¢ + 30¢])c?, (2.15)
bs(c',c) = —10c® 4 45¢* — 1202 + 150 + [6J* — 21 + 30 (2.16)

(§]

2 ¢ .2
H(c)=¢° / e " dx. (2.17)
0

Pela literatura, pode-se perceber que o livre caminho médio tem sido definido em
termos da viscosidade quando a aplicacao esta relacionada a problemas de determinacao de

fluxos (tais como o Problema do Fluxo de Poiseuille), ou, entao, em termos da condutividade
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térmica quando se trata de problemas de fluxo de calor (tais como o Problema “Creep”
Térmico). Assim, como discutido nas Refs. [Pekeris e Alterman, 1957|, [Loyalka e Hickey,
1989], [Barichello e Siewert, 2003] e [Siewert e Sharipov, 2002], se o livre caminho médio for

definido em termos da viscosidade, isto é,

« [ 2KTH\1/2
l:l,,:“—( 0) , (2.18)
Po N My
onde pu, ¢é a viscosidade e pg = nokTj, tem-se para o modelo de esferas rigidas
8(2m0kT0)1/2 /oo ] 6
= ————>— “b de, 2.19
p Broz ), © (c)c’de (2.19)
e, assim, pode-se usar na Eq. (2.1)
16 o
E=¢p= —7r_1/2/ e~ b(c)cPde (2.20)
15 0

sendo que a fungao b(c) é solugdo da equacao de Chapman-Enskog para a viscosidade
(definida na préxima se¢ao). Por outro lado, se o livre caminho médio estiver baseado

na condutividade térmica, tem-se

l:lt

S ( o )1/2, (2.21)

- 5710]{3 2]€T0

onde A\, é a condutividade térmica, que, de acordo com o modelo de esferas rigidas, pode ser

expressa na forma

Ak (2K T, /2 e
Ay = ( O/TO) / e~ a(c)lde, (2.22)
3mog 0
e, assim, tem-se
16 >
E=¢ = —7r_1/2/ e~ a(c)clde (2.23)
15 0

sendo que a fungao a(c) é solucao da equagao de Chapman-Enskog para a condutividade
térmica (também definida na préxima secao).

Além de se fazerem presentes na determinagao do livre caminho médio, definido em
termos da viscosidade ou da condutividade térmica, as fun¢oes de Chapman-Enskog b(c) e

a(c) sdo também usadas na determinagao de solugoes lineares na varidvel espacial para a
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Eq. (2.1), a saber [Barichello e Siewert, 2003]

h(r,c) = (1 — pu?)*cos x[eT — peb(c)], (2.24)
h(t,c) = c(1 — p2)?sen x[eT — pcb(c)], (2.25)

e, ainda,
h(t,c) = (¢* = 5/2)eT — pcalc), (2.26)

que juntamente com outras cinco solugoes exatas (estas outras independentes da parte es-
pacial) totalizam oito soluges linearmente independentes referentes a Eq. (2.1), usadas
na determinacao de ntcleos sintéticos, denotados na Ref. [Barichello e Siewert, 2003] por
F(c’,c), que tém sido utilizados para aproximar o nicleo exato K(c’,c) apresentado aqui
na Eq. (2.3), determinando modelos como o CES e CEBS [Barichello e Siewert, 2003].

A definigdo dos chamados nicleos sintéticos baseia-se (em termos gerais), além do
truncamento do somatério de indice n da Eq. (2.3), na determinacao de nicleos separaveis,
sendo que N = 2 caracteriza o Modelo CES, enquanto que N = 3 caracteriza o modelo CEBS
[Barichello e Siewert, 2003]. Este tltimo modelo (CEBS) est4 relacionado com a resolucao da
equacao de Boltzmann nao homogénea, cuja solugcao particular é dada em termos das ja
mencionadas fungoes de Chapman-Enskog para a viscosidade b(c) e condutividade térmica
a(c), bem como das fungoes de Burnett [Simons, 1967; Williams, 1971], chamadas de primeira
e segunda funcao de Burnett nas Refs. [Loyalka e Hickey, 1989] e [Barichello e Siewert, 2003]
e denotadas aqui respectivamente por d(c) e e(c).

Tendo mencionado algumas situacoes que envolvem o uso das fung¢oes de Chapman-
Enskog e das funcoes de Burnett, passa-se agora a propor uma notagao padrao para cumprir

o objetivo deste capitulo que € o de definir e posteriormente solucionar estas referidas funcgoes.

2.1 Definicao das Funcoes de Chapman-Enskog e de Burnett

A classe geral das fungoes a serem solucionadas neste capitulo pode ser escrita na
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forma [Siewert, 2002b; Barichello et al., 2003]

L1 =r(e),  ce0,00) (2.27)

com r(c) dado, e com

£AF}0) = v(e)f(e) - / e (k)P (2.28)

onde, assim como na se¢ao anterior, v(c) é a “freqiiéncia de colisao” dada pela Eq. (2.8) e as
fungoes k, (¢, ¢) sdo os componentes da expansao do nicleo de espalhamento do modelo de
esferas rigidas de Pekeris-Alterman [Pekeris e Alterman, 1957] dados pelas Eqs. (2.9)-(2.16).

Buscando conservar massa, momento e energia, o ntucleo K(c’,c) dado pela

Eq. (2.3) deve ser tal que

oo 1 27
v(c)S(c, p, x) = / / / e~ S, W XK (<, e)Pdy'dpde (2.29)
o J-1Jo
onde
1
cp
S(e, i, x) = | (1 — p?)Y2cosx | - (2.30)
c(1 — p?)2seny
2
Pela Eq. (2.3), tem-se que a Eq. (2.29) satisfaz somente trés condigdes:
v(c) = / e k(¢ c)2dd, (2.31)
0
y@c:/ k(¢ )Pl (2.32)
0
e
v(c)c? = / e~ ko(c, c)d*dc. (2.33)
0

Como essas tultimas equagdes mostram que a versao homogénea da Eq. (2.27) possui
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solugbes para n = 0 e 1, pode-se listar condigoes de solvabilidade (conseqiiéncias de uma

manifestagao da Alternativa de Fredholm)

/ e r(c)tde =0, n=0, (2.34)
0
/ e “r(c)c*de=0, n=0, (2.35)
0
e
/ e r(e)Pde=0, n=1, (2.36)
0

que devem ser satisfeitas para esses dois casos (n =0 e 1).
Usando a notagao geral introduzida na Eq. (2.27), os casos especificos abordados

aqui podem ser escritos como
£o{*b}(c) = (2.37)
que representa a Equacao de Chapman-Enskog para viscosidade,
£1{ca}(c) = c(c* = 5/2) (2.38)
com a condigao de normalizagdo [Williams, 1971]
/00 e “alc)ctde =0 (2.39)
0

que simboliza a Equacao de Chapman-Enskog para condutividade térmica, e ainda as duas

Equagoes de Burnett [Loyalka e Hickey, 1989] que podem ser escritas na forma
£1{c*d}(c) = 2¢°b(c) — 5eey, (2.40)
com a condi¢ao de normalizagao

/ e~ d(c)cPde =0, (2.41)
0
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£3{cEe}(c) = 2¢%b(c), (2.42)

sendo ¢, dado pela Eq. (2.20).

A partir de agora, propoe-se o desenvolvimento de duas formas diferenciadas de
solucionar as fungoes de Chapman-Enskog e de Burnett, sendo que na primeira abordagem
reproduz-se aqui a formulagao desenvolvida por Siewert na Ref. [Siewert, 2002b] pelo fato de
que os resultados numéricos do referido trabalho (que envolvem as splines ctibicas de Hermite
também usadas aqui no Capitulo 3) foram realmente verificados durante o desenvolvimento
desta tese, servindo como experiéncia computacional para que fosse, entao, desenvolvida
uma nova proposta de solugao para as fun¢oes de Chapman-Enskog e de Burnett, desta vez,

usando uma expansao em termos dos Polinémios de Legendre [Barichello et al., 2003].

2.2 Uma Expansao em Splines Ciibicas de Hermite

Tendo como referéncia o intervalo [0,1] onde as splines cibicas de Hermite [veja

Anexo A estao definidas, introduz-se as varidveis
ulc)=e¢ e u'(d)=e"", (2.43)
e, assim, reescreve-se o problema geral, dado pela Eq. (2.27), na forma
1
v(—Inw)f(—Inu) — / f(=Inu)k,(—Inv', —Inu)J(u')du = r(—Inu) (2.44)
0
para u € [0, 1], onde

J(u) = (1/u)(Inw)2e~ )7, (2.45)

Introduzindo a representacao em splines [Anexo A]

f(=Inu) =" apFi(u) (2.46)
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na Eq. (2.44), obtém-se

> ag[v(—Inw) Fi(u) — Uk(w) = Vi(u)] = r(— Inw) (2.47)

onde
Up(u) = /Ou Fr(u)kp(—Ind, —Inw)J(u)du' (2.48)
Vi () :/ Fe(u)kp(—Inu', — Inw)J (u)du'. (2.49)

Usando o método da colocagao propoe-se avaliar a Eq. (2.47) nos pontos (de colocagao)
w, = (k/K)?, k=0,1,..K, (2.50)

e, conseqiientemente, resolver o sistema de equacgoes algébricas resultante, objetivando en-
contrar os coeficientes {ax}. Finalmente, apds usar a Eq. (2.46), substituindo a referida

aproximagcao no termo integral da Eq. (2.44), obtém-se o resultado pds-processado

F(e) = {r(e) + ) ar[Un(e™) + Vile )N} /v(e) (2.51)

k=0

valido para todo c¢. Tendo ja definido toda a estrutura para o calculo proposto nesta secao,
passa-se agora a comentar importantes aspectos relevantes ao cédlculo das fungoes U e V.

Considerando [ag, O] o intervalo de definigao da fungao spline Fi(z), ou seja,
Fe(x) =0, & o, Bil, (2.52)
pode-se, entao, escrever
Ur(u) =0, u < ag, (2.53)
min{w,B}

Ug(u) = / Fe(W)ky(—Ind', —Inw)J(u)du',  u > ay. (2.54)

k
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De forma semelhante, escreve-se

Bk
Vi(u) = / Fr(u Yk (—Ind/, —Inw)J(u')du', w < By. (2.56)

max{u,o }

Como as fungoes splines tém definigoes diferentes em cada um dos subintervalos [ag, Gx],
propoe-se, com o intuito de avaliar as integrais requeridas, o uso do esquema de quadratura
de Gauss-Legendre sobre cada um desses subintervalos. Assim, bons resultados podem ser
obtidos para as funcoes U e V, mesmo usando um esquema de quadratura de ordem bem

baixa, e este fato torna esta proposta [Siewert, 2002b] eficiente tanto quanto precisa.

2.3 Uma Expansao em Polinéomios de Legendre

Inicia-se esta segao expressando uma solu¢ao em polinémios de Legendre (aproxi-

mada) para a Eq. (2.27), na forma [Barichello et al., 2003]

flo) = apPe(2e7° = 1), (2.57)

sendo que as constantes {ay} devem ser determinadas. Expansoes como essa também foram
usadas nas Refs. [Siewert, 2003a] e [Siewert, 2003b], na solu¢do de vérios problemas da
dinamica de gases rarefeitos relacionados com a equagao de Boltzmann linearizada e com
a lei de interagdo baseada no modelo de esferas rigidas. Para calcular os coeficientes {ay}
necessarios na Eq. (2.57), substitui-se a Eq. (2.57) na Eq. (2.27), multiplica-se a equagao re-

sultante por
W(c) = PT(c)c?e 7, (2.58)
onde o superescrito T' denota a operacao transposta e

P(c) = [Po(2¢7° = 1), Pi(2¢ ¢ = 1), ..., Pk(2e7° — 1)], (2.59)
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e integra-se para todo ¢, de onde se obtém o seguinte sistema de equacoes algébricas lineares
(S—M,)V=R. (2.60)

Aqui, o vetor V contém as constantes {ay},

S:/ e “PT()P(c)v(c)Pde, (2.61)
0
R:/ e PT(c)r(c)Pde, (2.62)
0
e
Mn:/ / e e PT()P(c)kn(d, ¢)2?dd de. (2.63)
o Jo

Sendo que as fungoes k, (¢, ¢) sao tais que k,(c,c) = k,(c, ') para ¢ < ¢, pode-se observar
que as matrizes M,, sao simétricas, e, portanto, o trabalho numérico requerido para avaliar
essas matrizes torna-se reduzido.

Tendo-se resolvido o sistema linear dado pela Eq. (2.60), uma primeira solugao pode
ser dada pela Eq. (2.57), porém um resultado aperfeicoado por um pds processamento pode

ser obtido usando-se a Eq. (2.57) na Eq. (2.27), ou seja,

fe) = [r(e) + Y arli(0))/v(c) (2.64)

k=

o

onde

Ix(c) :/ e Py(2e7¢ — 1)k, (c, c)c?dc. (2.65)
0

2.4 Resultados Numéricos

Neste capitulo, foram apresentadas duas formas diferenciadas de se avaliar as equacoes
)
de Chapman-Enskog para a viscosidade e condutividade térmica, bem como de se avaliar as

equacoes de Burnett.
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Na primeira abordagem [Siewert, 2002b], foram usadas as splines ctibicas de Her-
mite e o método da colocacao, sendo necessaria somente a indicacao de dois parametros:
o numero de nés M + 1 e a ordem N do esquema de quadratura de Gauss-Legendre para
avaliagao das fungoes U e V. Contudo, buscando-se evitar as desvantagens que o método
da colocagao pode algumas vezes causar (em relacao a escolha dos pontos de colocagao),
na segunda abordagem foi proposta uma expansao em Polinomios de Legendre [Barichello
et al., 2003], sendo, também neste caso, necessaria somente a indica¢ao de dois parametros:
a ordem K na expansao em Polinomios de Legendre e o nimero X de pontos na quadratura
de Gauss-Legendre usado durante a avaliagao das integrais envolvidas na determinacgao dos
coeficientes {ay}.

Na avaliagao da equagao de Chapman-Enskog para condutividade térmica e da
primeira equagao de Burnett, em ambas as abordagens, foi necessario um pequeno esforco
adicional para que o resultado final viesse a satisfazer, respectivamente, a Eq. (2.39) e a
Eq. (2.41). Sendo que a Eq. (2.32) mostra que ¢ é uma solugao da versdo homogénea das

Eqgs. (2.38) e (2.40), pode-se escrever

ca(c) = ca(c) — ac (2.66)

Ad(c) = Ad(c) — de, (2.67)

~

onde a(c) e d(c) sao obtidas pelas Eqgs. (2.46) ou (2.51) na abordagem usando splines,
ou, ainda, pelas Egs. (2.57) ou (2.64) na abordagem usando os polinémios de Legendre.
Prosseguindo, pode-se usar as condigoes de normalizacao listadas nas Eqgs. (2.39) e (2.41)
para definir respectivamente as constantes a e d. Assim, substituindo-se a Eq. (2.66) na

Eq. (2.39), e a Eq. (2.67) na Eq. (2.41), obtém-se

a= —§7r1/2/ e~ a(c)ctde (2.68)
0

d= ——7r_1/2/ e~ d(c)cdc. (2.69)
0
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Portanto, os resultados finais para ca(c) e ¢3d(c), expressos pelas Eqs. (2.66) e (2.67),
tornam-se completamente definidos.

Para efeito de comparacao com a literatura, na Tabela 2.1 estao listados alguns
resultados numéricos de implementagoes em FORTRAN referentes as quantidades ¢?b(c),
ca(c), *d(c) e c*¢(c) encontrados na primeira abordagem com os parametros M = 300 e
N = 4, bem como na segunda abordagem com K = 90 e X = 120 (mesmos resultados nas
duas abordagens). Os resultados de trés das quatro colunas da Tabela 2.1 estao consistentes
com os resultados apresentados por Loyalka e Hickey na Ref. [Loyalka e Hickey, 1989], mas os
resultados da terceira coluna (quando divididos por €,) nao concordam com os que estdo na
segunda coluna da Tabela 1 desta mesma Referéncia. Entretanto, segundo Siewert [Siewert,
2002b], os resultados numéricos apresentados aqui estdo em perfeita concordancia com os
resultados apresentados por Ohwada e Sone na Ref. [Ohwada e Sone, 1992].

Grande parte da dificuldade numérica na avaliacao dessas funcoes esta ligada ao
tratamento das componentes k, (¢, ), e, conseqiientemente, ao tratamento das integrais que
as contém, sendo necessario, durante a avaliacao dessas integrais, sob pena de se perder
precisao, uma quebra nos intervalos de integracao justamente nos locais onde ¢ = ¢. Assim,
com base em todo esfor¢o dedicado durante a avaliacdo numérica das componentes k, (¢, ¢)
(que possuem derivadas descontinuas em ¢ = ¢ até mesmo para pequenos valores de n),
salienta-se que mesmo truncando o nicleo de espalhamento dado pela Eq. (2.3) apds alguns
termos, o problema de resolver a equacao linearizada de Boltzmann permanece ainda dificil
do ponto de vista numérico.

Enfatiza-se, entao, a importancia da utilizagao bem como do desenvolvimento de no-
vas equacgoes modelos que visam a simplificagao do termo de colisao da equacao de Boltzmann
linearizada. Seguindo esta idéia (da utilizagdo de equagdes modelo), aborda-se no préximo
capitulo problemas da dinamica de gases rarefeitos, descritos em geometria cilindrica, com

a utilizacao da forma integral da equacao associada a uma equagao modelo.



Tabela 2.1 — Resultados para as Fungoes de Chapman-Enskog e de

Burnett

c ca(c) c*b(c) Ad(c) Aelc)
0.000  0.000 0.000 0.000 0.000
0.100 —2.157649(-1) 6.195829(-3) —1.843725(-1) 6.343351(-4)
0.200 —4.242989( 1) 2.466807(-2) 3.611823(-1) 5.016259(-3)
0.300 6.186095(-1) 5.508042(2) 5.232815(-1) 1.661186( 2)
0.400 -7.921517(-1) 9.690213(-2) —6.642904(-1) 3.837047(-2)
0.500 —9.389864(-1) 1.494472(-1) -7.788429(-1) 7.256883(-2)
0.600 ~1.053877  2.119202('1) 8.627076( 1) 1.207471(-1)
0.700 1132324 2.834619( 1) 9.127896( 1) 1.837290( 1)
0.800 1170547  3.631912(1) ~9.270432('1) 2.617043(-1)
0.900 —-1.165432 4.502387(-1) -9.043268(-1) 3.543473(-1)
1.000 ~1.114455  5.437725(-1) ~8.442335(-1) 4.609468( 1)
1100 1.015593  6.430146( 1) ~7.469235( 1) 5.805298( 1)
1200 8.672413(1) 7.472510(-1) 6.129716(-1) 7.119675( 1)
1300 6.681341(-1) 8.558355( 1) 4.432399( 1) 8.540611( 1)
1.400 —4.172767(-1) 9.681900(-1) —2.387759(-1) 1.005605
1.450 -2.721903(-1) 1.025618 —1.238779(-1) 1.084553
1.490 -1.466085(-1) 1.072107 —-2.601601(-2) 1.149106
1.500 —1.138869(-1) 1.083802 —7.351806(—4) 1.165430
1.550  5.770553(-2) 1.142685 1.305002(-1) 1.248100
1.600  2.426514(-1) 1.202218 2.696756(—1) 1.332434
1.700  6.528254(-1) 1.323043 5.712385(-1) 1.505600
1.800 1.117024 1.445929 9.027520(-1) 1.684000
1.900  1.635558 1.570574 1.263048(-1) 1.866799
1.950  1.915282 1.633472 1.453637 1.959612
2.000  2.208681 1.696714 1.651005 2.053253
2.500  5.899307 2.342811 3.970062 3.020008
3.000 1.097512(1)  3.002212 6.842049 4.008393
3.500  1.744438(1)  3.665129 1.018088(1)  4.991261
4.000 2.531190(1)  4.326807 1.392144(1)  5.957431
4.500  3.458077(1)  4.985040 1.801342(1)  6.903581
5.000 4.525312(1)  5.638929 2.241714(1)  7.830029
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CAPITULO 3

Gases Rarefeitos em Meio Cilindrico

Como mencionado na introducao deste trabalho, neste capitulo propoe-se desen-
volver uma equagao integral, baseada no modelo BGK, para descrever o fluxo de um gas
rarefeito em um tubo cilindrico. Assim, de acordo com Williams [Williams, 1971], pode-se
partir da equacao de Boltzmann e, através de uma linearizacao em torno de uma Maxweliana
local, chegar a uma nova equagao dada em termos da perturbagao h(r,c), onde ¢ = (£, ¢,, @)
¢ o vetor velocidade (como na Figura 3.1). Entao, definindo

o(r,6,6) = / e h(r, ¢)esdes (3.1)

[e.9]

onde ¢, é a componente de ¢ paralela ao eixo central do tubo, obtém-se a seguinte equacgao

integro-diferencial

0 1 0
cleos i~ Tsen o r &0 &) =+ [ [T o€ 60 s + Qe
(3.2)
Aqui £ € [0,00) e ¢ € [0,27], enquanto que r € [0, R] simboliza a distancia radial em

relacao ao centro do tubo.

Figura 3.1 — Coordenadas: Cilindro de raio R onde c denota a
direcao do movimento de uma particula de gas

Estd-se ainda assumindo neste trabalho que o termo nao homogéneo Q(£) na

Eq. (3.2) é conhecido e que a condigao de contorno referente a Eq. (3.2) tem a forma

9(R,&0) = f(&¢), @€ (n/2,3n/2) e §€[0,00), (3-3)
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onde f(&,¢) é também considerada conhecida. Impondo agora a condigao de simetria

f&2m—¢)=f(5, ), ¢€(n/2,m] (3.4)

pode-se concluir pelas Egs. (3.2) e (3.4) que

g(T, 57 2T — ¢> - g(T’, §7 ¢)7 ¢ S [07 W]? (35)

para todo 7 e £. E assim, fazendo p = cos ¢, para ¢ € [0, 7], e

G(r,&,p) = g(r,& arccos p), p € [—1,1], (3.6)

as Egs. (3.2) e (3.3) podem ser reescritas como

o 11— pu?
5(#5*' "

15) L oo P P
SE)G(E 1)+ Glr &) = / 1 / U(E 1), € 1 )dE dyl +Q(E), (3.7)

para p € [—1,1],£ € [0,00) e r € (0, R), e

G(R,& —p)=F(&n), pe(0,1] e £€l0,00). (3.8)
Aqui
B 256_52
(& p) = w0 — 2N (3.9)
F(& ) = f(§,m—arccosu), pe(0,1]. (3.10)

Sendo que as Egs. (3.7) e (3.8) estdo na forma usualmente encontrada nas aplicagoes
do modelo BGK em geometria cilindrica, procede-se agora de forma a desenvolver uma

equacao integral para este problema.

3.1 Desenvolvimento da Equacao Integral

Para reformular o problema BGK definido pelas Eqs. (3.7) e (3.8) em termos de
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uma equacao integral, inicia-se aqui usando o método das caracteristicas [Debnath, 1997]

fazendo p = n(r) e

o~

G(r) = G[r,&n(r)] (3.11)
podendo-se, assim, escrever
d ~ 0 dn 0
- . —_ . 12
5.Gr) =5 G, &) + - 877G(7“,§777) (3.12)
Tomando neste ponto
dyp _1—n
i - (3.13)

pode-se reescrever a Eq. (3.12) como

d~ . 1 0 1-7%0

ou, ap6s usar a Eq. (3.7),

d ~ 1 A
G0 + s Glr) = O (5,19
onde
1 1 > / / !/ / / ’
1) = s | [ [T eing e + o) (310

Resolvendo a Eq. (3.13) obtém-se
n(r) = xv(r) (3.17)

sendo que

v(r) = %(72 —a?)'? (3.18)

onde a é uma constante arbitraria. Calculando-se o fator integrante, a Eq. (3.15) pode ser

reescrita na forma

d% (Gryexplrv(r)/€}) = Hrexp{rv(r)/€}, (3.19)
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e, assim, apds observada a Eq. (3.11), reescreve-se a Eq. (3.19) como

d

(Gl & v (r)exp{Erv(r)/}) = iﬁsw Oexp{Erv(r)/¢}  (3:20)

onde

/ / W(E W)Cr € )dE i+ Q). (3.21)

Integrando-se a versao de sinal positivo da Eq. (3.20) encontra-se

Glr&v(r)) = Al () + ¢ [ S(aQexp{~bvlr) ~aw(@l/h T (622

( )’

e semelhantemente integrando-se a versao de sinal negativo obtém-se

1 (B dx
G[T,fy—V(T)]=Gm[r,€,—V(T)]+E/T S(w,f)exp{—[W(ﬂf)—TV(T)]/ﬁ}m (3.23)

onde a Eq. (3.8) foi usada juntamente com as defini¢oes

A[T‘, 57 V(’r)] = G(CL, 57 O)GXp{—TV(T’)/f} (324)

G[r, &, —v(r)] = FI§, v(R)]exp{—[Rv(R) — rv(r)]/{}. (3.25)

Voltando a usar a Eq. (3.17) e n(r) = u, pode-se reescrever as Egs. (3.22) e (3.23) como

Grem=Anem g [ SOl —amtnnwlfe s (320)
1 (R
61,6 =) = Gl =)+ [ SCoQexpl~{apaarrp) = /€)= T (320
para 4 € [0,1] onde
a=r(1—p*)"? (3.28)

A(Tv 57 H) = G[T(l - :u2)1/27 5) O]exp{—r,u/f}, (329)
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Gm(T, 57 _:U’) = F[ga MO(Rv T, :u)]exp{_[RMO(Rv T, :u) - T/“L]/g} (330)

e ainda
Lo o 200
po(z,ryp) = E(x — e rep)e. (3.31)

Fazendo 1 = 0 na Eq. (3.27) encontra-se

1 [E dx
GI1,€,0) = Gnl1£,0) + ¢ / S(r.ep{~lam(r. 0/ (332

Substituindo r na Eq. (3.32) por r(1 — p)'/? e usando a Eq. (3.30), pode-se reescrever a
Eq. (3.29) como

A &) = Golrm) +g [ St esp{lapole, ) + €} es (389
onde
GP(T7 57 M) = F[€7 :U/O(Ra r, M)]GXP{-[RMO(R, r, :LL) + T/L]/g} (334)

Finalmente, usando a Eq. (3.33), as Egs. (3.26) e (3.27) podem ser reescritas como

G(r,& 1) = B(r,& i) + (£,9)(r, &, 1) + (£359)(r, &, ) (3.35)

G<T7 57 _/u) = B(T7 ga _:u) + (fmS)(’I“, ga _:u) (336)

para p € [0,1]. Aqui

. = 1 ' T eXpy—I|TH — T T, T —dx
E9men =g [ Sl mole e (397)
9 1 R’ B dz
(EnEm =g [ S geplfamler ) e lfE s 339
(EnS)rnte=) = 3 [ St exp{=lamo(oro) = rul/ s (330)



e os termos conhecidos nas Egs. (3.35) e (3.36) sao dados por

B(r,&, 1) = F[E, po(R, 7, p)|exp{—[Ruo(R, 7, ) +rp] /€S
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(3.40)

Introduzindo novas varidveis de integragao nas Egs. (3.37), (3.38) e (3.39), ou seja

s = [rp—zpo(w,r, 1)) /€

na Eq. (3.37),

s = [rp+zpo(z, 7, 1)) /€

na Eq. (3.38), e

s = [zpo(x, 7, 1) —rpl/€

na Eq. (3.39), pode-se reescrever as Eqgs. (3.35) e (3.36) como

o(r,&,1)
G(r,&,p) = B(r, &, p) + /O S[(r* + s*¢* — 2rsép)'/? (e~ ds

s0(7r,&,— )
G(r,&,—p) = B(r,§, —p) + /0 S[(r? + 2% + 2rsép) /%, Ele*ds

para p € [0,1]. Aqui

so(r,& ) = [(R* —r® +721%) 2 + rp] J€.

Buscando obter uma equagao integral para

6o - | | w6 e

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

multiplica-se entdao as Eqs. (3.35) e (3.36) por ¥ (&, 1) e integra-se com relacdo a todo &

e . Neste processo de combinar e simplificar as equagoes resultantes, primeiramente sao

encontradas trés integrais a serem consideradas:

1 1 T
U<T7 g) = _/ / U<T7§7xvu)dl‘d/4b7
f 0 Jr(1—-u2)t/2

(3.48)
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1 R
v ¢ [/ VO G (3.49)
e
1 [ R
W(r, &) = Z/o / W(r, &, o, p)dxdu (3.50)
onde
. exp{—[?‘,u - :ENO(I7 T M)]/g}
U(T’,f,x,,u) - S<x?£) MO($7T7 M)(l _Iug)l/g ) (351)
_ exp{—[rp + zpo(x, 7, )] /£}
V(T7£7x71u) - S(Q?,f) No(xjr’ N)(l . ,u2)1/2 (352)
e
_ exp{—[zpo(x,r, 1) — rpl/E}
W(?",S,.CE,,U) - S(Z’,f) Mo(a:,r’ ,u)<1 _M2)1/2 : (353)
Trocando a ordem de integragao nas Eqgs. (3.48) a (3.50), encontra-se
T 1
U(r, &) = /0 /(1 - U(r,&, x, p)dudz, (3.54)

r 1 R 1
SV(T,f):/O /( V(r,f,x,u)d,udx—i—/ /0 V(r, &, x, p)dud (3.55)

1,x2/r2)1/2

R 1
e = [ [ W s (3.56)

Definindo X (7, &) como sendo W (r, &) mais o segundo termo da Eq. (3.55), escreve-se

R p1
EX(r,§) :/ /_1 W(r, &, x, p)dudz. (3.57)

Trocando agora a varidavel p na Eq. (3.57) com o uso da transformacao

zpo(w, 7, 1) —rp = p(z,r, Q) (3.58)
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onde
plx,r,a) = (22 + r? — 2zra)'/?, (3.59)

obtém-se [veja Anexo B|

R 1 ex —DP\T, T,
EX(r,€) = / 25z, €) /_ 1p(£{r7 O?j)((i_’al/)f/}?dadx. (3.60)

Prosseguindo, troca-se p por —p no primeiro termo da Eq. (3.55), e, entao, na expressao
resultante, troca-se novamente a variavel p usando a transformagcao dada pela Eq. (3.58).

Feitas estas alteragoes finalmente troca-se a variavel u da Eq. (3.54) usando a transformacao

T — ZL‘/L0(£E7T, #) :p(fE,T’, O[) (361)

e adiciona-se o resultado da versao transformada do primeiro termo da Eq. (3.55) obtendo

assim

€Y (r,€) = /O 2S(0,6) / 1 ;(Xxp‘gfofjé 7"_2)2/)3}2 dadz. (3.62)

Continuando com o desenvolvimento de uma equagao integral para G(r), usam-se agora as

Egs. (3.60) e (3.62) para reescrever a Eq. (3.47) como

o R U exp{—p(z,7
G(r) :B(r)—i—%/o 6_52/0 xS(z,§) /1 p(;{r, 5)((1’_’/:L>2/)§/}2dudxd§. (3.63)

Aqui

B0) = [ 1 /0 W ) FIE. o R 1) exp{ —so(r, €,1) }dEdy (3.64)

sendo que ainda foram usadas as Eqs. (3.31), (3.40) e (3.46).

Através de algumas identidades das fungoes de Bessel [Abramowitz e Stegun, 1964]
pode-se encontrar uma forma mais conveniente de expressar a Eq. (3.63). Para isso, primeira-
mente nota-se em termos das fungoes de Bessel de segunda ordem modificadas

Kipala) = (o) e (3.65)
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Kypa() = (273”)/ | ki) (3.66)

Usando entao estas duas equagoes, pode-se reescrever a Eq. (3.63) como

G(r) = /oo 52/ xSa:f/ / yKolyp(x, rﬂzb/iﬂdyd,udxdg. (3.67)

y _1 1/2

Introduzindo uma nova variavel 7 = £/y, reescreve-se a Eq. (3.67) como

4 0o o R K
G(r) :B(r)+;/0 get /0 xS<x,§)/ = —72 1/2/ olp(z, 7 ‘f/z,/T]dudexdg.
(3.68)

Na Ref. [Abramowitz e Stegun, 1964] encontra-se o teorema da adigao escrito como
Ko[(z® + 7% — 22rcosa)/? /7] = Z Fo(z/7,7/7)em™ (3.69)

onde

) L(@/T)Ka(r/7), =<,
Eu(x/7,r/T) = K (/L (/). 5> (3.70)

e I,(x) e K,(z) sao as fungoes de Bessel modificadas de primeiro e segundo tipo. Entao,

integrando a Eq. (3.69), obtém-se

i ’ Ko[(z? + 1% — 2zrcos )2 /7)do = 2n Fy(z /7, 7/ 7) (3.71)
/ KO (,r, ’f/Q/T] dy = wFy(x/7,1)7). (3.72)

Usando a Eq. (3.72), pode-se reescrever a Eq. (3.68) como

G(r) / o€ / 28(x, &) /O :(Egﬁ:?/)%d dwde. (3.73)

Analisando a Eq. (3.21), tem-se que

S(x,€) = G(x) + Q(S), (3.74)
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e, assim, trocando algumas ordens de integracao pode-se escrever a Eq. (3.73) como

2

R * Fo(x/T,r/T) [~ e
G(r) :B(r)+0(r)+f/o xG(m)/O M/ Wd&hdm (3.75)

T T2

onde o termo conhecido que resulta do termo nao homogéneo da Eq. (3.2) é

_ AR [P R@/nr/n) [* Qe
C(r) = 7T/O /0 — / & = yadtdrde. (3.76)

Agora, pode-se avaliar a integral com relagdo a & na Eq. (3.75) para obter, assim, a

equacao integral desejada para G(r), ou seja
R
G(r)=B(r)+C(r)+ / 2G(2)K(x — r)dx (3.77)
0

onde o nucleo da equacao integral é

2 > dr
Kz —1)= /0 e Rola/rr/m) (3.78)

e os dois termos nao homogéneos B(r) e C(r) sdo dados pelas Eqs. (3.64) e (3.76).

3.2 Fluxo de Poiseuille e “Creep” Térmico

Tendo obtido para o caso geral a equagao integral para G(r), propoe-se, agora,
trabalhar em dois casos especiais conhecidos na literatura como fluxo de Poiseuille, que
descreve o movimento de um gas em um tubo devido a influéncia de um gradiente de pressao,
e “creep” térmico, que retrata fisicamente um efeito de superficie que surge quando um

gradiente de temperatura faz com que um gas se movimente em relacao a uma parede fixa.

Assim, seja [Williams, 1971]

1
Q) = §[k1 — k(&2 = 1)] (3.79)
o termo de fonte ndo homogéneo da Eq. (3.2) onde k; e ko sdo constantes que, alternada-
mente, podem assumir os valores 0 e 1, dependendo da aplicagdo desejada (ou fluxo de

Poiseuille ou “creep” térmico, como serd especificado posteriormente). Substituindo entao a
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Eq. (3.79) na Eq. (3.76) e usando a indentidade

2[Ko(@) 11 (2) + o(2) Ky (2)] = 1, (3.80)
encontra-se
=" 3 /0 e KRk halr — DT (3.81)
Substituindo
Gir) = #Z(T) _ i(%l + k) (3.82)

na Eq. (3.77) e usando a Eq. (3.81), obtém-se
R
Z(r)= / vZ(x)K(x — r)dx + S(r) (3.83)
0

onde o termo conhecido é
7T1/2 ° 2
S(r)y =7Y2B(r) + Tkl + kgR/ re " Ki(R/7)Io(r/T)dT. (3.84)
0
Com base nestas formulagoes gerais a forma integral associada ao problema do fluxo

de Poiseuille pode ser obtida tomando-se B(r) = 0, k; = 1 e ky = 0, e, assim, pelas

Egs. (3.82), (3.83) e (3.84) tem-se

Crlr) = 3 Zolr) — . (355)
R
Zp(r) = /0 xZp(x)K(z — r)dz + Sp(r) (3.86)
Sp(r) = a2, (3.87)
2

De forma semelhante, para que seja obtida a forma integral associada ao problema “creep”

térmico, toma-se os valores B(r) = 0, k; = 0 e ks = 1 e pelas Eqgs. (3.82), (3.83) e (3.84)
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1 1
GT(’I") mZT(T) Z, (388)
R
Zr(r) = /0 xZr(z)K(x — r)dx + Sr(r) (3.89)
Sp(r) = R /0 e Ky (R o (r /) (3.90)

As Eqgs. (3.85) e (3.88) sao exatamente as mesmas equagoes abordadas na Ref. [Siewert,

2000], sendo que, a partir delas e das transformagdes de Mitsis [Mitsis, 1963] e de Ferziger

[Ferziger, 1967], foram originados os problemas auxiliares (“pseudo” problemas) solucionados

no referido trabalho e na Ref. [Camargo et al., 2000] através do método de ordenadas

discretas, o que sera brevemente enfatizado na préxima secao.

3.2.1 Reformulacao dos Problemas Fluxo de Poiseuille e “Creep” Térmico

Com base nas Eqs. integrais (3.86) e (3.89) e nas Refs. [Valougeorgis e Thomas Jr.,

1986] e [Loyalka, 1975], definem-se quantidades de interesse fisico tais como perfil de veloci-

dade e taxa de fluxo, respectivamente, na forma

1

para o problema do fluxo de Poiseuille e ainda

qp(r) = 7Y% Zp(r) — 5 (3.91)

Qp = %/0 qp(r)rdr (3.92)
~1/2 1

qr(r) == / Zp(r) — 1 (3.93)

R
Qr = —/0 qr(r)rdr (3.94)
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para o problema “creep” térmico.

Buscando avaliar estas expressoes, na Ref. [Siewert, 2000], o problema definido pela
Eq. (3.83) foi reformulado em termos de um “pseudo” problema originado inicialmente pela
seguinte transformagao proposta por Ferziger [Ferziger, 1967]

T

R
d(r,§) :§_2[K0(r/§)/ xZ(x)]o(m/g)dx+Ig(T/§)/ xZ(x)Ko(z/€)dx|. (3.95)

0

Derivando-se duas vezes esta expressao e usando a Eq. (3.83), pode-se concluir que ®(r, &)

satisfaz o problema

5 O° £ 0 > B
£ w@(r, &)+ 75@(7", £) —o(r, &) + 2/0 U (u)®(r,u)du = —S(r), (3.96)

para ¢ € [0,00), e que
Z(r) = 2 /0 T WD 6)de + S(r) (3.97)
onde
U(u) = a2 (3.98)

Ainda, da definigao de ®(r,&) dada pela Eq. (3.95) deduz-se uma condigao de contorno

sujeita & qual a Eq. (3.96) deve ser resolvida, ou seja,

B(R,€) + E0(E) 5-0(r.)|,_, = 0 (3.99)
para £ € [0,00) onde
') = %. (3.100)

Neste ponto, segundo a Ref. [Siewert, 2000], pode-se obter uma versao homogénea para a
Eq. (3.96) usando a seguinte solugao particular reportada por Valougeorgis e Thomas Jr.

[Valougeorgis e Thomas Jr., 1986]

Gp(r€) = —iﬁ_l/Q(TQ — R? +4£%) (3.101)
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para o problema do fluxo de Poiseuille e
Gr(r,€) = 57 REK (R/E) (1 /) (3102
para o problema “creep” térmico. Assim, substituindo a decomposicao geral
O(r, &) =Y (r, &) + G(r, &) (3.103)
nas Eqgs. (3.96) e (3.99) obtém-se
0? &0

& ozY (n8)+ =5 Y () - Y(r &+ 2/0 U (u)Y (r,u)du = 0 (3.104)

para £ € [0, 00), com condigao de contorno

V(R +ET(E) oY (r,6)]_y = FIO) (3.10)
para £ € [0,00) onde
Fp(€) = 5m"€[2€ + RT(€)] (3.106)
para o problema do fluxo de Poiseuille e
Fr(g) = 5n/%¢ (3.107)

para o problema “creep” térmico.
Usando agora as Egs. (3.97), (3.98), (3.101) e (3.103) na Eq. (3.91), pode-se

expressar o perfil de velocidade em termos de Y(r,£) na forma
Lo o 2
ap(r) = Yo(r) = 1" = R* 4 2), (3.108)
e usando a Eq. (3.92), pode-se expressar a taxa de fluxo como

4 (B 1
Qp = ﬁ/o Yp(r)rdr + E(RQ —4) (3.109)

onde

Yp(r) = 2n~ 12 /OO U(E)Yp(r, €)dE. (3.110)

0
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De forma semelhante, pode-se usar as Eqs. (3.97), (3.98), (3.102) e (3.103) na Eq. (3.93)

para obter

1

qr(r) = Ye(r) — 7 (3.111)

e, conseqiientemente,
62—4/RY()d—1 (3.112)

TT R ), TV T oR '
onde
Va(r) =202 [ W@t €)de. (3.113)
0

A partir destas expressoes para as quantidades de interesse fisico obtidas em funcao de
Y (r, &) para ambos os problemas fluxo de Poiseuille e “creep” térmico, pode-se acompanhar
na Ref. [Siewert, 2000] a obtencao detalhada da seguinte solu¢do em ordenadas discretas

para o “pseudo” problema geral dado pelas Eqs. (3.104) e (3.105)

N-1
Y(r,&) = A+ Ajp(v, &)Io(r/vj)e” B/ (3.114)
j=1

sendo que as constantes A e A; podem ser determinadas a partir da avaliacao da condicao de
contorno dada pela Eq. (3.105) nos pontos de quadratura §;. As componentes independentes
da parte espacial ¢(v;,&;) podem ser obtidas pela expressao

%

o(v), &) = 1/2—_352

(3.115)
¢ as constantes de separacao v; podem ser calculadas através da resolugao de um pro-

blema especial de autovalores (que serd tratado no préximo capitulo). Assim, em funcao da

solugao dada pela Eq. (3.114), pode-se encontrar [Siewert, 2000]

N-1
~ 1
ap(r) = 7 2 [A+ Y DA (rfvg)e” ] — (0 — R+ 2) (3.116)

j=1
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e
27'('_1/2 N-—1 R 1
QP - RZ [AR+QZAJVJ]1(R/V])] + E(RQ —4) (3117)
j=1
para o problema do fluxo de Poiseuille e
N1
gr(r) =7 P[A+ Y Ajo(r/vy)e 0] — 2 (3.118)
j=1 4
e
or—1/2 Nl -
QT - R2 [AR + 2 Z AjVjIl<R/l/j)] - ﬁ (3119)
j=1

para o problema “creep” térmico.

A titulo de ilustragao, na Tabela 3.1 estao listados alguns valores para os perfis de
velocidade gp(R) e qr(R) e para as taxas de fluxo Qp e Qr obtidos na Ref. [Siewert, 2000]
com a aplicacdo da nova versao do método de ordenadas discretas [Barichello e Siewert,
1999a]. Na Ref. [Camargo et al., 2000] o problema do fluxo de Poiseuille também foi
investigado com a aplicacao do mesmo método, porém com a utilizacao de um esquema de
quadratura diferente. Como todos os valores de gp(R) e QQp encontrados na Ref. [Siewert,
2000] foram confirmados (em todos os digitos dados) pela Ref. [Camargo et al., 2000], este
fato vem a valorizar ainda mais uma das vantagens do uso da reformulagao do método de

ordenadas discretas, que ¢é a utilizagao de esquemas de quadratura mais arbitrarios.

3.3 Superficies Refletoras

Os casos especiais discutidos na secao 3.2 sao definidos por situagoes onde o termo
nao homogéneo na condi¢ao de contorno da formulacao geral é nulo (B(r) = 0). Entretanto,

admitindo-se reflexao na superficie do tubo, pode-se ter

F(&n) = (1— )G(R.E ). pel0,1], (3.120)

e, entdo, a Eq. (3.77) deve ser modificada uma vez que B(r), como dado pela Eq. (3.64),

nao pode ser considerado um termo conhecido. Continuando o desenvolvimento, encontra-se
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Tabela 3.1 — Problemas de Poiseuille e “Creep” Térmico: Velocidades
de deslizamento na parede gp(R) e qr(R) e as taxas de

fluxo Qp (S QT

R qr(R) qr(R) Qp Qr

1.0 4.048069(-1) 8.024270
2.0 7.651726(-1) 9.662684
3.0 1.119114 1.026102

(- 1.458291 3.217264
(_
(_
4.0 1.471454 1.052977(-
(_
(_

) (-
) 1.657647 2.271179(-
) 1.879988 1.766334(-
) 2.111623 1.445407(-
) 2.348327 1.222287(-
) 2.588211 1.058073(-

5.0 1.823461 1.066763

2
2
1
1
1
6.0 2.175514 1.074573(-1

1)
1)
1)
1)
1)
1)

pelas Egs. (3.35) e (3.40), que

(1 = a)[(£,9) (R, & p) + (£39)(R, &, )]

F(& n) = = (1 — a)exp{—2Ru/€} (3.121)
Fazendo
Al €10 = 500, 2 ey a0, )€} + exp—amalie, R /€)] (3122

reescreve-se a Eq. (3.121) como

l—« R

1-— (1 - Oé)eXp{—QRLL/f} R(1—p2)1/2

F(&p) = A(z, &, p)dx. (3.123)

E, assim, a Eq. (3.64) pode ser escrita como

00 1 R

Bo)=(-a) [ [ [ (e npexp(~2Ru(Rer, p)/€}dodudé. (3120
0 —1Jr(1—p2)t/2

onde

_ r exp{_[rﬂ + l’,uo(l', i ,U,)]/f} + eXp{_[r/“’L - x:“/()(*ra i ,U,)]/f}
Ho o) = S )= o il — (1 — aJoxpl—2Rua(Bor. 8]

(3.125)

Trocando a ordem de integracao da Eq. (3.124) e usando as transformagoes dadas pelas
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Egs. (3.59) e (3.61), expressa-se o termo B(r) da Eq. (3.77) como

2 P s ), )
B(r) = / / / D i) (1 — 22 T(x,r, u,&)dudéd (3.126)

onde
2(1 — a)exp{—2Ruo[R, 7, B(x, 7, n)]/€}
D) = T 0 expl 2Ryl Ror 3 w)]J€) (3.127)
Bz, 7, 1) = ﬁ (3.128)

Pode-se, entao, a partir de agora, resumir a formulagao integral do problema consi-
derado para o caso Q(§) geral juntamente com a condi¢ao de superficie refletora dada pela

Eq. (3.120). Assim, para este caso, escreve-se a Eq. (3.77) como
R
G(r) = C(r) + Cy(r) + / 2G@)K (@ — 1) + Ky (z — r)|dz (3.129)
0

onde foram usadas as Eqs. (3.126) e (3.74), e onde

T(x,7, 1,€)
z, 1, 1) (1 — p?)

(x —r) / / exp{—&% — p(x,r, 1) /€} p 172 WHdg. (3.130)

Ainda, o primeiro dos dois termos nao homogéneos da Eq. (3.129) é dado pela Eq. (3.76) e

/ / /1 exp{ e L M)/g}T(%T,u,é)dﬂdEd% (3.131)

pla,r, p) (1 — p?)'?2

sendo que o subscrito adicionado aos dois fatores da Eq. (3.129) é para lembrar que estes
dois termos definem os efeitos da reflexao especular.

Para resumir os aspectos desenvolvidos neste capitulo, destaca-se, a principio, a
Eq. (3.77) e conseqiientemente as Eqgs. (3.64) e (3.76), que revelam o resultado bésico desta
proposta. Por outro lado, tem-se a Eq. (3.129) que, juntamente com as Egs. (3.76), (3.78),
(3.130) e (3.131), fornecem resultados gerais para o caso de reflexao especular. Finalmente
destacam-se as Egs. (3.86) e (3.89) que proporcionam resultados classicos para os casos do
fluxo de Poiseuille e “creep” térmico em um tubo cilindrico.

Nota-se que, no tratamento de interagoes gas-superficie segundo o modelo Cercignani-
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Lampis [Sharipov, 2002; Cercignani, 1969], deve ser escrita uma formulacao semelhante ao

caso acima descrito (superficies refletoras), uma vez que o termo B(r) também serd desco-

nhecido (dependente de G(r)).



CAPITULO 4

Transferéncia Radiativa em Geometria Cilindrica

Buscando-se aplicar a nova versdao do método de ordenadas discretas [Barichello e
Siewert, 1999a] em problemas de transferéncia radiativa em geometria cilindrica, considera-
se um cilindro sélido de comprimento infinito, homogéneo, simetria em relagao ao eixo do
cilindro (simetria cilindrica), espalhamento isotrépico e sem dependéncia espectral (meio
cinza), cujas coordenadas estao especificadas na Figura 4.1. Nessas condigoes, escreve-se a
equagao de transferéncia radiativa na forma do seguinte problema formulado adimensional-
mente por Siewert e Thomas Jr. [Siewert e Thomas Jr., 1992

0 0 Lo b
(1) H(eosog- = tsend )+ Ulrnd) = = [ [ 100 6)ao' +50) @)

parar € (0,R), p € [0,1] e ¢ € (0,7), onde S(r) é um termo nao homogéneo (considerado
conhecido), que representa uma fonte interna de energia. A condic¢ao de contorno associada

a Eq. (4.1) é tal que
_ 4p 1 7T/2 ! ! . /2 1/2 ! ! !
IRy 6) =Ty + 2 I(R, i, 6)(1 — %) 2cos ¢/ dg) dp (1.2)
o Jo
para u € [0,1] e ¢ € [7/2, 7.

Figura 4.1 — Modelo fisico e coordenadas

Em relacdo as varidveis bdsicas, tem-se que r € [0, R| é a varidvel espacial radial
(em unidades adimensionais) e que R é o raio do cilindro. Ainda, u = cosf e ¢ sao as
duas variaveis angulares que definem a direcao de propagacao dos fétons, e em termos dos

parametros fisicos usados aqui, destaca-se que w € o albedo de espalhamento simples, p é o
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coeficiente de reflexao difusa da superficie e T é uma constante.

Continuando, nota-se que a definicao do fluxo de calor radiativo

1 s
q(r) = %/0 /0 I(r, jt, ) (1 — 1i®)%cos pdpdp (4.3)

é dada em termos da solugao da Eq. (4.1).

4.1 Uma Reformulacao

Como o lado direito da Eq. (4.2) estd definido em termos da quantidade desco-
nhecida (R, p, ¢), propde-se dividir o problema em dois problemas mais simples, como na

Ref. [Siewert e Thomas Jr., 1992], escrevendo

](’I“, H, ¢) = [5(7“, H, ¢) + AIb(rv Hs ¢) (44)

onde Iy(r, i, ¢) é solugao do problema, ao qual se associam os efeitos da condigao de contorno,

definido por

0 0 Lo A
(1= ) Heoso - = csenaz) + 1w o) =2 [ [ ned g, @5)
parar € (0,R), p € [0,1] e ¢ € (0,7), onde

L(R,pu,0)=1, pel0,1] e ¢e€n/2,m]. (4.6)

Busca-se também determinar I(r, i1, ¢), que leva em conta os efeitos do termo de fonte,

definido por
a 1 8 w ! T ’ ’ ’ ’
_ 2\1/2 - _Z _ - =
(0= eos -~ Tseno ) + 11t ) = Z [ [l )b +50), ()
parar € (0,R), p € [0,1] e ¢ € (0,7), onde

I (R, p,¢) =0, pel0,1] e ¢en/2,n]. (4.8)
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Pela reformulagao dada pela Eq. (4.4), segue-se que a constante A é tal que
A= (1= pA) [Ty + 4pgy(R)] (4.9)
onde
4 1 pr/2 12
A== I(R, 11, 6)(1 — u?)/cos gdgdp (4.10)
o Jo
ou, de outra forma [Siewert e Thomas Jr., 1992]
A=1+4g(R) (4.11)

sendo que as quantidades ¢,(r) e ¢s(r), dadas respectivamente por

1 ™
) == [ [ Blrge o)1 = ) os oo (1.12)

1 T
qs(r) = %/0 /0 I(r, p, @) (1 — ,u2)1/2(:os ddodpu, (4.13)

sao definidas quando a Eq. (4.4) é inserida na Eq. (4.3). Com esta notagao o fluxo de calor

radiativo dado pela Eq. (4.3) passa a ser escrito na forma

q-(1) = qs(r) + Agp(r). (4.14)

4.2 Problemas Auxiliares

Tendo reformulado o problema original com a decomposicao em problemas bésicos
mais simples, diferentemente de outras abordagens [Thynell e Ozisik, 1987] que buscam
solugbes de equagoes integrais associadas as quantidades q,(r) e ¢s(r), faz-se aqui uso de al-
gumas transformagoes propostas por Mitsis [Mitsis, 1963] e estendidas por Siewert e Thomas
Jr. na Ref. [Siewert e Thomas Jr., 1984] que permitem expressar as solugoes dos problemas

Iy e I, em termos de dois problemas auxiliares (“pseudo” problemas). A principio, pela
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Eq. (4.5), pode-se deduzir que

0r) = =101 ==) [ aQua)ds (4.15)

onde

& =+ [ [ 1t )doan (4.16)

e, portanto, Q,(r) é um resultado bésico necessario a determinagao do fluxo de calor radiativo
dado pela Eq. (4.14). Como mencionado anteriormente, neste momento propoe-se usar os
resultados da Ref. [Siewert e Thomas Jr., 1984], onde (a exemplo do capitulo anterior)
algumas transformacgoes associam a equacao integral aos chamados “pseudo” problemas, ou

seja, pelo referido trabalho a equagao integral dada pela Eq. (4.16) pode ser expressa como

1
@)= [ Flrmds (4.17
0
onde F(r,u) satisfaz
[2(8—2+13)—1]F( ) + /1F( Ndp' =0 (4.18)
:u’ 87’2 rar T?:u w 0 T?/’L :LL ! .

parar € (0,R) e u € [0,1], com

F(R ) + 7)o Pl =1, wefo,1). (4.19)
Aqui
v(p) = u?gg% (4.20)

e Ko(z) e K1(z) sao as fungoes de Bessel modificadas. Por outro lado, retornando agora para

o problema I, encontra-se a partir da Eq. (4.7) que

gu(r) = © /Or:c[S(a:) C (1= ©)Qu(x)ldx (4.21)

onde

== [ [ 10w ooy (122
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Seguindo ainda a Ref. [Siewert e Thomas Jr., 1984], nota-se que Qs(r) é tal que

1
@)= [ v (1.23)
0
onde ¥(r, 1) é definido por
[2(8—2—1-12)—1]\1/( )+ /I\I/( Yy +S(r) =0 (4.24)
/’L arg ra/r TJ/"L w 0 T?l’l’ /’l’ r)= ) .

para r € (0, R) e p € [0, 1], com

V(R ) (1) o ¥ (r, 1)

—0, pelo1]. (4.25)

r=

Assim, propoe-se, a partir de agora, o uso do método de ordenadas discretas analitico

para solucionar os “pseudo” problemas definidos pelas Eqs. (4.18) e (4.19), (4.24) e (4.25).

4.3 O Problema I,

Para obter uma solucao em ordenadas discretas para o problema I, relacionado
agora com as Egs. (4.18) e (4.19), aproxima-se o termo integral da Eq. (4.18) por uma

formula de quadratura e escreve-se a equacao em ordenadas discretas como

(5 + =) = UF(r, ) + @ Y wiF(r ) =0 (4.26)
h=1

para i = 1,2,...,N. Na Eq. (4.26) considera-se que os N pontos de quadratura pu; e que
os N pesos wy estao definidos no intervalo de integracao [0,1]. Procurando solugdes para
a Eq. (4.26) em termos das fungoes de Bessel (limitadas quando r — 0), substituam-se as

solugoes elementares

F(r, pi) = o(v, pi) lo(r /v) (4.27)

na Eq. (4.26) de onde se obtém

W = 1) (v, ;) = wr” ZM@(I/, L) (4.28)

parai=1,2,..., N. Fazendo com que cada ¢(v, ux) para k = 1,2, ..., N seja uma componente



29

do vetor ®(v), pode-se, entao, reescrever a Eq. (4.28) como
(I-X\M?)®(v) = ocWe(v) (4.29)

onde A = 1/v% T é a matriz identidade N x N, os elementos da matriz W de ordem N x N

sao tais que
(W)i,j = (.Uj (430)
e ainda

M = diag{:ula M2y -eey ll’N} (431)

Nota-se que o problema de autovalores definido pela Eq. (4.29) é essencialmente aquele que
foi encontrado nas Refs. [Barichello e Siewert, 1999a] e [Barichello et al., 2001] na solugao em
ordenadas discretas de um problema semelhante em geometria plana e, assim, como naqueles

trabalhos, pode-se escrever a Eq. (4.29) na forma especial [Meyer, 2000]
(D — wzz' )X = AX (4.32)
onde

D = diag{p”, p15°,  pin} (4.33)

/ 1/2

12— 12— .
Z:[Wl/,ul bwy Pyt oyt T (4.34)

Aqui esta-se usando o superescrito 7' para denotar a operagao transposta. Continuando,
tem-se que o problema de autovalores definido pela Eq. (4.32) possui a forma encontrada
no método “divide and conquer” [Golub e Van Loan, 1989] usado para calcular autovalores
de matrizes tridiagonais. Ainda, vé-se que pela Eq. (4.34) que, devido a forma com que
o problema de autovalores foi formulado, deve-se excluir o zero do conjunto de pontos de
quadratura.

Considerando que tenham sido encontrados os autovalores e autovetores, A; e X;,
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pela Eq. (4.32) e fazendo

v =\ (4.35)
e
®(v)) = S7IX;, (4.36)
onde
S = diag{wll/Zul,w21/zu2, ...,w]\}/Z/LN}, (4.37)

escreve-se a solugao em ordenadas discretas para o problema definido pelas Eqs.(4.18) e

(4.19) como
N A~
Pl ) = 3 Ay, ) ol fvp)e 01 (438)
j=1

Aqui os A; sao constantes a serem determinadas pela condicao de contorno

0
F(R, ;) + T(Mi)aF(Ta 4:) e b (4.39)
parat=1,2,..., N, com
Ko(R
T () = poE/ie) (4.40)
Ki(R/p)

Li(z)=1,(2)e” e Kn(z)=Kp(z)e. (4.41)

Os vetores ®(v;), e, por conseqiiéncia, seus componentes ¢(v;, ), sao avaliados pela
Eq. (4.36) enquanto que os autovetores X; sao definidos pela Eq. (4.32). Por outro lado,
pode-se também usar somente os autovalores definidos pela Eq. (4.32), juntamente com a
Eq. (4.35), e entao usar a expressao analitica

wy2

O(vj, i) = rjﬂgK(Vj) (4.42)
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onde
N
K(vj) =) wio(vj, mi). (4.43)
=1

Usando a Eq. (4.38) na versao em ordenadas discretas da Eq. (4.17), obtém-se, apds impor

a normalizagao (arbitréria)
K(v) =1, (4.44)

N

Qu(r) =Y A;K (v)Io(r fvj)e” B/ (4.45)

J=1

e substituindo este resultado na Eq. (4.15) tem-se

o(r) =—(1—@) Y v A K (v L (r/v;)e B, (4.46)

J=1

Assim, a soluc¢do do problema [, (“boundary condition”) fica completamente estabelecida.

4.4 Uma Solucgao Particular

Analisando a Eq. (4.24), observa-se que ha um termo de fonte, e, portanto, para
definir uma solu¢ao em ordenadas discretas para o problema I, definido pelas Eqs. (4.24)
e (4.25), deve-se desenvolver uma solugao particular [Barichello et al., 2002b] que possa
ser usada juntamente com as solugoes elementares anteriormente empregadas na solugao do
problema /. Assim, considerando inicialmente a versao em ordenadas discretas da Eq. (4.24)

escrita como

2 1d al
[M?(ﬁ + ;5) — T (r, ) + @Y wpP(r, ) + S(r) =0 (4.47)
k=1

para i = 1,2,..., N e, admitindo que o termo de fonte é conhecido, expressa-se através do

método de variacao de parametros uma solucao particular na forma

Wy (7, pi) = Z Ci0(vj, 1)V (r,v))To(r [ v) + U, v)) Ko (r /)] (4.48)
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onde
U(r,v;) = / 2S(x)Io(z/v))e” /i dy (4.49)
0
e
R A~
V(r, l/j):/ 2S(x)Ko(x/v)e " Vidy, (4.50)

sendo que as constantes C; devem ser determinadas através da substituicio da Eq. (4.48)

na Eq. (4.47) de onde se obtém

N
P> Ciplvj ) =1, i=1,2,..,N (4.51)
j=1

que constitui um sistema linear de equagoes algébricas que deve ser satisfeito pelos co-
eficientes C;. Pode-se, ainda, usar propriedades das solugdes elementares ¢(v;,p1;) para
solucionar este sistema (com a suposi¢ao implicita de que a solu¢ao do sistema existe).

Primeiramente, usando a Eq. (4.42) escreve-se a Eq. (4.28) como

(L= 13 [v)d (v, i) = wK (v;). (4.52)

Multiplicando agora a Eq. (4.52) por w;¢(v, p;) e somando com relagdo a i obtém-se

N 1 N
> wid (v, )6k ) = —5 Y witti $(vy, 1) (v, i) = @I () K (). (4.53)
=1

J =1

Trocando j por k na Eq. (4.53) encontra-se
N | X
> " wi (i, ) (v, 115) — 3 > witiF (v, ) vy, i) = wK (v) K (v5). (4.54)
i=1 ki=1

Agora, subtraindo a Eq. (4.53) da Eq. (4.54) deduz-se que

N
> wi vy, 1) (v, 1) = N(v) 0 (4.55)
=1
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onde
N(v;) = Zwiﬂ?[ﬁb(VmMi)]Q- (4.56)

Multiplicando ainda a Eq. (4.51) por w;¢ (v, i) € somando com relagao a i, obtém-se, apds

observar a Eq. (4.55),
Cj = K(v;)/N(v)) (4.57)

e assim a solucao particular torna-se totalmente estabelecida.
Tendo estabelecido a solucao particular requerida, escreve-se, entao, a solugao para

Eq. (4.24) como
N
U(r, i) =Y Big(vy, i) Io(r/vj)e™ = 0, (r, ). (4.58)
j=1

Para encontrar as constantes Bj;, substitui-se a Eq. (4.58) na versao em ordenadas discretas

da condic@o de contorno dada pela Eq. (4.25) e assim

> B;p(vj, 1) [To(R/vs) + (1/v) Y () L (R/v;)] = R(yu:) (4.59)
parai=1,2,...., N. Aqui

Rln) = =0y (Rp) = T 56| (4.60)

com Y (u) definido na Eq. (4.40), ou ainda

N
R(p:) = =Y Cio(wj, 1)U (R, v (Ko (R/vs) = (1/v) T (i) K1 (R/vy)]. (4.61)
j=1
Uma vez encontradas as constantes requeridas, avalia-se a versao em ordenadas discretas de

1
Qs(r) = / W (r, p)dp (4.62)
0
de onde se obtém, ap6s impor a normalizagao (arbitraria)

K(v) =1, (4.63)
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Z{B Io(r/v)e” D1 1 OV (r,0) Io(rvy) + U, w) Bo(r/v)]} - (4.64)

e, sendo assim, finalmente obtém-se, apds usar a Eq. (4.64) e observar as Egs. (4.51), (4.52)

e (4.63), que

qs(7) ZVJ [B; [1 (r/v;)e” BV 4 T (r, ) (4.65)
onde
T(r,v;) =V (r,v)i(r/v;) = U(r,v;) K (r/v)). (4.66)

Assim, a soluc¢do do problema I (“source”) fica completamente estabelecida.

4.4.1 Caso Conservativo
Nesta subsecao propoe-se o desenvolvimento de uma solucao para o problema I,
definido pelas Egs. (4.24) e (4.25), contemplando o caso conservativo (w = 1). Sendo
que neste caso duas das constantes de separacao v; tornam-se ilimitadas, algumas modi-
ficacOes sao necessarias na solucao em ordenadas discretas proposta anteriormente. Assim,
uma solucao limitada para o problema
2 1d al

[N?(ﬁ + ;5) — 1 We(r, ;) + Zwk‘l’c(’f’, pr) + S(r) =0, (4.67)

parai=1,2,..., N, é agora escrita como [Rodrigues e Barichello, 2003]

Wo(r, ;) = Ay + ZA@ v, ) lo(rfv)e” B0 4w (r) ) (4.68)

j=2

onde ¢(v;, 11;), para j = 2,3, ..., N sao definidas como na Eq. (4.42) comw =1, ea Eq. (4.41)
pode também ser observada. Assim, a solugao particular é agora proposta como [Rodrigues

e Barichello, 2003]

Wep(r, i) = CL[A(r) = B(r)In(r/R)] + Z Cidws, i) [V (r,v)To(r fv) + Ur,vy) Ko (r/vy)],

(4.69)
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onde as fungoes A(r) e B(r) sao dadas por

A(r):/ zS(z)ln(R/x)dx, (4.70)

B(r) = /OT xS(z)dx (4.71)

e V(r,v;) e U(r,v;) estao definidas nas Eqgs. (4.49) e (4.50). Substituindo a Eq. (4.68) na
Eq. (4.67), e usando a condigao de normalizagdo expressa na Eq. (4.63), encontra-se que as

constantes C; satisfazem o sistema de equacoes algébricas

N
PIC+ > Cig(vjp)l =1, i=1,2,..,N. (4.72)

Jj=2

Ainda, usando as propriedades [Barichello et al., 2002b] das solugoes elementares ¢(v;, j;)
(como na segao 4.4) juntamente com a Eq. (4.72), pode-se obter as constantes C;, para

j=1,2,..., N através da expressao
Cj = K(v;)/N(v;), (4.73)

onde, assim como na (4.63), K(v;) = 1,

N
N(n) =) wiif (4.74)
=1
e
N
i=1

4.5 Aplicagoes

Propoe-se, a partir de agora, a abordagem de duas classes de problemas de trans-
feréncia radiativa usando a formulagao desenvolvida nas sec¢oes anteriores para o caso nao-
conservativo. Primeiramente a formulagao sera aplicada a problemas lineares que envolvem

transferéncia de calor unicamente na forma radiativa [Rodrigues e Barichello, 2003], como os
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sugeridos por Thynell e Ozigik na Ref. [Thynell e Ozisik, 1987] e posteriormente na analise
de uma classe de problemas nao lineares de transferéncia de calor pelo modo acoplado de

radiagao e condugao [Barichello et al., 2002b].

4.5.1 Um Problema Linear

Na Ref. [Thynell e Ozisik, 1987], Thynell e Ozigik ilustram aspectos computa-
cionais da proposta desenvolvida no referido trabalho, que envolve a utilizacao do método de
Galerkin e de esquemas de colocacao, considerando para o caso nao-conservativo
(w # 1) duas situagoes diferenciadas que também serdo solucionadas aqui para validar a
formulacao apresentada neste capitulo. Assim, primeiramente é abordado um problema de
transferéncia radiativa em um cilindro sélido, homogeéneo, sem fonte interna de energia, mas
com incidéncia de radiacao isotrépica de intensidade unitaria na fronteira r = R, que pode
ser formulado na seguinte forma

0 1 0
(1= ) (cos o = Tsend0) + 1)1 (10 / / (o &)o' dy, (4.76)

para r € (0, R), p € [0,1] e ¢ € (0,7), onde
I(Ryu,9)=1, pel0,1] e ¢e€n/2,7] (4.77)

revelando-se idéntico ao problema I, apresentado anteriormente nas Eqgs. (4.5) e (4.6), sendo
que os resultados numéricos relevantes (a titulo de comparacao) este problema podem ser
obtidos, de acordo com a solucao em ordenadas discretas, através da avaliacao da expressao
Q»(r) dada pela Eq. (4.45) que corresponde a quantidade G(r)/4m da Ref. [Thynell e Ozsik,
1987].

O segundo problema abordado na Ref. [Thynell e Ozisik, 1987] est4 relacionado &
analise da transferéncia radiativa também em um cilindro sélido, homogéneo e transparente,
mas neste caso sem incidéncia externa de radiacao e com a inclusao de uma fonte interna de

energia representada pela expressao [Thynell e Ozgik, 1987]

S(r)=(1—-w@)1-(r/R)%. (4.78)
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Nessas condigoes, este problema pode ser formulado pelas seguintes equagoes
a 1 a 1 i I I ’ ’
(1= )2 (cos o = tseno D)+ 1 d) == [ [ 1o )0y +5(0), (479)
or r 0¢ T Jo Jo
parar € (0,R), p € [0,1] e ¢ € (0,7), onde
IR 0)=0, pel01] e e lr/2m) (4.80)

que possuem a forma originaria do problema I, dado pelas Eqs. (4.7) e (4.8), admitindo-
se S(r) tal como na Eq. (4.78). Assim, os resultados numéricos a serem comparados aos
da Ref. [Thynell e Oz1§1k, 1987] com relacao a este problema podem ser obtidos a partir
da avaliacdo da Eq. (4.64), referente a quantidade Qs(r) que corresponde a G(r)/4m no
trabalho de Thynell e Ozig1k, bem como pela avaliacao do fluxo de calor radiativo dado pela
Eq. (4.65) que ao ser multiplicado por 4w corresponde a ¢"(r) da Ref. [Thynell e Ozsk,
1987].

4.5.1.1 Aspectos Computacionais e Resultados Numéricos

Para obtencgao de resultados numéricos dos dois problemas descritos na segao 4.5.1,
inicialmente define-se o esquema de quadratura {wy, i} pelo mapeamento linear do esquema
de quadratura de Gauss-Legendre sobre o intervalo [0,1], e entao usa-se o programa RG da
cole¢ao EISPACK [Smith et al., 1976] para encontrar os autovalores e os autovetores definidos
pela Eq. (4.32), e, assim, através das Eqs. (4.35) e (4.36) pode-se obter as constantes de
separacao e as solucoes elementares associadas.

Na determinacao das constantes {A;} e {B;}, podem ser usadas as subrotinas
DGECO e DGESL da colecao LINPACK [Dongarra et al., 1979] de forma a resolver os
sistemas lineares definidos pelas Egs. (4.19) e (4.59). Em relagdo a solucao particular,
¢ importante enfatizar a forma de avaliagdo das Eqs. (4.49) e (4.50): uma vez que a
avaliacao analitica nao é possivel, usou-se neste trabalho o esquema de quadratura de Gauss-
Legendre mapeado linearmente sobre o intervalo [0, 1] para, entao, obter resultados numéricos
para estas duas expressoes. Nos casos onde ¢é necessaria a determinacao de uma solugao par-
ticular, como enfatizado na proxima aplicacdo, uma representacao em splines ctibicas de

Hermite do termo de fonte S(r) também pode ser usada para avaliar estas integrais.
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Nas Tabelas 4.1-4.4 estao os resultados numéricos obtidos neste trabalho para os
dois problemas sugeridos na Ref. [Thynell e Ozisik, 1987]. De fato, como discutido ante-
riormente, para resolver os dois casos sugeridos tudo o que se tem a fazer é resolver um de
cada vez os dois problemas chamados na se¢ao 4.1 de I, e I,. Assim, nas Tabelas 4.1 e 4.2
estao os resultados para o problema dado pelas Egs. (4.5) e (4.6), enquanto que nas Tabelas
4.3 e 4.4 estao os resultados para o problema dado pelas Eqs. (4.7) e (4.8) considerando a
fonte interna de energia representada pela Eq. (4.78). Para gerar os resultados apresentados
aqui foi usado, em geral, M=100 na Tabela 4.3 e M=20 na Tabela 4.4, onde M simboliza o
nimero de pontos de quadratura usados na avaliagdo das Eqgs. (4.49) e (4.50). Para os casos
r = 0.0 na Tabela 4.3 e r = 0.1R na Tabela 4.4 estes valores aumentam (em alguns casos)
para M = 600 e M = 120 respectivamente. Estas escolhas foram feitas para apresentar
resultados que acredita-se estarem corretos em seis digitos (mais ou menos um no ultimo
digito) para todos os valores da variavel r. E importante enfatizar ainda que a execucgao da
solucao em cada caso, nao leva mais do que cinco segundos em um PC com Processador
Pentium 233 MHz de 64 MB de memoria.

Os resultados apresentados na Tabela 4.1 estao iguais, em todos os digitos, aos
resultados obtidos na Ref. [Siewert e Thomas Jr., 1984] com a aplicagdo do método Fl,
bem como para o caso R = 10 apresentado aqui na Tabela 4.2 e nao mostrados na
Ref. [Rodrigues e Barichello, 2003].

A solugao particular [Siewert, 2002a]

o _i 2 2 Z_l w
Wy (r, ) =1 RQ[T +4p +3(—1_w)] (4.81)

para o problema de Egs. (4.7) e (4.8) com termo de fonte disponivel na Ref. [Thynell e
Onsik, 1987] e dado pela Eq. (4.78), foi utilizada para verificar os resultados apresentados
aqui e estes concordam plenamente com os resultados obtidos a partir desta solugao particular
quando as integrais sao avaliadas numericamente.

Em comparacao com os resultados da Ref. [Thynell e Onsik, 1987], que foram
obtidos com o Método de Galerkin ou com esquemas de colocacao, tem-se nas Tabelas 4.1,
4.3 e 4.4, em geral, de trés a cinco digitos de concordancia, sendo que os resultados mostrados
aqui na Tabela 4.2 nao estao disponiveis nesse referido trabalho.

Com uma simples inspe¢ao na Tabela 4.3 e na Figura 4.2, que retrata os valores
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tabelados de Q4(r) para R = 0.5, bem como na Figura 4.3, que retrata os valores tabelados
de Qs(r) para R = 5, constata-se que os maiores valores de Q4(r) ocorrem no centro do
cilindro, enquanto que os menores valores ocorrem na fronteira r = R. Da Tabela 4.4 e da
Figura 4.4, que retrata os valores tabelados de 4mg(r) para R = 0.5, bem como da Figura

4.5, que retrata os valores tabelados de 4mwqy(r) para R = 2.5, tem-se que o fluxo de calor

atinge valores maximos entre r = 0.8R e r = 0.9R.

Tabela 4.1 — Célculo de Qy(r) para N = 14

R w

r=0.0

r=0.5R

r=~R

0.3
0.5
0.9

1.0

0.3
0.5
0.9

2.5

0.3
0.5
0.9

2.0

3.64405(—
4.57065(—
8.24677(~

8.10839(~
1.26607(—
5.29830(—

6.67580(—
1.35349(
1.98678(—

1) 4.16309(—
1) 5.05927(—
1) 8.44173(~

2) 1.35401(~
1) 1.91983(—
1) 5.92673(—

3)  2.74736(—
-2)  4.57241(~
1) 2.95285(~

1) 6.94369(-1
1) 7.47538(-1)
1) 9.24929(-1

1) 6.03013(-1
1) 6.51043(-1)
1) 8.54825(-1

2)  5.72543(-1
2) 6.16681(-1)
1) 8.06015(-1

)
)
)
)
)
)

Tabela 4.2 — Célculo de Qp(r) para R=10e N =

14

r/R

w=0.3

w=0.5

w=0.7

w=20.9

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

4.60882(-5)
5.95325(-5)
1.12121(-4)
2.53579(-4)
6.25301(-4)
1.62250(-3)
4.37880(-3)
1.22887(-2)
3.62559(-2)
1.16748(-1)
5.58361(~1)

1.38859(~4)
1.73680(-4)
3.05085(—4)
6.37744(-4)
1.44881(-3)
3.44884(-3)
8.48704(-3)
2.15284(-2)
5.66444(-2)
1.58763(-1)
6.00996(~1)

8.01829(—
9.46293(
1.45897(—
2.62685(-
5.12494(-
1.04520(—
2.19360(—
4.71009(~
1.03616(—
2.37138(~

(-

4
4
3
3
-3
2
2
2
1
1
6.63331(-1

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

2.01898(~
2.16079(~
2.61624(—
3.48252(—
4.94721(~
7.33358(~
1.11811(~
1.73872(—
2.74762(~
4.42664(—

(-

2
2
2
2
-2
2
1
1
1
1
7.81243(-1

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)




Tabela 4.3 — Célculo de Q4(r) para N=30

R w r=20.0 r=0.5R r=0.8R r=09R r=~R
0.1 3.39449(-1) 2.65595(-1) 1.66782(—1) 1.31524(-1) 1.00082(-1)
0.5 0.5 2.25267(-1) 1.77623(-1) 1.13857(-1) 9.08487(-2) 6.93763(-2)
0.9 5.61792(-2) 4.47265(-2) 2.93489(-2) 2.37089(-2) 1.81648(-2)
0.1 5.42506(-1) 4.14499(-1) 2.41931(-1) 1.80164(-1) 1.25430(-1)
1.0 0.5 4.02444(-1) 3.10277(-1) 1.86663(-1) 1.41959(-1) 9.97731(-2)
0.9 1.22444(-1) 9.57456(-2) 5.98976(-2) 4.66281(-2) 3.30605(-2)
0.1 8.20227(-1) 6.09376(-1) 3.15050(-1) 2.07262(-1) 1.13007(-1)
2.5 0.5 7.18249(-1) 5.34997(-1) 2.85237(-1) 1.94522(-1) 1.09653(-1)
0.9 3.44085(-1) 2.59303(-1) 1.46373(-1) 1.04740(-1) 6.10467(-2)
0.1 9.42498(-1) 6.98476(-1) 3.38159(-1) 1.99111(-1) 7.69871(-2)
5.0 0.5 8.99525(-1) 6.63554(-1) 3.25509(-1) 1.98797(-1) 8.24518(-2)
0.9 6.34436(-1) 4.65102(-1) 2.38068(-1) 1.55164(-1) 6.97828(-2)

Figura 4.2 — Efeitos do albedo de espalhamento simples em Q(r)
para R = 0.5 e N=30

Figura 4.3 — Efeitos do albedo de espalhamento simples em Q(r)

para R =5 e N=30

Figura 4.4 — Efeitos do albedo de espalhamento simples em 47q,(r)
para R = 0.5 e N=22

Figura 4.5 — Efeitos do albedo de espalhamento simples em 47mq,(r)
para R = 2.5 ¢ N=22
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Tabela 4.4 — Célculo de 4mq,(r) para N=22

R w r=0.1R r=0.5R r=0.8R r=09R r=R
0.1 1.85790(-1) 8.10185(-1) 9.75921(-1) 9.34946(-1) 8.30736(-1)

0.5 0.5 1.21066(-1) 5.29325(-1) 6.45116(-1) 6.24744(-1) 5.66826(—1)
0.9 2.95015(-2) 1.29535(-1) 1.60328(-1) 1.57261(-1) 1.45959(-1)
0.1 2.57391(-1) 1.12386 1.33619 1.25692 1.07080

1.0 0.5 1.86764(-1) 8.15878(-1) 9.82800(-1) 9.39596(-1) 8.30567(-1)
0.9 5.48595(-2) 2.40689(-1) 2.96780(-1) 2.90135(-1) 2.67705(-1)
0.1 2.53215(-1) 1.14024 1.38209 1.26920 9.75583(-1)

25 0.5 2.20352(-1) 9.80396(-1) 1.18361 1.10583 9.11976(-1)
0.9 1.02526(-1) 4.50886(-1) 5.53020(-1) 5.36025(-1) 4.85935(-1)
0.1 1.62383(-1) 7.77285(-1) 1.03437 9.61308(-1) 6.57923(-1)

5.0 0.5 1.57525(-1) 7.40586(—1) 9.57461(-1) 8.93526(—1) 6.75078(-1)
0.9 1.14389(-1) 5.13080(-1) 6.38452(-1) 6.14527(-1) 5.42306(-1)

71



72

4.5.2 Um Problema Nao Linear Acoplado de Radiacao e Conducao

Como mencionado no inicio da secao Aplicacoes, a segunda proposta de aplicacao da
nova versao do método de ordenadas discretas [Barichello e Siewert, 1999a] estd vincu-
lada (neste trabalho) & resolu¢ao de problemas nao lineares de transferéncia de calor pelo
modo acoplado radiacao-condugao em um cilindro sélido, homogéneo, com espalhamento
isotrépico, comprimento infinito, simetria cilindrica e sem dependéncia espectral, sendo que,
para este fim a formulagdo proposta no inicio deste capitulo, referente as Eqs. (4.1) e (4.2),
deve ser modificada com termos que descrevam o acoplamento radiagao-condugao [Barichello

et al., 2002b], ou seja, neste caso tem-se:
Ty = €63, (4.82)
na condigao de contorno da Eq. (4.2), e, ainda, representando o termo de fonte da Eq. (4.1)
S(r)=(1—-w)e*(r), (4.83)

sendo que a distribuigdo de temperaturas ©(r) deve satisfazer a equagao de energia

d? d 1 d
ro59(r) +—-6(r r) = E%WT(”] —rH (4.84)
com condigoes de contorno
O(R) =0 e i@('r’) =0 (4.85)
o 0 d?” r=0 a ’
cuja solucao pode ser expressa como
1
O(r) =69+ Z(R H — —/ ¢ (z)dz. (4.86)
Aqui, € é a emissividade da superficie,
k

L (4.87)

¢ 40n2T3

é o parametro de radiacao-conducao, H é uma constante tal que

= (k3T,)"'h, (4.88)
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n € o indice de refracao, k é a condutividade térmica do meio, o é a constante de Stefan-
Boltzmann, 3 é o coeficiente de extingao, T, é a temperatura de referéncia, h é a constante
relacionada com a geragao de calor prescrito no meio e O é a temperatura prescrita (nor-
malizada) na superficie.

Como o fluxo de calor radiativo

— = [ [ 1ot =i cos o (4.59)

observa-se que os dois problemas (radiacao e condugao) estao realmente acoplados e também
que a constante N, é uma grandeza relacionada com o grau de acoplamento entre os dois

modos de transferéncia de calor.

4.5.2.1 O Problema Acoplado
Introduzindo uma representagao em splines (Anexo A) para o termo de fonte da

Eq. (4.1), especificado na Eq. (4.83), tem-se

K

(1- Zak Sw(r/R) (4.90)

k=0

onde as constantes a; devem ser determinadas. Assim, admitindo como termo de fonte uma

das fungoes splines Sy (), para k =0, 1, ..., K, pode-se escrever a solugao para o problema

2 1d al
Gz + 7 )~ 00 + @ D) + Sulr/B) =0 (491
como
Wi (r, p1:) ZAkJ¢ VmHz)IO(T/V Je~ (B=nfvs 4 Wi (7, p14) (4.92)
onde, seguindo o que foi exposto na segao 4.4,
N ~ A~
Wy p(r, 1) = Y Ci0(vi, ) [Vi(r, vi) To(r /v3) + Ui, v) Ko (r ;)] (4.93)

Jj=1
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com

Uy(r,v;) = / e (x)/R)Io(x/v))e™ "V dg (4.94)
0

R
Vi(r, ;) = / 2 S(2) R) Kol /v;)e =i d. (4.95)

Para encontrar as constantes Ay, ; substitui-se a Eq. (4.92) na versao em ordenadas discretas

da Eq. (4.25) obtendo-se

> Aoy, ) To(R/vy) + (1/v) Y () L (R /)] = Ri(s) (4.96)

=1

parai=1,2,...., N. Aqui

Ruljs) =~ (B ) = T () - By, _ (4.97
Ry (i) = — Z C50(vs, 1)Uk (R, vj) [Ko(R/v;) — (1/v;) Y (i) K1 (R v)]. (4.98)

Uma vez encontradas as constantes requeridas, avalia-se a versao em ordenadas discretas de

Qra(r) = /0 U (r, 1) (4.99)

e encontra-se, depois de impor a normalizagao (arbitréria)
K(vj) =1, (4.100)

Qus(r) =Y { A o(r/vy)e B 4+ CiVir, v) Io(r /v;) + Un(r, v) Ko(r /v)]}. - (4.101)

j=1

Definindo

alr) = /0 2fS(@/R) — (1 - ®)Qua(0)]dr, (4.102)



obtém-se, apés usar a Eq. (4.102) e notar as Egs. (4.51), (4.52) e (4.100), que
N
() = ~(1 =) D vy [Aus (e 4+ O3Sy (rvy)]
7=1
onde
Sk(r,v;) = Va(r,v) Li(r fv;) = Uil vy Ka(r/vy),

podendo-se, entao, escrever

K

g5(r) = apqe(r)

k=0
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(4.103)

(4.104)

(4.105)

onde g s(r) estd definida na Eq. (4.103). E, assim, para completar a solucdo, as constantes

{ax} devem ser determinadas. Para encontrar a equagao que define estas constantes, pode-se

usar as Eqgs. (4.90) e (4.105) na Eq. (4.86) e com isto

Efgakck(r/R):=( > Ty
onde
nﬂ=%+im%w%H+%ﬁmu—wnk%
Pi(r) = 5 [4p(1 = pA) 7 L(r)ans(R) + Li(r)]
Aqui
LOO==O-—W)§§V$%HMBV%) To(r/vj)e 0]

Li(r) = (1 — @) > vH{ A lIo(R/vy) — To(r/v;)e =0/ + O Ti(r, vy)}

J=1

(4.106)

(4.107)

(4.108)

(4.109)

(4.110)
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Ti(r, vj) = Us(R, v;) Ko(R/v;) — Ur(r, v) Ko (r/v) = Vi(r,v) Io(r/vy). (4.111)

Para gerar através da Eq. (4.106) um conjunto de equagoes discretas, propoe-se
seguir os procedimentos tipicamente usados com fungoes splines: avaliar a Eq. (4.106) e sua
derivada (com relagdo a r) em r, = (,R para obter (sendo K = 2M + 1) o sistema de K +1

equagoes nao lineares

D aSk(C) = (1= @)[C(ra) + D axli(ra)]’ (4.112)
D arSy(Ca) =4AR(1 - @)[T(ra) + Y axlk(ra)P[L(ra) + > axly(ra)] (4.113)
k=0 k=0 k=0

para a = 0,1,2,..., M. Das defini¢bes dadas no Anexo A pelas Eqgs. (A.6), (A.7) e (A.8)

nota-se que

Sk (Ca) = dap € Sora(a) =0 (4.114)
e que

glzk(fa) =0 e %;k—i-l(ga) = O,k (4.115)

para k,a = 0,1,2,..., M, onde 9, ; representa a funcao delta de Kronecker. Assim, tem-se

que as Egs. (4.112) e (4.113) podem ser reescritas como

20 = (1= @)[D(ra) + > axli(ra)]* (4.116)
201 = 4R(1 = @)[[(ra) + Y axTw(ra) P (re) + > axl(ra)] (4.117)

para o = 0,1,2,..., M. As Egs. (4.107) e (4.108) podem ser derivadas para que sejam
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encontradas as expressoes requeridas pela Eq. (4.117), ou seja,

I'(r) = —%TH + NLLI(T)(l — pA)~ 'O} (4.118)
r.(r) = Ni[4p(1 — pA) 'L (r)qr,s(R) + Ly (r)] (4.119)
onde
L'(r)=—(1—@)) v A4L(r/vj)e” B (4.120)
Lir) = (1= @) > v =Awshi(r/vy)e” B0 + CuyTi(rvy)y  (4121)
viTu(r,vy) = Ukl vy K (r /v;) = Vi(r, ) L (r /vy). (4.122)

Para completar a solugdo, as constantes {a,} devem ser encontradas mediante a
resolucao do sistema nao linear de equagoes algébricas definido pelas Eqgs. (4.116) e (4.117),
sendo que uma aproximagao simples (que pode ser eficiente quando o acoplamento radiagao-
conducao nao é muito forte) pode ser obtida com o uso de um procedimento iterativo direto
para solucionar o referido sistema. Assim, fazendo N. — oo (caso conducdo dominante)

nessas equagoes obtém-se

agq = (1 — @)[Og + }1(32 —r2)H]* (4.123)
€
9011 = —2R(1 — @)[Og + %l(RQ —r2)HProH (4.124)

para a = 0,1, ..., M, que podem ser usadas (como sugestao) no lado direito das Eqgs. (4.116)
e (4.117) para que possa ser feita a proxima iteragdo. Entretanto, ha casos onde esta

iteracao simples nao converge, e, assim, como um segundo procedimento iterativo, propoe-se
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o uso do método de Newton. Entao, tomando a como um vetor de K + 1 componentes {ay}

e introduzindo um vetor F(a), pode-se escrever as Eqgs. (4.116) e (4.117) como
F(a) = 0. (4.125)

Assim, a solugao iterativa (usando o método de Newton) da Eq. (4.125) pode ser escrita

como
aj =a; —J '(a;)F(a;), j=0,1,2,.. (4.126)

onde a matriz Jacobiana é
J@a)=|=—F(a) —F(a) ... —F(a)|. (4.127)

Como, segundo observado, a iteracao de Newton é necessaria principalmente para os casos
onde o acoplamento entre os dois modos de transferéncia de calor é forte, usa-se em vez das

Eqgs. (4.123) e (4.124),

o = (1 — @)6; (4.128)

a2a+1 = 0, (4.129)

para o = 0,1, 2, ..., M, como valores iniciais quando N, é pequeno.

4.5.2.1 Resultados Numéricos do Problema Acoplado

Repetindo os procedimentos da aplicacao anterior, define-se inicialmente o esquema
de quadratura {wy, p } pelo mapeamento linear do esquema de quadratura de Gauss-Legendre
no intervalo [0,1]. Entéo usa-se o programa RG da colegao EISPACK [Smith et al., 1976]
para encontrar os autovalores e os autovetores definidos pela Eq. (4.32). E assim, apds no-
tar as Eqgs. (4.35) e (4.36), calculam-se as constantes de separagao e as solugoes elementares
associadas (que podem ser encontradas de forma numérica ou analitica). Para encontrar as

constantes {A;} e {Ay;} usam-se as subrotinas DGECO e DGESL da colegao LINPACK
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[Dongarra et al., 1979] de forma a resolver os sistemas lineares definidos pelas Eqs. (4.39) e

(4.96). Seguindo estes procedimentos, avalia-se todo o necessario para obter as quantidades

[(ra), Ti(ra), T'(ra), T, (ra), e assim resolvem-se as Eqs. (4.116) e (4.117) usando o método

recursivo simples ou o método de Newton para que sejam obtidas as constantes {a;}. Na

implementagao da solugao proposta sao necesséarias as avaliacoes das fungoes U e V' dadas

pelas Eqgs. (4.94) e (4.95). Para isso, mudam-se algumas variaveis e reescrevem-se estas

fungoes na forma

Ui(r,v;) = R*Ey(r/R, R/v;)

e
Vi(r,v;) = R*Gy(r/R, R/v;)
onde
Ex(z,y) = /OI TSk(T)TO(Ty)e_(”C_T)ydT, z € [0,1], y >0,
e

1
Gl y) = / () Ro(ry)e T Ndr, ze[0,1], y> 0.

Sendo [ay, Bk] o intervalo de definigdo da fungao spline (), ou seja,
Sk(z) =0, & [, Bil,
pode-se escrever
Ey(z,y) =0, z<ay,

min{z,B;}
Ex(z,y) = / T%k(T)IO(Ty)e_(gc_T)ydT, T > oy.

k

(4.130)

(4.131)

(4.132)

(4.133)

(4.134)

(4.135)

(4.136)
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De forma semelhante escreve-se

Gi(z,y) =0, x> [, (4.137)

Bk N
Gr(x,y) = / T%k(T)KO(Ty)e_(T_w)ydT, x < B. (4.138)

max{z,o}

Devido a definicao das funcoes splines, neste trabalho foi utilizado um esquema de quadratura
de Gauss-Legendre sobre cada subintervalo [ay, 0] para avaliar as integrais necessérias,
obtendo, desta forma, uma boa precisao mesmo com o uso de esquemas de quadraturas de
ordem muito baixa.

Finalmente destaca-se que nas implementacoes feitas pelo método de Newton, o

método nao foi usado tal como expresso na Eq. (4.126), mas de forma mais eficiente usando
a1 =a; —X; (4.139)

onde x; é a solugao do sistema linear
J(a;)x; = F(a;). (4.140)

Uma vez calculadas as constantes {ay}, pode-se combinar as Eqgs. (4.90) e (4.106) e entao

calcular a distribuicao de temperaturas por
K
O(r) =T(r) + > axl'i(r) (4.141)
k=0

onde I'(r) e I'y(r) sdo dados pelas Egs. (4.107) e (4.108). Continuando, pode-se expressar o

fluxo de calor radiativo (normalizado) por

Qr(1) = = las(r) + Agy(r)] (4.142)

1
N,
ou entao

Q) = (> avtar) + A7), (4.143)
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onde g s(r) é dado pelas Egs. (4.103) e (4.104). Finalmente, uma vez que o fluxo de calor

total é
Q(r)=-H, (4.144)
o fluxo de calor condutivo pode ser calculado por

Qc(r) = Q(T) - QT’(T)‘ (4145)

Para testar a implementacao do algoritmo proposto nesta aplicacao foram conside-
rados os oito casos listados na Tabela 4.5. Como primeiro passo na avaliacao da solugao foram
solucionados os problemas 1-6, que também haviam sido resolvidos por Siewert e Thomas na
Ref. [Siewert e Thomas Jr., 1992] com uso do método Py. Uma vez que para cinco destes seis
problemas encontraram-se exatamente os mesmos resultados numéricos da Ref. [Siewert e
Thomas Jr., 1992], estes nao foram listados aqui; entretanto, surgiram alguns (poucos) digitos
diferentes em relacao ao problema 3, e por este motivo na Tabela 4.6 estao os resultados
encontrados neste trabalho referentes a este problema especifico. Como mencionado por
Siewert e Thomas [Siewert e Thomas Jr., 1992], também notou-se que a iteragao simples
funciona bem com este problema (assim como a de Newton), mas o mesmo nao ocorre
(aqui) com os problemas 7 e 8, sendo que para estes dois problemas usou-se a iteracao de
Newton. Os resultados para os problemas 7 e 8 estao listados na Tabela 4.7 e na Tabela 4.8
respectivamente. Uma vez que o fluxo de calor condutivo é justamente a diferenca entre
o fluxo de calor total e o radiativo e, sendo que o componente condutivo é pequeno para
estes dois casos extremos, foram listados nas Tabelas 4.7 e 4.8 somente a distribuicao de
temperaturas O(r) e os fluxos de calor total Q(r) e radiativo @, (r).

Na resolugao dos problemas apresentados, usou-se tipicamente 60 ordenadas dis-
cretas, 100 fungoes splines e 4 pontos de Gauss (para avaliar as fungoes U e V). Destaca-se
ainda que a implementacao em FORTRAN, sem esforcos especiais, da solucao em ordenadas
discretas proposta aqui leva em torno de 80 segundos em um computador com processador

Pentium 233 MHz com 64 MB de memoria.



Tabela 4.5 — Dados fisicos para problemas testes

problema € p O w R N, H
1 08 02 10 09 10 0.05 1.5
2 09 01 10 09 05 0.05 100
3 09 01 10 09 005 0.0006 4000
4 09 01 10 09 05 0.005 40
5 09 01 10 09 50 0.5 0.4
6 1.0 00 1.0 09 1.0 0.1 1.0
7 08 02 10 09 1.0 0.005 1.5
8 08 02 10 09 1.0 0.0005 1.5

Tabela 4.6 — Temperatura e fluxo de calor para o problema 3

RO Q) Q) Q)
0.0 2.04106 0.0 0.0 0.0
0.1 2.03634 1.90641 8.09359 10.0
0.2 2.02159 4.05548 15.9445 20.0
0.3 1.99494 6.71129 23.2887 30.0
0.4 1.95313 10.1762 29.8238 40.0
0.5 1.89126 14.7951 35.2049 50.0
0.6 1.80264 20.9346 39.0654 60.0
0.7 1.67883 28.9189 41.0811 70.0
0.8 1.51008 38.9137 41.0863 80.0
0.9 1.28655 50.7816 39.2184 90.0
1.0 1.0 64.0005 35.9995 100.0
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Tabela 4.7 — Temperatura e fluxo de calor para o problema, 7

r/R O(r) Qr(r) Q(r)
00  1.02204 0.0 0.0

0.1  1.02202 7.45706(-2)  7.50(-2)
02  1.02195 1.49086(-1)  1.50(-1)
0.3  1.02183  2.23451(-1)  2.25(-1)
04  1.02163 2.97470(-1)  3.00(-1)
05  1.02130  3.70691(-1)  3.75(-1)
0.6  1.02071  4.42059(-1)  4.50(-1)
07  1.01957  5.09081(-1)  5.25(-1)
08  1.01719  5.65843(-1)  6.00(-1)
09  1.01195 5.98335(-1)  6.75(-1)
1.0 1.0 5.73874(-1)  7.50(-1)

Tabela 4.8 — Temperatura e fluxo de calor para o problema 8

r/R - Or) Qr(r) Q(r)
0.0  1.00233 0.0 0.0

0.1  1.00232  7.49644(-2)  7.50(-2)
02  1.00232  1.49928(-1)  1.50(-1)
0.3  1.00231  2.24891(-1)  2.25(-1)
04  1.00230 2.99852(-1)  3.00(-1)
0.5  1.00228  3.74810(-1)  3.75(-1)
0.6  1.00226  4.49763(-1)  4.50(-1)
0.7  1.00223  5.24693(-1)  5.25(-1)
0.8  1.00219  5.99405(-1)  6.00(-1)
0.9  1.00203 6.70886(-1)  6.75(-1)
1.0 1.0 6.90959(-1)  7.50(-1)
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CAPITULO 5

Conclusoes

Nesta tese foram abordados, em geometria cilindrica, dois tépicos de aplicacao da
equacao de Boltzmann em sua forma linearizada: a dinamica de gases rarefeitos e a trans-
feréncia radiativa.

Com relagao a dinamica de gases rarefeitos, primeiramente foram desenvolvidas duas
formas de avaliar numericamente as chamadas fun¢oes de Chapman-Enskog e de Burnett,
sendo que para isso foram usadas inicialmente as splines ciibicas de Hermite juntamente com
o método da colocagao e na segunda proposta, em vista das desvantagens que o método da
colocacao pode ocasionalmente apresentar em relacao a escolha dos pontos de colocacao,
foram usados os bem conhecidos polinomios de Legendre. Com ambas as propostas foram
obtidos os mesmos resultados numéricos e estes concordam com resultados disponiveis na
literatura. Vale lembrar ainda que o tratamento numérico dos componentes k, (¢, c) pre-
sentes na definigao das fungdes de Chapman-Enskog e de Burnett necessita de cuidados
especialmente quando ¢ = ¢, mas como as referidas funcoes também fazem parte da com-
posicao de diferentes equagoes modelo (que contrapoem o dificil tratamento da equagao
linearizada de Boltzmann propriamente dita), este célculo vem a ser de grande utilidade.
Ainda com relacao a dinamica de gases rarefeitos, foi apresentada uma deducao detalhada
da equacao integral baseada no modelo BGK para descrever o fluxo de um gas rarefeito em
um tubo cilindrico, e a relevancia desta deducao esta ligada ao fato de que equacoes integrais
como esta sao consideradas pontos de partida de formas diferenciadas de se tratar proble-
mas da dinamica de gases rarefeitos baseados em formulacoes integrais, ou seja, a partir
delas tem-se trabalhado com métodos numéricos ou alternativamente, usando uma trans-

formacao proposta por Mitsis, na qual a solu¢ao da equagao integral passa a ser relacionada
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aos chamados “pseudo” problemas (exemplificados no Capitulo 2 com a formulagao dos
problemas fluxo de Poiseuille e “creep” térmico) que a exemplo das Refs. [Barichello et al.,
2001] e [Siewert, 2000], foram solucionados de forma eficaz com a aplicacdo da versao refor-
mulada do método de ordenadas discretas.

Problemas em geometria cilindrica relacionados a transferéncia radiativa (ja em
suas “pseudo” formas) foram tratados com base em uma formulagdo geral desenvolvida
também a partir da versao analitica do método de ordenadas discretas, sendo que duas
aplicacoes foram analisadas: problemas envolvendo somente transferéncia radiativa (e neste
caso também foi tratado o caso conservativo) e problemas nao lineares acoplados pelo
modo radiacao-conducao. Contudo, é valido lembrar ainda que esta forma de tratamento
associada a formulagao integral esta restrita aos casos onde é possivel a obtencao dos chama-
dos “pseudo” problemas.

E assim, a partir da metodologia desenvolvida pode-se perceber a versatilidade da
solucao analitica em ordenadas discretas associada a resolucao dos “pseudo” problemas, ja
que sua utilizacao foi vinculada a resolucao de problemas lineares e nao-lineares, aplicada a
diferentes ramos da teoria de transporte de particulas como no caso dos problemas relaciona-
dos a transferéncia radiativa e dos problemas da dinamica de gases rarefeitos. Acredita-se
que este fato se deve a possibilidade de utilizacao de esquemas arbitrarios de quadratura,
bem como ao uso de solucoes elementares na forma analitica ou numérica, que permitem
tratar, por exemplo, casos de autovalores repetidos. Ainda salienta-se que o problema de
autovalores que determina as constantes de separacao mostra-se, no contexto desse trabalho,
bastante simples e pode ser tratado numericamente de forma mais eficiente que o caso de
matrizes tridiagonais simétricas.

Como trabalhos futuros, pretende-se utilizar as funcoes de Chapman-Enskog e de
Burnett no tratamento de equagoes modelo mais complexas, na dinamica de gases rarefeitos,

ou problemas envolvendo a prépria equagao linearizada de Boltzmann.
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ANEXO A

Funcoes Splines

Para definir as splines cubicas de Hermite considera-se primeiramente, de acordo

com a Ref. [Schultz, 1973, M + 1 nés ¢, definidos no intervalo [0, 1] descritos na forma
Co=(a/M)™, a=0,1,..,. M (A1)

sendo que neste trabalho estd-se usando a distribuigdo quadratica (m = 2). Assim, para
expressar uma fungao Y (x) definida no intervalo [0, 1] em termos das fungoes splines escreve-

Y(2) =) aaF o) (A.2)

onde os coeficientes a,, sao constantes e K = 2M + 1. Sendo que ha duas fungoes splines
F o(z) associadas a cada né e que elas estao definidas diferentemente para valores pares e

impares de a [Barichello et al., 2002b], pode-se entao escrever

Fas(r) = ¥s(x) e Fopia(z) = pp() (A.3)

para 3 =0,1,..., M. Usando as defini¢oes

o xr — Cafl
fole) = 7=~ (A.4)
e
galz) = ST (A5)

- Ca—l—l - Ca
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e considerando que as funcoes splines sao nulas fora dos intervalos onde estao definidas,

pode-se escrever as fungoes ) como

vo(z) = g5(x)[3 — 2g0(x)],

fa(@)[3 = 2fa(2)],

Va(z) =
92(2)[3 = 2a()],

paraa=1,2,... M —1, e

Uar(z) = ()3 = 2/fu(2)],

De forma semelhante as fungoes ¢ podem ser reescritas na forma

po(x) = g5 (),

goa(at) _ (1} - (a)fa(x)u

paraa=1,2,.. M —1,e

() = (2 = Cu) fs(2),

T [C07 Cl]a

S [CO;Cl]’ (A.6)

WS [Ca—la Ca]> (A.7)

x € Ka; COHrl]’

v € [Car—1, Curl- (A8)
(A.9)

€ [Ca-1,Cal, (A.10)

< [Com goz—&-l]v

€ [Car—1, Cu)- (A1)

Seguindo ainda a defini¢do das splines cubicas de Hermite [Schultz, 1973] pode-se

calcular os coeficientes da Eq. (A.2) usando

20 = Y ()|0=c, (A.12)
trair () = Y (1) e, (A13)

para a = 0,1, ..., M.



ANEXO B

Calculos Intermediarios

Neste anexo sao mostrados alguns célculos intermediarios necessarios na derivacao da
equagao integral apresentada no Capitulo 3; outros casos seguem derivacao analoga.

Assim, sendo que na Eq. (3.57) tem-se

R 1
X&) = [ [ Wi wmds, B.1)
T -1
a partir da Eq. (3.53) obtém-se

exp{ [wpio(z, 7, 1) — rp] /€
// po(z, 7y 1) (1 — p2)/2 dpdz, (B.2)

ou entao

R U exp{—[zuo(z, 1, r
extr)= [asta) [ LA . ()

Na Eq. (3.58) tem-se

$/L0<$,T, ,u) —TM:P($7Ta 05)7 (B4)

entdo, elevando ao quadrado ambos os lados desta equagao e substituindo (no primeiro

termo) o valor da expressao po(z,r, u) dado pela Eq. (3.31), obtém-se
7 1 2 = o, v, ) = e, 7, @) (B.5)
que devido a transformagao dada pela Eq. (B.4) torna-se

2 —r? + 202 = 2rpfp(z, v, a) + i) = [p(x,r, Q))? (B.6)
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de onde se obtém

2?2 —r? — [p(z,r,a)]?

_ B.7
que pela Eq. (3.59) pode ser reescrito na forma
axr —r
= —. B.8
" b a) (B2)

Derivando-se a equagao anterior com relacao a «, e utilizando ainda a Eq. (3.59),

encontra-se

dp *(x — ar)
doa [p(z,r, )3 (B.9)

1/2

Para reescrever a Eq. (B.3), pode-se calcular a expressao (1 — p?)'/? utilizando a

Eq. (B.8) através da expressao

(a?x? — 2axr + 7’2)] 1/2
p*(z,7, )
.2 . 2,2 2)q1/2
p*(z,r,a) — (a’x 204307"—1—1“)] /
Pz, 7, )
B re? +r? — 2era — oz + 2axr — 7"2] 1/2

p(z, 7, )]

(- = [i-

x(l _ 0z2)1/2

(@ T o) (B.10)

Ja a expressao xpo(z, 7, 1), pode ser obtida usando-se a Eq. (3.31) na composigao do

seguinte calculo

[rpo(,m,p))? = 2% =1 + 0%

= 22 —r*(1—p?)
_ 2 r?z%(1 — a?)
[p(z, 7, )]
— 332{[17(33, r, Oé)]2 - T2(1 B a2)}
[p(x, 7, )]

r?{z? — 2xra + r’a?}

PP
= BaraP (B11)




ou seja
z(r —ra)
l’[llo(ﬂ?,’f‘, ,LL) - p(.l',?“, O{) :
Com os calculos efetuados anteriormente pode-se obter
1 T 1 2%(z — ar)
wpo(w,r, p)(1 — p2)2 da - zlemra) s0-a®) 2 [p(g, 7, )3
p(z,r,a)  plx,r,o)
ou seja
1 du 1
wpo(, 7y p) (1 — p?) 2 da pla,r,a)(1 —a?)l/?2
E assim, finalmente pode-se reescrever a Eq. (B.3) na forma
R 1
exp{—[zpo(z, 1, p) — rul/&}
X = S dad
§ (7"7 5) /T €z (%6) /_1 p(l‘,?“, &)(1 _ a2)1/2 aax,
ou ainda

r U exp{—p(z,7, @
EX(r,§) = /T z5(z,§) /1 p@p’{n O]j)(d _’ a)Q/)f/};do‘dI'
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(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)



