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DINÂMICA DE GASES RAREFEITOS E TRANSFERÊNCIA RADIATIVA:
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por

Patricia Rodrigues

Tese submetida ao Corpo Docente do Programa de Pós-Graduação em Engenharia

Mecânica, PROMEC, da Escola de Engenharia da Universidade Federal do Rio Grande do

Sul, como parte dos requisitos necessários para a obtenção do T́ıtulo de
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Ao meu noivo, Luis Carlos, por estar sempre ao meu lado, dando amor, carinho e

compreensão.

Aos meus pais, Dalmires e Iracema, por incentivarem o gosto pelos estudos e en-

sinarem a nunca desistir, sempre lutar.
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RESUMO

DINÂMICA DE GASES RAREFEITOS E TRANSFERÊNCIA RADIATIVA: APLICAÇÕES

EM GEOMETRIA CILÍNDRICA

Neste trabalho são investigados problemas formulados em geometria ciĺındrica na área da

dinâmica de gases rarefeitos bem como na área de transferência radiativa. Com relação à

dinâmica de gases rarefeitos, primeiramente são abordadas duas formas diferenciadas de

se avaliar numericamente as funções de Chapmann-Enskog e de Burnett, necessárias na

composição de soluções gerais nessa geometria. Em seguida é apresentada a derivação de

uma equação integral baseada no modelo BGK para descrever o fluxo de um gás rarefeito

em um tubo ciĺındrico. Problemas relacionados à transferência radiativa, incluindo o caso

não-linear acoplado radiação-condução, são solucionados com a aplicação de uma versão

reformulada do método de ordenadas discretas, sendo que resultados numéricos relevantes a

estes problemas são também apresentados.
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ABSTRACT

RAREFIED GAS DYNAMICS AND RADIATIVE TRANSFER: APPLICATIONS IN

CYLINDRICAL GEOMETRY

In this work some problems of the general area of the transport theory, in cylindrical ge-

ometry, are investigated. In the field of the rarefied gas dynamics the evaluation of the

Chapman-Enskog and Burnett functions, used in particular solutions of general problems

in cylindrical geometry, are evaluated. A complete derivation of the integral equation for

the BGK model, in cylindrical geometry, is also presented. In addition, linear and nonlinear

problems in radiative transfer in cylindrical geometry are solved based on the use of the in-

tegral equation along with an analytical version of the discrete ordinates method. Numerical

results relevant to all these problems are presented.

Author: Patricia Rodrigues
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CAPÍTULO 1

Introdução

A forma linearizada da equação de Boltzmann tem sido amplamente usada na des-

crição de diversas aplicações. Entre elas destaca-se, neste trabalho, a abordagem de pro-

blemas relacionados à dinâmica de gases rarefeitos e à transferência radiativa, todos eles

formulados em geometria ciĺındrica.

O interesse pelos problemas da dinâmica de gases rarefeitos [Williams, 1971; Cercig-

nani, 1969] tem sido impulsionado, entre outros, pelo desenvolvimento de microssistemas (mi-

croválvulas, microcanais, microssensores, etc.) [Sharipov, 1999a], aplicações na aerodinâmica

[Anderson Jr., 1969; Sharipov e Kalempa, 2003] bem como pelo desenvolvimento de tecnolo-

gias relacionadas a equipamentos de vácuo [Sharipov, 1999b]. Estudos teóricos deste ramo

da teoria de transporte de part́ıculas têm sido desenvolvidos ao longo do tempo basica-

mente de duas maneiras diferenciadas: através da obtenção de soluções provenientes da

equação de Boltzmann propriamente dita [Ohwada e Sone, 1992; Siewert, 2003b; Siewert,

2003a]; ou, então, através do desenvolvimento de soluções obtidas a partir da aplicação de

modelos [Barichello e Siewert, 2003] que visam a simplificar o termo de colisão desta equação

[Cercignani, 1969; Williams, 1971]. No caso de geometria ciĺındrica, uma proposta geral

(pelo menos do ponto de vista teórico) considerando tubos circulares e um operador de co-

lisão intermolecular arbitrário, pode ser encontrada no trabalho de Simons [Simons, 1967],

também discutido por Williams [Williams, 1971]. No referido trabalho, uma proposta de

solução geral da equação de Boltzmann linearizada é apresentada, sendo que certas funções,

que são soluções de uma classe de equações integrais, desempenham papel fundamental nessa

proposta. São as chamadas funções de Chapman-Enskog [Williams, 1971]. Na verdade, estas

funções, bem como as chamadas funções de Burnett [Loyalka e Hickey, 1989], são também
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determinantes na avaliação da viscosidade e condutividade térmica de um gás rarefeito, e,

conseqüentemente, no cálculo do livre caminho médio [Barichello e Siewert, 2003; Siewert

e Sharipov, 2002]. Mais recentemente [Barichello e Siewert, 2003], o uso dessas funções foi

também salientado na derivação de equações modelo provindas da equação de Boltzmann.

Resultados numéricos para as funções de Chapman-Enskog e de Burnett podem ser

encontrados nas Refs. [Loyalka e Hickey, 1989] e [Ohwada e Sone, 1992] e mais recente-

mente na Ref. [Siewert, 2002b]. Entretanto, considerando a existência de certas diferenças

entre alguns desses resultados e visando a desenvolver uma metodologia alternativa, talvez

mais eficiente, aborda-se como ponto inicial neste trabalho o desenvolvimento de uma forma

numérica diferenciada de avaliar essas funções, gerando assim mais uma fonte de dados para

análise e comparação de resultados, bem como uma ferramenta computacional para o es-

tudo futuro de problemas mais complexos de dinâmica de gases rarefeitos que necessitam da

avaliação das funções de Chapman-Enskog e de Burnett.

Por outro lado, seguindo um estilo diferente ao da abordagem proposta por Simons

na Ref. [Simons, 1967] (na qual foi apresentada uma solução para a equação de Boltzmann

linearizada propriamente dita), vários pesquisadores já há muitos anos têm utilizado princi-

palmente o modelo BGK [Bhatnagar et al., 1954] para descrever o núcleo de espalhamento

presente no termo de colisão da equação de Boltzmann linearizada. Como exemplos das

aplicações desse modelo na geometria ciĺındrica podem-se citar, entre outros, os trabalhos

numéricos de Cercignani e Sernagiotto [Cercignani e Sernagiotto, 1966; Cercignani e Serna-

giotto, 1967] nos quais o modelo BGK foi utilizado respectivamente na descrição do fluxo de

Poiseuille (termo usado para descrever o movimento de um gás que sofre a influência de um

gradiente de pressão) e na descrição do fluxo de Couette (que descreve o movimento de um

gás entre corpos que se movem); o trabalho de Ferziger [Ferziger, 1967] onde o problema do

fluxo de Poiseuille já investigado de forma numérica por Cercignani e Sernagiotto foi desta vez

analisado analiticamente. Também como exemplos da aplicação do modelo BGK em geome-

tria ciĺındrica, cita-se o trabalho de Valougeorgis e Thomas Jr. [Valougeorgis e Thomas Jr.,

1986] no qual o método FN foi utilizado no cálculo de resultados numéricos para o problema

do fluxo de Poiseuille e para o problema “creep” térmico (que descreve um efeito de superf́ıcie

que surge quando há um gradiente de temperatura que faz com que o gás se movimente com

relação à parede fixa), o trabalho de Sharipov e Kremer [Sharipov e Kremer, 1996] em que foi
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calculado numericamente o fluxo de Couette entre dois cilindros em rotação (com velocidades

diferentes) para uma grande variação do número de Knudsen (parâmetro relacionado ao es-

tado de rarefação do gás), e ainda o trabalho de Siewert [Siewert, 2000] no qual foram

tratados em geometria ciĺındrica os problemas fluxo de Poiseuille e “creep” térmico. Traba-

lhos mais recentes em geometria ciĺındrica também enfocam a caracterização e utilização de

outros modelos, como é o caso da Ref. [Sharipov, 2003], onde o modelo S [Sharipov e Se-

leznev, 1998] foi utilizado no tratamento dos já mencionados problemas fluxo de Poiseuille

e “creep” térmico.

Exceto pelas referências acima relacionadas aos trabalhos de Sharipov e co-autores,

todas as demais tratam os problemas em geometria ciĺındrica através da equação integral

associada, e, assim, diferentes abordagens voltadas à resolução desta classe de equações têm

sido propostas, algumas delas baseadas em métodos numéricos [Cercignani e Sernagiotto,

1966], ou alternativamente usando uma transformação apresentada por Mitsis [Mitsis, 1963]

e generalizada na Ref. [Siewert e Thomas Jr., 1984] sendo que desta forma a solução da

equação integral passa, então, a ser relacionada aos chamados “pseudo” problemas que re-

duzem os problemas formulados em geometria ciĺındrica (ou mesmo em geometria esférica)

a problemas definidos em termos das variáveis da geometria plana, que, conseqüentemente,

tornam-se mais fáceis de serem resolvidos do que suas formulações originais.

Assim, a segunda proposta a ser apresentada neste trabalho, visando a usar a abor-

dagem da equação integral baseada no modelo BGK como forma de descrever o fluxo de um

gás rarefeito em um tubo ciĺındrico, está voltada a uma dedução detalhada desta equação

[Barichello et al., 2002a] enfatizando a inclusão de um termo de fonte não homogêneo geral

na equação de balanço e um termo não homogêneo geral na condição de contorno do modelo

considerado e, ainda, como um caso especial, destaca-se também, nesta mesma derivação a

formulação da equação integral para o caso de reflexão especular na superf́ıcie do tubo.

Como forma de solucionar os “pseudo” problemas obtidos pela formulação inte-

gral a partir da aplicação da transformação proposta por Mitsis [Mitsis, 1963], recente-

mente Barichello e Siewert [Barichello e Siewert, 1999a] desenvolveram uma reformulação do

método de ordenadas discretas que, entre outras aplicações, também tem sido utilizada na

resolução de problemas da dinâmica de gases rarefeitos. Nesta nova versão do método de or-

denadas discretas, diferentemente do que foi feito por Chandrasekhar [Chandrasekhar, 1960],
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as constantes de separação são calculadas a partir de problemas de autovalores, e esquemas

de quadratura mais arbitrários podem ser usados. Entre as primeiras aplicações na área da

dinâmica de gases rarefeitos com essa nova abordagem, destaca-se a Ref. [Barichello e Siew-

ert, 1999b], em que Barichello e Siewert apresentaram uma solução em ordenadas discretas

baseada em um esquema de quadratura do tipo “half-range” (que reduz a ordem do sistema

e simplifica o problema de autovalores a ser resolvido) para o fluxo de Poiseuille descrito

de acordo com o modelo BGK, sendo que nesta abordagem as constantes de separação po-

dem ser encontradas como autovalores de um tipo especial de matriz na forma diagonal mais

uma matriz de posto um. Em continuidade a este trabalho, a solução em ordenadas discretas

apresentada por Barichello e Siewert [Barichello e Siewert, 1999b] foi reavaliada [Rodrigues,

1998], sendo que a implementação computacional da solução desta vez foi elaborada através

do uso de rotinas espećıficas para o problema de autovalores simplificado, e, além disso,

foram introduzidos estudos aos problemas da dinâmica de gases rarefeitos em meio semi-

infinito através da investigação dos problemas sugeridos por Loyalka, Petrellis e Storvick

na Ref. [Loyalka et al., 1975]. Ainda na Ref. [Rodrigues, 1998] foi apresentada, tanto

para o problema de domı́nio finito como para os de domı́nio semi-infinito, uma solução em

ordenadas discretas com duas abordagens diferenciadas, uma avaliando analiticamente as

soluções elementares e outra numericamente. Também, como conseqüência da nova versão

do método de ordenadas discretas em geometria plana, foram resolvidos de uma maneira

unificada [Barichello et al., 2001] alguns problemas clássicos da dinâmica de gases rarefeitos

baseados no modelo BGK, em particular, foram solucionados os problemas “creep” térmico

e “viscous-slip” para o caso semi-infinito, enquanto que os problemas fluxo de Poiseuille,

fluxo de Couette e também “creep” térmico foram resolvidos com uma grande variação do

número de Knudsen. A nova versão do método de ordenadas discretas também foi testada

nos problemas da dinâmica de gases rarefeitos em coordenadas ciĺındricas (também baseados

no modelo BGK), e nesse caso destacam-se as Refs. [Siewert, 2000] e [Camargo et al., 2000],

nas quais foram solucionados alguns problemas clássicos tais como o fluxo de Poiseuille e

“creep” térmico com o uso de esquemas de quadratura diferentes.

Tendo-se já trabalhado em geometria ciĺındrica e com base nos bons resultados obti-

dos com a aplicação do método de ordenadas discretas nos problemas associados à dinâmica

de gases rarefeitos, surgiu o interesse em investigar alguns problemas mais complexos for-
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mulados também em geometria ciĺındrica, só que desta vez em outras áreas da teoria de

transporte de part́ıculas, mantendo-se ainda a proposta de aplicação do método de orde-

nadas discretas.

Para compor, portanto, a terceira proposta deste trabalho, aborda-se inicialmente

problemas lineares de transferência radiativa em geometria ciĺındrica, apresentando uma

solução geral em ordenadas discretas juntamente com uma solução particular associada, con-

templando inclusive o caso conservativo [Rodrigues e Barichello, 2003]. Sabendo também

que o estudo de problemas acoplados de radiação e condução [Özışık, 1973; Modest, 1993]

é de grande interesse das aplicações da engenharia [Viskanta e Anderson, 1975] passou-

se a investigar esta área que, segundo Andre e Degiovanni [Andre e Degiovanni, 1995],

Banoczi e Kelley [Banoczi e Kelley, 1998], Klar e Siedow [Klar e Siedow, 1998] e Wang

et al. [Wang et al., 2002], está relacionada com o comportamento térmico de materiais

isolantes e de materiais semi-transparentes tais como vidros, poĺımeros e papéis. Cons-

ta na literatura que esta classe de problemas relacionada à transferência de calor pelo

modo acoplado radiação-condução vem sendo investigada há várias décadas. Como exemplo

tem-se que no ano de 1965, Viskanta [Viskanta, 1965] estudou problemas de transferência

de calor por radiação-condução em estado estacionário com espalhamento isotrópico, usando

uma solução iterativa para a forma integral da equação de transferência. Em 1972, Lii e

Özışık resolveram um problema de radiação-condução transiente [Lii e Özışık, 1972] apli-

cando uma técnica de expansão desenvolvida por K. M. Case [Case e Zweifel, 1967] para

resolver a equação de transferência em uma placa com fronteiras refletoras.

Dando continuidade à evolução histórica dos estudos de alguns problemas acoplados

de radiação e condução, citam-se os trabalhos de Siewert e Thomas [Siewert e Thomas Jr.,

1991a; Siewert e Thomas Jr., 1991b; Siewert e Thomas Jr., 1992] que empregaram uma

versão estável do método PN , também conhecido como método dos harmônicos esféricos,

juntamente com as splines cúbicas de Hermite na obtenção de uma técnica iterativa para

solucionar uma classe de problemas em estado estacionário, não lineares, formulados por

Özışık [Özışık, 1973], com relação à transferência de calor pelo modo acoplado de radiação e

condução em geometria esférica e ciĺındrica. Ainda em 1991, Li e Özışık [Li e Özışık, 1991]

usaram o método de diferenças finitas em combinação com o método de ordenadas discretas

para estudar a transferência de calor pelo modo acoplado de radiação e condução (estado
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estacionário) em um cilindro sólido com espalhamento anisotrópico.

Nos consecutivos anos de 1992 e 1993, Spuckler and Siegel [Spuckler e Siegel, 1992;

Spuckler e Siegel, 1993] aplicaram o método de diferenças finitas e as funções de Green para

resolver problemas (estado estacionário) de transferência de calor por radiação-condução em

placas semitransparentes unidimensionais. Depois, em 1995, Siewert introduziu neste campo

de problemas acoplados de transferência de calor (em geometria plana) um método iterativo

[Siewert, 1995], baseado no método de Newton, com o qual obteve soluções computacional-

mente mais eficientes. Neste mesmo ano, Andre e Degiovanni [Andre e Degiovanni, 1995]

estudaram a transferência de calor transiente pelo modo acoplado de radiação e condução em

vidros. Em 1996, Sakami, Charette e Le Dez [Sakami et al., 1996] aplicaram o método de

ordenadas discretas para determinar a intensidade radiativa e a distribuição de temperatura

em um meio semi-transparente pelo modo acoplado de radiação e condução em geometria bi-

dimensional. Ainda, Saldanha da Gama [Saldanha da Gama, 1996] desenvolveu um trabalho

de simulação numérica para o processo de transferência de calor por radiação-condução em

um cilindro não-convexo, e Ruperti, Raynaud e Sacadura [Ruperti et al., 1996] estudaram

um problema inverso de transferência de calor por radiação-condução objetivando estimar

temperaturas e fluxos na superf́ıcie de uma placa semitransparente através de medições

simuladas de temperatura transiente. A forma transiente de transferência de calor pelo

modo acoplado de radiação-condução foi investigada também por Hahn et al. [Hahn et al.,

1997], que, no ano de 1997, desenvolveram um modelo para determinação da difusividade

térmica de materiais cerâmicos usando o método “flash” com laser, que, segundo eles, até

então não havia sido aplicado a materiais que, além de absorverem e emitirem, também

pudessem espalhar radiação.

No ano de 1998 Andre e Degiovanni [Andre e Degiovanni, 1998] resolveram ana-

liticamente um problema de transferência de energia transiente unidimensional pelo modo

acoplado de radiação e condução em meio finito com a aproximação “two-flux” e usando a

transformada de Laplace. Em 1999, Vargas e de Vilhena [Vargas e de Vilhena, 1999] de-

senvolveram uma solução em forma fechada para um problema acoplado de transferência

de calor por radiação-condução em uma placa, usando o método LTSN , apresentando

simulações numéricas com a formulação LTS2, e Tan et al. [Tan et al., 1999] trabalharam

com a transferência transiente de calor pelo modo acoplado de condução-radiação em um
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meio participante (emite, absorve e espalha radiação). No ano 2000, Lazard et al. [Lazard

et al., 2000] criaram um modelo anaĺıtico para estimar parâmetros em problemas de trans-

ferência de calor por radiação-condução, e Anteby et al. [Anteby et al., 2000] desenvolveram

um código computacional numérico para calcular a transferência de calor transiente pelo

modo acoplado radiação-condução em um cilindro de material semitransparente com pro-

priedades térmicas dependentes da temperatura. Liu e Tan [Liu e Tan, 2001] analisaram

numericamente, em 2001, a transferência de calor transiente por radiação-condução em uma

placa semitransparente unidimensional e o processo transiente de transferência de calor por

radiação-condução em um cilindro, empregando o método de ordenadas discretas para re-

solver a equação de transferência radiativa e um esquema impĺıcito para tratar a equação de

energia, enquanto que Lazard et al. [Lazard et al., 2001] investigaram a transferência de calor

transiente acoplada por radiação-condução em uma placa com espalhamento anisotrópico.

Demonstrando que o interesse pelos problemas de transferência de calor pelo modo

acoplado radiação-condução continua a crescer, destacam-se, no ano de 2002, os trabalhos

de Thomas Götz [Götz, 2002], que utilizou o método das diferenças finitas impĺıcito para

computar a transferência de calor acoplada pela forma radiação-condução em meio semitrans-

parente, de Park e Lee [Park e Lee, 2002], que empregaram a aproximação S4 na resolução de

um problema inverso de radiação buscando determinar a intensidade (dependente do tempo)

de uma fonte de calor que simula chamas de um forno usando medições de temperatura

em um meio participante tridimensional onde radiação-condução ocorrem simultaneamente,

de Liu [Liu, 2002], que analisou o acoplamento transiente de radiação-condução em cilin-

dros semitransparentes infinitos cujo termo de fonte de calor radiativo foi calculado pelos

coeficientes de transferência radiativa e a equação de energia foi resolvida pelo método de

diferenças finitas impĺıcito, assim como o trabalho de Hendi e Abulwafa [Hendi e Abul-

wafa, 2002] que consideraram um meio esférico de espalhamento anisotrópico com fronteiras

de temperatura constante e reflexão difusa, em que o método de Galerkin foi usado para

resolver o problema de transferência radiativa enquanto que um método iterativo foi usado

para solucionar a relação não linear entre a equação de transferência radiativa e a equação de

energia.

Cabe salientar, ainda, que questões de existência e unicidade para esses problemas

também já foram estudadas [Kelley, 1996] no caso de geometria plana. Um outro aspecto
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a ser ressaltado é que devido às complicações computacionais e matemáticas encontradas

nesta classe de problemas de transferência de calor não lineares acoplados, é importante

que se tenha um algoritmo eficiente e preciso que auxilie a obtenção de uma solução sa-

tisfatória. Estes aspectos de eficiência e precisão são ainda mais significantes quando, por

exemplo, métodos baseados em iterações são usados na investigação de problemas inversos

de transferência de calor acoplados [Silva Neto e Özışık, 1993; Özışık e Orlande, 2000].

Neste sentido, a solução geral em ordenadas discretas (baseada na formulação

apresentada por Barichello e Siewert [Barichello e Siewert, 1999a]) para os problemas de

transferência radiativa em geometria ciĺındrica foi proposta de tal forma que também fosse

posśıvel abranger o caso não-linear acoplado de radiação-condução [Barichello et al., 2002b],

solução esta desenvolvida também em conjunto com as splines cúbicas de Hermite [Schultz,

1973] e o método de Newton.

Dessa forma, para compor este trabalho, propõem-se no Caṕıtulo 2, com o intuito

de tratar futuramente problemas mais gerais em geometria ciĺındrica e também explorar

diferentes equações modelo na dinâmica de gases rarefeitos, duas formas diferenciadas de

avaliar numericamente as chamadas funções de Chapman-Enskog e de Burnett, e ainda

com relação aos problemas da dinâmica de gases rarefeitos apresenta-se no Caṕıtulo 3 a

formulação da equação integral para descrever o fluxo de um gás rarefeito em um tubo

ciĺındrico. No Caṕıtulo 4, no qual também é utilizada a geometria ciĺındrica, propõe-se o

desenvolvimento de uma formulação geral baseada no uso do método de ordenadas discretas

para tratar aplicações primeiramente voltadas à resolução de problemas de transferência de

calor unicamente na forma radiativa e posteriormente no enfoque de problemas não lineares

de transferência de calor pelo modo acoplado de radiação-condução. Finalmente, conclusões

com relação aos assuntos abordados aqui são apresentadas no Caṕıtulo 5.



CAPÍTULO 2

Avaliação das Funções de Chapman-Enskog e de Burnett

Em um trabalho enfocando o tratamento teórico da equação de Boltzmann descrita

em geometria ciĺındrica, Simons [Simons, 1967] propôs uma solução geral para a equação de

Boltzmann linearizada, na qual foram empregadas as chamadas funções de Chapman-Enskog.

Na Ref. [Williams, 1971] o trabalho de Simons é mencionado e estas mesmas funções recebem

um maior destaque, sendo definidas e posteriormente usadas na determinação da viscosidade

e da condutividade térmica de gases rarefeitos. As funções de Chapman-Enskog bem como

as chamadas funções de Burnett podem também ser encontradas na Ref. [Barichello e

Siewert, 2003] em meio à obtenção de equações modelo derivadas da equação de Boltzmann.

Considerando que a avaliação numérica dessas funções requer um trabalho computacional

intenso e visando a sua utilização em aplicações de problemas em geometria ciĺındrica mais

gerais, bem como nas aplicações já mencionadas acima, neste caṕıtulo apresentam-se duas

formas diferenciadas de avaliação das referidas funções. Assim, considera-se inicialmente

a equação linearizada de Boltzmann escrita segundo o modelo de esferas ŕıgidas [Pekeris e

Alterman, 1957] na forma

cµ
∂

∂τ
h(τ, c) = εL{h}(τ, c) (2.1)

onde

L{h}(τ, c) = −ν(c)h(τ, c) +

∫ ∞

0

∫ 1

−1

∫ 2π

0

e−c′2
h(τ, c′)K(c′, c)c′2dχ′dµ′dc′. (2.2)
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Aqui o núcleo de espalhamento é escrito segundo Pekeris e Alterman [Pekeris e Alterman,

1957] na forma

K(c′, c) =
1

4π

∞∑
n=0

n∑
m=0

(2n+ 1)(2− δ0,m)Pm
n (µ′)Pm

n (µ)kn(c′, c) cosm(χ′ − χ) (2.3)

sendo que as funções normalizadas de Legendre são dadas por

Pm
n (µ) =

[(n−m)!

(n+m)!

]1/2

(1− µ2)m/2 d
m

dµm
Pn(µ), n ≥ m, (2.4)

onde Pn(µ) denota os polinômios usuais de Legendre para os quais∫ 1

−1

Pm
n (µ)Pm

n′ (µ)dµ =
( 2

2n+ 1

)
δn,n′ (2.5)

onde δi,j é o delta de Kronecker. Ainda

ε = σ2
0n0π

1/2l, (2.6)

sendo que l é o livre caminho médio, n0 é a densidade e σ0 é o diâmetro de colisão das

part́ıculas de gás. A variável espacial τ é escrita adimensionalmente em termos do livre

caminho médio l e c(2kT0/m0)
1/2 é a magnitude da velocidade da part́ıcula. Tem-se também

que k é a constante de Boltzmann, m0 é a massa da part́ıcula de gás, T0 é uma temperatura

de referência conveniente [Siewert, 2003a] e que a função desconhecida h(τ, c) na Eq. (2.1)

é uma perturbação da função de distribuição Maxweliana [Barichello e Siewert, 2003]

f0(c) = n0[m0/(2πkT0)]
3/2e−c2 . (2.7)

Continuando, tem-se que os termos kn(c′, c) na Eq. (2.3) são os componentes da expansão

do núcleo de espalhamento K(c′, c) [Pekeris e Alterman, 1957],

ν(c) =
2c2 + 1

c

∫ c

0

e−x2

dx+ e−c2 (2.8)

é a “freqüência de colisão”, e, ainda, que as coordenadas esféricas (c, arccosµ, χ) definem

(adimensionalmente) o vetor velocidade c.

Embora o núcleo de espalhamento definido por Pekeris e Alterman [Pekeris e Alter-

man, 1957], baseado no modelo de esferas ŕıgidas, contenha os componentes kn(c′, c) requeri-
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dos para todo n, na próxima seção, durante a determinação de soluções para as funções de

Chapman-Enskog e de Burnett, somente serão usados n = 0, 1, 2 e 3, cujas formas exatas

(nas quais, em geral, kn(c′, c) = kn(c, c′)) podem ser escritas para c′ < c [Pekeris e Alterman,

1957; Loyalka e Hickey, 1989] como

−(1/2)c′ck0(c
′, c) = (2/3)c′3 + 2c′c2 − 4H(c′), (2.9)

−(1/2)c′2c2k1(c
′, c) = (2/15)c′5 − 4c′ − (2/3)c′3c2 − 4(c′2 − 1)H(c′), (2.10)

−(1/2)c′3c3k2(c
′, c) = a2(c

′, c) + b2(c
′, c)H(c′) (2.11)

e

−(1/2)c′4c4k3(c
′, c) = a3(c

′, c) + b3(c
′, c)H(c′) (2.12)

onde

a2(c
′, c) = (2/35)c′7 − 3c′3 + 18c′ − [(2/15)c′5 − 3c′]c2, (2.13)

b2(c
′, c) = −6c′4 + 15c′2 − 18 + [2c′2 − 3]c2, (2.14)

a3(c
′, c) = (2/63)c′9 − 5c′5 + 20c′3 − 150c′ − [(2/35)c′7 − c′3 + 30c′]c2, (2.15)

b3(c
′, c) = −10c′6 + 45c′4 − 120c′2 + 150 + [6c′4 − 21c′2 + 30]c2 (2.16)

e

H(c) = ec2
∫ c

0

e−x2

dx. (2.17)

Pela literatura, pode-se perceber que o livre caminho médio tem sido definido em

termos da viscosidade quando a aplicação está relacionada a problemas de determinação de

fluxos (tais como o Problema do Fluxo de Poiseuille), ou, então, em termos da condutividade
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térmica quando se trata de problemas de fluxo de calor (tais como o Problema “Creep”

Térmico). Assim, como discutido nas Refs. [Pekeris e Alterman, 1957], [Loyalka e Hickey,

1989], [Barichello e Siewert, 2003] e [Siewert e Sharipov, 2002], se o livre caminho médio for

definido em termos da viscosidade, isto é,

l = lp =
µ∗
p0

(2kT0

m0

)1/2

, (2.18)

onde µ∗ é a viscosidade e p0 = n0kT0, tem-se para o modelo de esferas ŕıgidas

µ∗ =
8(2m0kT0)

1/2

15πσ2
0

∫ ∞

0

e−c2b(c)c6dc, (2.19)

e, assim, pode-se usar na Eq. (2.1)

ε = εp =
16

15
π−1/2

∫ ∞

0

e−c2b(c)c6dc (2.20)

sendo que a função b(c) é solução da equação de Chapman-Enskog para a viscosidade

(definida na próxima seção). Por outro lado, se o livre caminho médio estiver baseado

na condutividade térmica, tem-se

l = lt =
4λ∗
5n0k

( m0

2kT0

)1/2

, (2.21)

onde λ∗ é a condutividade térmica, que, de acordo com o modelo de esferas ŕıgidas, pode ser

expressa na forma

λ∗ =
4k(2kT0/m0)

1/2

3πσ2
0

∫ ∞

0

e−c2a(c)c6dc, (2.22)

e, assim, tem-se

ε = εt =
16

15
π−1/2

∫ ∞

0

e−c2a(c)c6dc (2.23)

sendo que a função a(c) é solução da equação de Chapman-Enskog para a condutividade

térmica (também definida na próxima seção).

Além de se fazerem presentes na determinação do livre caminho médio, definido em

termos da viscosidade ou da condutividade térmica, as funções de Chapman-Enskog b(c) e

a(c) são também usadas na determinação de soluções lineares na variável espacial para a
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Eq. (2.1), a saber [Barichello e Siewert, 2003]

h(τ, c) = c(1− µ2)1/2cosχ[ετ − µcb(c)], (2.24)

h(τ, c) = c(1− µ2)1/2senχ[ετ − µcb(c)], (2.25)

e, ainda,

h(τ, c) = (c2 − 5/2)ετ − µca(c), (2.26)

que juntamente com outras cinco soluções exatas (estas outras independentes da parte es-

pacial) totalizam oito soluções linearmente independentes referentes à Eq. (2.1), usadas

na determinação de núcleos sintéticos, denotados na Ref. [Barichello e Siewert, 2003] por

F (c′, c), que têm sido utilizados para aproximar o núcleo exato K(c′, c) apresentado aqui

na Eq. (2.3), determinando modelos como o CES e CEBS [Barichello e Siewert, 2003].

A definição dos chamados núcleos sintéticos baseia-se (em termos gerais), além do

truncamento do somatório de ı́ndice n da Eq. (2.3), na determinação de núcleos separáveis,

sendo que N = 2 caracteriza o Modelo CES, enquanto que N = 3 caracteriza o modelo CEBS

[Barichello e Siewert, 2003]. Este último modelo (CEBS) está relacionado com a resolução da

equação de Boltzmann não homogênea, cuja solução particular é dada em termos das já

mencionadas funções de Chapman-Enskog para a viscosidade b(c) e condutividade térmica

a(c), bem como das funções de Burnett [Simons, 1967; Williams, 1971], chamadas de primeira

e segunda função de Burnett nas Refs. [Loyalka e Hickey, 1989] e [Barichello e Siewert, 2003]

e denotadas aqui respectivamente por d(c) e e(c).

Tendo mencionado algumas situações que envolvem o uso das funções de Chapman-

Enskog e das funções de Burnett, passa-se agora a propor uma notação padrão para cumprir

o objetivo deste caṕıtulo que é o de definir e posteriormente solucionar estas referidas funções.

2.1 Definição das Funções de Chapman-Enskog e de Burnett

A classe geral das funções a serem solucionadas neste caṕıtulo pode ser escrita na
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forma [Siewert, 2002b; Barichello et al., 2003]

£n{f}(c) = r(c), c ∈ [0,∞) (2.27)

com r(c) dado, e com

£n{f}(c) = ν(c)f(c)−
∫ ∞

0

e−c′2
f(c′)kn(c′, c)c′2dc′, (2.28)

onde, assim como na seção anterior, ν(c) é a “freqüência de colisão” dada pela Eq. (2.8) e as

funções kn(c′, c) são os componentes da expansão do núcleo de espalhamento do modelo de

esferas ŕıgidas de Pekeris-Alterman [Pekeris e Alterman, 1957] dados pelas Eqs. (2.9)-(2.16).

Buscando conservar massa, momento e energia, o núcleo K(c′, c) dado pela

Eq. (2.3) deve ser tal que

ν(c)S(c, µ, χ) =

∫ ∞

0

∫ 1

−1

∫ 2π

0

e−c′2
S(c′, µ′, χ′)K(c′, c)c′2dχ′dµ′dc′, (2.29)

onde

S(c, µ, χ) =



1

cµ

c(1− µ2)1/2cosχ

c(1− µ2)1/2senχ

c2


. (2.30)

Pela Eq. (2.3), tem-se que a Eq. (2.29) satisfaz somente três condições:

ν(c) =

∫ ∞

0

e−c′2
k0(c

′, c)c′2dc′, (2.31)

ν(c)c =

∫ ∞

0

e−c′2
k1(c

′, c)c′3dc′ (2.32)

e

ν(c)c2 =

∫ ∞

0

e−c′2
k0(c

′, c)c′4dc′. (2.33)

Como essas últimas equações mostram que a versão homogênea da Eq. (2.27) possui
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soluções para n = 0 e 1, pode-se listar condições de solvabilidade (conseqüências de uma

manifestação da Alternativa de Fredholm)∫ ∞

0

e−c2r(c)c2dc = 0, n = 0, (2.34)

∫ ∞

0

e−c2r(c)c4dc = 0, n = 0, (2.35)

e ∫ ∞

0

e−c2r(c)c3dc = 0, n = 1, (2.36)

que devem ser satisfeitas para esses dois casos (n = 0 e 1).

Usando a notação geral introduzida na Eq. (2.27), os casos espećıficos abordados

aqui podem ser escritos como

£2{c2b}(c) = c2 (2.37)

que representa a Equação de Chapman-Enskog para viscosidade,

£1{ca}(c) = c(c2 − 5/2) (2.38)

com a condição de normalização [Williams, 1971]∫ ∞

0

e−c2a(c)c4dc = 0 (2.39)

que simboliza a Equação de Chapman-Enskog para condutividade térmica, e ainda as duas

Equações de Burnett [Loyalka e Hickey, 1989] que podem ser escritas na forma

£1{c3d}(c) = 2c3b(c)− 5cεp, (2.40)

com a condição de normalização ∫ ∞

0

e−c2d(c)c6dc = 0, (2.41)
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e

£3{c3e}(c) = 2c3b(c), (2.42)

sendo εp dado pela Eq. (2.20).

A partir de agora, propõe-se o desenvolvimento de duas formas diferenciadas de

solucionar as funções de Chapman-Enskog e de Burnett, sendo que na primeira abordagem

reproduz-se aqui a formulação desenvolvida por Siewert na Ref. [Siewert, 2002b] pelo fato de

que os resultados numéricos do referido trabalho (que envolvem as splines cúbicas de Hermite

também usadas aqui no Caṕıtulo 3) foram realmente verificados durante o desenvolvimento

desta tese, servindo como experiência computacional para que fosse, então, desenvolvida

uma nova proposta de solução para as funções de Chapman-Enskog e de Burnett, desta vez,

usando uma expansão em termos dos Polinômios de Legendre [Barichello et al., 2003].

2.2 Uma Expansão em Splines Cúbicas de Hermite

Tendo como referência o intervalo [0, 1] onde as splines cúbicas de Hermite [veja

Anexo A] estão definidas, introduz-se as variáveis

u(c) = e−c e u′(c′) = e−c′
, (2.43)

e, assim, reescreve-se o problema geral, dado pela Eq. (2.27), na forma

ν(− lnu)f(−lnu)−
∫ 1

0

f(− lnu′)kn(− lnu′,− lnu)J(u′)du′ = r(− lnu) (2.44)

para u ∈ [0, 1], onde

J(u) = (1/u)(lnu)2e−(lnu)2 . (2.45)

Introduzindo a representação em splines [Anexo A]

f(− lnu) =
K∑

k=0

akFk(u) (2.46)
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na Eq. (2.44), obtém-se

K∑
k=0

ak[ν(− lnu)Fk(u)− Uk(u)− Vk(u)] = r(− lnu) (2.47)

onde

Uk(u) =

∫ u

0

Fk(u
′)kn(− lnu′,− lnu)J(u′)du′ (2.48)

e

Vk(u) =

∫ 1

u

Fk(u
′)kn(− lnu′,− lnu)J(u′)du′. (2.49)

Usando o método da colocação propõe-se avaliar a Eq. (2.47) nos pontos (de colocação)

uk = (k/K)2, k = 0, 1, ..., K, (2.50)

e, conseqüentemente, resolver o sistema de equações algébricas resultante, objetivando en-

contrar os coeficientes {ak}. Finalmente, após usar a Eq. (2.46), substituindo a referida

aproximação no termo integral da Eq. (2.44), obtém-se o resultado pós-processado

f(c) = {r(c) +
K∑

k=0

ak[Uk(e
−c) + Vk(e

−c)]}/ν(c) (2.51)

válido para todo c. Tendo já definido toda a estrutura para o cálculo proposto nesta seção,

passa-se agora a comentar importantes aspectos relevantes ao cálculo das funções U e V .

Considerando [αk, βk] o intervalo de definição da função spline Fk(x), ou seja,

Fk(x) = 0, x 6∈ [αk, βk], (2.52)

pode-se, então, escrever

Uk(u) = 0, u ≤ αk, (2.53)

e

Uk(u) =

∫ min{u,βk}

αk

Fk(u
′)kn(− lnu′,− lnu)J(u′)du′, u > αk. (2.54)



30

De forma semelhante, escreve-se

Vk(u) = 0, u ≥ βk, (2.55)

e

Vk(u) =

∫ βk

max{u,αk}
Fk(u

′)kn(− lnu′,− lnu)J(u′)du′, u < βk. (2.56)

Como as funções splines têm definições diferentes em cada um dos subintervalos [αk, βk],

propõe-se, com o intuito de avaliar as integrais requeridas, o uso do esquema de quadratura

de Gauss-Legendre sobre cada um desses subintervalos. Assim, bons resultados podem ser

obtidos para as funções U e V , mesmo usando um esquema de quadratura de ordem bem

baixa, e este fato torna esta proposta [Siewert, 2002b] eficiente tanto quanto precisa.

2.3 Uma Expansão em Polinômios de Legendre

Inicia-se esta seção expressando uma solução em polinômios de Legendre (aproxi-

mada) para a Eq. (2.27), na forma [Barichello et al., 2003]

f(c) =
K∑

k=0

akPk(2e
−c − 1), (2.57)

sendo que as constantes {ak} devem ser determinadas. Expansões como essa também foram

usadas nas Refs. [Siewert, 2003a] e [Siewert, 2003b], na solução de vários problemas da

dinâmica de gases rarefeitos relacionados com a equação de Boltzmann linearizada e com

a lei de interação baseada no modelo de esferas ŕıgidas. Para calcular os coeficientes {ak}

necessários na Eq. (2.57), substitui-se a Eq. (2.57) na Eq. (2.27), multiplica-se a equação re-

sultante por

W(c) = PT (c)c2e−c2 , (2.58)

onde o superescrito T denota a operação transposta e

P(c) = [P0(2e
−c − 1), P1(2e

−c − 1), ..., PK(2e−c − 1)], (2.59)
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e integra-se para todo c, de onde se obtém o seguinte sistema de equações algébricas lineares

(S−Mn)V = R. (2.60)

Aqui, o vetor V contém as constantes {ak},

S =

∫ ∞

0

e−c2PT (c)P(c)ν(c)c2dc, (2.61)

R =

∫ ∞

0

e−c2PT (c)r(c)c2dc, (2.62)

e

Mn =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−c2e−c′2
PT (c)P(c′)kn(c′, c)c2c′2dc′dc. (2.63)

Sendo que as funções kn(c′, c) são tais que kn(c′, c) = kn(c, c′) para c′ < c, pode-se observar

que as matrizes Mn são simétricas, e, portanto, o trabalho numérico requerido para avaliar

essas matrizes torna-se reduzido.

Tendo-se resolvido o sistema linear dado pela Eq. (2.60), uma primeira solução pode

ser dada pela Eq. (2.57), porém um resultado aperfeiçoado por um pós processamento pode

ser obtido usando-se a Eq. (2.57) na Eq. (2.27), ou seja,

f(c) = [r(c) +
K∑

k=0

akIk(c)]/ν(c) (2.64)

onde

Ik(c) =

∫ ∞

0

e−c′2
Pk(2e

−c′ − 1)kn(c′, c)c′2dc′. (2.65)

2.4 Resultados Numéricos

Neste caṕıtulo, foram apresentadas duas formas diferenciadas de se avaliar as equações

de Chapman-Enskog para a viscosidade e condutividade térmica, bem como de se avaliar as

equações de Burnett.
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Na primeira abordagem [Siewert, 2002b], foram usadas as splines cúbicas de Her-

mite e o método da colocação, sendo necessária somente a indicação de dois parâmetros:

o número de nós M + 1 e a ordem ℵ do esquema de quadratura de Gauss-Legendre para

avaliação das funções U e V . Contudo, buscando-se evitar as desvantagens que o método

da colocação pode algumas vezes causar (em relação à escolha dos pontos de colocação),

na segunda abordagem foi proposta uma expansão em Polinômios de Legendre [Barichello

et al., 2003], sendo, também neste caso, necessária somente a indicação de dois parâmetros:

a ordem K na expansão em Polinômios de Legendre e o número ℵ de pontos na quadratura

de Gauss-Legendre usado durante a avaliação das integrais envolvidas na determinação dos

coeficientes {ak}.

Na avaliação da equação de Chapman-Enskog para condutividade térmica e da

primeira equação de Burnett, em ambas as abordagens, foi necessário um pequeno esforço

adicional para que o resultado final viesse a satisfazer, respectivamente, a Eq. (2.39) e a

Eq. (2.41). Sendo que a Eq. (2.32) mostra que c é uma solução da versão homogênea das

Eqs. (2.38) e (2.40), pode-se escrever

ca(c) = câ(c)− âc (2.66)

e

c3d(c) = c3d̂(c)− d̂c, (2.67)

onde â(c) e d̂(c) são obtidas pelas Eqs. (2.46) ou (2.51) na abordagem usando splines,

ou, ainda, pelas Eqs. (2.57) ou (2.64) na abordagem usando os polinômios de Legendre.

Prosseguindo, pode-se usar as condições de normalização listadas nas Eqs. (2.39) e (2.41)

para definir respectivamente as constantes â e d̂. Assim, substituindo-se a Eq. (2.66) na

Eq. (2.39), e a Eq. (2.67) na Eq. (2.41), obtém-se

â = −8

3
π−1/2

∫ ∞

0

e−c2a(c)c4dc (2.68)

e

d̂ = −8

3
π−1/2

∫ ∞

0

e−c2d(c)c6dc. (2.69)
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Portanto, os resultados finais para ca(c) e c3d(c), expressos pelas Eqs. (2.66) e (2.67),

tornam-se completamente definidos.

Para efeito de comparação com a literatura, na Tabela 2.1 estão listados alguns

resultados numéricos de implementações em FORTRAN referentes às quantidades c2b(c),

ca(c), c3d(c) e c3e(c) encontrados na primeira abordagem com os parâmetros M = 300 e

ℵ = 4, bem como na segunda abordagem com K = 90 e ℵ = 120 (mesmos resultados nas

duas abordagens). Os resultados de três das quatro colunas da Tabela 2.1 estão consistentes

com os resultados apresentados por Loyalka e Hickey na Ref. [Loyalka e Hickey, 1989], mas os

resultados da terceira coluna (quando divididos por εp) não concordam com os que estão na

segunda coluna da Tabela 1 desta mesma Referência. Entretanto, segundo Siewert [Siewert,

2002b], os resultados numéricos apresentados aqui estão em perfeita concordância com os

resultados apresentados por Ohwada e Sone na Ref. [Ohwada e Sone, 1992].

Grande parte da dificuldade numérica na avaliação dessas funções está ligada ao

tratamento das componentes kn(c′, c), e, conseqüentemente, ao tratamento das integrais que

as contêm, sendo necessário, durante a avaliação dessas integrais, sob pena de se perder

precisão, uma quebra nos intervalos de integração justamente nos locais onde c′ = c. Assim,

com base em todo esforço dedicado durante a avaliação numérica das componentes kn(c′, c)

(que possuem derivadas descont́ınuas em c′ = c até mesmo para pequenos valores de n),

salienta-se que mesmo truncando o núcleo de espalhamento dado pela Eq. (2.3) após alguns

termos, o problema de resolver a equação linearizada de Boltzmann permanece ainda dif́ıcil

do ponto de vista numérico.

Enfatiza-se, então, a importância da utilização bem como do desenvolvimento de no-

vas equações modelos que visam à simplificação do termo de colisão da equação de Boltzmann

linearizada. Seguindo esta idéia (da utilização de equações modelo), aborda-se no próximo

caṕıtulo problemas da dinâmica de gases rarefeitos, descritos em geometria ciĺındrica, com

a utilização da forma integral da equação associada a uma equação modelo.
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Tabela 2.1 – Resultados para as Funções de Chapman-Enskog e de
Burnett

c ca(c) c2b(c) c3d(c) c3e(c)

0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.100 –2.157649(–1) 6.195829(–3) –1.843725(–1) 6.343351(–4)
0.200 –4.242989(–1) 2.466807(–2) –3.611823(–1) 5.016259(–3)
0.300 –6.186095(–1) 5.508042(–2) –5.232815(–1) 1.661186(–2)
0.400 –7.921517(–1) 9.690213(–2) –6.642904(–1) 3.837047(–2)
0.500 –9.389864(–1) 1.494472(–1) –7.788429(–1) 7.256883(–2)
0.600 –1.053877 2.119202(–1) –8.627076(–1) 1.207471(–1)
0.700 –1.132324 2.834619(–1) –9.127896(–1) 1.837290(–1)
0.800 –1.170547 3.631912(–1) –9.270432(–1) 2.617043(–1)
0.900 –1.165432 4.502387(–1) –9.043268(–1) 3.543473(–1)
1.000 –1.114455 5.437725(–1) –8.442335(–1) 4.609468(–1)
1.100 –1.015593 6.430146(–1) –7.469235(–1) 5.805298(–1)
1.200 –8.672413(–1) 7.472510(–1) –6.129716(–1) 7.119675(–1)
1.300 –6.681341(–1) 8.558355(–1) –4.432399(–1) 8.540611(–1)
1.400 –4.172767(–1) 9.681900(–1) –2.387759(–1) 1.005605
1.450 –2.721903(–1) 1.025618 –1.238779(–1) 1.084553
1.490 –1.466085(–1) 1.072107 –2.601601(–2) 1.149106
1.500 –1.138869(–1) 1.083802 –7.351806(–4) 1.165430
1.550 5.770553(–2) 1.142685 1.305002(–1) 1.248100
1.600 2.426514(–1) 1.202218 2.696756(–1) 1.332434
1.700 6.528254(–1) 1.323043 5.712385(–1) 1.505600
1.800 1.117024 1.445929 9.027520(–1) 1.684000
1.900 1.635558 1.570574 1.263048(–1) 1.866799
1.950 1.915282 1.633472 1.453637 1.959612
2.000 2.208681 1.696714 1.651005 2.053253
2.500 5.899307 2.342811 3.970062 3.020008
3.000 1.097512(1) 3.002212 6.842049 4.008393
3.500 1.744438(1) 3.665129 1.018088(1) 4.991261
4.000 2.531190(1) 4.326807 1.392144(1) 5.957431
4.500 3.458077(1) 4.985040 1.801342(1) 6.903581
5.000 4.525312(1) 5.638929 2.241714(1) 7.830029



CAPÍTULO 3

Gases Rarefeitos em Meio Ciĺındrico

Como mencionado na introdução deste trabalho, neste caṕıtulo propõe-se desen-

volver uma equação integral, baseada no modelo BGK, para descrever o fluxo de um gás

rarefeito em um tubo ciĺındrico. Assim, de acordo com Williams [Williams, 1971], pode-se

partir da equação de Boltzmann e, através de uma linearização em torno de uma Maxweliana

local, chegar a uma nova equação dada em termos da perturbação h(r, c), onde c = (ξ, cz, φ)

é o vetor velocidade (como na Figura 3.1). Então, definindo

g(r, ξ, φ) =

∫ ∞

−∞
e−c2zh(r, c)czdcz (3.1)

onde cz é a componente de c paralela ao eixo central do tubo, obtém-se a seguinte equação

integro-diferencial

ξ(cosφ
∂

∂r
− 1

r
senφ

∂

∂φ
)g(r, ξ, φ) + g(r, ξ, φ) =

1

π

∫ 2π

0

∫ ∞

0

e−ξ
′2
g(r, ξ

′
, φ

′
)ξ

′
dξ

′
dφ

′
+Q(ξ).

(3.2)

Aqui ξ ∈ [0,∞) e φ ∈ [0, 2π], enquanto que r ∈ [0, R] simboliza a distância radial em

relação ao centro do tubo.

Figura 3.1 – Coordenadas: Cilindro de raio R onde c denota a
direção do movimento de uma part́ıcula de gás

Está-se ainda assumindo neste trabalho que o termo não homogêneo Q(ξ) na

Eq. (3.2) é conhecido e que a condição de contorno referente à Eq. (3.2) tem a forma

g(R, ξ, φ) = f(ξ, φ), φ ∈ (π/2, 3π/2) e ξ ∈ [0,∞), (3.3)
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onde f(ξ, φ) é também considerada conhecida. Impondo agora a condição de simetria

f(ξ, 2π − φ) = f(ξ, φ), φ ∈ (π/2, π], (3.4)

pode-se concluir pelas Eqs. (3.2) e (3.4) que

g(r, ξ, 2π − φ) = g(r, ξ, φ), φ ∈ [0, π], (3.5)

para todo r e ξ. E assim, fazendo µ = cosφ, para φ ∈ [0, π], e

G(r, ξ, µ) = g(r, ξ, arc cosµ), µ ∈ [−1, 1], (3.6)

as Eqs. (3.2) e (3.3) podem ser reescritas como

ξ(µ
∂

∂r
+

1− µ2

r

∂

∂µ
)G(r, ξ, µ)+G(r, ξ, µ) =

∫ 1

−1

∫ ∞

0

Ψ(ξ
′
, µ

′
)G(r, ξ

′
, µ

′
)dξ

′
dµ

′
+Q(ξ), (3.7)

para µ ∈ [−1, 1], ξ ∈ [0,∞) e r ∈ (0, R), e

G(R, ξ,−µ) = F (ξ, µ), µ ∈ (0, 1] e ξ ∈ [0,∞). (3.8)

Aqui

Ψ(ξ, µ) =
2ξe−ξ2

π(1− µ2)1/2
(3.9)

e

F (ξ, µ) = f(ξ, π − arc cosµ), µ ∈ (0, 1]. (3.10)

Sendo que as Eqs. (3.7) e (3.8) estão na forma usualmente encontrada nas aplicações

do modelo BGK em geometria ciĺındrica, procede-se agora de forma a desenvolver uma

equação integral para este problema.

3.1 Desenvolvimento da Equação Integral

Para reformular o problema BGK definido pelas Eqs. (3.7) e (3.8) em termos de
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uma equação integral, inicia-se aqui usando o método das caracteŕısticas [Debnath, 1997]

fazendo µ = η(r) e

Ĝ(r) = G[r, ξ, η(r)] (3.11)

podendo-se, assim, escrever

d

dr
Ĝ(r) =

∂

∂r
G(r, ξ, η) +

dη

dr

∂

∂η
G(r, ξ, η). (3.12)

Tomando neste ponto

dη

dr
=

1− η2

rη
(3.13)

pode-se reescrever a Eq. (3.12) como

d

dr
Ĝ(r) =

1

η

[
η
∂

∂r
G(r, ξ, η) +

1− η2

r

∂

∂η
G(r, ξ, η)

]
(3.14)

ou, após usar a Eq. (3.7),

d

dr
Ĝ(r) +

1

ξη(r)
Ĝ(r) = H(r) (3.15)

onde

H(r) =
1

ξη(r)

[∫ 1

−1

∫ ∞

0

Ψ(ξ
′
, µ

′
)G(r, ξ

′
, µ

′
)dξ

′
dµ

′
+Q(ξ)

]
. (3.16)

Resolvendo a Eq. (3.13) obtém-se

η(r) = ±ν(r) (3.17)

sendo que

ν(r) =
1

r
(r2 − a2)1/2 (3.18)

onde a é uma constante arbitrária. Calculando-se o fator integrante, a Eq. (3.15) pode ser

reescrita na forma

d

dr

(
Ĝ(r)exp{±rν(r)/ξ}

)
= H(r)exp{±rν(r)/ξ}, (3.19)



38

e, assim, após observada a Eq. (3.11), reescreve-se a Eq. (3.19) como

d

dr

(
G[r, ξ,±ν(r)]exp{±rν(r)/ξ}

)
= ± 1

ξν(r)
S(r, ξ)exp{±rν(r)/ξ} (3.20)

onde

S(r, ξ) =

∫ 1

−1

∫ ∞

0

Ψ(ξ
′
, µ

′
)G(r, ξ

′
, µ

′
)dξ

′
dµ

′
+Q(ξ). (3.21)

Integrando-se a versão de sinal positivo da Eq. (3.20) encontra-se

G[r, ξ, ν(r)] = A[r, ξ, ν(r)] +
1

ξ

∫ r

a

S(x, ξ)exp{−[rν(r)− xν(x)]/ξ} dx

ν(x)
, (3.22)

e semelhantemente integrando-se a versão de sinal negativo obtém-se

G[r, ξ,−ν(r)] = Gm[r, ξ,−ν(r)] +
1

ξ

∫ R

r

S(x, ξ)exp{−[xν(x)− rν(r)]/ξ} dx

ν(x)
(3.23)

onde a Eq. (3.8) foi usada juntamente com as definições

A[r, ξ, ν(r)] = G(a, ξ, 0)exp{−rν(r)/ξ} (3.24)

e

Gm[r, ξ,−ν(r)] = F [ξ, ν(R)]exp{−[Rν(R)− rν(r)]/ξ}. (3.25)

Voltando a usar a Eq. (3.17) e η(r) = µ, pode-se reescrever as Eqs. (3.22) e (3.23) como

G(r, ξ, µ) = A(r, ξ, µ) +
1

ξ

∫ r

r(1−µ2)1/2

S(x, ξ)exp{−[rµ− xµ0(x, r, µ)]/ξ} dx

µ0(x, r, µ)
(3.26)

e

G(r, ξ,−µ) = Gm(r, ξ,−µ) +
1

ξ

∫ R

r

S(x, ξ)exp{−[xµ0(x, r, µ)− rµ]/ξ} dx

µ0(x, r, µ)
(3.27)

para µ ∈ [0, 1] onde

a = r(1− µ2)1/2, (3.28)

A(r, ξ, µ) = G[r(1− µ2)1/2, ξ, 0]exp{−rµ/ξ}, (3.29)
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Gm(r, ξ,−µ) = F [ξ, µ0(R, r, µ)]exp{−[Rµ0(R, r, µ)− rµ]/ξ} (3.30)

e ainda

µ0(x, r, µ) =
1

x
(x2 − r2 + r2µ2)1/2. (3.31)

Fazendo µ = 0 na Eq. (3.27) encontra-se

G(r, ξ, 0) = Gm(r, ξ, 0) +
1

ξ

∫ R

r

S(x, ξ)exp{−[xµ0(x, r, 0)]/ξ} dx

µ0(x, r, 0)
. (3.32)

Substituindo r na Eq. (3.32) por r(1 − µ)1/2 e usando a Eq. (3.30), pode-se reescrever a

Eq. (3.29) como

A(r, ξ, µ) = Gp(r, ξ, µ) +
1

ξ

∫ R

r(1−µ2)1/2

S(x, ξ)exp{−[xµ0(x, r, µ) + rµ]/ξ} dx

µ0(x, r, µ)
(3.33)

onde

Gp(r, ξ, µ) = F [ξ, µ0(R, r, µ)]exp{−[Rµ0(R, r, µ) + rµ]/ξ}. (3.34)

Finalmente, usando a Eq. (3.33), as Eqs. (3.26) e (3.27) podem ser reescritas como

G(r, ξ, µ) = B(r, ξ, µ) + (£1
pS)(r, ξ, µ) + (£2

pS)(r, ξ, µ) (3.35)

e

G(r, ξ,−µ) = B(r, ξ,−µ) + (£mS)(r, ξ,−µ) (3.36)

para µ ∈ [0, 1]. Aqui

(£1
pS)(r, ξ, µ) =

1

ξ

∫ r

r(1−µ2)1/2

S(x, ξ)exp{−[rµ− xµ0(x, r, µ)]/ξ} dx

µ0(x, r, µ)
, (3.37)

(£2
pS)(r, ξ, µ) =

1

ξ

∫ R

r(1−µ2)1/2

S(x, ξ)exp{−[xµ0(x, r, µ) + rµ]/ξ} dx

µ0(x, r, µ)
, (3.38)

(£mS)(r, ξ,−µ) =
1

ξ

∫ R

r

S(x, ξ)exp{−[xµ0(x, r, µ)− rµ]/ξ} dx

µ0(x, r, µ)
(3.39)
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e os termos conhecidos nas Eqs. (3.35) e (3.36) são dados por

B(r, ξ, µ) = F [ξ, µ0(R, r, µ)]exp{−[Rµ0(R, r, µ) + rµ]/ξ}. (3.40)

Introduzindo novas variáveis de integração nas Eqs. (3.37), (3.38) e (3.39), ou seja

s = [rµ− xµ0(x, r, µ)]/ξ (3.41)

na Eq. (3.37),

s = [rµ+ xµ0(x, r, µ)]/ξ (3.42)

na Eq. (3.38), e

s = [xµ0(x, r, µ)− rµ]/ξ (3.43)

na Eq. (3.39), pode-se reescrever as Eqs. (3.35) e (3.36) como

G(r, ξ, µ) = B(r, ξ, µ) +

∫ s0(r,ξ,µ)

0

S[(r2 + s2ξ2 − 2rsξµ)1/2, ξ]e−sds (3.44)

e

G(r, ξ,−µ) = B(r, ξ,−µ) +

∫ s0(r,ξ,−µ)

0

S[(r2 + s2ξ2 + 2rsξµ)1/2, ξ]e−sds (3.45)

para µ ∈ [0, 1]. Aqui

s0(r, ξ, µ) = [(R2 − r2 + r2µ2)1/2 + rµ]/ξ. (3.46)

Buscando obter uma equação integral para

G(r) =

∫ 1

−1

∫ ∞

0

Ψ(ξ, µ)G(r, ξ, µ)dξdµ (3.47)

multiplica-se então as Eqs. (3.35) e (3.36) por Ψ(ξ, µ) e integra-se com relação a todo ξ

e µ. Neste processo de combinar e simplificar as equações resultantes, primeiramente são

encontradas três integrais a serem consideradas:

U(r, ξ) =
1

ξ

∫ 1

0

∫ r

r(1−µ2)1/2

U(r, ξ, x, µ)dxdµ, (3.48)
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V (r, ξ) =
1

ξ

∫ 1

0

∫ R

r(1−µ2)1/2

V (r, ξ, x, µ)dxdµ (3.49)

e

W (r, ξ) =
1

ξ

∫ 1

0

∫ R

r

W (r, ξ, x, µ)dxdµ (3.50)

onde

U(r, ξ, x, µ) = S(x, ξ)
exp{−[rµ− xµ0(x, r, µ)]/ξ}

µ0(x, r, µ)(1− µ2)1/2
, (3.51)

V (r, ξ, x, µ) = S(x, ξ)
exp{−[rµ+ xµ0(x, r, µ)]/ξ}

µ0(x, r, µ)(1− µ2)1/2
(3.52)

e

W (r, ξ, x, µ) = S(x, ξ)
exp{−[xµ0(x, r, µ)− rµ]/ξ}

µ0(x, r, µ)(1− µ2)1/2
. (3.53)

Trocando a ordem de integração nas Eqs. (3.48) a (3.50), encontra-se

ξU(r, ξ) =

∫ r

0

∫ 1

(1−x2/r2)1/2

U(r, ξ, x, µ)dµdx, (3.54)

ξV (r, ξ) =

∫ r

0

∫ 1

(1−x2/r2)1/2

V (r, ξ, x, µ)dµdx+

∫ R

r

∫ 1

0

V (r, ξ, x, µ)dµdx (3.55)

e

ξW (r, ξ) =

∫ R

r

∫ 1

0

W (r, ξ, x, µ)dµdx. (3.56)

Definindo X(r, ξ) como sendo W (r, ξ) mais o segundo termo da Eq. (3.55), escreve-se

ξX(r, ξ) =

∫ R

r

∫ 1

−1

W (r, ξ, x, µ)dµdx. (3.57)

Trocando agora a variável µ na Eq. (3.57) com o uso da transformação

xµ0(x, r, µ)− rµ = p(x, r, α) (3.58)
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onde

p(x, r, α) = (x2 + r2 − 2xrα)1/2, (3.59)

obtém-se [veja Anexo B]

ξX(r, ξ) =

∫ R

r

xS(x, ξ)

∫ 1

−1

exp{−p(x, r, α)/ξ}
p(x, r, α)(1− α2)1/2

dαdx. (3.60)

Prosseguindo, troca-se µ por −µ no primeiro termo da Eq. (3.55), e, então, na expressão

resultante, troca-se novamente a variável µ usando a transformação dada pela Eq. (3.58).

Feitas estas alterações finalmente troca-se a variável µ da Eq. (3.54) usando a transformação

rµ− xµ0(x, r, µ) = p(x, r, α) (3.61)

e adiciona-se o resultado da versão transformada do primeiro termo da Eq. (3.55) obtendo

assim

ξY (r, ξ) =

∫ r

0

xS(x, ξ)

∫ 1

−1

exp{−p(x, r, α)/ξ}
p(x, r, α)(1− α2)1/2

dαdx. (3.62)

Continuando com o desenvolvimento de uma equação integral para G(r), usam-se agora as

Eqs. (3.60) e (3.62) para reescrever a Eq. (3.47) como

G(r) = B(r) +
2

π

∫ ∞

0

e−ξ2

∫ R

0

xS(x, ξ)

∫ 1

−1

exp{−p(x, r, µ)/ξ}
p(x, r, µ)(1− µ2)1/2

dµdxdξ. (3.63)

Aqui

B(r) =

∫ 1

−1

∫ ∞

0

Ψ(ξ, µ)F [ξ, µ0(R, r, µ)]exp{−s0(r, ξ, µ)}dξdµ (3.64)

sendo que ainda foram usadas as Eqs. (3.31), (3.40) e (3.46).

Através de algumas identidades das funções de Bessel [Abramowitz e Stegun, 1964]

pode-se encontrar uma forma mais conveniente de expressar a Eq. (3.63). Para isso, primeira-

mente nota-se em termos das funções de Bessel de segunda ordem modificadas

K1/2(x) =
( π

2x

)1/2

e−x (3.65)
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e

K1/2(x) =

(
2x

π

)1/2 ∫ ∞

1

yK0(yx)
dy

(y2 − 1)1/2
. (3.66)

Usando então estas duas equações, pode-se reescrever a Eq. (3.63) como

G(r) = B(r) +
4

π2

∫ ∞

0

e−ξ2

ξ

∫ R

0

xS(x, ξ)

∫ 1

−1

∫ ∞

1

yK0[yp(x, r, µ)/ξ]

(y2 − 1)1/2(1− µ2)1/2
dydµdxdξ. (3.67)

Introduzindo uma nova variável τ = ξ/y, reescreve-se a Eq. (3.67) como

G(r) = B(r) +
4

π2

∫ ∞

0

ξe−ξ2

∫ R

0

xS(x, ξ)

∫ ξ

0

1

τ 2(ξ2 − τ 2)1/2

∫ 1

−1

K0[p(x, r, µ)/τ ]

(1− µ2)1/2
dµdτdxdξ.

(3.68)

Na Ref. [Abramowitz e Stegun, 1964] encontra-se o teorema da adição escrito como

K0[(x
2 + r2 − 2xrcosα)1/2/τ ] =

∞∑
n=−∞

Fn(x/τ, r/τ)einα (3.69)

onde

Fn(x/τ, r/τ) =

 In(x/τ)Kn(r/τ), x < r,

Kn(x/τ)In(r/τ), x > r,
(3.70)

e In(x) e Kn(x) são as funções de Bessel modificadas de primeiro e segundo tipo. Então,

integrando a Eq. (3.69), obtém-se∫ 2π

0

K0[(x
2 + r2 − 2xrcosα)1/2/τ ]dα = 2πF0(x/τ, r/τ) (3.71)

ou ∫ 1

−1

K0[p(x, r, µ)/τ ]

(1− µ2)1/2
dµ = πF0(x/τ, r/τ). (3.72)

Usando a Eq. (3.72), pode-se reescrever a Eq. (3.68) como

G(r) = B(r) +
4

π

∫ ∞

0

ξe−ξ2

∫ R

0

xS(x, ξ)

∫ ξ

0

F0(x/τ, r/τ)

τ 2(ξ2 − τ 2)1/2
dτdxdξ. (3.73)

Analisando a Eq. (3.21), tem-se que

S(x, ξ) = G(x) +Q(ξ), (3.74)
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e, assim, trocando algumas ordens de integração pode-se escrever a Eq. (3.73) como

G(r) = B(r) + C(r) +
4

π

∫ R

0

xG(x)

∫ ∞

0

F0(x/τ, r/τ)

τ 2

∫ ∞

r

ξe−ξ2

(ξ2 − τ 2)1/2
dξdτdx (3.75)

onde o termo conhecido que resulta do termo não homogêneo da Eq. (3.2) é

C(r) =
4

π

∫ R

0

x

∫ ∞

0

F0(x/τ, r/τ)

τ 2

∫ ∞

r

ξQ(ξ)e−ξ2

(ξ2 − τ 2)1/2
dξdτdx. (3.76)

Agora, pode-se avaliar a integral com relação a ξ na Eq. (3.75) para obter, assim, a

equação integral desejada para G(r), ou seja

G(r) = B(r) + C(r) +

∫ R

0

xG(x)K(x→ r)dx (3.77)

onde o núcleo da equação integral é

K(x→ r) =
2

π1/2

∫ ∞

0

e−τ2

F0(x/τ, r/τ)
dτ

τ 2
(3.78)

e os dois termos não homogêneos B(r) e C(r) são dados pelas Eqs. (3.64) e (3.76).

3.2 Fluxo de Poiseuille e “Creep” Térmico

Tendo obtido para o caso geral a equação integral para G(r), propõe-se, agora,

trabalhar em dois casos especiais conhecidos na literatura como fluxo de Poiseuille, que

descreve o movimento de um gás em um tubo devido à influência de um gradiente de pressão,

e “creep” térmico, que retrata fisicamente um efeito de superf́ıcie que surge quando um

gradiente de temperatura faz com que um gás se movimente em relação a uma parede fixa.

Assim, seja [Williams, 1971]

Q(ξ) =
1

2
[k1 − k2(ξ

2 − 1)] (3.79)

o termo de fonte não homogêneo da Eq. (3.2) onde k1 e k2 são constantes que, alternada-

mente, podem assumir os valores 0 e 1, dependendo da aplicação desejada (ou fluxo de

Poiseuille ou “creep” térmico, como será especificado posteriormente). Substituindo então a



45

Eq. (3.79) na Eq. (3.76) e usando a indentidade

x[K0(x)I1(x) + I0(x)K1(x)] = 1, (3.80)

encontra-se

C(r) =
k1

2
− R

π1/2

∫ ∞

0

e−τ2

K1(R/τ)I0(r/τ)[k1 − k2(τ
2 − 1

2
)]
dτ

τ
. (3.81)

Substituindo

G(r) =
1

π1/2
Z(r)− 1

4
(2k1 + k2) (3.82)

na Eq. (3.77) e usando a Eq. (3.81), obtém-se

Z(r) =

∫ R

0

xZ(x)K(x→ r)dx+ S(r) (3.83)

onde o termo conhecido é

S(r) = π1/2B(r) +
π1/2

2
k1 + k2R

∫ ∞

0

τe−τ2

K1(R/τ)I0(r/τ)dτ. (3.84)

Com base nestas formulações gerais a forma integral associada ao problema do fluxo

de Poiseuille pode ser obtida tomando-se B(r) = 0, k1 = 1 e k2 = 0, e, assim, pelas

Eqs. (3.82), (3.83) e (3.84) tem-se

GP (r) =
1

π1/2
ZP (r)− 1

2
, (3.85)

ZP (r) =

∫ R

0

xZP (x)K(x→ r)dx+ SP (r) (3.86)

e

SP (r) =
1

2
π1/2. (3.87)

De forma semelhante, para que seja obtida a forma integral associada ao problema “creep”

térmico, toma-se os valores B(r) = 0, k1 = 0 e k2 = 1 e pelas Eqs. (3.82), (3.83) e (3.84)
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encontra-se

GT (r) =
1

π1/2
ZT (r)− 1

4
, (3.88)

ZT (r) =

∫ R

0

xZT (x)K(x→ r)dx+ ST (r) (3.89)

e

ST (r) = R

∫ ∞

0

τe−τ2

K1(R/τ)I0(r/τ)dτ. (3.90)

As Eqs. (3.85) e (3.88) são exatamente as mesmas equações abordadas na Ref. [Siewert,

2000], sendo que, a partir delas e das transformações de Mitsis [Mitsis, 1963] e de Ferziger

[Ferziger, 1967], foram originados os problemas auxiliares (“pseudo” problemas) solucionados

no referido trabalho e na Ref. [Camargo et al., 2000] através do método de ordenadas

discretas, o que será brevemente enfatizado na próxima seção.

3.2.1 Reformulação dos Problemas Fluxo de Poiseuille e “Creep” Térmico

Com base nas Eqs. integrais (3.86) e (3.89) e nas Refs. [Valougeorgis e Thomas Jr.,

1986] e [Loyalka, 1975], definem-se quantidades de interesse f́ısico tais como perfil de veloci-

dade e taxa de fluxo, respectivamente, na forma

qP (r) = π−1/2ZP (r)− 1

2
(3.91)

e

QP =
4

R3

∫ R

0

qP (r)rdr (3.92)

para o problema do fluxo de Poiseuille e ainda

qT (r) = π−1/2ZT (r)− 1

4
(3.93)

e

QT =
4

R3

∫ R

0

qT (r)rdr (3.94)



47

para o problema “creep” térmico.

Buscando avaliar estas expressões, na Ref. [Siewert, 2000], o problema definido pela

Eq. (3.83) foi reformulado em termos de um “pseudo” problema originado inicialmente pela

seguinte transformação proposta por Ferziger [Ferziger, 1967]

Φ(r, ξ) = ξ−2
[
K0(r/ξ)

∫ r

0

xZ(x)I0(x/ξ)dx+ I0(r/ξ)

∫ R

r

xZ(x)K0(x/ξ)dx
]
. (3.95)

Derivando-se duas vezes esta expressão e usando a Eq. (3.83), pode-se concluir que Φ(r, ξ)

satisfaz o problema

ξ2 ∂
2

∂r2
Φ(r, ξ) +

ξ2

r

∂

∂r
Φ(r, ξ)− Φ(r, ξ) + 2

∫ ∞

0

Ψ(u)Φ(r, u)du = −S(r), (3.96)

para ξ ∈ [0,∞), e que

Z(r) = 2

∫ ∞

0

Ψ(ξ)Φ(r, ξ)dξ + S(r) (3.97)

onde

Ψ(u) = π−1/2e−u2

. (3.98)

Ainda, da definição de Φ(r, ξ) dada pela Eq. (3.95) deduz-se uma condição de contorno

sujeita à qual a Eq. (3.96) deve ser resolvida, ou seja,

Φ(R, ξ) + ξΓ(ξ)
∂

∂r
Φ(r, ξ)

∣∣
r=R

= 0 (3.99)

para ξ ∈ [0,∞) onde

Γ(ξ) =
K0(R/ξ)

K1(R/ξ)
. (3.100)

Neste ponto, segundo a Ref. [Siewert, 2000], pode-se obter uma versão homogênea para a

Eq. (3.96) usando a seguinte solução particular reportada por Valougeorgis e Thomas Jr.

[Valougeorgis e Thomas Jr., 1986]

GP (r, ξ) = −1

4
π−1/2(r2 −R2 + 4ξ2) (3.101)
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para o problema do fluxo de Poiseuille e

GT (r, ξ) = −1

2
π1/2RξK1(R/ξ)I0(r/ξ) (3.102)

para o problema “creep” térmico. Assim, substituindo a decomposição geral

Φ(r, ξ) = Y (r, ξ) +G(r, ξ) (3.103)

nas Eqs. (3.96) e (3.99) obtém-se

ξ2 ∂
2

∂r2
Y (r, ξ) +

ξ2

r

∂

∂r
Y (r, ξ)− Y (r, ξ) + 2

∫ ∞

0

Ψ(u)Y (r, u)du = 0 (3.104)

para ξ ∈ [0,∞), com condição de contorno

Y (R, ξ) + ξΓ(ξ)
∂

∂r
Y (r, ξ)

∣∣
r=R

= F (ξ) (3.105)

para ξ ∈ [0,∞) onde

FP (ξ) =
1

2
π1/2ξ[2ξ +RΓ(ξ)] (3.106)

para o problema do fluxo de Poiseuille e

FT (ξ) =
1

2
π1/2ξ2 (3.107)

para o problema “creep” térmico.

Usando agora as Eqs. (3.97), (3.98), (3.101) e (3.103) na Eq. (3.91), pode-se

expressar o perfil de velocidade em termos de Y (r, ξ) na forma

qP (r) = YP (r)− 1

4
(r2 −R2 + 2), (3.108)

e usando a Eq. (3.92), pode-se expressar a taxa de fluxo como

QP =
4

R3

∫ R

0

YP (r)rdr +
1

4R
(R2 − 4) (3.109)

onde

YP (r) = 2π−1/2

∫ ∞

0

Ψ(ξ)YP (r, ξ)dξ. (3.110)
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De forma semelhante, pode-se usar as Eqs. (3.97), (3.98), (3.102) e (3.103) na Eq. (3.93)

para obter

qT (r) = YP (r)− 1

4
(3.111)

e, conseqüentemente,

QT =
4

R3

∫ R

0

YT (r)rdr − 1

2R
(3.112)

onde

YT (r) = 2π−1/2

∫ ∞

0

Ψ(ξ)YT (r, ξ)dξ. (3.113)

A partir destas expressões para as quantidades de interesse f́ısico obtidas em função de

Y (r, ξ) para ambos os problemas fluxo de Poiseuille e “creep” térmico, pode-se acompanhar

na Ref. [Siewert, 2000] a obtenção detalhada da seguinte solução em ordenadas discretas

para o “pseudo” problema geral dado pelas Eqs. (3.104) e (3.105)

Y (r, ξi) = A+
N−1∑
j=1

Ajφ(νj, ξi)Î0(r/νj)e
−(R−r)/νj (3.114)

sendo que as constantes A e Aj podem ser determinadas a partir da avaliação da condição de

contorno dada pela Eq. (3.105) nos pontos de quadratura ξi. As componentes independentes

da parte espacial φ(νj, ξi) podem ser obtidas pela expressão

φ(νj, ξi) =
ν2

j

ν2
j − ξ2

i

(3.115)

e as constantes de separação νj podem ser calculadas através da resolução de um pro-

blema especial de autovalores (que será tratado no próximo caṕıtulo). Assim, em função da

solução dada pela Eq. (3.114), pode-se encontrar [Siewert, 2000]

qP (r) = π−1/2
[
A+

N−1∑
j=1

Aj Î0(r/νj)e
−(R−r)/νj

]
− 1

4
(r2 −R2 + 2) (3.116)
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e

QP =
2π−1/2

R2

[
AR + 2

N−1∑
j=1

Ajνj Î1(R/νj)
]
+

1

4R
(R2 − 4) (3.117)

para o problema do fluxo de Poiseuille e

qT (r) = π−1/2
[
A+

N−1∑
j=1

Aj Î0(r/νj)e
−(R−r)/νj

]
− 1

4
(3.118)

e

QT =
2π−1/2

R2

[
AR + 2

N−1∑
j=1

Ajνj Î1(R/νj)
]
− 1

2R
(3.119)

para o problema “creep” térmico.

A t́ıtulo de ilustração, na Tabela 3.1 estão listados alguns valores para os perfis de

velocidade qP (R) e qT (R) e para as taxas de fluxo QP e QT obtidos na Ref. [Siewert, 2000]

com a aplicação da nova versão do método de ordenadas discretas [Barichello e Siewert,

1999a]. Na Ref. [Camargo et al., 2000] o problema do fluxo de Poiseuille também foi

investigado com a aplicação do mesmo método, porém com a utilização de um esquema de

quadratura diferente. Como todos os valores de qP (R) e QP encontrados na Ref. [Siewert,

2000] foram confirmados (em todos os d́ıgitos dados) pela Ref. [Camargo et al., 2000], este

fato vem a valorizar ainda mais uma das vantagens do uso da reformulação do método de

ordenadas discretas, que é a utilização de esquemas de quadratura mais arbitrários.

3.3 Superf́ıcies Refletoras

Os casos especiais discutidos na seção 3.2 são definidos por situações onde o termo

não homogêneo na condição de contorno da formulação geral é nulo (B(r) = 0). Entretanto,

admitindo-se reflexão na superf́ıcie do tubo, pode-se ter

F (ξ, µ) = (1− α)G(R, ξ, µ), µ ∈ [0, 1], (3.120)

e, então, a Eq. (3.77) deve ser modificada uma vez que B(r), como dado pela Eq. (3.64),

não pode ser considerado um termo conhecido. Continuando o desenvolvimento, encontra-se
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Tabela 3.1 – Problemas de Poiseuille e “Creep” Térmico: Velocidades
de deslizamento na parede qP (R) e qT (R) e as taxas de
fluxo QP e QT

R qP (R) qT (R) QP QT

1.0 4.048069(-1) 8.024270(-2) 1.458291 3.217264(-1)
2.0 7.651726(-1) 9.662684(-2) 1.657647 2.271179(-1)
3.0 1.119114 1.026102(-1) 1.879988 1.766334(-1)
4.0 1.471454 1.052977(-1) 2.111623 1.445407(-1)
5.0 1.823461 1.066763(-1) 2.348327 1.222287(-1)
6.0 2.175514 1.074573(-1) 2.588211 1.058073(-1)

pelas Eqs. (3.35) e (3.40), que

F (ξ, µ) =
(1− α)[(£1

pS)(R, ξ, µ) + (£2
pS)(R, ξ, µ)]

1− (1− α)exp{−2Rµ/ξ}
. (3.121)

Fazendo

∆(x, ξ, µ) =
1

ξ
S(x, ξ)

exp{−Rµ/ξ}
µ0(x,R, µ)

[exp{xµ0(x,R, µ)/ξ}+ exp{−xµ0(x,R, µ)/ξ}] (3.122)

reescreve-se a Eq. (3.121) como

F (ξ, µ) =
1− α

1− (1− α)exp{−2Rµ/ξ}

∫ R

R(1−µ2)1/2

∆(x, ξ, µ)dx. (3.123)

E, assim, a Eq. (3.64) pode ser escrita como

B(r) = (1−α)

∫ ∞

0

∫ 1

−1

∫ R

r(1−µ2)1/2

Ψ(ξ, µ)Γ(x, ξ, r, µ)exp{−2Rµ0(R, r, µ)/ξ}dxdµdξ (3.124)

onde

Γ(x, ξ, r, µ) = S(r, ξ)
exp{−[rµ+ xµ0(x, r, µ)]/ξ}+ exp{−[rµ− xµ0(x, r, µ)]/ξ}

ξµ0(x, r, µ)[1− (1− α)exp{−2Rµ0(R, r, µ)/ξ}]
. (3.125)

Trocando a ordem de integração da Eq. (3.124) e usando as transformações dadas pelas
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Eqs. (3.59) e (3.61), expressa-se o termo B(r) da Eq. (3.77) como

B(r) =
2

π

∫ R

0

∫ ∞

0

∫ 1

−1

xS(ξ, µ)
exp{−ξ2 − p(x, r, µ)/ξ}
p(x, r, µ)(1− µ2)1/2

T (x, r, µ, ξ)dµdξdx (3.126)

onde

T (x, r, µ, ξ) =
2(1− α)exp{−2Rµ0[R, r, β(x, r, µ)]/ξ}

1− (1− α)exp{−2Rµ0[R, r, β(x, r, µ)]/ξ}
(3.127)

e

β(x, r, µ) =
r − µx

p(x, r, µ)
. (3.128)

Pode-se, então, a partir de agora, resumir a formulação integral do problema consi-

derado para o caso Q(ξ) geral juntamente com a condição de superf́ıcie refletora dada pela

Eq. (3.120). Assim, para este caso, escreve-se a Eq. (3.77) como

G(r) = C(r) + Cs(r) +

∫ R

0

xG(x)[K(x→ r) +Ks(x→ r)]dx (3.129)

onde foram usadas as Eqs. (3.126) e (3.74), e onde

Ks(x→ r) =
2

π

∫ ∞

0

∫ 1

−1

exp{−ξ2 − p(x, r, µ)/ξ} T (x, r, µ, ξ)

p(x, r, µ)(1− µ2)1/2
dµdξ. (3.130)

Ainda, o primeiro dos dois termos não homogêneos da Eq. (3.129) é dado pela Eq. (3.76) e

Cs(r) =
2

π

∫ R

0

∫ ∞

0

∫ 1

−1

xQ(ξ)
exp{−ξ2 − p(x, r, µ)/ξ}
p(x, r, µ)(1− µ2)1/2

T (x, r, µ, ξ)dµdξdx, (3.131)

sendo que o subscrito adicionado aos dois fatores da Eq. (3.129) é para lembrar que estes

dois termos definem os efeitos da reflexão especular.

Para resumir os aspectos desenvolvidos neste caṕıtulo, destaca-se, a prinćıpio, a

Eq. (3.77) e conseqüentemente as Eqs. (3.64) e (3.76), que revelam o resultado básico desta

proposta. Por outro lado, tem-se a Eq. (3.129) que, juntamente com as Eqs. (3.76), (3.78),

(3.130) e (3.131), fornecem resultados gerais para o caso de reflexão especular. Finalmente

destacam-se as Eqs. (3.86) e (3.89) que proporcionam resultados clássicos para os casos do

fluxo de Poiseuille e “creep” térmico em um tubo ciĺındrico.

Nota-se que, no tratamento de interações gás-superf́ıcie segundo o modelo Cercignani-
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Lampis [Sharipov, 2002; Cercignani, 1969], deve ser escrita uma formulação semelhante ao

caso acima descrito (superf́ıcies refletoras), uma vez que o termo B(r) também será desco-

nhecido (dependente de G(r)).



CAPÍTULO 4

Transferência Radiativa em Geometria Ciĺındrica

Buscando-se aplicar a nova versão do método de ordenadas discretas [Barichello e

Siewert, 1999a] em problemas de transferência radiativa em geometria ciĺındrica, considera-

se um cilindro sólido de comprimento infinito, homogêneo, simetria em relação ao eixo do

cilindro (simetria ciĺındrica), espalhamento isotrópico e sem dependência espectral (meio

cinza), cujas coordenadas estão especificadas na Figura 4.1. Nessas condições, escreve-se a

equação de transferência radiativa na forma do seguinte problema formulado adimensional-

mente por Siewert e Thomas Jr. [Siewert e Thomas Jr., 1992]:

[(1− µ2)1/2(cosφ
∂

∂r
− 1

r
senφ

∂

∂φ
) + 1]I(r, µ, φ) =

$

π

∫ 1

0

∫ π

0

I(r, µ
′
, φ

′
)dφ

′
dµ

′
+ S(r) (4.1)

para r ∈ (0, R), µ ∈ [0, 1] e φ ∈ (0, π), onde S(r) é um termo não homogêneo (considerado

conhecido), que representa uma fonte interna de energia. A condição de contorno associada

à Eq. (4.1) é tal que

I(R, µ, φ) = T0 +
4ρ

π

∫ 1

0

∫ π/2

0

I(R, µ
′
, φ

′
)(1− µ

′2)1/2cosφ
′
dφ

′
dµ

′
(4.2)

para µ ∈ [0, 1] e φ ∈ [π/2, π].

Figura 4.1 – Modelo f́ısico e coordenadas

Em relação às variáveis básicas, tem-se que r ∈ [0, R] é a variável espacial radial

(em unidades adimensionais) e que R é o raio do cilindro. Ainda, µ = cos θ e φ são as

duas variáveis angulares que definem a direção de propagação dos fótons, e em termos dos

parâmetros f́ısicos usados aqui, destaca-se que $ é o albedo de espalhamento simples, ρ é o



55

coeficiente de reflexão difusa da superf́ıcie e T0 é uma constante.

Continuando, nota-se que a definição do fluxo de calor radiativo

qr(r) =
1

π

∫ 1

0

∫ π

0

I(r, µ, φ)(1− µ2)1/2cosφdφdµ (4.3)

é dada em termos da solução da Eq. (4.1).

4.1 Uma Reformulação

Como o lado direito da Eq. (4.2) está definido em termos da quantidade desco-

nhecida I(R, µ, φ), propõe-se dividir o problema em dois problemas mais simples, como na

Ref. [Siewert e Thomas Jr., 1992], escrevendo

I(r, µ, φ) = Is(r, µ, φ) + ΛIb(r, µ, φ) (4.4)

onde Ib(r, µ, φ) é solução do problema, ao qual se associam os efeitos da condição de contorno,

definido por

[(1− µ2)1/2(cosφ
∂

∂r
− 1

r
senφ

∂

∂φ
) + 1]Ib(r, µ, φ) =

$

π

∫ 1

0

∫ π

0

Ib(r, µ
′
, φ

′
)dφ

′
dµ

′
, (4.5)

para r ∈ (0, R), µ ∈ [0, 1] e φ ∈ (0, π), onde

Ib(R, µ, φ) = 1, µ ∈ [0, 1] e φ ∈ [π/2, π]. (4.6)

Busca-se também determinar Is(r, µ, φ), que leva em conta os efeitos do termo de fonte,

definido por

[(1−µ2)1/2(cosφ
∂

∂r
− 1

r
senφ

∂

∂φ
)+1]Is(r, µ, φ) =

$

π

∫ 1

0

∫ π

0

Is(r, µ
′
, φ

′
)dφ

′
dµ

′
+S(r), (4.7)

para r ∈ (0, R), µ ∈ [0, 1] e φ ∈ (0, π), onde

Is(R, µ, φ) = 0, µ ∈ [0, 1] e φ ∈ [π/2, π]. (4.8)
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Pela reformulação dada pela Eq. (4.4), segue-se que a constante Λ é tal que

Λ = (1− ρA)−1[T0 + 4ρ qs(R)] (4.9)

onde

A =
4

π

∫ 1

0

∫ π/2

0

Ib(R, µ, φ)(1− µ2)1/2cosφdφdµ (4.10)

ou, de outra forma [Siewert e Thomas Jr., 1992]

A = 1 + 4qb(R) (4.11)

sendo que as quantidades qb(r) e qs(r), dadas respectivamente por

qb(r) =
1

π

∫ 1

0

∫ π

0

Ib(r, µ, φ)(1− µ2)1/2cosφdφdµ (4.12)

e

qs(r) =
1

π

∫ 1

0

∫ π

0

Is(r, µ, φ)(1− µ2)1/2cosφdφdµ, (4.13)

são definidas quando a Eq. (4.4) é inserida na Eq. (4.3). Com esta notação o fluxo de calor

radiativo dado pela Eq. (4.3) passa a ser escrito na forma

qr(r) = qs(r) + Λqb(r). (4.14)

4.2 Problemas Auxiliares

Tendo reformulado o problema original com a decomposição em problemas básicos

mais simples, diferentemente de outras abordagens [Thynell e Özışık, 1987] que buscam

soluções de equações integrais associadas às quantidades qb(r) e qs(r), faz-se aqui uso de al-

gumas transformações propostas por Mitsis [Mitsis, 1963] e estendidas por Siewert e Thomas

Jr. na Ref. [Siewert e Thomas Jr., 1984] que permitem expressar as soluções dos problemas

Ib e Is em termos de dois problemas auxiliares (“pseudo” problemas). A prinćıpio, pela
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Eq. (4.5), pode-se deduzir que

qb(r) = −1

r
(1−$)

∫ r

0

xQb(x)dx (4.15)

onde

Qb(r) =
1

π

∫ 1

0

∫ π

0

Ib(r, µ, φ)dφdµ, (4.16)

e, portanto, Qb(r) é um resultado básico necessário à determinação do fluxo de calor radiativo

dado pela Eq. (4.14). Como mencionado anteriormente, neste momento propõe-se usar os

resultados da Ref. [Siewert e Thomas Jr., 1984], onde (a exemplo do caṕıtulo anterior)

algumas transformações associam a equação integral aos chamados “pseudo” problemas, ou

seja, pelo referido trabalho a equação integral dada pela Eq. (4.16) pode ser expressa como

Qb(r) =

∫ 1

0

F (r, µ)dµ (4.17)

onde F (r, µ) satisfaz

[µ2(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
)− 1]F (r, µ) +$

∫ 1

0

F (r, µ
′
)dµ

′
= 0, (4.18)

para r ∈ (0, R) e µ ∈ [0, 1], com

F (R, µ) + γ(µ)
∂

∂r
F (r, µ)

∣∣∣
r=R

= 1, µ ∈ [0, 1]. (4.19)

Aqui

γ(µ) = µ
K0(R/µ)

K1(R/µ)
(4.20)

e K0(z) e K1(z) são as funções de Bessel modificadas. Por outro lado, retornando agora para

o problema Is, encontra-se a partir da Eq. (4.7) que

qs(r) =
1

r

∫ r

0

x[S(x)− (1−$)Qs(x)]dx (4.21)

onde

Qs(r) =
1

π

∫ 1

0

∫ π

0

Is(r, µ, φ)dφdµ. (4.22)



58

Seguindo ainda a Ref. [Siewert e Thomas Jr., 1984], nota-se que Qs(r) é tal que

Qs(r) =

∫ 1

0

Ψ(r, µ)dµ (4.23)

onde Ψ(r, µ) é definido por

[µ2(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
)− 1]Ψ(r, µ) +$

∫ 1

0

Ψ(r, µ
′
)dµ

′
+ S(r) = 0, (4.24)

para r ∈ (0, R) e µ ∈ [0, 1], com

Ψ(R, µ) + γ(µ)
∂

∂r
Ψ(r, µ)

∣∣∣
r=R

= 0, µ ∈ [0, 1]. (4.25)

Assim, propõe-se, a partir de agora, o uso do método de ordenadas discretas anaĺıtico

para solucionar os “pseudo” problemas definidos pelas Eqs. (4.18) e (4.19), (4.24) e (4.25).

4.3 O Problema Ib

Para obter uma solução em ordenadas discretas para o problema Ib, relacionado

agora com as Eqs. (4.18) e (4.19), aproxima-se o termo integral da Eq. (4.18) por uma

fórmula de quadratura e escreve-se a equação em ordenadas discretas como

[µ2
i (
d2

dr2
+

1

r

d

dr
)− 1]F (r, µi) +$

N∑
k=1

ωkF (r, µk) = 0 (4.26)

para i = 1, 2, ..., N . Na Eq. (4.26) considera-se que os N pontos de quadratura µk e que

os N pesos ωk estão definidos no intervalo de integração [0, 1]. Procurando soluções para

a Eq. (4.26) em termos das funções de Bessel (limitadas quando r → 0), substituam-se as

soluções elementares

F (r, µi) = φ(ν, µi)I0(r/ν) (4.27)

na Eq. (4.26) de onde se obtém

(ν2 − µ2
i )φ(ν, µi) = $ν2

N∑
k=1

ωkφ(ν, µk) (4.28)

para i = 1, 2, ..., N . Fazendo com que cada φ(ν, µk) para k = 1, 2, ..., N seja uma componente
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do vetor Φ(ν), pode-se, então, reescrever a Eq. (4.28) como

(I− λM2)Φ(ν) = $WΦ(ν) (4.29)

onde λ = 1/ν2, I é a matriz identidade N ×N , os elementos da matriz W de ordem N ×N

são tais que

(W)i,j = ωj (4.30)

e ainda

M = diag{µ1, µ2, ..., µN}. (4.31)

Nota-se que o problema de autovalores definido pela Eq. (4.29) é essencialmente aquele que

foi encontrado nas Refs. [Barichello e Siewert, 1999a] e [Barichello et al., 2001] na solução em

ordenadas discretas de um problema semelhante em geometria plana e, assim, como naqueles

trabalhos, pode-se escrever a Eq. (4.29) na forma especial [Meyer, 2000]

(D−$zzT )X = λX (4.32)

onde

D = diag{µ−2
1 , µ−2

2 , ..., µ−2
N } (4.33)

e

z = [ω
1/2

1 µ −1
1 ω

1/2
2 µ −1

2 ... ω
1/2

N µ −1
N ]T . (4.34)

Aqui está-se usando o superescrito T para denotar a operação transposta. Continuando,

tem-se que o problema de autovalores definido pela Eq. (4.32) possui a forma encontrada

no método “divide and conquer” [Golub e Van Loan, 1989] usado para calcular autovalores

de matrizes tridiagonais. Ainda, vê-se que pela Eq. (4.34) que, devido à forma com que

o problema de autovalores foi formulado, deve-se excluir o zero do conjunto de pontos de

quadratura.

Considerando que tenham sido encontrados os autovalores e autovetores, λj e Xj,
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pela Eq. (4.32) e fazendo

νj = λ
−1/2

j (4.35)

e

Φ(νj) = S−1Xj, (4.36)

onde

S = diag{ω 1/2
1 µ1, ω

1/2
2 µ2, ..., ω

1/2
N µN}, (4.37)

escreve-se a solução em ordenadas discretas para o problema definido pelas Eqs.(4.18) e

(4.19) como

F (r, µi) =
N∑

j=1

Ajφ(νj, µi)Î0(r/νj)e
−(R−r)/νj . (4.38)

Aqui os Aj são constantes a serem determinadas pela condição de contorno

F (R, µi) + Υ(µi)
∂

∂r
F (r, µi)

∣∣∣
r=R

= 1, (4.39)

para i = 1, 2, ..., N , com

Υ(µ) = µ
K̂0(R/µ)

K̂1(R/µ)
. (4.40)

Por razões computacionais está-se usando aqui

În(z) = In(z)e−z e K̂n(z) = Kn(z)ez. (4.41)

Os vetores Φ(νj), e, por conseqüência, seus componentes φ(νj, µi), são avaliados pela

Eq. (4.36) enquanto que os autovetores Xj são definidos pela Eq. (4.32). Por outro lado,

pode-se também usar somente os autovalores definidos pela Eq. (4.32), juntamente com a

Eq. (4.35), e então usar a expressão anaĺıtica

φ(νj, µi) =
$ν2

j

ν2
j − µ2

i

K(νj) (4.42)
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onde

K(νj) =
N∑

i=1

ωiφ(νj, µi). (4.43)

Usando a Eq. (4.38) na versão em ordenadas discretas da Eq. (4.17), obtém-se, após impor

a normalização (arbitrária)

K(νj) = 1, (4.44)

Qb(r) =
N∑

j=1

AjK(νj)Î0(r/νj)e
−(R−r)/νj (4.45)

e substituindo este resultado na Eq. (4.15) tem-se

qb(r) = −(1−$)
N∑

j=1

νjAjK(νj)Î1(r/νj)e
−(R−r)/νj . (4.46)

Assim, a solução do problema Ib (“boundary condition”) fica completamente estabelecida.

4.4 Uma Solução Particular

Analisando a Eq. (4.24), observa-se que há um termo de fonte, e, portanto, para

definir uma solução em ordenadas discretas para o problema Is, definido pelas Eqs. (4.24)

e (4.25), deve-se desenvolver uma solução particular [Barichello et al., 2002b] que possa

ser usada juntamente com as soluções elementares anteriormente empregadas na solução do

problema Ib. Assim, considerando inicialmente a versão em ordenadas discretas da Eq. (4.24)

escrita como

[µ2
i (
d2

dr2
+

1

r

d

dr
)− 1]Ψ(r, µi) +$

N∑
k=1

ωkΨ(r, µk) + S(r) = 0 (4.47)

para i = 1, 2, ..., N e, admitindo que o termo de fonte é conhecido, expressa-se através do

método de variação de parâmetros uma solução particular na forma

Ψp(r, µi) =
N∑

j=1

Cjφ(νj, µi)[V (r, νj)Î0(r/νj) + U(r, νj)K̂0(r/νj)] (4.48)
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onde

U(r, νj) =

∫ r

0

xS(x)Î0(x/νj)e
−(r−x)/νjdx (4.49)

e

V (r, νj) =

∫ R

r

xS(x)K̂0(x/νj)e
−(x−r)/νjdx, (4.50)

sendo que as constantes Cj devem ser determinadas através da substituição da Eq. (4.48)

na Eq. (4.47) de onde se obtém

µ2
i

N∑
j=1

Cjφ(νj, µi) = 1, i = 1, 2, ..., N (4.51)

que constitui um sistema linear de equações algébricas que deve ser satisfeito pelos co-

eficientes Cj. Pode-se, ainda, usar propriedades das soluções elementares φ(νj, µi) para

solucionar este sistema (com a suposição impĺıcita de que a solução do sistema existe).

Primeiramente, usando a Eq. (4.42) escreve-se a Eq. (4.28) como

(1− µ2
i /ν

2
j )φ(νj, µi) = $K(νj). (4.52)

Multiplicando agora a Eq. (4.52) por ωiφ(νk, µi) e somando com relação a i obtém-se

N∑
i=1

ωiφ(νj, µi)φ(νk, µi)−
1

ν2
j

N∑
i=1

ωiµ
2
iφ(νj, µi)φ(νk, µi) = $K(νj)K(νk). (4.53)

Trocando j por k na Eq. (4.53) encontra-se

N∑
i=1

ωiφ(νk, µi)φ(νj, µi)−
1

ν2
k

N∑
i=1

ωiµ
2
iφ(νk, µi)φ(νj, µi) = $K(νk)K(νj). (4.54)

Agora, subtraindo a Eq. (4.53) da Eq. (4.54) deduz-se que

N∑
i=1

ωiµ
2
iφ(νj, µi)φ(νk, µi) = N(νj)δj,k (4.55)
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onde

N(νj) =
N∑

i=1

ωiµ
2
i [φ(νj, µi)]

2. (4.56)

Multiplicando ainda a Eq. (4.51) por ωiφ(νk, µi) e somando com relação a i, obtém-se, após

observar a Eq. (4.55),

Cj = K(νj)/N(νj) (4.57)

e assim a solução particular torna-se totalmente estabelecida.

Tendo estabelecido a solução particular requerida, escreve-se, então, a solução para

Eq. (4.24) como

Ψ(r, µi) =
N∑

j=1

Bjφ(νj, µi)Î0(r/νj)e
−(R−r)/νj + Ψp(r, µi). (4.58)

Para encontrar as constantes Bj, substitui-se a Eq. (4.58) na versão em ordenadas discretas

da condição de contorno dada pela Eq. (4.25) e assim

N∑
j=1

Bjφ(νj, µi)[Î0(R/νj) + (1/νj)Υ(µi)Î1(R/νj)] = R(µi) (4.59)

para i = 1, 2, ..., N . Aqui

R(µi) = −Ψp(R, µi)−Υ(µi)
∂

∂r
Ψp(r, µi)

∣∣∣
r=R

, (4.60)

com Υ(µ) definido na Eq. (4.40), ou ainda

R(µi) = −
N∑

j=1

Cjφ(νj, µi)U(R, νj)[K̂0(R/νj)− (1/νj)Υ(µi)K̂1(R/νj)]. (4.61)

Uma vez encontradas as constantes requeridas, avalia-se a versão em ordenadas discretas de

Qs(r) =

∫ 1

0

Ψ(r, µ)dµ (4.62)

de onde se obtém, após impor a normalização (arbitrária)

K(νj) = 1, (4.63)
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Qs(r) =
N∑

j=1

{Bj Î0(r/νj)e
−(R−r)/νj + Cj[V (r, νj)Î0(r/νj) + U(r, νj)K̂0(r/νj)]} (4.64)

e, sendo assim, finalmente obtém-se, após usar a Eq. (4.64) e observar as Eqs. (4.51), (4.52)

e (4.63), que

qs(r) = −(1−$)
N∑

j=1

νj[Bj Î1(r/νj)e
−(R−r)/νj + CjT (r, νj)] (4.65)

onde

T (r, νj) = V (r, νj)Î1(r/νj)− U(r, νj)K̂1(r/νj). (4.66)

Assim, a solução do problema Is (“source”) fica completamente estabelecida.

4.4.1 Caso Conservativo

Nesta subseção propõe-se o desenvolvimento de uma solução para o problema Is,

definido pelas Eqs. (4.24) e (4.25), contemplando o caso conservativo ($ = 1). Sendo

que neste caso duas das constantes de separação νj tornam-se ilimitadas, algumas modi-

ficações são necessárias na solução em ordenadas discretas proposta anteriormente. Assim,

uma solução limitada para o problema

[µ2
i (
d2

dr2
+

1

r

d

dr
)− 1]Ψc(r, µi) +

N∑
k=1

ωkΨc(r, µk) + S(r) = 0, (4.67)

para i = 1, 2, ..., N , é agora escrita como [Rodrigues e Barichello, 2003]

Ψc(r, µi) = A1 +
N∑

j=2

Ajφ(νj, µi)Î0(r/νj)e
−(R−r)/νj + Ψcp(r, µi) (4.68)

onde φ(νj, µi), para j = 2, 3, ..., N são definidas como na Eq. (4.42) com$ = 1, e a Eq. (4.41)

pode também ser observada. Assim, a solução particular é agora proposta como [Rodrigues

e Barichello, 2003]

Ψcp(r, µi) = C1[A(r)−B(r)ln(r/R)] +
N∑

j=2

Cjφ(νj, µi)[V (r, νj)Î0(r/νj) + U(r, νj)K̂0(r/νj)],

(4.69)
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onde as funções A(r) e B(r) são dadas por

A(r) =

∫ R

r

xS(x)ln(R/x)dx, (4.70)

B(r) =

∫ r

0

xS(x)dx (4.71)

e V (r, νj) e U(r, νj) estão definidas nas Eqs. (4.49) e (4.50). Substituindo a Eq. (4.68) na

Eq. (4.67), e usando a condição de normalização expressa na Eq. (4.63), encontra-se que as

constantes Cj satisfazem o sistema de equações algébricas

µ2
i [C1 +

N∑
j=2

Cjφ(νj, µi)] = 1, i = 1, 2, ..., N. (4.72)

Ainda, usando as propriedades [Barichello et al., 2002b] das soluções elementares φ(νj, µi)

(como na seção 4.4) juntamente com a Eq. (4.72), pode-se obter as constantes Cj, para

j = 1, 2, ..., N através da expressão

Cj = K(νj)/N(νj), (4.73)

onde, assim como na (4.63), K(νj) = 1,

N(ν1) =
N∑

i=1

ωiµ
2
i (4.74)

e

N(νj) =
N∑

i=1

ωiµ
2
i [φ(νj, µi)]

2, j = 2, ..., N. (4.75)

4.5 Aplicações

Propõe-se, a partir de agora, a abordagem de duas classes de problemas de trans-

ferência radiativa usando a formulação desenvolvida nas seções anteriores para o caso não-

conservativo. Primeiramente a formulação será aplicada a problemas lineares que envolvem

transferência de calor unicamente na forma radiativa [Rodrigues e Barichello, 2003], como os
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sugeridos por Thynell e Özışık na Ref. [Thynell e Özışık, 1987] e posteriormente na análise

de uma classe de problemas não lineares de transferência de calor pelo modo acoplado de

radiação e condução [Barichello et al., 2002b].

4.5.1 Um Problema Linear

Na Ref. [Thynell e Özışık, 1987], Thynell e Özışık ilustram aspectos computa-

cionais da proposta desenvolvida no referido trabalho, que envolve a utilização do método de

Galerkin e de esquemas de colocação, considerando para o caso não-conservativo

($ 6= 1) duas situações diferenciadas que também serão solucionadas aqui para validar a

formulação apresentada neste caṕıtulo. Assim, primeiramente é abordado um problema de

transferência radiativa em um cilindro sólido, homogêneo, sem fonte interna de energia, mas

com incidência de radiação isotrópica de intensidade unitária na fronteira r = R, que pode

ser formulado na seguinte forma

[(1− µ2)1/2(cosφ
∂

∂r
− 1

r
senφ

∂

∂φ
) + 1]I(r, µ, φ) =

$

π

∫ 1

0

∫ π

0

I(r, µ
′
, φ

′
)dφ

′
dµ

′
, (4.76)

para r ∈ (0, R), µ ∈ [0, 1] e φ ∈ (0, π), onde

I(R, µ, φ) = 1, µ ∈ [0, 1] e φ ∈ [π/2, π] (4.77)

revelando-se idêntico ao problema Ib apresentado anteriormente nas Eqs. (4.5) e (4.6), sendo

que os resultados numéricos relevantes (a t́ıtulo de comparação) este problema podem ser

obtidos, de acordo com a solução em ordenadas discretas, através da avaliação da expressão

Qb(r) dada pela Eq. (4.45) que corresponde à quantidade G(r)/4π da Ref. [Thynell e Özışık,

1987].

O segundo problema abordado na Ref. [Thynell e Özışık, 1987] está relacionado à

análise da transferência radiativa também em um cilindro sólido, homogêneo e transparente,

mas neste caso sem incidência externa de radiação e com a inclusão de uma fonte interna de

energia representada pela expressão [Thynell e Özışık, 1987]

S(r) = (1−$)[1− (r/R)2]. (4.78)
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Nessas condições, este problema pode ser formulado pelas seguintes equações

[(1−µ2)1/2(cosφ
∂

∂r
− 1

r
senφ

∂

∂φ
) + 1]I(r, µ, φ) =

$

π

∫ 1

0

∫ π

0

I(r, µ
′
, φ

′
)dφ

′
dµ

′
+S(r), (4.79)

para r ∈ (0, R), µ ∈ [0, 1] e φ ∈ (0, π), onde

I(R, µ, φ) = 0, µ ∈ [0, 1] e φ ∈ [π/2, π], (4.80)

que possuem a forma originária do problema Is dado pelas Eqs. (4.7) e (4.8), admitindo-

se S(r) tal como na Eq. (4.78). Assim, os resultados numéricos a serem comparados aos

da Ref. [Thynell e Özışık, 1987] com relação a este problema podem ser obtidos a partir

da avaliação da Eq. (4.64), referente à quantidade Qs(r) que corresponde a G(r)/4π no

trabalho de Thynell e Özışık, bem como pela avaliação do fluxo de calor radiativo dado pela

Eq. (4.65) que ao ser multiplicado por 4π corresponde a qr(r) da Ref. [Thynell e Özışık,

1987].

4.5.1.1 Aspectos Computacionais e Resultados Numéricos

Para obtenção de resultados numéricos dos dois problemas descritos na seção 4.5.1,

inicialmente define-se o esquema de quadratura {ωk, µk} pelo mapeamento linear do esquema

de quadratura de Gauss-Legendre sobre o intervalo [0,1], e então usa-se o programa RG da

coleção EISPACK [Smith et al., 1976] para encontrar os autovalores e os autovetores definidos

pela Eq. (4.32), e, assim, através das Eqs. (4.35) e (4.36) pode-se obter as constantes de

separação e as soluções elementares associadas.

Na determinação das constantes {Aj} e {Bj}, podem ser usadas as subrotinas

DGECO e DGESL da coleção LINPACK [Dongarra et al., 1979] de forma a resolver os

sistemas lineares definidos pelas Eqs. (4.19) e (4.59). Em relação à solução particular,

é importante enfatizar a forma de avaliação das Eqs. (4.49) e (4.50): uma vez que a

avaliação anaĺıtica não é posśıvel, usou-se neste trabalho o esquema de quadratura de Gauss-

Legendre mapeado linearmente sobre o intervalo [0, 1] para, então, obter resultados numéricos

para estas duas expressões. Nos casos onde é necessária a determinação de uma solução par-

ticular, como enfatizado na próxima aplicação, uma representação em splines cúbicas de

Hermite do termo de fonte S(r) também pode ser usada para avaliar estas integrais.
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Nas Tabelas 4.1– 4.4 estão os resultados numéricos obtidos neste trabalho para os

dois problemas sugeridos na Ref. [Thynell e Özışık, 1987]. De fato, como discutido ante-

riormente, para resolver os dois casos sugeridos tudo o que se tem a fazer é resolver um de

cada vez os dois problemas chamados na seção 4.1 de Ib e Is. Assim, nas Tabelas 4.1 e 4.2

estão os resultados para o problema dado pelas Eqs. (4.5) e (4.6), enquanto que nas Tabelas

4.3 e 4.4 estão os resultados para o problema dado pelas Eqs. (4.7) e (4.8) considerando a

fonte interna de energia representada pela Eq. (4.78). Para gerar os resultados apresentados

aqui foi usado, em geral, M=100 na Tabela 4.3 e M=20 na Tabela 4.4, onde M simboliza o

número de pontos de quadratura usados na avaliação das Eqs. (4.49) e (4.50). Para os casos

r = 0.0 na Tabela 4.3 e r = 0.1R na Tabela 4.4 estes valores aumentam (em alguns casos)

para M = 600 e M = 120 respectivamente. Estas escolhas foram feitas para apresentar

resultados que acredita-se estarem corretos em seis d́ıgitos (mais ou menos um no último

d́ıgito) para todos os valores da variável r. É importante enfatizar ainda que a execução da

solução em cada caso, não leva mais do que cinco segundos em um PC com Processador

Pentium 233 MHz de 64 MB de memória.

Os resultados apresentados na Tabela 4.1 estão iguais, em todos os d́ıgitos, aos

resultados obtidos na Ref. [Siewert e Thomas Jr., 1984] com a aplicação do método FN ,

bem como para o caso R = 10 apresentado aqui na Tabela 4.2 e não mostrados na

Ref. [Rodrigues e Barichello, 2003].

A solução particular [Siewert, 2002a]

Ψp(r, µ) = 1− 1

R2
[r2 + 4µ2 +

4

3
(

$

1−$
)] (4.81)

para o problema de Eqs. (4.7) e (4.8) com termo de fonte dispońıvel na Ref. [Thynell e

Özışık, 1987] e dado pela Eq. (4.78), foi utilizada para verificar os resultados apresentados

aqui e estes concordam plenamente com os resultados obtidos a partir desta solução particular

quando as integrais são avaliadas numericamente.

Em comparação com os resultados da Ref. [Thynell e Özışık, 1987], que foram

obtidos com o Método de Galerkin ou com esquemas de colocação, tem-se nas Tabelas 4.1,

4.3 e 4.4, em geral, de três a cinco d́ıgitos de concordância, sendo que os resultados mostrados

aqui na Tabela 4.2 não estão dispońıveis nesse referido trabalho.

Com uma simples inspeção na Tabela 4.3 e na Figura 4.2, que retrata os valores
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tabelados de Qs(r) para R = 0.5, bem como na Figura 4.3, que retrata os valores tabelados

de Qs(r) para R = 5, constata-se que os maiores valores de Qs(r) ocorrem no centro do

cilindro, enquanto que os menores valores ocorrem na fronteira r = R. Da Tabela 4.4 e da

Figura 4.4, que retrata os valores tabelados de 4πqs(r) para R = 0.5, bem como da Figura

4.5, que retrata os valores tabelados de 4πqs(r) para R = 2.5, tem-se que o fluxo de calor

atinge valores máximos entre r = 0.8R e r = 0.9R.

Tabela 4.1 – Cálculo de Qb(r) para N = 14

R $ r = 0.0 r = 0.5R r = R

0.3 3.64405(–1) 4.16309(–1) 6.94369(–1)
1.0 0.5 4.57065(–1) 5.05927(–1) 7.47538(–1)

0.9 8.24677(–1) 8.44173(–1) 9.24929(–1)

0.3 8.10839(–2) 1.35401(–1) 6.03013(–1)
2.5 0.5 1.26607(–1) 1.91983(–1) 6.51043(–1)

0.9 5.29830(–1) 5.92673(–1) 8.54825(–1)

0.3 6.67580(–3) 2.74736(–2) 5.72543(–1)
5.0 0.5 1.35349(–2) 4.57241(–2) 6.16681(–1)

0.9 1.98678(–1) 2.95285(–1) 8.06015(–1)

Tabela 4.2 – Cálculo de Qb(r) para R = 10 e N = 14

r/R $ = 0.3 $ = 0.5 $ = 0.7 $ = 0.9

0.0 4.60882(–5) 1.38859(–4) 8.01829(–4) 2.01898(–2)
0.1 5.95325(–5) 1.73680(–4) 9.46293(–4) 2.16079(–2)
0.2 1.12121(–4) 3.05085(–4) 1.45897(–3) 2.61624(–2)
0.3 2.53579(–4) 6.37744(–4) 2.62685(–3) 3.48252(–2)
0.4 6.25301(–4) 1.44881(–3) 5.12494(–3) 4.94721(–2)
0.5 1.62250(–3) 3.44884(–3) 1.04520(–2) 7.33358(–2)
0.6 4.37880(–3) 8.48704(–3) 2.19360(–2) 1.11811(–1)
0.7 1.22887(–2) 2.15284(–2) 4.71009(–2) 1.73872(–1)
0.8 3.62559(–2) 5.66444(–2) 1.03616(–1) 2.74762(–1)
0.9 1.16748(–1) 1.58763(–1) 2.37138(–1) 4.42664(–1)
1.0 5.58361(–1) 6.00996(–1) 6.63331(–1) 7.81243(–1)
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Tabela 4.3 – Cálculo de Qs(r) para N=30

R $ r = 0.0 r = 0.5R r = 0.8R r = 0.9R r = R

0.1 3.39449(–1) 2.65595(–1) 1.66782(–1) 1.31524(–1) 1.00082(–1)
0.5 0.5 2.25267(–1) 1.77623(–1) 1.13857(–1) 9.08487(–2) 6.93763(–2)

0.9 5.61792(–2) 4.47265(–2) 2.93489(–2) 2.37089(–2) 1.81648(–2)

0.1 5.42506(–1) 4.14499(–1) 2.41931(–1) 1.80164(–1) 1.25430(–1)
1.0 0.5 4.02444(–1) 3.10277(–1) 1.86663(–1) 1.41959(–1) 9.97731(–2)

0.9 1.22444(–1) 9.57456(–2) 5.98976(–2) 4.66281(–2) 3.30605(–2)

0.1 8.20227(–1) 6.09376(–1) 3.15050(–1) 2.07262(–1) 1.13007(–1)
2.5 0.5 7.18249(–1) 5.34997(–1) 2.85237(–1) 1.94522(–1) 1.09653(–1)

0.9 3.44085(–1) 2.59303(–1) 1.46373(–1) 1.04740(–1) 6.10467(–2)

0.1 9.42498(–1) 6.98476(–1) 3.38159(–1) 1.99111(–1) 7.69871(–2)
5.0 0.5 8.99525(–1) 6.63554(–1) 3.25509(–1) 1.98797(–1) 8.24518(–2)

0.9 6.34436(–1) 4.65102(–1) 2.38068(–1) 1.55164(–1) 6.97828(–2)

Figura 4.2 – Efeitos do albedo de espalhamento simples em Qs(r)
para R = 0.5 e N=30

Figura 4.3 – Efeitos do albedo de espalhamento simples em Qs(r)
para R = 5 e N=30

Figura 4.4 – Efeitos do albedo de espalhamento simples em 4πqs(r)
para R = 0.5 e N=22

Figura 4.5 – Efeitos do albedo de espalhamento simples em 4πqs(r)
para R = 2.5 e N=22
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Tabela 4.4 – Cálculo de 4πqs(r) para N=22

R $ r = 0.1R r = 0.5R r = 0.8R r = 0.9R r = R

0.1 1.85790(–1) 8.10185(–1) 9.75921(–1) 9.34946(–1) 8.30736(–1)
0.5 0.5 1.21066(–1) 5.29325(–1) 6.45116(–1) 6.24744(–1) 5.66826(–1)

0.9 2.95015(–2) 1.29535(–1) 1.60328(–1) 1.57261(–1) 1.45959(–1)

0.1 2.57391(–1) 1.12386 1.33619 1.25692 1.07080
1.0 0.5 1.86764(–1) 8.15878(–1) 9.82800(–1) 9.39596(–1) 8.30567(–1)

0.9 5.48595(–2) 2.40689(–1) 2.96780(–1) 2.90135(–1) 2.67705(–1)

0.1 2.53215(–1) 1.14024 1.38209 1.26920 9.75583(–1)
2.5 0.5 2.20352(–1) 9.80396(–1) 1.18361 1.10583 9.11976(–1)

0.9 1.02526(–1) 4.50886(–1) 5.53020(–1) 5.36025(–1) 4.85935(–1)

0.1 1.62383(–1) 7.77285(–1) 1.03437 9.61308(–1) 6.57923(–1)
5.0 0.5 1.57525(–1) 7.40586(–1) 9.57461(–1) 8.93526(–1) 6.75078(–1)

0.9 1.14389(–1) 5.13080(–1) 6.38452(–1) 6.14527(–1) 5.42306(–1)
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4.5.2 Um Problema Não Linear Acoplado de Radiação e Condução

Como mencionado no ińıcio da seção Aplicações, a segunda proposta de aplicação da

nova versão do método de ordenadas discretas [Barichello e Siewert, 1999a] está vincu-

lada (neste trabalho) à resolução de problemas não lineares de transferência de calor pelo

modo acoplado radiação-condução em um cilindro sólido, homogêneo, com espalhamento

isotrópico, comprimento infinito, simetria ciĺındrica e sem dependência espectral, sendo que,

para este fim a formulação proposta no ińıcio deste caṕıtulo, referente às Eqs. (4.1) e (4.2),

deve ser modificada com termos que descrevam o acoplamento radiação-condução [Barichello

et al., 2002b], ou seja, neste caso tem-se:

T0 = εΘ4
0, (4.82)

na condição de contorno da Eq. (4.2), e, ainda, representando o termo de fonte da Eq. (4.1)

S(r) = (1−$)Θ4(r), (4.83)

sendo que a distribuição de temperaturas Θ(r) deve satisfazer a equação de energia

r
d2

dr2
Θ(r) +

d

dr
Θ(r) =

1

Nc

d

dr
[rqr(r)]− rH (4.84)

com condições de contorno

Θ(R) = Θ0 e
d

dr
Θ(r)

∣∣∣
r=0

= 0 (4.85)

cuja solução pode ser expressa como

Θ(r) = Θ0 +
1

4
(R2 − r2)H − 1

Nc

∫ R

r

qr(x)dx. (4.86)

Aqui, ε é a emissividade da superf́ıcie,

Nc =
kβ

4σn2T 3
r

(4.87)

é o parâmetro de radiação-condução, H é uma constante tal que

H = (kβ2Tr)
−1h, (4.88)
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n é o ı́ndice de refração, k é a condutividade térmica do meio, σ é a constante de Stefan-

Boltzmann, β é o coeficiente de extinção, Tr é a temperatura de referência, h é a constante

relacionada com a geração de calor prescrito no meio e Θ0 é a temperatura prescrita (nor-

malizada) na superf́ıcie.

Como o fluxo de calor radiativo

qr(r) =
1

π

∫ 1

0

∫ π

0

I(r, µ, φ)(1− µ2)1/2cosφdφdµ, (4.89)

observa-se que os dois problemas (radiação e condução) estão realmente acoplados e também

que a constante Nc é uma grandeza relacionada com o grau de acoplamento entre os dois

modos de transferência de calor.

4.5.2.1 O Problema Acoplado

Introduzindo uma representação em splines (Anexo A) para o termo de fonte da

Eq. (4.1), especificado na Eq. (4.83), tem-se

(1−$)Θ4(r) =
K∑

k=0

ak=k(r/R) (4.90)

onde as constantes ak devem ser determinadas. Assim, admitindo como termo de fonte uma

das funções splines =k(x), para k = 0, 1, ..., K, pode-se escrever a solução para o problema

[µ2
i (
d2

dr2
+

1

r

d

dr
)− 1]Ψk(r, µi) +$

N∑
α=1

ωαΨk(r, µα) + =k(r/R) = 0 (4.91)

como

Ψk(r, µi) =
N∑

j=1

Ak,jφ(νj, µi)Î0(r/νj)e
−(R−r)/νj + Ψk,p(r, µi) (4.92)

onde, seguindo o que foi exposto na seção 4.4,

Ψk,p(r, µi) =
N∑

j=1

Cjφ(νj, µi)[Vk(r, νj)Î0(r/νj) + Uk(r, νj)K̂0(r/νj)] (4.93)
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com

Uk(r, νj) =

∫ r

0

x=k(x/R)Î0(x/νj)e
−(r−x)/νjdx (4.94)

e

Vk(r, νj) =

∫ R

r

x=k(x/R)K̂0(x/νj)e
−(x−r)/νjdx. (4.95)

Para encontrar as constantes Ak,j substitui-se a Eq. (4.92) na versão em ordenadas discretas

da Eq. (4.25) obtendo-se

N∑
j=1

Ak,jφ(νj, µi)[Î0(R/νj) + (1/νj)Υ(µi)Î1(R/νj)] = Rk(µi) (4.96)

para i = 1, 2, ..., N . Aqui

Rk(µi) = −Ψk,p(R, µi)−Υ(µi)
∂

∂r
Ψk,p(r, µi)

∣∣∣
r=R

(4.97)

ou

Rk(µi) = −
N∑

j=1

Cjφ(νj, µi)Uk(R, νj)[K̂0(R/νj)− (1/νj)Υ(µi)K̂1(R/νj)]. (4.98)

Uma vez encontradas as constantes requeridas, avalia-se a versão em ordenadas discretas de

Qk,s(r) =

∫ 1

0

Ψk(r, µ)dµ (4.99)

e encontra-se, depois de impor a normalização (arbitrária)

K(νj) = 1, (4.100)

Qk,s(r) =
N∑

j=1

{Ak,j Î0(r/νj)e
−(R−r)/νj + Cj[Vk(r, νj)Î0(r/νj) + Uk(r, νj)K̂0(r/νj)]}. (4.101)

Definindo

qk,s(r) =
1

r

∫ r

0

x[=k(x/R)− (1−$)Qk,s(x)]dx, (4.102)
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obtém-se, após usar a Eq. (4.102) e notar as Eqs. (4.51), (4.52) e (4.100), que

qk,s(r) = −(1−$)
N∑

j=1

νj[Ak,j Î1(r/νj)e
−(R−r)/νj + CjSk(r, νj)] (4.103)

onde

Sk(r, νj) = Vk(r, νj)Î1(r/νj)− Uk(r, νj)K̂1(r/νj), (4.104)

podendo-se, então, escrever

qs(r) =
K∑

k=0

akqk,s(r) (4.105)

onde qk,s(r) está definida na Eq. (4.103). E, assim, para completar a solução, as constantes

{ak} devem ser determinadas. Para encontrar a equação que define estas constantes, pode-se

usar as Eqs. (4.90) e (4.105) na Eq. (4.86) e com isto

K∑
k=0

ak=k(r/R) = (1−$)[Γ(r) +
K∑

k=0

akΓk(r)]
4 (4.106)

onde

Γ(r) = Θ0 +
1

4
(R2 − r2)H +

1

Nc

L(r)(1− ρA)−1εΘ4
0 (4.107)

e

Γk(r) =
1

Nc

[4ρ(1− ρA)−1L(r)qk,s(R) + Lk(r)]. (4.108)

Aqui

L(r) = (1−$)
N∑

j=1

ν2
jAj[Î0(R/νj)− Î0(r/νj)e

−(R−r)/νj ] (4.109)

e

Lk(r) = (1−$)
N∑

j=1

ν2
j {Ak,j[Î0(R/νj)− Î0(r/νj)e

−(R−r)/νj ] + CjTk(r, νj)} (4.110)
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com

Tk(r, νj) = Uk(R, νj)K̂0(R/νj)− Uk(r, νj)K̂0(r/νj)− Vk(r, νj)Î0(r/νj). (4.111)

Para gerar através da Eq. (4.106) um conjunto de equações discretas, propõe-se

seguir os procedimentos tipicamente usados com funções splines: avaliar a Eq. (4.106) e sua

derivada (com relação a r) em rα = ζαR para obter (sendo K = 2M +1) o sistema de K +1

equações não lineares

K∑
k=0

ak=k(ζα) = (1−$)[Γ(rα) +
K∑

k=0

akΓk(rα)]4 (4.112)

e

K∑
k=0

ak=
′

k(ζα) = 4R(1−$)[Γ(rα) +
K∑

k=0

akΓk(rα)]3[Γ
′
(rα) +

K∑
k=0

akΓ
′

k(rα)] (4.113)

para α = 0, 1, 2, ...,M . Das definições dadas no Anexo A pelas Eqs. (A.6), (A.7) e (A.8)

nota-se que

=2k(ζα) = δα,k e =2k+1(ζα) = 0 (4.114)

e que

=′

2k(ζα) = 0 e =′

2k+1(ζα) = δα,k, (4.115)

para k, α = 0, 1, 2, ...,M , onde δi,j representa a função delta de Kronecker. Assim, tem-se

que as Eqs. (4.112) e (4.113) podem ser reescritas como

a2α = (1−$)[Γ(rα) +
K∑

k=0

akΓk(rα)]4 (4.116)

e

a2α+1 = 4R(1−$)[Γ(rα) +
K∑

k=0

akΓk(rα)]3[Γ
′
(rα) +

K∑
k=0

akΓ
′

k(rα)] (4.117)

para α = 0, 1, 2, ...,M . As Eqs. (4.107) e (4.108) podem ser derivadas para que sejam
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encontradas as expressões requeridas pela Eq. (4.117), ou seja,

Γ
′
(r) = −1

2
rH +

1

Nc

L
′
(r)(1− ρA)−1εΘ4

0 (4.118)

e

Γ
′

k(r) =
1

Nc

[4ρ(1− ρA)−1L
′
(r)qk,s(R) + L

′

k(r)] (4.119)

onde

L
′
(r) = −(1−$)

N∑
j=1

νjAj Î1(r/νj)e
−(R−r)/νj (4.120)

e

L
′

k(r) = (1−$)
N∑

j=1

νj{−Ak,j Î1(r/νj)e
−(R−r)/νj + CjνjT

′

k(r, νj)} (4.121)

com

νjT
′

k(r, νj) = Uk(r, νj)K̂1(r/νj)− Vk(r, νj)Î1(r/νj). (4.122)

Para completar a solução, as constantes {ak} devem ser encontradas mediante a

resolução do sistema não linear de equações algébricas definido pelas Eqs. (4.116) e (4.117),

sendo que uma aproximação simples (que pode ser eficiente quando o acoplamento radiação-

condução não é muito forte) pode ser obtida com o uso de um procedimento iterativo direto

para solucionar o referido sistema. Assim, fazendo Nc → ∞ (caso condução dominante)

nessas equações obtém-se

a2α = (1−$)[Θ0 +
1

4
(R2 − r2

α)H]4 (4.123)

e

a2α+1 = −2R(1−$)[Θ0 +
1

4
(R2 − r2

α)H]3rαH (4.124)

para α = 0, 1, ...,M , que podem ser usadas (como sugestão) no lado direito das Eqs. (4.116)

e (4.117) para que possa ser feita a próxima iteração. Entretanto, há casos onde esta

iteração simples não converge, e, assim, como um segundo procedimento iterativo, propõe-se
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o uso do método de Newton. Então, tomando a como um vetor de K + 1 componentes {ak}

e introduzindo um vetor F(a), pode-se escrever as Eqs. (4.116) e (4.117) como

F(a) = 0. (4.125)

Assim, a solução iterativa (usando o método de Newton) da Eq. (4.125) pode ser escrita

como

aj+1 = aj − J−1(aj)F(aj), j = 0, 1, 2, ... (4.126)

onde a matriz Jacobiana é

J(a) =

[
∂

∂a0

F(a)
∂

∂a1

F(a) ...
∂

∂aK

F(a)

]
. (4.127)

Como, segundo observado, a iteração de Newton é necessária principalmente para os casos

onde o acoplamento entre os dois modos de transferência de calor é forte, usa-se em vez das

Eqs. (4.123) e (4.124),

a2α = (1−$)Θ4
0 (4.128)

e

a2α+1 = 0, (4.129)

para α = 0, 1, 2, ...,M , como valores iniciais quando Nc é pequeno.

4.5.2.1 Resultados Numéricos do Problema Acoplado

Repetindo os procedimentos da aplicação anterior, define-se inicialmente o esquema

de quadratura {ωk, µk} pelo mapeamento linear do esquema de quadratura de Gauss-Legendre

no intervalo [0,1]. Então usa-se o programa RG da coleção EISPACK [Smith et al., 1976]

para encontrar os autovalores e os autovetores definidos pela Eq. (4.32). E assim, após no-

tar as Eqs. (4.35) e (4.36), calculam-se as constantes de separação e as soluções elementares

associadas (que podem ser encontradas de forma numérica ou anaĺıtica). Para encontrar as

constantes {Aj} e {Ak,j} usam-se as subrotinas DGECO e DGESL da coleção LINPACK
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[Dongarra et al., 1979] de forma a resolver os sistemas lineares definidos pelas Eqs. (4.39) e

(4.96). Seguindo estes procedimentos, avalia-se todo o necessário para obter as quantidades

Γ(rα), Γk(rα), Γ
′
(rα), Γ

′

k(rα), e assim resolvem-se as Eqs. (4.116) e (4.117) usando o método

recursivo simples ou o método de Newton para que sejam obtidas as constantes {ak}. Na

implementação da solução proposta são necessárias as avaliações das funções U e V dadas

pelas Eqs. (4.94) e (4.95). Para isso, mudam-se algumas variáveis e reescrevem-se estas

funções na forma

Uk(r, νj) = R2Ek(r/R,R/νj) (4.130)

e

Vk(r, νj) = R2Gk(r/R,R/νj) (4.131)

onde

Ek(x, y) =

∫ x

0

τ=k(τ)Î0(τy)e
−(x−τ)ydτ, x ∈ [0, 1], y ≥ 0, (4.132)

e

Gk(x, y) =

∫ 1

x

τ=k(τ)K̂0(τy)e
−(τ−x)ydτ, x ∈ [0, 1], y > 0. (4.133)

Sendo [αk, βk] o intervalo de definição da função spline =k(x), ou seja,

=k(x) = 0, x 6∈ [αk, βk], (4.134)

pode-se escrever

Ek(x, y) = 0, x ≤ αk, (4.135)

e

Ek(x, y) =

∫ min{x,βk}

αk

τ=k(τ)Î0(τy)e
−(x−τ)ydτ, x > αk. (4.136)
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De forma semelhante escreve-se

Gk(x, y) = 0, x ≥ βk, (4.137)

e

Gk(x, y) =

∫ βk

max{x,αk}
τ=k(τ)K̂0(τy)e

−(τ−x)ydτ, x < βk. (4.138)

Devido à definição das funções splines, neste trabalho foi utilizado um esquema de quadratura

de Gauss-Legendre sobre cada subintervalo [αk, βk] para avaliar as integrais necessárias,

obtendo, desta forma, uma boa precisão mesmo com o uso de esquemas de quadraturas de

ordem muito baixa.

Finalmente destaca-se que nas implementações feitas pelo método de Newton, o

método não foi usado tal como expresso na Eq. (4.126), mas de forma mais eficiente usando

aj+1 = aj − xj (4.139)

onde xj é a solução do sistema linear

J(aj)xj = F(aj). (4.140)

Uma vez calculadas as constantes {ak}, pode-se combinar as Eqs. (4.90) e (4.106) e então

calcular a distribuição de temperaturas por

Θ(r) = Γ(r) +
K∑

k=0

akΓk(r) (4.141)

onde Γ(r) e Γk(r) são dados pelas Eqs. (4.107) e (4.108). Continuando, pode-se expressar o

fluxo de calor radiativo (normalizado) por

Qr(r) =
1

Nc

[qs(r) + Λqb(r)] (4.142)

ou então

Qr(r) =
1

Nc

[
K∑

k=0

akqk,s(r) + Λqb(r)], (4.143)
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onde qk,s(r) é dado pelas Eqs. (4.103) e (4.104). Finalmente, uma vez que o fluxo de calor

total é

Q(r) =
r

2
H, (4.144)

o fluxo de calor condutivo pode ser calculado por

Qc(r) = Q(r)−Qr(r). (4.145)

Para testar a implementação do algoritmo proposto nesta aplicação foram conside-

rados os oito casos listados na Tabela 4.5. Como primeiro passo na avaliação da solução foram

solucionados os problemas 1-6, que também haviam sido resolvidos por Siewert e Thomas na

Ref. [Siewert e Thomas Jr., 1992] com uso do método PN . Uma vez que para cinco destes seis

problemas encontraram-se exatamente os mesmos resultados numéricos da Ref. [Siewert e

Thomas Jr., 1992], estes não foram listados aqui; entretanto, surgiram alguns (poucos) d́ıgitos

diferentes em relação ao problema 3, e por este motivo na Tabela 4.6 estão os resultados

encontrados neste trabalho referentes a este problema espećıfico. Como mencionado por

Siewert e Thomas [Siewert e Thomas Jr., 1992], também notou-se que a iteração simples

funciona bem com este problema (assim como a de Newton), mas o mesmo não ocorre

(aqui) com os problemas 7 e 8, sendo que para estes dois problemas usou-se a iteração de

Newton. Os resultados para os problemas 7 e 8 estão listados na Tabela 4.7 e na Tabela 4.8

respectivamente. Uma vez que o fluxo de calor condutivo é justamente a diferença entre

o fluxo de calor total e o radiativo e, sendo que o componente condutivo é pequeno para

estes dois casos extremos, foram listados nas Tabelas 4.7 e 4.8 somente a distribuição de

temperaturas Θ(r) e os fluxos de calor total Q(r) e radiativo Qr(r).

Na resolução dos problemas apresentados, usou-se tipicamente 60 ordenadas dis-

cretas, 100 funções splines e 4 pontos de Gauss (para avaliar as funções U e V ). Destaca-se

ainda que a implementação em FORTRAN, sem esforços especiais, da solução em ordenadas

discretas proposta aqui leva em torno de 80 segundos em um computador com processador

Pentium 233 MHz com 64 MB de memória.
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Tabela 4.5 – Dados f́ısicos para problemas testes

problema ε ρ Θ0 $ R Nc H

1 0.8 0.2 1.0 0.9 1.0 0.05 1.5
2 0.9 0.1 1.0 0.9 0.5 0.05 100
3 0.9 0.1 1.0 0.9 0.05 0.0005 4000
4 0.9 0.1 1.0 0.9 0.5 0.005 40
5 0.9 0.1 1.0 0.9 5.0 0.5 0.4
6 1.0 0.0 1.0 0.9 1.0 0.1 1.0
7 0.8 0.2 1.0 0.9 1.0 0.005 1.5
8 0.8 0.2 1.0 0.9 1.0 0.0005 1.5

Tabela 4.6 – Temperatura e fluxo de calor para o problema 3

r/R Θ(r) Qc(r) Qr(r) Q(r)

0.0 2.04106 0.0 0.0 0.0
0.1 2.03634 1.90641 8.09359 10.0
0.2 2.02159 4.05548 15.9445 20.0
0.3 1.99494 6.71129 23.2887 30.0
0.4 1.95313 10.1762 29.8238 40.0
0.5 1.89126 14.7951 35.2049 50.0
0.6 1.80264 20.9346 39.0654 60.0
0.7 1.67883 28.9189 41.0811 70.0
0.8 1.51008 38.9137 41.0863 80.0
0.9 1.28655 50.7816 39.2184 90.0
1.0 1.0 64.0005 35.9995 100.0
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Tabela 4.7 – Temperatura e fluxo de calor para o problema 7

r/R Θ(r) Qr(r) Q(r)

0.0 1.02204 0.0 0.0
0.1 1.02202 7.45706(–2) 7.50(–2)
0.2 1.02195 1.49086(–1) 1.50(–1)
0.3 1.02183 2.23451(–1) 2.25(–1)
0.4 1.02163 2.97470(–1) 3.00(–1)
0.5 1.02130 3.70691(–1) 3.75(–1)
0.6 1.02071 4.42059(–1) 4.50(–1)
0.7 1.01957 5.09081(–1) 5.25(–1)
0.8 1.01719 5.65843(–1) 6.00(–1)
0.9 1.01195 5.98335(–1) 6.75(–1)
1.0 1.0 5.73874(–1) 7.50(–1)

Tabela 4.8 – Temperatura e fluxo de calor para o problema 8

r/R Θ(r) Qr(r) Q(r)

0.0 1.00233 0.0 0.0
0.1 1.00232 7.49644(–2) 7.50(–2)
0.2 1.00232 1.49928(–1) 1.50(–1)
0.3 1.00231 2.24891(–1) 2.25(–1)
0.4 1.00230 2.99852(–1) 3.00(–1)
0.5 1.00228 3.74810(–1) 3.75(–1)
0.6 1.00226 4.49763(–1) 4.50(–1)
0.7 1.00223 5.24693(–1) 5.25(–1)
0.8 1.00219 5.99405(–1) 6.00(–1)
0.9 1.00203 6.70886(–1) 6.75(–1)
1.0 1.0 6.90959(–1) 7.50(–1)



CAPÍTULO 5

Conclusões

Nesta tese foram abordados, em geometria ciĺındrica, dois tópicos de aplicação da

equação de Boltzmann em sua forma linearizada: a dinâmica de gases rarefeitos e a trans-

ferência radiativa.

Com relação à dinâmica de gases rarefeitos, primeiramente foram desenvolvidas duas

formas de avaliar numericamente as chamadas funções de Chapman-Enskog e de Burnett,

sendo que para isso foram usadas inicialmente as splines cúbicas de Hermite juntamente com

o método da colocação e na segunda proposta, em vista das desvantagens que o método da

colocação pode ocasionalmente apresentar em relação à escolha dos pontos de colocação,

foram usados os bem conhecidos polinômios de Legendre. Com ambas as propostas foram

obtidos os mesmos resultados numéricos e estes concordam com resultados dispońıveis na

literatura. Vale lembrar ainda que o tratamento numérico dos componentes kn(c′, c) pre-

sentes na definição das funções de Chapman-Enskog e de Burnett necessita de cuidados

especialmente quando c′ = c, mas como as referidas funções também fazem parte da com-

posição de diferentes equações modelo (que contrapõem o dif́ıcil tratamento da equação

linearizada de Boltzmann propriamente dita), este cálculo vem a ser de grande utilidade.

Ainda com relação à dinâmica de gases rarefeitos, foi apresentada uma dedução detalhada

da equação integral baseada no modelo BGK para descrever o fluxo de um gás rarefeito em

um tubo ciĺındrico, e a relevância desta dedução está ligada ao fato de que equações integrais

como esta são consideradas pontos de partida de formas diferenciadas de se tratar proble-

mas da dinâmica de gases rarefeitos baseados em formulações integrais, ou seja, a partir

delas tem-se trabalhado com métodos numéricos ou alternativamente, usando uma trans-

formação proposta por Mitsis, na qual a solução da equação integral passa a ser relacionada
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aos chamados “pseudo” problemas (exemplificados no Caṕıtulo 2 com a formulação dos

problemas fluxo de Poiseuille e “creep” térmico) que a exemplo das Refs. [Barichello et al.,

2001] e [Siewert, 2000], foram solucionados de forma eficaz com a aplicação da versão refor-

mulada do método de ordenadas discretas.

Problemas em geometria ciĺındrica relacionados à transferência radiativa (já em

suas “pseudo” formas) foram tratados com base em uma formulação geral desenvolvida

também a partir da versão anaĺıtica do método de ordenadas discretas, sendo que duas

aplicações foram analisadas: problemas envolvendo somente transferência radiativa (e neste

caso também foi tratado o caso conservativo) e problemas não lineares acoplados pelo

modo radiação-condução. Contudo, é válido lembrar ainda que esta forma de tratamento

associada à formulação integral está restrita aos casos onde é posśıvel a obtenção dos chama-

dos “pseudo” problemas.

E assim, a partir da metodologia desenvolvida pode-se perceber a versatilidade da

solução anaĺıtica em ordenadas discretas associada à resolução dos “pseudo” problemas, já

que sua utilização foi vinculada à resolução de problemas lineares e não-lineares, aplicada a

diferentes ramos da teoria de transporte de part́ıculas como no caso dos problemas relaciona-

dos à transferência radiativa e dos problemas da dinâmica de gases rarefeitos. Acredita-se

que este fato se deve à possibilidade de utilização de esquemas arbitrários de quadratura,

bem como ao uso de soluções elementares na forma anaĺıtica ou numérica, que permitem

tratar, por exemplo, casos de autovalores repetidos. Ainda salienta-se que o problema de

autovalores que determina as constantes de separação mostra-se, no contexto desse trabalho,

bastante simples e pode ser tratado numericamente de forma mais eficiente que o caso de

matrizes tridiagonais simétricas.

Como trabalhos futuros, pretende-se utilizar as funções de Chapman-Enskog e de

Burnett no tratamento de equações modelo mais complexas, na dinâmica de gases rarefeitos,

ou problemas envolvendo a própria equação linearizada de Boltzmann.
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ANEXO A

Funções Splines

Para definir as splines cúbicas de Hermite considera-se primeiramente, de acordo

com a Ref. [Schultz, 1973], M + 1 nós ζα definidos no intervalo [0, 1] descritos na forma

ζα = (α/M)m, α = 0, 1, ...,M (A.1)

sendo que neste trabalho está-se usando a distribuição quadrática (m = 2). Assim, para

expressar uma função Y (x) definida no intervalo [0, 1] em termos das funções splines escreve-

se

Y (x) =
K∑

α=0

aαzα(x) (A.2)

onde os coeficientes aα são constantes e K = 2M + 1. Sendo que há duas funções splines

zα(x) associadas a cada nó e que elas estão definidas diferentemente para valores pares e

ı́mpares de α [Barichello et al., 2002b], pode-se então escrever

z2β(x) = ψβ(x) e z2β+1(x) = ϕβ(x) (A.3)

para β = 0, 1, ...,M . Usando as definições

fα(x) =
x− ζα−1

ζα − ζα−1

(A.4)

e

gα(x) =
ζα+1 − x

ζα+1 − ζα
(A.5)
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e considerando que as funções splines são nulas fora dos intervalos onde estão definidas,

pode-se escrever as funções ψ como

ψ0(x) = g2
0(x)[3− 2g0(x)], x ∈ [ζ0, ζ1], (A.6)

ψα(x) =

 f 2
α(x)[3− 2fα(x)], x ∈ [ζα−1, ζα],

g2
α(x)[3− 2gα(x)], x ∈ [ζα, ζα+1],

(A.7)

para α = 1, 2, ...,M − 1, e

ψM(x) = f 2
M(x)[3− 2fM(x)], x ∈ [ζM−1, ζM ]. (A.8)

De forma semelhante as funções ϕ podem ser reescritas na forma

ϕ0(x) = xg2
0(x), x ∈ [ζ0, ζ1], (A.9)

ϕα(x) =

 (x− ζα)f 2
α(x), x ∈ [ζα−1, ζα],

(x− ζα)g2
α(x), x ∈ [ζα, ζα+1],

(A.10)

para α = 1, 2, ...,M − 1, e

ϕM(x) = (x− ζM)f 2
M(x), x ∈ [ζM−1, ζM ]. (A.11)

Seguindo ainda a definição das splines cúbicas de Hermite [Schultz, 1973] pode-se

calcular os coeficientes da Eq. (A.2) usando

a2α = Y (x)|x=ζα (A.12)

e

a2α+1(x) =
d

dx
Y (x)|x=ζα (A.13)

para α = 0, 1, ...,M .



ANEXO B

Cálculos Intermediários

Neste anexo são mostrados alguns cálculos intermediários necessários na derivação da

equação integral apresentada no Caṕıtulo 3; outros casos seguem derivação análoga.

Assim, sendo que na Eq. (3.57) tem-se

ξX(r, ξ) =

∫ R

r

∫ 1

−1

W (r, ξ, x, µ)dµdx, (B.1)

a partir da Eq. (3.53) obtém-se

ξX(r, ξ) =

∫ R

r

∫ 1

−1

S(x, ξ)
exp{−[xµ0(x, r, µ)− rµ]/ξ}

µ0(x, r, µ)(1− µ2)1/2
dµdx, (B.2)

ou então

ξX(r, ξ) =

∫ R

r

xS(x, ξ)

∫ 1

−1

exp{−[xµ0(x, r, µ)− rµ]/ξ}
xµ0(x, r, µ)(1− µ2)1/2

dµdx. (B.3)

Na Eq. (3.58) tem-se

xµ0(x, r, µ)− rµ = p(x, r, α), (B.4)

então, elevando ao quadrado ambos os lados desta equação e substituindo (no primeiro

termo) o valor da expressão µ0(x, r, µ) dado pela Eq. (3.31), obtém-se

x2 − r2 + 2r2µ2 − 2rµxµ0(x, r, µ) = [p(x, r, α)]2 (B.5)

que devido à transformação dada pela Eq. (B.4) torna-se

x2 − r2 + 2r2µ2 − 2rµ[p(x, r, α) + rµ] = [p(x, r, α)]2 (B.6)
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de onde se obtém

µ =
x2 − r2 − [p(x, r, α)]2

2rp(x, r, α)
(B.7)

que pela Eq. (3.59) pode ser reescrito na forma

µ =
αx− r

p(x, r, α)
. (B.8)

Derivando-se a equação anterior com relação a α, e utilizando ainda a Eq. (3.59),

encontra-se

dµ

dα
=
x2(x− αr)

[p(x, r, α)]3
. (B.9)

Para reescrever a Eq. (B.3), pode-se calcular a expressão (1 − µ2)1/2 utilizando a

Eq. (B.8) através da expressão

(1− µ2)1/2 =
[
1− (α2x2 − 2αxr + r2)

p2(x, r, α)

]1/2

=
[p2(x, r, α)− (α2x2 − 2αxr + r2)

p2(x, r, α)

]1/2

=
[x2 + r2 − 2xrα− α2x2 + 2αxr − r2

[p(x, r, α)]2

]1/2

=
x(1− α2)1/2

p(x, r, α)
. (B.10)

Já a expressão xµ0(x, r, µ), pode ser obtida usando-se a Eq. (3.31) na composição do

seguinte cálculo

[xµ0(x, r, µ)]2 = x2 − r2 + r2µ2

= x2 − r2(1− µ2)

= x2 − r2x2(1− α2)

[p(x, r, α)]2

=
x2{[p(x, r, α)]2 − r2(1− α2)}

[p(x, r, α)]2

=
x2{x2 − 2xrα+ r2α2}

[p(x, r, α)]2

=
x2(x− rα)2

[p(x, r, α)]2
(B.11)
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ou seja

xµ0(x, r, µ) =
x(x− rα)

p(x, r, α)
. (B.12)

Com os cálculos efetuados anteriormente pode-se obter

1

xµ0(x, r, µ)(1− µ2)1/2

dµ

dα
=

1
x(x−rα)
p(x,r,α)

x(1−α2)1/2

p(x,r,α)

x2(x− αr)

[p(x, r, α)]3
(B.13)

ou seja

1

xµ0(x, r, µ)(1− µ2)1/2

dµ

dα
=

1

p(x, r, α)(1− α2)1/2
. (B.14)

E assim, finalmente pode-se reescrever a Eq. (B.3) na forma

ξX(r, ξ) =

∫ R

r

xS(x, ξ)

∫ 1

−1

exp{−[xµ0(x, r, µ)− rµ]/ξ}
p(x, r, α)(1− α2)1/2

dαdx, (B.15)

ou ainda

ξX(r, ξ) =

∫ R

r

xS(x, ξ)

∫ 1

−1

exp{−p(x, r, α)/ξ}
p(x, r, α)(1− α2)1/2

dαdx. (B.16)


