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RESUMO
SOLUCOES UNIFICADAS PARA MODELOS COM FREQUENCIA DE
COLISAO VARIAVEL DA DINAMICA DE GASES RAREFEITOS

Neste trabalho, uma versao analitica do método de ordenadas discretas é usada para de-
senvolver solugoes para alguns problemas da dinamica de gases rarefeitos, baseado em um
modelo com freqiiéncia de colisdao varidavel (modelo CLF) da equacgao de Boltzmann
linearizada. Em particular, resultados numeéricos obtidos para os problemas de salto de
temperatura, fluxo de Poiseuille, fluxo de Couette, Kramers, creep-térmico e deslizamento

térmico sao apresentados e discutidos.
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ABSTRACT
UNIFIED SOLUTIONS FOR VARIABLE COLLISION FREQUENCY MODELS OF THE
RAREFIED GAS DYNAMICS

In this work, an analytical version of the discrete-ordinates method is used to develop solu-
tions for some problems of the rarefied gas dynamics, based on a variable collision frequency
model (CLF model) of the linearized Boltzmann equation. In particular, numerical results
obtained for the temperature jump problem, Poiseuille flow problem, Couette flow problem,

Kramers’ problem, thermal creep and thermal slip problem are presented and discussed.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Os fenomenos que envolvem a dinamica de gases rarefeitos podem ser descritos
matematicamente pela equacao de Boltzmann. Os livros de Cercignani [Cercignani, 1988;
Cercignani, 1990] e Williams [Williams, 1971] bem como um recente trabalho de Sharipov e
Seleznev [Sharipov e Seleznev, 1998] apresentam um excelente material na area da dinamica
de gases, trazendo conceitos basicos, formulacao de problemas cléssicos e equac¢oes modelo
mais usadas. De forma geral pode-se dizer que essas equagoes modelo sao modelos simplifi-
cados, obtidos a partir da equacgao original, buscando-se preservar propriedades fisicas.

O interesse por pesquisas na area da dinamica de gases rarefeitos tem se intensificado
no decorrer dos anos essencialmente por suas aplicagoes em nanotecnologia, relacionada,
por exemplo, a micro-maquinas [Sharipov, 1999b]| e a microfluidos [Sharipov e Kalempa,
2003]. Sharipov e Seleznev [Sharipov e Seleznev, 1998] apontam que o fenomeno da trans-
piracao térmica que existe em fluxos internos produzidos por um gradiente de temperatura
ou pressao, continuam a atrair a atencao dos cientistas devido a suas aplicagoes em sistemas
micro-elétrico-mecanicos (MEMS) [Arkilic et al., 1997; Sharipov, 1999a].

Seguindo Sharipov e Kalempa [Sharipov e Kalempa, 2003]|, pode-se ainda citar
outras aplicagoes que envolvem a dinamica de gases rarefeitos, como estudos aerodinamicos
[Anderson, 1969; Kogan, 1992] e equipamentos de vacuo [Dushman, 1962; Roth, 1976; Wutz
et al., 1989; Sharipov, 1999a]. Assim hé necessidade de se continuar investigando mode-
los matematicos e métodos computacionais para tratamento dos problemas da dinamica dos
gases, ja que nos dias de hoje dispoe-se de ferramentas computacionais muito mais avancadas
do que anos atrdas. Em muitos casos o fluxo estd no regime de transicao e assim as equacoes de

Navier-Stokes nao podem ser usadas, sendo, neste caso, necessaria a equacao de Boltzmann



ou as equacoes modelos.

Ao longo dos anos, estudos tém sido feitos relacionados ao tratamento da equacao de
Boltzmann propriamente dita [Sone et al., 1989; Loyalka e Hickey, 1989; Sone et al., 1990;
Siewert, 2003a; Siewert, 2003b], bem como voltados ao tratamento das equagdes modelos,
para a solugao de problemas cléssicos [Zou et al., 1995; Camargo et al., 2000; Barichello et al.,
2001; Sharipov et al., 2001; Barichello et al., 2002a; Siewert, 2002¢]. No caso dos modelos
mencionados, pode-se citar: o modelo BGK [Bhatnagar et al., 1954], o modelo S proposto
por Shakhov [Shakhov, 1974], o modelo CLF, modelo devido a Cercignani [Cercignani, 1966]
e Loyalka e Ferziger [Loyalka e Ferziger, 1968| e os modelos CES e CEBS propostos recen-
temente [Barichello e Siewert, 2002], que sao baseados na construgao de nicleos sintéticos,
usando solugoes exatas da equagao de Boltzmann linearizada (esferas rigidas). Nota-se que
nos modelos BGK e S a frequéncia de colisao das particulas é considerada constante enquanto
que nos demais é dependente da velocidade. Ainda, o modelo CLF, na verdade, pode ser
visto como um caso particular do modelo CES.

No contexto dos métodos deterministicos, para resolugao de problemas classicos
[Cercignani, 1965a; Cercignani, 1965b; Siewert et al., 1980] baseados em modelos provin-
dos de uma versao linearizada da equagao de Boltzmann, o método de ordenadas discretas
pode ser usado. Segundo Garcia [Garcia, 2002], a versao original do método de ordenadas
discretas foi introduzida por Wick [Wick, 1943] e Chandrasekhar [Chandrasekhar, 1950] e
tem como base a aproximagcao da integral angular do termo de espalhamento da equagao de
transporte por uma quadratura numérica. Este método foi estudado por Chandrasekhar
[Chandrasekhar, 1950] principalmente em problemas de transferéncia radiativa.

Em 1999 Barichello e Siewert [Barichello e Siewert, 1999a] propuseram uma refor-
mulacao do método de ordenadas discretas, analitica em termos da variavel espacial, que
difere basicamente da proposta de Chandrasekhar pelo uso de um esquema de quadratura
mais arbitrario, e pela determinacao das constantes de separacao, que entao podem ser
encontradas a partir da resolucao de um problema de autovalores.

Imediatamente apos o desenvolvimento dessa nova versao do método de ordenadas
discretas, Barichello et al. [Barichello et al., 2000] propuseram uma técnica para encontrar
solugoes particulares para versoes nao homogéneas da equagao em ordenadas discretas com

base na funcao de Green, e estudos relacionados a varios problemas classicos da dinamica
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de gases rarefeitos baseados nesta reformulacao do método de ordenadas discretas foram
desencadeados a partir da investigacdo do problema de fluxo de Poiseuille [Barichello e
Siewert, 1999b] em canal plano descrito pelo modelo BGK.

Continuando, buscando exemplificar a aplicacao da nova versao do método de orde-
nadas discretas analitico (ADO), cita-se aqui o trabalho de Barichello e Siewert [Barichello
e Siewert, 2000] onde foi solucionado o problema de salto de temperatura descrito segundo
o modelo BGK e o trabalho de Siewert [Siewert, 2000] em geometria cilindrica onde foram
investigados o problema de fluxo de Poiseuille e o problema creep-térmico também descritos
pelo modelo BGK.

No ano de 2001, a solucao ADO foi usada para resolver de maneira unificada
[Barichello et al., 2001] alguns problemas cldssicos de gases rarefeitos baseados no
modelo BGK. Neste mesmo ano, Siewert e Valougeorgis [Siewert e Valougeorgis, 2001] apli-
caram esta nova versao para estabelecer uma solugao precisa para o problema de salto de
temperatura para uma mistura de dois gases, sendo que a analise desse problema é baseado
nas equagoes do modelo BGK. Ainda Siewert [Siewert, 2001a] resolveu o problema de fluxo
de Couette, descrito pelo modelo BGK, para mistura de gases em canal plano.

Recentemente, no ano de 2002, novos modelos foram propostos: o modelo CES
[Barichello e Siewert, 2002; Siewert, 2002c; Siewert, 2002d; Siewert, 2002¢] que é o caso geral
do modelo CLF [Siewert, 2001b; Barichello et al., 2002a] e o CEBS [Barichello e Siewert,
2002]. Além disso, também tem sido investigada uma abordagem recente onde o método
de ordenadas discretas esta associado a solugao do problema resultante a partir de uma
decomposi¢ao, em polinomios ortogonais na variavel velocidade, da solucao da equagao de
Boltzmann linearizada (LBE). Tendo como base solugdes obtidas via versao analitica do
método de ordenadas discretas, tem-se trabalhado na obtencao de resultados numéricos
comparativos entre equagoes modelo e equagao de Boltzmann linearizada (LBE). E claro
que, com isso, busca-se fundamentar a escolha de métodos e modelos no tratamento de
problemas associados aos gases rarefeitos, para os quais se possa ter um balanco eficiente
entre preservacao de propriedades fisicas do modelo e eficiéncia computacional.

Assim, o objetivo desse trabalho é estender a utilizacao do método de ordenadas
discretas analitico, ja que o mesmo vem sendo muito usado em problemas da dinamica

de gases, obtendo-se resultados satisfatorios, para resolver de maneira unificada problemas
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classicos da dinamica de gases rarefeitos obtidos a partir de uma versao linearizada da
equacao de Boltzmann para um modelo com freqiiéncia de colisao variavel, segundo o modelo
CLF [Cercignani, 1966; Loyalka e Ferziger, 1968]. Nota-se que casos especiais sao incluidos
nesse modelo, quais sejam i) o modelo BGK (freqiiéncia constante), ii) o modelo de Williams
(a freqiiéncia de colisao é proporcional a velocidade da particula) e iii) o modelo de esferas
rigidas.

Seguindo essa abordagem, tratou-se inicialmente [Barichello et al., 2002a] o pro-
blema de salto de temperatura [Welander, 1954], para o qual se conhecia resultados de
Cassel e Williams [Cassell e Williams, 1972] segundo o modelo (ii) e considerando o caso de
reflexdo apenas difusa (coeficiente de acomodacao igual a um) e de Bartz [Bartz, 2000], que
usou o mesmo modelo (ii) para descrever a freqiiéncia de colisdo, seguindo uma abordagem
diferenciada (escalar) da Ref. [Barichello et al., 2002a].

A partir dos resultados satisfatorios para o problema de salto de temperatura decidiu-
se investigar, na busca de solugoes unificadas, ou seja, com uma metodologia comum e basea-
dos no modelo CLF, outros problemas, como fluxo de Couette, fluxo de Poiseuille, creep e
deslizamento térmico e problema de Kramers. Nota-se que o problema de Kramers, ape-
sar de ja ter sido abordado por Siewert [Siewert, 2001b], foi também implementado nesse
trabalho, como forma de validar aqueles resultados e usar o programa como experiéncia na
implementacao dos demais problemas.

Pretende-se aqui comparar os resultados obtidos com o modelo CLF, principalmente
com resultados obtidos por Siewert com o modelo CES [Siewert, 2002c; Siewert, 2002d;
Siewert, 2002e] e pela equacao de Boltzmann linearizada [Siewert, 2003a; Siewert, 2003b],
jé& que o método analitico de ordenadas discretas [Barichello e Siewert, 1999a] também tem
sido utilizado na solucao desses problemas.

Assim, para compor esse trabalho, apresenta-se, no capitulo 2, parte da modelagem
na dinamica de gases rarefeitos e, no capitulo 3, a formulacao matematica para todos os
problemas citados anteriormente. No capitulo 4 descreve-se o método de ordenadas discretas
e apresenta-se descricao de quantidades especificas relevantes para cada problema, avaliadas
para os trés casos da freqiiéncia de colisao. Os resultados numéricos sao apresentados no

capitulo 5 e, finalmente, no capitulo 6, algumas conclusoes sao comentadas.



CAPITULO 2

MODELAGEM NA DINAMICA DE GASES RAREFEITOS

Os modelos pelos quais os problemas da dinamica de gases sao descritos dependem
do seu estado de rarefagao. Este estado é usualmente classificado pelo nimero de Knudsen
[Sharipov e Seleznev, 1998], definido como a razao entre o livre caminho médio das moléculas
e algum comprimento caracteristico, que pode ser, por exemplo, o raio de um tubo cilindrico
ou a largura de um canal. Assim podemos distinguir trés regimes para o fluxo do gés
[Sharipov e Seleznev, 1998]: quando o nimero de Knudsen é pequeno (Kn < 1), o fluxo
de um gas pode ser considerado como um meio continuo (regime hidrodinamico); no caso
extremo (Kn > 1), onde o livre caminho médio das moléculas é tao grande que colisoes de
moléculas com a parede ocorrem mais freqiientemente que colisoes entre moléculas; nestas
condicoes podem-se desconsiderar as colisoes intermoleculares e considerar que as moléculas
movem-se independentes umas das outras; este regime é chamado regime molecular livre;
quando o nimero de Knudsen tem algum valor intermedidrio [Bellouquid, 1999] diz-se que
o gas esta no regime de transicao.

Neste capitulo apresentam-se aspectos basicos na descricao de um gas no regime
de transicao , como a equacao de Boltzmann, adimensionalizacao da mesma, condigoes de

contorno, quantidades de interesse e as chamadas equacoes modelos.

2.1 Equacao de Boltzmann

O estado de um gas rarefeito monoatomico é descrito por uma funcao distribuicao

de particulas f(r,v), onde r=(z,y, z) é um vetor de coordenadas espaciais e v=(vy, vy, ;)
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é o vetor velocidade das particulas. A funcao distribuicao é definida tal, que a quantidade
f(r,v)drdv é o numero de particulas esperado no espaco de fase drdv préximo ao ponto
(r,v). Quantidades de interesse relativas ao fluxo desse gas podem ser calculadas via essa
fungao distribuigao, como, por exemplo [Williams, 2001]:

a densidade de particulas

n(r):/f(r,v)dv, (2.1)

a velocidade do gas na direcao z

u(r) = —— / v f(r,v)dv (2.2)

e a tensao de cisalhamento

P, = /vwvzf(r,v)dv. (2.3)

A funcao distribuigao de particulas f(r,v) satisfaz a equagao integro-diferencial néo

linear de Boltzmann [Williams, 2001]

V'V'rf(ruv> = J(flaf)7 (24)

onde J representa o operador de colisao, f e f’ sdo, respectivamente, as funcoes de dis-
tribuicdo de particulas antes e apés as colisoes. Juntamente com a Eq. (2.4) sdo conside-
radas condig¢oes de contorno apropriadas que descrevem a interagao das particulas com a
superficie, por exemplo, das paredes de um canal.

Uma descricao detalhada da derivacao e propriedades da equacao de Boltzmann para
gases rarefeitos encontra-se, por exemplo, nos livros de Williams [Williams, 1971] e Cercig-
nani [Cercignani, 1988; Cercignani, 1990] e no trabalho de Sharipov e Seleznev [Sharipov
e Seleznev, 1998]. Resultados quanto a existéncia, unicidade e comportamento de solugoes
estao, na literatura, muitas vezes associados aos trabalhos de Cercignani [Cercignani, 1988;
Cercignani, 1990; Cercignani, 1974]. Faz-se necessdrio, contudo, salientar aqui alguns aspec-
tos bésicos para desenvolvimento das solugoes propostas neste trabalho.

De forma geral, para situagoes fracamente fora do equilibrio, a funcao de distribuigao



é escrita na forma

f(I‘, V) = fO(r7 V)[l + h(I‘, V)]’ (25)

onde h representa uma pequena (| h |< 1) perturbagao causada a distribuicao Maxwelliana
local fy(r,v) pela presenca, por exemplo, de uma superficie de fronteira. A forma geral da
Maxwelliana local fy(r,v) segundo Williams [Williams, 2001] pode ser escrita como

m{v? + UZ + [v, — uy (2)]?}
2kT o (r)

m :|3/2

fo(r,v) = ng(r) [m

exp[ - (2.6)

onde, r=(x,y, z) é o vetor de coordenadas espaciais, m é a massa molecular, k é a constante
de Boltzmann, v=(v,,v,,v,) é o vetor velocidade das particulas, ny e To, sdo, respectiva-
mente, densidade e temperatura. Assume-se, por exemplo, no caso de dependéncia espacial

bidimensional, que n..,, Th € u sao fungoes lineares descritas na forma

Neo(,2) = no(1 + Rex + R, 2), (2.7)
Too(z,2) =To(1 + Ko + K, 2) (2.8)
ui(x) = Kz (2.9)

onde ng e Ty sao, respectivamente, densidade e temperatura de referéncia, K é um gradiente
na direcao x, R; e K; sao gradientes de densidade e temperatura na diregao i, respectiva-
mente. Ao se desconsiderar a dependéncia espacial na Eq. (2.6), fo(r,v) = foo(v) é chamada
Maxwelliana absoluta. Posteriormente no capitulo 3, nesse trabalho, casos particulares da
Eq. (2.6) sao apresentados, em geometrias especificas para os problemas abordados.

Dessa forma, partindo-se da Eq. (2.5), a determinacao da fungao distribuigao f
se dard em termos da distribuicdo h (anexo A), em geral seguindo alguns passos bésicos
[Williams, 1971; Williams, 2001]:

e substitui-se a Eq. (2.5) na Eq. (2.4);
e usam-se propriedades de simetria, da funcao freqiiéncia de espalhamento diferencial, para

a colisao entre dois corpos;



e desprezam-se termos da ordem de O(h?);

e procede-se a adimensionalizacao da forma

c= U[z;:To]m (2.10)
e
Ko = K[21TTOT/2’ (2.11)

e assim chega-se a uma equacgao para h, relativamente a qual passam a ser calculadas as
quantidades de interesse. Escreve-se a chamada equacao de balanco resultante na forma

S(c) + cx%h(a:*, c) = o2nor2L{h}(z*, c) (2.12)
T

onde S(c) ¢é termo de fonte e sera especificado de acordo com cada problema , ¢ = (¢, ¢y, ;)

e o processo de colisao é descrito por

L{h}(z",c) = —n(c)h(z",c) + / / / e~ G K (!, )h(a*, )dedeyde,. (2.13)

Escrevendo-se o vetor velocidade (adimensional) em coordenadas esféricas (¢, arccosy, ), ou

seja, usando-se que ¢, = cp, ¢, = (1 — p*)Y2seny e c, = (1 — p*)¥/?

Eq. (2.12) na forma

cosx, rescreve-se a

0
S(c) + cu%h(a:*, c) = o2nor2L{h}(z*, c) (2.14)
sendo que o processo de colisao é agora descrito por
00 1 2 5 o
L{h}(z*,¢) = —n(c)h(z*, c) —|—/ / / d“e™® K(c,c)h(x*, c)dx dp'dc . (2.15)
o J-1Jo
Aqui, entao,
h(z*,c) = h(z*, ¢, p, ), (2.16)

x* é a variavel espacial (medida em cm), n, é a densidade das particulas de gés (constante),
0o ¢ o diametro de colisdo das particulas de gas (aproximagao em esferas rigidas), n(c) é a

freqiiéncia de colisao das particulas e K(c’,c) é chamado nicleo de espalhamento, que sera



tratado com maiores detalhes adiante.

2.2 Adimensionalizacao

Neste ponto, no sentido de introduzir o conceito do livre caminho médio [, considera-
se a versao homogeénea da Eq. (2.14) e usa-se a variavel adimensional x = z* /I reescrevendo-a

da seguinte forma
9]
cua—h(x, c) =oL{h}(z,c) (2.17)
x

onde o operador L é dado na equagao (2.15) e

o = olner'/?l. (2.18)

A determinacgao do livre caminho médio [ é feita em termos da viscosidade [Loyalka e Hickey,

1989
l=1l,= (M*/po)(szo/m)l/2 (2.19)
ou da condutividade térmica [Loyalka e Ferziger, 1968]
1 =1, = [4/)\./(5ngk)|[m/ (2kT,)] Y/ (2.20)

onde Tj é temperatura (constante), m é a massa molecular, k é a constante de Boltzmann,
po = nokTy é a pressdo, () é a viscosidade e (\,) é a condutividade térmica.
Adiante serd mostrado como a determinacao da viscosidade e condutividade, por

sua vez, dependem da solucao da prépria equacao de Boltzmann.

2.3 Condigoes de Contorno

A descrigao da interagao gés-superficie, neste trabalho, segue o modelo (classico)
difuso-especular, ou seja, especifica-se a forma como as particulas interagem com a superficie,

considerando que uma fragdo de particulas (1 — «) é refletida especularmente e a fracao
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restante « é refletida difusivamente. Outras formas de interacao gas-particulas sao propostas
na literatura [Cercignani, 1990; Siewert, 2002a; Sharipov, 2002]. Usam-se também as versoes
linearizadas das condigbes de contorno [Williams, 2001].

Para os problemas considerados entre duas placas paralelas, localizadas em © = *+a,

tém-se, as condi¢oes de contorno escritas na forma

h(_av G, s X) - (1 - a)h(_av C =M, X) = Fl(c) +

20 [e's) 1 2 3 =
—/ / / d7e ™ h(—a,d,—p', X ) dx'du'dd (2.21)
™ Jo Jo Jo

ha,c, —p, x) — (1 = a)h(a,c, p, x

27r
/ / / e°h hia,d, 1/, x"'dx dup'dd,  (2.22)

onde p € (0,1], ¢ € [0,00), x € [0,27], Fi(c) e F»(c) sao especificados, dependendo de cada
problema e a € (0,1] é chamado coeficiente de acomodagao [Sharipov e Seleznev, 1998].
Ja para os problemas em meio semi-infinito considera-se, além de uma condicao de

contorno do tipo da Eq. (2.21) uma condigao associada ao comportamento no infinito.

2.4 Quantidades de Interesse

Neste trabalho, abordam-se alguns problemas da dinamica de gases rarefeitos, tais
como problema de salto de temperatura, fluxo de Couette, fluxo de Poiseuille, problema de
Kramers, problema de deslizamento térmico e creep-térmico. Para tais problemas objetiva-se
avaliar algumas quantidades de interesse. A expressao final da determinagao dessas quan-
tidades depende sobre a forma da maxwelliana usada na Eq. (2.5). Supondo, de forma
geral, que a linearizacao usada é em termos da Maxwelliana absoluta, obtém-se expressoes
em termos de h, por exemplo, para

o desvio de densidade

1 00 1 2 2
V@ = [ e e g (2:23)

1
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e a tensao de cisalhamento

1 ] 1 2w
P, = %/ / / c4e_cg,u(1 — 1)V h(x, ¢, p, x)cosxdxdude (2.24)
T o J-1Jo

e perfil de velocidade

1 e} 1 2 _62
u(z) = m/o /_1/0 Ae (1 — 1®)Y2h(x, ¢, i, x)cosxdxdude. (2.25)

2.5 Nicleos Sintéticos e Equacoes Modelo

No que diz respeito a descricdo do nicleo de espalhamento (em esferas rigidas)
K(c/,c), presente na Eq. (2.15), Pekeris e Alterman [Pekeris e Alterman, 1957] propuseram
uma expansao em termos de polinomios de Legendre para representa-lo. Com o uso do

teorema da adicao dos harmonicos esféricos escreve-se o nicleo de espalhamento na forma

[Pekeris e Alterman, 1957]

K(€e) = 1= 3 300+ 1)@= 00, P () P ()bl ceosm(' ), (2.26)

n=0 m=0

onde as fungoes de Legendre normalizadas sao dadas por

Py = [T ey

P, > 2.2

P (1) denotam os polinémios de Legendre e expressoes para as componentes k, (¢, ¢) (para
alguns valores de n) podem ser encontradas no paper de Pekeris e Alterman [Pekeris e
Alterman, 1957].

Em geral, uma representacao simplificada do nticleo de espalhamento nao depende
apenas de um simples truncamento na Eq. (2.26), uma vez que a dificuldade numérica esta
basicamente nos componentes k, (¢, ¢) requeridos na Eq. (2.26), que tem derivadas (ja para
valores pequenos de n), que sdo descontinuas em ¢ = c.

Devido, entao, a complexidade do modelo, para tratamento de gases de rarefacao
arbitraria, foram desenvolvidas abordagens, ditas equacoes modelo, que se baseiam funda-

mentalmente na simplificagdo e linearizagao da Eq. (2.4). Entre os modelos encontrados
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na literatura, tem-se, por exemplo, o modelo mais conhecido (BGK) que foi introduzido
por Bhatnagar, Gross e Krook [Bhatnagar et al., 1954], o modelo S proposto por Shakhov
[Shakhov, 1974], os modelos CES e CEBS propostos recentemente [Barichello e Siewert,
2002] e o modelo de freqiiéncia de colisao variavel (CLF), devido a Cercignani [Cercignani,
1966] e Loyalka e Ferziger [Loyalka e Ferziger, 1968], sendo esse ltimo modelo o que vai ser
usado neste trabalho.

De forma geral, pode-se dizer que, para obter-se esses modelos, substituem-se as
componentes exatas k,(c’,c) de uma forma truncada do nicleo de espalhamento K(c,c)
por uma aproximacao sintética, preservando propriedades fisicas do ntcleo de espalhamento
original [Barichello e Siewert, 2002] ou seja, trunca-se a Eq. (2.26) e escreve-se o nucleo de

espalhamento sintético, como

F(¢e) = 1= D0 3020+ 12— o) PGP (ol c)eosmly’ = x) (229

n=0 m=0

onde em lugar de usar-se k,(c¢,c¢) como na Eq. (2.26), usa-se aproximagoes f,(c,c), cuja

obtencao é brevemente descrita a seguir.

2.5.1 O Modelo CES

No modelo CES apresentado na referéncia, [Barichello e Siewert, 2002] trabalha-se

com esse nucleo sintético usando N = 2 e as componentes f, (¢, ¢) na forma

fo(cd,¢) = Ao() Ao(c) + Bo(c")Bo(c), (2.29)
f1(c,¢) = A1()Ai(c) + Bi(¢) By (c) (2.30)
fa(d, ¢) = As() As(c) (2.31)

onde as fungoes { A, (z), B,(x)} devem ser determinadas a partir de soluges da equagao line-
arizada de Boltzmann. Uma descrigdo detalhada de como determinar fo(c,c), fi(c,c) e

fa(c, ¢) encontra-se no trabalho de Barichello e Siewert [Barichello e Siewert, 2002]. Assim
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escreve-se a equagao de balango como
9 .
c,ugh(:c,c) =oL*{h}(z,c) (2.32)
onde o processo de colisao é descrito por
00 1 2 o
L*{h}(z,c) = —n(c)h(z,c) —i—/ / / e " F(c, ¢)h(x, )y dy'de (2.33)
o J-1Jo

sendo que no modelo CES F(c/,c) ¢ obtida a partir da Eq. (2.28), usando N = 2, como

/ 1 / / /' / /
F(C, ) = —=n(e)n(e) |7+ 1 (¢-0) + 72(c? = w)(e? = w)| + M( ) + N(c/re)  (2:34)
onde
1 3 Vo Vo
== = = =2 2.
Yo va 71 ‘/—27 Y2 ‘/0‘/21_‘/22 € w % ( 35)
com
Vo = / n(e)c e de, (2.36)
0
ainda
1
c.c=de (2= dom) P (1) P ()cosm(x’ — X), (2.37)
m=0
1
M(e,e) = 7=3un, [(d.c) /(c'c)} A ()AL (e), (2.38)
e
5 2
N(c,c) = szﬁz(C’)Az(C) 2(2 — 0o,m) Py (1) Py (1) cosm(x” — x) (2.39)
m=0
com

Aq(c) =n(c) [a*c — ca(c)} +¢(c* = 5/2) (2.40)
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e
As(c) = | —n(c)c?b(c)], (2.41)

onde
wig = [a; —ag —a,a3]™t e a, = %, (2.42)

Vo

wy = vi onde Ve = /000 e~ b(c) [n(c)c%(c) — | ctde, (2.43)

aqui
a) = /OOO 6_0217(0)612(0)04dc, (2.44)
as = /000 e~ a(c)clde (2.45)

e

as = /OOO e~ n(c)alc)ctde, (2.46)

ainda a(c) e b(c) presentes nas equagdes anteriores, satizfazem as seguintes equagoes integrais

/000 e~ a(d) f1(d, )Pdd = n(c)calc) — c(? —5/2) (2.47)

/OOO e~ b(c) fo(d, )t = n(c)Pb(c) — . (2.48)

As fungoes a(c) e b(c), quando calculadas a partir da utilizagdo dos componentes k,(c, )
do ntcleo de espalhamento, dado pela equagao (2.26), sao conhecidas como fungbes de

Chapman-Enskog [Siewert, 2002b] definidas pelas seguintes equagoes integrais

/000 e~ a(d )k (¢, 0)Pde = n(c)ealc) — c( — 5/2), (2.49)
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com a condi¢ao de normalizagao

/ e~ a(c)ctde =0, (2.50)
0

/000 e~ b( ko (¢, ) e = n(c)Pb(c) — 2. (2.51)

A determinacao numérica dessas solugoes por si s6 é um problema computacional extenso
devido a complexidade das componentes do nicleo de espalhamento e algumas abordagens
tem sido desenvolvidas recentemente para isso [Siewert, 2002c; Barichello et al., 2002b].
Neste ponto nota-se que as fungoes a(c) e b(c) que aparecem nas equagoes (2.49) a
(2.51), sao usadas por Pekeris e Alterman [Pekeris e Alterman, 1957] para definir a viscosi-
dade (i) e a condutividade térmica (\.) (colisbes para esferas rigidas), necessarias para a

determinacao do livre caminho médio apresentado na secao 2.2 na forma

8(2mkTy)'/? [
[y = %—02)/ e~ b(c)Pde, (2.52)
o 0
e
Ak(2KTy /m)V? [ .
A\, = k(2K O/Qm) / e a(c)cde, (2.53)
3mog 0

lembrando que k é a constante de Boltzmann, m é a massa molecular, T; é a temperatura

(constante) e oy é o diametro de colisdo de particulas de gas.

2.5.2 O Modelo CLF com Freqiiéncia de Colisao Variavel

Para obter-se o modelo CLF, a partir da derivagao anterior, segue-se Barichello e
Siewert [Barichello e Siewert, 2002] e considera-se, em lugar das fungoes a(c) e b(c), conforme

o modelo CES, estimativas ag(c) e by(c) escritas na forma

ap(c) =nt(e)(* —5/2) +4 (2.54)



onde

4=—(8/3)n /2 /000 e (e)( = 5/2)c dc
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(2.55)

(2.56)

foi determinada a partir da condicao de normalizacao. A viscosidade e a condutividade

térmica [Barichello e Siewert, 2002] dadas respectivamente, nas Eqgs. (2.52) e (2.53), para o

modelo CLF ficam, entao, escritas na forma

omkT 1/2 0o
M*:M/ e—CQbO(C)CGdC
0

1570

4k(2kT 1/2 )
Ay = F(2kTo/m) / e~ ap(c)c’de.
0

2
3mog

Retornando para o livre caminho médio, ou seja, usando as Egs. (2.19) e (2.57) em

20 1/2
o =0,=o0ynom 'L,

obtém-se que

160742 [ 5
0p = ¢ /Oe n~(c)c’de

e usando as Eqs. (2.20) e (2.58) em
o=0; = O'g’rloﬂ'lﬂlt

tem-se que

167 1/2
O =
15

/ ey e)(? = 5/2)2c e,
0

onde o, e o, serao usados na obtengao dos resultados numéricos.

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

Usando as aproximagoes ag(c) e bo(c) no lugar das solugoes exatas a(c) e b(c), o
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nicleo sintético dado na Eq. (2.34) reduz-se para este modelo na forma

F(€) = 2-n(n(e) o + (') + 12(¢? — w)(e — ) (2.63)

onde v,, 71, 72 € w foram definidos na Eq. (2.35). Assim, para o modelo CLF tem-se
a aproximacao da equacao de Boltzmann linearizada completamente definida, da seguinte

forma:
d .
c,uah(x,c) =oL"{h}(z,c) (2.64)
onde

L*{h}(z,c) = —n(c)h(z,c) +/000 /1/0 7rc’2e_cl2F(c’,c)h(x,c’)dx’d;/dc’ (2.65)

aqui F'(c’,c) é dado pela equagao (2.63). Considerando-se que para alguns problemas na
dinamica de gases rarefeitos aparece um termo de fonte na Equacao de Boltzmann, reescreve-

se a Eq. (2.64), de forma mais geral, considerando agora o termo independente
9 :
S(c) + cua—h(x, c) =oL*{h}(z,c) (2.66)
x

onde S(c) serd obtido para cada problema em virtude da escolha da fo(r,v) conveniente
dada na Eq. (2.6) e o termo de colisao é dado na Eq. (2.65). Nota-se que, quando 7n(c) =1
na Eq. (2.66), tem-se o modelo BGK.

No préximo capitulo descrevem-se alguns problemas da dinamica de gases rarefeitos
usando o modelo CLF. Esses problemas sao salto de temperatura, fluxo de Couette, fluxo

de Poiseuille, Kramers, creep-térmico e deslizamento térmico.



CAPITULO 3

FORMULACAO MATEMATICA

Neste capitulo apresentam-se alguns conceitos fundamentais, formulagoes, quanti-
dades de interesse dos problemas citados no capitulo anterior, juntamente com algumas
tranformacgoes convenientes aplicadas nos problemas a serem resolvidos a fim de se obter
uma formulagao bésica vetorial (problema G) ou escalar (problema G) que serd tratada pelo
método de ordenadas discretas. Assim, partindo-se da equacgao de balango, seguem-se alguns
passos basicos:

e Introduz-se uma das seguintes médias azimutais, na Eq. (2.66)

1 2
o(z,c,p) = 2—/ h(z, ¢, 1, x)dx (3.1)
T Jo
ou
1 21
g(il?,C, :u) = ;/ COSXh(fL“»C, 2 X)dX (32)
0

e por conveniéncia faz-se 7 = oz,

e introduz-se uma troca de variavel seguindo Busbridge [Busbridge, 1953]

(= 1~ e v = sup{e/n(e)}, (3.3)

e propoe-se uma decomposicao do problema original em um conjunto de problemas, normal-

mente associada a forma do nicleo de espalhamento e condi¢oes de contorno.
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3.1 O Problema de Salto de Temperatura

No processo de troca de calor entre um gas altamente rarefeito e uma parede adja-
cente, de acordo com Welander [Welander, 1954], uma diferenga é observada entre a tem-
peratura Ty do gas bem préximo a parede e a temperatura 7T,, da parede. Além disso, a
temperatura nao varia linearmente perto da parede, mas se desvia de uma distribuicao li-
near do modo indicado na figura 3.1. O desvio é mais notado sobre a regiao que se estende
a uma distancia da ordem do livre caminho médio [ da parede, e que pode ser chamada de
regiao de transi¢ao. Dessa forma, o chamado “salto de temperatura” é definido usualmente
como sendo a diferenga entre a temperatura 7j, avaliada a partir de uma extrapolagao linear
da curva de temperatura apos a regiao de transicao, e a temperatura da parede (figura 3.1).

Medidas do salto de temperatura sao normalmente feitas com a finalidade de, por comparacgao

Figura 3.1 — Salto de temperatura

com valores tedricos obtidos, avaliar a troca de calor entre a parede e as moléculas de gés,
usualmente caracterizada pelo coeficiente de acomodagao. Para obtencao desse problema a
Eq. (2.4) pode ser linearizada em torno de uma Maxwelliana absoluta

)= ot =) - 27 o

de forma que, seguindo-se passos descritos no capitulo anterior, secao 2.1, obtém-se a

equacao de balango para este problema
9 :
cu——nh(z,c) = o L*{h}(z,c) (3.5)
ox
onde o processo de colisao é descrito por
[e's} 1 2w 2
L*{h}(z,c) = —n(c)h(z,c) + / / / e F(c, e)h(x, &)\ du'de (3.6)
o J-1Jo

para x > 0 (z adimensional), p € [—1,1], ¢ € [0,00), n(c) é a freqiiéncia de colisao das

particulas de gas, F'(c/,c) que segue o modelo CLF é dado na Eq. (2.63) e a condicao de



contorno é escrita na forma

20

2) [e's] 1 2 ,
h(0,¢, 1, x) — (1 —a)h(0, ¢, —p, x) = -« / / / e Qh(O, = X' dx du'dd
™ Jo Jo Jo

(3.7)

para p € (0,1], ¢ € (0,00), x € [0, 27], sendo que h diverge quando z tende para o infinito.

Considera-se ainda que o desvio de temperatura satisfaz a condicao, de acordo com

Welander [Welander, 1954]

lim iT(a:) =K,

T—00 dLU

onde K é considerado conhecido.

Neste momento seguem-se as transformacgoes basicas citadas anteriormente.

e Média Azimutal

Introduzindo para este problema a média azimutal

1

27
d(x, e, p) = %/0 h(z,c,p, x)dx

nas equagoes (3.5) e (3.7) reescreve-se entao o problema na forma

12

00 1
cns-0(,c. ) + om(e)or, e,0) = o | et cmoted i,
T o J-1
parax >0, p € [—1,1] e c € [0,00), e
[e%9) 1 o
#(0,¢, 1) — (1 —a)p(0, ¢, —p) — 4a/ / e (0, ¢, —p ) dplde = 0,
o Jo

para 1 € (0,1] e ¢ € (0,00). Aqui, segundo o modelo CLF

1
B¢ - eom) = (e o + mepc sl + (e — w)(® = w),

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

onde 7,, 71, 72 € w sdo dados na Eq. (2.35). Tem-se, agora, o desvio de temperatura e

densidade definidas em termo da média azimutal por

2 o0 1 .
N(x) = m/o /1 e ¢(z, ¢, p)dpde

(3.13)
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T(x)= 4 /000/ e (= 3/2)p(x, ¢, p)dpde. (3.14)

37rl/2 1

e Transformacao 7 = oz

Para este problema usa-se 7 = oz nas Eqgs. (3.10) e (3.11) e introduz-se

YT(Tv Cy :U’) = ¢(T/U7 G M) (315)

reescrevendo novamente o problema como

/2

0 00 1
C,LLEYT(T, e, 1) +n(e)Yr(r,e,p) = / / e R 1 e, ) YT, d ) diddd, (3.16)
0 J-1

para 7 > 0, u € [—1,1], c € [0,00), F(¢', i/ : ¢, u) é dado na Eq. (3.12) e

Yr(0,¢, 1) — (1 — )Y (0, 4a/ / de” YT —up'dp'dd =0,  (3.17)

para p € (0,1] e ¢ € [0,00). Reescreve-se a Eq. (3.8) considerando 7 = oz como

lim iT (1) = ﬁ (3.18)

T—o0 dT o

As Egs. (3.13) e (3.14), também sao reescritas de acordo com a transformacao (3.15) na

forma

N, (1) =5 / / ~Yr (7, ¢, p)dpde (3.19)

4 00 1 2
T.(7) = W/0 /_1 e (c* —3/2)Yr(r, ¢, p)dude. (3.20)

Neste ponto verifica-se que

Za(r,e.1) = (& = 5/2)[7 — e /n(0)] (3.21)
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é uma solucao da Eq. (3.16), que é linear para 7, e escrevendo

Vi(r,e, ) = 212 (r, e m) + Zolr ), (3.22)

busca-se encontrar uma solugao Z(7, ¢, u) que é limitada quando 7 tender ao infinito, satis-

fazendo
(9 & 1 2 ’2
c,ua—Z(T, e, 1) +n(e)Z(T,c,u) = / / e F(d W e, Z(r L p)d'dd, (3.23)
T 0o J-1
para T >0, p € [—1,1] e c € [0,00), e
o) 1 1
Z(0,c,u) — (1 —a)Z(0, ¢, —p) — 4a/ / e Z(0, ¢, —p ) pldidd = R(ce, p), (3.24)
o Jo

para 1 € (0,1] e ¢ € [0,00). Aqui

Rie.p) = (2 — a)(2 — 5/2) <)+4§‘r (3.25)
onde
F:/O Wc)e_c (¢® —5/2)dc. (3.26)

Agora, em termos da fungao Z(7,c, 1), encontra-se das equagoes (3.19) e (3.20) que

N.(7) = (5 /)| / / Z(r. . p)dpe] (3.27)

T,(r) = (Kl/a + o 1/2/ / Re= —3/2)Z(T,c,u)dudc] (3.28)

e Mudancga de Variavel e Decomposicao

Apos ter-se usado a média azimutal e a transformacdo 7 = oz, neste problema,

introduz-se uma troca de varidvel [Busbridge, 1953]

(=1~ e v = sup{e/n(e)}, (3.29)
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na Eq. (3.23) juntamente com a decomposicao

Z[Tv Cy 577(0)/0] =Gy (Tv 5) + gn(C)GQ(Ta 5) + (C2 - W)G?)(Ta 5) (330)

e acha-se, apds trocar a ordem de integragao ,

5G9+ Gir&) = [ [al€)Ga(r.€) + 1ial€)Galr. &)+ bial€)Galr. N’ (331

para i =1,2,3. Aqui

Yr1(§) = %/ ce’cznz(c)dc, Pr12(€) = ﬂg ce’CQnS(c)dc, (3.32)
M,

2 )

Yia(€) = 2 / ce n*(e)(c* — w)de, @) =28 [ e tidode,  (333)
2 Me 2 Me

2
0@ =5 [ e e©=T [« @ e 63

2

an(6) = 2 /M R O(E —wyde,  aa(€) = 2 /M ce P (e) (2 —w)de (3.35)

2 2
(§]
bas(© = [ RO e (3.36)
onde
c€e M. se U(Cc)‘ﬂ < 1. (3.37)

Considerando a condi¢ao de contorno em 7 = 0, substituem-se as Egs. (3.29) e (3.30) na

Eq. (3.24) e obtém-se

C1(0,6) ~ (1~ )G (0,~6) — A = ST 4 (2~ ) w — 5/2)¢. (3.38)

G2(0,€) + (1 — a)G2(0,—€) =0 (3.39)
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G3(0,§) — (1 —a)Gs(0, =§) = (2 — ) (3.40)

para £ € (0,7]. Aqui o termo de difusao na Eq. (3.38) é dado por

A= %_0‘ / 11 (G0, ~€) — 11 2(E)Ga(0, —€) + tr 5(€)Ga(0, —E)lede. (3.41)

Introduzindo-se a notagao vetorial G(7, ), com componentes G;(7,&),i = 1,2, 3, reescreve-se

o problema como

0 K / N el
(509 + Gl = [ WG )i (3.42)
onde a matriz 3 x 3 ¥({) tem componentes 1; ;(£), como segue

wl,l(g) ¢1,2(5) ¢1,3(£)
‘I’(f): ?/12,1(5) Q/12,2(5) 1/12,3(5) : (3-43)
V31(8) ¥32(8) ¥33(8)

Encontra-se a condi¢ao de contorno na forma vetorial, reescrevendo as Eqs. (3.38) a (3.40)

G(0,6) - (1 - a)SG(0, —€) — 20 / TG0, —€)d =R(E)  (3.44)
para £ € (0,7]. Aqui
S = diag{1, 1,1}, (3.45)
V11() —v12(8) Y13(6)

YE=—| 0 0 0 (3.46)
0 0 0
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(2—a)(w—5/2)¢+ (4/3)al’
R(¢) = 0 : (3.47)
(2—a)¢
Sendo assim, busca-se uma solugao limitada quando 7 tende ao infinito da Eq. (3.42) que
satisfaz a Eq. (3.44). E claro que, uma vez que se tem resolvido o problema G, pode-se usar

as Eqgs. (3.29) e (3.30) para reescrever as Eqgs. (3.27) e (3.28) para o desvio de densidade e

desvio de temperatura, respectivamente, como

N.(7) = (/o) = 7+ i [ (6. + ma(©Ga(r ) + n(©)Ga(r. )] (349

T.(7) = (5/o) [r+ oy [ (OG0 + 6OGE) + 6(OGalr O)de] (.49
onde

ni(§) = /M ce=n(c)de, (3.50)

na(€) = 2¢ : ce ' n?(c)de, (3.51)

ns(§) = Q/M ce=n(c)(? — w)de, (3.52)

e assim também
(&) = /M ce=n(c)(? — 3/2)de, (3.53)
to(&) = 2¢ ce “n?(c)(? — 3/2)de (3.54)

Me
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t5(8) =2 /M ce=n(c)(? — w)( — 3/2)dc. (3.55)

No capitulo seguinte o método de ordenadas discretas é aplicado na solucao do problema G

dado nas Eqgs. (3.42) e (3.44).

3.2 Fluxo de Couette

Considera-se o fluxo de Couette quando se tem um gas, entre duas placas infinitas,
separadas por uma distancia 2a, que se movem paralelamente em direcoes opostas com
velocidade (em unidades adimensionais) denotada aqui por W,/2. O problema de fluxo de
Couette é obtido linearizando-se a Eq. (2.4) em torno da Maxwelliana absoluta

/ )
fo(v) = foolv) = n0<27r?7/ZT0>3 26XP< - TZZTOV)' (3.56)

Obtém-se para esse problema uma equacgao de balango escrita em termos de h, apds ter

seguido passos descritos no capitulo anterior (segao 2.1), na forma
9 )
c,ua—h(x,c) =oL"{h}(z,c) (3.57)
x
onde o processo de colisao é descrito por

L*{h}(z,c) = —n(c)h(zx,c) +/0<><> /1/0 7rc’2e_cl2F(c’,c)h(x,c’)dx’d;/dc’ (3.58)

para x € (—a,a) (z adimensional), u € [—1,1], ¢ € [0,00), n(c) é a freqiiéncia de colisdo das
particulas de gés, F(c/,c) é dado na Eq. (2.63) seguindo o modelo CLF e as condigdes de

contorno sao escritas na forma

h(_a7 Gy s X) o (1 o O./)h( = aW, C — K )1/2003X +

27
/ / / e h = XDl dy dp'dd (3.59)



h(a, ¢, —p, x) = (1 — @)h(a,c, n X) = —aWoe(1 — i)' Peosy +

27r
/ // e’ h h(a,d 1, X" 'dx dp'dd,

27

(3.60)

para i € (0,1], c € [0,00) e x € [0,27] e £W, /2 é a velocidade (em unidades adimensionais)

das duas placas.

e Média Azimutal

Para este problema introduz-se a média azimutal

1 21
g(.T,C, :u) = ; / COSXh(l’,C, ,y X)dX
0

nas equagoes (3.57), (3.59) e (3.60), reescreve-se o problema na forma

0%29(1’ ¢, ) +on(c)g(z, ¢, p) = 0/ / CE e gl ) dpdde,

para x € (—a,a), p € [—1,1] e ¢ € [0,00). Aqui, segundo o modelo CLF

* Y
Fr(d W e p) = ZICC'W(C)U(C/)(l — )21 = ),

sendo

= % onde Vo = / n(c)c4e_c2dc,
2 0

as condigoes de contorno sao reescritas na forma

g(—a,e,) — (1 — a)g(—a, c,—p) = aWW,e(1 — i2)"/2

g(a,c,—p) — (1 —a)g(a, e, 1) = —aW,e(1 — )2

para p € (0,1], ¢ € [0, 00).

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

As quantidades de interesse para este problema escritas em termos da média azimutal sao:

e perfil de velocidade
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1 00 1 .
we) ==z [ [ et =) gtecpdude (3.67)

1

e perfil de fluxo de calor

1 [ee) 1 L
o) = i [ [ @ =520 i) Pgla e dude (3.68)
0 -1

e ¢ a tensao de cisalhamento

1 o0 1 _62
P, = m/0 /_1 e (1 — p®)2g(x, ¢, p)dude. (3.69)

Quer-se também obter resultados para a taxa de massa (U) e taxa de fluxo de calor (Q)

escritas em termos do perfil de velocidade e perfil de fluxo de calor como:

U= L au(a:)dx (3.70)

T 9,2
2a* J,

Q L /an(x)da:. (3.71)

2a?
Fazendo neste momento a seguinte transformacao

9w, e;p) = c(1 = p*)'?Y (x, ¢, p) (3.72)

reescreve-se este problema dado pelas Eqs. (3.62), (3.65) e (3.66) da seguinte forma

0 oo rl 2
¥ (1 1) + onf)Y () = “Lo(e) / / e () (1= W)Y (& 1)yl de
0 —1
(3.73)

para x € (—a,a), i € [—1,1], ¢ € [0,00) e com as seguintes condigdes de contorno

Y(—a,c,pn) — (1 — )Y (—a,c,—p) = aW, (3.74)

Y(a,c,—p) — (1 —a)Y(a,c,p) = —aW,. (3.75)
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para u € (0,1] e ¢ € [0, 00).

e Transformagao 7 = ox

Considerando 7 = ox rescreve-se as Eqgs. (3.73) a (3.75) da seguinte forma:

0 > ! 14 —cl? / / /o 130
anY (/. p) 4 0(e)Y (o, ¢,1) = W(e) / / n(&)(L— @)Y (r/o, ¢ oYyl de
0 —1

(3.76)
para 7/o € (—a,a), p € [—1,1] e ¢ € [0,00), com as seguintes condigdes de contorno
Y(—7/o,¢,1) — (1 — )Y (—7p/0, ¢, —p) = aW, (3.77)
e
Y(r,/0,¢,—p) — (1 — )Y (1,/0,¢c, 1) = —aW, (3.78)
onde 7, = oa, € (0,1], c € [0,00) e
3 > 4 _—c?
W=— com Vo= n(c)c*e™ de, (3.79)
4V5 0

onde V5 depende somente de n(c). Rescrevendo-se também as Eqgs. (3.67) a (3.69) em termos

de Y(7/o, ¢, ) obtém-se

1 (o) 1 _02
u, (1) = m/0 /_1 cte (1 — pAY (1 /0, c, p)dpude, (3.80)

) ==z [ [ @ =520 - )Y (/o dude (3.81)

1 o'} 1
Pip. = m/ / 656_62[L(1 — 1A (1/0, ¢, )dude. (3.82)
0 _

1
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e Mudancga de Variavel e Decomposigao

Introduzindo-se neste momento [Busbridge, 1953]

¢ = ﬁ e v = sup{e/n(e)}, (3.83)
na Eq. (3.76) e usando
Y (r/o,¢,En(c)/c) = W,G(r,€) (3.84)

obtém-se, apds trocar a ordem de integracao ,

£ Gr ) +GrO) = [ WE)G(r ), (3.85)
onde
Y(E) =W [ ce™nP(c)(c* — € (c))de (3.86)

M

aqui observa-se a condicao dada pela Eq. (3.37) e W ¢é dado na Eq. (3.79). Para as
condigbes de contorno, substitui-se as Eqs. (3.83) e (3.84) nas Eqs. (3.77) e (3.78) e obtém-

se

G(=70,) — (1 = a)G(=75, =€) = a (3.87)

G(70, =€) — (1 — a)G(7,,§) = —a, (3.88)

para £ € (0,v]. Usando as equagdes (3.83) e (3.84) expressa-se o perfil de velocidade, o perfil

de fluxo de calor e a pressao em termos da solu¢ao do problema G como:

w(n) = [ ule)G(r. e (3.89)

0(r) = / 4(6)G(r, €)de (3.90)
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P = / " )G (. )¢, (3.91)
onde
wl&) = =5 [ e[ - (o) (392)
q.(§) = % y ce’czn(c)(c2 —5/2) [02 — £2n2(c)}dc (3.93)
pe(€) = 2o _ye), (3.94)

AW

onde (&) é dada na Eq. (3.86). A seguir, no préximo capitulo, aplica-se no problema G,
dado pelas Egs. (3.85), (3.87) e (3.88), o método de ordenadas discretas.

3.3 Fluxo de Poiseuille

O fluxo de Poiseuille é um termo usado na descricao do fluxo de um gas rarefeito
fluindo na direcao z, entre duas placas paralelas, colocadas em z = +a, que surge devido
a um gradiente (constante) de pressdo. Obtém-se a equacao de balango da Eq. (2.4),
linearizando-a em torno da seguinte Maxwelliana

Jolz,v) = n(z) <27TTZT0)3/2eXp( - %) (3.95)

onde a densidade é aproximada por
n(z) = no(1 + R,2), (3.96)

onde R, é o gradiente de densidade constante (em unidades adimensionais) na diregao z.

Para esse problema chega-se a uma equacao de balanco para h, apds ter seguido passos
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citados no capitulo anterior (segao 2.1) na forma
2\1/2 0 x
c(1 — p*)"*cosxR, + cua—h(x, c) =oL*{h}(z,c) (3.97)
x
onde o processo de colisao é descrito por
o) 1 2m 1
L {h}(z,¢) = —n(c)h(z,c) + / / / P P, h(x, Ay ddd,  (3.98)
o J-1Jo

para = € (—a,a) (x adimensional), u € [—1,1], ¢ € [0,00), n(c) é a freqiiéncia de colisao das
particulas de géds, F(c’,c) segue o modelo CLF e é dado na Eq. (2.63) e as condigoes de

contorno ficam escritas na forma

9 [e%s) 1 2 ,
h(—a,c,p,x) — (1 —a)h(—a,c,—pu, x) = _a/ / / 0'36_62h(—a, = X pldy dp de
™ Jo Jo Jo
(3.99)

2 2
h(a, e, —p, x) — (1 — a)h(a, ¢, 1, x) a/ / / e hla,c, p', X" )p'dx'dy'de,

(3.100)
para 4 € (0,1], c € [0,00) e x € [0, 27].
e Média Azimutal
Neste problema, introduz-se a média azimutal
1 2m
g('rﬂ ¢, M) = - / COSXh(iC,C, s X)dX (3101)
T Jo

nas equagoes (3.97), (3.99) e (3.100), reescrevendo o problema como

0
o(1 = )R + cuz—g(w, e p) + onl(e)g(w, e p) =
/ / PP i e p)g(x, d p)dpddd, (3.102)

para x € (—a,a), p € [—1,1], ¢ € [0,00) Ainda F*(d, 1/ : ¢, ) é dado na Eq. (3.63) e as

condicoes de contorno sao reescritas na forma

g<_a7 Gy :u) - (1 - @)g<_a7 Gy _:U“) = (3103)
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gla,c,—p) — (1 —a)gla,c,u) =0, (3.104)

para € (0,1] e ¢ € [0, 00).
Escrevem-se as quantidades de interesse em termos da média azimutal na forma:

e perfil de velocidade
1 © 3 _—c? 2\1/2
u(z) = i e (1 —p) gz, ¢, p)dude, (3.105)
o J-1
e perfil de fluxo de calor
1 < [ 3 —c?( 2 2\1/2
() = 5 c’e” (" =5/2)(1 = p7) "yl ¢, p)dpde. (3.106)
o J-1

Para este problema quer-se também obter resultados para a taxa de massa (U) e taxa de

fluxo de calor (@) escritas em termos do perfil de velocidade e perfil de fluxo de calor como

= 2%2 Zu(m)da: (3.107)
e
1 a
Q= ) /_a q(z)dx. (3.108)

Antes de iniciar a transformacao deste problema para uma forma mais conveniente para o

trabalho analitico e numérico, primeiro observa-se que

2¢% 112 2xep 2] R.c(1 — p?)'/?

2 ¢ on(c)

_ NI B
gp(zye,p) = A1 Rye(1 — p®) /< | +0772(c) n(c)

(3.109)

¢ uma solugao particular da Eq. (3.102), onde A; é uma constante a ser determinada, e

assim escrevendo

g(.l},C,/J,) :gh(wac7u)+gp<$7c7ﬂ)a (3110)
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onde gp(z, ¢, 1) satisfaz

B, ol :
chz-9n(2, ¢ ) + on(c)gn(z, ) = o / / e FH (i e m)gn(, i )dpldd
0 —1
(3.111)

para z € (—a,a), u € [—1,1] e ¢ € [0,00), com as a seguintes condi¢oes de contorno

gh(_a’ G :u) - (1 - a)gh(_a7 G, _”) = _gp(_a7 ¢ N) + (1 - a)gp(_a7 ¢, _:u) (3'112)

gnla,c,—p) = (1 = a)gn(a, ¢, ) = —gpla, ¢, —p) + (1 — a)gy(a, ¢, u) (3.113)

para 1 € (0,1] e c € [0,00) e

A 15y/7o

= 69 2 3.114
16 [, e~ n~(c)dc ( )

é obtida a partir da substituicao da solugao particular no problema g. Continuando, faz-se
gh(l',C, lj’) = C(]' _MQ)I/QY(J’" c, M) (3115)

conforme o que foi feito para o problema de Couette para se obter problemas semelhantes,

na forma

o] 1
CM%Y(% ¢, ) +on(e)Y (z, ¢, p) = %an(c)/ / e n(e)(1 = p2)Y (z, ¢, p)dp'de!
0 -1

(3.116)
para z € (—a,a), p € [—1,1] e ¢ € [0,00), com as seguintes condi¢des de contorno
Y(—a,c,p) — (1 —a)Y(—a,c,—p) = R(e, p) (3.117)
e
Y(a,¢,—p) — (1 — )Y (a,c, ) = R(c, i) (3.118)
onde p € (0,1], c € [0,00) e
R(c,p) = —4A, R, _ 0 AR, 2047 2acu ol (3.119)

) (@) o) T onlo)
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e Transformagao 7 = ox

Agora usando que T = ox rescreve-se as Egs. (3.116) a (3.118) como

o0 1
cngnY (o, (@)Y (rfocop) = Wn(e) [ [ e u(e) (= i)Y (s o iyl
T 0o J-1
(3.120)
para 7/o € (—a,a), p € [—1,1], ¢ € [0,00), W é dado pela Eq. (3.79) e com as seguintes

condigoes de contorno

Y(—7/0,¢, 1) — (1 — @)Y (—70/0, ¢, —p) = R(c, ) (3.121)

Y(r,/o,¢,—pn) — (1 — @)Y (10/0,¢,1u) = R(c, i) (3.122)

aqui 7, = oa, u € (0,1], ¢ € [0,00) e R(c, ) é dado na Eq. (3.119). Reescreve-se também
as equagoes (3.105) e (3.106) em termos de Y (7/0, ¢, ) como

AR,
U (1) = 123 <_2 +R1+ / / e (1= )Y (r/o,c, p)dude  (3.123)
o
e
1 o) 1
q+(7) :R2+m/ / e (¢ =5/2)(1 — p*)Y (7 /0, c, p)dude, (3.124)
o Ja
onde
SAIR, [ e 4R, % o=
Ry = dc — dc 3.125
S Beryrh PO Bogmd 0 (8125)
e
AZ 0 6,22 9 4z 0o A4,—c2(.2 2
p,_ SAIR e (—5/2) , AR e =5/2) (3.126)

1502/ Jg n*(c) _30\/7_T 0 n(c)
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e Mudancga de Variavel e Decomposigao

Faz-se agora uma troca de varidvel [Busbridge, 1953], como foi feito para os proble-

mas anteriores

§=— e v = sup{c/n(c)}, (3.127)

na Eq. (3.120) e usa-se a decomposigao

Y(r/o.c.6n0)/e) = CGr(r.€) + 5 Ca(r.6) (3.128)
e encontra-se, apos trocar a ordem de integracao ,
P v
55@(7, §) + Gi(1,8) = /_ [wi,l(fl)Gl(T7 &) 4 i (&) Gao(r, &) | dE (3.129)
para ¢ = 1,2. Aqui
Via(€) =W | e nP(e)(¢ = & (e))de, (3.130)
Mg
Via(€) =W [ ce™n(e)(e = En’(0))de, (3.131)
M
P21(§) =0 e P22(§) =0 (3.132)

onde se observa a condigao dada pela Eq. (3.37) e W é dado na Eq. (3.79). O Problema
G(7,€) definido nas equagoes (3.129) e (3.132) apresenta solugao analitica, resolvendo-o
analiticamente, necessita-se de uma solugao particular para o problema G1(7,§), mas, como
o objetivo desse trabalho é obter solugoes unificadas para todos os problemas aqui apresenta-
dos, optou-se por resolver os problemas G1(7,&) e Go(T,€) dados pelas Egs. (3.129)-(3.132)
de forma vetorial conforme o que ja foi feito para o problema de salto de temperatura, sendo
que, dessa forma, ndo é necessario conhecer uma solugao particular para o problema G;(7, §).

Expressam-se agora as condigoes de contorno, apés ter substituido as Eqs. (3.127) e (3.128)
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nas Egs. (3.121) e (3.122) na forma

G1(=70, &) — (1 = @)G1(=T0, =§) = h(§), (3.133)
Co(—79,€) — (1 — @)Go(—70, —) = aR. 0 (3.134)
G1(70, =€) — (1 — @) G1(75,§) = h(E), (3.135)
Ca(7y—€) — (1 — @)Ga(70, €) = R, [0 (3.136)
onde
h(¢) = —2AR, [O;—éf + 5(2 —a)el. (3.137)

Introduz-se a notagao vetorial G(7,&), com componentes G;(7,§),i = 1,2 e reescreve-se o

problema como

GO+ Gne = [ WG (3.139)

aqui a matriz 2 x 2 ¥(§) tem componentes 1; ;(§), como segue

U11(€) Y12(8) ] ‘ (3.139)

U(§) =
V21(§)  ¥22(8)

Para escrever as condigoes de contorno na forma vetorial, reescrevem-se as Eqgs. (3.133) a

(3.136) como

G(—70,¢) — (1 = )G(=70, =€) = F5(¢) (3.140)

G(70, =€) = (1 = )G(70,£) = F5(E) (3.141)
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para £ € (0,7]. Aqui

Fa(€) = "o | (3.142)

aR,/o

Usando as equagoes (3.127) e (3.128) reescrevem-se as equagoes (3.123) e (3.124) da seguinte

forma

U (7) = AR (T_Q — a2> + Ry + /7 [upl(f)Gl(T, &) + up(&)Ga(T, 5)] d¢ (3.143)

2
2 o —y

Y

e

-

|01(E)G1(7.€) + 42()Gal,€) | de (3.144)

onde Ry e R, sao dados nas Egs. (3.125) e (3.126) e

w9 = =5 [ e a0 = o) ae (3.115)
up(§) = # /M ce™® [62 - §2n2(c)] de, (3.146)
€)= =5 [ oo = 5/2n(e) [ = P de (3147)
026 = 1 /M ce (&~ 5/2) [ — (o)) de. (3.148)

Aplicar-se-a no préximo capitulo, o método de ordenadas discretas no problema G

dado nas Eqgs. (3.138), (3.140) e (3.141).

3.4 O Problema Creep-Térmico

Considera-se, nesta secao o problema creep-térmico, tratado entre duas placas pa-
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ralelas, separadas por uma distancia 2a, que descreve o fluxo de um gas rarefeito fluindo
na direcao z, devido a um gradiente (constante) de temperatura. Neste caso, a Eq. (2.4) é
linearizada em torno da distribuicao Maxwelliana

2

folz.v) = n(z) (%T(Z))?’/ “exp( - 2;’;/(,2)) (3.149)

onde a densidade e a temperatura sao aproximadas por
n(z) =no(l-K,z) e T(z)=T(1+K.2), (3.150)

e K, é o gradiente de temperatura constante (em unidades adimensionais) na diregao z.
Apoés seguir passos descritos no capitulo anterior (se¢ao 2.1), obtém-se a equacao de balango

para este problema na forma
2\1/2 2 9 x
c(1 — p*)7=cosx(c¢* = 5/2)K, + c,ua—h(x,c) =oL*{h}(z,c) (3.151)
x
onde o processo de colisao é descrito por

o0 1 2m
L*{h}(z,c) = —n(c)h(z, c) +/ / / e (< ¢)h(x, &)y dpde (3.152)
o J-1Jo

para = € (—a,a) (r adimensional), u € [—1,1], ¢ € [0,00), n(c) é a freqiiéncia de colisao de
particulas de gas, F(c’,c) é dado na Eq. (2.63) segundo o modelo CLF, e as condigdes de

contorno sao escritas na forma

9 o) 1 2T ,
h(—a,c,u,x)—(1—04)h(—a,c,—u,x)=—a/ // e h(—a,d, X ldx dilde
™ Jo Jo Jo
(3.153)

2 0 1 27 o
h(aa ¢ =M, X) - (1 - Oé>h(a7 G, s X) = _a / / / Clgeic h(&, Cla ,ula X/)M/dX/dM/dCI>
™ Jo Jo Jo
(3.154)
para p € (0,1], c € [0,00) e p € [0, 27].

e Média Azimutal
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Aqui, introduz-se a média azimutal

1 2T
o) = [ coschl,eondx (3.155)
™ Jo

nas equagoes (3.151), (3.153) e (3.154), reescrevendo o problema na forma
2 1/2 0
c(c® =5/2)(1 — i)' ?K, 2 Fcngoglx, ¢ p) +on(e)glz, ¢, ) =
/ / CE e gl p)dpldd, (3.156)

para ¢ € (—a,a), p € [—1,1], ¢ € [0,00), F*(, i/ : ¢,n) é dado na Eq. (3.63) e as

condigoes de contorno sao reescritas na forma

g<_a7 ¢, :u) - (1 - a)g(_a’ ¢, _:u) = (3157)

gla,c,—p) — (1 —a)gla,c,u) =0, (3.158)

para € (0,1], ¢ € [0, 00).
Em termos da média azimutal as quantidades de interesse sao escritas na forma:

e perfil de velocidade

1 00 1 2
7) = ﬁ/ / Fe (1 - 1) g, ¢, p)dude, (3.159)

e perfil de fluxo de calor

1 [e.e] 1 e
q(z) = m/ / FemC (P —5/2)(1 — 1) ?g(z, ¢, p)dpde. (3.160)
0o J-1

Pretende-se também para este problema, obter resultados para a taxa de massa (U) e taxa

de fluxo de calor (Q) escritas em termos do perfil de velocidade e do perfil de fluxo de calor

b ’ u(z)dx (3.161)

2
2a° J_,



41

Q= = /a q(z)dx. (3.162)

Neste momento, observa-se que

c(c? —5/2)(1 — u®)'?2K,

gple, ) = — 3.163
ple ) S (3163)
é solucao particular da Eq. (3.156) e assim escrevendo

g(l’,C, /IJ) = gh(xaca /L) +gp(ca ,u)a (3164)

onde gp(z, ¢, p) satisfaz

0 o< rl ,
chagn(,c,10) + om(gn(,¢,11) = 0 / / P F (e, s il gl il de
0 —1

(3.165)
para x € (—a,a), p € [-1,1] e ¢ € [0,00), com as seguintes condi¢oes de contorno
ac(® = 5/2)(1 — u?)V2K,
ah(—a,c 1) — (1 — a)gu(—a,c,—pr) = 24T =D =) (3.166)
an(c)
e
ac(c? —5/2)(1 — u®)V?K,
gnla,c,—p) — (1 — a)gnla,c,pn) = 3.167
(=) = (1 = a)gu(a. . o) - (3.167)
para 1 € (0,1] e ¢ € [0,00). Fazendo, agora,
gn(@, e, ) = c(1 = )Y (2, ¢, p) (3.168)

como foi feito para os fluxos de Couette e Poiseuille, baseando-se em problemas semelhantes,

reescrevem-se as Eqs. (3.165) a (3.167) como

/2

n()A — W)Y (z,, p)dp'dc’
(3.169)

a 00 1 "w e
oY (o) + om0 ) = Lom(e) [ [ e
0 -1

para = € (—a,a), u € [—1,1] e ¢ € [0,00), com as seguintes condi¢des de contorno

a(c? —5/2)K,

Y(—a,c,p) — (1= a)Y(—a,c,—p) = on(c)

(3.170)
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A —5/2)K,
on(c)

Y(a, e, ) — (1 — )Y (a, ¢, ) = 4 (3.171)

para € (0,1], ¢ € [0, 00).

e Transformacgao 7 = ox

Aqui usa-se 7 = ox nas Egs. (3.169) a (3.171) e obtém-se

9, ot :
g Y (7)o, )+ (oY (o) = Wale) [ [ e n(e) (1= Y (o, e
T 0o J-1
(3.172)
para 7/o € (—a,a), u € [—1,1], ¢ € [0,00), W é dado na Eq. (3.79) e com as seguintes

condicoes de contorno

Y(—1,/0,¢, 1) — (1 — Q)Y (—7,/0,¢,—p) = ale ;n?c/)Q)KZ (3.173)

a(c? —5/2)K,

Y(ro/0,¢,—p) = (1= @)Y (7,/0,¢, 1) = on(c)

(3.174)

onde 7, = oa, u € (0,1], ¢ € [0,00). Reescreve-sem também as equagoes (3.159) e (3.160)

em termos de Y (7 /0, ¢, 11)

4K, [® e (2 —5/2) I e )
uL(T) = 307 ), e dc + —i7 /0 /1 e (1 —p*)Y(7/o,c, u)dude
(3.175)

) 4K, [ cte (- 5/2)?
«\T) = —
1 3o/ Jo

de +

n(c)
#/0 /_1(:4@02(8 —5/2)(1 — p*)Y (7 /0, c, p)dpde.  (3.176)



e Mudancga de Variavel e Decomposigao

Neste momento, introduz-se uma troca de varidvel [Busbridge, 1953]

- e v = sup{c/n(c)},

na Eq. (3.172) e propoe-se a decomposigao

(c*—5/2)

Y(r/oe.bn(e)fe) = Gr(r&) +-— 5

GQ (T7 5)

e, apos trocar a ordem de integracao , encontra-se

8 Y
5O+ G0 = [ [pl€)Gm€) +ial€)Gatr )] e

para ¢ = 1,2. Onde

bia(€) =W / ce () (@ — E47(0))de,

M

Ui2(€) =W [ cenle)(c? = 5/2)(c* — €2 (c))de,

Me

21(§) =0 e P22(§) =0
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(3.177)

(3.178)

(3.179)

(3.180)

(3.181)

(3.182)

aqui observa-se a Eq. (3.37) e W é dado na Eq. (3.79). Também observa-se que o problema

Go(7,€) dado pela Egs. (3.179) e (3.182) pode ser resolvido analiticamente conforme foi

comentado na se¢ao anterior para o problema de Poiseuille. Considerando as condigoes de

contorno, substitui-se as Eqs. (3.177) e (3.178) nas Eqgs. (3.173) e (3.174) e obtém-se

Gl(_Toag) - (1 - Q)Gl(_Toa _5) = O,

Go(—70,&) — (1 — a)Go(—7,, =) = aK, /o

Gl(Toa _6) - (1 - a)Gl(Toag) =Y

(3.183)

(3.184)

(3.185)
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Go(10, =€) — (1 — a)Ga(7,,§) = K, /0. (3.186)

Neste momento, introduz-se a notacao vetorial G(7,¢), com componentes G;(7,&), i = 1,2

e reescreve-se o problema como

0 ! / /
500+ G0 = [ WG )i (3.15)

onde a matriz 2 x 2 W({) tem componentes 1; ;(£), como segue

(3.188)

W) - [ Uil via(€) ] |

U21(8)  1h22(8)

Para encontrar as condigoes de contorno na forma vetorial, reescreve-se as Egs. (3.183) a

(3.186) como

G(—70,¢) = (1 = a)G(=70, =) = Fa(§) (3.189)

G(75, =) = (1 = a)G(70, &) = Fa(§) (3.190)

para £ € (0,7]. Aqui

Mg)[ C (3.191)

aK, /o

Apés ter resolvido o problema G, podem-se usar as equacoes (3.177) e (3.178) para reescrever
as equagoes (3.175) e (3.176), respectivamente, para os perfis de velocidade e fluxo de calor,

da seguinte forma

AK, [® cle@ (& _5/2)dc+/7 [uﬂ(g)Gl(T, €) + U (6)Galr, g)}dg (3.192)

W= m T e .

0r) = —gz [ ek [ (G0 + a0l )] e (3199
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onde
un (&) = # /M ce_CQn(c) [02 - 52772(0)] de, (3.194)
up (&) = # /M ce " (? —5/2) [02 — §2n2(0)] de, (3.195)
(O == [ @ = 5/2m0)[¢ — (o) (3196)
(6 = =175 [ e (¢ =5/ ¢ — i) de (3197)

3
No préximo capitulo aplica-se o método de ordenadas discretas no problema G dado

nas Eqgs. (3.187), (3.189) e (3.190).

3.5 O Problema de Deslizamento Térmico

O problema de deslizamento térmico descreve o fluxo de um géas rarefeito, que surge
devido a um gradiente (constante) de temperatura na diregao paralela a parede. Para obter

o problema dessa se¢ao, a Maxwelliana usada para linearizar a Eq. (2.4) é escrita na forma

m mv?

fo(z,v) =n(2) <m>3/26$p< - m) (3.198)

onde n(z) e T(z) sao dados na Eq. (3.150). Seguem-se passos descritos no capitulo anterior

(secao 2.1) e obtém-se a equagao de balanco para este problema na forma
21/2 2 9 x
(1 — p*)=cosx(c® = 5/2)K, + c,ua—h(x, c) =oL*{h}(z,c) (3.199)
x
onde o processo de colisao é descrito por

] 1 2w
L*{h}(x,¢c) = —n(c)h(x,c) —|—/ / / e " F(c, ¢)h(x, ¢ )y dpde | (3.200)
o J-1Jo
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para > 0 (z adimensional), pn € [—1,1], ¢ € [0,00), 1(c) representa a freqiiéncia de colisao
das particulas de gés , F(c/,c) é dado na Eq. (2.63) e segue o modelo CLF e a condicao de

contorno é escrita na forma

2 e’} 1 27 ,
h(0, ¢, 1, x) — (1 — a)h(0, ¢, —p, x) = —a/ / / e (0, ¢ — ! Xl d dydde
™ Jo o Jo

(3.201)
com p € (0,1], c € [0,00) e € [0,27]. Ainda
lim u(x) = ug, (3.202)
onde uy é constante e u(x) representa o perfil de velocidade.
e Média Azimutal
Introduzindo a média azimutal
1 2
o) = [ coschl,eondy (3.203)
T Jo

nas equagoes (3.199) e (3.201), reescreve-se o problema na forma

o = 5/2)(1 — 1)K+ en-gr. 1) + on(e)ge . ) =

/ / CE e gl p)dpdd, (3.204)

para x > 0, p € [—1,1], ¢ € [0,00) e F*(c/, 1 : ¢, ) é dado na Eq. (3.63). A condicdo de

contorno entao é dada por

9(07 ¢ :u) - (1 - O‘)g(ov ¢ _:u) =0, (3205)

para u € (0,1], e ¢ € [0, 00).
Considerando as quantidades de interesse, em termos da média azimutal:

e perfil de velocidade

1 o0 1 e
D= [ [ et Pyt e (3.206)
0 -1
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e perfil de fluxo de calor

1 [e%s) 1 L
q(z) = m/ / FemC (P —5/2)(1 — 1) 2g(z, ¢, p)dpde. (3.207)
0o J-1

Para este problema nota-se que

c(c? —5/2)(1 — u®)'?2K,

gple, ) = — 3.208
ple ) S (3.208)
é solucao particular da Eq. (3.204) e assim escreve-se

9(x, ¢, ) = gn(w, ¢, 1) + gyle, ), (3.209)

onde gp(z, ¢, p) satisfaz

9] ol :
cu%gh(x, e, i)+ on(e)gn(x,c,u) = O'/ / e FH (il s e w)gn(x, ) dpdde!
0o Jo1

(3.210)
para x > 0, p € [—1,1], ¢ € [0,00) e com a seguinte condi¢ao de contorno
2 _5/2)(1 — 12 1/2Kz
(0, ¢, 1) — (1 — a)gn(0, ¢, —pr) = 2 = 5/DU = ) (3.211)
an(c)
para p € (0,1] e ¢ € [0,00). Considerando, agora,
gn(w, ¢, p) = e(1 = pi?) Y (z, ¢, p) (3.212)

da mesma forma como ja foi tratado com os fluxo de Couette, Poiseuille e creep-térmico para

se chegar em problemas semelhante, reescreve-se as Eqgs. (3.210) e (3.211)

0 o rl 2
Y (o) on@)Y (weon) = Bome) [ [ et ne) (1 - w)Y (o, )
o Jo1
(3.213)
para x > 0, pp € [—1,1], ¢ € [0,00) e com a seguinte condi¢ao de contorno
a(c* —5/2)K,

Y(0,0) = (1= )Y (0,0, —p) = =%

(3.214)

onde p € (0,1] e ¢ € [0, 00).
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e Transformagao 7 = ox

Usa-se 7 = ox na Eq. (3.213) e obtém-se

e (/o) Y (i) = Wle) [ [ e =Y (o it
(3.215)
para 7 > 0, u € [—1,1], ¢ € [0,00), W é dado na Eq. (3.79) e com a seguinte condicao de
contorno
a(c? —5/2)K,
a7 (c)

Y(0,c,p1) — (1 —a)Y(0,¢, —p) = (3.216)

para 1 € (0,1] e ¢ € [0,00). A Eq. (3.202) fica escrita em termos de 7 = oz na forma

lim iu (1)=0. (3.217)

T—00 dT *
Reescrevendo as equagoes (3.206) e (3.207) em termos de Y (7/0, ¢, ) como

AK, [® e (2 —5/2
3oy Jo n(c)

1 o) 1 2
uy (1) = )dc + 12 /0 /_1 cle (1- /Lz)Y(T/@ ¢, p)dpde

(3.218)

4K, [® e (c —5/2)?

q*(T):_Saﬁ i de +

n(c)
#/0 /1 046_62(02 —5/2)(1 — p®)Y (7)o, ¢, p)dude.  (3.219)

e Mudanga de Variavel e Decomposigcao

Aqui, considera-se uma troca de variavel [Busbridge, 1953]

{=—~ e v = sup{c/n(c)}, (3.220)

na Eq. (3.215) e usa-se a decomposigao

(c*—5/2)

Y(r/o,¢,&n(c)/c) = Gi(T,€) + n(c)

Go(T,€) (3.221)



e, apos trocar a ordem de integracao, acha-se

(9 Y
GO TG0 = [ [B€)Gm€) +al€)Gatr )] e

para i = 1,2. Aqui

U11(§) = W/ ce”“n*(c) [02 - §2n2(c)]dc,

M

hial€) =W [ e ne)(e® = 5/2) |¢* - n(e) | de.

M

2,1(§) =0 e P22(§) =0
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(3.222)

(3.223)

(3.224)

(3.225)

neste momento, observa-se a condigao dada pela Eq. (3.37) e W é dado na Eq. (3.79). Nesta

segdo também observa-se que o problema Ga(7,§) dado pela Egs. (3.222) e (3.225), pode

ser resolvido analiticamente conforme foi comentado na secoes 3.3 e 3.4 para os problemas

de Poiseuille e creep-térmico. Para a condigao de contorno, substitui-se as Eqgs. (3.220) e

(3.221) na Eq. (3.216) para obter

G1(0,8) = (1 = )G (0, =€) =0

G2(0,6) — (1 — a)Ga(0, —€) = aK. /.

(3.226)

(3.227)

Introduzindo a notagao vetorial G(7,&), com componentes G;(7,€),7 = 1,2, reescreve-se o

problema como

a K ! / !
(560 + Gl = [ WG e

onde a matriz 2 x 2 ¥(§) tem componentes 1; ;(§), como segue

P11(8)  P12(8)
V2.1(§)  ¥22(8)

() =

(3.228)

(3.229)
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Para encontrar a condi¢do de contorno na forma vetorial, reescreve-se as Eqgs. (3.226) e

(3.227) como

G(0,€) — (1 — a)G(0,—€) = Fi(¢) (3.230)
para £ € (0,7]. Aqui
0
Fa(§) = . (3.231)
aK, /o

Reescrevem-se também os perfis de velocidade e fluxo de calor dados, respectivamente, nas

Egs. (3.218) e (3.219) usando as equagoes (3.220) e (3.221) como

[1n(§)G1(7,€) + un(§)Ga(r )] de (3.232)

AK oo A4, —c?(,2 ) 5
U (1) = ~ e (e =5/ )dc+/

_?)O'ﬁ 0 77(0) -

4K, [ cte (- 5/2)2dc + /V

0:(1) = — o~ 77 ) (o) ﬂ [qﬂ(f)Gl(T,f)+qt2(§)G2(r,§)]d§ (3.233)

onde
wn®) = =i [ e (o) — e (3231)
usl€) = g /M e (¢ — 5/2)(¢ — EP(0))de. (3.235)
() = =575 [ e =520 — o (3.230)
q2(§) = # /M 06_62<C2 —5/2)%(c* — £2n*(c))de. (3.237)

£

No capitulo seguinte, as Eqgs. (3.228) e (3.230), que definem o problema G, serao

resolvidas pelo método de ordenadas discretas.
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3.6 O Problema de Kramers

O problema de Kramers retrata fisicamente a expansao de um gas em dominio semi-
infinito limitado por uma placa plana localizada em x = 0, e, por estas caracteristicas, é
um dos problemas mais investigados da teoria cinética de gases quando quer-se conhecer os
efeitos causados no fluxo de particulas de gas devido a presenca de uma parede. Obtém-se

esse problema linearizando a Eq. (2.4) em torno da seguinte Maxwelliana

IR R AR A G o)

fo(l’,V) = no(

onde u(x) é dado na Eq. (2.9). Apés seguir passos dados no capitulo anterior (segao 2.1),

chega-se a seguinte equacao de balanco para este problema
2 2\1/2 9 *
2Koc (1 — p) “cosx + c,uﬁ—h(x, c) =oL*{h}(z,c) (3.239)
x
onde K é considerado conhecido e o processo de colisao é descrito por
o0 1 2w o
L*{h}(z,c) = —n(c)h(z,c) + / / / e (< ¢)h(x, ¢ )dy/ dpde (3.240)
o J-1Jo

para z > 0 (z adimensional), 4 € [—1,1], ¢ € [0,00), n(c) ¢ a freqliéncia de colisao das
particulas F'(c/, c) é descrito segundo o modelo CLF e é dado na Eq. (2.63) e a condigao de

contorno é escrita na forma

2 e’} 1 27 ,
h(0, ¢, 1, x) — (1 = a)h(0, ¢, —p, x) = —a/ / / e (0, ¢ — ! Xl d dydde
™ Jo o Jo

(3.241)
para € (0,1], ¢ € [0,00) e p € [0,27]. Ainda esse problema satizfaz a seguinte condi¢ao no
infinito

li d () = K (3.242)
im —u(zr) = :

onde u(x) é o perfil de velocidade e Ky é considerado conhecido.

e Média Azimutal
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Neste momento, introduz-se a média azimutal

1 2T
o) = [ coschl,eondx (3.243)
™ Jo

nas equagoes (3.239) e (3.241), reescreve-se o problema na forma
2 2\1/2 4
2Koc”pu(1 — ) —l—cua g(x,c,n) +on(c)g(z,c, ) =
/ / CEN e p)g(m, L p)dpldd, (3.244)
-1

para x >0, p € [-1,1] e c € [0,00) e F*(¢/, i : ¢, u) é dado pela Eq. (3.63). A condigao de

contorno fica escrita na seguinte forma

g<0’ Cy :u) - (1 - (I)g((), Cy _:u) = (3245)

para € (0,1], e ¢ € [0, 00).
Escrevem-se as quantidades de interesse em termos da média azimutal na forma:

e perfil de velocidade
1 o] 1
u(z) = Koz + 1—/2/ / 636_62(1 — 1)V g(z, ¢, p)dpde, (3.246)
n 0o J-1
e perfil de fluxo de calor
1 © [ 202 2\1/2
x) = 1—/2/ / A (A —5/2)(1 — ) V2g(x, ¢, p)dude. (3.247)
m 0o J-1

Aqui, observa-se que

2K002,u(1 _ ,u2)1/2

= — 3.248
1) s (3248)

¢ a solugao particular da Eq. (3.244) e assim escreve-se
g(ilf,C, M) = gh(x7c> ﬂ) —i—gp(C, :u)a (3249)

onde gp(z, ¢, 1) satisfaz

%, < ,
cpg-9n(@; ¢, 1) + on(e)gn(, ¢, ) = 0 / / e P, 1 s e w)gn(, ) )dpdde!
0 —

1 (3.250)
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para x > 0, p € [—1,1], ¢ € [0,00) e com a seguinte condi¢ao de contorno

2
gn(0, ¢, 1) = (1= @)gn(0, ¢, —p) = (2 — @) Kop(1 — pi?) /22 (3.251)
an(c)
para p € (0,1] e ¢ € [0,00). Fazendo, agora,
gn(w, e, p) = e(1 = pi?) Y (z, ¢, p) (3.252)

como foi feito nos problemas anteriores (fluxo de Couette, Poiseuille, creep-térmico e desliza-
mento térmico), para obter-se problemas semelhantes, reescrevem-se as Egs. (3.250) e (3.251)

como
0 N > 4 —c'? 2 I 130
ua¥ (@) +on(@)Y (r,c.n) = Lon(o) e (1 g2)Y (o, e (3.253)
z 0o J-1
para x > 0, p € [—1,1] e ¢ € [0,00), com a seguinte condi¢ao de contorno

Y(0,c,p1) — (1 — )Y (0,¢, —p) = p— (2 — a)Kocp. (3.254)

para pu € (0,1] e c € [0,00). Nota-se que a condigao de comportamento do perfil de velocidade

no infinito também é imposta.

e Transformagao 7 = ox

Usa-se 7 = ox na Eq. (3.253) e obtém-se

0 o 1 /
Y (7)o, )+ (oY (o) =Wale) [ [ e n(e) (=Y (o, e
T 0 J-1
(3.255)
para T > 0, p € [—1,1], ¢ € [0,00), W dado pela Eq. (3.79), com condi¢ao de contorno

escrita na forma

Y(0,c,1u) — (1 —a)Y(0,¢,u) = (2 — a)K,cu, (3.256)

an(c)
e a Eq. (3.242) fica escrita em termos de 7 = ox na forma
Ko

lim d Uy (1) = —. (3.257)

T—0Q dT g
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Reescreve-se também as equagdes (3.246) e (3.247) em termos de Y (7/0, ¢, ) na

forma

u (1) = Ko(r/0) + / / e (1 = )Y (7)o, c, p)dude (3.258)

q«(T) = 1/2/ / e (? = 5/2)(1 — p*)Y (7 /0, c, p)dude. (3.259)

e Mudanga de Variavel e Decomposicao

Aplica-se uma troca de varidvel [Busbridge, 1953]

{=—~ e v = sup{c/n(c)}, (3.260)

na Eq. (3.255), usa-se a decomposigao

2K,

Y(r/o,e,én(c)/c) = —=G(1,€) (3.261)
e, apos trocar a ordem de integracao , encontra-se
0
(5-00) + 60 = [ w(E)Glr €e (3.262)
onde
YO =W [ ce“n*(c)(c® — &n*(c))dc, (3.263)

M

onde observa-se a condigao dada pela Eq. (3.37); W é dado na Eq. (3.79) e com a seguinte

condicao de contorno,

G(0,8) = (1 = a)G(0,—€) = (2 - a)¢ (3.264)

para § € (0,7].
Usando as equagoes (3.260) e (3.261) nas equagoes (3.246) e (3.247) expressa-se o
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perfil de velocidade e o perfil de fluxo de calor em termos da solugao do problema G como:

Y

us(7) = KO{T/U + % / w (6)G(r, §)d§} (3.265)
0 =2 [ a6t s (3,260
onde
u(§) = % /M ce=n(c) [02 - £2n2(c)}dc (3.267)
0(©) = =5 | e o - 5/2)[¢ o) de (3.268)

3
No capitulo a seguir descreve-se o desenvolvimento das solugoes em ordenadas dis-
cretas para os problemas salto de temperatura, fluxo de Couette, fluxo de Poiseuille, Kramers,

creep-térmico e deslizamento térmico.



CAPITULO 4

O METODO DE ORDENADAS DISCRETAS

Neste capitulo, uma versao analitica do método de ordenadas discretas [Barichello
e Siewert, 1999a] serd usada na busca de solugoes para os problemas propostos no capitulo
anterior. No desenvolvimento da solucao , alguns passos sao comuns:
e escrever a versao em ordenadas discretas com base num esquema de quadratura do tipo
“half-range”, para cada problema descrito no capitulo anterior;
e buscar solucoes do tipo exponencial para a versao do problema escrito em ordenadas
discretas;
e encontrar o problema de autovalores;
e determinar solugoes elementares analiticas (caso escalar) ou numérica (caso vetorial);
e 1o caso de problemas vetoriais encontrar uma expressao para os autovetores;

e reescrever as quantidades de interesse usando a solugao em ordenadas discretas.

4.1 O Problema de Salto de Temperatura

Antes de escrever a versao em ordenadas discretas para o problema dado pela
Eq. (3.42), observa-se que a matriz caracteristica W(¢) definida pela Eq. (3.43) néo é

simétrica, e também, W(§) # ¥(—£), e assim escreve-se

i&%G(T, +8) + G, £8) = Y wi[P(&)G(7, &) + ¥ (—&)G(r, —&,)] (4.1)

k=1

com i =1,2,..., N. Nas Egs. (4.1), considera-se que os N pontos de quadratura {&} e os
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N pesos {wy} sao definidos para integracao no intervalo [0, 7]. Buscam-se solugoes do tipo

exponencial para as Egs. (4.1), substituindo-se nessas equagoes as solugoes elementares
G(1,£&) = ®(v, £&)e 7, (4.2)

onde v é a constante de separacao e as fungoes ® denotam os componentes independentes

da parte espacial das solugbes elementares. Substituindo a Eq. (4.2) na Eq. (4.1) tem-se

(v F &)P(v, £&) = v Z wi[ W (&) P (v, &) + ¥ (=) (v, —&k)] (4.3)
k=1
para ¢ =1, ..., N. Considerando que
(I)+(U) = |:q)T(V7€1) (I)T(V7€2) (I)T(VagN):|T’ (44)
& ()= [8T(n-€) BT(-8) . BTnen)] (45)
M = diag{& 1, &1 .. ENTT, (4.6)

aqui I é uma matriz identidade de ordem 3 x 3. Complementando, define-se ainda que
W, e W_ denotam matrizes de ordem 3N x 3N onde cada 3 x 3N linhas sao definidas,

respectivamente como,

R = [w1‘1’(51) woW (&) ... wN‘I’(fN)] (4.7)

Ro= [ ¥(-&) w¥(—&) .. wnv¥(—&)], (4.8)
assim escrevem-se as Eqgs. (4.3) como

v®, (V) —M® (v) =v[W, P, (v)+ W_D_(v)] (4.9)
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v®_(v) + M®_(v) =v[W, P, (v)+ W_o_(v)]. (4.10)
Neste ponto é conveniente, apds algumas observagoes, escrever
W_=DW,D, (4.11)
onde a matriz diagonal D de ordem 3N x 3N pode ser escrita como
D = diag{S,S, ..., S} (4.12)

onde S é dado pela Eq. (3.45). Agora multiplica-se a Eq. (4.10) por D e reescrevem-se as
Egs. (4.9) e (4.10) como

v®, (v) —M®, (v) =vW,.®, (v)+ DW . D®_(v)] (4.13)
vD®_(v) + MD®_(v) = v[DW, &, (v) + W, D®_(1)]. (4.14)
Definindo
U)=®,.(v)+D®_(v) (4.15)
V() =&, (v)-D®_(v) (4.16)

soma-se as Egs. (4.13) e (4.14) e obtém-se
VI - (I+D)W,]U =MV (4.17)

onde, neste ponto, I é a matriz identidade de ordem 3N x 3N. Pode-se, ainda, determinar

a diferenca entre as Eqgs. (4.13) e (4.14), tal que

V[I— (I-D)W,]V = MU. (4.18)
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Eliminando V (v) entre as Egs. (4.17) e (4.18), encontra-se o problema de autovalores definido

por
AU = \U, (4.19)
onde A =1/1% e
A=M'I-I-DW, M 'I-(I+D)W,]. (4.20)

Sendo assim, determinam-se os 3N autovalores \ e respectivos autovetores U. Neste ponto
observa-se que dois autovalores tendem a zero quando N tender ao infinito. Introduzem-se,

entao, quatro solugoes linearmente independentes do problema definido pela Eq. (3.42), que

sao
0 0
Gi= 10 e Gy = |1 (4.21)
1 0
seguindo com
1 w—>5/2
Gs= |0 e Gy(7,8) = (1 —¢) 0 : (4.22)
0 1
Faz-se
T
Gi(r) = [GT(T, +&) GT(r,£&) ... GT(r,*£&y) (4.23)

e, portanto, a solucao em ordenadas discretas pode ser escrita, apos terem-se excluido todas

as solugoes que nao sao limitadas quando 7 tende para o infinito, como

3N
Gi(r) = A1®y + Ap®y + Bi®s+ Yy Ay (vy)e /" (4.24)

Jj=3

onde as solucoes elementares sao obtidas numericamente, B; e A; sao constantes arbitrérias,



para j = 1,2,...,3N. Além disto,

T
®,=|GI GY .. GI| , j=123,

60

(4.25)

e as solugoes elementares ® . (v;) sdo avaliadas das equagoes Eqgs. (4.15) a (4.18). Encontra-se

entao

®,(1y) = S {T+ M [~ (14 D)W, ]},

@ (1) = ;DT — ;M [T - (T+ D)W, ]}U,,

onde Uj; sao os autovetores dos correspondentes autovalores \; retirados da Eq.

Substituindo a Eq. (4.24) na condicao de contorno dada pela Eq. (3.44), obtém-se
G, (0)— (1 -a)R;G_(0) —2aR,G_(0) =R

que gera o seguinte sistema de equagoes algébricas lineares

3N
Al(i)l + Azci)z + Z Aj |:CI)+(V]') — [(1 — Oé)RS + QOszi| CI)_<Vj)] =R

J=3

onde A; sao constantes arbitrarias, para j =1,...,3N e

sendo

e o lado direito é dado por

R=[R7(¢) RI(&) .. R7()| -

(4.26)

(4.27)

(4.19).

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)
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Note que R(§) é dado pela Eq. (3.47). Em adigao, pode-se escrever a matriz especular como
R, = diag{S, S, ..., S}, (4.33)

onde S é dado pela Eq. (3.45). Finalmente, para a reflexdo difusa, R,y é uma matriz de

ordem 3N x 3N, onde cada 3 x 3N linhas sao definidas como

R, = [b&0(6) wbl(&) - wntn ()] (4:31)

onde Y () é dado pela Eq. (3.46). A Eq. (4.28) é um resultado geral, mas quando os termos
exatos ®1,P, e ®3 (da Eq. (4.24)) sdo usados na Eq. (3.44), as integrais resultantes da
reflexao difusa podem ser feitas exatamente. Finalmente, nota-se que ®5 satisfaz a versao
homogénea da Eq. (4.28) e assim a constante B; nao pode ser determinada. Portanto,

impoe-se uma condicao de normalizacao arbitraria na solucao,
lim [N, (1) + T.(7)] = 0. (4.35)
e conclui-se das Eqgs. (3.48), (3.49) e (4.24) que

By = (w—"5/2)A,. (4.36)

Considerando, agora, as quantidades a serem avaliadas, substitui-se a Eq. (4.24) nas

Eqgs. (3.48) e (3.49) para achar apos usar a eq. (4.36),

N.(7) = (K1 /o){ =7 — A + # > AN () £ N-B ()T} (437)

T.(1) = (Kl/O'){T + A + ﬁ Z AT @ (vy) + T_Q_(yj)]e_T/”j} (4.38)
onde

N. = [wlN(:I:&) woN(£E5) .. wNN(igN)} (4.39)
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T, = [wlT(jzfl) woT(+E) ... wNT(:I:gN)} (4.40)
NE) = [m(©) m(©) ns(0)] (4.41)
T©) = |1(6) 0 ()] (4.42)

Note que as componentes dos vetores introduzidos nas Eqs. (4.41) e (4.42) sao definidas
nas Egs. (3.50) a (3.55). Observa-se novamente que, para obter as Eqs. (4.37) e (4.38) das
Egs. (3.48) e (3.49), integram-se analiticamente os trés primeiros termos da Eq. (4.24), mas
usa-se o sistema de quadratura definido para integrar os termos restantes. Agora, escrevendo
as Eqgs. (4.37) e (4.38) para os desvios de densidade e temperatura, respectivamente, em

termos da variavel x, encontram-se

3N

1 —ox/Vj
N(@)=—z—Aifo+ —5 D AN (1)) + N_®_(1)]e 7"/ (4.43)
j=3
€
3N
2 —ox/v;
T@)=a+ Ao+ 5 > AT B () + T_®_(v;)]e /™ (4.44)
Jj=3

onde poe-se a condicao K; = 1. Agora, chamando
Tosy(x) =2+ Ay /0, (4.45)
define-se o chamado coeficiente de salto de temperatura ¢ [Barichello et al., 2002a] como

Touy(0) = G- Ty (1) (4.46)

z=0

ou seja,

¢ =A /o (4.47)
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No préximo capitulo simulagoes numéricas sao apresentadas para avaliar os desvios
de densidade e temperatura dados, respectivamente, nas Eqs. (4.43) e (4.44) e para o

coeficiente de salto de temperatura expresso na Eq. (4.47).

4.2 Fluxo de Couette e o Problema de Kramers

Para escrever a versao em ordenadas discretas nesta secao segue-se a abordagem
do problema de Kramers [Siewert, 2001b], uma vez que o problema G definido para estes
dois problemas é similar. Observa-se também que a fungao caracteristica 1(§) dada nas
Egs. (3.86) e (3.263) é uma funcao par ((§) = ¥(—¢)), assim escreve-se a versao em
ordenadas discretas das Eqs. (3.85) e (3.262) como

6 G(r, 46) + O(r,£8) = Y (@) [0r.6) + G(r—&)]  (448)

para i = 1,..., N. Deve-se observar que o conjunto de pesos {wy} e raizes da quadratura {&}
aqui usados definem um esquema para avaliagdo de uma integral no intervalo [0,~]. Procu-
rando solugoes do tipo exponencial para as equagoes (4.48), substituem-se,nessas equagoes ,

as solugoes elementares
G(1, &) = dp(v, £&)e ™" (4.49)

onde v é a constante de separacao e as fungoes ¢ denotam o que chamamos de componentes
independentes da parte espacial das solugoes elementares. Substituindo na Eq. (4.48) a

expressao dada pela Eq. (4.49), obtém-se as seguintes equagoes em forma matricial

L2, (1) = (1-W)B. (v) - WD _(1) (4.50)

v

_%Eq,_(y) —(I-W)®_(v) — W, (1), (4.51)
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sendo que

= :diag{€17§27€37"'7€]\7}7 (452)

D, (v) = [p(v, &), O, £6), ..., d(v, £E8)]7, (4.53)

I é a matriz identidade de ordem N x N, e os elementos da matriz W sao dados pela

expressao
(W)ij = w;(&) (4.54)
onde w; denota os pesos da quadratura. Definindo
Upy)=2,:(v)+P_(v) e Vv)=®_(v) —®_(v) (4.55)

e, trabalhando com a soma e a diferenga das Eqgs. (4.50) e (4.51), acha-se

1
=-lwE"heUu= =
(D—-22 E)EU = E_U (4.56)
onde
D = diag{&, 2,62, ..., €5} (4.57)

Buscando obter matrizes simétricas, define-se uma matriz diagonal T cujos elementos T} sao

tais que

T; = vV ’wﬂﬂ(fi), (4-58)

para i = 1,..., N. Multiplicando a equagao (4.56) por essa matriz diagonal T obtém-se

(D—2V)X = %X (4.59)

onde

V=E'TWT 2 (4.60)
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X =TEU. (4.61)
Assim, o problema de autovalores dado pela equagao (4.59) pode ser reescrito na forma
(D — 2zz")X = \X (4.62)

onde A = 1/1v% e

_ [Voi@) Ver@  JewdEn] 3
& ’ 3 T Y ' '

Considerando que foram encontrados os autovalores pela equagao (4.62), impde-se a condigao de

normalizagao

e escreve-se a solucao em ordenadas discretas como

V; V;
G(r, +6) = [A-—Je’(””)/”f + B, e*“ﬂ*ﬂ/”j], (4.65)
; ! v F & ’ vi £&

sendo que, nesse caso, as solugdes elementares necessarias na Eq. (4.49) sdo expressas por
o(v, £&) = v;/(v; F &) (4.66)

de forma analitica enquanto no problema de salto de temperatura sao obtidas numericamente
(veja as Eqgs. (4.26) e (4.27)). As constantes arbitréarias {A;} e { B;} podem ser determinadas
pelas condigoes de contorno do problema e as constantes de separagao {v;} sao o reciproco
das raizes quadradas positivas dos autovalores definidos pela equacao (4.62). Lembrando

que os problemas baseados nas equagoes (3.85) e (3.262) sao conservativos, uma vez que

t[m¢@M€=L (4.67)

espera-se que um dos autovalores definidos pela equagao (4.62) tenda a zero quando N tender

ao infinito. Levando em conta este fato, negligencia-se a maior constante de separacao entre
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as {v;} computadas, reescrevendo a equagao (4.65) como

N-1

v V;
G(r,x&)=A+ B(trF&) + [A-—]e_(“”)/”f + B, —2L e (o=m)/vs| 4.68
(r, +£) rre+ X [ oy (4.68)

No caso do problema de Kramers, para ter-se G(7,+¢;) limitada, exclui-se da Eq. (4.68) as
solucoes que nao sao limitadas quando 7 tender para o infinito e assim para este problema

tem-se a seguinte solucao em ordenadas discretas

G(r, &) = A+ Z A; e~/ (4.69)

JHF&

Para definir as constantes A, B, {A;} e { B;} para o problema do fluxo de Couette, substitui-
se a equagao (4.68) nas condigdes de contorno dadas pelas Egs. (3.87) e (3.88), avaliadas

nos pontos de quadratura {;}, gerando o seguinte sistema de equagoes algébricas lineares

N-1

ozl/j + {,( ) av; = &(2 =) _op
31{ [ — &) }+Bj%'[ (7 —&2) }62/ }+
aA— Blat,+ &2 —a)l =« (4.70)
e
— av; —&(2—a)] o, av; +&(2 —a)
D e e L ] e
aA+ Blat, +&(2 — a)] = —a, (4.71)

parat=1,2,...,N.
J& para obter as constantes A e A; para o problema de Kramers, substitui-se a equacao (4.69)
na condigao de contorno dada pela equagao (3.264) avaliada nos pontos de quadratura &,

gerando o seguinte sistema de equagoes algébricas lineares

Z Ay 5231)5" +Aa=(2-a)g (4.72)
A resolugao do sistema formado pelas equagoes (4.70) e (4.71) para o problema do fluxo
de Couette e do sistema formado pela Eq. (4.72) para o problema de Kramers, deixa a

solucao em ordenadas discretas para estes problemas propostos completamente definida.
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¢ Quantidades de Interesse para o Fluxo de Couette

Substituindo a solucao em ordenadas discretas para o fluxo de Couette dada pela
Eq. (4.68) nas equagoes (3.89) a (3.91) obtém-se

N-1 2

W, w, v;
(1) = [A e~ (ToF7)/v; + Bje —(To—7 /Vj:| Zwkuc fk)— (4.73)
2 (V7 fk)
Jj=1 k=1 Vi
N-1 N 2
=23 [Ae g e S ) e (ATY)
Jj=1 k=1 <Vj - k)
e
—4 oo 6,—c?
p,,. = o ° _de (4.75)

157 Jo  n(c)
onde u.(§) e q.(&) sao descritos nas equagoes (3.92) e (3.93). Observa-se que para obter as
Eqgs. (4.73) a (4.75) das Egs. (3.89) a (3.91), integram-se analiticamente os dois primeiros
termos da Eq. (4.68), mas usa-se o sistema de quadratura definido para integrar os termos
restantes. Agora, escrevendo as Eqs. (4.73) e (4.74), respectivamente, para o perfil de

velocidade e perfil de fluxo de calor, em termos da variavel z, encontra-se

v, v
() = [ oat)/v; 4 B ool w)/u]] Z“’k“ (&) (4.76)
k—1 ( ] é.k)
e
N-1 N 2
gz) =2 [Aje_“(a“)/”j + Bje_”(“_z)/”j] > wige(G) (4.77)
s 1 (’/j - fk)

Lembrando que a taxa de massa e a taxa de fluxo de calor sdo expressas, respectivamente,

na forma

1 a
= — 4.
U 202 . u(z)dx (4.78)

Q=— /Oa q(z)dx (4.79)
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usando a Eq. (4.76) na Eq. (4.78) e a Eq. (4.77) na Eq. (4.79) tem-se

N-1
WO WO 1 —oa/v; —20a/v;
U:4aA+08 B—i-@ [Ajuj(e Vi =2 /J>
j=1
N »
+ BjVj (1 o efaa/lfj>:| Zwkuc(fk)(VZ—_]£2) (480)
k=1 J J
e
1 N-1 N »
Q=— [AV'(@_"“/”J' — 6_2"“/”1') + B~1/~<1 — e_(m/"fﬂ wrqe(&r) —5—2—5~. (4.81
oa o 377 177 kz:; ( )(UJQ _5]2) ( )

Quantidades de Interesse para o Problema de Kramers

No problema de Kramers, substitui-se a solugao em ordenadas discretas dada pela Eq. (4.69)

nas equagoes (3.265) e (3.266) e obtém-se

N-1 N
T KO 2 wk —T/l/]'
Uy (1) = KOE + - <A + 2 ; AjVj kz:; Ul(fk)me > (4.82)
€
N—-1 —1
2K, 2 Wk ey
q«(1) = A;vs (&) —5——re T, (4.83)

onde u1(€) e ¢1(§) sao descritos nas equagoes (3.267) e (3.268). Observa-se que, para obter
as Eqgs. (4.82) e (4.83) das Eqgs. (3.265) e (3.266), integra-se analiticamente o primeiro termo
da Eq. (4.69) e usa-se o sistema de quadratura definido para integrar os termos restantes.
Escrevendo as Eqgs. (4.82) para o perfil de velocidade e (4.83) para o perfil de fluxo de calor

em termos da variavel z, encontra-se

A 2= al Wy
ur) =+ —+ — A2 ug (&) ———se /Y 4.84
(2) =w+ = UZ PP 7 ey (4.84)
e
o N-1 N-1 w
q(z) = — Z Ajuj2 Z ql(fk)z—xe_”/l’j (4.85)
o (Vi — &)
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onde poe-se a condicao K, = 1. Agora faz-se

A
Ugsy(T) =+ — (4.86)
o

e defini-se o coeficiente de deslizamento viscoso (que é usado nas equagoes do regime hidrodi-

namico quando se considera a condi¢ao de deslizamento da velocidade do gés na parede),

Ccomo
d
uasy<0) = Cp%uasy o (487)
e obtém-se
A
o= (4.88)

No préximo capitulo apresentam-se resultados numéricos para os perfis de velocidade

e fluxo de calor para ambos os problemas e o coeficiente de deslizamento viscoso.

4.3 Fluxo de Poiseuille, Creep-Térmico e Deslizamento Térmico

Primeiro observa-se que as matrizes caracteristicas ¥(¢) dadas pelas equagdes (3.139),
(3.188) e (3.229) satizfazem ¥(£) = ¥(—¢£) e o problema G que descreve esses trés proble-
mas, ¢ similar. Assim escreve-se a versao em ordenadas discretas para estes problemas da

seguinte forma:
d N
iéiEG@', :|:§z) + G(T, i&) = Z wk\I’(&g)[G(T, ék) + G(7-7 _§k>] (4.89)
k=1

comi=1,2, ..., N. Nas Egs. (4.89), considera-se que os N pontos de quadratura {{;} e os N
pesos {wy } sao definidos fazendo uso de integragao no intervalo [0, v].Procurando solugoes do

tipo exponencial para as Egs. (4.89), substituem-se nessas equagoes as solugoes elementares
G(7,£&) = ®(v, £&)e ™ (4.90)

onde v é a constante de separacao e as funcoes ® denotam as componentes independentes da
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parte espacial das solugoes elementares. Substituindo a Eq. (4.90) nas Eqgs. (4.89) obtém-se

%Mq>+(y) — (I- W), (v) - W_(») (4.91)

1
——M® (v)=I-W)®_(v) - W, (v) (4.92)
v
onde, neste ponto, I é a matriz identidade de ordem 2N x 2N

M = diag{& L &1, &1, . EnT ) (4.93)

®.(v) = [T (v, £6), 8T (v, ££3), ..., BT (1, +En)] (4.94)

I na Eq. (4.93) é uma matriz identidade de ordem 2 x 2. Complementando, define-se ainda
que W denota uma matriz de ordem 2N x 2N onde cada 2 x 2N linhas sao definidas,

respectivamente, como

Ry =| v ¥(&) w¥(&H) ... wyP(Ey) |- (4.95)

Definindo
Uy) =2, (v)+P_(v) (4.96)
Vv)=o, (v)— P_(v) (4.97)

e, somando as Egs. (4.91) e (4.92), obtém-se
V(v)=vM 1(I-2W)U(v). (4.98)
Pode-se, ainda, determinar a diferenga entre as Eqs. (4.91) e (4.92), encontrando

%MU(V) ~ V(). (4.99)
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Eliminando U(v) entre as equagoes (4.98) e (4.99), encontra-se o problema de autovalores

definido por

AV(v) = AV (v) (4.100)
onde A =1/1% e
A=D-2M*'WM1) (4.101)
aqui
D = diag{& 1, %L & 71, ., 67T, (4.102)

e I é a matriz identidade de ordem 2 x 2. Assim, através da equagao (4.100,) encontram-se o0s
2N autovalores A e respectivos autovetores V(v). Como estes problemas sao conservativos,
um dos autovalores tende a zero quando N tender ao infinito. Levando em consideragao este
fato, negligencia-se a maior das constantes de separacao v; e introduzem-se, na solu¢ao em

ordenadas discretas, duas solucoes linearmente independentes dos problemas

1 1
G, = ;e G = (1§ : (4.103)
0 0
Fazendo
T
Ga(r) = | GT(r,£8) GT(r.26) .. GT(r&y) | (4.104)
e, assim, escreve-se a solucao em ordenadas discretas,
2N-1 2N-1
Gi(7) = A®y + BOF (1) + Y A;®u(vy)e ™ 4 N Bido (v)e” /ML (4.105)
j=1 j=1

onde A, B, A;, B, sao constantes arbitrarias, para j = 1,2,...,2N — 1. Além disto,

T
‘I>1=[G1T GT .. GIT] ; (4.106)

Dy (1) = [ GI(r,£¢) GI(r,£¢) ... GI(r, %) ]T, (4.107)
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e ®, (v4) sdo avaliados das Eqgs. (4.96), (4.97) e (4.99). Assim, encontra-se, entao,

D, (v;) = %[I + ;M V() (4.108)

o (1) = %[—1 + M V() (4.100)

onde V(v;) sdo os autovetores correspondentes aos autovetores \; retirados da Eq. (4.100).
Observa-se que, como esses problemas sao vetoriais, as solugoes elementares ® sao obtidas
numericamente como no problema de salto de temperatura, enquanto para o fluxo de Cou-
ette e Kramers elas sao obtidas analiticamente. Ao considerar o problema de deslizamento
térmico, para se ter G(7,+¢) limitado desconsidera-se da Eq. (4.105) as solugbes que nao
sao limitadas quando 7 tender para o infinito; assim, para este problema, tem-se a seguinte

solugao em ordenadas discretas

2N-1
Gi(7) = A®y + > A;0y(vy)e 7 (4.110)

j=1
Para definir as constantes A, B, A; e B; para os problemas de Poiseuille e creep-térmico,
substitui-se a Eq. (4.105) nas condigoes de contorno de equagoes (3.140) e (3.141), (3.189)

e (3.190) avaliadas nos pontos de quadratura ;, gerando o seguinte sistema de equacoes al-

gébricas lineares

2N—1
aA®; — BO;+ Y A® (1) + (a - 1)®_(1))]
j=1
2N—1
+ 3 Bj®_ (1)) + (a — D@ (v)]e >/ =F5  (4.111)
7=1
e
2N—1
QAR+ BR,+ Y B (1) + (@ = DB ()]0
j=1

+ i Bj[®(v)) + (o = 1)®_())] = F5 (4.112)

Jj=1
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onde
. R . . T
®; = | G(6) GI(&) .. GI(ew) (4.113)
com
A at, +£(2 — a)
Gi(§) = (4.114)
0
e o lado direito para o fluxo de Poiseuille é dado por
T
Fs= | Fa'(6) Fs'(@) .. Fs'(n) | (4.115)
e para o creep-térmico por
T
Fo= | F7(6) FJ(&) - R | (4.116)

Note-se que F3(§) e F4(§) sao dados pelas Egs. (3.142) e (3.191), respectivamente.
As constantes A; para o problema de deslizamento térmico sao obtidas substituindo
a Eq. (4.110) na condigao de contorno dada pela Eq. (3.230) e assim obtém-se o sistema de

equacoes algébricas lineares dado pela seguinte equacgao

aA®; + i Aj[®@ . (vj) + (o —1)®_(v;)] = F5 (4.117)

j=1
onde o lado direito é dado pela Eq. (4.116).

¢ Quantidades de Interesse para o Fluxo de Poiseuille

Considerando agora as quantidades que se quer avaliar para o fluxo de Poiseuille,
substitui-se a Eq. (4.105) nas Egs. (3.143) e (3.144) e assim encontram-se

AR, /T2 A Br A () s
u*(T): (——a2)+R1+5+7+Z[Aj€(°+)/3

2 o2

j=1

+ Bje—“o—ﬂ/ﬂ Q. [q>+(yj) + @ ()| (4.118)
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2N—1
= e 3 [0 s gz e s 0] (0o

J=1

onde Ry e Ry sdo definidas pelas Eqgs. (3.125) e (3.126) e

Q= | wQE) Q) . wyEn) | (4.120)
| 2= | wEE&) wEE) . wyEEy) | (4.121)
- Q) = | wa(©) wal® | (1122)
| =26 = | 4n(&) 2(6) |- (4.123)

Note-se que os componentes dos vetores introduzidos nas Eqs. (4.122) e (4.123) sao definidos
nas Egs. (3.145) a (3.148). Observa-se que, para obter as Eqs. (4.118) e (4.119) das
Egs. ( 3.143) e (3.144), integram-se analiticamente os dois primeiros termos da Eq. (4.105),
e usa-se o sistema de quadratura definido para integrar os termos restantes. Escrevendo,
agora, as Eqgs. (4.118) para o perfil de velocidade e (4.119) para o perfil de fluxo de calor em

termos da variavel z, tem-se

AR,
u(z) = 12 (a:Q—a)—i-Rri- +— Z[Ae”(““"/yf
+Bje_a(a Q@ () + @ ()] (4124)
2N—-1
g(x) = Ry + Z [Aje—o(a—i-x)/l/j +Bje“’(““”)/”]5 [q,+<,/])+q) (v )} (4.125)
j=1

onde Ry e Ry sao definidas pelas Eqgs. (3.125) e (3.126).
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Finalmente, substituem-se as Eqs. (4.124) e (4.125) nas equagoes (3.107) para a

taxa de massa e (3.108) para a taxa de fluxo de calor, respectivamente, para achar

A = —20a/v;
U=Ry+ o +50 ; 45+ By (1= )0, [, () + @ (v)]  (4126)
(§]
2N—-1
Q=Rit 5= [Aj + Bj] uj(l - e—%“/”j)a [@+(uj) + @_(uj)] (4.127)
j=1
onde
A A oo 6,—c? 4 0o 4, ,—c?
Ry = —Aufta | SAL / e g A /  de (4.128)
3 15av/70o? Jo  n%(c) 3av/o J,  n(c)
€

A 0o 6 762 ) . 2 4 oo 4 702 2 _ 2
R, SAIR, / c’e (C 5/ )d R, / ce (C 5/ )dc, (4.129)
0 0

- 15a+/mo? n?(c) “ 3a/mo n(c)

¢ Quantidades de Interesse para o Creep-Térmico

Para obter as quantidades de interesse para o problema creep-térmico substitui-se a

Eq. (4.105) nas Eqgs. (3.192) e (3.193) e obtém-se

AK, [ e (2 —5/2) A Bt

* = - d — —_
Uy (7) 307 ), e c+2—|—2—|-
aN-1
3y {Aje—m“)/w + Bje—ﬁo—ﬂ/ﬂm [q>+(yj) + q:_(yj)] (4.130)
=1
e
4K, [* e (= 5/2)?
¢(17) = — de +
D= 50wl T a0
aN-1
Z |:Aj6_(TO+T)/Vj + Bje_(To_T)/Vj] 1_.[+ [‘I)+(Vj) + (I)_(Vj)] (4131)
=1
onde

A, = [wlA(gl) woA (&) ... wNA(gN)} (4.132)
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M= [ ll(6) wll(&) . eyl | (1133)
A©) = | un(€) ual©) | (4.134)
1) = [ 41(6) 4l®) |- (4.135)

Os componentes dos vetores introduzidos nas Eqs. (4.134) e (4.135) sao definidos nas
Egs. (3.194) a (3.197). Para se obter as Eqgs. (4.130) e (4.131) das Egs. (3.192) e (3.193),
integram-se analiticamente os dois primeiros termos da Eq. (4.110), e usa-se o sistema de
quadratura definido para integrar os termos restantes. Escrevendo agora as Eqs. (4.130)

para o perfil de velocidade e (4.131) para o perfil de fluxo de calor em termos da variavel z,

tem-se
AK, [ cte (2 —5/2) A Box
u(r) = ——= de+ =+ ——
3o/ Jo n(c) 2 2
ON-1
[Aje olata)/v; | B e=ola- x/ﬂm [q>+(yj)+¢ (v;)] (4.136)
7j=1
e

(2) 4K, [ cte @ (? —5/2)?
g(x) = —
3o/ Jo n(c)
2N—-1
) [A e~/ | Bo U@—x)/ﬂm [«L(uj) +®_(v)].  (4137)

J=1

de +
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Substituindo, respectivamente, as Eqs. (4.136) e (4.137) nas Eqgs. (3.161) e (3.162) obtém-se

a taxa de massa e a taxa de fluxo de calor

1K, o e (e — 5/2)d A

U= - A
3ac\/7 J, n(c) ¢t 2, T
A
2020 Z |:(A] + Bj)l/j (1 — e—Qoa/Vj>A+ [‘P_,_(Vj) + (I)_(yj) (4138)
j=1
e
4K, [ cte (2 —5/2)? A
= — d -
¢ a0/ Jo n(c) ot
IRA
Sy Z [(Aj + B;)v; (1 — e*2cra/1/j)]:[+ [cI>+(uj) +®_(v;)].  (4.139)
j=1

e Quantidades de Interesse para o Deslizamento Térmico

As quantidades de interesse para o problema deslizamento térmico sao obtidas sub-

stituindo a Eq. (4.110) nas Eqs. (3.232) e (3.233) e obtém-se

AK, [P e (2 —5/2) A
— _ z = o T/Vi 4 .
u(r) = -3, = | ety ;:1: Aje A, [q>+(yj)+<1>,(uj)] (4.140)

0u(7) = _% OOO e (;(C)— 5/2)? de + jz; A efr/wl'[Jr |:(§+<yj) + P (yj)i| (4.141)

onde A, e Il, sdo dados nas equagoes (4.132) e (4.133). Nota-se que para obter as
Eqgs.(4.140) e (4.141) das Eqgs. (3.232) e (3.233), integra-se analiticamente o primeiro termo
da

Eq. (4.110), e usa-se sistema de quadratura definido para integrar os termos restantes.
Escrevendo agora as Eqs. (4.140) para o perfil de velocidade e (4.141) perfil de fluxo de calor

em termos de x, tem-se

> 4 _C 5/2) A 1 ~ —ox/v;
u(az)—KZ 30\/_/ dc—|—2K @ Z Aje Ay | Py (v)+Do (UJ)H

(4.142)
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e
4K, [ cte (2 —5/2)? R L.
e [T S o ], o0
o7 J, n p

Define-se, nesse momento, o coeficiente de deslizamento térmico (que é usado nas equagoes hi-
drodinamicas quando se considera a condicao de deslizamento da velocidade do géas na

parede), como

u(z)

= i 4.144
Cr = Jim =~ (4.144)
e assim obtém-se
4 e~ (- 5/2) A
= — d ) 4.145
Cr SUﬁ/O n(c) et 2K, ( )

A seguir, no proximo capitulo, apresentam-se resultados numéricos para os perfis de
velocidade e fluxo de calor para os trés problemas desta se¢ao, taxa de massa e taxa de fluxo

de calor para o fluxo de Poiseuille e creep-térmico e coeficiente de deslizamento térmico.

4.4 Livre Caminho Médio

Apés ter aplicado o método de ordenadas discretas nas expressoes para o desvio
de temperatura, desvio de densidade, perfil de velocidade, perfil de fluxo de calor, taxa de
massa e taxa de fluxo de calor observa-se que elas dependem de o que até o momento nao
foi especificado e que esta associado ao livre caminho médio. Seguindo a literatura, é usual
escolher-se para os problemas de salto de temperatura e deslizamento térmico o livre caminho
médio baseado na condutividade térmica, assim ¢ = o, dado na equagao (2.62). J& para o
fluxo de Couette, fluxo de Poiseuille, creep-térmico e Kramers a escolha do livre caminho

médio é baseado na viscosidade, entdo o = o, dado na Eq. (2.60).
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4.5 Freqiiéncia de Colisao - Casos Especiais

Tendo desenvolvido a solucao geral para os problemas propostos neste trabalho para
o modelo de freqiiéncia de colisao variavel, apresentam-se aqui trés formas para a freqiiéncia
de colisao para cada problema descrito anteriormente, conforme encontrado na literatura
[Loyalka e Ferziger, 1967; Cassell e Williams, 1972; Loyalka e Hickey, 1990; Siewert, 2001b]

e que sao usadas na obtencao dos resultados numéricos. Assim, usa-se para o modelo BGK
n(c) =1, (4.146)
para o caso do modelo de Williams
n(c) =c (4.147)
e para o caso do modelo de esferas rigidas, escreve-se
1/2

n(c) = (2¢ + %)%er flo)+e<. (4.148)

A seguir definem-se, para cada problema a ser abordado, parametros e quantidades es-
pecificas, mencionadas no capitulo 3, necessarias para avaliar numéricamente as solucoes em

ordenadas discretas, avaliadas com base nos trés modelos citados acima.

4.5.1 Salto de Temperatura

e Modelo BGK

Para este caso, acha-se
y=00, I'=0, w=3/2, =4/ ¢ g=1, (4.149)

onde 7 é necessédrio para determinar os limites de integracao das Eqs. (3.42) e (3.44), I" é

dado na Eq. (3.26), w e 7, sdo dados na Eq. (2.35) e 0y é dado na Eq. (2.62). Em adicao
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encontra-se para a Eq. (3.43)

e 1 3 £ —-1/2
w(E) = frﬁ 2¢ 2¢? 26(62 - 1/2) . (4.150)
(2/3)(€% = 1/2) (2/3)&(&? —1/2) (2/3)(&" — & +5/4)

Usam-se também as Egs. (3.50) a (3.55) para escrever as Eqs. (4.41) e (4.42), para este

caso, como
N(g) =e [1 £ - 1/2} (4.151)
e
T(§) = e [ -1/2 &(e2-1/2) € - +5/4]. (4.152)
e O Modelo de Williams
Neste caso, encontra-se
y=1, TI'=-1/4, w=2 ~=2¢ o= (6/5)n 2 (4.153)

onde vy é necessério para determinar os limites de integragao das Eqs. (3.42) e (3.44), " é
dado na Eq. (3.26), w e v, sao dados na Eq. (2.35) e 0, é dado na Eq. (2.62). Seguindo,
encontra-se para a Eq. (3.43)

1 (3/4)m1/%¢ 0
‘I’(ﬁ)—% (9/8)mt/2¢ 3¢? (9/16)7'/2¢ | , (4.154)
0 (3/16)71/2¢ 1

e usa-se as Egs. (3.50) a (3.55) para escrever as Eqs. (4.41) e (4.42), neste caso, como

NE) = [/ ¢ —(1/4)r) (4.155)

T(E) = [O £/2 (3/4)7r1/2]. (4.156)
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e O Modelo de Esferas Rigidas

Para este modelo encontram-se os resultados exatos
y=1/7"? e w="T/4, (4.157)

sendo 7 necessario para determinar os limites de integragdo das Eqs. (3.42) e (3.44) e w é

dado na Eq. (2.35). Usa-se o software MAPLE V para obter os valores numéricos
Y = 0.7978845608029, I' = —0.06063367084623 e o, = 0.2753345876233. (4.158)

onde 7, é dado na Eq. (2.35), I" ¢ dado na Eq. (3.26) e 0; (2.62). Considerando as Eqs. (3.43),
(3.50) a (3.55), tém-se usado métodos numeéricos para avaliar as varias fungdes requeridas

para estabelecer W (&), N(&) e T(&).

4.5.2 Fluxo de Couette

e Modelo BGK

Neste caso, encontra-se para esse problema
y=o00, W=2/1'? ¢ g,=1. (4.159)

onde 7 é necessario para determinar os limites de integracao da Eq. (3.85), W é dado na
Eq. (3.79) e 0, na Eq. (2.60). Seguindo encontra-se as Eqs. (3.86), (3.92) e (3.93), para

este caso, como

752
(&) = ZW (4.160)
I/V()ei€2
ul&) = - 475 (4.161)
€
2\ Wee ™
¢.(§) = (% - Z> 7216/2 (4.162)

e O Modelo de Williams
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Acha-se, para este modelo,
y=1, W=3/4 ¢ o,=(16/15)7""2 (4.163)

sendo 7 necessdrio para determinar os limites de integracao da Eq. (3.85), W é dado na

Eq. (3.79) e 0, na Eq. (2.60). Encontra-se as Eqgs. (3.86), (3.92) e (3.93) escritas na forma

P(§) = 2(1 - &%), (4.164)
u(§) = STWO(l - &) (4.165)
(&) =0 (4.166)

e O Modelo de Esferas Rigidas

Para este modelo encontra-se o resultado exato para
v =1/72, (4.167)

onde v é necessario para determinar os limites de integragao da Eq. (3.85) e usa-se o software

MAPLE V para se obterem os valores numéricos
W = 0.3419505260584 e o, = 0.2788040528277. (4.168)

onde W é dado na Eq. (3.79) e 0, na Eq. (2.60). Considerando as Egs. (3.86), (3.92)

e (3.93) tém-se usado métodos numéricos para avaliar a fungao requerida para estabelecer

»(&), uc(§) € ge(§)-

4.5.3 Fluxo de Poiseuille

e Modelo BGK
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Para esse modelo, acha-se
y=o00, W=2/1'? ¢ o,=1, (4.169)

onde 7 é necessario para se obter os limites de integragao da Eq. (3.138), W é dado na

Eq. (3.79) e 0, na Eq. (2.60). Para a Eq. (3.139), encontra-se
()= —: : (4.170)

Para escrever as Eqgs. (4.122) e (4.123), para este caso, usam-se as Eqs. (3.145) a (3.148), e

obtém-se
1 752 762
O =55 [ e e } (4.171)
(§]
6_ 2
2(6) = 55 [ (¢/2-1/1) (e/2-1/4) |- (4.172)
e O Modelo de Williams
Encontra-se aqui
y=1, W=3/4 ¢ o,=(16/15)7""2 (4.173)

onde 7 é necessario para se obter os limites de integragao da Eq. (3.138), W é dado na

Eq. (3.79) e 0, na Eq. (2.60). Para a Eq. (3.139), tem-se

W(e) 3/4(1—¢%) (9/32)(1 —&)m'? | (4.174)

0 0

Usam-se as Eqs. (3.145) a (3.148) para escrever as Eqs. (4.122) e (4.123), para este caso,

CcOo1mo

Q) =] 3/8(1—¢€2) (1—¢&2)/2r'2 (4.175)
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=(¢) = [ 0 <£2 _ 1)/47r1/2 ] . (4.176)

e O Modelo de Esferas Rigidas

Neste caso, encontra-se o resultado exato para

v =1/7'? (4.177)

onde 7 é necessério para se obter os limites de integracao da Eq. (3.138) e usa-se o software

MAPLE V para se obter os valores numéricos
W = 0.3419505260584 e o, = 0.2788040528277, (4.178)

onde W é dado na Eq. (3.79) e 0, na Eq. (2.60) Para estabelecer as Eqs. (3.139), (3.145)
a (3.148) tem-se usado métodos numéricos para avaliar as vérias fungoes requeridas para

estabelecer W (&), () e E(&).

4.5.4 Problema Creep-Térmico

e Modelo BGK

Acha-se, para esse problema
y=o00, W=2/1'? ¢ o,=1, (4.179)

sendo que 7y é necessario para se obter os limites de integracao da Eq. (3.187), W é dado na

Eq. (3.79) e 0, na Eq. (2.60). Para a equacao (3.188), encontra-se

6_52 1 (52_%)

&) =5 (4.180)

Para escrever as Eqs. (4.134) e (4.135), usa-se as Eqgs. (3.194) a (3.197), assim tem-se

6762
A =75 | 1/2 (1/9)(28 1) | (4.181)
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e &

IL(¢) = Y5y [ (52/2 - 1/4) (1/8)(4€* — 4€%24+9) |. (4.182)

e O Modelo de Williams

Neste caso, tem-se
y=1, W=3/4, ¢ o,=(16/15)n""/? (4.183)

onde ~y é necessario para se obterem os limites de integragao da Eq. (3.187), W é dado na

Eq. (3.79) e 0, na Eq. (2.60). Em adigao encontra-se para a Eq. (3.188)

W(E) = B/9a-&) 0 (4.184)

0 0

Aqui usam-se as Eqgs. (3.194) a (3.197) para escrever as Eqs. (4.134) e (4.135), para este

caso, como

A6 = [ (3/8)(1 — €2) (&2 —1)/4n'/? } (4.185)

) = o (9/sr/)(1-¢) |. (4.186)

e O Modelo de Esferas Rigidas

Obtém-se, nesse caso, o resultado exato para
v =1/7'? (4.187)

sendo 7 necessério para se obter os limites de integracao da Eq. (3.187) e usa-se o software

MAPLE V para se obterem os valores numéricos
W = 0.3419505260584 e o, = 0.2788040528277. (4.188)

onde W ¢é dado na Eq. (3.79) e 0, na Eq. (2.60). Obtém-se as Eqgs. (3.188), (3.194) a (3.197)

usando métodos numéricos para avaliar as fungoes requeridas para estabelecer W(§), A(§) e
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TI().

4.5.5 Deslizamento Térmico

e Modelo BGK

Acha-se, para esse problema,

y=00, W=2/1'? ¢ 0,=1, (4.189)

sendo ~y necessario para se obter os limites de integracao da Eq. (3.228), W é dado na

Eq. (3.79) e 0, na Eq. (2.60). Para a equacao (3.229), acha-se

e |1 (E—3)

(&) =7 (4.190)

Para escrever as Eqgs. (4.134) e (4.135), usam-se as as Eqs. (3.234) a (3.237), assim tem-se

_§2

A(g) = frﬁ 12 @/ee - | (4.191)
e
II(¢) = % [ (52/2 — 1/4) (1/8)(4€* — 4€2 4 9) } : (4.192)
e O Modelo de Williams
Neste caso, acha-se
y=1, W=3/4 e o= (6/571"Y2 (4.193)

onde v é necessario para se obter os limites de integracdo da Eq. (3.228), W é dado na

Eq. (3.79) e 0, na Eq. (2.60). Encontra-se para a Eq. (3.229)

¥(E) = B4 =25 0 : (4.194)

0 0

Usam-se as Eqgs. (3.234) a (3.237) para escrever as Eqs. (4.134) e (4.135), para este caso,
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Cco1mo

A(§) = [ (3/8)(1 —€2) (€2 —1)/4x'/? } (4.195)

II(¢) = [ 0 (9/87'/2)(1 —&2) } : (4.196)

e O Modelo de Esferas Rigidas

Encontra-se o resultado exato para este modelo
v =1/m'/? (4.197)

onde 7y é necessario para se obter os limites de integracdo da Eq. (3.228) e usa-se o software

MAPLE V para se obterem os valores numéricos
W = 0.3419505260584 e o; = 0.2753345876233. (4.198)

onde W é dado na Eq. (3.79) e 0, na Eq. (2.60). Obtém-se as Egs. (3.229), (3.234) a (3.237)

usando métodos numéricos para avaliar as funcoes requeridas para estabelecer W (&), A(€) e

TI(E).

4.5.6 O problema de Kramers

e Modelo BGK

Encontra-se para este problema
y=o00, W=2/1"%¢ g,=1, (4.199)

onde v é necessario para se obter os limites de integracdo da Eq. (3.262), W é dado na
Eq. (3.79) e 0, na Eq. (2.60). Seguindo encontram-se as Eqgs. (3.263), (3.267) e (3.268),

para este caso, como

e ¢

V() =wl) = 5 (4.200)
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e
2 et
@ (&) = (5 - 1/2>1—/2- (4.201)
s
e O Modelo de Williams
Acha-se neste caso,
y=o00, W =3/4 ¢ o,=(16/15)7""/2 (4.202)

sendo ~y necessario para se obter os limites de integracao da Eq. (3.262), W é dado na

Eq. (3.79) e 0, na Eq. (2.60). As Egs. (3.263), (3.267) e (3.268), para este caso, sao escritas

como
3 2
¥(§) =w(&) = (1 -&) (4.203)

e

@ (§) =0. (4.204)
e O Modelo de Esferas-Rigidas
Para este problema encontra-se

v =1/7? (4.205)

onde 7y é necessario para se obterem os limites de integragao da Eq. (3.262) e usa-se o

software MAPLE V para se obterem os valores numéricos
W = 0.3419505260584, op = 0.2788040528277 e o0, = 0.2753345876233. (4.206)

onde W é dado na Eq. (3.79) e 0, na Eq. (2.60). Considerando as Eqgs. (3.263), (3.267)

e (3.268) tém-se usado métodos numéricos para avaliar a fungao requerida para estabelecer

P(E), ur(§) e q1(§).
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e Observacao

Observa-se que, nos casos de usarem métodos numéricos para estabelecer W(¢),

N(&), T(E), ¥(&), ue€) , (&) ui(€) » @ (&), X(E), T(§), A(E) TI(E), como discutido em

trabalhos anteriores [Siewert, 2001b], faz-se
flc)=—= (4.207)

e nota-se que se pode mostrar, para o caso considerado, que f'(c) > 0, para ¢ > 0 e assim a

funcao inversa

m(€) = f7(ED, €€l (4.208)

existe, e pode ser avaliada numericamente através do método de Newton.
No préximo capitulo, apresentam-se resultados numéricos para todos os problemas
descritos nesse trabalho, considerando os trés casos de freqiiéncia de colisao apresentados na

secao 4.5.



CAPITULO 5

RESULTADOS NUMERICOS

Na busca dos resultados numéricos para os problemas dos capitulos anteriores, o
que primeiro deve-se fazer é definir o esquema de quadratura a ser usado na solugao em
ordenadas discretas. Como tém-se considerado trés casos diferentes: o caso 1 (modelo BGK),
caso 2 (modelo de Williams) e o caso 3 (modelo da esfera rigida) usam-se trés mapeamentos
diferentes, no sentido de se poder trabalhar com a quadratura de Gauss. Para o caso 1,

usa-se a transformacao

u(§) = exp{—¢&} (5.1)

para mapear £ € [0,00) sob u € [0, 1], para entdo usar o esquema de quadratura de Gauss-
Legendre [Burden e Faires, 1997] mapeado no intervalo [0, 1]. Para os casos 2 e 3 simples-
mente mapeamos o esquema de Gauss-Legendre sob, respectivamente, os intervalos [0, 1] e
[0, 7=1/2].

Tendo definido o esquema de quadratura, o proximo passo é a determinacao dos
autovalores e autovetores definidos para

e salto de temperatura — pela Eq. (4.19),

e fluxo de Couette e Kramers — pela Eq. (4.62),

e fluxo de Poiseuille, creep-térmico e deslizamento térmico, — pela Eq. (4.100),
usando a subroutina RG do pacote matematico EISPACK [Smith et al., 1976] para os pro-
blemas salto de temperatura, fluxo de Poiseuille, creep-térmico e deslizamento térmico e a
subroutina UPDATER [Siewert e Wright, 1999] para o fluxo de Couette e Kramers, uma
vez que, nesse caso, o problema de autovalores dado pela Eq. (4.62) estd na forma de uma

perturbagao de matriz diagonal presente no método chamado “divide and conquer” [Golub
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e Loan, 1989] que é usado para achar autovalores de matrizes tridiagonais simétricas.

Para resolugao do sistema linear que determina as constantes arbitrarias, deter-
minadas pelas condigoes de contorno, necessarias para a solucao em ordenadas discretas,
usa-se as subroutinas DGEFA e DGESL (eliminacao Gaussiana) do pacote matemético LIN-
PACK [Dongarra et al., 1979], onde esses sistemas sao dados por:

e salto de temperatura — Eq. (4.28) — encontra-se A;,

e fluxo de Couette — Eqgs. (4.70) e (4.71) +— encontra-se A; e B,

e fluxo de Poiseuille e creep-térmico — Eqs. (4.111) e (4.112) encontra-se — A; e Bj,

e Deslizamento térmico — Eq. (4.117)— encontra-se A;,

e Kramers — Eq. (4.72) — encontra-se A;,
para j =1,2,...,N.

A seguir apresentam-se resultados numéricos para as quantidades de interesse
apresentadas nos capitulos anteriores obtidos através de programas em linguagem FOR-
TRAN da solucao desenvolvida para cada problema para os trés casos considerados, ou seja,
caso 1 (modelo BGK), caso 2 (modelo de Williams) e caso 3 (modelo de esferas rigidas),
sendo que para resolver as integrais necessarias para obter-se (), N(§), T(£), ¥(§), uc(§)
, 4e(&) w (&) , 1(§), X (&), T'(§), A(¢) TI(&), apresentadas no capitulo 4 para os modelos de
freqiiéncia de colisao BGK e Williams, foi usado o MAPLE V para depois serem avaliadas

numericamente a partir do FORTRAN.

5.1 Salto de Temperatura

Nas Tabelas 5.1-5.4 sao apresentados resultados para coeficiente de salto de tempe-
ratura e nas Tabelas 5.5 - 5.8 resultados para o desvio de temperatura e densidade. Através
dessas Tabelas analisa-se o comportamento quanto a estabilidade dos resultados, aumentando
N, ou seja, o numero de pontos de quadratura. Observa-se que de N = 10 a N = 40 tém-se
de 2 a 7 digitos de precisao para o coeficiente de salto de temperatura e 2 a 6 digitos de
precisao para os desvios de temperatura e densidade. Nota-se nas Tabelas 5.4 e 5.8 que os
resultados obtidos com N = 50 sao os mesmos resultados obtidos com N = 40 o que se julga

serem 7 digitos corretos para o coeficiente de salto e 6 digitos para os desvios de temperatura



e densidade.

Tabela 5.1 — Coeficiente de salto de temperatura ¢ com N = 10

modelo =01 «a=03 a=05 a=06 a=07 a=09 a=1.0
caso 1 21.47434 6.641731 3.637119 2.867615 2.323721 1.575129 1.307014
caso 2 21.19359 6.406418 3.435961 2.689384 2.153897 1.434848 1.180947
caso 3 21.19213 6.435968 3.466870 2.719191 2.182125 1.459189 1.203155
Tabela 5.2 — Coeficiente de salto de temperatura ¢, com N = 30
modelo a=0.1 «a=03 a=05 a=06 a=07 a=09 a=1.0
caso 1 21.45012 6.630513 3.629125 2.867615 2.317534 1.570264 1.302716
caso 2 21.19359 6.406417 3.435960 2.689383 2.153897 1.434848 1.180947
caso 3 21.24659 6.452899 3.476182 2.726565 2.188096 1.463248 1.206527
Tabela 5.3 — Coeficiente de salto de temperatura ¢ com N = 40
modelo =01 «a=03 a=05 a=06 a=07 a=09 a=1.0
caso 1 21.45012 6.630514 3.629125 2.867615 2.317534 1.570264 1.302716
caso 2 21.19359 6.406417 3.435960 2.689383 2.153897 1.434848 1.180947
caso 3 21.24657 6.452894 3.476180 2.726563 2.188095 1.463247 1.206526
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Tabela 5.4 — Coeficiente de salto de temperatura ¢ com N = 50

modelo =01 a=03 a=05 «a=06 a«ao=07 a=09 «o=1.0

caso 1 21.45012 6.630514 3.629125 2.867615 2.317534 1.570264 1.302716
caso 2 21.19359 6.406417 3.435960 2.689383 2.153897 1.434848 1.180947
caso 3 21.24657 6.452894 3.476180 2.726563 2.188095 1.463247 1.206526

Tabela 5.5 — Desvio de temperatura e densidade, « = 0.5 ¢ N = 10

caso 1 caso 2 caso 3
x T(x) N(z) T(x) N(x) T(x) N(x)
0.0 291736 -3.07539 3.10167 -3.27399 2.99847 -3.15696
0.1 3.18171 -3.31760 3.30554 —3.42539 3.22777 -3.34850
0.2 3.36453 —-3.48469 3.45434 —-3.54934 3.38957 —3.49047
0.3 3.52355 -3.63111 3.58762 —3.66558 3.53354 —3.61983
0.4 3.66949 -3.76652 3.71214 -3.77749 3.66694 —3.74185
0.5 3.80695 -3.89497 3.83112 -3.88666 3.79333 —3.85905
0.6 3.93834 -4.01856 3.94628 -3.99396 3.91481 -3.97292
0.7 4.06515 -4.13851 4.05865 —4.09990 4.03268 —4.08436
0.8 4.18837 —4.25567 4.16890 —4.20479 4.14778 —4.19395
0.9 4.30871 —4.37061 4.27749 —4.30888 4.26069 —4.30211
1.0 4.42668 —4.48374 4.38475 -4.41233 4.37184 —4.40911
2.0 5.53309 -5.56061 5.42014 -5.42888 5.43105 —5.44560
3.0 6.57945 —-6.59402 6.43030 —6.43349 6.45144 —6.45780
4.0 7.60318 —7.61134 7.43378 —7.43503 7.45975 —7.46270
5.0 8.61638 —8.62114 8.43508 —8.43559 8.46344 —8.46486
6.0 9.62412 -9.62698 9.43559 —9.43581 9.46517 —9.46587
7.0 10.6288 -10.6306 10.4358 -10.4359 10.4660 —10.4664
8.0 11.6317 -11.6329 11.4359 -11.4359 11.4664 —11.4666
9.0 12.6336 -12.6343 12.4359 -12.4359 12.4666 —12.4667
10.0 13.6348 -13.6353 13.4359 —-13.4360 13.4667 —13.4668
20.0 23.6371 -23.6371 23.4360 —23.4360 23.4669 —23.4669
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Tabela 5.6 — Desvio de temperatura e densidade, « = 0.5 e N = 30

caso 1 caso 2 caso 3
x T(x) N(z) T(x) N(z) T(x) N(x)
0.0 291597 -3.07437 3.10167 -3.27399 3.00508 -3.16704
0.1 3.18042 -3.31664 3.30560 —3.42542 3.23434 —3.35822
0.2 3.36278 —-3.48323 3.45447 —-3.54940 3.39749 —-3.50093
0.3 3.52167 -3.62947 3.58758 —3.66556 3.54146 —3.63010
0.4 3.66754 -3.76478 3.71209 -3.77746 3.67483 —-3.75193
0.5 3.80489 -3.89310 3.83110 -3.88665 3.80132 —3.86906
0.6 3.93615 —4.01653 3.94628 -3.99397 3.92296 -3.98291
0.7 4.06283 —4.13633 4.05866 —4.09990 4.04097 —4.09435
0.8 4.18493 —4.25334 4.16891 —4.20480 4.15620 —4.20394
0.9 4.30614 -4.36814 4.27749 —4.30888 4.26922 —4.31208
1.0 4.42400 —4.48113 4.38475 —4.41233 4.38044 —4.41906
2.0 5.52928 -5.55674 5.42014 —5.42888 5.44006 —5.45530
3.0 6.57466 —6.58912 6.43030 —6.43349 6.46063 —6.46736
4.0 7.59758 —7.60560 7.43378 —7.43503 7.46901 —7.47216
5.0 8.61013 -8.61476 8.43508 —8.43559 8.47273 —8.47426
6.0 6.61737 -9.62011 9.43559 -9.43581 9.47447 -9.47523
7.0 10.6217 -10.6234 10.4358 -10.4359 10.4753 -10.4757
8.0 11.6243 -11.6254 11.4359 —11.4359 11.4757 —11.4759
9.0 12.6260 -12.6267 12.4359 —-12.4359 12.4759 —-12.4761
10.0 13.6271 -13.6275 13.4359 -13.4360 13.4761 -13.4761
20.0 23.6291 -23.6291 23.4360 -23.4360 23.4762 —23.4762
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Tabela 5.7 — Desvio de temperatura e densidade, @« = 0.5 e N = 40

caso 1 caso 2 caso 3
x T(x) N(z) T(x) N(z) T(x) N(x)
0.0 291597 -3.07437 3.10167 -3.27399 3.00508 -3.16704
0.1 3.18042 -3.31664 3.30560 —3.42542 3.23434 —3.35822
0.2 3.36278 —-3.48323 3.45447 —-3.54940 3.39748 —3.50093
0.3 3.52167 -3.62947 3.58758 —3.66556 3.54146 —3.63010
0.4 3.66754 -3.76468 3.71209 -3.77746 3.67483 —-3.75193
0.5 3.80480 -3.89310 3.83110 -3.88665 3.80132 —3.86906
0.6 3.93615 —4.01653 3.94628 -3.99397 3.92295 -3.98291
0.7 4.06283 —4.13633 4.05866 —4.09990 4.04097 —4.09435
0.8 4.18593 —4.25334 4.16891 —4.20480 4.15620 —4.20394
0.9 4.30614 -4.36814 4.27749 —4.30888 4.26921 —4.31208
1.0 4.42400 —4.48113 4.38475 —4.41233 4.38044 —4.41906
2.0 5.52928 -5.55674 5.42014 —5.42888 5.44006 —5.45530
3.0 6.57466 —6.58912 6.43030 —6.43349 6.46062 —6.46735
4.0 7.59758 —7.60569 7.43378 —7.43503 7.46901 —7.47216
5.0 8.61013 -8.61476 8.43508 —8.43559 8.47273 —8.47426
6.0 9.61737 -9.62011 9.43559 -9.43581 9.47447 -9.47523
7.0 10.6217 -10.6234 10.4358 -10.4359 10.4753 -10.4757
8.0 11.6243 -11.6254 11.4359 —11.4359 11.4757 —11.4759
9.0 12.6260 -12.6267 12.4359 —-12.4359 12.4759 —-12.4761
10.0 13.6271 -13.6275 12.4359 -13.4360 13.4761 -13.4761
20.0 23.6291 -23.6291 23.4360 -23.4360 23.4762 —23.4762
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Tabela 5.8 — Desvio de temperatura e densidade, o« = 0.5 e N = 50

caso 1 caso 2 caso 3
x T(x) N(z) T(x) N(z) T(x) N(x)
0.0 291597 -3.07437 3.10167 -3.27399 3.00508 -3.16704
0.1 3.18042 -3.31664 3.30560 —3.42542 3.23434 —3.35822
0.2 3.36278 —-3.48323 3.45447 —-3.54940 3.39748 —3.50093
0.3 3.52167 -3.62947 3.58758 —3.66556 3.54146 —3.63010
0.4 3.66754 -3.76478 3.71209 -3.77746 3.67483 —-3.75193
0.5 3.80489 -3.89310 3.83110 -3.88665 3.80132 —3.86906
0.6 3.93615 —4.01653 3.94628 -3.99397 3.92295 -3.98291
0.7 4.06283 —4.13633 4.05866 —4.09990 4.04097 —4.09435
0.8 4.18593 —4.25334 4.16891 —4.20480 4.15620 —4.20394
0.9 4.30614 -4.36814 4.27749 —4.30888 4.26921 —4.31208
1.0 4.42400 —4.48113 4.38475 —4.41233 4.38044 —4.41906
2.0 5.52928 -5.55674 5.42014 —5.42888 5.44006 —5.45530
3.0 6.57466 —6.58912 6.43030 —6.43349 6.46062 —6.46735
4.0 7.59758 —7.60560 7.43378 —7.43503 7.46901 —7.47216
5.0 8.61013 -8.61476 8.43508 —8.43559 8.47273 —8.47426
6.0 9.61737 -9.62011 9.43559 -9.43581 9.47447 -9.47523
7.0 10.6217 -10.6234 10.4358 -10.4359 10.4753 -10.4757
8.0 11.6243 -11.6254 11.4359 —11.4359 11.4757 —-11.4757
9.0 12.6260 -12.6267 12.4359 —-12.4359 12.4759 —-12.4761
10.0 13.6271 -13.6275 13.4359 -13.4360 13.4761 -13.4761
20.0 23.6291 -23.6291 23.4360 -23.4360 23.4762 —23.4762

Observa-se ainda que os resultados apresentados na Tabela 5.8 para o caso 1 con-
cordam perfeitamente com alguns célculos independentes [Barichello e Siewert, 2000] feitos
anteriormente. Também ha concordancia em trés digitos para o valor do coeficiente de salto
de temperatura (, para o caso 2, com a = 1.0, que foi apresentado por Cassell e Williams
[Cassell e Williams, 1972].

Nota-se que, para o caso 2 (o modelo de Williams), o problema G, como discutido
por Cassell e Williams [Cassell e Williams, 1972], pode ser resolvido como trés problemas
escalares consecutivos. Esta abordagem foi usada por Bartz [Bartz, 2000] para confirmar os
resultados nas Tabelas 5.4 e 5.8 para o caso 2.

Dando seqiiéncia a analise das simulagoes executadas, listam-se, na Tabela 5.9, resul-
tados comparativos da abordagem apresentada neste trabalho, para o coeficiente de salto de
temperatura com outros encontrados na literatura, obtidos com a suposicao de interacao se-

gundo o modelo de esferas rigidas, pelo modelo CES [Siewert, 2002d] e resultados obtidos
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da solucao da equacao de Boltzmann linearizada segundo trés versoes: solugao variacional
(LBE-v) [Loyalka, 1991], solu¢ao numérica (Sy) (LBE-sn) [Loyalka, 1991] e resultados re-
centes a partir do uso do método de ordenadas discretas analitico (LBE) [Siewert, 2003a].
Salienta-se que os resultados para LBE-v e LBE-sn foram retirados da Ref. [Siewert, 2002d].

Nota-se que os resultados apresentados para o modelo CES [Siewert, 2002d], segundo
o autor, estao corretos em 7 digitos de precisao na Tabela 5.9 e 6 digitos nas Tabelas 5.10 e
5.11, enquanto os resultados apresentados nas Tabelas 5.9 a 5.11 para LBE [Siewert, 2003a)]

estao corretos em 4 a 5 digitos de precisao.

Tabela 5.9 — Coeficiente de salto de temperatura ¢, com N = 40

o caso 1 caso 2 caso 3 CES LBE LBE-v LBE-sn
0.1 21.45012 21.19359 21.24657 21.32099 21.349 21.287 21.349
0.2 10.34747 10.10735 10.15704 10.22670 10.251 10.196 10.252
0.3 6.630514 6.406417 6.452894 6.517910 6.5396 6.4909 6.5398
0.4 4.760333 4.551884 4.595202 4.655696 4.6745 4.6321 4.6747
0.5 3.629125 3.435960 3.476180 3.532264 3.5485 3.5118 3.5708
0.6 2.867615 2.689383 2.726563 2.778342 2.7922 2.7607 2.7924
0.7 2.317534 2.153897 2.188095 2.235669 2.2474 2.2207 2.2476
0.8 1.899741 1.750372 1.781643 1.825107 1.8349 1.8123 1.8350
0.9 1.570264 1.434848 1.463247 1.502689 1.5108 1.4921 1.5109
1.0 1.302716 1.180947 1.206526 1.242033 1.2486 1.2334 1.2486

Apresentam-se ainda nas Tabelas 5.10 e 5.11 resultados para o desvio de temperatura
e densidade para os modelos deste trabalho em comparacao com resultados da literatura para
o modelo CES [Siewert, 2002d] e resultados (LBE) da equagao de Boltzmann linearizada
[Siewert, 2003a]. Observa-se nessas Tabelas (5.10 e 5.11) que tem-se de 1 a 2 digitos de

precisao comparando os resultados obtidos para o caso 1, 2 e 3 com o modelo CES e LBE.



Tabela 5.10 — Desvio de temperatura com v = 0.5 e N = 40

T caso 1

caso 2

caso 3

CES

LBE

0.0 2.91597
0.1 3.18042
0.2 3.36278
0.3 3.52167
0.4 3.66754
0.5 3.80489
0.6 3.93615
0.7 4.06283
0.8 4.18593
0.9 4.30614

1.0 4.42400

2.0 5.52928

3.10167
3.30560
3.45447
3.58758
3.71209
3.83110
3.94628
4.05866
4.16891
4.27749
4.38475
5.42014

3.00508
3.23434
3.39748
3.54146
3.67483
3.80132
3.92295
4.04097
4.15620
4.26921
4.38044
5.44006

2.96157
3.29280
3.48727
3.64660
3.78779
3.91789
4.04060
4.15810
4.27182
4.38270
4.49141
5.52529

2.9250
3.2342
3.4238
3.5831
3.7268
3.8605
3.9874
4.1093
4.2275
4.3428
4.4558
5.5196

Tabela 5.11 — Desvio de densidade com aa = 0.5 e N = 40

T caso 1 caso 2 caso 3 CES LBE

0.0 -3.07437 -3.27399 -3.16704 -3.16242 -3.1153
0.1 -3.31664 -3.42542 -3.35822 -3.43017 -3.3647
0.2 -3.48323 -3.54940 -3.50093 -3.59319 -3.5257
0.3 -3.62947 -3.66556 —3.63010 —3.73083 —3.6654
0.4 -3.76478 -3.77746 —-3.75193 -3.85591 —3.7944
0.5 -3.89310 -3.88665 —3.86906 —-3.97358 -3.9167
0.6 —4.01653 -3.99397 -3.98291 -4.08648 —4.0345
0.7 -4.13633 -4.09990 -4.09435 -4.19614 -4.1491
0.8 -4.25334 -4.20480 -4.20394 -4.30350 -4.2612
0.9 —4.36814 —4.30888 —4.31208 —4.40918 —4.3715
1.0 -4.48113 -4.41233 -4.41906 -4.51363 —4.4802
2.0 -5.55674 —5.42888 -5.45530 -5.52954 —5.5251
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5.2 Fluxo de Couette

Todos os resultados apresentados nas Tabelas a seguir, para o fluxo de Couette,
foram obtidos usando N = 50, ou seja, o nimero de pontos de quadratura.
Nas Tabelas 5.12 a 5.14 apresentam-se resultados para a tensao de cisalhamento

(P.:,) dada na Eq. (4.75). Os resultados na Tabela 5.12 foram multiplicados por 2,/7 para
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comparar com resultados obtidos anteriormente para o modelo BGK [Barichello et al., 2001]

com o0s quais concordam em todos os digitos.

Tabela 5.12 — Fluxo de Couette: Tensao de cisalhamento P,, =
2y/TPy, Wo=1lea=1

2a BGK Williams Esfera rigida
1.00(=7) 9.9999991(-1) 9.9999992(-1) 9.9999996(-1)
1.00(—=6) 9.9999911(-1) 9.9999920(-1) 9.9999922(-1)
1.00(=5) 9.9999114(-1) 9.9999198(-1) 9.9999188(-1)
1.00(-4) 9.9991142(-1) 9.9991979(-1) 9.9991853(-1)
1.00(-3) 9.9911754(-1) 9.9920037(-1) 9.9918759(-1)
5.00(-3) 9.9564273(-1) 9.9604424(-1) 9.9598226(-1)
1.00(-2) 9.9139801(-1) 9.9217529(-1) 9.9205506(-1)
2.00(-2) 9.8317550(—1) 9.8464693(-1) 9.8441882(-1)
1.00(-1) 9.2579682(-1) 9.3122110(-1) 9.3037344(-1)
1.00 6.0072919(-1) 6.1209376(-1) 6.1031245(-1)
1.25 5.5110153(-1) 5.6179979(-1) 5.6012942(-1)
1.50 5.0958224(—1) 5.1952546(—1) 5.1797955(-1)
1.75 4.7421167(-1) 4.8339572(-1) 4.8197410(-1)
2.00 4.4364669(—1) 4.5210579(-1) 4.5080213(1)
2.50 3.9334018(-1) 4.0050590(-1) 3.9941093(-1)
3.00 3.5353372(-1) 3.5962517(-1) 3.5870165(-1)
4.00 2.9431859(—1) 2.9880904(-1) 2.9813727(-1)
5.00 2.5224614(—1) 2.5565448(-1) 2.5514979(-1)
7.00 1.9627566(—1) 1.9839866(—1) 1.9808841(-1)
1.00(1)  1.4731246(-1) 1.4852151(-1) 1.4834641(-1)
2.00(1) 8.0447692(-2) 8.0808473(-2) 8.0756544(-2)
1.00(2)  1.7371483(-2) 1.7388248(-2) 1.7385842(-2)
1.00(3)  1.7688589(-3) 1.7690325(-3) 1.7690076(-3)
1.00(4)  1.7720937(-4) 1.7721111(-4) 1.7721086(-4)
1.00(5)  1.7724178(-5) 1.7724196(-5) 1.7724193(-5)
1.00(6)  1.7724502(-6) 1.7724504(-6) 1.7724504(-6)
1.00(7)  1.7724535(-7) 1.7724535(-7) 1.7724535(-7)

Na Tabela 5.13 apresentam-se resultados para os trés modelos desse trabalho com-
parando com outros resultados da literatura: o modelo CES [Siewert, 2002¢] e com resultados
da equagao de Boltzmann linearizada (LBE) [Siewert, 2003b]. Esses resultados concordam
de 2 a 6 digitos de precisao. Por exemplo, para 2a = 1.0 tém-se 2 digitos de concordancia
(caso 2 e 3) enquanto para 2a = 1.0(7) todos os digitos concordam.

Nota-se que os resultados para o modelo CES [Siewert, 2002¢] estao com 6 digitos de precisao

nas Tabelas 5.13, 5.15 a 5.18 e com 5 digitos de precisao nas Tabelas 5.14, 5.19 e 5.20,
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enquanto os resultados para para LBE (equacao de Boltzmann linearizada) [Siewert, 2003b]

estao com 6 digitos de precisao na Tabela 5.13 e 5 digitos de precisao nas Tabelas 5.15 a

5.18, segundo o autor.

Tabela 5.13 — Fluxo de Couette: Tensao de cisalhamento, W, = 2 e
a=0.1
2 caso 1 caso 2 caso 3 CES LBE
1.0(-7) 2.96942(—2) 2.96942(-2) 2.96042(—2) 2.96942(-2) 2.96942(-2)
1.0(=3) 2.96928(-2) 2.96929(-2) 2.96929(-2) 2.96926(—2) 2.96927(-2)
1.0(-1) 2.95618(-2) 2.95734(-2) 2.95716(-2) 2.95505(-2) 2.95533(-2)
1.0 2.85930(-2) 2.86638(-2) 2.86528(-2) 2.85847(-2) 2.85927(-2)
1.0(1)  2.26221(-2) 2.27265(-2) 2.27115(-2) 2.26813(-2) 2.26781(-2)
1.0(3)  9.66925(—4) 9.67117(-4) 9.67089(—4) 9.67035(—4) 9.67029(-4)
1.0(7)  9.99997(-8) 9.99997(-8) 9.99997(-8) 9.99997(-8) 9.99997(-8)

Ja na Tabela 5.14 muda-se um pouco a notacao para comparar os resultados deste
trabalho com os resultados de Sone et al. [Sone et al., 1990] para a equagdo de Boltzmann
linearizada com colisdes em esferas rigidas, apresentados por Siewert [Siewert, 2002c|] na
Tabela 4. Assim define-se a por

91/2
8&pk.

onde usa-se k, para denotar a constante k usada na Ref.[Sone et al., 1990] e £, = 0.449027806.

a =

(5.2)

Os resultados (denotados com o subscrito *) de Sone et al. [Sone et al., 1990] sao relacionados
com as quantidades fisicas deste trabalho e do trabalho de Siewert [Siewert, 2002c|, baseado

no modelo CES, através da relacao

P;z = _2PIZ7 U* = —(ZU, € Q* = —CLQ. (53)

Comparando os resultados desse trabalho (caso 1, 2 e 3) com o modelo CES [Siewert, 2002c] e
resultados de Sone et al. [Sone et al., 1990] tem-se de 1 a 3 digitos de concordancia enquanto
que, observando os resultados do modelo CES comparando com Sone et al. [Sone et al.,

1990], eles concordam de 3 a 4 digitos.
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Tabela 5.14 — Fluxo de Couette: Tensao de cisalhamento, W, = 2 e

a=1
k. caso 1 caso 2 caso 3 CES Sone et al.
0.10 1.0096(-1) 1.0196(-1) 1.0182(-1) 1.0156(-1) 1.015(-1)
1.00 3.6759(-1) 3.7421(-1) 3.7317(-1) 3.6803(-1) 3.687(-1)
10.0 5.3027(-1) 5.3286(—1) 5.3245(-1) 5.2828(-1) 5.2890(-1)
20.0 5.4617(-1) 5.4767(-1) 5.4744(-1) 5.4979(-1) 5.4515(-1)

Continuando a anélise dos resultados para o problema de fluxo de Couette, apresen-
tam-se nas Tabela 5.15 e 5.16, respectivamente, resultados para o perfil de velocidade e perfil
de fluxo de calor comparados com resultados do modelo CES [Siewert, 2002¢] e da equagao de
Boltzmann linearizada (LBE) [Siewert, 2003b]. Em comparac¢do com casos apresentados
anteriormente, para o problema de salto de temperatura, observa-se uma diferenca um pouco
mais significativa entre os valores obtidos para os casos 1, 2 e 3 para o perfil de velocidade
(Tabela 5.15); o ultimo parece apresentar uma concordancia um pouco melhor (1 a 3 digitos)
com o modelo CES [Siewert, 2002c] e LBE (equacdo de Boltzmann linearizada) [Siewert,
2003b]. No caso da andlise do perfil de fluxo de calor, apresentada na Tabela 5.16, aparece
a maior diferenga (para os caso 2 e 3) até aqui notada (sem concordancia) com os resultados
do modelo CES [Siewert, 2002c] e LBE (equag@o de Boltzmann linearizada) [Siewert, 2003b].

Os resultados para o caso 2 nao foram apresentados na Tabela 5.16 por serem todos nulos.

Tabela 5.15 — Fluxo de Couette: Perfil de velocidade , W, =2, a =1

e2a=1

x/a caso 1 caso 2 caso 3 CES LBE

0.0  0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.1 -4.44498(-2) -4.24669(-2) -4.30839(-2) -4.29400(-2) -4.3188(-2)
0.2 -8.90639(-2) -8.50758(-2) -8.63181(-2) -8.60736(-2) -8.6559(-2)
0.3 -1.34020(-1) -1.27980(-1) -1.29865(-1) -1.29611(-1) -1.3031(-1)
0.4 -1.79526(-1) -1.71360(-1) -1.73915(-1) -1.73802(-1) —1.7469(-1)
0.5 —2.25845(-1) —2.15442(-1) -2.18708(-1) —2.18965(-1) —2.1998(-1)
0.6 -2.73338(-1) -2.60540(-1) -2.64576(-1) -2.65547(-1) -2.6662(-1)
0.7 -3.22559(-1) -3.07130(-1) -3.12023(-1) -3.14241(-1) -3.1525(-1)
0.8 -3.74467(-1) -3.56043(-1) -3.61928(-1) -3.66275(-1) -3.6704(-1)
0.9 -4.31190(-1) -4.09108(-1) —4.16223(-1) -4.24420(-1) -4.2461(-1)
1.0 -5.03723(-1) —4.75713(-1) —4.84855(-1) —5.03454(-1) —5.0206(-1)




Tabela 5.16 — Fluxo de Couette: Perfil de fluxo de calor, W,

102

a=1le2a=1

x/a caso 1 caso 3 CES LBE
0.0 0.00 0.00 0.00 0.00

0.1 5.27864(-3) 2.09890(-3) 4.92200(-3) 4.0656(-3)
0.2 1.06394(-2) 4.23020(-3) 9.88757(-3) 8.1681(-3)
0.3 1.61712(-2) 6.42803(-3) 1.49428(-2) 1.2347(-2)
0.4 2.19779(-2) 8.73587(-3) 2.01395(-2) 1.6648(-2)
0.5 2.81910(-2) 1.12025(-2) 2.55307(-2) 2.1125(-2)
0.6 3.49916(-2) 1.38992(-2) 3.12236(-2) 2.5855(-2)
0.7 4.26555(-2) 1.69328(-2) 3.73061(-2) 3.0946( 2)
0.8 5.16636(2) 2.04885(-2) 4.39767(-2) 3.6587(2)
0.9 6.30785(-2) 2.49728(-2) 5.16363(-2) 4.3192(-2)
1.0 8.23988(-2) 3.24690(-2) 6.23423(-2) 5.2963(-2)

Quanto as Tabelas 5.17 e 5.18 os resultados para o caso 1 (modelo BGK) concordam
em todos os digitos com os resultados apresentados por Siewert [Siewert, 2002c| para o
modelo BGK. Para os casos 1, 2 e 3 os resultados para a taxa de massa (Tabela 5.17) tém
apenas 1 digito de precisao para 2a = 1 e 2a = 10 comparados com o modelo CES [Siewert,
2002c| e LBE (equagao de Boltzmann linearizada) [Siewert, 2003b], enquanto para a taxa de
fluxo de calor (Tabela 5.18) nao se tem nem um digito de concordancia do caso 3 comparado

com CES [Siewert, 2002c| e LBE (equagao de Boltzmann linearizada) [Siewert, 2003b].

Tabela 5.17 — Fluxo de Couette: Taxa de massa, W, =2 e a = 0.1

2a caso 1 caso 2 caso 3 CES LBE

0.10 —4.81420(-2) —4.17330(—2) —4.36337(-2) —5.41084(—2) —5.3191(-2)
1.00 —2.34756(-2) 72.13851(72) 72.19698(72) 72.31248(72) 72.3115(72)
10.0 ~1.17090(-2) -1.15851(-2) -1.16111(-2) -1.17090(-2) —1.1584(-2)

Tabela 5.18 — Fluxo de Couette: Taxa de fluxo de calor, W, = 2 e
a=0.1

2a caso 1 caso 3 CES LBE
0.10 1.66805(-2) 6.26518(-3) 1.12938(-2) 9.3667(
1.00 4.58954(-3) 1.78071(-3) 4.34898(-3)
10.0 1.98991(—4) 6.90826(-5) 1.79134(—4

-3)
3.2993(-3)
) 1.7731(-4)

Nas Tabelas 5.19 e 5.20 muda-se a notagao desse trabalho, como ja foi mencionado

anteriormente, quando se falava da Tabela 5.14. Observa-se que se tem 2 digitos de precisao
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na Tabela 5.19 (taxa de massa) para os caso k, = 0.10 e 1 digito para o caso k, = 1.0,
comparando os trés modelos desse trabalho com o modelo CES [Siewert, 2002c] e resultados
de Sone et al. [Sone et al., 1990]. J4 na Tabela 5.20 como aconteceu com os resultados da
Tabela 5.16 (para os caso 2 e 3) os resultados nao concordam em nenhum digito para os trés

Ccasos.

Tabela 5.19 — Fluxo de Couette: Taxa de massa, W, =2 e a =1

k. caso 1 caso 2 caso 3 CES Sone et al.

0.10 -5.1825(-2) —5.1764(-2) —5.1803(2) -5.1519(-2) —5.154(-2)
1.00 -2.6728(-1) -2.5225(-1) -2.5703(-1) -2.6242(-1) -2.626(-1)
10.0 —7.4439(-1) —6.5561(-1) —6.8265(-1) -8.1533(-1) —8.00(-1)
20.0 -9.2142(-1) -8.0002(-1) -8.3657(-1) -1.0426 -1.02

Tabela 5.20 — Fluxo de Couette: Taxa de fluxo de calor, W, = 2 e

a=1
k. caso 1 caso 3 CES Sone et al.
0.10 6.7255(-4) 2.4140(-4) 5.4981(-4) 5.8(-4)
1.00 4.1742(-2) 1.6527(-2) 3.4921(-2) 2.87(-2)
10.0 2.3963(-1) 9.1032(-2) 1.6106(-1) 1.3(-1)
20.0 3.2417(-1) 1.2191(-1) 2.1071(-1) 1.8(-1)

Nas Tabelas 5.18 e 5.20 nao foram apresentados os resultados para o caso 2 uma vez

que sao todos nulos.

5.3 Fluxo de Poiseuille

Os resultados para o fluxo de Poiseuille apresentados a seguir nas Tabelas 5.21-5.26
foram obtidos usando o niimero de pontos de quadratura N = 50, e considerando R, = 1 nas
expressoes dadas nas Eqs. (4.124), (4.125), (4.126) e (4.127) para os perfis de velocidade,
fluxo de calor, taxa de massa e taxa de fluxo de calor, respectivamente.

Listam-se inicialmente, nas Tabelas 5.21 e 5.22 resultados para o perfil de velocidade
e taxa de massa, respectivamente. Na Tabela 5.21 para o caso 1 (modelo BGK) os resultados

concordam perfeitamente com alguns calculos feitos anteriormente [Barichello et al., 2001]
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enquanto para a Tabela 5.22 (considerando que U = —(@),), os resultados para o caso 1

concordam em todos os digitos com célculos feitos anteriormente [Barichello et al., 2001].

Nota-se que @p representa a taxa de fluxo na Ref. [Barichello et al., 2001].

Tabela 5.21 — Fluxo de Poiseuille: Perfil de velocidade, o = 0.5, 2a = 2

T caso 1 caso 2 caso 3

0.0 —-3.652222 -3.613649 —-3.614035
0.1 -3.644836 —3.606833 —3.607075
0.2 -3.622577 —3.586297 —3.586099
0.3 -—-3.585117 —3.551755 —3.550812
0.4 -3.531852 —3.502687 —3.500663
0.5 —-3.461789 —3.438232 —3.434749
0.6 -3.373321 -3.356997 -3.351606
0.7 —-3.263728 —3.256626 —3.248762
0.8 —=3.127917 -3.132715 —3.121585
0.9 -2.954020 -2.975043 —2.959328
1.0 -2.676407 —2.727879 -2.703186

Tabela 5.22 — Fluxo de Poiseuille: Taxa de massa (U = —Qp), a = 0.5

2a

caso 1

caso 2

caso 3

0.05
0.10
0.30
0.50
0.70
0.90
1.00
2.00
5.00
7.00
9.00

2.223296
4.556406
3.778472
3.544371
3.437669
3.383887
3.368218
3.376574
3.774402
4.088108
4.410190

5.498914
4.767090
3.885437
3.609218
3.478376
3.408588
3.386718
3.360969
3.726932
4.031961
4.348751

5.376762
4.670419
3.830629
3.571677
3.450703
3.387387
3.367995
3.355239
3.731203
4.038400
4.356393

Os resultados apresentados a seguir, para diferentes espessuras de canais, nas Tabelas

5.23-5.26, sdo comparados com o modelo CES [Siewert, 2002c]| e equagao de Boltzmann line-

arizada (LBE) [Siewert, 2003b].

Nota-se que, para o autor, os resultados para o modelo CES [Siewert, 2002c] estao corretos

com 5 digitos de precisao nas Tabelas 5.23 e 5.24 e com 6 digitos de precisao nas Tabelas

5.25 e 5.26, enquanto os resultados para LBE (equagao de Boltzmann linearizada) [Siewert,

2003b] estao com 5 digitos de precisdo nas Tabelas 5.23 a 5.26.
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Observa-se na Tabela 5.23 para taxa de massa que se tem de 1 a 2 digitos de precisao
para os casos 1, 2 e 3 deste trabalho comparados com os resultados do modelo CES [Siewert,

2002¢| e LBE (equagao de Boltzmann linearizada) [Siewert, 2003b].

Tabela 5.23 — Fluxo de Poiseuille: Taxa de massa , a = 0.5

2a caso 1 caso 2 caso 3 CES LBE
0.1 -4.5564 -4.7671 -4.6704 -4.3156 -4.3868
1.0 -3.3682 -3.3867 -3.3680 -3.2959 -3.3264
10.0 —4.5728 —4.5094 -4.5175 -4.5285 —4.5346

Na Tabela 5.24 para a taxa de fluxo de calor tem-se concordancia em apenas 1
digito para o caso 1 e caso 2, quando 2a = 0.1 e 2 digitos para o caso 3, quando 2a = 0.1;
comparando com resultados do modelo CES [Siewert, 2002¢|] e LBE (equagao de Boltzmann

linearizada) [Siewert, 2003b], com o aumento da espessura perde-se essa concordancia.

Tabela 5.24 — Fluxo de Poiseuille: Taxa de fluxo de calor, o = 0.5

2a caso 1 caso 2 caso 3 CES LBE
0.1 1.2664 1.7675 1.5103 1.5426 1.5680
1.0 3.6854(-1) 4.6680(-1) 3.9777(-1) 5.3760(-1) 5.2876(-1)
10.0 5.8364(—2) 6.0553(-2) 5.4088(-2) 8.6266(—2) 8.4299(-2)

Observando a Tabela 5.25 para o perfil de velocidade, nota-se que se tem de 1 a 2
digitos de precisao, comparando os casos 1, 2 e 3 deste trabalho com os resultados de Siewert

para o modelo CES [Siewert, 2002c] e LBE (equagao de Boltzmann linearizada) [Siewert,

2003b)].



Tabela 5.25 — Fluxo de Poiseuille: Perfil de velocidade, a = 0.5, 2a = 1

z/a caso 1 caso 2 caso 3 CES LBE
0.0 ~1.77883 -1.77952 -1.77257 -1.74191 -1.7574
0.1 -1.77631 -1.77722 -1.77021 -1.73946 -1.7549
0.2 ~-1.76873 -1.77029 -1.76310 -1.73209 —1.7475
0.3 -1.75596 -1.75863 -1.75113 -1.71965 -1.7350
0.4 -1.73776  -1.74202 -1.73408 -1.70108 —-1.7172
0.5 ~-1.71376 -1.72013 -1.71161 -1.67835 -1.6936
0.6 -1.68335 -1.69244 -1.68315 -1.64836 —1.6635
0.7 -1.64554 -1.65806 ~-1.64781 -1.61078 -1.6258
0.8 -1.59850 -1.61540 -1.60389 -1.56347 -1.5785
0.9 -1.53812 -1.56088 ~1.54766 ~1.50156 —1.5167
1.0 -1.44292  -1.47608 -1.45976 -1.39899 -1.4143
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Na Tabela 5.26 para o perfil de fluxo de calor, observa-se que se tem apenas para

alguns valores de x/a 1 digito de precisdo dos resultados desse trabalho (caso 1, 2 e 3)

comparado com o modelo CES [Siewert, 2002¢] ¢ LBE [Siewert, 2003b].

Tabela 5.26 — Fluxo de Poiseuille: Perfil de fluxo de calor, « = 0.5 e

2a =1
z/a caso 1 caso 2 caso 3 CES LBE
0.0  2.10798(-1) 2.42851(-1) 2.14469(-1) 2.99576(-1) 2.8922(—
0.1  2.10166(-1) 2.42622(-1) 2.14096(-1) 2.98793(-1) 2.8860(
0.2 2.08251(-1) 2.41928(-1) 2.12966(-1) 2.96425(-1) 2.8673(—
0.3 2.04980(-1) 2.40747(-1) 2.11042(-1) 2.92407(-1) 2.8355(-
0.4 2.00264(-1) 2.39039(-1) 2.08255(-1) 2.86667(-1) 2.7899(-
0.5 1.93887(-1) 2.36739(-1) 2.04496(-1) 2.79013(-1) 2.7288(
0.6 1.85559(-1) 2.33746(-1) 1.99589(-1) 2.69196(-1) 2.6501(—
0.7 1.74779(-1) 2.29897(-1) 1.93247(-1) 2.56798(-1) 2.5499(-
0.8 1.60635(-1) 2.24899(-1) 1.84952(-1) 2.41066(-1) 2.4212(—
0.9  1.41067(-1) 2.18120(-1) 1.73549(-1) 2.20325(-1) 2.2483(-
1.0 1.05346(-1) 2.06533(-1) 1.53227(-1) 1.85908(-1) 1.9460(—

5.4 Creep-Térmico

Para a obtencao de todos os resultados numéricos obtidos nessa secao, para o pro-

blema creep-térmico, considerou-se N = 50 para a ordenadas discretas e K, = 1 nas
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Eqgs. (4.136) a (4.139) para os perfis de velocidade, fluxo de calor, taxa de massa e taxa
de fluxo de calor.

Para validacao do programa, compararam-se inicialmente os resultados na Tabela
5.27 (perfil de velocidade) para o caso 1 (modelo BGK) com resultados obtidos anteriormente
[Barichello et al., 2001}, sendo que estes concordam em todos os digitos, enquanto para a
Tabela 5.28 (taxa de massa), considerando que U = —Qr, os resultados também para o
modelo BGK concordam em todos os digitos com célculos feitos anteriormente [Barichello

et al., 2001].
Nota-se que Qr é a taxa de fluxo para a Ref. [Barichello et al., 2001].

Tabela 5.27 — Creep-Térmico: Perfil de velocidade, a = 1.0 e 2a = 2

T caso 1 caso 2 caso 3

0.0 2.412645(-1) 2.510543(-1) 2.310421(-1)
0.1 2.404602(-1) 2.505133(-1) 2.304474(-1)
0.2 2.380167(-1) 2.488649(-1) 2.286365(-1)
0.3 2.338381(-1) 2.460296(-1) 2.255258(-1)
0.4 2.277487(-1) 2.418620(-1) 2.209620(-1)
0.5 2.194636(-1) 2.361255(-1) 2.146958(-1)
0.6 2.085296(-1) 2.284442(—1) 2.063295(-1)
0.7 1.941984(-1) 2.181983(-1) 1.952059(-1)
0.8 1.751119(-1) 2.042691(-1) 1.801320(-1)
0.9 1.482365(—1) 1.841906(-1) 1.584555(-1)
1.0 9.806183(—2) 1.459346(—1) 1.169452(-1)




Tabela 5.28 — Creep-Térmico:

Taxa de massa (U = —Qr), a = 0.5

2a caso 1 caso 2 caso 3

0.05 1.653689 2.293839 1.979399
0.10 1.266442 1.767500 1.510306
0.30 7.580824(-1) 1.036008 8.772810(-1)
0.50 5.705723(-1) 7.600442(-1) 6.437272(-1)
0.70  4.649666(-1) 6.056515(-1) 5.140337(-1)
0.90 3.953837(-1) 5.051602(-1) 4.298718(-1)
1.00 3.685435(-1) 4.667952(-1) 3.977703(-1)
2.00 2.245046(-1) 2.668653(—1) 2.302966(—1)
5.00 1.075322(-1) 1.172457(-1) 1.033924(-1)
7.00 8.036291(-2) 8.531537(-2) 7.576204(-2)
9.00 6.421908(-2) 6.704090(-2) 5.979078(-2)

Como nao existem resultados na literatura para este problema, considerando o mo-

delo CLF, entao comparam-se, nas Tabelas 5.29-5.32 resultados obtidos neste trabalho com
o modelo CLF com resultados da literatura para o modelo CES [Siewert, 2002c| e equagcao de
Boltzmann linearizada (LBE) [Siewert, 2003b].
Nota-se que, segundo o autor, os resultados para o modelo CES [Siewert, 2002c| estao corretos
com 6 digitos de precisao nas Tabelas 5.29 e 5.30 e com 5 digitos de precisao nas Tabelas 5.31
e 5.32, enquanto os resultados para para LBE (equagao de Boltzmann linearizada) [Siewert,
2003b] estao com 5 digitos de precisdo nas Tabelas 5.29 a 5.32.

Na Tabela 5.29 (perfil de velocidade) tem-se para o caso 2 (modelo de Williams)
apenas 1 digito de precisao enquanto para o caso 3 tem-se 1 digito mas apenas para alguns
valores de z/a (0.0 a 0.5) comparando com o modelo CES [Siewert, 2002¢| e LBE (equagao de

Boltzmann linearizada) [Siewert, 2003b].



Tabela 5.29 — Creep-Térmico: Perfil de velocidade, « = 0.5 e 2a =1

x/a caso 1 caso 2 caso 3 CES LBE
0.0  1.97421(-1) 242851(-1) 2.09273(-1) 2.89736(-1) 2.8169(-
0.1  1.97099(-1) 2.42622(-1) 2.09022(-1) 2.89204(-1) 2.8126(~
0.2 1.96124(-1) 2.41928(-1) 2.08261(-1) 2.87598(-1) 2.7996(—
0.3 1.94467(-1) 2.40747(-1) 2.06966(-1) 2.84878(-1) 2.7775(-
0.4 1.92076(-1) 2.39039(-1) 2.05093(-1) 2.80974(-1) 2.7457(-
0.5 1.88867(-1) 2.36739(-1) 2.02571(-1) 2.75774(-1) 2.7032
0.6 1.84707(-1) 2.33746(-1) 1.99289(-1) 2.69099(-1) 2.6484
0.7 1.79377(-1) 2.29897(-1) 1.95062(-1) 2.60660(-1) 2.5785
0.8  1.72482(-1) 2.24899(-1) 1.89566(-1) 2.49936(-1) 2.4886
0.9  1.63143(-1) 2.18120(-1) 1.82082(-1) 2.35775(-1) 2.3677
1.0 1.46896(-1) 2.06533(-1) 1.69085(-1) 2.12264(-1) 2.1573(~
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Para os resultados da Tabela 5.30 (perfil de fluxo de calor) tem-se apenas 1 digito

de precisao para os resultados deste trabalho (caso 1, 2 e 3) comparados com o modelo CES

[Siewert, 2002¢] ¢ LBE (equacao de Boltzmann linearizada) [Siewert, 2003b].

Tabela 5.30 — Creep-Térmico: Perfil de fluxo de calor, « = 0.1e2a =1

x/a caso 1 caso 2 caso 3 CES LBE

0.0 -1.17929 -1.33181 -1.17478 —1.74545 —1.7429
0.1 -1.17908 -1.33159 —1.17457 —1.74531 —1.7425
0.2 -1.17847 -1.33091 -1.17396 -1.74396 —1.7414
0.3 -1.17743 -1.32977 -1.17292 -1.74167 —1.7395
0.4 -1.17592 -1.32811 -1.17140 -1.73836 —1.7368
0.5 -1.17388 —-1.32588 -1.16937 -1.73395 -1.7332
0.6 -1.17121 -1.32300 —1.16671 —1.72824 —1.7284
0.7 -1.16778 -1.31931 -1.16329 -1.72096 —1.7223
0.8 -1.16329 -1.31454 -1.15885 -1.71161 -1.7144
0.9 -1.15715 -1.30813 -1.15280 -1.69907 —1.7036
1.0 -1.14642 -1.29735 -1.14240 -1.67762 —1.6844

Os resultados da Tabela 5.31 para 2a = 0.10 concordam apenas em 1 digito para o

caso 1 e 2 enquanto o caso 3 concorda em 2 digitos comparados com o modelo CES [Siewert,

2002c| e equagao de Boltzmann linearizada (LBE) [Siewert, 2003b].
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Tabela 5.31 — Creep-Térmico: Taxa de massa, a« = 0.5

2a caso 1 caso 2 caso 3 CES LBE
0.10 1.2664 1.7675 1.5103 1.5426 1.5680
1.00 3.6854(-1) 4.6680(-1) 3.9777(-1) 5.3760(-1) 5.2876(-1)

-1 -1 -1 -1 -1
10.0 5.8364(-2) 6.0553(-2) 5.4080(-2) 8.6266(-2) 8.4299(-2)

Na Tabela 5.32 observa-se que se tem concordancia em 1 digito para os casos 1,
2 e 3 somente para 2a = 0.10, enquanto para 2a = 1.0 tem-se apenas 1 digito para o
caso 2 comparando com os resultados do modelo CES [Siewert, 2002¢| ¢ LBE (equacao de

Boltzmann linearizada) [Siewert, 2003b].

Tabela 5.32 — Creep-Térmico: Taxa de fluxo de calor, a = 0.5

2a caso 1 caso 2 caso 3 CES LBE
0.10 -7.2098 —7.9538 —7.4325 ~7.6317 —7.7797
1.00 -1.8538 -2.1006 —1.8832 -2.5170 -2.5138

10.0 —2.4162(-1) -2.7249(-1) -2.3978(-1) -3.6251(~1) -3.6167(-1)

5.5 Deslizamento Térmico

Para apresentar os resultados numéricos para o problema deslizamento térmico nas
Tabela 5.33-5.36 considera-se para o nimero de pontos de quadratura N =50 e K, = 1.0
nas Eqs. (4.142), (4.143) e (4.145).

Os resultados da Tabela 5.33 para o coeficiente de deslizamento térmico concordam
em todos os digitos para os trés casos com os resultados obtidos através do modelo CLF

apresentados por Siewert e Sharipov [Siewert e Sharipov, 2002].



Tabela 5.33 — Coeficiente de deslizamento térmico (r

« caso 1 caso 2 caso 3

0.1 2.641783(-1) 2.777778(-1) 2.684888(-1)
0.2 2.781510(-1) 2.777778(-1) 2.730999(-1)
0.3 2.919238(-1) 2.777778(-1) 2.776571(-1)
0.4 3.055019(-1) 2.777778(-1) 2.821617(-1)
0.5 3.188906(-1) 2.777778(-1) 2.866147(-1)
0.6 3.320949(-1) 2.777778(-1) 2.910174(-1)
0.7 3.451195(-1) 2.777778(-1) 2.953707(-1)
0.8 3.579692(-1) 2.777778(-1) 2.996757(-1)
0.9 3.706483(-1) 2.777778(-1) 3.039336(-1)
1.0 3.831612(—-1) 2.777778(-1) 3.081452(-1)
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Na Tabela 5.34 apresentam-se resultados para o perfil de velocidade, onde considera-
se que gr(x) = 2u(x) e assim os resultados concordam em todos os digitos para o caso 1
(modelo BGK) com alguns célculos feitos anteriormente [Barichello et al., 2001].

Nota-se que na Ref. [Barichello et al., 2001] ¢y representa a velocidade.

Tabela 5.34 — Deslizamento Térmico: Perfil de Velocidade gr(z) =

2u(z), a =1.0

T caso 1 caso 2 caso 3

0.0  2.185558(-1) 2.777778(-1) 2.530238(-1)
0.2  3.875591(-1) 3.932181(-1) 3.868927(-1)
0.4  4.695371(-1) 4.427419(-1) 4.475388(-1)
0.6  5.255086(-1) 4.732678(-1) 4.867198(-1)
0.8  5.670040(-1) 4.938646(—1) 5.143559(-1)
1.0 5.991177(-1) 5.084448(-1) 5.347741(-1)
1.4 6.453593(-1) 5.270281(-1) 5.623885(-1)
1.8 6.765404(-1) 5.376743(-1) 5.795386(-1)
2.0 6.884206(-1) 5.412641(-1) 5.856873(-1)
2.5 7.108100(-1) 5.472208(-1) 5.965630(-1)
3.0 7.260418(-1) 5.505796(-1) 6.033071(-1)
5.0  7.537610(-1) 5.548231(-1) 6.135170(-1)
7.0 7.619180(-1) 5.554316(-1) 6.156211(-1)
10.0 7.652814(-1) 5.555456(—1) 6.162006(-1)
15.0 7.662061(-1) 5.555554(-1) 6.162866(—1)
20.0 7.663071(-1) 5.555556(-1) 6.162902(-1)
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Nas Tabelas 5.35 e 5.36 apresentam-se resultados para o perfil de velocidade e perfil
de fluxo de calor, respectivamente, sendo esses resultados comparados com o modelo CES
[Siewert, 2002¢] e com a equacao de Boltzmann Linearizada (LBE) [Siewert, 2003b)].

Nota-se que os resultados para o modelo CES [Siewert, 2002¢| (nas Tabelas 5.35 e
5.36), segundo o autor, estao corretos com 6 digitos de precisao enquanto os resultados para
LBE (equacdo de Boltzmann linearizada) [Siewert, 2003b] (nas Tabelas 5.35 e 5.36) estao
corretos com 5 digitos de precisao.

Na Tabela 5.35 (perfil de velocidade) tem-se de 1 a 2 digitos de precisao, comparando
os resultados obtidos nesse trabalho (caso 1, 2 e 3) com o modelo CES [Siewert, 2002¢] e

LBE [Siewert, 2003b].

Tabela 5.35 — Deslizamento Térmico: Perfil de velocidade, o = 0.1

T caso 1 caso 2 caso 3 CES LBE

0.0 2.34232(-1) 2.63889(-1) 2.49527(-1) 2.36503(-1) 2.3877(-1)
0.1 2.40567(-1) 2.67669(-1) 2.54172(-1) 2.45367(-1) 2.4634(-1)
0.2 2.43973(-1) 2.69661(-1) 2.56645(-1) 2.50014(-1) 2.5011(-1)
0.3 2.46482(-1) 2.71068(-1) 2.58425(-1) 2.53327(-1) 2.5279(-1)
0.4 2.48471(-1) 2.72137(-1) 2.59805(—1) 2.55849(-1) 2.5484(-1)
0.5 2.50111(-1) 2.72981(-1) 2.60917(-1) 2.57831(-1) 2.5648(-1)
0.6 2.51496(-1) 2.73663(-1) 2.61835(-1) 2.59418(-1) 2.5782(-1)
0.7 2.52685(-1) 2.74225(-1) 2.62606(-1) 2.60706(-1) 2.5892(-1)
0.8 2.53718(—1) 2.74693(-1) 2.63262(-1) 2.61760(-1) 2.5985(-1)
0.9 2.54625(-1) 2.75088(-1) 2.63826(—1) 2.62628(-1) 2.6064(-1)
1.0 2.55427(-1) 2.75422(-1) 2.64314(-1) 2.63348(-1) 2.6131(-1)
2.0 2.60134(-1) 2.77063(-1) 2.66927(-1) 2.66432(-1) 2.6456(-1)
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Na Tabela 5.36 tem-se 1 digito de precisao para os trés modelos desse trabalho para
z= 0.0 e 0.1 e 2 digitos de x= 0.2 a 2.0 comparando com o modelo CES [Siewert, 2002¢] e
LBE [Siewert, 2003b].

Tabela 5.36 — Deslizamento Térmico: Perfil de fluxo de calor, o = 0.1

T caso 1 caso 2 caso 3 CES LBE

0.0 -1.27995 -1.26389 -1.26896 —1.15473 -1.1662
0.1 -1.27361 -1.26011 -1.26432 -1.18551 -1.1930
0.2 -1.27020 -1.25812 -1.26184 -1.20068 -1.2056
0.3 -1.26770 -1.25671 -1.26006 -1.21107 -1.2141
0.4 -1.26571 -1.25564 -—1.25868 -1.21874 —1.2205
0.5 -1.26407 -1.25480 -1.25757 -1.22462 -1.2254
0.6 -1.26268 -1.25411 -1.25665 -1.22922 -1.2293
0.7 -1.26149 -1.25355 —1.25588 —1.23289 —1.2324
0.8 -1.26046 -1.25308 -1.25523 -1.23584 -1.2350
0.9 -1.25955 -1.25269 -1.25466 -1.23824 -1.2371
1.0 -1.25875 -1.25236 -1.25418 —1.24020 -1.2389
2.0 -1.25404 -1.25071 -1.25156 —1.24823 -1.2472

5.6 Problema de Kramers

Para listar nas Tabelas 5.37-5.41, os resultados numéricos para o problema de
Kramers, usou-se N = 50 para o nimero de ordenadas discretas.

Na Tabela 5.37 apresentam-se resultados para o coeficiente de deslizamento viscoso
(¢p) sendo que estes resultados concordam para os trés modelos apresentados aqui com os
resultados obtidos usando o modelo CLF por Siewert e Sharipov [Siewert e Sharipov, 2002].
Os resultados dessa Tabela (5.37) para a =0.1, 0.3, 0.5, 0.9, 1.0 também concordam em
todos os digitos com o trabalho de Siewert [Siewert, 2001b] no qual ele usa o modelo CLF

para resolver o problema de Kramers.
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Tabela 5.37 — Kramers: Coeficiente de deslizamento viscoso (p

o caso 1 caso 2 caso 3

0.1 1.710313(1) 1.700079(1)  1.701536(1)
0.2 8.224902 8.128966 8.142636
0.3 5.255112 5.165447 5.178235
0.4 3.762619 3.679096 3.691017
0.5 2.861190 2.783682 2.794754
0.6 2.255410 2.183795 2.194033
0.7 1.818667 1.752827 1.762247
0.8 1.487654 1.427475 1.436091
0.9 1.227198 1.172569 1.180396

1.0 1.016191  9.670050(-1) 9.7440570(-1)

Seguindo na Tabela 5.38 lista-se resultados para o perfil de velocidade sendo que
estes concordam em todos os digitos para o modelo BGK (caso 1) com alguns calculos feitos

anteriormente [Barichello et al., 2001].

Tabela 5.38 — Kramers: Perfil de velocidade, a = 1.0

T caso 1 caso 2 caso 3
0.0 7.071068(-1) 7.431239(-1) 7.290828(-1)
0.2 1.027415 1.042013 1.034761
0.4 1.276161 1.279991 1.275832
0.6 1.506903 1.502881 1.500828
0.8 1.728463 1.718250 1.717765
1.0  1.944445 1.929166 1.929905
1.2 2.366367 2.343259 2.345776
1.4 2.780389 2.751545 2.755273
1.8 2.985559 2.954406 2.958598
2.0 3.495016 3.459287 3.464352
2.5  4.001214 3.962163 3.967819
3.0 6.011854 5.966137 5.972824
5.0 8.014746 7.966827 7.973778

7.0 1.101587(1)  1.096699(1)  1.097402(1)
10.0 1.601616(1)  1.596700(1)  1.597406(1)
20.0 2.101619(1)  2.096700(1)  2.097406(1)

Nas Tabelas 5.39 e 5.40, resultados sao apresentados para o perfil de velocidade e
perfil de fluxo de calor, respectivamente, para comparar com resultados da literatura para o
modelo CES [Siewert, 2002¢| e equacao de Boltzmann linearizada (LBE) [Siewert, 2003b] j&

que nao se dispoe na literatura de resultados com o modelo CLF para esses perfis.
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Nota-se que os resultados para o modelo CES [Siewert, 2002¢] (Tabelas 5.39 e 5.40),
segundo o autor, estao corretos com 6 digitos de precisao, enquanto os resultados para LBE
(equagdo de Boltzmann linearizada) [Siewert, 2003b] (nas Tabelas 5.39 e 5.40) estao corretos
com 5 digitos de precisao.

Observando a Tabela 5.39, tem-se de 2 a 3 digitos de precisao comparando os modelos
BGK (caso 1), Williams (caso 2) e esfera rigida (caso 3) com o modelo CES [Siewert, 2002¢]

e LBE (equacao de Boltzmann linearizada) [Siewert, 2003b].

Tabela 5.39 — Kramers: Perfil de velocidade, para o = 0.1

x caso 1 caso 2 caso 3 CES LBE

0.0 1.64611(1) 1.65437(1) 1.65138(1) 1.64798(1) 1.6472(1)
0.1 1.67353(1) 1.67841(1) 1.67642(1) 1.67830(1) 1.6771(1)
0.2 1.69182(1) 1.69494(1) 1.69346(1) 1.69694(1) 1.6956(1)
0.3 1.70757(1) 1.70937(1) 1.70825(1) 1.71254(1) 1.7111(1)
0.4 1.72193(1) 1.72266(1) 1.72183(1) 1.72656(1) 1.7252(1)
0.5 1.73540(1) 1.73522(1) 1.73463(1) 1.73960(1) 1.7383(1)
0.6 1.74824(1) 1.74727(1) 1.74689(1) 1.75198(1) 1.7507(1)
0.7 1.76062(1) 1.75896(1) 1.75874(1) 1.76388(1) 1.7627(1)
0.8 1.77264(1) 1.77036(1) 1.77030(1) 1.77543(1) 1.7743(1)
0.9 1.78438(1) 1.78154(1) 1.78161(1) 1.78671(1) 1.7857(1)
1.0 1.79589(1) 1.79255(1) 1.79274(1) 1.79777(1) 1.7968(1)
2.0 1.90419(1) 1.89758(1) 1.89847(1) 1.90267(1) 1.9023(1)

Ja para a Tabela 5.40 tem-se apenas 1 digito de precisao apenas para o caso 1 para x
de 0.2 a 0.9 comparando com o modelo CES [Siewert, 2002¢| e LBE (equagao de Boltzmann
linearizada) [Siewert, 2003b]. Nao se apresentaram resultados para o caso 2 na Tabela 5.40

devido a estes serem iguais a zero.



Tabela 5.40 — Kramers: Perfil de fluxo de calor, para o = 0.1

x caso 1 caso 3 CES LBE

0.0 3.21035(-1) 1.19979(-1) 2.83332(-1) 2.3959(-1)
0.1 2.33911(-1) 8.71266(-2) 2.24002(-1) 1.9023(-1)
0.2 1.92463(-1) 7.11962(-2) 1.89829(-1) 1.6365(-1)
0.3 1.63735(-1) 6.00886(—2) 1.63704(-1) 1.4360(-1)
0.4 1.41930(-1) 5.16379(-2) 1.42510(-1) 1.2735(-1)
0.5 1.24583(-1) 4.49121(-2) 1.24821(-1) 1.1373(-1)
0.6 1.10364(-1) 3.94059(-2) 1.09808(-1) 1.0206(-1)
0.7 9.84665(-2) 3.48087(-2) 9.69236(—2) 9.1923(-2)
0.8 8.83561(-2) 3.09145(-2) 8.57773(-2) 8.3039(-2)
0.9 7.96608(—2) 2.75785(-2) 7.60772(-2) 7.5193(-2)
1.0 7.21102(-2) 2.46949(-2) 6.75962(-2) 6.8224(-2)
2.0 3.05938(-2) 9.29597(-3) 2.20280(-2) 2.7542(-2)

Finalmente apresentam-se na Tabela 5.41 resultados para a desvio de velocidade

(velocity defect) dada por

qa(x) =2+ ¢ — u(x)

substituindo u(z) dada na Eq. (4.84) na equagao anterior obtém-se

(5.5)

onde u; (&) é dado na Eq.(3.267), sendo que esses resultados concordam em todos os digitos
para os trés casos deste trabalho com os resultados de Siewert [Siewert, 2001b] apresentados

em sua Tabela 2, usando o modelo CLF.



Tabela 5.41 — Kramers:

desvio de velocidade
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a=0.1 a=20.9

T caso 1 caso 2 caso 3 caso 1 caso 2 caso 3

0.0 6.420697(-1) 4.570891(-1) 5.015427(-1) 3.432612(-1) 2.481908(-1) 2.716527(-1)
0.1 4.678216(-1) 3.166831(-1) 3.511255(-1) 2.531399(-1) 1.736520(-1) 1.921280(-1)
0.2 3.849266(-1) 2.513896(—1) 2.807790(-1) 2.092257(-1) 1.383361(-1) 1.542030(-1)
0.3 3.274692(-1) 2.071135(-1) 2.328409(-1) 1.785271(-1) 1.142336(-1) 1.281834(-1)
0.4 2.838608(—1) 1.742227(-1) 1.970619(-1) 1.551002(-1) 9.625610(-2) 1.086801(-1)
0.5 2.491653(-1) 1.486025(-1) 1.690639(-1) 1.363869(-1) 8.221152(-2) 9.337100(-2)
0.6 2.207284(-1) 1.280398(—1) 1.464913(-1) 1.210013(-1) 7.091383(-2) 8.099879(-2)
0.7 1.969331(-1) 1.111883(—1) 1.279102(-1) 1.080943(-1) 6.163824(-2) 7.079455(-2)
0.8 1.767122(-1) 9.716229(-2) 1.123762(-1) 9.710268(-2) 5.390614(-2) 6.224990(-2)
0.9 1.593216(-1) 8.534641(-2) 9.923244(-2) 8.763227(-2) 4.738402(-2) 5.501011(-2)
1.0 1.442204(-1) 7.529561(-2) 8.800326(—2) 7.939544(-2) 4.182999(-2) 4.881753(-2)
1.4 9.984283(—2) 4.714830(-2) 5.623679(-2) 5.511766(—2) 2.624398(-2) 3.126069(—2)
1.8 7.158058(-2) 3.064916(-2) 3.728946(-2) 3.959614(-2) 1.708383(-2) 2.075917(-2)
2.0 6.118756(-2) 2.496093(-2) 3.066825(-2) 3.387546(-2) 1.392103(-2) 1.708343(-2)
2.5 4.221371(-2) 1.527173(-2) 1.922621(-2) 2.341170(-2) 8.526978(-3) 1.072298(-2)
3.0 2.981274(-2) 9.571427(-3) 1.234550(-2) 1.655706(-2) 5.348931(-3) 6.892023(-3)
5.0 8.597390(-3) 1.711436(-3) 2.432911(-3) 4.792270(-3) 9.585329(—4) 1.361492(-3)

e Observacgoes

e No caso de comparagoes entre os trés modelos para a freqiiéncia de colisao apresen-

tados nesse trabalho, a diferenca, considerando tempo computacional, é de poucos segundos.

Quando se trata do trabalho analitico e numérico, no entanto, o modelo BGK é claramente

mais facil de se trabalhar.

por exemplo, no célculo do coeficiente de deslizamento viscoso [Porodnov et al.,

coeficiente de deslizamento térmico [Porodnov et al.,

e Com relacao a resultados experimentais, algumas referéncias podem ser citadas,

paragoes dos resultados experimentais das Refs.

[Porodnov et al.,

1978; Derjaguin et al.,
1974; Porodnov et al.,

1974] e do
1993].

Com-

1978] com resultados numéricos sao apresentados por Sharipov na Ref. [Sharipov, 2003].



CAPITULO 6

CONCLUSOES

Cumpriu-se, neste trabalho, o objetivo de obter solugoes unificadas (no sentido de
serem resolvidos com base em procedimentos comuns e no uso do método analitico de orde-
nadas discretas), para uma ampla classe de problemas da dinamica de gases rarefeitos basea-
dos em equacoes modelo, mais especificamente, modelo CLF, considerando que a freqiiéncia
de colisao das particulas é variavel (depende da velocidade).

A partir de transformacoes convenientes do problema geral, a solucao em orde-
nadas discretas se mostra eficiente e precisa, sendo aplicada a solugdo de um problema
bésico tanto para o caso vetorial (problema G), como escalar (problema G), usando solugoes
elementares analiticas e/ou numéricas.

O algoritmo implementado para cada problema descrito pelo modelo CLF, apresenta
resultados considerando trés formas para a freqiiéncia de colisao, sendo que esses resulta-
dos foram comparados com resultados encontrados na literatura, por exemplo, obtidos pelo
modelo CES [Siewert, 2002¢; Siewert, 2002d; Siewert, 2002¢| e LBE (equacao de Boltzmann
linearizada) [Siewert, 2003a; Siewert, 2003b].

Parece dificil de se obter conclusoes gerais para todos os resultados apresentados
nas tabelas no capitulo 5. No entanto pode-se salientar alguns aspectos, como quando se
compara CLF (caso, 1, 2 e 3) com o modelo CES e LBE (equagao de Boltzmann linearizada),
o primeiro (CLF) apresenta, é claro, vantagens no sentido de simplicidade de formulagao,
uma vez que:

e CLF — trabalha com aproximacoes (formas explicitas) para as fungdes de Chapman-
Enskog [Siewert, 2002b] a(c) e b(c) e usa N = 2 na aproximacao do nucleo de espalhamento
(F(c,c));

e CES — trabalha com a(c) e b(c) exatas e usa N = 2 na aproximacao do nicleo de
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espalhamento (F(c,c’));

e LBE — trabalha com a(c) e b(c) exatas e com as componentes k,(c,c) do nucleo de
espalhamento((K (c,c’))) exatas.

Levando em conta essas consideracoes, acredita-se ter uma boa precisao para os resultados
apresentados nesse trabalho para os problemas de salto de temperatura, Couette, Poiseuille,
Kramer, creep-térmico e deslizamento térmico, com excecao do perfil de fluxo de calor e
taxa de fluxo de calor para o problema de Couette, quando comparados com os resultados
do modelo CES e da equagao linearizada de Boltzmann (LBE). Também ao comparar os
resultados apresentados para o modelo BGK (caso 1) e modelo de esferas rigidas (caso 3)
nota-se que se teve praticamente a mesma precisao quando foram comparados com o modelo
CES e LBE (equagao de Boltzmann linearizada), o que parece uma vantagem do modelo
BGK, que é bem mais simples do ponto de vista do tratamento analitico e uma vez que
ambos resultam em aproximagoes pobres para o nimero de Prandtl [Barichello e Siewert,
2002].

Por fim, acredita-se que este trabalho trouxe contribuicao importante, segundo seu
objetivo, no sentido de estabelecer resultados de referéncia entre diferentes modelos da
dinamica de gases rarefeitos, fundamentados em uma mesma metodologia, o que deve con-
tribuir na andlise e na decisao de escolha de diferentes modelagens, quando do tratamento
de problemas de interesse.

Pretende-se, com base nas ferramentas aqui desenvolvidas, investigar possivelmente

o uso do modelo CEBS [Barichello e Siewert, 2002] para problemas da drea de gases rarefeitos.
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ANEXO A

Equacao de Boltzmann para Gases Rarefeitos

Nesse anexo descrevem-se com um pouco mais de detalhes os passos citados por
Williams [Williams, 1971; Williams, 2001] na obtengao da equagao de balango relativa a
perturbacao h, a partir da equacao de Boltzmann conforme mencionado no inicio do capitulo
2.

Assim, considerando-se, entao, que a funcao distribuigao de particulas f(r,v;) satis-

faz a equacdo integro-diferencial nao linear de Boltzmann [Williams, 2001]

A\ S Vrf(ravl> = J(f,:f)v (Al)

onde vi=(v1,vy1,0,1) € 0 vetor velocidade das particulas, f e f’ sdo, respectivamente, as
fungoes de distribuicao de particulas antes e apds as colisoes e J representa o operador de

colisao

) = [y [avy [ avaWiv = vivs ) [£vD F0.35) = Flrvi) £ v
(A.2)
onde Vo=(vy2,Vy2,0,2) € W é a freqiiéncia de espalhamento diferencial para a colisdo entre

dois corpos e satisfaz as seguintes propriedades:

W (v — vi; vy — vy) = W(v] = vi;vh — va), (A.3)

W(vi — Vvi;va — vh) = W (| vi — va ;91 - ¥3) (A4)

W (vi = Vhivs = vh) = W(| v} = V4 [ 9} - 9%). (A.5)
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De forma geral, para situagoes fracamente fora do equilibrio, a fungao de distribuicao é

escrita na forma

f(I',Vl) = fO(ravl)[l + h(rvvl)]> (A'6)

onde h representa uma pequena (| h |< 1) perturbacao causada a distribuigao Maxwelliana
local fo(r,vy) pela presenca, por exemplo, de uma superficie de fronteira. Considerando,

entao, a distribuigao Maxwelliana local fy(r, v1) escrita como [Williams, 2001]

m i|3/2

m{vs + v, + v, — ul(a:)]Q}]
27kT o (r)

T () (A7)

folr,v1) = noo(r) | cap -

onde, r é o vetor de coordenadas espaciais, m é a massa molecular, £ é a constante de
Boltzmann, n., e T, sao, respectivamente, densidade e temperatura. Assume-se, que nqo,

T, e u sao funcoes lineares descritas na forma

Neo(Z, 2) = no(1 + Ryz + R.2), (A.8)
Too(z,2) =To(1 + Ko + K, 2) (A.9)
ui(x) = Kz (A.10)

onde ng e Ty sao, respetivamente, densidade e temperatura de referéncia, K é um gradiente na
direcao x, R; e K; sao gradientes de densidade e temperatura na direcao ¢, respectivamente.
Substituindo a Eq. (A.6) na Eq. (A.1) obtém-se,

e para o lado esquerdo da Eq. (A.1)

vy - f(r,vi) = v -, [fo(r, V1) [1 + h(r, Vl)]] (A.11)

suprimindo a notacao (r,vy) e considerando que | h |[& 1 reescreve-se a equagao anterior,

obtendo o lado esquerdo da Eq. (A.1)

v f(r,vi) = Vi Ve for + fove - 7ok (A.12)
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e para o lado direito da de Eq. (A.1), tem-se

J(f', f) = /dv’l/dv’z/dVQW(vl — Vi; vy — V/Z)[f(’/’, v f(r,vh) — f(r,vy) f(r, va)

(A.13)
primeiro denota-se
f[gl = fO(r7vll>7 hll = h(I‘,Vll), fOl = f0<I',V1) e = h(I‘,Vl) (A'14)
foo = fo(r,vh),  hy = h(r,vy), foo = fo(r,v2) e hy=h(r,vy) (A.15)
e
f{ = f(I‘,Vll), fé = h(I‘,V/Q), fl = f(I‘,Vl) € f2 = h(I‘,Vg) <A16)
F0,v0) = folr, vi) [1+ R(r, V)| = fi = (14 D), (A17)
F.vh) = folr, Vi) [+ hlrvi)| = fi = fial1+ 1), (A18)
Fr,v) = fo(r,vl)[l + h(r, vl)} = fi = fo(1+h) (A.19)
e
F(r,va) = folr, va) [1 + h(r, VQ)} = fo = foo(1+ hy). (A.20)
Ainda fazendo
A= f(r,v’l).f(r,v;) = (f(/Jl + f(/)1h/1)(f(/)2 + féQhIQ) (A.21)
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B = f(r,v1).f(r,v2) = (for + forh1)(fo2 + fo2h2), (A.22)

sendo a diferenca entre A e B,

A— B = fi foo — forfoo + for foals — forfozha + for foahy — for fooha + for foahihy — for fozhahe.
(A.23)
Segundo Williams [Williams, 1971], negligenciam-se termos da ordem de O(h?) e usa-se a

propriedade f{, fio = fo1fo2 € assim a diferenca entre A e B pode ser reescrita na forma

A — B = [y, foohs — for fozha + fo1foah — for foxhu (A.24)

com isso notando-se a Eq. (A.12) e (A.24) reescreve-se as Eqgs. (A.1) como:

vi - Vefo + fovi - Veh =
/dVll /dVlg/dV2W(V1 - V/1 Vo — Vlz) [f01f02h,2 - fo1f02h2 + f01fo2h,1 - f01f02h1 . (A.25)

Colocando fy; em evidéncia no lado direito da equagao (A.25) tem-se

Vi rfor + fovi - Vb =
f01/dv’1/dv’2/dV2W(V1 — Vi;vy — V’Q)[fOth — fooha + fooh' — fgghl], (A.26)

ainda pode-se reescrever a Eq. (A.26) como:

/. ! /
dV2W Vi — V; Vg — VQ)fOth

Vl'Vrf01+f01V1'Vrh:fm/dVl/dv

+f01/dv1 dvy /dVQW Vi — V1 Vo — Vy) foahy
—fo1/dv/dv/d

- f01/dV1/dV2/dV2W Vi — Vll;VQ — V/2>f02h1, <A27)

V2W Vi — Vl, Vo — V2)f02h2
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rescrevendo a equacao anterior

vi - Verfor + fovi - Vb = for [ —hy /dVi /dvlz/dWW(Vl — V1 Vo — Vy) fo2
+/dv’1/dv’2/dV2W(V1 — Vv; Vo — V) foah
+/dv’1/dv’2/dV2W(v1 — V5 vy — Vh) foahl

—/dvi/dv;/dVQW(vl — V1 Vo = VY) foohs | (A.28)

Define-se entao:

V(vy) = /dv'l/dvg/dVgW(vl — V1; Ve — Vy) fo2 (A.29)

onde V' (vy) ¢é a freqiiéncia de colisao e

/dviH(vl — Vi)h(r,v)) = /dV/l/dV/Q/dVQW(Vl — v; v — vy) fooh}
+/dv’1/dv’2/dv2W(V1 — Vi ve — vy) foahh
- /dv’l/dvg/dVQW(vl — Vi3 vy — Vlz)foghz] (A.30)

onde H(vy; — v) é o nicleo de colisao. Ainda para a equagao (A.30) pode-se escrever:

/dv'lH(Vl — v)h(r,v}) = /dv'1 [/dVé/dVQW(VI — V15 v — Vh) fooh)
+/dv’2/dv2W(V1 — Vi vy — Vh) foahl
- /dVé/dVgW(Vl — Vll;Vg — Vé)foghg s (A31)
neste momento pode-se mostrar que o segundo termo do lado direito da equagao anterior é
igual ao primeiro usando as propriedades dadas nas equagoes (A.3), (A.4) e (A.5) e fazendo-

se vi < vj. Com isso tem-se que ha(r,v)) = hi(r,v]) e, assim, pode-se reescrever a

Eq. (A.31) na forma

/dviH(vl — v)h(r,v}) = /dv'1 |:2/dvl2/dV2W(V1 — V5 v — Vh) fooh]

- /dV/Q/dVQW(Vl — Vll;VQ — V/2>f02h2 :|, (A32)



no segundo termo do lado direito da equagao anterior muda-se vy <= v} e assim
I AN J— / ! _ !
W(vi — vi;ve = vy) = W(vy = vo; v = Vh), foe=fy1 e ha=h]

com isso a Eq. (A.32) torna-se:

/dv’lH(vl — v)h(r,v)) = /dv’1 [Q/dvg/dVQW(vl — Vi ve — Vb)) foo )
— /dv;/dV2W<V1 — vy V] — Vb)) fo b ]
Reescrevendo a equacgao anterior tem-se
/dv’lH(vl — vh(r,v)) = /dv'1 [Q/dvé/dVQW(Vl — Vv — Vh) fo2
— fo /dVé/dVQW(Vl — Vo; V] — v'z)] R,
onde
H(vi — V) = 2/dvl2/dV2W(V1 — Vi vy — V) foo
— fou /dv;/dVQW(Vl — Vi V] — V).

Substituindo as Eqs. (A.29) e (A.35) na Eq. (A.28) resulta
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(A.33)

(A.34)

(A.35)

(A.36)

A\ VT‘fO(r7 Vl) + fO(ra V1>V1 : Vrhl = _f()(ra Vl) [V(Vl)h(r7 Vl) - / dvllH(Vl - Vll)h(rv Vll):|

(A.37)

onde H(vy — v}) é dado na Eq. (A.36) e V(vy) é dado na Eq. (A.29). Dividindo a

equacao anterior por fo(r,vy) obtém-se:

vi - Ve fo(r,vi) Fvy-Tohy = — [V(Vl)h(r, vi) — /dv’lH(vl — v})h(r, Vll)] (A.38)

fo(I', Vl)



