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LISTA DE GRANDEZAS FISICAS

Grandeza simbolo | unidade
Temperatura T K
Intensidade radiativa 1 Wm2sr~!
Intensidade radiativa total 7 Wm™2
Velocidade v ms™!

Tempo t S

Posicao y m

Direcao Q ST
Freqiiéncia v s7!

Calor especifico volumétrico Co JKtm™3
Calor especifico Cm JK1Kg™!
Massa especifica (densidade) Pm Kgm™3
Coeficiente de condutividade térmica ko Wm—lK~1
Coeficiente de absorc¢ao N m~!
Coeficiente de espalhamento o' m~!
Coeficiente de emissao K m~!
Coeficiente de troca de calor na superficie | h Wm2K~!
Emissividade « adimensional
Indice de refracao do meio m adimensional
Indice de refracdo externo ao meio N adimensional
Coeficiente de reflexao p adimensional
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RESUMO

Fendmenos que envolvem transferéncia de calor em altas temperaturas exigem modelos
condutivos-radiativos, como é o caso de modelos de resfriamento de vidro e de turbinas de gés.
A formulagdo matemaética resulta em um sistema de equagoes diferenciais parciais, sendo uma
equacao parabolica com condi¢oes de contorno nao lineares acoplada a equacado de transporte
radiativo com condi¢des de contorno semi-reflexiva. A teoria de existéncia para esse sistema ja
existe sob algumas condigbes restritivas. Neste trabalho tratamos essa teoria sem a necessidades
de hipoteses nao fisica no caso unidimensional. Também fizemos a teoria de existéncia para a
equacao do transporte ndo acoplada com espalhamento anisotropico. Simula¢Ges numéricas para
o transporte e para o problema acoplado foram feitas via discretizacao diretas dos operadores
integrais oriundos da analise e diferencas finitas para a equacao da temperatura. Comparamos
resultados com os encontrados na literatura e calculamos o erro de truncamento do método usado

na equagao do transporte.
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ABSTRACT

Phenomena involving heat transfer in high temperature require conductive-radiative
models, as is the case of models of glass annealing and gas turbines. The mathematical formu-
lation results in a system of partial differential equations, composed of a parabolic equation with
nonlinear boundary conditions coupled the radiative transport equation with semi-reflexive boun-
dary conditions. The theory of existence for this system already exists for some restrictive sets of
parameters. In this paper we consider the theory for the one-dimensional case without the need for
non-physical hypotheses. Moreover, we establish the theory of existence for the neutron transport
equation with general anisotropic scattering. Numerical simulations for the transport equation and
the coupled problem were made by direct discretization of integral operators originating from the
analysis and a finite difference equation for the temperature. We compare results with those found

in the literature and calculate the truncation error of the method used in the transport equation.



1 APRESENTACAO DO PROBLEMA

Neste capitulo, faremos uma apresentacao do problema de transferéncia de calor em
fluidos devido a conducdo, convecgio e radiacdo. A transferéncia de calor com influéncia apenas
da conducao e da convecgdo é um problema classico bem conhecido. Aqui, a presenca da radiagio
é relevante porque trabalhamos com fendémenos envolvendo altas temperaturas, como é o caso de
turbinas de gas ([12]) e resfriamento de vidro ([17] e [16]). Na se¢do 1.1 faremos uma apresentagao
do contexto matematico que envolve o fenémeno fisico. Em seguida, na secao 1.2, dicutiremos

quais problemas sdao abordados nesse trabalho.

1.1 Formulacao Matematica

A temperatura T de um fluido sujeito a transferéncia de calor por conducdo, convecgao
e radiagao em um regido convexa D € R? pode ser modelada pela equagio (como em [12]):

c@%T—V~(kOVT)—|—cUV-VT:—/ / k' (B(v,T)—1)dQdv, x € D,t>0, (1.1)
1Z0) SQ

onde v é o campo de velocidades, que assumimos conhecido, S? é a esfera unitaria em R3, ¢, &
a capacidade calorifica volumeétrica, definida como ¢, = ¢, pm, com ¢, o calor especifico e p,, a
densidade de massa. Na equagdo (1.1), ko € a condutividade térmica e a intensidade radiativa I &
dada pela equacao estacionaria de transporte de Boltzmann em um meio isotrépico:
/
Q-VI+NI= % 1dQ + ¥’ B(v, T). (1.2)

™ Js2

A intensidade de radiacao total Z é definida por
I(z,t,v) = / I(z,t,Q,v)d. (1.3)
SZ

Observe que a intensidade de radiacdo I = I(z,t,Q,v) é fungdo da posicdo = € D, da varidvel
temporal ¢, da direciio ©Q € S? e da frequéncia v > 1. Essa dependéncia da varidvel temporal se
deve ao termo for¢ante na equagdo (1.2), pois B(v,T) = B(v,T(y,t)), visto que a equagdo em si
nao é evolutiva. A funcao B(v,T) ¢ dada pela lei de Planck
ORI el AN
¢ exp ( ,?; ; — 1)

onde kp é a constante de Boltzmann, h, ¢ a constante de Planck, c a velocidade da luz e 9y é o

(1.4)

indice de refracdo do meio. Os parametros A, o’ e £’ s80 o0s coeficiente de extin¢do total, coeficiente
de espalhamento e coeficiente de absorcéao, respectivamente e A’ = o’ + /. Por simplicidade, nesse

trabalho consideramos X', ¢’ e k’ variando apenas com v. A condigdo de contorno para a equacao



(1.2) representa um meio semitransparente:

onde T} é a temperatura externa junto a fronteira, Q' ¢ o angulo de incidéncia e Q o angulo de
reflexdo que satisfazem Q' = Q — 2(n - Q)n, n € o vetor unitario normal externo e p é o coeficiente
de reflexdo, 0 < p < 1, que consideramos depender unicamente de p := Q-5 (ver figura 1.1). A

equacao (1.1) fica completa com a condicdo inicial

T(z,0) = Tp(x), xreD (1.5)
e a condicao de contorno
8T 2 2 vo
koa— =h(Ty—T)+an | — [B(v,Ty) — B(v,T)]dv, x € 0D,t >0, (1.6)
Y m 0

onde h e a sao constantes positivas, 12 é o indice de refragdo externo ao meio.

aD

Figura 1.1: Descricao do dominio D e sua fronteira.

Uma hipoétese que assumiremos durante esse trabalho é a existéncia de duas constantes
I'_ eI} tais que
0<T_ =min (infTb,infT()) < max <sup Tb,supT()) =T,. (1.7)
oD D 9D D
Essa hipotese ¢ fisicamente razoavel, tendo em vista que a temperatura dos fenémenos sdo altas,

bem longe de zero, e naturalmente limitadas.
1.1.1 Problema Unidimensional

Consideramos que o fenémeno acontece entre dois planos, y = 0 e y = L e que a
L - . . . . or  oTr oI
temperatura 7' e a radiacao I nao variam em cada plano intermediario. Entao — = = =

dr 92  Or



oI
5 0 e o problema (1.1)-(1.6) torna-se
z

or 0 oT or >,
_9 WL . T dv, L), ot
Cog o9 <k0 8y> +c vay /V K (I —4rB(v,T))dv ye (0,L) >0

0

—ko%(o,t) — h(Ty(0) — T(0,1)) + am (7’2) /O [B(v, Ty(0)) — B(v, T(0,))]dv, t >0 (1.8)

oT o T2 2 o
gy (1) = MTo(L) = T(L,1)) + () /O [B(v, Ty(L)) — B(v,T(L,))]dv, t>0

T'(y,0) = To(y), ye(0,L), t=0.

Decompondo o angulo 2 na sua componente na direcio ¢ de interesse e outra compo-

nente perpendicular a ¢, Q = ugj + Q”, =1 < pu < 1, temos:

/
(uz}%—Q”)-VI—&—XI:Z—I—&—ff’B(y,T), y e (0,L),t>0
™
Iy +Q7) = pl(pg + Q" =2 (ng + Q")) + (1L = p) B, Ty), y=0,t>0,p>0 (1.9)

I(pg 4+ Q") = pl(pg + Q" = 2(n- (ug + Q"))+ (1= p)B(v,Ty), y=1L,t>0,u<0

ou seja,
or o
Mi—"_)\[ = 7I+/§B(V7T)a yE(O,L),t>O
oy 47
I(w) = pol(—p)+ (1 —=po)B(v,Tp), y=0,t>0,u>0 (1.10)
I(p) = pel(—=p)+ (1 —pr)Bw,Tp), y=L,t>0,p<0

Portanto, o problema em uma dimensao é

L= o _ 92 (k 3T> +cvva—T :/ k' (I —4xB(v,T))dv, ye€ (0,L),t>0 (1.11a)

“or ay \"" oy Oy 0
8T ’I’]2 2 Yo
ko =Ty~ T) +an (2 [B(v,Ty) — Bw,T)|dv, y=0,1t>0 (1.11b)
Ay m 0
8T ’]72 2 Yo
kogy = MTy=T)+am{ - [B(v,Ty) = B(v,T)|dv, y=L, t>0 (1.11c)
Y m 0
T(y,0) =To(y), ye€(0,L),t=0 (1.11d)
/
ug%—/\’]: U—I—FH’B(V,T), y € (0,L),t>0 (1.11e)
y 47
I(p) = pol (=) + (1 = po) B(v, Tp(0)),  y=0,t>0,u>0, (1.11f)
I(p) = prI(—p) + (1 — pr)B(v, Ty(L)),  y=L,t>0,u<0, (1.11g)

onde
1

I(y,t,v):= 27r/ I(y,t, p,v)dp. (1.12)

-1



1.2 Discussao

Esse trabalho esta dividido em trés partes, que correspondem a trés capitulos: o ca-
pitulo 2 trabalha com o problema de transporte ndo acoplado (1.11e)-(1.11g), o capitulo 3 trata o
sistema (1.11a)-(1.11g) e o capitulo 4 trabalha com o mesmo sistema, mas considerando a condu-
tividade térmica dependendo da temperatura. Em cada capitulo nos fizemos a teoria de existéncia

de solugoes e simula¢oes numéricas.

A equacdo do transporte (1.2) estd envolvida em muitos fendémenos, tais como trans-
porte de neutrons ([32]), transferéncia de calor em campo de nuvens ([25]), modelagem em turbinas
de gas ([12]) e de resfriamento de vidro ([18]). Neste trabalho estamos focados num conjunto de
equacgoes que modelam os dois altimos fenémenos, como foi discutido. Mas devido & relevancia da
equacao do transporte em si, dedicamos o capitulo 2 apenas para resolvé-la. Simula¢des numeéricas
para esta equacao sdo complicadas, refletindo sua complexidade analitica. Problemas tridimensio-
nais sdo definidos num espaco de fase com sete dimensoes (tempo, espaco, dire¢do e frequéncia),
tornando as simulagbes computacionalmente caras. Isto motiva o estudo de problemas mais sim-
ples, especialmente a equacdo do transporte unidimensional (1.11e), definida no espaco de duas
dimensées (com uma variavel espacial e uma angular). O método LTSy, que discretiza a variavel
angular em um conjunto de ordenadas (Sy) e aplica a transformada de Laplace na variavel espa-
cial, ¢ uma das metodologias mais usadas para problemas de transporte unidimensionais (ver [31],
[27] e [26]). Estimativas para o erro de truncamento do método LTSy s@o apresentadas por Pazos
[23] e Hauser [15]. Aproximagles Py para a equagio de transporte, que aproximam a dependéncia
angular por um ndamero finito de polinémios de Legendre, também é uma ferramenta usada, como
mostra Frank [11], Caldeira [8], Garcia et al [13] e Davison [10]. Ainda existem outros métodos,

como o método ADO (A Discrete Ordinates Solutions), que esta discutido por Barichello no artigo

[5]-

O modelo proposto por Frank [12] e Larsen [17] considera a equacdo do transporte
(1.2) no caso isotropico (o’ constante), como foi descrito na se¢do anterior. Mas nos conseguimos
resolvé-la para o caso anisotrépico (o’ dependendo do angulo) unidimensional,

I 1!
N%y +NT = 5/ W' (@) Idp' + &' B, T). (1.13)
-1

Assim, dedicamos um capitulo para esse caso mais geral da equagdo do transporte e voltamos ao

modelo original (1.11a)-(1.11g), onde w’(u, ;') = o’ & constante, nos préximos capitulos.

A teoria de existéncia para a equagio (1.13) com as condi¢des de contorno (1.11f)-
(1.11g) é o primeiro resultado do capitulo 2. Tal teoria foi desenvolvida por Thompson et al [30]
num caso muito restritivo dos coeficiente o', k' € p (p pequeno e o’ < k'). Essas restricdes nao

fisicas ndo sdo necessarias nessa formulagdo. A idéia consiste em encontrar uma representacio



operacional para a solugdo e encontrar em quais condicoes os operadores estao definidos. Depois
desenvolvemos um método numérico a partir dos operadores obtidos na analise aproximando-os
por matrizes. Finalmente, analisamos o erro de truncamento do método e fizemos simulacoes,

comparando os resultados com os existentes na literatura.

No capitulo 3 estabelecemos teoremas de existéncia e unicidade e desenvolvemos si-
mulagées para o problema acoplado unidimensional (1.11). A teoria consiste em criar sequéncias
de funcdes que convergem monotonicamente para a solugdo. A relagdo de recorréncia usada faz o
sistema (1.11) ficar desacoplado em cada ponto das sequéncias, podendo assim resolver a parte do
transporte como no capitulo 2. A técnica de monotonicidade usada aqui é descrita no livro de Pao

([21]) e utilizada para obter a teoria de existéncia em varias situagoes ([22], [30]).

Para discretizacao do problema acoplado é usado método de Crank-Nicolson para a
equacdo parabdlica, uma linearizacido para as condi¢bes de fronteira do tipo Newton-Raphson e a
discretizacao do transporte como no capitulo 2. Nao foi possivel fazer comparaces ponto a ponto
da solucao do problema acoplado por falta de resultados na literatura, mas validamos cada parte
do codigo separadamente. Também validamos o problema acoplado calculando os fluxos devido ao
transporte e & difusao, verificando que o fluxo total é constante no caso estacionario. Os resultados

foram ilustrados em varias graficos com varios conjuntos de parametros.

No capitulo 4 fizemos a teoria de existéncia para o sistema acoplado (1.11) quando
ko = ko(y,t,T) depende da varidvel espacial, do tempo e da temperatura. Para ko = ko(y)
dependendo apenas da varidvel espacial, a teoria do capitulo 3 ja era valida. Estritamente, este
capitulo nao pode ser considerado uma generalizagao completa do anterior, porque nao conseguimos
fazer a teoria com campo de velocidade nao nulo, ndo obstante, seu estudo é valido dado o fato
que tem uma aplicacdo interessante em resfriamento de vidros. Introduzimos duas mudancas
de varidveis que permitem a aplicagio do mesma técnica usada no capitulo 3. A discretizagio
desse sistema é analoga a feita no capitulo 3, apenas com uma nova linearizagdo na condutividade

térmica. Os resultados sdo obtidos para varias fungées kg e apresentados em graficos.

Finalmente, no capitulo (5), estdo descritos trabalhos desenvolvidos paralelamente a
este, bem como trabalhos futuros, que sdo considerados um extensdo dos resultados obtidos na

Tese e que pretendemos abordar em momento oportuno.



2 TEORIA DE EXISTENCIA E SIMULACOES PARA A
EQUACAO DO TRANSPORTE UNIDIMENSIONAL

Neste capitulo, propomos um nova técnica para resolver a equagao de transporte
anisotrépica unidimensional. Comegamos reformulando a equagdo de transporte, encontrando
uma representacdo integral fundada na teoria de operadores no espaco de funcdes continuas C°.
Esta representacao fornece dois importantes resultados: a garantia de existéncia de solucoes e
a possibilidade de discretizar os operadores envolvidos, aproximando-os por matrizes, produzindo
uma aproximacio em dimensao finita. Chamamos o método numérico resultante dessa discretizacao
de GF Dy (Green’s Function Decomposition de ordem N). Estimativas para o erro de truncamento
do método GF Dy sao feitas usando a teoria de espagos de Hélder C*. Apresentamos resultados
numéricos para validar a metodologia proposta, comparando nossas simulagdes com resultados
da literatura e com o método LT Sy. Simulacées numéricas mais gerais, envolvendo fronteira
com condigdo de reflexidade de Fresnel e niicleos de espalhamento nao constantes também sao
apresentadas aqui. Os resultados desse capitulo foram submetidos para publicacdo em um artigo

conjunto com F. Azevedo, M. Thompson e M. T. Vilhena.

A equagdo de transporte que tratamos aqui é desacoplada da temperatura, mas con-

sideramos o caso anisotrépico:

Wop X1 =3 [ Wl )i+ S0,y e (0,18 >0 (2.1a)
I(p) = pol(—p) + (1 = po)Bo(),  y=0, p>0, (2.1b)
I(p) = prd(—p) + (L= pr)Br(p), y=1L, p<0, (2.1¢)

onde S(y,p) é um termo fonte, B = (By, Br) e o nicleo de espalhamento é dado pela seguinte

expressao
M
w(', 1) =Y BiP() P(p), (2.2)
1=0

sendo P(u) o l-ésimo polindmio de Legendre e ; constantes reais. Para estabelecer a teoria de

!/
max?

existéncia, assumimos as seguintes hipoteses: existem A Wmaz € R tais que

|w(ps 1) € Wimaz <A <A

max*

(2.3)

e a funcio B(u) é integravel.

2.1 Teoria de existéncia para equacao de transporte

Nesta secdo estabelecemos a existéncia de uma dnica solugéo para o problema (2.1a)-

(2.1c) e derivamos de nossa anélise uma representacao operacional para a solugao do problema. O



primeiro passo dessa andlise consiste em mostrar que J(y, p), definido por

T =5 [ lin ) s (2.4)

admite uma representacao da forma
J(y, 1) = SgS(y, ) + Sp B, (2.5)
onde B = (Bo (i), BL(11)) e Sy e S, sdo operadores nos espagos CY([0, L], L>°[—1,1]) e C*([0, L], L>°[—1, 1]).

Lema 2.1. Se B(u) ¢é integrdvel e a condi¢ao (2.3) é satisfeita, entdo o problema (2.1a)-(2.1c)
admite a representacdo (2.5), com Sy e Sy operadores em C°([0, L], L>°[—1,1]).

Demonstragdo. Consideramos o seguinte problema auxiliar:

I

po- + N1 =qly, p

- o
I(p) = pol(=p) + (1 = po)Bo(p),  y=0, p>0, (2.6)
I(p) = prI(—p) + (1 = pr)Br(p),  y=1L, p<0.

Esse problema pode ser resolvido analiticamente pelo método das caracteristicas (ver [19], [3], [29],

[28] e [6]), ou seja,

or XN 1
—+=1 = —qly.p 2.7
oyt ol = e (27)
que pode ser reescrito como
a Xy Xy
e en
5 oy (28)
Podemos integrar de duas maneiras, a saber
Ny 1 /Y s
Iy, pe = —1(0,p) = ;/ e q(s,p)ds (2.9)
0
que leva a
Ay 1 [Y N (s—y)
I(:%M) = I(Oalu)e mo+ ; Q(S7/1’)e ® dS, (210)
0
ou, equivalentemente
AL P B U
I(L,pen = I(y,per =— [ e q(s,p)ds (2.11)
K Jy
que leva a
via-y 1 [F N (s—y)
I(y,p) =I(Lyp)e == [ q(s,p)e # ds. (2.12)
HJy

Observe que as expressoes (2.10) e (2.12) sdo ambas validas tanto para u > 0 como para u < 0.
Por questoes de simplicidade das expressdes e simetria, vamos preferir (2.10) para u > 0 e (2.12)

para g < 0. Aplicando as condi¢oes de contorno

10,p) = po(u)I(0,—p) + (1 = po())Bo(p), >0 (2.13)

I(L,p) = po(I(L,—p)+ (L= pr(u)Br(p),  pn<0 (2.14)



m (2.10) e (2.12), temos

L
AL _As
10, p) = po(u)I(L, —p)e™ "+ po(ﬂ)/o q(s,—p)e” # ds

7
+ (I=po(w)Bo(n), t>0, p>0 (2.15)
'L L A (s=L
I(L,p) = pL()I(0, ~pe 7 — pLu(M)/O a(s,—p)e™ 7 ds
+ (1 =pr(w)Br(p), t>0, p<0 (2.16)

que, para p > 0, pode ser escrito da seguinte forma:

'L L Ns
1.1 = 1L, ~ppae 5 = 20 | ats e s
+ (L=po(w)Bo(p), t>0, p>0 (2.17)
_ e Mk I A GO I
1(0, ) pr(—p) +I(L,—p) = . /0 q(s, pe d

+ (A —=po(=p)Br(=p), >0, p>0 (2.18)

A solugdo do sistema acima é

" A (s—2L) _As
@) [ (afsspn e oo )as

I(0, ) =
L= po(p)prL(— M)e
L (= po(W)Bow) + e S po(u)(l ( #)Br(=p) (2.19)
1— po(p)pr(—p)e™"
pL( ) fo < X (TL) +q(s,u)p0(u)e_w;m> ds
I(L, —,u) = _2)L
L—po(p)pr(—p)e »
L A prp)Bu(-m + 6_%”(7%1 — o) Bo(1) (2.20)

L= po(p)pL(=pe

Observe que

_22'L

2L
L—po(u)pr(—p)e” 5 >1—e " >0,

portanto I(L, —u) e I1(0, ) estdo bem definidos.

As duas solugbes equivalentes sdo encontradas, para cada p > 0, quando substituimos

(2.19) e (2.20) em (2.10) e (2.12), respectivamente:

N (s—L)

+q(s, wpo(pye "5 ) d
e Ve
el (L (s, —p)e q(s, w)po(p)e S iy

I(yv —p) = < e W
1 — po(p)pr(—p)e” ="

(= pu(=m)Bu(=) + =% pr(=p)(1 = pop)) Bop) it
1= po()pr(—p)e™ "

1 [ —M(s—y)
+ - Q(’S,*H’)e o d57 (221)
HJy




M (s—2L) as
Lol i ( (s, w)pL(=pe = +q(s,—u)e )ds

L — po(p)pr(— H)e
L (= p0()Bo() + e * polp) (L~ pL(=m) Br(=p) -

L= po(p)pr(—pe”

1 [ N (s—y)
+ — [ q(s,pe + ds. (2.22)
HJo

Portanto, (2.21) e (2.22) nos fornecem a seguinte representacdo:
I(y, n) = Lya(y, n) + Ly B(u).- (2:23)
Observe que q(y, 1) = J(y, u) + S(y, p), ou seja,

I(y, ) = Lyl (y, ) + S(y, )] + Ly B(p).- (2.24)

Quando multiplicamos (2.21) e (2.22) por w(y, 1') e integramos, obtemos a seguinte

equagao operacional:

1 1
Iy, p') = 5/1w(u’,u){L5[J(y,u)+S(y,u)}+LZ”B(M)}du,
= Ly [J(y, 1) + S(y, u")] + Lo B(p') (2.25)
onde,
1 1 1 7)\/(L/—y)
pre” *
qu = 5/ w(ilulhu) _2/\’L / X
0 L —popre + H
L _N(s+D) M(s—L) 1 [F Mo )
X / (q(s, —poe”  # +q(s,p)e )ds—i—ﬂ// q(s,—u')e” ds| dy'
0 Y
1 1 -
po€ *
+ 5/ w(:u/?:u’) _2/\’L / X
0 1 —popre # H
L , N (s-2L) A 1 (Y N Me v)
X a(s,p)pre # +q(s,—p)e” # | ds+ i q(s,p')e ds| du’ (2.26)
0 0
= A+ B
e
ML
e e # pr(l—po)Bo(p) + (1 — pr)Br(—p') _Ne-w
LbB — 5/\ w(_ﬂlyﬂ) ( ) ( ) 72(}\/11 ) ( )e m d/zbl
0 I —popre +
AL
1 [t e + po(l—pr)Br —/1,/ + (1 — po)Bo ,u’ ,V/y
g [t B L Z B S o)
0 1—popre +

Aqui omitimos a dependéncia de p de po = p(1) e pr, = pr(—p). A equagio (2.25) pode ser escrita

da seguinte forma:

J(y, 1) = Lo J(y, 1) = LgS(y, p) + Lo B(p), (2:28)
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ou seja,

(1—Lg) J(y, p) = LgS(y, p) + Lo B(p) (2.29)

A equacdo (2.29) pode ser resolvida desde que o operador (1 — L) possa ser invertido.

Sabemos que se a norma de L, for menor que 1, entdo (1 — Lg)’1 existe. Por isso fazemos as

estimativas de L, em C° ([0, L], L>°[—1,1]). Observe que |L,| < |A| + |B|, onde

A

com

_MNEZ-w

HQHCOWma$ ! 1 prLe n v —AI(STL) LTL)
22/ L / Po€ # e » ds
2 0 7 o 0

IN

o Jy
1 _A/(LTw / ’ ’ ’
_ HQHCOUJmaw 1 pLe " K —azL 1 2L 2L
= > b |3 TmE oy a\Te T T ldpee e
— popLe *

AlL—yY) A2 AL AL
1 ! ) N (L—y)
= HQHCO(’Jmaz/ — + [ —e u,y 11 d,LL/
2Al O 7

1 —popre *
1 _XM@ELoy) _ ALy _AN@Loy) _N(@L—y)
_ HqHCmeaw 1 —pPopLe “ ~+ poe " + popre s —€ =
Y U R
0 1 —popre *
_A'(Ll—y) n _>\,(3Llfy)
—¢ . pPopLe »
+ _2)L d,U//
1—popre +
_ M-y A (2L—y)
_ HQHCOWmaac ||q||CUWmaac ! (ﬂo - 1)6 w4 PO(pL - 1)6 ! W
- o v ) mEY s
— popre *
|lg[|cow
= o (2.30)
A (L—y) AN (2L—y)
lallcowmas [ | (L= po)e™ # +po(l—prle”
fa = o max T dy/ (2.31)
0 1 —popre +
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[§]
1 “XMup ,
q||coWma: 1 e # A (s—2L) Al
|B| S H || 5 mar/ _Mp - / <pL€ I +e w )dS
O | 1—popre * H 0
1 (Y Ne=w
+—/ e m”ds} dy
/
K Jo
)\/
_ HQHCOWmax ! 1 poe ma u _Ar AL _afaL )
B 2 o |1 IS +
— popLe *

1 Ay _ AL AL
a2z Poc W\ pre » o —e

1 1
_ lallvirmer ( [l [ ;
0 O L1—popre
-1 _ Xy ,
) () )

HQHC’meaw ( /1
= Mdletmas (4 [y

_ AN (+L) _A(+LD) _ A (y+2L) _ Ay _ Ay _ A (y+2L)
popre # —pre #  —popre ' +pre » —e ¥ 4popre ¥
1— popre” n
_MN(y+L) _ Ny
_ llq]|cowmaz llq]lcowmaa ! (po — 1)pre W4 (pp — 1)e” W du’
Y 2N mET a
0 ]_ — pOpLe “w
_ |lgl|cowmaa _f
22X\ ’
com
A (y+L) Ay
_dlloowmar [ | (L= po)pre” " + (1 —pp)e |
fo = HHES L dy. (2.33)
0 1 —popre +
Portanto, pela condicao (2.3),
ql|cow . q||cow
Loallen < 141+ 18] < Jlevsmer g,y gy < Mallevsmer <y (a0

Observe que se 0 < p < 1, inf(fa + f5) > 0 e portanto vale a desigualdade estrita:

|lgl|cowmaa

et < lgllco- (2:35)

1 Lgdllco <

A representacgio (2.5) é justificada quando definimos S, and S, da forma
Sy:=(1—Ly) "Ly, and S,:=(1—L,) "L (2.36)

e usamos a representagio (2.29). Observe que S, e S, sao operadores em C°([0, L], L>°[-1,1]),

como queriamos demonstrar. O

Agora nés vamos garantir a existéncia de solu¢des nos espacos C“ por dois motivos:

a estimativa obtida aqui para ||Lg||ce € usada para garantir a estimativa do erro de truncamento

/

dp

(2.32)
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na secao 2.4 e também para provar a existéncia de solucoes para o problema acoplado no capitulo

3.

Lema 2.2. Se B(u) € integrdvel e a condi¢ao (2.3) é satisfeita, entdo o problema (2.1a)-(2.1c)
admite a representagao (2.5), com Sy e Sy operadores em C*([0, L], L>°[—1,1]).

Demonstragio. A representagio 2.5 ja foi obtida no Lema 2.1, com S, e Sj, operadores em C° ([0, L], L>=[—1, 1]).
Basta provar que S, e Sy sdo operadores em C® ([0, L], L>°[—1,1]) (espago induzido pela norma

dada no apéndice A.1) e concluimos a demonstracio. Para isso, consideremos a estimativa:

[(Le@)(y, 1) = (Lgq) (w, )] <

_ M-y _MN(L—=)
1lpple # —e ¥

) L , M (s+D) , N (s=L) ,
/ poq(s,—p' e w +q(s,pu)e # ) ds|dp
0

Wma,:c/
2 Jo W (1 - popLe_zi’L)
L A (s—y) 1 L A (s—=z)
7/ a(s,—p)e” ds—*// qs,—p')e” #ds
Y 1% x

Wmax /1
2 o M

( Ny _A’x)

1|pofe » —e ¥ L /

w A(s—2L) _Als

+ 2‘””/ “oL / (Q(s,u’)pLe (s, —p)e “’>d8 dy’
0y (1 — popre ) 0

1 T
Wmax 1 /y , N (s—y) 1 , A (s—x)
—_— — | q(s,p)e” # ds— —/ q(s,u')e” #ds
2 /0 1 Jo wJo

= D+E+F+G. (2.37)

dy’

dy’

As estimativas de D, E, F e G sao obtidas a partir de manipulagoes elementares e do Lema A.4

do Apéndice A.2.

_ M-y _M(L—=)

tlpe e # —e W

D _ wmaz

2 / —2t

0 1% (1—popLe E )
_ M-y _MN(L—=)
1|pele #  —e ¥ ,
< WmaachHCO [l
2 0

H _/\/# 1 _)\lilL )\//L d/
(1 “aL N\ Tpoe +1l+pe v —e H
I ( — popre )

) L , _ M (s+L) , A (s—L) ,
/ q(s,—p)poe” —# +q(s,p)e # ) ds|du
0
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_ AN (L-y) N (L—=) Ior N vz
w HQHCO LPL ¢ " —€ » —po€ W41+ pPo€ w o —e W
max
- 2N / 2ML dﬂl
’ 1—popre *
_>J(L7y) Y (L z) Y L
1| e ' oL — popre 4 (po—1)pre #
c nadiler [ .
a 2\ 0 o7z
1 —popre =
( ECA) ¥ (L ,)) < A,QL)
€ l — popre
< Wmazllgllco /1 »
2 0 1 —popre s
Wimaz|lg]lco /1 ( _M(L—y) A’(Lz)) ’
S — Y, e n’ —e Wl dll/
2\ 0
Winaz |z — y|*
< = Clldllee, 05

supondo, sem perda de generalidade, y > z.

L—y
/o

1
,7
1
;7

Ny 1 [
wdr — —

K Jo

g(r -+, —p)e” 7 dr|dy!

L—x o 1 L—y "
/ T+ya —H )eiui’dr+f/ q(T+I7—M/)677dT
0

I
1 L—x e
- E/ q(r+x,—p')e” W dr
0

L—z

dy’

w P 1 1 L—z A
< mw/ ﬁ/ lg(r +y, =) — q(r + =, —p/) | e " dr
2 o |M Jo
1 [k N _aly ,
i lq(r + 2, —p)|e” " dr| dp
1% L—x
1 I
w _ Al 1 Y Ay
< e N et - el e Fars L [ e Far an
0 W JL—z
! , ! !/ ’ ’
Wmax _A(L-a) llg]|co ML) M@=y
- 7/0 |: / CO‘ |y*$| )\/ <]- L )+IJ/X e n —e w dﬂl
1 , 1 , ,
w _N@ow) N@—s) ALy
= e (gfgaly—al” [ (1=e W ) +llallon [ (€7 —em )y
2A 0 ;
w
< v (alea by = 21" + llalles O (L — ) = (L = 0)]")
wmaw‘m_y‘a

2N

(La]ca + Cllgllco) -

(2.39)
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_ Ny _ M
pole #» —e #

W (1 — popLe *

Wiaz|qlco /1
2 0
A4

_ Xy _Na -\'L —22'L
1pole W o —e W (pp — Ve # +1—pre #
cuasller | »
0

/ u
! _2)'L
2)\ 1—popre
,ﬂ _ Xz _oNL
wmazllgllco [ e W e po — popre
max ,
2A/ / —20L d/},
0 1 — popre” #
wmaqu”CU /1 ( _ Ny _/\/.7:) ,
= [ (e —e T ) dp
A
w Yy—x @
el =7 g, o

2N

supondo, sem perda de generalidade, y < x.

IN

IN

IN

du’

1 Y N Al 1 [ S Alr
T/ qly —rp)e dT—*,/ gz —r,p)e W dr
0 w Jo

Yy ’

Alr

_Ar 1 _ Al
T/ qly —r, 1 )e G dr— = [ qlz—r,p)e” 7 dr
K Jo
1 [ _r
77// qlz —r,p)e W dr
1 7
wmaa: _ar Ay
/ { /Iq y—rp)—qle—rp)en dr+*/ gla —r ) dr}
0

1
wma@ —, 1 ,T
[ [ et e dr+f,/ lallcoe™ ar) au

0 M Sy

“’mw/1 qJC“‘%’ x| 1_6—% ||QHCOM —aE Ay i
0 N w

wma(lj ! —L _J _& /

s (lalen =l [ (1675 )du+|Q||CO/ ( e ) aw)
0

dy’

wmaﬂ:

4 (1g] ey — 21 + oo Cle — 31°)

Wmaz |T — Y

wmar [PV (9]0 + Cllglien). (2.41)

A existéncia da constante C' nas estimativas acima é garantida pelo lema A .4.
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Segue-se que

[(Le@) (s 1) = (Lyg) (z, )|

l|Lgqllce = wWmazChsup oy — 2] +[(Lgq) ()| co
wmaff
< (C1 1g) ga +2C1Cllgl|co + llgllco)
wnLam(chc + ]-) Cl
< 0
< P (G e+l
Wimaz(2C1C + 1
< @meCACHD (6, gl + lallen)
Wmaz(2C1C + 1
= EmaePACE D (2.42)
Tomando C7 < 2037 temos
(20,0 +1
Ly llge < $meaPOCH+D (2.43)

)\/
e o operador (1— L) é inversivel em C* ([0, L], L>°[—1, 1]). Portanto a representagdo (2.5) é valida

pela equacdo (2.29) e toma a seguinte forma quando invertemos (1 — Lg):
J,pm) = (1= L)~ (LgS(y, p) + LuB(p)) = SyS(y, 1) + Sy B(1) (2.44)

com S, e Sy, definidos na expressdo (2.36). Para concluir a demonstracdo, basta mostrar que Ly é

um operador em C* ([0, L], L>°[—1, 1]). Para isso fazemos a seguinte estimativa:

(Lo B)(y) = (LyB)()]

Wmaw /1 e~ ,OL (1 —po)Bo(p') + (1 — pr)Br(—p') e xCre !
0 - popre” »
wmam /1 6_ “ PO 1 - PL)BL( )+ (1 _ pO)BO(:U’/) ’e—t:,y _ 6_% d/J//
0 1= popre” w
Cdmam /1 BO +BL( ) e—A,<i/7y) _ _A/(ifm) d /
2 0 1 e 20 L H
1
—|— B _ Al _ Mg
wmax /O — 2)\/LO( ) e u’y e A“, d//
Winaz , , 1 AN (L-y) M (L—a) , 1 Ny M
S K1(Bo(p') + Br(—p')) e o —e W ldp+ e v —e W
0 0

< I R (By() + Bu—)) (2 (L — ) — (L= )] + K ly — ")

< Winaz K (Bo(p') + B (=) |y — x|*, K constante.

A existéncia das constante K5 e K3 sdo garantidas pelo Lema A.4. Assim, LB € C* ([0, L], L>°[—
e portanto Sy e S, estdo em C* ([0, L], L>[—1,1]).

Observe que a teoria de existéncia ndo depende da condi¢do (2.2), mas é valida para

nicleos w gerais. O
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2.2 Metodologia para obter Solucao Numérica

Para resolver numericamente o problema (2.1a)-(2.1c), definimos os momentos J;(y)

por:
M) =5 / Ry (2.46)

Usando (2.4) e (2.2), a funcdo incognita J(y, 1) € escrita como

M
Ty, 1) = Bidi(y) Pi(p) (2.47)

=0

Nos usamos o fato que I(y, u) = Lt (J(y, ) + S(y)) + Lj B e (2.47) para obter o seguinte:

1

1
W) = 5[ R

1 1
du+7/ Py(u)Ly Bdp
2 2/,

M
Z BrJi(y) Pe(p) + S(y)
k=0

1 M 1 ) 1 1 . ) L
= 32 [ e sawnwiac g [ ey [ Aezsa

M
= Y BEFI(y) + KOS (y) + KB (2.48)
k=0

onde os operadores KL : C°[0, L] — C°[0, L] e K} : (L>[0,1] x L>[-1,0]) — C°[0, L] sdo dados

por
Lk 1 !

Kifat) = 5 [ RULE ) P do (2.49)

Kip = 5[ R)Li By (2.50)

Observe que aqui, por simplicidade, a fonte S = S(y) e os termos de fronteira B = (By, Br,) nao

dependem de p.

A expressdo (2.48) tomada para l =0,..., M representa o sistema:
1= BoK%0 KO o By KON Jo(y) KJ°S(y) + KB
—BoKy?  1-piKyt o —BukpM J1(y) Kg°S(y) + K, B
—BoK,)0 A K 1= B KM Iu(y) Ky'°8(y) + K)'B

(2.51)
O problema (2.51) é um sistema que pretendemos resolver numericamente discretizando cada ope-
rador integral envolvido. Portanto, se cada operador for truncado como uma matriz real N x N,

o problema (2.51) pode ser resolvido como um sistema linear real de ordem (M + 1)N.

Observagao 2.1 (O caso isotropico). Quando w(p, ') = w = By € uma constante, o sistema

(2.51) € de ordem N, sendo M = 1. Neste caso, a expressao (2.34) leva a sequinte estimativa

_ 0,0 W .
Lol = BollK3 v < (55 = i (fa+ fo)) <1. (2.52)
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Esse é o caso da equagdo do transporte no problema acoplado condutivo-radiativo, onde w(p, p') =

o’ é constante, que serd tratado mos capitulos 3 e 4.

Observagao 2.2 (Criticalidade). A inversa (1 — L,)~! pode existir mesmo no caso em que (2.3)
ndo € satisfeita. As estimativas (2.34) e (2.52) mostram que esse pode ser o caso, visto que fa >0
e fg > 0. Um cdlculo interessante que pode ser feito no caso w = By constante, € do valor critico
de w (maior valor de w tal que a inversa ainda possa ser calculada, dado N fizo). Observe que se
wl|K°|| <1, entdo vale a representagio

(1- ngo)—1 = Zkagok.
k=0

O teorema de Cauchy-Hadamard aplicado a essa representacdo nos dd a sequinte estimativa:
. k
wr(K2%) = limsup [ K2 |4 < W KPlco < 1 (2.53)
k—o0

onde r(K)°) € o raio espectral de K\°. Portanto, o valor critico é w = 1/r(KJ°). O cdlculo da
criticalidade é um problema cldssico em teoria de transporte de neutrons e pode ser usado como

benchmark para métodos numéricos aplicados a equacdo de transporte.

2.2.1 Momentos de ordem p

Uma quantidade importante em teoria de transporte sao os momentos de ordem p,

dados por )
K (y) :=/ PP I(y, p)dp,

-1

para cada p. Uma vez conhecido J;(y), calculamos KP(y) da forma:

1 1
KP(y) = /MPLZ du+/ pP LY Bdp (2.54)
-1

-1

M
> Bedi(y) Pe(p) + S(y)
k=0

M 1 1 1

= > [ wrpsnwnldns [ wrpsede [ psia
k=0 —1 —1 —1

M

> BHEPTe(y) + HYPS(y) + HY B,

k=0
onde
1
ey = [ wr e e (2.55)
—1
1
H} = /lupLg‘du (2.56)

Observe que os dois primeiros momentos sio dados por K°(y) = 2Jo(y) e K (y) = 2J1(y).
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2.3 Discretizagio dos operadores K", K|

O método de discretizagao consiste em aproximar os operadores K f]’k, K é por matrizes,
projetando-os em espaco de dimensao finita. Para esse propésito, comecamos considerando a

representacao integral do operador K é’k:

L
(K5%0) (v) =/ K" (s,y)q(s)ds, (2.57)
0
onde
1 1 P( ) _ M-y A (s+L) A (s— L)
A pLe M M (st .
Kl,k(say) = 5/ L L (Pk(—/,(,)poe " —|—Pk(u)e m )
0 |1—popre” " "
L D(=Si(s —y) p) P (=Si(s —y) 1) e”i“] du
u

Xy
1 (! P(u poe” # A (s—2L) als
5/0 () o p Pe(ppre 7 + Pr(—p)e” # | | duf2.58)

I —popre =

+

onde Si(z) é a funcao sinal de z,

) 1 x>0
Si(z) = L oeeo (2.59)
-1 =z

Definimos uma malha {s; }35{”‘1, com s; = (j—1)hse hs = % e aproximamos a funcao
continua ¢ por uma ¢ linear por partes:

L](Sj+1) - Q(Sj)

A Sj S S S Sj41- (260)

q(s) = q(s;) + (s — 55)

Também, definimos o operador interpolagio Iy : CY[0, L] — C$[0, L] que mapeia g(s) em ¢(s). A
imagem de Iy em C°[0,L] é o espago N + 1-dimensional de elementos finitos, que serd denotado
C%([0,L]). Como Iy converge para a identidade, isto é, Iyqg — ¢ para cada ¢ € C°([0,L]), &
natural aproximamos K% por K,»V := Iy KL*Iy. Devido ao isomorfismo ¢y entre C{([0, L]))

e RV dado por

pn :ON(0,1])) = RYH

T
qly) «— [q(sl) ... q(sy) q(sN_H)} : (2.61)

aproximamos K _f]’k pela matriz

N+1
W = o KRN ol = o I Iyt = (wl)

(2.62)

ij=1"



Lk
onde as entradas w;’

1,k
Kg (INQ)
onde
Lk
1
W
J
Lk
WN1
ou seja,

19

séo calculadas usando a representacao integral (2.57) de K _f)’k , COmo segue:

L
[ K
0
N Sj+1
= Z/ K (s,)q(s)ds
=175
Sj+1
- Z/ K"k (s,y) ( (sg)+(s—sj)q(sj+131 als; )>ds
S
N v N ,
S Sj+1 q(s; Sj+1
= Zq(sj) (1 + h]) / KUk (s,y)ds — Z (h]) / sKY*(s,1)ds
= s s j:1 S 5j
N a(s;41) Sjt1 (S;41 i1
- Z (gé)/ K (s,y)ds + Z ] / sKY*(s,y)ds
j=1 s Sj = Sj
S 5j Tk Tk
= Zq(sj) 1+ 7 K""(s,y)ds — — sK"%(s,y)ds
j=1 s Sj
N . 554 Sj+1
+ Y dlsie) l_fzj/ Klksyds-f'*/ Klksy)d]
=1 5%
- Sj Lk L[+ ok
= Zq(sj) 1+ e K" (s,y)ds — 7 sK""(s,y)ds
j:1 S Sj S 5j
N1 5 s; 1 %
+ Z q(s;) [— Jh_l/ KV (s,y)ds + /7/ sKl’k(s,y)ds]
j=2 S Jsj-1 S Jsi-1
N+1
= > wwalsy),
j=1
51 R L™
= ([1+— K*"(s,y)ds — — sK""(s,y)ds
hS S1 hs S1
. Sj+1 1 [Si+t
= (1 + Sj) / KYF(s,y)ds — —/ sKVF (s, y)ds
hs) ., hs .,
s 1[5
— S;L ! / KY*(s,y)ds + 7 sKY*(s,y)ds se2<j<N
S Sj—1 S Jsj—1
SN+1 1 SN+1
= 5N KV (s, y)ds + —/ sKF(s,y)ds
he Jsy hs Joy
Lk * L[
wy® = / Kl’k(s,y)ds—h—/ sKl’k(s,y)ds
Lk sy 1,k 1 e 1,k
wht = / KM sds = o [ 6= )R s s
1
+ h—/ (s —s;_1)K"*(s,y)ds se2<j<N (2.63)
S 91 1
1 SN+1
wﬁ\,kﬂ = hi/ (s — sn) K% (s,y)ds
S SN



20

Portanto,

enINK InG(y) = onINnKFIvey'q
N1
= @NINZIU;’]C(?J)‘I(SJ‘)
=1

N+1

= Z wi*(s:)q(s;)

N+1
Lk
=: Wi a(s;),
j=1

onde

a=[als1) a2 - alowsr) |

O operador Kll)’N = InK}In pode ser obtido diretamente de (2.27) e é associado &

. N+1,2 _
matriz (N +1) x 2, V! := (Uéj)izl,jzl = onLY ot
1 IP( ) _ M (@L—y;) (1 )+P( ) _M(l )
(—pe” 7 pr(1—po) + P(we” # (1= po
vy = 5/ e dp, (2.64)
0 L —popre »
L RGeS o= pn) + Pe” " (1= )
\p)e #oo poll = pL i\—pre " — PL
Vg = 5/ o dy, (2.65)
0 1 —popre  +

2.3.1 Discussio sobre o calculo dos coeficientes de WhHE

Observe que o nicleo KY*(s,y) e sK'F(s,y) podem ser integrado analiticamente com

respeito a s. Além disso, como K (s,y) pode ser decomposto na forma

1 1
KU(s,y) = / P~ ) Pe(—pmholy — s + L p)dp + / Pu(y) Pu(p)ho(s — y -+ L )
0 0
1 1
+ / Pi(—p)Pe(p)prhi(s +y, p)du + / Pi(1) Pe(—p)pohi(—y — s + 2L, pu)dp
0 0
1
+ Pi(=Si(s — y) u)Pe(=Si(s —y) p)ha(|s — yl, p)dp. (2.66)
0
onde
A (z—3L)
hola,p) = popL < 2‘ ., 0<z<2L (2.67)
1—popre + H
A (z—2L)
1 e n
hi(z,p) = 3 , 0<z<2L (2.68)
L —popre 2p
7)\'1,
holz, ) = 62/; 0<z<L (2.69)

o numero de integrais definidas a serem calculadas para completar o calculo dos coeficientes de

W crescem na ordem de N. Para explicitar esse fato, combinamos os coeficiente da matriz W
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(2.63) com a expressao (2.66), que resulta em um longa soma de integrais duplas. Para simplificar,

omitimos os indices k e [, usando a seguinte notacao

fo (@, 1) = P(—p) Pe(=p)ho(x, 1), fof (2, 1) = Pi(p) Pe(p)ho(, )
f1 (z, 1) = P(—p) Pe(p)prha(z, p), fi (@, 1) = Pi(p) Pi(—p) poha(z, 1) (2.70)
fo (@) = P(—p) Pe(—p)ho(z, 1), ff (@, ) = Pi(p) Pr(p)ha(z, 1)

e obtemos as parcelas da soma:

Sj+1 1 (N+7, J)h
[ s s Lowduas = / / 1 (o, ) dadp
S5 0 N+i—j— 1

// x,udxdu, k=N+i—j
1)h

sy 1 (N+i—j)h
/ (s—sj)/ fif(si — s+ L, p)duds / / (si — 2+ L — 8;) fif (2, p)dxdp
s 0

S N+i—j— l)hQ

// (khs — 2) f& (@, p)dxdy, k= N4i—j
—1)h,

Sj41 1 (N+j—i4+1)h,
/ / f5(s = si + L, p)duds / / [ (x, p)dadp
Sj 0 +] i)hs

// fosc,udxd,u, k=N+j—i+1
—1)hs

Sj+1 1 N+] ZJrl
[ e [ gt st Lduds = / / o+ 51— L— ;) [ (@, p)dadp
Sj 0

+J i)hs

// (x — (k= Dho) fif (z, p)dedp, k=N+j—i+1
1)h

/ / (khy — 2) fE (2, ) dadp,
1)h

+ h// mudmdu, k=N+j—i+1
—1)hs

sj+1 L (j+i—=1)h
[ ] s simduds / / -
Sj 0 (J-‘r’L 2)hs

= // (e, pydedp, k=j+i-1
1)h

Sj+1 1 j+’L 1
/ (s — Sj)/ fi (s + i, p)dpds - = / /( (j + i — 2)hs) fi" (2, p)dwdp
s 0 J

j +1— 2)}1

= // (z — (k= Dho) fi (2, p)dwdp, k=j+i—1
0 1)h

- / / (khy — 2) f (@, 1) dady
1)h

+ h// f1 (z,p)dxdp, k=j+i—1
—1)hs



/ /Olfﬁ
/:“wsj)/olff(

[f

[ e [0

|s — 54|, p)duds

- Si|7 M)dﬂds

22

—8; — s+ 2L, u)duds = /

—s; — s+ 2L, p)duds = /

(2N—i—j+2)h
/2N i—j+1)hs
// J;,udxd,u, k=2N—i—j+2

1m

(2N—i—j+2)h
/2N i—j+1)hs

i (2, p)dadys

(2N —j —i+2)hs — ) fit (x, p)dxdp

= /‘/ (khs — @) fi (@, p)dadp, k=2N —i—j+2
—1)h,

/ /J i+1)h
(j—1i)hs

[,
(G—i)hs

A
A

£ (al, p)dadp

/ /] i+1)h

(G—)hs

L1
(i—j—1)hs

// 5 (zyp)dedp, k=j—i+1, k>1
—1)h,

+1)h

i z+1)h

i)hs

i—j)hs

j—1)h

// J (@, p)dadp, k=i—j, k>1
~1)h,

+ (i = §)hs) f5 (||, p)dadps

j—i>0
+ (i — j)hs) f5 (z, p)ddy,

i—j>1
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/ / o F = DRIS @z

k=j—i+1, k>1
1 khg
[ [ otk @ndoda,
0 Jk—1)h,

k=i—j, k>1

/ / (2 — (k — 1)ha) f3 (2, p)dadp,

= khs
/ / (z = (k = V)hs) f3 (2, p)daxdp

+h// xu)dmdu,kfz—],k‘>1
k—1)h

A lista de integrais dada acima nos estimula as defini¢oes dos seguintes vetores:

Xt = / / (z,p)dxdp, 1< k<2N (2.71a)
GYE = / / (khs — o) (z, p)dedp, 1<k <2N (2.71b)
FE = / / f1 x,p)dedp, 1<k <2N (2.71¢)
GE = / / (khs — x)fE(x, p)dzdpy, 1<k<2N (2.71d)
F2E = / / (z,p)dxdy, 1<k<N (2.71e)
Gt = / / (x — (k — Vhy) f3 (z, p)dadpu, 1<k<N (2.71f)

Portanto, os coeficientes da matriz W dados em (2.63) é calculado, para 1 <7 < N + 1, por

1
Lk _ 0— 0— 0+ 1— 1+
wy = Fyiiq— ™ G N+i-1 T3 GN4+2+}TG¢ + Fon—it1
S S
- 7GéN i+ FA - 7gi21
Lk 0— 0— 0— 0+ 0+ 0+
wij - FN—H -5 h GN—H j h G N—+i— j+l+ h GN+3 i+1 h GN+j —1 FN—Q—] i
1— 1— 1+ 1+ 1+
=+ G_]-i—z 1 G Jt+i— 2+F+z 2+F2N —j— i+2 GQN —j— 1+2+ G2N—j—i+3
S
+ —gfjJr Q” 15 2<j<N
X 1
L,k _ 0— 0+ 0+ 1— 1—
sz—i—l - hiGz _h7G2N+1—i+F2N+1 z_ G N+i— 1+FN+1 1
S S
1 a4 1,
+ hisGNf”Q + EQN’j (2.72)
onde
F*. |, se i<j
F=4 i = <N, 1<i<N+, (2.73)
F2t se 1> 7.
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G*~..., se 1<j

gz = Tt = 1<j<N, 1<i<N41. (2.74)
—foj + hsFiij, se 1> 7.

Cada um dos vetores (2.71a)-(2.71f) pode ser integrado em x analiticamente, eles

podem ser escrito na forma:

FE = / (kh, p)dp — / , ) dp, 1<k<2N (2.75a)
Gy = / 96" (khe, p)dps */ 96 (k= Vhg,p)dp, 1<k <2N (2.75b)
0 0
1 1
s = / S5 (khs, p)dp —/ fE((k = Dhg, p)dp, 1<k <2N (2.75c¢)
0 0
1 1
GF = / g1= (khs, p)dp —/ g7 ((k = Dhg, p)dp, 1<k <2N (2.75d)
0 0
FE = / £ (khs, p)dp — / — Dhg, p)dp, 1<k<N (2.75¢)
Gyt = / 5% (khs, p)dp — / g5 ((k = Vhg,p)dp,  1<k<N (2.751)
0 0

onde as funcdo fi=, git, foF, 915, f4F e g5t sdo obtidas de (2.67)-(2.69):

A (z—3L)
Py(£p)Pe(£p) popre »
() = () sz OLQX ,  0<z<2L (2.762)
1 —popre =
Py(£p)Pe(£p) popr(khs N — Nz + p) 2-31)
g = 2 52 0oL S JMERER < <or (2.76D)
1—popre =
p Pt A (z—2L)
{i(x’u) _ 11(?#) kfzfﬁ PL,erX 7 0<az<2l (2.76¢)
— popLe *
-+ PuF1) Po(p) pro(khsN — Ny +p) Vean
g1 (z,p) = L N m, 0<az<2L (2.76d)
1—popre
Mo
P(tp)Pe(£tp)e =
) = — (En) ’;(X“)e ., 0<az<L (2.76¢)
Py () Pe(Ep) (Y khoX + heN) _ae
Gy = —DERPER g;“ FhX) v g<e<n (260)

O fato de realizar a integracao na variavel x ajuda a controlar a singularidade em u. Observe que o

1 ‘s
termo ; desaparece na simplificacdo com o termo p vindo da integracao de e % em z. A solucao
do sistema,

L= BWo0  —fWot e =By WM Jo(y) We0S(y) + VOB
_BOWLO 1— BlWl’l . _BI\/IWLJW Jl (y) Wl,Os(y) + VlB
_ﬁowl\/l,o _ﬁlwl\Ll L. 1— 5Mwl\4,M JM(y) W]W,Os(y) + V]WB

(2.77)

fornece os vetores Ji(y), 1 <1 < M, calculados nos pontos da malha.
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As expressoes (2.75) deixam claro que o célculo dos coeficientes de W é da ordem de
N. O calculo de V também é da ordem de N, como pode ser observado diretamente de (2.27). O
conjunto de equagoes (2.72), (2.73), (2.74), (2.75), (2.76)e (2.77) constituem um algoritmo enxuto
do método GFDy.

Observe que o método numérico nao exige que (2.2) seja satisfeita. Basta que o nicleo

possa ser decomposto na forma

M
wip, i) = Bifiwa (i), (2.78)
=1

sendo f; e g; fungbes continuas. A escolha dos polindmios de Legendre foi feita por razoes fisicas,

tendo em vista que os dngulos de incidéncia e de reflexao sao simétricos.

2.4 Erro de Truncamento para o método GF Dy

A estimativa de erro é feita sob as hipdteses do Lema 2.2, ou seja, w(pt) < Wimaz < 1.

Comecgamos com um lema que inclui varias estimativas uteis:

Lema 2.3. Seja 0 < a <1 eqe C*([0,L], L>®[-1,1]), entdo

Ixdlee < lllce (2.79)
Ixa—gleo < 34 lalce (2.79b)
oy~ L)ileo < ShIE o LlE" (2.79)
1o In)" — (L) )allen < %h lall g nll Lol (2.794)

> > «
;L{}“q—;ugm)?’“q < 3||q2\|g:hs (1_LT&CQT|)2- (2.79)

Co

Demonstragio. A prova da estimativa (2.79a) obtém-se das desigualdades

q ) —q z,
Undloe = sup supsup la(y, 1) qi )|
—-1<p<l = y>=w ly — x|

‘(j(sjhu“) - q(xvuﬂ

< sup sup , paraalgum 0<j <N +1

—1<p<l @ |sj — x|
<  sup as5,1) = Q(Siaﬂ)|7 para algum 0 <i < N +1
—1<p<1 |sj — si|*

— sw la(sj, 1) — q(s4, 1)
—1<p<1 |sj — 84|

< sp s la(y, 1) — qlz, )|
1<p<1 0<a<y<L ly — x|®

= lq| Co
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IIngllco = sup supq(y,pu)

—1<p<l y

< sup §(si, ), paraalgum 0<i< N +1
—1<p<1

= sup q(si,p)
—1<p<1

< sup supq(y,n)
—1<p<l vy

= allco -

Para provar (2.79b), tomamos y € (0, L) e s; tal que [y—s;| < . Sabemos que existe 1 < j < N+1

talque i —j|=1ei<y<jouj<y<i. Supomos sem perda de generalidade j > i, entdo

1G(y, 1) — (i, )]

(55 = 9)q(si, 1) + (y = si)q(s, 1) — hsq(sis 1) ‘

hs
- Be q(si, ) + B q(sy, 1) — hsq(si, )
< T
hg |a(sj, p) —a(si, 1)
-2 (55— si)
hy
< o LQJ Co

Por defini¢ao,
lq(y, 1) — q(sis )| < g ga [y — 53]

Portanto,

la(y, ) —q(y, W < la(y, w) — q(sis )| + 14(si, 1) — G(y, p)|

he ho\®
< D LQJca + Lchu (2)
. 11
< hg MJC&(2*2Q>
3 [0
< ghs la] o -

A prova de (2.79¢) obtém-se usando (2.79b)

I(LgIn = Lg)allco = [I(Lg(In —1))gllco
I LgllcollIng — qllco

3 (03
IZgllen 5hE La) e

IN

IN

lgllc=
c

3 «
SRl Lgllon
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Provamos a desigualdade (2.79d) usando (2.79c¢),

H[LgIN(LgIN)n_l - Lg(Lg)n_l]QHCO
[Lg(In — 1)(L IN)"Yqlloo + [|Lg[(LgIn)" ™t = (Lg)™ allco

1Zgllco 5 (LI e ldll e + 1 Zglloo Bny
20

En = [[((LgIn)" = (Lg)")dllco

IN

IN

Disso e da desigualdade (2.79a), temos:

E, < 20 So e ||q||CaZHL o 1(ZgIn) Il

i=1

3 [e3 = n
Ths lall- Z 1Ll

IA

— 52 lallga L, e

A egtimativa (2.79e) vem direto de (2.79d):

POLAED D270t I DO AR R T
=0 i=0 oo j=0 oo
3l b &
< SHEEE Y G+ DL
=0

3allca b Lyllon
20, (- Lylo)?

IN

O

Teorema 2.1. O erro de truncamento ||L)Yq — Lyq||co tem ordem h$. Ademais, o erro de trun-

camento ||(1— LY) ™'LY q— Syqllco também tem ordem h.

Demonstragio. Para a primeira estimativa, observe que

ILg'q = Lalloe = | InLgIng — Lygllco
< |InLgIng — LgIngllco + | LgIng — Lgqllco
3h(’ Shfj
< 50, IEslleellalies
Para a segunda, note que

(1- L;V)ilLév = Z(Lév)jJrlq € (1- Lg)ing = Z(Lg)j+l%
j=0 j=0
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assim,
S ELYY g = (Ly) T = D (UnLgIn) g — (LeIy)q)
§=0 §=0 oo §=0 oo
+ Z L oIN J+1q_(L )]+1q)
=0 co
= A+ B
A estimativa para B é dada pelo Lema 2.3. Para estimar A, fazemos
=D (INLyIn)y g — (LeIy) ) = X (ﬂ“ - )(LgIN)j'Hq
Jj=0 o Jj=0 co
= IS - iy
j=0 co
Pela estimativa (2.79¢) nos temos
3h2 3h“ =
A< Z Ylglles < alle!
e e
— 2011 Lygllee

2.5 Resultados Numeéricos para o Transporte

2.5.1 Validagao do método

Os resultados numéricos encontrados na literatura sdo para w e p constante. Usamos
esses resultados para validar o esquema numérico GF Dy. Primeiro, comparamos a nossa solucao
com os resultados obtidos por Vargas [31], que usou o método LTSy com N = 300. A comparagio
ponto a ponto é dado nas Tabelas 2.1 e 2.2. As integrais envolvidas em (2.75) foram obtidas por
um método de quadratura adaptativa com uma tolerdncia de 107'2. Observe na Tabela 2.2 que
temos um bom resultado se comparamos com a solucao exata, melhores que os obtidos por Vargas

[31] usando o método LT S300.

Também calculamos 0 méximo de w quando X' = 1 para que a equacio de transporte
tenha solucao finita (criticalidade). Esse valor é obtido do raio espectral do operador KSO, que
é estimado do raio espectral da matriz W (ver observagdo 2.2). Nas Tabelas 2.3, 2.4, 2.5 e 2.6
comparamos nossos resultados com os de Naz [20] e Atalay [1]. Os resultados desses artigos foram
obtidos por duas diferentes técnicas: solucao da equacgao integral do transporte com subtracao de

singularidade e a técnica das autofungoes singulares.
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A figura (2.1) mostra resultados para Z para varios valores de w quando X' = 1. Aqui

podemos observar a existéncia de solucao para o problema supercritico (w > \). Experimentos

numéricos com o método GF Dy mostram que o erro de arredondamento € irrelevante frente ao

erro de truncamento.

y LTS3 N=100 N =200 N =400 N =800 N =1600
0.0 0.335952 0.335875 0.335928 0.335942 0.335946  0.335947
0.05 0.398459 0.398382 0.398441 0.398456  0.39846  0.398461
0.1 0.452925 0.452842 0.452905 0.452921 0.452925 0.452926
0.15 0.502992 0.502904 0.502971 0.502988 0.502992  0.502994
0.2 0.548165 0.548071 0.548142 0.54816 0.548165  0.548166
0.25 0.587762 0.587629 0.587702 0.587721 0.587726  0.587727
0.3 0.621014 0.620913 0.620989 0.621009 0.621014 0.621015
0.35 0.647477 0.647373 0.647452 0.647471 0.647477  0.647478
0.4 0.666684 0.666579 0.666659 0.666679 0.666684  0.666685
0.45 0.678336 0.678224 0.678305 0.678325 0.67833  0.678332
0.5 0.682233 0.682126 0.682207 0.682228 0.682233  0.682234

Tabela 2.1: Comparacao entre os valores calculados para f_ll I(y, p)dp quando N = w = 1.0, o

termo fonte & S(y) = —y* + ¥, a condicio de fronteira é By = By =0 e p = 0 com o0s
resultados publicados por Vargas [31].

2.5.2 Validagao via métodos espectrais

O desenvolvimento de métodos espectrais para equagdo diferenciais estd bem desen-

volvido na literatura. Aqui fazemos uma breve discussao sobre a discretizacdo, sendo que maiores

detalhes podem ser vistos em [9] e [14]. O objetivo é de comparar os resultados do método GF Dy

com o0s obtidos por métodos espectrais.

Com esse proposito, fazemos uma projecdo dos operadores em subespacos de ele-

mentos finitos pelo método de minimos quadrados. Visamos aproximar os operadores Kgo e

Kg por operadores em espacgos de dimensdo finita usando projetores em Ls. Em geral, pode-

y Exata LTS3 N =200 N =400 N =800 N =1600
0.0 0.516842 0.516841 0.516829 0.516838 0.516841 0.516841
0.1 0.600637 0.600634 0.600626 0.600634 0.600636 0.600637
0.2 0.647999 0.647997 0.647988 0.647996 0.647998  0.647999
0.3 0.678718 0.678715 0.678707 0.678715 0.678717  0.678718
0.4 0.696308 0.696303 0.696297 0.696305 0.696307  0.696308
0.5 0.702056 0.702053 0.702045 0.702053 0.702055  0.702055

Tabela 2.2: Comparagao entre os valores calculados para Ll1 I(y,p)dp quando N = w = 1.0, o
termo fonte é S(y) = 1/8, a condicdo de fronteira ¢ By = By, = 1/8 e p = 0 com 0s
resultados publicados por Vargas [31].
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L Naz and Loyalka N=100 N=200 N=400 N=800 N=1600

1.0 1.615379 1.615471 1.615403 1.615385 1.615380 1.615379
2.0 1.277102 1.277187 1.277125 1.277108 1.277103 1.277102
4.0 1.108468 1.108551 1.108490 1.108474 1.108469 1.108468
6.0 1.058296 1.058377 1.058317 1.058301 1.058297 1.058296
8.0 1.036402 1.036483 1.036423 1.036407 1.036403 1.036402
10.0 1.024879 1.024959 1.024900 1.024885 1.024881 1.024880
12.0 1.018072 1.018152 1.018093 1.018078 1.018074 1.018073
16.0 1.010766 1.010845 1.010787 1.010772 1.010768 1.010767
20.0 1.007136 1.007214 1.007156 1.007141 1.007137 1.007136

Tabela 2.3: Comparagao entre os valores calculados para o valor critico de w quando X' =1, p =0
com o benchmark publicado por Naz [20].

p=0 p=025 p=050 p=.7 p=0.99
N=400 3.83032 2.95952 2.23566 1.60333 1.02491
N=800 3.83031 2.95951 2.23566 1.60333 1.02491
Atalay 3.81843 2.94902 2.23324 1.60373  1.02503

Tabela 2.4: Comparagio do valor critico de w com os resultados de Atalay [1] e Naz [20] quando p
varia entre 0 and 0.99, N’ =1e L =0.2.

p=0 p=025 p=050 p=.7 p=0.99

N=400 1.27711  1.20373  1.13254 1.06444  1.00250

N=800 1.27710 1.20373  1.13254 1.06444  1.00250
Naz and Loyalka 1.27710 - - - -

Atalay 1.27704 1.20396  1.13287 1.06469 1.00252

Tabela 2.5: Comparacdo do valor critico de w com os resultados de Atalay [1] e Naz [20] quando p
varia entre 0 e 0.99, ' =1e L = 2.0.

p=0 p=025 p=050 p=.7 p=0.99

N=400 1.00714 1.00658  1.00568 1.00398 1.00025

N=800 1.00714 1.00658  1.00567 1.00397 1.00025
Naz and Loyalka 1.00714 - - - -

Atalay 1.00714 1.00658  1.00568 1.00398  1.00117

Tabela 2.6: Comparagao do valor critico de w com os resultados de Atalay [1] e Naz [20] quando p
varia entre 0 and 0.99, A’ =1 e L = 20.0.



31

LT'S300 GF Do GF Dggo
y L K L K L K
0.0 3.514736 -0.682658 3.514725 -0.682651 3.514742 -0.682656
0.2 4.193457 -0.320120 4.193456 -0.320119 4.193467 -0.320119
0.4 4306992 -0.023298 4.306991 -0.023298 4.307001 -0.023298
0.6 4.162764 0.219718 4.162763 0.219718 4.162773 0.219719
0.8 3.820951 0.418684 3.820951 0.418683 3.820960 0.418684

1.0 3.196350 0.581583  3.196338  0.581579  3.196349  0.581582

Tabela 2.7: Comparacdo entre os valores calculados para % = fil I(y,p)dp e K'' =
f_ll I(y, " )'dy’ quando w = AN = 1.0, o termo fonte é dado por Q(y) = e7Y, a
condicdo de fonteira é By = By, = 1.0, L = 1.0 e p = 0 com os resultados publicados
por Vargas [31].

LT S300 GF D600 GF D320
y L K Z K L K
0 8.42592 -3.47483 8.429517 -3.466102 8.443685  -3.472449
20 16.9490 0.0700450 16.929820 0.069921 16.945922 0.0699867
40 12.7473  0.0700153 12.734579 0.069921 12.746721 0.0699867
60 8.54702 0.0699940 8.539338 0.069921 8.547520  0.0699867
80 4.34782  0.0699811  4.344098 0.069921 4.348319  0.0699867

100 0.121203 0.0699766 0.120914  0.069845  0.121160  0.0699643

Tabela 2.8: Comparacdo entre os valores calculados para QIW = filf(y,/L)d/L e K!' =

f_ll I(y, " )'dy’ quando w = X = 1.0, o termo fonte é dado por Q(y) = e v/ a
condicdo de fonteira é By = 1.0 e B, = 0.0, L = 100.0 and p = 0 com os resultados
publicados em [31].

o 5=
51N

’

— 0'=14 L 1

T=12

o=10 o=1.0
2/\/0"_03 1/\/(}"03
///\/0—1:0'5 /—\ ”::06
1 m ”,:0-4 o5k i (7’:04
ﬂ/v; A/a-
m’é”;fhﬁ ﬂ o—’:gs

L . L L L . . L . il
0 0.1 02 03 04 05 06 0OF 08 08 1 w(m) 0 01 0z 03 04 05 0B 07 08 08 1 ylm)

Figura 2.1: Perfil de £ quando By = By, = 0 e o termo fonte S(y) ¢ constante igual a 1 no grafico
a esquerda e no grafico a direita é dado pela sentenca S(y) =1, 0.3 <y <0.7e0
caso contrario. Em ambos graficos w varia entre 0 e 1.4 em intervalos de 0.2.
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mos considerar {wj};-vzl uma familia de vetores linearmente independentes em L3(0,L) e M :=

span(ty, e, - - ,1¥n). Definimos os operadores f{g ‘M= MeKy:R2 5 Mda seguinte forma:
Ky=PKY e Ky:=PK},
onde P : Ly — M é o projetor ortogonal de Ly(0, L) em M definido como:

I1P(q) —qll> = ¢igAf4 ¢ — gl 2.

Da teoria padrao de espacos de Hilbert [24], P estd unicamente definido e é um operador limitado

e auto-adjunto em Ly(0, L). Denotamos por ¢ o isomorfismo entre RY e M dado por:
o:M —— RY
N T
q=> v «— [¢"¢ . d"] =a
j=1
Assim, definimos a matriz quadrada Wy de ordem N como a representacao de K ¢ ha base {’(/)j};ilt
Wo = K0! = pPKPp™ "

Aqui usamos o fato de que P|,, é o operador identidade. Nessa formulagdo fica explicito que o

operador sobre um espaco de dimensao finita PKgOP é auto-adjunto e W deve ser uma matriz

-1

simétrica quando a base do espago M for ortonormal, ou seja ¢~ = ¢*. Também, definimos a

matrix V' de ordem N X 2 analogamente como
V= oK, = oPK}.

A fim de obtermos as matrizes W e V, consideramos ¢ = Zjvzl qu/)j um elemento de M e
u = K,q = Zi\; ul1p; e, portanto Zjvzl wp; = Zi\; K,¢71; o que é equivalente a seguinte

identidade:
N . N . ~
Sl (i) = S0 (Kyy i), ¥1<i<N
j=1 =1

que admite a forma matricial Cu = Aq, onde q = ¢g e u = pu e as matrizes simétricas A e C' sdo

dadas por:
A= ((Rapsw)) e C=((5,0).
Notamos que
(Kgbii) = (PKguj,00)
= (Kyuj, Pb)
= (Kgvj,vi)

Portanto podemos escrever © = ¢ 1C 1 Apqg e Wy = C~1 A,
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. . ) . N
Aplicamos um procedimento andlogo para obter V, assim escrevemos V =3 =1 Ve =

PKPB e calculamos as projegoes:

N
(PE{B, @) = > v (p;, )
j=1
U
N .
(KyB,gi) = Y v, 0)
j=1
J
FB = Cv
U
v = C'FB

ou seja, V = C~'F, onde F & uma matriz N x 2 dada por

Agora, tomamos o caso particular quando X = 1 e, a familia de fungoes trigonomé-

tricas dadas pelos modos pares e impares

2T um
cos | — e sen (| —
7 Y 17 yl,

respectivamente, para representar a familia {¢;} ;. Primeiramente observamos que esses modos

se desacoplam, no sentido que:

2 29 ..
<Lgsen (Ly) , COS (Ly>> =0 Vi,j€Z.

Definimos ,

st (nn (350) o (%)
e /;gim nen(252) on (35
onde

(p fl)uL‘*( & 71)
gi5 = ) Z#]v
T (e — p) (LA + 1652442 + An2p2L2(i2 + j2))

2
1/2 L3 (e% —p) (QLue_% —2Lp+ L2 —|—4i27r2u2) +uLip (e% - 1) e i

gii =
(eﬁ — p) (L* + 8 L2i2w2 2 + 164474 pu?)
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L 2 L
P b (eﬂ — 1) e w

L
en —p

L L _L
goo = (—Meu +M—|—euL)e w4

4 jim? L% u® (e% — 1) (1+p)
fij = — : — s iF]
(L* + 4 L2(3% + j2)m2p2 + 16 j2mtpti?) (e w ot p)

L o L L

LTQ (74(e% — 1) Lim p? + 8 p®i?n? (e — 1) +2 L2pin i +en I3+ 46%Li2ﬂ2ﬂ2 + 81‘3137r36ﬁ) e
fii= LA+ 8 L2722 + 16 ittt

2
4 133272 p L? (—1 + e%> ek
+

)

(L + 8 1222 + 16 4wt (e + p)

foo = 0.

Utilizamos este método para calcular os valores criticos do problema de transporte
truncando a matriz infinita g;; como uma matriz quadrada N x N. Apresentamos nas Tabelas 2.9,
2.10, 2.11 e 2.12 o valor critico de w quando X = 1 e varios valores constantes de p (0, 0.25, 0.50,
0.75, 0.99). Nas Tabelas 2.9 e 2.11 temos a convengéncia do método com varios valores de N e nas

Tabelas 2.10 e 2.12 comparamos com os resultados da literatura e o método GF Dy.

p=20 p=0.25 p=0.50 p=.75 p=0.99
Cossenos - N =10 1.27713351 1.20375042 1.13254706 1.06444171 1.00250316
Cossenos - N =20 1.27710655 1.20373480 1.13254020 1.06444008 1.00250315
Cossenos - N =30 1.27710338 1.20373292 1.13253937 1.06443987 1.00250315
Cossenos - N =40 1.27710253 1.20373240 1.13253914 1.06443982 1.00250315

Tabela 2.9: Valores criticos de w usando o método de expansao em cossenos quando p varia entre
0and 0.99, M =1.0e L =2.0.

p=0 p=025 p=050 p=.7 p=0.99

GF Dgoo 1.27710  1.20373 1.13254  1.06444  1.00250

Cossenos - N =40 1.27710 1.20373  1.13254 1.06444 1.00250
Naz and Loyalka  1.27710 - - - -

Atalay 1.27704 1.20396  1.13287 1.06469 1.00252

Tabela 2.10: Comparacdo do valores criticos de w obtidos com expansio em cossenos com o0s re-
sultados de Atalay [1] e Naz [20] e com o método GF Dy quando p varia entre 0 and
0.99, ' =1.0e L =2.0.
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p=20 p=0.25 p=0.50 p=0.75 p=0.99
Cossenos - N =10 1.00716820 1.00660907 1.00569920 1.00398489 1.00024495
Cossenos - N =20 1.00714137 1.00658380 1.00567821 1.00397330 1.00024490
Cossenos - N =30 1.00713771 1.00659021 1.00567510 1.00397152 1.00024490
Cossenos - N =40 1.00713667 1.00657916 1.00567418 1.00397010 1.00024489

Tabela 2.11: Valores criticos de w obtidos com expansao em cossenos quando p varia entre 0 and
0.99, N =1.0 e L =20.0.

p=0 p=025 p=050 p=.75 p=0.99
Cossenos - N =40 1.00714 1.00658  1.00567 1.00397 1.00025

GF Dggo 1.00714 1.00658  1.00567 1.00397 1.00025
Naz and Loyalka  1.00714 - - - -
Atalay 1.00714  1.00658  1.00568 1.00398 1.00117

Tabela 2.12: Comparacao do valores criticos de w obtidos com expansdo em cossenos com os re-
sultados de Atalay [1] e Naz [20] e com o método GF Dy quando p varia entre 0 and
0.99, N = 1.0 e L = 20.0.

2.5.3 Varios resultados de simulagoes

No6s consideramos a metodologia validada e obtemos resultados numéricos para alguns
casos mais gerais de w e p. Para w consideramos o caso isotropico e linearmente anisotrépico. Uma

das escolhas para p(u) é que ele satisfaca a equacgao de Fresnel (ver [19, pg.47])

1 [tan?(6; — 6y)  sin®(6; — 6y)
_ = + , 2.80
p(M) 2 tan2(01 + 92) sin2 ((91 =+ 92) ( )

onde cosf; = —p e 03 sdo dados pela lei de Snell (ver [19, pg.44])
71 sin @y = ng sin by,

sendo 61 e 0> os angulos de reflexdo e de incidéncia e 11 e 12 sao os indices de reflacao interno e

externo, respectivamente.

Os valores de % e K! sdo dados nas Tabelas 2.13 - 2.20. Nesses resultados consi-
deramos L = 1.0m, M = 1.0 e N = 400, usando 0 método GF D,gy. Nas Tabelas 2.13 ¢ 2.14 as
simulagao sdo para p = 0.5, S(y) = 0, Bg = 0.5, B, = 1.0 e w variando entre 0.1 ¢ 1.1 em intervalos
de 0.2. Nas figuras 2.15 e 2.16 trocamos a fonte para S(y) = e~ ¥ e obtemos resultado para o caso
linearmente anisotropico 0.5 + Sy up’ quando f; = —0.4, —0.2, 0.0, 0.2 e 0.4. Nas Tabelas 2.17 ¢
2.18 trocamos a fonte para S(y) = —y% +1 e p satisfazendo a condicio de Fresnel (2.80) e obtemos
resultados também para o caso linearmente anisotropico 0.5 + Sup’ para algumas combinacoes
de 11 e 1. Finalmente, nas Tabelas 2.19 e 2.20, voltamos a fonte S(y) = e ¥ e p = 0.5, trocamos
a fronteira direita para By = 0.25 e obtemos resultados para o caso de espalhamento de Rayleigh

w=0.1+ BoPy(p)Pa(1') quando 3 = —0.8, —0.4, 0.4 ¢ 0.8.
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Y 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
w=0.1] 0.394085 0.308092 0.295597 0.322948 0.3981832 0.599197
w=0.3 | 0.455255 0.376538 0.366075 0.397257 0.474942  0.670610
w=005 | 0.547692 0.481334 0.476855 0.510642 0.589553  0.774877
w=0.7 | 0.704241 0.660817 0.665823 0.703859 0.780781  0.945278
w=09 | 1.027922 1.035246 1.061086 1.104359 1.169499 1.285451
w=1.1 ] 2.091374 2273055 2.369206 2.419063 2.425038  2.368937

Tabela 2.13: Resultados Numéricos pelo método GF Dy para % = fil I(y, n)dp quando p = 0.5,
A =1.0, S(y) = 0, as condicdo de fronteira sdo By = 0.5, By, = 1.0 e L = 1.0 para
vérios valores de w.

y 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
w=0.1| 0.091348 0.030373 -0.023318 -0.078390 -0.142388 -0.227966
w=0.3| 0081589 0.024937 -0.026616 -0.079646 -0.140016 -0.217202
w=05 | 0.066771 0.016286 -0.031200 -0.080343 -0.134896 -0.201215
w=0.7 | 0.041587 0.001061 -0.038569 -0.079491 -0.123798 -0.174651
w=09 | -0.010599 -0.031191 -0.052127 -0.073750 -0.096445 -0.120810
w=1.1]-0.182203 -0.138273 -0.001765 -0.043811 0.004706  0.052818

Tabela 2.14: Resultados Numéricos pelo método GF Dy para K! f_ll wlI(y, p)dp quando p =
0.5, N = 1.0, S(y) = 0, as condicdo de fronteira sdao By = 0.5, B =1.0e L = 1.0
para varios valores de w.

Y 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
B1=—-0.4 1] 2171404 2.287915 2.228408 2.129973 2.039060 1.999342
B1=—0.2 | 2.172810 2.285582 2.225975 2.128928 2.039572 2.000564

B1 =00 | 2174212 2.283228 2.223519 2.127872 2.040092 2.001812
81 =02 | 2175611 2.280854 2.221039 2.126806 2.040620 2.003085
B1 =04 | 2177005 2.278459 2.218536 2.125729 2.041158 2.004384

Tabela 2.15: Resultados Numéricos pelo método GF Dygg para % = fil I(y, n)dp quando p = 0.5,
N = 1.0, S(y) = e7¥, as condigdo de fronteira sdo By = 0.5, B, = 1.0, L = 1.0 e
w = 0.5+ B1up’ para varios valores de ;.

Y 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
B1=-04 | -0.179493 -0.043131 0.027270 0.052272 0.042998 0.004747
B1=-0.2 | -0.179721 -0.043268 0.027390 0.052573 0.043322 0.004973

B1=0.0 |-0.179948 -0.043404 0.027514 0.052879 0.043653 0.005203
B1 =02 |-0.180173 -0.043537 0.027644 0.053192 0.043990 0.005439
B1 =04 |-0.180398 -0.043668 0.027778 0.053511 0.044333 0.005679

Tabela 2.16: Resultados Numéricos pelo método GFDygo para KC!

0.5, \'

w = 0.5+ PBrup’ para varios valores de (.

1
J21 11 (y, p)dp quando p =
1.0, S(y) = e ¥, as condicdo de fronteira sdo By = 0.5, B =1.0, L=1.0¢
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y 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
m=11lepB =00 | 2139750 2.162119 2.102876 2.020612 1.947920 1.916511
m=13e¢pB =00 | 2538795 2.543428 2435245 2.238801 2.007225 1.859391
m=15epB =00 | 2.674822 2658213 2.532860 2.323659 2.083518 1.931200
m=11ep =02 | 2283157 2.339636 2.274510 2.111902 1.904883 1.770508
m=13ep =02 | 2540122 2.530579 2.430887 2.236966 2.008023 1.862644
m=15ep =02 | 2.673850 2.653722 2.528047 2.322986 2.086874 1.936458

Tabela 2.17: Resultados Numéricos pelo método GF Dy para % = f_ll I(y, p)dp quando p obe-

dece a relagdo de Fresnel, N = 1.0, S(y) = —y* + 1, as condi¢do de fronteira sio
By =05,B, =10, L=1.0e w = 0.5+ Byuu para varios indices de reflexao n; e

dois valores de (1.

y 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
m=11ep =00 |-0260024 -0.122701 -0.039495 -0.002692 -0.001957 -0.031744
m=13epB =00 | -0207152 -0.067573 0.045285 0.109681 0.100084 -0.016932
m=15epB =00 | -0.151652 -0.024587 0.077688 0.132096 0.115376  -0.009009
m=11ep =02 -0209995 -0.137502 -0.006496 0.072206  0.073990 -0.033573
m=13epB =02 | -0207165 -0.067414 0.045887 0.110610 0.101018 -0.016279
m=15ep =02 | 0151257 -0.023878 0.078846 0.134400 0.116642 -0.008209

Tabela 2.18: Resultados Numéricos pelo método GF Dy para K' = f_ll wl(y, 1w)dp quando p

obedece a relacio de Fresnel, N = 1.0, S(y) = —y? + 1, as condicio de fronteira sdo
By =05,B, =10, L=1.0e w = 0.5+ Byuu para varios indices de reflexao n; e

dois valores de (1.

y 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
By = —0.8 | 1.420313 14187334 1.316498 1.196469 1.082103 0.980052
Bo=—04 | 1.422188 1.420928 1.317645 1.196410 1.081049 0.978640
By =04 | 1.426277 1.425790 1.320271 1.196412 1.078875 0.975655
B =08 | 1.428517 1428410 1.321786 1.196498 1.077769 0.974080

Tabela 2.19: Resultados Numéricos pelo método GF Dygg para % = f_ll wl(y, w)dp quando p =

Tabela 2.20: Resultados Numéricos pelo método GF Dy para K1
0.5, ' = 1.0, S(y) = 7Y, as condig¢io de fronteira sdo By = 0.5, B, = 0.25, L = 1.0

0.5, N

= 1.0, S(y) = e7Y, as condigao de fronteira sao By = 0.5, B, = 0.25, L = 1.0

ew =0.14 B2Py(u)Po(u') para varios valores de fs.

Y 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
B2 =—0.8 | -0.051574 0.052266 0.101442 0.117132 0.110456 0.087691
B2 = —0.4 | -0.052534 0.050794 0.100112 0.116247 0.110036 0.087532
B2 =0.4 | -0.054730 0.047398 0.096981 0.114078 0.108919 0.087067
B2 =0.8 | -0.055999 0.045420 0.095117 0.112738 0.108177 0.086735

ew = 0.1+ BaPy(u)Pa(1') para varios valores de fSs.

1
= |2, #l(y, p)dp quando p =
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2.6 Conclusao

Nos estabelecemos neste capitulo a existéncia de solugoes classicas para o problema
de transporte unidimensional. Observe que a analise é valida mesmo quando p(u) é idéntico a
1, desde que a condigdo (2.3) seja satisfeita. Isto & uma relevante caracteristica em problemas
de resfriamento de vidro, pois o parametro p assume o valor 1 quando o fenémeno é totalmente
reflexivo (ver [3]). Da andlise de existéncia de solugbes para este problema, nés introduzimos uma
nova metodologia para resolver numericamente o transporte unidimensional usando o vetor de
Green. Esta andlise permite-nos aproximar a solucdo baseada em matrizes fixas W and V para

cada conjunto de parametros.

O método GF Dy apresenta algumas vantagens. Primeiramente, visto que as matrizes
W and V agem como vetor de Green para a equagdo do transporte, podemos resolvé-la muitas
vezes apenas por multiplicacdo matricial. Isso é muito importante quando a equacao do transporte
estd acoplada com um problema evolutivo, de tal forma que deve ser resolvida a cada passo de
tempo (ver discussdo no capitulo 3). Segundo, visto que as matrizes podem ser calculadas apenas
uma vez (para cada conjunto de parametros), um método preciso de quadratura pode ser aplicado
para obter os coeficientes das matrizes W e V sem preocupagao com a performance do algoritmo.
Outra vantagem é que o condicionamento de (1 — Lg)~!, é limitado por m Este valor é
limitado mesmo quando a condigio (2.3) néo é satisfeita, desde que p(p) # 1 (veja observacio 2.2).
Observe que o método LTSy trabalhado por Vargas [31] ndo tem a mesma propriedade, pois dois
auvalores tendem para oo quando w — 1. Ademais, o método é estavel mesmo para w > 1. Isto

pode ser observado na Tabela (2.13), onde simulamos para w = 1.1.

Finalmente, afirmamos que o método GF Dy é computacionalmente robusto e gera
resultados precisos para este tipo de problema, que tem uma dependéncia continua da variavel

angular. Esta afirmacfo é garantida pela analise e resultados dados neste capitulo.
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3 TEORIA DE EXISTENCIA E SIMULACOES PARA O
PROBLEMA UNIDIMENSIONAL ACOPLADO

Nesse capitulo, desenvolvemos a teoria de existéncia e simulagdes numéricas para o
problema unidimensional acoplado (1.11), que teve uma versao resumida aceita para publicagao

num trabalho conjunto com F. Azevedo, M. Thompson e M. T. Vilhena [3].

3.1 Teoria de Existéncia

Para estabelecer a existéncia de solucoes, primeiro resolvemos a equacao do transporte,
supondo que T e Ty sao conhecidos. Esse desacoplamento é til, tendo em vista que pretendemos
construir sequéncias convergindo para a solu¢do, onde em cada iteracdo, T e T de fato serdo

conhecidos.

Lema 3.1. Se T e T}, sio conhecidos no problema (1.11e)-(1.11g) e o’ < X, entdo a densidade

total de radiagiao T admite a representacao

1
. Z=8,B(v,T)+ SyB(v,Tp),
s

onde Sy e Sy sio operadores em C“.

Demonstraciao. A demonstracio é direta dos lemas 2.1 e 2.2. Como nesse modelo ¢’ é constante,

Sy e Sy s8o definidos da seguinte forma (ver observagéo 2.1):
Sg = (1- U'Kgo)_lﬁKgO, e Sp=(1— U/KSO)_lKg,

onde KJ° e K sdo dados pelas expressoes (2.49) e (2.50). O

Ainda vamos demonstrar um lema sobre positividade de solucbes para o transporte,
que serd util quando tratarmos a monotonicidade da uma sequéncia de fungoes convergindo para

a solugao:

Lema 3.2. Se I satisfaz o problema

oI o’
Z4NI-ZTI>0

u@y + 4 —

10, ) = pol (0, —p) >0, >0

I(L7/’[’)_pLI(L7_/1’)207 ,u<07

entao I > 0.
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Demonstracdo. Primeiro suponha o’ =0 e

oI

— 4+ NI= >0
Moyt q(y) =
I(Oau)_POI(Oa_N):BOZ(L /’L>O

I(L7M)_pLI(La_M):BLZOa ,LL<O>

entao

I
o = K'a+ KB,

onde B = (By, Br). Observe que Kgo e K} sdo operadores integrais com niicleos positivos, ou
seja, preservam a positividade das funcgoes ¢ e B. Logo Z > 0. Se ¢’ # 0, entao

z - -
= Sea+ 5B =(1-0'KP) KL g+ (1 - o' K°) Ky B.

Desde que (1 — o’ K(") possa ser invertido, vale

oo

(1=Kt => ('K
=0

Como a soma de operadores que preservam a positividade também tem a mesma propriedade,
(1- O’KSO)_l preserva a positividade e, portanto, S, e Sy levam fungdes positivas em funcgoes
positivas. Ou seja, novamente temos Z > 0. Agora, I = K)(Z+q) + KB eI+ q >0, o que

implica em I > 0. O

Agora, queremos mostrar que existe uma solugdo (7, I) do problema (1.11). Para esse
fim, usaremos a técnica de sub e supersoluc¢ao, como no livro de Pao [21]. Por isso, é necessério a

seguinte definigao:

Definicao 3.1. Os pares de fungoes (T, I) e (f, I) sio chamadas supersolugoes e subsolugies do
problema (1.11), respectivamente, se T > f, I> lc, Tel satisfazem
or o (, ar o _ [~ /= ~
- _ = - - > / _ .
Sy (ko ay> Fewy 2 /VU K (I 47rB(u,T)) dv, ye(0,L),t>0 (3.1a)
or .~ 2 rvo ~
—ko S + h(T —Tp) + (”2) / (B(u, T) - B(v, Tb)) dv>0, y=0,¢t>0  (3.1b)
y m 0
oT ~ > [ ~
kol (T —Ty) +an [ 2 (B(u, T) - B(v, Tb)> dv>0, y=1L, 1>0 (3.1¢)
Jy m 0
T(y,0) = To(y), y € (0,L),t=0 (3.1d)
8—;+XT> ‘L/f+m'3(y T), ye(0,L),t>0 (3.1e)
May — 4’]T 9 ) y ) ) M
I(p) = pol(—p) = (1 = po) B(v, T5(0)), y=0,t>0,u>0, (3.1f)
T(:“) - PLIN(—M) > (1 - pL)B(Va Tb(L))a Y= L7t > Oa < 07 (31g)

eT e fsatisfazem as desigualdades inversas em (3.1).
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Proposigao 3.1. O par de fungoes

T = max {sup{To(y)}, sup {Tb(y)}} e I=BT)
yeD y€eOD

é uma supersolugio do problema (1.11), ou seja, satisfaz (3.1).

Demonstragdo. Observe que

1 1
I:27r/ Idy:27r/ B(v,T)dy = 4w B(v,T).
1

-1

Disso e do fato que Té constante, temos
or 9 (, aT oT s ~
v = o (koS- | e =k [ (T-4nB@.T)) av,
Cu gy 8y<08y>+cv8y /i/yo 7By, T)) dv

oT - ~
e portanto (3.1a) é satisfeita. Como an =0,T>T,eB(v,T) > B(v,Tp) (vejalema A.1, apéndice

~ 2 Yo . 2 12
hT + ar (772) / B(v,T)dv > hT} + ar (”2> / B(v, Ty)dv,
m 0 m 0

ou seja, as expressoes (3.1b) e (3.1c) sdo validas. Naturalmente, a expressdo (3.1d) segue da

definicao de f,

A), entdo:

T(y,0) > To(y).

Agora, N
ol ~ ~
— + NI =XNBT
lu’ay + (V7 )
e
o~ ~ ~
4—1 +&'B(v,T) = (¢' + k")B(v,T).
T
levam a _
oI ~ o ~
— + NI =—I++xB(v,T
M@y + e (1),

provando a validade de (3.1e). As inequacdes (3.1f) e (3.1g) também sdo satisfeitas, pois I(y) =

I(-p) = Bw,T), B(v,T) > B(v,Ty(0)) e B(v,T) > B(v, Ty(L)). Segue que o par (T,1) é uma

super solucao do problema (1.11). O

Proposigao 3.2. O par de fungoes

é uma subsolugdo do problema (1.11).

Demonstra¢do. Anéloga a demonstracdo da proposicao 3.1. O
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Defina a seguinte relacao de recorréncia:

“ ot ay\"ay ) T ey TC
- ﬂW4+/ K (I —4rB(v, T* 1)) dv, y € (0,L),t>0
—k ort +  Rh(TF —Ty) +dT*
0 8y b
2 )
:cﬁhtﬂm<m>t/ (B(v,Ty) — B(v,T" 1)) dv, y=0,t>0
m 0
oT*
0o—=— + h(T*—-T,) +dT* (3.2)
dy
2 Vo
= dI'* 't an <772> / (B(z/, Ty,) — B(v, kal)) dv, y=1L, t>0
Uit 0
T"(y,0) = To(y), ye(0,L),t=0
u§ﬁ—%A7h:iﬂ#%B@T“U ye (0,L),t>0
ay 47_(_ b ) b b
Ik(lj’) - polk(_p’):(1_pO)B(V7Tb(0))7 y:O7t>O7:U/>07
M) = pol®(=p) = (1= pr)Bw, Ty(L)), y=L,t>0,u<0,
onde
c= max {W(T)}, (1) = 47T/ k' B(v,T)dv (3.3)
p<r<t | 0T Vo
¢ 2
T vo
d= max _ {59()} ) g(T) =ar <772) / B(v,T)dv (3.4)
F<r<t | OT m 0

Observe que a existéncia das constantes ¢ e d sdo garantidas pelos lemas A.2 e A.3 do Apéndice

A, respectivamente.

Com a relacdo de recorréncia (3.2) definimos duas sequéncias: uma comegando em
(f, f) que denotaremos por (T, I*) e a outra comegando em (T, 1) que denotaremos por (Tkjk).
Como (7°,1°) & um par de funcoes C*([0, L]) em cada sequéncia, a segunda parte do problema é
resolvida pelo Lema 3.1, ou seja,

1
Zf=%ﬂuwHﬂme%
vy

sendo Z'(y) uma fun¢io em C®. Da teoria linear para operadores parabolicos garantimos a exis-
tencia de T € C®. Assim, sucessivamente garantimos a existéncia de solucao (T2, 1?), ...., (T*, I¥)

em C% para cada uma das sequéncias.

Lema 3.3. As sequéncias (I",I") e (Tkjk) governadas por (3.2) possuem a propriedade de

monotonicidade:

k =k ~ =

A +1 ) < (T",T°) < (T, 1). (3.5)

(T,1) < (7%, 1%) < (o 1Y) < (@7 T

v
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Demonstragio. A demonstracio segue por indugio. Primeiro tomamos (T,1) = (I''—1°, 1 —1°) =
(T - T.1' T ), entao como (f, T ) € uma subsoluc¢ao do problema, cada uma das desigualdades
abaixo sao validas:

ar o or oT B 0 - . . R
ot Oy (ko 8y> e dy +cI' = oL -T) +/ & (Z° — 47 B(v,T°)) dv — L,T

Yo

= /OO K (f — 47 B(v, T\)) dv — L, T

0

> 0
T - 2w -
—k‘oa——i—hT—i-dT = dT—i—th—l—aﬂ'<772 / (B(Z/,Tb)—B(V,T))dV

dy m 0
- <k08T+hf+df>, y=0
on
> 0
T - 2 o -
k2L L hT 4 dT = dT + KTy + an 772) / (B(V,Tb)—B(y,T))dy
dy m 0
T~
- <k06+hT+dT>, y=1L
on
> 0
> 0
o1 o o ol -~ o~
ZaNi-21 = WBw,T)— |p—+NT-27
u8y+ Am w B T) <M8y+ 4 )’
> 0
I(2) = pol (=) = (1= po)B@,T(0) = (T() = pT(~p)), =0
> 0
() = ped(=p) = (1= pr)BWT(L) ~ (Tw) = pT(-p)), =1L
> 0,

onde o operador £; é definido na equagao (1.11). Pelo lema 3.2, temos que I > 0, ou seja, I< I
e pelo lema da positividade do livro do Pao [21, pagina 54], T' > 0, ou seja T < T'. Se definirmos
(T,1) = (TO - leo - 71) = (Tl - fjl — 1) e usarmos um argumento analogo, sabendo que
(T, T) é uma supersolucio, obtemos que (T, 1) > (0,0), ou seja (T',T') < (T, I). Agora tomamos
(T, 1Y) = (T' =TT — I') as desigualdades também sio todas validas, pois (T, 1) > (T, ).
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Yot

_ 0 (o1
dy an

or!
dy

+ cyv

+ert =

+
_|_
>
>
1
fkoal +hTY+dTt =
dy
>0
1
k:oal +hTt +dTt =
dy
>0
T(y,0) =
8 1 /
el Il 711 _
3 X A7
>
') = pol'(—p) =
Np) = prl'(=p) =
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oT" —1°

K /:)O (TO — 1" — [47B(v, TO) — 47 B(v, IO)]) dv

K/ /DOO (i ~T- [47B(v,T) — 47 B(v, f)]) dv

0

oT = T) — 4k’ /VOO ([B(u7 T) — B(v, f)]) dv

0
a(1"-1°)
T (Z?)z/ouo (B(I/,TO) —B(I/,IO)> dv, y =0,
(1)
< > / I/T B(I/TO))dI/ y=1L,
0

k' B(v, To) — ' B(v,T°)

&' B(v,T) — &' B(v,T)

0,
0, y=0,
0, y=1L

=1 s .
Portanto, pelo lema 3.2 I' > 0, ou seja, I' < T . Novamente, pelo lema da positividade do livro

do Pao [21, pagina 54|, T' > 0, ou seja T < Tl. Até agora provamos que T <T!'< Tl < T.

Observe que a existéncia de ¢ e d da forma como sdo definidos em (3.3) e (3.4), respectivamente, sdo

fundamentais para validade das desigualdades. Usando um argumento de inducao, consideremos

que

Seja (T,1) =

(TF1 1N < (TR 1F) <

(TkJrl

T 1) <@ T,

— Ik,f”l — lk), entao as desigualdades sao validas:
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or 9 oT oT ke k1
B9 (N e ber = o —T
Co g 9y (k‘oay)—&—clvay—i—c (TP =T
+ n’/ (1 71’@*1f47r[B(u,z’“)fB(y,z’“*1)]) dv
2 C(Ik) Tk)*l)
- 4m’/ ([B(V,Tk)—B(y,Tk’l)])dy
> 0
8T - —k—1 k—1
ko I AT = d(T _T )
2w
— am (172> (B(Z/,Tk7 )—B(V,Tk_l)) dv, y=20
Ui 0
T e
WLy hrrar = (T - 1)
y
2w
- am <772> / (B(I/,Tk 1),3( ,Tk*l))dl/7 y=1L
m 0
T(y,0) = 0
ol / 0'/ _ / k / k—1
uay—|—/\[—47TI = kK'B(w,T")—k'B(v,T"")
> 0,
I(p) = pol(—=p) = 0,  y=0,
I(p) = ped(=p) = 0, y=1L

Novamente, pelo lema 3.2, I > 0, ou seja, I¥ < I*™ ¢ pelo lema da positividade do livro do Pao

[21, pagina 54], T > 0, ou seja T < TF. Similarmemte, tomando (T, 1) = (7" —T", 7" - 1"

tem-se (T,1) > (0,0), ou seja (TkH,TkH) < (Tkjk). Também se prova de modo anélogo que
(T 1Ry = (T - T T 1 > 0, ou seja, (T7 1) > (TM 1Y) e temos a

validade da desigualdade (3.5). O

Teorema 3.1. As sequéncias (Tkjk) e (T", 1) convergem monotonicamente para as solugdes
do problema (1.11) (T,I) e (T, 1), respectivamente, e (T, 1) < (T,I). Além disso, se existir uma
outra solugio (T*,I*), (T, 1) < (T*,I*) < (T, 1), entio (T,I) < (T*,I*) < (T,T).

Demonstragdo. De fato, como as sequéncias sao limitadas e monétonas, existe convergéncia. Basta
provar que (T, 1) e (T, ) sdo solucgdes do problema (1.11). O sistema tem representacio integral,
tanto para 7%, dada no livro de Pao [21, capitulo 2|, quando para I*, dada na expressio (2.24).
Portanto, pelo teorema da convergéncia monoétona, as duas sequéncias convergem para as solucao

do problema (1.11).

Agora suponha que (T*,I*) seja outra solucio tal que (T,1) < (T*,I*) < (T,I).

Como (T*,I*) & uma supersolugido do problema, entao (Zk,lk) < (T*,I*), Vk € N e portanto
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(T,I) < (T*,I*). Damesma forma (7%, I*) & uma subsolugao e assim (Tkjk) > (T*,1%), Vk e N.

Isso completa a demonstracgao. O

3.1.1 Unicidade

Para completar a teoria de existéncia, basta mostrar que a soluc@o é tUnica na faixa

~

(T,I) < (T,I) < (T,I). Para isso é necessario introduzir uma estimativa em Lo, como segue:

Lema 3.4. A seguinte estimativa € vdlida

1 — o' K00\ /KO()_IH <9 3.6
H( g 9 ) R 9 2 ( )

Demonstragio. Observe que L, pode ser escrito da seguinte forma integral, como em (2.57):

L
K% = / K%(s, y)q(s)ds, (3.7)
0

onde K% (s,y) é dado pela expressio (2.49). Segue que

2
L L
K%l < /0 (/0 |K00(S,y)|q(3)|d8> dy
L L 5
= /0 (/0 IKOO(S,y)|1/2|K00(s,y)|1/2q(5)|d5> dy

L L L

</ (/ |K0°<s,y>|ds) (/ K°°<s7y>|q<s>|2ds>d
0 0 0
L L L

< / (sup / IKOO(S»y)Id8> </ IKOO(s,y)IIq(S)2d8>dy
o \ye(,L)

- <sup/ Koosyms)// K5, y)llg(s)|2dsdy
y€e(0,L)

= sup KOO (s,y)|ds 2 |Koo(s,y)|dyds
yE(OL)

< s)|*ds

|
sup IK00 (s,9)lds | lla(s)ll3

y€(0, L)

( ) [
Q:zspm s 'dS)
[ )
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Asgsim,

L
IK®l, < sup / K9 (s, y)|ds
ye(0,L) Jo

L
= sup K (s,y)ds
ye(0,1) Jo
= sup Kgool
ye(0,L)
155°leo < 1,

IN

onde a tltima igualdade ¢ dada na equagao (2.52). Logo, a inversa (1 — o’K)%)~" exite em Ly e
1 7700\ =1,/ 7-00 o\ K
11— oK)~ Ls/ KO ”2<<1_x> LA

Portanto a estimativa (3.6) ¢ valida. O

~

Teorema 3.2. As solucées (T, 1) e (T, 1) sao iguais e portanto a solucio é tinica na faiva (f, ) <

(T, 1) < (T, I).

Demonstracao. Seja (V,W) = (T —T,I—1I). Entdo

ov. 9 ov ov e =

Cogy T o ( an) —&—cvva—y =5 /VO (W —47B(v,T) + 47B(v,T)) dv, ye(0,L),t>0
ov vo —
71{087/ +hV + [B(v,T) — B(v,T)] dv =0, y=0,t>0
0

ov vo -

koa—y+hv+ [B(v,T) — B(v,T)] dv =0, y=1L,t>0
0

V(y,O)ZO, yE(O7L)7 t=0

ow ! =
pS A NW = W+ W B(w,T) — k' B(v,T), ye(0,L), t>0

dy 47
W(n) — poW(—pu) =0, y=0,t>0, u>0,
W(M)prW(flu‘):Ov y:Lv t>0a ,U,<07

Observe que

1

=W o= Sy(B(v,T) — B(v,T))

= (1-d'KO) ' WKL (Bw,T) - B, T))
que leva a

al_g WV 8V_ e 17700\~ /700 Il
“ ot Oy (k08y> +C”037y = dns /uo [(1 o K, ) s Ky = 1} (B(v,T) — B(v,T)) dv
(3.8)

Tomando o produto interno em Ls com V em ambos os lados, temos:
L L L
ov 0 oV ov
v ——Vdy — — | ko—=— | Vd WU——Vd
/ocf)t Y / ay(oay) y+/ow8y Y
0

0
L
= /O 477/1//V {(1 — o' K9) TR KO 1} (B(v,T) - B(v,T)) Vdvdy
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que leva a
C—UQHVHZ - /Lk v 2d —k V(L)a—V(L) + k V(O)a—V(O) +c UVQyL —c ’ 0vyr2g
2otV 0Ty ) W T OV, 0"y Vo T gyt
L e8]
= / 4k / [(1 — a’KgO)’1 KK — 1] (B(v,T) — B(v,T)) Vdvdy (3.9)
0 Vo
Na fronteira vale:
aVv vo —
G0 ==nv(0)~ | [BE.I(L) - B T(w)]dv > 0
0
e
oV vo —=
a—y(O) = hV(0) + [B(v,T(0)) — B(v,T(0))] dv <0
0
Logo
ov ov
—V(L)—(L)+ V(0)—(0) > 0. 1
(1) (D) + VO 0) (3.10)
O fluxo de massa pela fronteira é nulo, isto &, u(0) = u(L) = 0, que implica em “V2’§ = 0. Usando
(3.10) em (3.9) e usando que g—g < [Jul| o1, temos

) Lgpw! [ _ _
SHIVIE < elolalvigs [ 5 [ {00k WKL - 1] (BoyD) - BoAT)) Vdy
0 v
071 L o) -
< cv||v||c1||V||§+H(l—U’KSO) H/KSO—IHQ/ 47T/<;'|V|/ B(v,T) — B(v,T)dv|dy
0 v
L %) o ’
< ol VI3 +2-am [ V]| [ B.1) - B Tyav
0 Vo

onde usamos o Lema (3.4):

1— o/ K%)7! ’KOO—lH <.
H( g g) K 1ig 5 =

Agora, pelo Lema A.2,

| B0D - B Tar| < iz T,

Yo

ou seja,
Wi < e+ S [ iz -7
20t 12 = = e Jo L Y

8Lwr! [
= ol VI + 22 [ viviay
Gy
= iz
onde C; = %Zm/ + 2||v]|cr. Pelo lema de Grénwall,

IVIE < IIVII3(0)e™.

Como

L
IVI2(0) = / IV (y,0)2dy = 0,



49

entao

IVIIZ = o,
ou seja, T = T. Isso simplifica o problema para W:
p———+NW =0, ye (0,L),t>0

W(M) - poW(_,LL) =0, Y= 0,t> 07/1/ >0,
= 0’

W) — prW(—p) y=1L,t>0,u<0,

Das expressoes (2.10) e (2.12) temos W = 0 e portanto [ = I. O

3.2 Discretizagcao do Problema Acoplado

Para a discretizagdo do problema (1.11) usamos o método de Crank-Nicolson para o

tempo e diferencas finitas para o espago:

SO ST Tk (G - T — koo (G - T e TR - TR
b hy 2 h2 2 2h,
Lk (T = T = ooy (T =T e T =T
2 h?2 2 2hs
= 47T/ K (Wor = 1)B(v, T)); + (Vo B(v, Ty)); dv, (3.11)
Vo

onde os vetores B(v,T") e B(v,T}) sao

T

B T") = B 1) BTy - BT, |
B(1.T)) = B(v,T4(0))
B, Ty(L)

e Wy e Vo sio as matrizes que representam as discretizagdes de Sy = (1 — o’ KJ%) " 'wK(? e

Spy=(1- U’KSO)_lK}?, respectivamente. As equacoes (3.11) podem ser escritas da seguinte forma:

ko(j : ko(j kogj—
(—ht 0G+1/2) +h,tc“"’f)Tﬂ+1 N (CU 4 op, oGty g Ko 1/2>)Tn+1

2h2 4hg ) "It 2h2 2h2 J
kog—1/2) 5 €o¥5) pnta T — 15
+ (—ht 2h§ - ]’Lt 4hs ijl = C,UhtUjT
%kou“/z)(T}”H — 1) f;kowﬂ/z) T -1 o1

S

+ 47r/uoo K [(Wal—l)B(y,T”))j—|—(VU/B(1/,T;)))]} dv, (3.12)

0

onde 2 < j <N,

A discretizacdo para os termos de fronteira é

R U S M
2h,

2
Ui

—ko(1) th(O)hT{L+1+a7r( )/OVO[B(V,TE,(O))B(V,Tf"+1)] dv (3.13)
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STy Tyt Ty "

2,y
b 2h () -wrgran ()[BT~ B TE a1

Para a parte nao linear, usamos o método de Newton-Raphson e escrevemos

B(V7 T{L+l) - B(V7 T{L-"_l _ Tfiﬂ + T{vn)

) . 0B
By, T{"™) + (T7 — szn)afT

(v, T + O (T = 1)) (3.15)
BT = BOWTHH T + i)

3 m 3 aB i m N
= B(v,Ty") + (TNill - Tzl\zfil)afT(% TNt) + O ((TNill —TN11)?) (3.16)

Desprezando termos de segunda ordem e substituindo (3.16) e (3.15) em (3.13) e
(3.14), temos:

4T277«+1 _ 3Tin+1 _ T?’:LJrl

—ko(1) o = hTy(0) — RT]H

2

vo . OB .

ran (2) [ Bt - Bovzin) - (7 - 1) SR 07t v
T 0

3TN 4+ Tty — 4Tt

ko(N+1) o = hTy(L) - hTE)

72

2
" in mn in aB in
+a7r(m>/0 [B(V,Tb(L))—B(u,T}VH)—(TNi— ;VH)W(V,T}VH)} dv

Essas expressoes equivalem a

k 2k 3k 2o
T+ < 20;;)) + Tyt <—£(”) + TP (2(;:1’ +h+ar (Zf) /0 12 T{m)dy> = hT3(0)

m)? [ o B
var (2) [ B mio) - BouT") + 7 G2 078 av
0

" ko(N+1 n 2ko(N+1 " 3ko(N+1 n2\> ["OB i
TN“l( (2hs) Tt —# + TRt #Hﬁm =) S (W TH)dv | =Ty (L)

2 v

T2 in in oB n

+a7r( ) / [B(V,Tb(L))—B(V,T}VH)—#T}VH8T(u,T}VH)} dv
un 0

As tltimas equagoes juntamente com (3.12) nos leva a um sistema AT"! = D", onde

T
n+l __ n-+1 n-+1 n—+1
T 7[T1 T TR |
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b1 C1 Co 0 ce 0
a9 b2 C2 0 0
0 as b3 C3 0
A= ,
0 0 an bN CN
L 0 0 ag aAN+1 bN+1 ]
com
ho 0w €0 29<j<N
T TG Ty =J=
a kon+1) u  2kov4)
0o - 2h5 ) N+1 — h,s
3ko(1) n2 " OB y
by = h v, T{"™)dv
1 oh. +h+ar " ; aT( )
Kogj+1/2) Kogj—1/2) ,
b] = C,U—f—ht 2h§ +ht 2h2 5 2§]§N
3ko(n+1) 2 OB,
b = [ S h T m d
N+1 oh. +h+amr " ; 8T( N1)dy
k 2k,
o = 20}(7/1), C1 = — }?(1)
koii+1) CuVj :
g = —hy 212 ht4hs7 2<j<N
e
., T
D':{d? dg - d¥ i, ,
e
ve 0B ,
A7 = hT,(0) +ar ("2) / [B(V,Tb(O)) B(v, Ti™) 4+ T} 8T( ,Tfm)] dv
m 0
r o= T+ hy Koo (Tt = T3) — koo (0 =) - T — Ty
o T h2 VT 2k,
+ 47Tht/ K (Wor — 1)B(v, Tn))j + (VorB(v, Tb))j dv, 2<j<N,
Vo
vo , OB .
v = e vor () [ [ i) - o) + i 22 i)

: lin lin n n : : 4 : :
Aqui 77" e Ty} | comegam em 77" e Ty, |, respectivamente, e o sistema é resolvido pelo algoritmo

de Thomas (TDMA) até que

n+1 l n+1 lin
77" — T m| TN — T
T’rLJrl € T’n+1 <€
N+1

para alguma tolerancia 0 < e << 1. Observamos que o sistema AT™"! = D" pode ser transformado

num sistema tridiagonal para aplicacio do algoritmo TDMA. Nos resultados desse trabalho usamos

e=1075.
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3.3 Simulacoes Numéricas para o Problema Acoplado

Nesta secdo nos apresentamos vérios resultados numéricos. Alguns dos pardmetros
usados aqui, obtidos do trabalho de Larsen [17], s40 Nyidro = M1 = 1,46, ko = 1,1W/mK, h =
1L,0W/m2K e ¢, = Cnpm, com ¢, = 900J/Kg K, p,, = 2200Kg/m? e

o =2t [ (1= pl)d. (3.17)

Outros parametros sao simulados com vérios valores e por isso sao informados durante o texto.

3.3.1 Calculo do Fluxo de Energia para Validagao do Método Numérico

Conforme podemos observar, integrando a equacao do transporte temos:

11 1 L 1
/ ua—d,u—i—/ /\’Idu:/ 4—Idu+/ k' B(v,T)du
-1 Y -1 _1 4T -1

_a% (/_11 ufdu) = % (Z —4nB(v,T))

que pode ser comparada com a equacao da temperatura:

oT 0 oT oT <9 !
- _ _ - - —=_9 —_ I
o (k‘o5 )—l—u y 77/”0 y(/lu du)dz/

Supondo que o campo de velocidades seja nulo, u = 0, que é o caso do resfriamento de vidro e a

ou seja,

temperatura esteja no estado estaciondrio, % = 0, entao
o) < /°° /1 or
— (27 uldudy — ko— | =0, (3.18)
ay Vo -1 ay

o'} 1
Jr = 271'/ / uldpdy (3.19)
1) —1

sendo

¢é o fluxo devido ao transporte e

JD = —kof (320)

é o fluxo devido a difusdao. Asfiguras 3.1 e 3.2 tém os graficos do fluxo devido ao transporte, do fluxo
devido a difusdo e da soma dos dois fluxos quando p = 0.5, o' = 0.5/m, vy = 4,2827494 x 10*3/s
e condigbes de contorno T'(0) = 300K e T'(L) = 1000K, com L = 1.0m. Observe que os gréficos
de fato representam o esperado na expressio (3.18). Além disso, fica claro nas figuras que a
contribuicao da difusdo aumenta em relacéo ao transporte conforme kg e X’ crescem ¢ a contribuicao

do transporte ¢ menor onde as temperaturas sao menores.
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Figura 3.1: Graficos do fluxo devido ao transporte, do fluxo devido a difusdo e da soma dos dois
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fluxos quando p = 0.5, ¢/ = 0.5/m, N = 1.0/m e L = 1.0m e as condi¢des de contorno
sao T(0) = 1000K e T(L) = 300K para ambos os gréaficos. No primeiro grafico temos
ko = 10.0W/mK e no segundo ko = 100.0W/mK.

Figura 3.2: Graficos do fluxo devido ao transporte, do fluxo devido a difusao e da soma dos dois

fluxos quando p = 0.5, ¢/ = 0.5/m, X = 10.0/m, L = 1.0m e condigdes de contorno
T(0) = 1000K e T(L) = 300K. No primeiro grafico temos ko = 10.0W/mK e no
segundo ko = 100.0W/mK.
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3.3.2 Resultados Numeéricos

Os resultados apresentados aqui sdo para um modelo multi-banda, como em Larsen
[17]. Os valores de X' (v) sdo dados na tabela 3.1, sendo nesse modelo de oito bandas feita a seguinte

aproximagao para a integral no intervalo (vg, 00) que aparece no sistema (3.11):

o) 8 v;
/ (Wor = )B®, T")); + (Vo B(v, Ty)); dv = Z/ (Wor = B, T7)); + (Vo B(v, T)) ; dv
Yo i=1 Y Vi—1
(3.21)
Ademais, nestas simulagoes escolhemos p(u) = po(p) = pr(p) satisfazendo a condigdo de Fresnel

(2.80).

Os resultados das simulagoes estao apresentados em vérios graficos. Na figura 3.3, te-
mos o perfil de temperatura variando com o espaco e tempo quando L = 1m, temperaturas externas
iguais a 300K em ambas fronteiras, temperatura inicial constante igual a 1000K e ¢’ = 0,5\, Na
figura 3.4 comparamos o perfil de temperatura para L = 5cm e L = Smm para varios instantes de
tempo quando ¢’ = 0.5\, temperaturas externas iguais a 300K em ambas fronteiras, temperatura
inicial constante igual a 1000K. Nas figuras 3.5 e 3.6 comparamos o perfil de temperatura para
o’ =0, 03N, 0.6\ e 0.9\ em varios instantes de tempo quando L = 1m, temperatura inicial
constante igual a 1000K, temperatura externa & fronteira direita 1000K e & fronteira esquerda
300K. Na figura 3.7 temos os perfis de temperatura para o = 0 e o = 0.9\’ variando com o tempo
em varios pontos da malha quando L = 1m, temperatura inicial constante igual a 1000K, tempe-
ratura externa a fronteira direita 1000K e a fronteira esquerda 300K. Na figura 3.8 temos o perfil
de temperatura variando com o espago e tempo quando L = 1lm, temperaturas externas iguais
a 2000K a direita e 1000K & esquerda, temperatura inicial constante igual a 1500K e ¢’ = 0,0.
Na figura 3.9 comparamos os perfis de temperaturas para h = 1 e h = 10 em varios instantes
de tempo e depois de haver convergido para soluc¢ao estacionaria (t = oco) quando L = 1m, tem-
peraturas externas iguais a 1700K a direita e 1000K & esquerda, temperatura inicial constante
igual a 2000K e ¢’ = 0,0. Nas figuras 3.10-3.11 temos perfis de temperaturas depois de haver
convergido para solucdo estacionéria (¢t = co) quando L = 1m e ¢’ = 0,0. No primeiro grafico da
figura 3.10 as temperaturas externas sao iguais a 300K & esquerda e variam de 300K a 1000K &
esquerda. Ja no segundo grafico as temperaturas externas sdo 1000K a direita e variam de 1000K
a 1700K a esquerda. Na figura 3.11 as temperaturas externas & esquerda e & direita para cada

curva, respectivamente, sao iguais a 300K — 700K, 400K — 800K, 500K — 900K e 600K — 1000K.
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Figura 3.3: Temperatura variando com o espaco e tempo quando L = 1m, temperaturas externas
iguais a 300K em ambas fronteiras, temperatura inicial constante igual a 1000K e
o' = 0,5\. A esqueda temos a evolucao no tempo dos perfis de temperatura até a
solucdo convergir para solucao estacionaria 7' = 300K. A direita temos a temperatura
nos cortes y =0, y =0,2m, y =0,4m, y =0,6m, y = 0,8m e y = 1,0m.
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1000K. A esqueda L = 5¢m e & direita L = 5mm.



56

1000 T
1625 b o0 1928 ——f
520 960
s {om 28306
28805
a0 7680
¢ 180 172805
172805 Sa400s
38400z 1{ 50
{0
4 700
1{ 850
4 BOO
oo 1{ =50 = oo
0 01 02 03 04 08 08 07 08 09 1 vmw 0 01 02 03 04 05 06 07 08 03 1y

Figura 3.5: Perfil de temperatura em véarios instantes de tempo quando L = 1m, temperatura
inicial constante igual a 1000K, temperatura externa & fronteira direita 1000K e &
fronteira esquerda 300K. Aqui o = 0.0 no grafico & esquerda e o = 0.3\ no grafico &
direita.
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Figura 3.6: Perfil de temperatura em véarios instantes de tempo quando L = 1m, temperatura
inicial constante igual a 1000K, temperatura externa & fronteira direita 1000K e &
fronteira esquerda 300K . Aqui 0 = 0.6\ no grafico a esquerda e o = 0.9 no grafico &
direita.
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Figura 3.7: Perfil de temperatura variando com o tempo em varios pontos da malha quando
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L = 1m, temperatura inicial constante igual a 1000K, temperatura externa a fronteira
direita 1000K e a fronteira esquerda 300K. Aqui o = 0.0/m no grafico & esquerda e
o = 0.9\ no grafico a direita.
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Figura 3.8: Temperatura variando com o espaco e tempo quando L = 1m, temperaturas externas

iguais a 2000K & direita e 1000K a esquerda, temperatura inicial constante igual a
1500K e o’ = 0,0. A esqueda temos a evolucdo no tempo dos perfis de temperatura
até a solucdo convergir para solucio estacionaria t = co. A direita temos a temperatura
nos cortes y =0, y =0,2m, y =0,4m, y =0,6m, y = 0,8m e y = 1,0m.
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Figura 3.9: Perfis de temperaturas em varios instantes de tempo e depois de haver convergido

Figur

para solucdo estacionéria (t = oo) quando L = lm, temperaturas externas iguais a
1700K & direita e 1000K & esquerda, temperatura inicial constante igual a 2000K e
o’ =0,0/m. A direita temos h = 10,0W/m?K e & esquerda h = 1,0W/m?*K.
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a 3.10: Perfis de temperaturas em depois de haver convergido para solucao estacionéria
(t = 00) quando L = 1m e ¢’ = 0,0/m. No primeiro gréifico as temperaturas externas
sao iguais a 300K a esquerda e variam de 300K a 1000K & direita. J& no segundo
grafico as temperaturas externas sdo 1000K a direita e variam de 1000K a 1700K a
esquerda.
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Banda | A\j_1 (um) | A; (um) | vj_1 (10%/s) | v; (105/s) [ N (1/m)
0 00 7 0 42827494 Opaco
1 7 6 42827494 49965410 7136,06
2 6 9,9 49965410 54507720 567,32
3 9,5 4,5 54507720 66620546 267,98
4 4,5 4 66620546 74948115 27,98
5 4 3,5 74948115 85654988 15,45
6 3,5 3 85654988 99930819 7,7
7 3 0,2 99930819 1498962290 0,5
8 0,2 0 1498962290 00 0,4

Tabela 3.1: Coeficientes de absor¢do de um modelo de oito bandas para vidro dado em Larsen
([17]), originalmente de ITWM, Kaiserlautern.
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Figura 3.11: Perfis de temperaturas em depois de haver convergido para solugdo estacionaria
(t = 00) quando L = 1m e ¢’ = 0,0/m. As temperaturas externas a esquerda e &
direita para cada curva, respectivamente, sao iguais a 300K — 700K, 400K — 800K,
500K — 900K e 600K — 1000K.

3.4 Conclusao

Neste capitulo estabelecemos a existéncia de solugoes classicas para o problema de
transferéncia de calor unidimensional na presenca de radiagao, conveccao e conducao. Estes resul-
tados nao dependem de condicoes nao fisicas sobre os coeficientes k', ¢’ e A, como é o caso do
problema tridimensional estudado por Thompson [30]. Aqui é importante lembrar que a anélise
é valida mesmo quando p(u) é identicamente igual a 1. Esta é uma caracteristica relevante, uma
vez que o modelo de resfriamento de vidro requer p = 1 quando o fenémeno € totalmente refle-
xivo. Nos enfatizamos também que os coeficientes ', 0’ e X’ sao permitidos ter uma dependéncia
seccionalmente continua de v. Na verdade é exigido apenas que tais parametros sejam limitados e

mensuraveis. Segue que nossa anélise é adequada para um modelo multi-banda.
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O método numérico usado neste capitulo possui algumas vantagens. Primeiramente,
visto que as matrizes W, and V,, agem como funcao vetorial de Green para a equagao do trans-
porte, podemos resolvé-lo incansavelmente como uma multipicacdo de matrizes. Ademais, como
essas matrizes sdo calculadas apenas uma vez (para cada conjunto de parametros), um método de
quadratura preciso pode ser aplicado para obter os coeficiente de W, and V,/ sem comprometer

a performance do algoritmo.
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4 PROBLEMA UNIDIMENSIONAL QUASILINEAR

Neste capitulo faremos a teoria de existéncia e simulagbes para o problema (1.11)
quando o coeficiente de difusao kg e a capacidade calorifica volumétrica dependem da temperatura,
espago e tempo (ko = ko(y,t,T) e ¢, = ¢y(y,t,T)). Aplicar as técnicas do capitulo 3 diretamente
traz dificuldade quando queremos provar a monotonicidade das sequéncias. Aqui, introduzimos
mudancas de varidveis para a temperatura que trabalham com os coeficientes kg e ¢, e transformam
0 sistema convenientemente num equivalente. Depois, usamos técnicas um pouco mais apurada
do método de monotonicidade para sistemas quasilineares, adaptando trabalho de Pao [22]. O

problema considerado nesse capitulo é

ar o0 aT o
T)— — — T— | = "(T—-4rB(v,T L
it G = 5 (Bt D) = [ @—amB ) ye 00450
aT 2w
—ko(y, t, T)— =h(Ty — T) + ar <772> / [B(v,Tp) — B(v,T)] dv, y=0,t>0
dy m 0
or > [
k’o(y,t,T)a—y =h(Ty—T)+ar p [B(v,Ty) — B(v,T)] dv, y=L, t>0
1 0
T(y,0) = To(y), y€e (0,L),t=0 (4.1)
g-ﬁ-)\'I—iI—ﬁ—/{'B(uT) € (0,L),t>0
ﬂay - 47'(' ) ) Yy I 9

I(:LL) = pOI(iu) + (1 - pO)B(V7 Tb(o))a Yy= 07t > Oa > 07

I(:u) :pLI<_:U’)+(1_pL)B<V’Tb(L))3 y:Lat>O7lJJ<Oa
onde kg e ¢, assumem as seguintes hipoteses:
0< k’(’)’”" < ko(y,t,T), 0 <y, t,T) < e,

kEg©™ e c'® constantes. Observe que aqui a andlise serd desenvolvida apenas para o caso onde

v =0, que é o caso de resfriamento de vidro.

4.1 Teoria de Existéncia

Definimos a seguinte mudanca de variavel

_ [ ko(y: s, T(s))
T—/O cv(y,s,T(s))d' (4.2)

Fazendo U(y, ) = T(y,t), temos

OT 9T dr  koly,t,T(t) U

Ot Or Ot co(y,t, T(t) o1
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Portanto, o sistema assume a seguinte forma:

ou 9 oy _ [,
kOaT_ay(kan)_/u W (T —4xB,U))dv,  ye (0,L),r>0

0

oU 2o
—ko—=—=h(Ty = U) + ar (772) / [B(v,Ty) — B(v,U)] dv, y=0,7>0
0

dy m
2 Ly
k2 — (T, - U) + an (772) / "BwT) - B, U)ldv,  y=1L, >0
dy m 0
U(y7 0) = TO(y)v Yy e (Oa L>7T =0 (43)
or o’ ,
M%+AI:EI+I€B(V,U), ye(0,L),7>0

I() = pol(—=p) + (1 = po) B(v, 15(0)), y=0,7>0,u>0,

I(/u‘) :pLI(7M)+(17PL)B(V7Tb(L))7 y:LvT>Oa,U'<07

A mudanga de variavel (4.2), que associa cada t € (0,00) a um 7 € (0,00) é estrita-

mente mondtona, pois ’;—0 > ez > 0. Isso torna a transformacao bijetora e inversivel. Observe
v v

que

ot ko(y,t,T(t))  ko(y,7,U(7))

E B Cv(yath(t)) B CU(vav U(T))

[ ewsUG)
t‘/o Foly 5. 0(3) " 44

A inversa da transformacio é

Portanto, se existir solucdo para o problema (4.3) para cada 7 € [0, 7], significa
que a solugdo do problema 4.1 existira para cada t € [0,#(79)]. Assim, o problema se reduz a
provar existéncia de solugbes para o problema (4.3). Para este propoésito, usamos as técnicas de
monotonicidade, adaptando os resultados de Pao para equagdes parabodlicas quasilineares ([22]).

Como no capitulo anterior, comecamos definindo super e subsoluc¢io para o problema (4.3):

Definigao 4.1. Os pares de fungoes ([77 f) e (ﬁ, f) sGo chamadas supersolugoes e subsolugies
do problema (4.3), respectivamente, se U > (7, I> f, Uel satisfazem as desigualdades (3.1)

(quando trocamos U por T) eUel satisfazem as desigualdades inversas.

Proposigao 4.1. O par de fungoes

U = max {sup{To(y)}, sup {Tb(y)}} e I=BU)
D yeoOD

ye

é uma supersolugio do problema (4.8), ou seja, satisfaz a defini¢io 4.1.

Demonstragao. Totalmente analoga a demonstracao da proposi¢ao 3.1 do capitulo 3, visto que a
solucdo é constante com respeito as varidveis y e t, tendo derivadas nulas, anulando a influéncia

do coeficiente ko(U). O
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Proposigao 4.2. O par de fungoes
U = min{ inf {T, inf {T; I=BU
1 {yleD{ O(y)}’yleaD{ b(y)}} € (v,U)

é uma subsolugcdo do problema (4.1).
Demonstragdo. Também anéloga a demonstracao da proposicao 3.1, capitulo 3. O

Agora, defina
U

W:MW:Z)MQw. (4.5)

A transformacdo tem derivada positiva, %—VI‘J/ = ko(U) > 0. Portanto, a inversa existe e ¢ uma

funcao crescente de W, que denotaremos por U = J(W). Também, vale as seguintes relacoes:

ow oU ow ou
e ko(U)E7 R kO(U)afy (4.6)

Substituindo (4.6) em (4.3), temos uma nova representacio para o sistema:

ow 9 [OW <,

v _ (20 2 7 4B L

57 ay(ay) /VO K ( 7B(v,U))dv, ye(0,L), >0

2w

—a—W:h(Tb—U)—i—om (772) / [B(v,Ty) — B(v,U)] dv, y=0,7>0
oy m 0

6W T2 2 vo

— =h(T, - U)+anr () / [B(v,Ty) — B(v,U)] dv, y=L, 7>0
dy m 0

U=Jw), ye0,L],7>0
ng)\’I—U—/IJr 'B(v,U) €(0,L),7>0

/Jfay - A R v, ) Yy 9 , T

I(,U,) = pOI(_p’) + (1 - PO)B(V, Tb(o))a Y= 0,7 > Ovu >0,

() = prI(=p) + (1 = pL)B(v, (L)),  y=L,7>0,p<0,
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Defina a seguinte relacao de recorréncia:

or oy

owk 9 (8%’“) c & c b1
+ =
oy

min ~ 1.min
kO kO

+ / K (ZF' —4xB(v,U* 1)) dv,  ye€(0,L),7>0
Vo

oWk d d
_ k= _ Wkl 4 b (T, — UF?
2
+ am <ZQ> / (B(v,Ty) — B(v, kal)) dv, y=0, 7>0
1 0
oW* d k d k-1 k-1
. = — h(Ty, —U
2 Vo
+ am (772) / (B(v,T,) — B(v, Uk_l)) dv, y=L, 7>0
it 0
Wh(y,0) = Woly), ye(0,L), 7=0 (4.8)
Uk o= Jwh, yel0,L], 7>0
ailk Itk i/ k l k—1
o +NI* = I + k' By, U ), ye (0,L), 7>0
Jy 4
F(p) = poI*(=p) = (1—po)B(v,Ty(0)), y=0, 7>0,u>0,
M) = peI®(=p) = (1 =pr)BW, (L), y=1L, 7>0,u<0,
onde
¢ = max {(‘9([])}, f(U):47T/ k' B(v,U)dv
o<u<o | OU vo

d= max_ {59(U) } . g(U)=hU+an (’”)2 /0 B, U)dv

g<v<o | OU m

Observe que a existéncia das constantes ¢ e d sdo garantidas pelos lemas A.2 e A.3, respectivamente.

Aqui definimos duas sequéncias: uma comegando em (T? ,H ((7 ),T) que denotaremos
por (UF, WF* 1) e a outra comecando em (U, H(U),I) que denotaremos por (Uk,ijk). Como
(T°,1°) é um par funcdes C“ em cada sequéncia, a segunda parte do problema é resolvida como
no lema 3.1, ou seja, =Z' = S,B(v,T°) + Sy B(v, Tp), sendo Z'(y) uma fungiio em C®. Da teoria
linear para operadores parabdlicos garantimos a existéncia de W' € C¢ e, consequentemente,

Ul € C“. Assim, sucessivamente garantimos a existéncia de (U2, W2, 1?), ...., (U*, W* I*) para

as duas sequéncias.
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Lema 4.1. As sequéncias (U", WF, I¥) e (Uk,ijk) governadas por (4.8) possuem a propriedade

de monotonicidade:

(U, W,I) < (@Uhwh "
< (Uk+1 Wk+1 Ik+1)
< (U Wk+1 7k+1)
< @ w1 <0 w,D. (4.9)

Demonstracio. Seja (U, W,I) = (T" —T° W' —W° 1" — %) = (U' = U, W' — W, I' — I), entiio
as seguintes desigualdades sao validas:

= S w'-w) +/ K (Z° — 4xB(v,U°)) dv — L, W

min min
iy ey

ow o (ow), «
or 0y \ Oy

0

= /00 K <I—47TB(V,(7)) dv

0

ou 9 ouU
— — - - >
<k0 or  dy (ko 5‘y>> 20

2 12
_67W+%W — :'lm W0+h(T U0)+a7T (772> / (B(I/,Tb)—B(V,QO)) dv
dy kg™ kg m 0

ow d =
— <6y+k{)’””w>’ y=0

= WT—0)+ar ("2) / (B(V, T,) — B(v, (7)) dv + ko 2V
0 dy

m

> 0,
ow d d

2 L
P Sy = WO + h(T, — U° 12 / B, Ty) — B(v,U)) d
ay + kgnn kmzn + ( ) +am (771 0 ( (V7 b) (V’— )) v

oW d —
( 8y + k(’r)nzn W) ) Y

- 2 2 o - 8&
= WT,—0)+ar (m) /O (B(z/, Ty) — B(v, U)) dv =k
2 07
W(y.0) = Woly) ~W(y,0)
= H(Us(y)) - H(U(y.0)) 2 0
/JZ;—F/\I—@;I = WBwU) - (ug;—i—)«f— ;;f) ,

> 0

1) = pol(—1) = (1= po) B, T(0)) = (T() = pI(-)), 5 =0
> 0

1) = pl(=p) = (= p)Be L) ~ (T~ pl(-p)) . y=L
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onde N —
L= 2 (éj;V) |
A validade das desigualdades acima se deve ao fato que (ﬁ , D ) é uma subsolugdo. Aqui temos que
I > 0 pelo lema 3.2, ou seja, I<I'e pelo lema da positividade do livro do Pao [21, pagina 54],
W >0, ou seja 1% < W'. Também, a transformacao J(W) é estritamente crescente e, portanto,

U<uU.

Agora, tomemos (U, W,I) = (U -U . W -W ., I -1) =@ -0O,W -Ww,I —1).
Usando um argumento analogo e sabendo que (17, T) é uma supersolugio obtém-se que (U, W, T) >

,0,0), ou seja (U , W ,T) < (U, W, ).
0,0,0 0 (U W TY < (U W, 1

A seguir, tomemos (U, W', I') = (Ul —Q17W1 —Mljl —1Ih.

oWt o [ow! c [p—
or dy ( oy ) + kg kg””( W)

+ /OO K (jo —1° — [4xB(v,T") —47rB(u,QO)}) "

C —~

_ (W — W) +/°° K (i_i_ 4rB(v,U) — 47 B(v, (7)]) dv

R :
> %in (H((?) - H(ﬁ)) —drn /oo K ([B(z/, U) - B(v, ﬁ)]) dv
> ¢ (CNT — Tj') —47r/:o K/ ([B(I/,(NJ) — B(Z/,ff)]) dv
> 0

oWt d . )y — 0 —0 =0

— anm (Z?)Z/OV (B(V,UO) fB(y,QO)) dv

> d (UO - QO) —n@ -T") - ar (E)Q /0 (B(z/7 %) - B, QO)> dv

ow!t d 1 d [0 0 T —
- = - — —h _

~ ar (ZT)Z/O (B(V,UO) - B(V,QO)> dv

d (UO - QO) “w@ T —ar (’72)2 / (B(u, 7% - B, QO)> dv
0

m

Y

v
o
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W(y,0) = 0
lt%Iyl FNT - %Il = WBwU") - KBuU")
= WB(w,U)-xB,0)
> 0,
IMu) = poI*(—=p) = 0, y=0,
M) = ped'(-p) = 0, y=L

Portanto, pelo lema 3.2, I' > 0, ou seja, I' < 7 Novamente, pelo lema da positividade do livro
de Pao [21, pagina 54], W' > 0, ou seja wt< W', Disso temos que U' < TU'. Até agora provamos
el <U' <TU <U,W<W'<W <Wel<I'<T <I.

Usando um argumento de inducao, considere que

1

URl<ph<T <TY, wEl<wh < W <

e IF<rF<T <TN

Seja (U, W,I) = (U — UF, WH — W 1" — I¥), entao

_ kE k—1

DAY c

+ / TR (20 -2 4B UY) — B0 )) v

> U - HOY) —an [ (1B T - BoAT ) o
0 Vo
> Ut - U ar [ (1BOATY) - B2 ) v
> 0
oW d d —k—1 k—1 —k—1 k—1
— . = — (W -W —h(U -U
2 vy
— ar (’72> / (B(U,U’H) - B(ka_l)) dv
m 0
> g (kal B Qk—l) _ h(qu _ Qk—l)
2 " Tk — k-1
_ 2 Bw,U B(v,U d
am (771> /0 ( (v ) (v )) v
> 0
T(y,0) = 0
ol / o’ _ / k / k—1
;Lay—|—/\1— 47TI = k'BWw,U")— kB, U ")
> 0,
I(p) = pol(=p) = 0, y=0,

I(p) —ped(=p) = 0, y=1L
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Portanto, pelo lema 3.2, I > 0, ou seja, I* < I*! e pelo lema da positividade do livro de Pao
[21, pagina 54], W > 0, ou seja W* < W**1. Da monotonicidade da transformacio (4.5) temos
Uk < gttt

Usando um argumento analogo e tomando (U, W, I) = (UHl ka, Wt fWk, T
Mgt 7k+1) < (Uk,ijk). De forma similar se
prova que (UKFL WhtL k+1y — (7

Tk) tem-se (U, W, I) > (0,0,0), ou seja (U ', W T
N a7 —wkﬂjkﬂ — "1 > (0,0,0), ou seja,
k1 ——h+1 —h+1

— k1 — k41
T W T > (URTL, R 1T e temos a validade da desigualdade (4.9). O

Teorema 4.1. As sequéncias (Uk,ijk) e (U*, W" I") convergem monotonicamente para as
solugoes do problema ({.7) (U, W,I) e (U, W, 1), respectivamente, e (U,W,I) < (U,W,I). Além
disso, se existir um outra solucigo (U*,W* I*), (U,/W,f) < (U, W I*) < (ﬁ,ﬁ/,'f), entdo
(U,W,I) <(U*\W*I*) < (U,W,I).

Demonstra¢do. De fato, como as sequéncias sdo limitadas e mondtonas, existe convergéncia. Basta
provar que (U,W,I) e (U, W,I) sdo solucdes do problema (4.7). O sistema tem representagio
integral, tanto para W* quando para I*. A representacdo para I* é dada por (2.25), (2.26) e
(2.27) e para T* é dada no livro de Pao [21, capitulo 2]. Portanto, pelo teorema da convergéncia

monotona, as duas sequéncias convergem para as solucdo do problema (4.7).

Agora suponha que (U*, W*, I*) seja outra solucao tal que ((7, W, f) <(U*,W*,I*) <
(U, W, I). Como (U*,W*,I*) é uma supersolucio do problema, entdo (U*, W*, I*¥) < (U*, W*, I*)
para todo k € N e portanto (U, W,I) < (U*,W*,I*). Da mesma forma (U*, W* I*) é uma
subsolucio e assim (Uk,ijk) > (U*,W*,I*), Yk € N. Isso completa a demonstracio. O

4.1.1 Unicidade

A unicidade é estabelecida com a mesma técnica usada na subsecdo 3.1.1.

Teorema 4.2. As solugies (U, W, 1) e (U, W, 1) sio iguais e portanto a solu¢io é inica na faira

(U, W,1) < (UW,I) < (U,W,I).
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Demonstragio. Seja (U, W,I) = (U —U,W —W,I—1I). Entdo

ow o0 [OW e, —
—— — =) = 17— 4nB 47 B L
5t 8y<3y> /VO K ( mB(v,U) +47B(v,U)) dv, y € (0,L),t >0
ow vo —
—Ty-i-hU—&—/ [B(v,U) — B(v,U)] dv =0, y=0,t>0
0
ow Vo —
Ty+hU+ [B(v,U) — B(v,U)] dv = 0, y=L,t>0
0
W(y,0) =0, y€(0,L),t=0
U=JW)—-JW), €[0,L],t >0
I
M%—&-)\I—ZI—&-/@B(UU)—KB(V U), y € (0,L),t>0
T
I(M)_pOI(_M):(L y:0>t>07,u>07

Analogamente a equacao (3.8), vale a seguinte equacao:

367‘1/ _ a% (%‘Z/) — 47 /yoo W [(1= 'Ly WLy = 1] (B,U) = B, D)) dv (4.10)

Tomando o produto interno em Ls com W em ambos os lados, temos:
L L
ow 9 (oW
—Wdy — / ( ) Wdy
0o Ot 0 dy
/ A 1 —'Ly) KLy — 1} (B(n,U) — B(v,T)) Wdvdy
que leva a

L 2
sz [ (G) a-wn Gl m+ wo 5o+

/ 47r/ 1 —0'Ly) KLy — 1] (B(v,U) — B(v,0)) Wdvdy (4.11)

Na fronteira vale:

Logo
— (L) + W(O)a—y(O) > 0. (4.12)

Usando (4.12) em (4.11), temos

2at||W|\2 < / 47r/ l—crL) 1K’Lg—1} (B(v,U) — B(v,T)) Wdvdy
0

L
H(l —o'Ly) KLy — 1H /
2Jo

87T/OL|W / W(B(v,U) — B(v,T))dv

"W (B.U) — B T))dv| dy

IA

IN

dy,
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onde usamos o lema (3.4):

|a-oL) " wr, - 1H2 <2
Agora, pelo lema A.2,
< M|U-U]|,

/00 k' (B(v,U) — B(v,U))dv

0

ou seja,

L L
\|W\|2 < 477/ \W|M\Q—Uydy=4M7r/ |W||U|dy
2(’915 0 0

Observe que

U
‘W—UV—WMW/ ko(S)dS| > kg [T — U| = kym U]
U

Substituindo (4.14) em (4.13), temos

AMn [F AM~ c
|| 3 < m/ (W Pdy = ——||W||5 = =||W]]3,
kO 0 ko 2

28t

onde C; = k” Pelo lema de Gronwall,
W5 = [[W][5(0)e“",

Como .
IW]3(0) = / W (y,0)dy = 0,
entao

W[5 =0,

(4.13)

(4.14)

(4.15)

obtendo, W = 0, ou seja, W = W. Naturalmente, pela expressio (4.5) e o fato de W = 0, temos

U =0,isto é U= U. Isso simplifica o problema para I:

oI !
e+ NI = I, ye(0,L),t>0
8 47
I(p) = pol(=p) = 0, y=0,t>0,pu>0,
I(/J/)—pLI(—[,L) = 0, y:L7t>O7M<O7

que, por sua vez, tem solucdo nula, ou seja, I = 1.

4.2 Discretizagao do Problema Quasilinear Acoplado

A discretizacao do problema (4.1) é semelhante a discretizacdo (3.11):

n n+1 n+1 in n+1 n+1
oL T kG (TR T = ke (T - T
v hy 2 h?2
_ 1k0(]+1/2)( J+1 jn) _kny 1/2)(T - T )
2 h?
47k

€

_ 2(/m(wgw—UBQ@Tﬂ%fFU@IﬂuTw%dM

(4.16)
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onde kg, = ko(y;,t",T}') e kéi(’;) = ko(y;, t" T, Tj™). Aqui T} é o valor da temperatura

intermediério entre o tempo n e o tempo n + 1 introduzido para linearizar o problema. Os vetores
B(v,T") e B(v,T}) séo

B(v.T") = | B(v,11") B(»,T3)

T
B, Tiy,) |

:B(U7 Tb) =

A discretizacao para os termos de fronteira é

3T’n+1 TTLJrl _4T’I’L+1 2 Vo
— ki = + 23h 2 =hTy(0)—hT{ " +ar (’72) / [B(v, T,(0))— B(v, T{")] dv, (4.17)
s m 0
) 3Tn+1 +T'IL+1 74Tn+1 2 rug
Kov ey — g — =hTy(L) =W} +ar <ZT> /0 [B(v, Ty(L)) = B(v, Ty'1)] dv.(4.18)
O sistema (4.16) pode ser reescrito da forma:
0G+1/2) \ koG, Rol-1/2) \ st koG-1/2) \ st
—htw Tj+1 + Cy + ht 2h% + ht Qh% T] + —ht27hg ijl
}kg(j+1/2)(TJn+1 B T]ﬂ) - kg(j—l/Q) (Tan B Tj?ll)
2 h?
+ 47rht/ K [(Wg, ~ 1B, T"), + (Vo B(v, Tb))J} dv. (4.19)
vo

Introduzimos uma linearizacao pelo método de Newton-Raphson para a funcao de

Planck, como nas equagdes (3.15)-(3.16) e obtemos as seguintes equagOes na fronteira:

in 3T7L+1 +T7’L+1_4T7’L+1 .
— kol —— 2— = WD (0) — h17

(4.20)

2
vo . OB .
sar () 7 B0AT0) - BOATI™) - (170 = T T 07| v
m 0

wm o 3TN TN 4T 1
ko 41— o, = WTy(L) — hTyl,

(4.21)

2,y
+am (77?) /o {B(V, Ty(L))—B(v, TJl\/-&-l)*(TNilli }V+1)87T(V7 T}VH)} .

As equagoes (4.19), (4.20) e (4.21) nos levam a um sistema AT"™! = D" onde

T
n+1 __ n—+1 n+1 n+1
T = [ Ty Ty e T ,
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[ b1 C1 Co O e 0 |
a9 b2 C2 0 s 0
A 0 as b3 C3 cee 0
0 0 s an bN CN
L 0 0 ag aAN+1 bN+1 ]
com
kél(rgl+1/2) .
aj = —htT, 2 S ] S N
S kéz(TJLvH) R 2%1(7\/“)
0 - 2h,8 ) N+1 — hs
3klzn v 9B
0(1) 2 lin
by = h v, TV )dv
' 2n, tem <771> 0 ar 1)
koG, Roli-1/2) :
bj = co+hy oh2 + hy 2 2<j<N
3 w o8
(N+1) 2 in
bN+1 = T+h+aﬂ- <’l]1) /0 aT(V T]lv+1)d
c _ kl07(q o = — 2kleZ(q)
O 7 Ton, LT,
kl 1/2
¢ = —h—2SB 2<j<N
€
" T
D" = { dp dz |
€
2o OB, ..
& = BT(0)+ar (2 / B(v, Ty(0)) — B(v, TH™) + TH" 22 (v, V™) | dv
m 0 oT
ko (TR — T — k2o (TP — T )
no _ t 0(j+1/2)\ g+l J 0(j—1/2)\* j—1
djL - chj" 5 12
47Tht e ’ n .
+ €2 K ((WO" _1)B(VaT ))J+(VU’B(V7Tb))J dl/a ZS] SNv
Vo
2o OB
o = 1) +an ()[BT - BouTi) + 1L SF 00T |

Aqui, T]“”, 1 <j < N+1, comecam em T7" e o sistema é resolvido iterativamente pelo algoritmo

de Thomas (TDMA) até que

para alguma tolerancia 0 < e << 1. Observamos que o sistema A7T™ !

|TTL+1 _ lem|

T <€ V1<j<N,
J

= D™ pode ser transformado

num sistema tridiagonal para aplicacio do algoritmo TDMA. Nos resultados desse trabalho usamos

e=1075.
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4.3 Resultados Numéricos para o problema quasilinear

Os parametros usados para simulagdes nesta se¢do sdo essencialmente os mesmo usados
na secao 3.3, com poucas excecoes: Myigro = N1 = 1,46, h = 1,0W/m2K € Cy = CmPm, COM
em = 900J/Kg K, pym = 2200Kg/m?, L = 1m, o' = 0.5\ e a dado pelo expressdo (3.17). Aqui

apresentamos vérias fungoes ko(z,t,T(z,t)) e observamos o comportamento da temperatura.

4.3.1 Calculo do Fluxo de Energia para Validacao do Método Numérico

Observe que na subsegdo 3.3.1 a expressao (3.18) vale mesmo quando ko depende da
temperatura. Por isso calculamos os fluxos para alguns conjuntos de parametros e verificamos a
validade da formula (3.18). Na figura 4.1 temos dois graficos dos fluxos devido ao transporte (Jr),
do fluxo devido a difusédo (Jp) e da soma dos dois fluxos (Jp + Jr) quando p = 0.5, ¢/ = 0.5/m
e L = 1.0m e as condigoes de contorno sao 7'(0) = 1000K e T'(L) = 300K para ambos os graficos.
No primeiro grafico temos kg = 1072TW/mK? e no segundo ko = 1073T?W/mK?. Na figura 4.2
temos outros dois graficos das mesmas quantidades, com o mesmo conjunto de parametros, exceto

ko e X. No gréfico & esquerda temos kg = 107 2TW/mK? e & direita ko = 1073T?W/mK?.

x10" x 10
T T T T

) a5
, JpTJdr
< — Jp+Jp
;7 e il
| e o
b, —
N — _ Jr_ e T
27 g |
oL
sl
150
il
ik
I -
| | o
s
R Jp ///

Figura 4.1: Gréficos do fluxo devido ao transporte, do fluxo devido a difusao e da soma dos dois
fluxos quando p = 0.5, ¢’ = 0.5/m e L = 1.0m e as condi¢des de contorno sio
T(0) = 1000K e T(L) = 300K para ambos os graficos. No primeiro grafico temos
ko = 1072TW/mK? e no segundo ko = 1073T?W/mK?2.

4.3.2 Resultados Numeéricos

Como na subsecio (3.3.2), usamos um modelo de 8 bandas, sendo os valores de ' (v)

dados na tabela 3.1 e a integral no intervalo (v, 00) que aparece no sistema (4.16) dada pela
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12000 : . . I . . . 2 T
Jp+
. ptJr
10000 g
— ey ;] i sk
- ‘\
~ af
8000 N \
2F\ Jo 1
\ — =y /
\ 57 /
soool 4ak A / \\ Ja
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Figura 4.2: Gréficos do fluxo devido ao transporte, do fluxo devido a difusdo e da soma dos dois
fluxos quando p = 0.5, ¢/ = 0.5/m, A’ = 10.0/m, L = 1.0m e condi¢des de contorno
T(0) = 1000K e T(L) = 300K. No primeiro gréafico temos ko = 1075T?W/mK? e no
segundo kg = 107"W/mK?2.

expressdo (3.21). Nestas simulagoes também escolhemos p(u) = po(p) = pr(w) satisfazendo a

condigao de Fresnel (2.80).

Os resultados das simulagbes estdo apresentados nas figuras 4.3-4.11. Na figura 4.3,
temos o perfil de temperatura variando com o espago e tempo quando as temperaturas externas
sdo iguais a 300K em ambas fronteiras, temperatura inicial constante igual a 1000K e kg = 10727
Na figura 4.4 temos novamente o perfil de temperatura variando com o espago e tempo quando as
temperaturas externas iguais a 300K a esquerda, 1000K & direita, temperatura inicial constante
igual a 1000K e kg = 10~''T%. Na figura 4.5 mantemos os mesmos parametros da figura 4.4 e
variamos ko. O grafico & esquerda temos ko = 10712T° e no grafico & direita kg = 0, 14¢%:00667T,
Nas figuras 4.6-4.9 aparecem graficos da temperatura em termos do espago e do tempo. Nessas
figuras variamos apenas kg e as condicoes iniciais e de contorno. Na figura 4.6 temos condigoes de
contorno 700K & esquerda e 1200K & direita, com condigao inicial 1500K e ko(T) = 10~ In(T'). Na
figura 4.7 temos condi¢bes de contorno 1000K & esquerda e 1700K a direita, com condi¢fo inicial
2000K e ko(T) = 107°T2. Na figura 4.8 temos condigoes de contorno 1500K & esquerda e 1700K &
direita, com condicdo inicial 2000K e ko(T) = 10~4T2. Na figura 4.9 temos condigdes de contorno
1700K 4 esquerda e 2000K & direita, com condi¢do inicial 2000K e ko(T') = 10727 +1075T2. Nas
figura 4.10-4.11 temos perfis de temperaturas depois de haver convergido para solug¢do estacionaria
(t = 00). No primeiro gréfico da figura 4.10 as temperaturas externas sdo iguais a 300K a esquerda
e variam de 300K a 900K & esquerda e ko(7') = 0,357 —89. Ja no segundo grafico as temperaturas
externas sdo 2000K a direita e variam de 1300K a 1900K & esquerda e ko(T) = 10~ In(T). Na
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figura 4.11 temos as temperaturas externas a esquerda e a direita para cada curva, respectivamente,

sao iguais a 700K — 300K, 800K — 400K, 900K — 500K e 1000K — 600K e ko(T) = 0, 14200667

TE) T
1000

—— 1925

19203

00 | 1

13440s 900
422405

800 | 1

1056005
700 F

700k
B00 1

B00
&0 A

400

v=0.4m e y=0.6m

v=0.2m e y=0.8m

. 7=0.0me y=10m

300 — st=so  4m0 . . . . . . ,
0 01 D2 03 04 08 06 D7 08 08 1 ym i 1 2 E 4 5 [3 7e(n10%s)

Figura 4.3: Graficos da temperatura variando com o espago e tempo quando as temperaturas
externas sdo iguais a 300K em ambas fronteiras, temperatura inicial constante igual
a 1000K e ko(T) = 1072T. A esqueda temos a evolucdo no tempo dos perfis de
temperatura até a solucio convergir para solucio estacionaria T = 300K. A direita
temos a temperatura nos cortes y =0, y = 0,2m, y = 0,4m, y = 0,6m, y = 0,8m e
y=1,0m.

4.4 Conclusao

Neste capitulo estabelecemos a existéncia de solucoes classicas para o problema de
transferéncia de calor unidimensional na presenca de radiacao e condugao quando a condutividade
térmica ko depende da temperatura. Os demais parametros ficaram sob as mesmas hip6teses do
capitulo anterior. Observamos aqui que esse capitulo ndo generaliza o capitulo anterior porque

essa analise nao contempla o campo de velocidades, caso que é feito quando kg é constante.

O método numérico usado aqui é essencialmente o mesmo do capitulo anterior, in-
cluindo uma linearizacdo para ko (7). Essa linerizacio ndo comprometeu significantemente o desem-
penho do algoritmo, sendo que as vantagens discutidas nos capitulos anteriores foram naturalmente

herdadas aqui.

Os resultados numéricos apresentados mostram consisténcia com os resultados do
capitulo anterior. Isso pode ser observado analisando os graficos dos dois capitulos. As figuras 3.3
e 4.3 diferem apenas pela condutividade térmica kp. Na figura 3.3 temos kg = 1.1 e na figura 4.3
temos ko = 10727. Como 0 < T < 1000, entdo 3 < ky = 10727 < 10. De fato, a temperatura na
figura 4.3 cai mais rapidamente com o tempo e tende a ser mais suave, pois possui uma difusao

maior no meio do dominio.
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Figura 4.4: Graficos da temperatura variando com o espago e tempo quando as temperaturas
externas sao iguais a 300K na fronteira & esquerda e 1000K na fronteira & direita,
temperatura inicial constante igual a 1000K e ko(T) = 107174, A esqueda temos
a evolucao no tempo dos perfis de temperatura até a solugcao convergir para solugao
estacionaria. A direita temos a temperatura nos cortes y = 0, y = 0,2m, y = 0,4m,
y=0,6m,y=0,8mey=10m.

TE) TE)

1000 1
I ——— 00
+=192s

=1728
%0 42005 1

=8640¢

900

=192z

=1728s

=15360s
B8O} 1
288005
B0} =0
750 ‘ M ‘ L ‘ 850 : L I T :
o 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1y O 01 02 03 04 05 05 07 08 08 1y

Figura 4.5: Perfil de temperatura em vérios instantes de tempo quando a temperatura inicial
constante igual a 1000K, temperatura externa na fronteira a direita 1000K e na fron-

teira & esquerda 300K. No gréfico & esquerda ko(T) = 10~*2T° e no grafico a direita
0, 14¢0:0066T
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Figura 4.6: Graficos da temperatura variando com o espago e tempo quando as temperaturas
externas sdo iguais a 700K na fronteira & esquerda e 1200K na fronteira a direita,
temperatura inicial constante igual a 1500K e ko(T) = 107" In(T). A esqueda temos
a evolucao no tempo dos perfis de temperatura até a solucao convergir para solugao
estacionaria. A direita temos a temperatura nos cortes y = 0, y = 0,2m, y = 0, 4m,
y=0,6m,y=0,8mey=10m.
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Figura 4.7: Gréficos da temperatura variando com o espaco e tempo quando as temperaturas
externas sao iguais a 1000K na fronteira & esquerda e 1700K na fronteira & direita,
temperatura inicial constante igual a 2000K e ko(T) = 107°T2. A esquerda temos
a evolucao no tempo dos perfis de temperatura até a solugdo convergir para solugio
estacionéaria. A direita temos a temperatura nos cortes y = 0, y = 0,2m, y = 0,4m,
y=0,6m,y=0,8mey=10m.
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Figura 4.8: Graficos da temperatura variando com o espago e tempo quando as temperaturas
externas sao iguais a 1500K na fronteira & esquerda e 1700K na fronteira a direita,
temperatura inicial constante igual a 2000K e ko(T) = 107472, A esquerda temos
a evolucao no tempo dos perfis de temperatura até a solucao convergir para solugao
estacionaria. A direita temos a temperatura nos cortes y = 0, y = 0,2m, y = 0,4m,
y=0,6m,y=0,8mey=10m.
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Figura 4.9: Gréficos da temperatura variando com o espaco e tempo quando as temperaturas
externas sao iguais a 1700K na fronteira & esquerda e 2000K na fronteira & direita,
temperatura inicial constante igual a 2000K e ko(T) = 10727 + 107°T2. A esquerda
temos a evolugdo no tempo dos perfis de temperatura até a solugdo convergir para
solucdo estaciondria. A direita temos a temperatura nos cortes y = 0, y = 0,2m,
y=0,4m,y=0,6m, y =0,8m e y = 1,0m.
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Figura 4.10: Perfis de temperaturas em depois de haver convergido para solugdo estacionaria
(t = 00). No primeiro grafico as temperaturas externas sdo iguais a 300K & esquerda
e variam de 300K a 900K a direita e ko = 0,357 — 89. JA no segundo grafico as
temperaturas externas sao 2000K & direita e variam de 1300K a 1900K & esquerda e
ko(T) = 10~ In(T).
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Figura 4.11: Perfis de temperaturas em depois de haver convergido para solugdo estacionaria
(t = 00). As temperaturas externas a esquerda e a direita para cada curva, respecti-
vamente, sao iguais a 700K — 300K, 800K — 400K, 900K — 500K e 1000K — 600K
e ko(T) = 0,14¢%-0066T
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5 TRABALHOS PARALELOS E FUTUROS

5.1 Problema Semi-Infinito

Nesta secao discutimos um trabalho desenvolvido pelo autor paralelamente a Tese.
Apesar de ser um topico relacionado a Tese, ele € tratado com um topico paralelo porque a contri-
buicao deste autor esta apenas nas simula¢oes numéricas. Os detalhes desse problema foi estudado
na tese de F. Azevedo [2] e estao submetidos num trabalho conjunto com F. Azevedo, M. Thompson

e M. Vilhena [4].

Colocaremos brevemente a idéia do problema: O sistema tridimensional acoplado
(1.1)-(1.6), quando é introduzida uma adimensionalizacio adequada, € visto como uma perturbagao
do problema de Rosseland. A aproximacio na fronteira resulta num problema que possui simetria

e pode ser simplificado no seguinte sistema unidimensional num dominio semi-infinito (0, c0):

0 (g 27m’§1 9
=T+ NI = - 2 Zdy 1
"3y +A /1<2 Vi M w, oy >0, (5.1a)
I(p) — pZ(—p) = go(p), w <0, y=0 (5.1b)
ylirch(y,u) =0. (5.1¢)

A principal dificuldade desse problema, reside no fato de o niicleo de espalhamento envolvido poder
apresentar uma parte negativa que supera N em magnitude. De fato, 8 sendo um parametro
crescente com o cubo da temperatura na fronteira, o principal interesse se voltava para altos
valores de (3, tipicamente trés a quatro ordens de grandeza superiores a \'. Para contornar essa
dificuldade, o problema foi reformulado como uma equacao integral e foram aplicadas técnicas de

operadores auto-adjuntos para controlar a parte negativa do espalhamento.

A solucdo numeérica do sistema (5.1) foi feita pelo método de ordenadas discretas
Sn. Atualmente um outro trabalho relacionado estd sendo desenvolvido onde o mesmo sistema
é resolvido usamos as mesmas técnicas do capitulo 2. A técnica funciona bem, pois a solu¢io do

prolema semi-infinito possui decaimento exponencial quando ¥y tende a infinito, como provado em

[4].

5.2 Trabalhos Futuros

Varios problemas relacionados a tese podem ser abordados. Entre eles estao citados

alguns:
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1. Desenvolver a teoria de existéncia e unicidade de solugoes do problema acoplado com
o movimento. Para tal, poder-se-ia generalizar a teoria de [33]. Deve-se observar
que tal teoria se baseia em técnicas bem distintas das utilizadas até o momento neste
trabalho. O resultado seria, no entanto, de evidente relevincia para o estudo dos

fluxos radiativos.

2. Desenvolver uma teoria de existéncia e unicidade de solugdes para o problema de

transporte tridimensional em regioes nao convexas.

3. Refinar a teoria de existéncia obtida em [30], obtendo solucdes para o caso tridimen-
sional sob hip6teses menos restritivas, aproximando a anélise dos resultados obtidos

para o caso unidimensional.

4. Realizar simulagoes numéricas de larga escala, buscando solucées aproximadas para

problemas bidimensionais e tridimensonais.
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Apéndice A LEMAS TECNICOS E DEFINICOES

A.1 Definicoes

Definicdo A.1. Introduzimos a norma que induz o espago C°([0, L], L°[—1,1]) por

llgllco = sup  sup q(y, p). (A.1)
0<y<L —1<p<1

Definigao A.2. Para um « fizo, 0 < o < 1, introduzimos a norma que induz o espago C*([0, L], L>°[-1,1])

por

llgllew = Cr lg) g + llgllco (A.2)

para alguma constante C1 > 0 que € definida convenientemente, onde

lq(y) — q(z)
q)pa = sup sup —————
lale 0<z<y<L-1<p<1 |y —z[®

¢ a seminorma em C* e ||q||co € a norma de ¢ em C°([0, L], L>°[—1,1]).

A.2 Lemas Técnicos

Lema A.1. A funcdo de Planck

3 2% 13 hpVvpe g -1
B T) = 2 ref P EpTTrey _ 1
(v, T)=mn et c2 €

possui primeira e sequnda derivadas nao negativas.

Demonstragdo. Como

3 3 hvvy.e g -1
B(% T) _ 772 Vreef thl/ (6kBTT7,€f _ 1) ,

1 Iref 02
entao . )
3 hpvv,.,e - hvvg.
iB DT — oVref 2hpv ek;)TT'reff 1 eﬁ hpVVpey >o.
’ 7]1 =
oT I»,\ef C2 kBTzTref
Também,
0 , Vg 2RAt [ e TP lwrer ]
WB(V’T) = C(V,T)nlﬁ k;CQ ekBTTref —1 ekBTTref T47
onde
~ hpVlpey

C(v,T) = aet —2TeT 4 2T + a,

“= kBTref ’
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Observe que basta mostrar que C(v,T) > 0. Para tal, escrevemos

tanh (%) =

g

sech 2sds

I
o\c\k}‘c\

b
< ds
_a
T
Entao
a e3T — e~ 3T et —1
tanh (*) =— = = <
2T e2T + e 2T eT +1
Ou seja,

0 que implica em

C(v,T) = aet —2TeT +2T +a > 0.

Lema A.2. Se k'(V) < Anaz, entao a fungio
o [,
g(T) = 3T k'B(v,T)dv
vo
satisfaz a sequinte estimativa:
8mih, kT
g(T) < Mnag ——etBTrel 3
15Irefh4l/ref62

Demonstragdo. Pelo lema A.1,se v > 0e T > 0, entdo

o
—_— > 0.
S B0 T) 20

Isso nos leva a seguinte desigualdade:

oT or oT

Vo
8% /o k' B(v, T)dv

1 — tanh? s) ds
( )

3/ KB, T)dv = a/ H/B(V,T)dl/—i/ k' B(v, T)dv
0 0

-1
[e’e} V3 2 1/3 ’LpVLITEf
— i/ ,ﬁ/ﬂ& e*BTTrer _ 1 dv
0

oT Iref 02

_ 9 \ 2hpkp TT} /°° T
0 T e ph e pc® Jo o €”
0

T
_ 0, 2mkTTL
or \~m Leghivrepc? 15
8mhokETrer
mar15lrefh§VTef02 ’

pois k" < Ajnas Portanto, (A.3) é valida.

B kBTTTef

1dx>7 T = fiplres v
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Lema A.3. A funcdo

o [
T)=— B(v,T)d
o(T) = 5 | BT
satisfaz a sequinte estimativa:
8rih, k5 T4 .
ref M3
< —F—=T A4
9(T) < 151, fh4vpe pc? (A.4)
Demonstra¢ao. Anéloga ao lema A.2. O

Lema A.4. A funcdo definida como

admite a sequinte estimativa:
(@)= f)| < Cle—y|*,  Va,y=0eC=Claq)

Demonstra¢do. Suponha sem perda de generalidade que z > y. Entdo temos

@)~ )| < /\_

1
_ay
0

ae—y)

e & fl‘du

1 _a(z—y)
< e = 1‘ du
0
1
a(zx—y)
- [
0
= 17f(z)a =T =Y
Portanto, resta mostrar que
1—
sup ﬂ < o0
2>0 z%
Defina
1-f(2)
9(z) = T

Observe que ¢g(z) € uma funcao continua para z > 0. Para mostrar que g(z) ¢ limitada é suficiente
mostrar que sao finitos os limites:

lim g(z) e lim g(z).

Z—00 z—0

Como f(z) é decrescente e positiva, o primeiro limite existe. Agora, basta calcular o limite dado
por

lim g(z) = lim 1= /)

z—0 z—0 2

(A.5)
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Para obter este limite, introduzimos a mudanca de varidveis s = '

> —azs 1
f(z)z/1 e S—zds

Integrando por partes, temos:

o = (L) [ e (L)

o 1
= e ¥ - az/ e ¥ —ds=e % —azF1(az)
1 S

onde Fi(z) := floo e*“%ds representa a funcao exponencial integral, cuja assintética em torno da
origem pode ser obtida expandindo o integrando em séries de Taylor e extraindo a singularidade
logaritmica (ver [7, pag. 252] para detalhes):

ok
El(x):—('y—i-lnm)—i-z%, x> 0.
k=1 """

Assim temos o seguinte comportamento assintético para f(z):
f(z) =€ " —azEi(az) = 1 + azln(az) + O(2), z—0

e finalmente, temos:

1-f(2)

= —az'"“In(az) + O(z*79), z—0
ZO(

o que implica que o limite (A.5) ¢é finito.
Agora basta definir

C = sup|g(z)|.
z>0
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