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RESUMO

Nesta tese analisamos a dindmica regular e cadtica na interagao de particulas magnetiza-
das com ondas circularmente polarizadas que propagam-se perpendicularmente
a0 campo magnético de fundo. Para tanto desenvolvemos um formalismo Hamiltoniano
auto-consistente que inclui tanto a dinamica das particulas quanto a dos campos da onda.
Com relagao a utilizacao do referido sistema como esquema de aceleracao de particulas,

investigamos via aproximacio de macroparticula os efeitos da dispersio dos campos eletro-
magnéticos, bem como de um possivel descasamento inicial entre as frequéncias da onda
e de ciclotron. Através da integracio numérica das equacoes de movimento identificamos
dois regimes distintos dependendo do valor inicial da energia das particulas. Para baixas
cnergias ocorre uma aglomeracio das particulas no espago de fases, reduzindo o mimero
de graus de liberdade ¢ validando a aproximacio de macroparticula. Para valores maiores,
a aglomeragao nao acontece ¢ todos os graus de liberdade sio efetivos. Neste caso o sis-
tema perde a intergrabilidade, dando lugar ao aparecimento de atividade cadtica que tem
como um dos ingredientes basicos a difusio de Arnold. Analisamos, também, os efeitos da

modulagio dos campos do maser na caotizacao global do sistema.



ABSTRACT

[n this thesis we analyse the regular and chaotic dynamics in the interaction of mag-
netized particles and circularly polarized waves that propagate paralel to the background
magnetic field. To this end we develop a self-consistent Hamiltonian formalism that ta-
kes into account both particle and wave dynamics. Regarding particle acceleration, we
investigate by means of the macroparticle approximation the effects of wave dispersion

and frequency mismatch. Based on numerical analysis we identify two different regimes
depending on the initial particles energy. lor low energies, a bunching process occurs in
the phase space, reducing the number of degrees of freedom and validating the macropar-
ticle approximation. For larger values, the bunching does not take place and all degrees of
freedom are effective. In this case, the system loses its integrability, leading to the onset of
chaotic activity with Arnold diffusion as one of its major ingredients. We also analyse the

effects of maser field modulations on the global chaotization of system dynamics.
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Capitulo I

Introducao

Aceleracao de particulas a altas energias foi e tem sido uma das 4reas de grande interesse
entre os fisicos desde o final do século passado e durante todo este século, haja visto seu
imfindavel mimero de aplicagoes tanto em fisica, relacionado ao estudo da, estrutura de
solidos, niicleos e particulas, como em outras areas, como medicina e quimica, por exemplo.
Inicialmente, os métodos de aceleragao baseavam-se puramente na submissao de particulas
carregadas a grandes diferencas de potencial eletrostético, seja em aceleradores lineares ou
em ciclotrons, onde além do campo eletrostatico hd um campo magnético que mantém as
particulas num movimento circular, reduzindo, assim, o tamanho do equipamento. Vale
ressaltar que os aceleradores lineares sio usados largamente até hoje em dia para o estudo

de sélidos, 4tomos e micleos a baixas energias.

Mais recentemente, com a crescente necessidade de maiores e malores energias para o
estudo cada vez mais detalhado da estrutura interna da matéria e seus componentes, passou-
se a desenvolver os aceleradores gigantes como o CERN (European Orgnization for Nuclear
Research), onde as particulas giram num longo anel sendo periodicamente aceleradas por rf
(réddio frequéncia), defletidas por dipolos magnéticos e focadas por quadiupolos e sextopolos
magnéticos[1]. Devido a grande engenhosidade, tamanho fisico e, consequentemente, custo
na construcao e manuntengao deste tipo de equipamento, sna ntilizacio tem sido cada vey
mais restritiva.

Sendo assim, nas tltimas décadas tem-se visto um crescente interesse pelo estudo de
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novos esquemas de aceleracio de particulas carregadas baseados principalmente na sua
interagao nao linear com campos eletromagnéticos de grande amplitude seja no vicuo ou
em plasmas[2, 3. Entre estes esquemas de aceleragio podenios citar os aceleradores de
ondas de batimento (beat-wave)[4)-[7), de campos de rastro (wake field)[8, 9], de ondas em
plasmas(10]-[13],de campos eletromagnéticos 1o vacuo[l4]-[17] ¢ em meios dielétricos|18, 19]
e de ressonancia ciclotron-laser[20]-[36]. Note-se que o estudo da interagao nao linear ondas-

particulas também foi fortemente impulsionado pela astrofisica, visto que no €spago uma

série de processos deste tipo ocorrem[37].

Devotaremos total atengdo nesta tese aos aceleradores de ressonincia ciclotron-laser,
onde uma onda eletromagnética tranfere energia para um feixe de particulas carregadas
girando em um campo magnético guia. Este esquema mostrou-se bastante promissor como
um meétodo para a aceleracio de particulas devido ao processo de autoressonancia[20].
Considerando particulas inicialmente em ressonancia com a onda eletromagnética e sob
certas condicoes ideais, viu-se que & medida que as particulas se energizam e aumentam
sua velocidade na direcdo paralela ao campo magnético guia, os efeitos do desvio Doppler
sobre a frequéncia da onda sentida pelas particulas e da variagao relativistica da frequéncia
ciclotronica se compensam, autosustentando assim a ressonancia inicial ao longo de todo

o processo de aceleragio.

Observou-se, entretanto, que uma destas condicdes ideais é dificilmente conseguida em
esquemas experimentais de laboratério. Esta particular condicio é a necessidade de a onda
eletromagnética ser nao dispersiva, uma condigao hastante restritiva se consideramos os
efeitos dispersivos inerentes a presenca de uma guia de ondas confinante[32]. De fato, a
presenca de dispersao na onda mostra-se como um forte inibidor da troca de energia entre
onda e [eixe, diminuindo em muito a aceleracio maxina possivel[21, 25, 26]. Sendo assim,
uma série de trabalhos tém se focado na possibilidade de reverter toda ou parcialmente os
efeitos dispersivos sobre a interagao onda-particulas, mantendo a condi¢ao de ressonancia
¢ a transferéncia de energia. Alguns dos métodos sugeridos sio : a inclusio de campos

eletrostaticos, seja paralelos[27] ou transversais[28] ao campo magnético guia; variar-se a
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velocidade de fase da onda[29], seja, por exemplo, variando o raio da guia de ondas[30];

e finalmente, variando-se o a intensidade do campo magnético guia e consequentemente a

frequéncia ciclotronica[32]-[35] de forma tal a manter a ressonancia que seria destruida pela

dispersdo [este ltimo, em especial, recebeu inclusive um nome proprio: acelerador laser
autoressonante (autoresonance laser accelerator)]. Note-se que estes métodos apresentam

dificuldades e restriges seja do ponto de vista tedrico ou experimental.

Nesta tese, estudamos um método alternativo para a reobtencgao de grande energizacao
por parte das particulas e que parece bastante viivel de ponto de vista experimental.
Investigamos os efeitos de um possivel descasamento inicial entre as frequéncias de ciclotron
das particulas e da onda. Veremos que é realmente possivel retomar grande parte da
energizagao perdida devido a dispersdo , por meio do descasamento de frequéncias, isto é
para um dado valor de dispersao veremos que a tranferéncia de energia maxima da onda

para as particulas nao ocorre quando estas estao exatamente em ressonancia inicial.

Dado que conseguimos reobler mma troca de energia cliciente e substancial entre onda
e particulas passa a ser necessario a inclusao de efeitos dinamicos na onda, de forma tal a
levar em conta a quantidade finita de energia existente nos campos do laser. Desenvolve-
mos entao um formalismo Hamiltoniano geral auto-consistente para a interagao onda-feixe
que engloba em si a possibilidade de um descasamento entre as frequéncias iniciais. A
investigacao analitica do sistema auto-consistente se torna possivel gracas a aproximacao
de macroparticula que nos permite, dadas algumas condicdes iniciais, supor uma rapida
aglomeragao das particulas do feixe no espaco de fases logo nos primeiros momentos da
interagdo e, sendo assim, tratar toda a distribuicéio de particulas como uma tdnica entidade,
a macroparticula. Veremos que a redugio dos graus de liberdade introduzida pela apro-
Ximagao acima torna o sistema completamente integravel, possibilitando uma. aceleracio
regular do feixe que é bastante reforcada se um conveniente valor para o descasamento
de frequéncias ¢ adotado. Aplicamos nossos resultados para modos eletromagnéticos na
faixa das microondas (frequéncias da ordem de GHz), onde veremos que mesmo nos casos

dispersivos é possivel, através de uma escolha cuidadosa do descasamento de frequéncias,
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recobrarmos energizagio total, i.e., a onda transferindo toda sua energia inicial para as

particulas.

A hipdtese da rapida aglomeracio no espaco de fases e da formagao da macroparticula
¢ testada via integragéo numérica do conjunto de equagoes referentes a um feixe de niimero
grande (tipicamente 500) de particulas. Encontramos que para feixes de energia inicial
suficientemente baixa, a aglomeracio efetivamente acontece, havendo grande concordancia
entre os resultados nimericos e os obtidos via aproximacéo.

Por outro lado, se a energia inicial nio é suficientemente baixa, a aglomeracio nio
ocorre. Neste caso, o sistema é efetivamente multidimensional e sua dinimica passa a
apresentar caracteristicas bem diferentes das anteriormente encontradas. Em especial, a-
pontamos a presenca de atividade cadtica no sistema com a divergéncia exponencial de
trajetorias inicialmente proximas. A investigacio destes estados cadticos nos leva a crer
que a difusao de Arnold[39, 40] além do usual caos de separtriz[41] se apresentam como
principais ingredientes para o surgimento do caos auto-consistente. Para chegarmos a estas
conclusdes analisamos nao somente a atividade cadtica global do sistema, mas também sua
intensidade local em diferentes regides do espago de fases. A partir dai, nos valemos de
um modelo de baixa dimensionalidade que se mostra como fiel detentor das caracteristicas

béasicas do sistema relevantes ao caos.

Finalmente, analisamos quais sao os efeitos da introducio de uma modulagdo externa
sobre a dinamica de uma particula teste. Este se mostra um bom modelo para a descricio
de particulas de alta energia inicial quando estas representam uma pequena parte de uma
distribui¢do de particulas que encontra-se majoritariamente a baixas energias e que interage
auto-consistentemente com a onda eletromagnética. De fato, cle representa ignalmente uma
gama de outros processos [isicos onde as particulas interagemn com ondas periodicamente
moduladas, como ¢ o exemplo de ondas cletromagnéticas que sob certas condicoes tornam-
se instavers desenvolvendo auto-modulagoes nao lincares[412] ou de modulacoes criadas em

laboratorio através da variagao de parametros externos como o raio da guia de ondas[30].

A tese é organizada da seguinte forma. No capitulo II, consideramos a dinimica de
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uma particula na configuragao do acelerador de ressonancia ciclotron-laser interagindo com
campos dados e investigamos os casos pertinentes: autoressonancia, inclusio da dispersao
no campo do laser e o efeito do descasamento de frequéncias. No capitulo I1I, analisamos
a dinamica auto-consistente. Inicialmente, derivamos as equacdes de movimento para as
variaveis da onda, obtendo, logo a seguir, um Hamiltoniano geral que descreve a interacao
anto-consistente feixe-onda. Utilizando a aproximacao de macroparticula, conlrnimos um
potencial efetivo para as variacoes da energia do feixe que nos possibilita estudar os dife-
rentes casos relevantes a aceleragao. Ao final, realizamos nnia série de analises numéricas
tendo como objetivo principal checar a aproximacao usada anteriormente. No capitulo IV,
investigamos a presenca de caos auto-consistente no sistema. O critério adotado para a
determinagdo da existéncia ou nao de atividade cadtica nos diferentes regimes e porgoes
do espago de fases é o aparecimento ou nao de divergéncia exponencial de trajetérias i-
nicialmente proximas. Introduzimos um modelo de baixa dimensionalidade que possui as
principais caracteristicas do sistema global e a partir do qual explicamos os resultados
obtidos no que concerne ao caos. No capitulo V, analisamos a influéncia de modulacoes in-
troduzidas externamente na amplitude da onda sobre a dinamica da, particula. Nos focamos
nas bifurcagoes que levam a instabilizagio das érbitas que possuem a mesma periodicidade
da modulacdo , dado que sao estas 6rbitas as mais estaveis do sistema, e, consequentemente,
sua instabilizacdo estd conectada a corhp]eta caotizacdo do espago de fases. Finalmente,
no capitulo VI concluimos a tese, apontando os principais resultados obtidos ao longo do

trabalho.



Capitulo IT

Dinamica de uma Particula Sujeita a

Campos Dados
II.1  Introducgao

Neste capitulo analisamos o que poderia ser considerado como o modelo mais simples
para um acelerador de ressonéncia ciclotron-laser, a saber, o de uma particula interagindo
com um campo magncético constante ¢ wmma onda cletromagnética dada, on seja, despre-
zando efeitos da particula sobre a onda. Com isso, pretendemos obter alguns resultados
qualitativos do que podera ser encontrado 1o caso do acelerador real.

Nossa intencao principal é a de descobrir quando sera possivel uma troca eficiente de
energia, de tal forma que haja grande aceleraragdo. Para tanto, construiremos um potencial
efetivo para a energia da particula, do qual, facilmente obteremos a informacao do valor
maximo de aceleragao.

Veremos que no caso ideal de onda plana sem dispersio a troca de energia sera ilimitada,
desde que particula e onda estejam inicialmente em ressonancia. Isto se deve ao efeito de
autoresonancia que introduziremos na secao [1.3.

Ja no caso de laser dispersivo, veremos que a aceleragio sera drasticamente reduzida,

visto que a presenca de dispersao cessa o fenémeno de autoressonancia.
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Restar-nos-a, discutir um meio de rennplementar a aceleracio mesmo na presenca de
dispersao. Af introduziremos o descasamento inicial entre ag freqiéncias da onda e de

ciclotron da particula.

II.2 Modelo

Consideremos um feixe de particulas de carga —e e massa m girando num campo
magnético constante B,, orientado paralelamente ao eixo z. Fagamo-la interagir com u-
ma onda circularmente polarizada que é excitada em uma guia de ondas cilindrica de raio
R com eixo paralelo a B,. O campo elétrico da onda é suposto transversal a direcio de
propagacao, i.e., um modo TE.

A forma geral dos campos eletromagnéticos de um modo TE circularmente polarizada

propagando-se numa guia cilindrica é':

E,=-F [—n—Jn sen(w)é, + J! cos(a)é¢J (IL.1)
IC_[_T‘
ke , . n . ki A
B, = —FE | J; cos(a)é, — ——J, sen(a)é, + ——J, sen(a)é,| , (11.2)
w kir k

onde E é a amplitude do campo elétrico, o« = kz — wt + ne + &, 6 uma fase arbitraria?,
e, o versor na direcio x, J, as funcoes de Bessel de primeiro tipo de ordem n e J! sua
derivada, com n inteiro ndo nulo. O argumento das fungoes de Bessel é kyr. Além disso,
w, k e k. sdo, respectivamente, a frequéncia ¢ a componente longitudinal e transversal do

vetor de propagagao da onda. A relagio de dispersao é dada por:

w=oc\/k?+ k2 = %E, (11.3)

tendo-se definido o parametro de dispersio f como

k kR

f=——_— , (IL.4)
VR RR g2,

lver apéndice A

%a partir do resultado obtido no apéndice A, tomou-se & — & + 3n/2
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sendo j,, a v-ésima raiz de Jr.

Por motivos que logo ficardo claros, passaremos a trabalhar exclusivamente com os
modos de onda TE,,, ou seja, os que tem n = 1, Faremos, também, a suposicio de que o
raio R da guia de ondas é hem maior que o raio de Larmor r, = mv/eB da particula. A
validade desta condicao serd melhor estudada posteriormente, quando ja tivermos alguns
dados numéricos. Desta forma kyr, = T /B <1 e as hincoes de Bessel podem ser

a,proxim El‘(lElS para:

1117_L7'L
2
1

Jl (]‘17'[,) o~
J{(kJ_TL) ~ 2,
podendo-se escrever o campo eletromagnético que efetivamente interagird com a particula
como sendo:
E Aon Aya
E = ~5[sen(kz —wl+ o +05)e, +cos(kz —wt + ¢ + 5)é,) (11.5)

E
B = fT[cos(kz —wt+@+5)é, — sen(kz —wt + ¢ + 6)8,] + B,é,, (11.6)

onde foi igualmente desprezada a contribuigao magnética da onda na direcao z, supondo-se

esta muito menor do que B, = |B,|. Reescevendo I1.5 e I1.6 em coordenadas cartesianas,

temos:
E = —g[sen(k‘z—wt+&)éx+cos(kz—wt—|—&)éy] (11.7)
fE o) s N .
B = T[COS(]{IZ —wt+6)é, — sen(kz —wt + 5)é,] + B.é,, (11.8)

da onde percebemos claramente que para estes modos TE;, o elétron vé a onda como se

ela fosse plana, o que sera de extrema importancia no capitulo seguinte e justifica sua
utilizacao.

II.3 Autoressonancia

Antes de comegarmos a analise mais quantitativa dos diferentes tipos de dindmica que

a particula pode apresentar sob as diferentes condicées iniciais, nos detenhamos um pouco



Capitulo II. Dinadmica de uma Particula Sujeita a Campos Dados 9

na discussao qualitativa dos precessos fisicos que ocorrem na interagéo e em especial num

caso muito interessante: o caso autoressonante.

Por simplicidade, consideremos como exemplo o caso mostrado esquematicamente na
figura IL1. L4, no instante inicial, a particula encontra-se exatamente sohre o ponto A

com velocidade anti-paralela a0 campo elétrico a onda, de forma tal que a particula est4

sendo acelerada por E. Simultaneamente, ela adquire velocidade na. diregio paralela 3 B,

devido a0 campo magnético da onda que deflete sua trajetoria nesta diregio. Sendo assim,
se inicialmente a particula se encontrava examente em resonancia com a onda, i.e., Q. = w,
onde (), é a frequéncia de ciclotron da particula, os movimentos subsequentes tenderiam a
deslocéd-la da ressonancia através de dois processos diferentes. O primeiro, é diretamente
ligado ao campo elétrico, visto que este cede energia a particula, tornando-a mais massiva
e consequentemente diminuindo sua frequéncia de ciclotron. O segundo efeito é o desvio
Doppler na frequéncia da onda sentida pela particula ao adquirir velocidade na direcio
paralela a k (paralelo a B,). Este efeito estd diretamente vinculado ao campo magnético
da onda, responsavel pela deflexdo da particula. Logo, a importancia relativa destes dois

efeitos esta ligada a razio |B|/|E| = f, o parametro de dispersio.

No caso sublmminoso [ > | (que corresponde ao caso do sistema estar megulhado
mun meio dielétrico, que nao ¢ o de nosso mteresse), os efeitos devidos a B seriam mais
relevantes, de tal forma que o desvio Doppler seria o principal responsavel pela quebra da
ressonancia. Ja no caso superluminoso f < I, os efeitos de E seriam mais relevantes, sendo
o Incremento relativistico na massa o principal responsivel pela quebra da ressonancia.
EEm ambos os casos, o angulo entre a velocidade da particula e o campo elétrico, que
inicialmente era 7, permanecera variando ao longo de todo o processo até se tornar agudo.
A partir deste momento todo processo é invertido, havendo uma perda de energia por parte
da particula em sua interacio com E e aceleracio no sentido anti-paralelo a B, devido a
B. Resumindo, a particula passaria alternadamente por momentos de ganho e perda de

energia, nao havendo uma aceleracao eficiente.

Porém, no caso sem dispersao f = 1, os efeitos de desvio Doppler e variacao relativistica
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1 xB)

Figura II.1: Particula sujeita a um campo magnético constante e a uma onda circularmente

polarizada (extraida da Ref. [21]). X aqui se refere ao comprimento de onda.

de massa se processam sincronizadamente de forma tal que a ressonancia é mantida ao longo
de todo o periodo de interagao havendo, assim, uma aceleracao eficiente.

Vale ressaltar que na discussdo acima o efeito de emissio ciclotronica foi desconsiderado,
visto que este passa a ser relevante apenas para energias da ordem de TeV [31] que estao
além das energias pretendidas neste tipo de acelerador.

Para mostrarmos que o processo de autoressonancia realmente ocorre, calculemos como
variam as frequéncias de ciclotron e da onda & medida que a particula é acelerada. A
exposicao a seguir segue a apresentada por Davydovskii[20].

Comecemos pela frequéncia de ciclotron da particula, dada por

0, = el3, _ eb’oc,

yre €

sendo v o fator relativistico e € sua energia. Derivando-se a expressao acima em relagao ao

tempo obtemos diretamente a expressao desejada:

dSd. Q. de
7T (
di e dt (11.9)
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Agora, nos preocupemos com a frequéncia da onda vista pela partiucla Wef, O qUE NOS

dard um pouco mais de trabalho. Sua forma é dada por

d v
Wy = —(kz—wl) = kv, — w, (11.10)
dl
ude o 6 oa e nte longitudinal da velocidade.  Para calenlarmos s vapnes
onde vz ¢ a componente longitudinal da velocidade.  Para calenlarmos sua variacio no

tempo, utilizamos a equagao de Lorentz para o movimento da particula:

{ :
2:—eE——iva,
dt c

onde p é o momento linear que pode ser reescrito como

EV
pP=9mv = 5

Juntando as duas expressGes acima e tomando a componente na diregdo z, temos:

v,de  €dv, _ R v
catia = (e B (IL11)

Utilizando, entéo, os campos I1.7 e 11.8, podemos escrever

e, E=0 e é,-(vxB)=fv- E,
que juntamente com a relagio
% =—ev-E
nos leva a
edCZ; = (cf - vz)fid—j. (11.12)

Usando a relagao de dispersao 11.3 ¢ o fato de que

dw, dv,

T

chegamos finalmente a
1 dwef . 1 dS

kv, — f2w dl ~  edt

(11.13)

que € a expressiao desejada.
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Comparando-se o caso nio dispersivo (f = 1) de I1.13 com I1.9 percebemos que as

variagoes das duas frequéncias estdo relacionada por

_l_dwﬁ.f _ 1 er
we dt O, dt

Que pode ser integrado, nos levando a

(I1.14)

Wef = CQC,

onde C' é uma constante. Logo, se inicialmente a relagio de ressonancia Q, = w é vélida,

ou seja, C' = 1, assim o ser4 ao longo de todo o precesso de aceleragao.

II.4 Formalismo Hamiltoniano e Potencial Efetivo

Como podemos perceber j4 nas contas feitas na secao anterior, a caracterizacio da
dindmica da particula a partir da equacio de Lorentz nos leva a célculos um tanto tedi-
osos, sendo necessario a utilizagio de varias férmulas que relacionam as grandezas fisicas
envolvidas, bem como de alguns trugues algébricos muitas vezes nada ébvios. Desta for-
ma, para tornarmos o estudo da dindmica da particula e a construgao do potencial efetivo
mais enxutos, nos valeremos do formalismo Hamiltoniano. A deducao do potencial efetivo
bascada na equacao de Lorentz pode ser encontrada na Ref. [21].

Inicialimente, introduzamos as normalizagocs, as quais serao utilizadas nao somente aqui
mas também ao longo de todo o resto do texto. Tempo ¢ espaco serao normalizados a partir

da frequeéncia de ciclotron nao relativistica, Q,, = eBy/mc, segundo
Q.r

C

Ot — ¢ e —r.

Além disso, momentum, potencial vetor e energia (Iamiltoniano) serao normalizados, res-

pectivamernte, a

~li—>P, fﬁ—»A e i—»H.
mec mc? mc?

O Hamiltoniano de uma particula de carga —e sujeita a campos eletromagnéticos (na

auséncia de campos eletrostaticos) é entdo dado por[44]

H=\/1+(P+A):, (11.15)
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onde o potencial vetor é tal que satisfaca as seguintes relacoes (na forma dimensional)
0A
— = —cE e Vx A =B,
ot

com E e B dados pelas equagdes 1.7 e I1.8. Tomando-se o calibre de Coulomb (V- A =)

e utilizando as devidas normalizages podemos escrever o potencial vetor na forma

A= {Ao} + {Aw} = {z e, + \//;{cos[w(fz — 1)+ 6] &, — sen[w(fz ~t)+5]&,}, (11.16)

onde A, contém a contribuicao estdtica devido & B, e A, a contribuicio eletromagnética
devido a onda, w = w/Q, e p = (eE/2mcw)®. O Hamiltoniano para a particula car-
regada sujeita a um campo magnético constante e a uma onda circularmente polarizada

propagando-se paralelamente ao campo é entio dado por

H = \/l +{P,; + \/,gcos[w(fz ~t)+ 6]+ {P, +z - \/,gsen[w(fz —t)+5]}2 + P2
(IT.17)
A partir do Hamiltoniano acima percebemos diretamente que P, é uma constante de
movimento (y é variavel ciclica). Isto significa que o sistema possue na realidade apenas
dois graus de liberdade espaciais, o que j4 era. esperado visto que existe uma degenerecéncia
em relacao ao plano z-y.
A estrutura do Hamiltoniano pode ser simplificada se utilizamos variaveis de centro-guia

(1,%) introduzidas a partir da funcio geratriz®

P2 tan
fg(Px, Py, Pz,d) = x’,y’,z’) = Ple - de) — Pyy’ — Pzz',
com [ = P, e onde a linha representa variaveis transformadas. Vale dizer que (1,%)

x
representa o par agao -angulo para o caso de ciclotron sem onda eletromagnética (p = 0) e

que [ € proporcional a0 momento angular da particula. Escrevendo as velhas varidveis em

funcao das novas temos

Pw:\/Q—Icosq/), x+ P, :\/2—]sem/),

3ver apéndice B
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P =P, y=y - P, (I1.18)

!
P,=P e z=2

sendo o Hamiltoniano dado por (suprimindo-se as linhas)

H= \/1 F 20+ p+ 22 jeoslyp + w(fz—t) + 6] + P2
Dado que a dependéncia nas varidveis z, t 1 56 se dé na forma ¢ + w(fz — t), é natural
que introduzamos uma nova tranformacio canénica
Fo(l', Py, z,t) = [ + w(fz — )| + 2P
que nos leva a
prw(fz—1)—=¢, PP g fwl e I — I 4wl (11.19)

Note-se que a nova varidvel ¢ representa a diferenca de fases entre onda e particula. O
novo Illamiltoniano, que agora nio mais depende do tempo e que possui apenas um grau

de liberdade, sendo entao completamente integravel, passa a ser escrito como

Il = \/'l +20+p+221pcos(@+6)+ (Pl +wfl)2 —wl =T —wl, (11.20)

onde I' é o fator relativistico que nas quantidades adimensionalizadas representa a energia.
Convém ressaltar que igualmente ao Hamiltoniano, P] também é uma quantidade conser-
vada. Esta quantidade serd tomada daqui em diante como sendo igual a zero. A implicacio
fisica disto é que estaremos analisando a dinamica de particulas que apresentam uma certa
equiparticdo entre momenta longitudinal e transversal dada pela férmula wfl = p,, onde
p: = P, é o momento linear na dire¢io z. Além disso, como estaremos interessados em
particulas que inicialmente possuem energia baixa, ou seja, I — 0, a condicio P! = 0
informa que inicialmente tanto velocidades transversal quanto longitudinal sdo pequenas.
Levando em conta que H é independente do tempo, podemos deduzir diretamente de

[1.20 a relacao
dldl
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da onde vemos que variagdes na acao [ estao dirétamente relacionadas a variacoes na energia
da particula. Desta forma, analisando a dinimica de J através de um potencial efetivo
para suas variagoes estaremos simultaneamente obtendo informagéo sobre a energizagio
(aceleragao ) da particula. Mais explicitamente, como estamos interessados em particulas
que inicialmente possuem baixa energla, tomaremos como condicio inicial ] = (energia

cinética inicial = 0), de tal forma que acio e energia estarao relacionados por
I=(T-T,)/w, (11.22)

onde I', = h é o valor inicial do fator relativistico e representa o valor numérico da
constante de movimento H. No que segue encontraremos o potencial efetivo que rege a

dinamica de 1.

A equagio para a evolugao temporal da acio é derivada a partir de I1.20 como

dl. _ 0H _ \2Ipsen(¢ +4) (11.23)
at 04 r ‘ -

Isolando cos(¢ + &) e T' em 11.20 como funcdes de I e da constante h e utilizando estes

resultados em I1.23, obtemos uma equacao lechada para [ na forma

()" v o

Na equacgéo acima, V(I) é o potencial efetivo que dita a dinamica de I, escrito como

_ [wI?(f? — 1) + 21(1 — hw)]? — 81)

oy (11.24)

V(1)

onde foi utilizado o fato de que b = \/T ¥ p. A partir do potencial acima, podemos obter
facilmenteinformagao sobre a maxima aceleracio I,,,, da particula sob diferentes condicdes,

bastando, para tanto, encontrarmos as raizes de V(I). It o que faremos na préxima secio.

I1.5 Discussao

Tendo-se encontrado o potencial efetivo que dita a variagao de [, passaremos agora a

andlise dos diferentes tipos de dindmica possiveis no sistema.
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I1.5.1 Caso autoressonante

Como foi visto na segao I1.3, para o caso de particula inicialmente em ressonancia com
a onda e sendo esta nao dispersiva, ocorre o fendmeno da autoressonancia. O sincronismo
inicial entre particula e onda é auto-sustentado ao longo de todo o perfodo de aceleragao
levando a um ganho de energia ilimitado por parte da particula. Analisemos agora este
caso do ponto de vista do formalismo Hamiltoniano e utilizando V(D).

TOI]]HII(]O-SE d (:()ndigé() de laser nao (lisp(il'sivo, / =1 ¢ca ('.('m(li(,:éo de ressonancia

micial, a qual pode ser inferida a partir da defini¢ao de w como sendo
w=w/Q., =07, (11.25)

podemos reescrever 11.24 como

21p
V(I) = ~712(th+7)5' (11.26)
Na figura 11.2 é mostrado (linha sélida) o potencial acima para p = 1. Nio entraremos
em detalhe aqui na discussao do que representa na pratica o valor de amplitude escolhido
(bem como dos demais parametros vindouros), visto que neste capitulo estamos interessados
apenas numa analise qualitativa da dindmica da particula, e esta se mostra independente
dos valores especificos dos parametros. Além da raiz trivial, o potencial vai a zero apenas
para I — oo, da onde vemos que a variagio de I para este caso é realmente ilimitada.
O aparecimento da autoressonancia pode ser mais diretamente notado se analisamos a
dindmica de #. Para o caso autoressonante, derivamos de 11.20 a seguinte expressao
dp OH 1++/p/2]cosd+ w?]
dt — oI T
Devido a existéncia do termo \/—pﬁcos ¢ em I1.27 e ao fato de I ~ 0 para t = 0, podemos

— w. (11.27)

concluir que logo nos primeiros instantes da interagao a particula migrard rapidamente
para o ponto ¢ = m/2. A partir dai, utilizando 11.22 e I1.25, vemos que [1.27 reduz-se
simplesmente a d¢/dt = 0, independente do valor de I e portanto que se preserva ao longo

de todo o perfodo restante. Isto mostra que a sincronia cntre onda e particula é realmente

mantida.
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0.2 - : 7
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0.0 10.0 20.0 30.0 40.0

Figura I1.2: Potencial efetivo V(I) vs. I para o caso ressonante com p=1.

Como uma iltima caracteristica interessante da autoressonancia, podemos calcular qual
¢ o ganho de energia da particula ao longo do processo de aceleracao. Para tanto, utilizemos

a relagao I1.21 juntamente com 11.23 que nos permite escrever

dr 2w(l" = h)p

- = . (11.28)

[Zsta equagao pode ser integrada dirctamente, levando a
2V = L[30 = 2(I = )] = 3,/2wpt.

No limite assint6tico em que ¢ — 0o e I' 3> L a expressao acima reduz-se a

Ywp

1
T~ (T) t§, (11.29)

da onde vemos que a aceleracao é bastante eficiente com a energia da particula crescendo

segundo I' ~ 2/3,
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Figura I1.3: Valor mdximo da acao I, vs. f parap = 1.

I1.5.2 Caso dispersivo

Passemos agora para o caso dispersivo onde f # 1. Neste caso, o potencial efetivo é

dado por
wtI(f* = 1)2 - 81p '
V()= . - 1.3
< 4(h 4 wI)? (11.30)
Retome-se a figura 11.2 onde compara-se V(I) para o caso [ = | ¢ [ # 1. Percebemos

diretamente que devido a inclusao do termo dispersivo em V/(I), este passa a apresentar
uma nova raiz nao trivial que limita as excursdes de /. Definindo Iaz cOmMo 0 méaximo
valor possivel para agdo, obtemos de 11.30
- 215
Inaz = 2 [*—fﬁ ffH . (11.31)
Na figura I1.3 é plotado I,,., vs. f obtido a partir de I1.31. Na figura vemos claramente
a relevancia do papel da dispersao na aceleracao da particula, que rapidamente cai 3 medida
que tomamos f < 1. Isto ja era esperado dado que neste caso a particula nao entra em
sincronia com a onda, ganhando e perdendo energia desta.
Infelizmente, em experimentos reais em laboratério sempre havera a guia de ondas

confinante onde o modo eletromagnético é excitado. Desta forma, na pratica estaremos
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0.1 T T T T T T

0.0 10,00 20.0 30.0 40.0 50.0 60.0 70.0
I

Figura I1.4: Comparagio entre os potencias efotivos V (1) obtidos sent (§ = 0) ¢ com descasa-

mento de frequéncias, parap=1e f = (,97

sempre lidando com casos em que f # 1 e onde a aceleragio é extremamente ineficiente.
Devemos entdo procurar alguma forma de reverter o precesso de dessincronizagido imposto
pela dispersao. Como foi dito na Introducao, Cap. I, alguns métodos ja foram idealizados
com este propésito. Aqui, proporemos um novo método: a inclusio de um descasamento
inicial entre as frequéncias de ciclotron e da onda. Ou seja, estudaremos que efeitos ha sobre
a dinamica da particula o fato de inicialmente nio tomarmos a condi¢do de ressonancia

exata.

I1.5.3 Caso com descasamento inicial de frequéncias

O descasamento inicial entre as frequéncias de ciclotron e da onda é introduzido tomando-
se

w=h"46 (11.32)

onde é é definido como o paramétro (normalizado) de descasamento de frequéncias. Utilizando-
se a relagao acima em I1.24 obtemos o potencial efetivo a partir do qual analisaremos a

dinamica da particula.
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Figura I1.5: I,,,,, vs. § parap=1e f=0,97

[nicialmente comparamos V(1) para dois casos com dispersio, um sem descasamento
de frequéncias (6 = 0) e outro com. Isto é mostrado na figura 11.4. Vemos claramente que
neste caso a introdugao de uma pequena defasagem inicial entre as frequéncias levou a um
aumento consideravel na energia maxima possivel para a particula.

Uma melhor andlise do efeito da inclusio do descasanento de frequéncias pode ser
obtida a partir da figura 115, onde sio mostradas as raizes de V(1) (lembrando que 1,,,, é
a primeira raiz nao trivial do potencial). Estas rajzes sao a solugao da equagao polinomial

abaixo
wi(f* = 1)2 PP + 40 (f* — 1)(1 — 6h) I* + 4(1 + 6R)21 + 8(1 — k%) =0. (11.33)

Como vemos na figura, escolhendo-se convenientemente o valor de § é possivel quase que
reobter a total aceleragio conseguida no caso sem dispersio, aumentando em muito a
maxima energia possivel da particula. Para o caso mostrado este valor é § ~ -0, 25.

Até o momento, nada foi dito a respeito do efeito que a dinamica da particula exerce
sobre a onda. Na prética, contudo, certamente a onda sente a presenca da particula respon-
dendo dinamicamente & ela. Nos casos apresentados na sub-secao 11.5.2, até poderfamos

argumentar que como a interagao onda-particula é pouco eficiente, a dinamica da onda é
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(I) + G
Figura II.6: Espaco de fases do Hamiltoniano parap=1, [ =0,97Teé = —0,2.

igualmente pouco importante, podendo ser desprezada. Entretanto, como vimos acima,
a inclusao do descasamento de frequéncias possibilita reverter, de certa forma, o processo
de de-sincronizagao onda-particula causado pela dispersao, levando novamente a uma in-
teracao eficiente. Logo, vemos da necessidade da inclusio dos efeitos auto-consistentes na

interagao onda-particula para uma correta descricio da fisica do sistema.

I1.6 Algumas Observacées & Respeito do Periodo da Orbita da

Particula

Antes, porém, de ingressarmos no estudo do formalismo auto-consistente facamos uma
breve discussao no que concerne ao perido das érhitas descritas pela particula, seja ela de
baixa ou alta energia. Nossa intencao com isso é a de mostrar que este periodo pode ser
considerado como sendo hem maior que o periodo da onda cletromagnética 1), = 27 fw. A
importancia disto se tornara clara no préximo capitulo.

Inicialmente investiguemos o espago de lases referente ao Hamiltoniano 11.20. Na figura,
I1.6 ele é mostrado para valores tipicos de dispersio e descasamento de frequéncias, f = 0,97

e 6 = —0,2. Analisando a figura percebemos a presenca de dois pontos fixos elipticos na
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Figura II.7: Periodo T associado a dinimica da particula como fungio de § e f para o5 = 0.

Consideramos p = 1

regiao I ~ 5. Particulas préximas a estes pontos possuem um periodo finito associado
ao seu movimento. A medida que nos afastamos dos pontos fixos, o periodo naturalmente
tende a aumentar? indo a infinito na separatriz[39]. Vemos claramente na figura a separatriz
associada ao ponto fixo direito, o que nos leva a crer que para este lobo (direito) do espaco
de fases a variacao do perfodo & medida que nos afastamos do ponto eliptico é bastante
grande (ou pelo menos bastante maior que a do lobo esquerdo). Contudo, o que nos importa
neste momento € que o periodo dos pontos fixos representa o minimo valor que poderemos
encontrar no sistema. Desta forma, mostrando que estes sao maiores que o periodo da
onda, estaremos automaticamente mostrando que isto é valido para todas as trajetdrias
possiveis do sistema.

Tanto da figura quanto da equagao 11.23 para dl/dt percebemos que os pontos fixos
encontram-se para sen(¢;+ ) = 0, ou seja, ¢s+6 = 0,7, onde o subindice “f” representa

ponto fixo. A determinagao de I; é obtida resolvendo-se

doy (I, ¢y)
i ol

—0. (11.34)

4veremos isto mais detalhadamente no capitulo V



Capitulo II. Dindmica de uma Particula Sujeita a Campos Dados 23

4.

Figura I1.8: Periodo T associado a dinimica da particula como fungdo de & e f para ¢f =T

Consideramos p = 1

Tendo-se posse das coordenadas do ponto fixo, scu perfodo T pode ser encontrado expandindo-

s¢ o Hamiltoniano 11.20 em torno de (1, ¢;)
! . .
H(1,8) % S{P(1— 1) + G — 4,7, (11.35)

onde I' = 0*H(Iy, ¢5)/01* e G = 02 1I(1,, ¢1)/0¢4*, sendo T' = 27 ]/ FG.

Nas figuras I1.7 e 1.8 é mostrado T' como funcio de § e f para o ponto fixo ¢; = 0
e ¢y = m, respectivamente. No primeiro caso, o minimo valor de periodo encontrado é
T ~ 30 para 6 =0e f = 0,95. Este valor cresce rapidamente para maiores (e, como
veremos no futuro, mais realisticos) valores de f, de tal forma que para este lobo, que sem
divida representa a maior porgio do espaco de fases, T' realmente pode ser considerado
bem maior que T,. Para o lobo esquerdo, o minimo valor de 7' é T' ~ 10, nao havendo uma
grande dependéncia nos valores de § e f. Este valor poderia ser considerado como sendo
da ordem de T,. Porém, devemos lembrar que para este lobo o crescimento de T & medida
que nos afastamos do ponto fixo é extremamente répido, de forma que apenas uma regiao
bem préxima a (¢s,I;) apresenta tio baixos perfodos. Ou seja podemos crer que a maior

por¢ao do espago de fases realmente cumpre a relacao 7' > T,. Vale ressaltar ainda que
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qualquer diminuigao na amplitude da onda levaria a um aumento no periodo da particula.



Capitulo III

Formalismo Auto-consistente

II1.1 Introducao

Neste capitulo introduziremos o formalismo auto-consistente, ou seja, encontraremos o
formalismo que descreve a interagio particulas-onda levando em conta nao s6 a dinamica
que as particulas apresentam, que foi o que discutimos no capitulo anterior, mas igualmente
a dinamica que a onda apresenta devido A presenca das particulas. Para tanto, deveremos
obter as equagdes de movimento que descrevem a evolugdo da onda eletromagnética a partir
das equagoes de Maxwell. Neste intuito, faremos uso do método de miiltiplas escalas de
tempo, onde suporemos que as variagdes que ocorrem na amplitude e na fase da onda sao
muito mais lentas do que sua oscilagio de alta frequéncia. Isto é, suporemos que a onda é
lentamente modulada. A dedugio das equacdes para a dinaAmica da onda sers, apresentada
na secao I11.2.

Nas demais segoes, faremos uma analise da dinamica auto-consistente. Iniciaremos por
apresentar na secao II1.4 a analise feita a partir da aproximacio de macroparticula que
nos possibilita descrever todas as particulas do feixe utilizando apenas uma. Neste caso,
a dinamica é de baixa dimensionalidade (apenas dois graus de liberdade: um da onda e
outro da macroparticula) e sera possivel construir um potencial efetivo para as variagoes
de energia das particulas aos moldes do que foi feito no capitulo anterior.

Na secao subsequente, entéo, testaremos a aproximacio de macroparticula a partir da in-

25
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tegragao numérica das equacoes auto-consistentes para a interagao onda-feixe de particulas.
Compararemos resultados obtidos numericamente com os obtidos via sistema de baixa di-

mensionalidade, analisando para quais situagdes a aproximacio é valida.

Os principais resultados deste capftulo encontram-se na referéncia [43].

III.2 Dindmica da onda

A partir das equagdes de Maxwell obtemos a equacao para a evolugao do potencial vetor
no calibre de Coulomb dada na forma dimensional por[44]

1 02 4
[v’*’ - c_’fa?J A=-—J, (111.1)

sendo J; a éomponente transversal do vetor densidade de corrente J. Por componente
transversal entendemos a componente de J que possue divergente igual a zero. Nzo é dificil
perceber, dado o movimento que as particulas descrevem em torno do campo magnético
B, (o qual é discutido no apéndice B) e o fato de que as particulas sio aceleradas ao longo
do eixo z, que esta componente é justamente a componente da densidade de corrente no

plano perpendicular a B,. Sendo assim, podemos escrevé-la como
N
Ji(r,t)=—ed_ vy ;(t)6[r—r;(2)], (111.2)
j=1

onde N é o nimero total de particulas presentes no sistema e v1,i(t) e r;(t) representam
a componente perpendicular da velocidade e a posicio intantinea da J-ésima particula,
respectivamente.

Nosso trabalho, entao, é resolver auto-consistentemente a equacao 1.1 dado 111.2. Para
tanto, suporemos que a densidade do feixe de particulas (e consequentemente a densidade
de corrente) é suficientemente ténue de forma tal que a presenca das particulas seja sentida
apenas como uma perturbagdo sobre o vdcuo existente na guia de ondas. Sendo assim, I11.1
pode ser resolvida perturbativamente.

Antes de mais nada, escrevamos as equacdes acima na forma adimensional. Sendo a
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densidade de corrente adimensionalizada segundo ¢2J [eQ2 — T, temos

[VQ _ 0_2} A= _dreq,

mes

onde

Ji(r,t) = —Zvl,j(l)é"[r—rj(t)], (11.4)

com v/c — v e r adimensional.

II1.2.1 Expansao perturbativa com multiplas escalas de tempo

Para uma descrigao mais detalhada do método perturbativo com multiplas escalas de
tempo ver o final do Cap. 1 da referéncia [45], onde também & apresentado um exemplo
bastante ilustrativo. Porém, sucintamente podemos descrever o método da seguinte for-
ma. Numa anélise perturbativa convencional, expandiriamos o potencial vetor em série
de poténcias de um parametro perturbativo # (no nosso caso, por éxemplo, a densidade

normalizada de particulas)
A=A 4L A 4 240 (111.5)

e resolveriamos II1.3 a cada ordem de pu. Este procedimento, entretanto, nos levaria ao
aparecimento de termos seculares nas solugoes A, o que sabemos nao ser fisicamente
aceitavel. Além disso, j4 de anteméo podemos imaginar que como o feixe é bastante tenue,
a onda tera de interagir um tempo razodvel com as particulas para que os efeitos destas
sobre a primeira sejam notados, isto é, as variagoes na onda devido a interacio ocorrerio
tipicamente para tempos bem maiores que seu préprio periodo de oscilagao. Ou seja, devido
a presenca das particulas, a onda apresentara sobre suas oscilagdes rapidas uma modulacio
lenta. Para incorporar ao método perturbativo esta disparidade entre tempos tipicos de
oscilagao e modulagéo e ainda nos possibilitar a remocao dos termos seculares, estendemos
o nimero de variiveis temporais de uma variavel ¢ para varias varidveis to, t;, t, ..., onde

to = t, t; = ut, t, = p®t, etc, e tomando-as como varisveis independentes do ponto de vista
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operacional. Desta forma, a derivada segunda no tempo passa a ser escrita como

62 02 82
a—ﬁ:gtz-i-Q/tm'{-m . (I11.6)

A inclusdo explicita do parametro perturbativo u foi feita neste paragrafo apenas em carater

ilustrativo, sendo ela desnecessaria. No que segue, nao explicitaremos um parametro per-
turbativo.

Em ordem zero de perturbagio, a equagdo fica

52
[W — WJ A = (111.7)

0
Rigorosamente, juntamente com a equagao II1.3 deveriamos levar em conta as condicoes
de contorno impostas pela guia de ondas, de tal forma que a equagao acima nos levaria
ao potencial vetor associado aos campos eletromagnéticos em uma guia cilidrica, eqs. 11.7
e I1.8, mais a contribui¢do proveniente de B,. Contudo, sabemos que no limite que nos
interessa (raio de giro das particulas muito menor que o raio da guia de ondas) a onda
que efetivamente interagird com as particulas é dada pelo potencial vetor A,, da eq. I1.16,
sendo a parte tranversal da equacio acima (aerivadas em z e y) responsivel apenas pelo
aparecimento da dispersao f # 1. Sendo assim, adotaremos como solugao de I11.7 A(®) =

A, + A, que seré escrito na forma convenicnte

A© = .;. [\ﬁ ¢ iuie=to) g 4 c.(,-.] tae,, (I11.8)

com &, = &, +1€,. Além disso, como a onda é lentamente modulada, no tempo, temos
que p = p(t1) e 6 = 6(t;). Na realidade, j e & poderiam depender igualmente de t,,
ls, ..., porém, aqui nos ateremos a primeira ordem perturbativa de tal forma que estas
dependéncias serao suprimidas.

A equagio em primeira ordem é

V2 . _8_2— (]) . 262A(0) _ _47'['629(:0
atg 8t08t1 me3

30 (111.9)

onde o superescrito “(0)” na densidade de corrente indica que esta deve ser calculada a

partir do movimento das particulas sujeitas aos campos descritos por A9, ou seja, a partir
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do Hamiltoniano 11.20. Utilizando I11.8 em L9, encontramos

, O ANDPESY irean AmeQ),,
[Vz—%} AY = —y [z%])c V=08, +ce. —-—;ncT'J(f). (111.10)

A equagao acima deve ser pensada como uma equagio para A"). Como o operador di-
ferencial que atua sobre A(") é 0 mesmo que atuava sobre A em I11.7, os termos res-

ponsaveis pelo aparecimento de secularidades na solugao de I11.10 sao aqueles proporcionais
a eii"’(fz"to), e, sendo assim, devemos remové-los.

Certamente, o primeiro termo a direita da igualdade em II1.10 é um termo secular.

Além deste, possivelmente J(LO) também possua alguma contribuicio do tipo secular. Para
podermos determinar qual é esta contribuigao, expandimos J(f) em série de Fourier nas

variaveis rapidas na seguinte forma

JS?) = l Z JPm:PlI:P:;q g (Fr=ato) & +c.c. (HI']-]-)

Px,Py,Pz,4=—00

onde
Tnesgmn = s [t [ (3, - &) emivter=a) (I11.12)
PPy Pz,9 VT 0 0 1% ¢ ’

K =2mc(py €+ py &,)/wry +p.fé,, r. representa o raio tipico do feixe, o superescrito “+”
indica complexo conjugado e sao introduzidos o volume V e o periodo T (adimensionais)

tais que
1 /T, 3.0 —iw[(ReR') 1 ~(g=q' )] 5 5
ﬁ/o dto/vd re o = bp, 1 X 5Pym’y X Op,pl X Oqyq's

sendo 8 a delta de Kronecker. Com isso, a condicéo de nio secularidade pode ser expressa

como

= 10 2
jAVPeT) | 2me, (111.13)

- - 0,0,1,1-
dt, wrned Y

A equagao acima nos fornece a dindmica lenta das varidveis da onda. Devemos, entao,

calcular explicitamente a componente Jo,o,1,1 da série de Fourier.



Capitulo ITI. Formalismo Auto-consistente 30

II1.2.2  Calculo da contribuicio secular da densidade de corrente

Utilizando a expressio para a corrente, eq. I11.4, em I11.12, obtemos para o termo Jo 1 1

a seguinte equacao

J0011 — ___Z/ dtl VJ.] . ] / d3 / I‘ _r](to)] ~1w(f2! —t) (IHM)
A parte espacial pode ser integrada diretamente, levando a

1 XNogr . e
Joorn = —5= Y /O dth [vi (1) - 8] emwli=m—t), (I11.15)
i=1

Agora, para integrarmos a parte temporal necessitamos escrever a expressio para a ve-
locidade das particulas. Para tanto, utilizamos a equagao que relaciona momento cinético
e momento canénico, dada por p = P — eA/c, onde P = ymv é o momento cinético da
particula. Reescrevendo a expressio na forma adimensional, encontramos para a compo-

nente tranversal da velocidade da j-ésima particula em ordem ordem zero
Fivij=Pr;+ A0 (111.16)

Fazendo-se uso das relagdes candnicas [1.18 e da expressao I11.8 para A obtemos

\21; 5
oty ) = Yt et 4 Y2 o utro) (1L.17)
J J

c

com I'; dado pela eq. 11.20. Sendo assim, eq. 111.15 passa a ser escrita como

Jop11 = Z/ ,: e~ 4 \I{_ MJ , (I11.18)

7

onde foi usada a relagéo canénica adicional ¢ = ¢ + w(fz — 1), eq. 11.19.

Neste estagio, percebemos que todas as varidveis do integrando acima, nio sé as rela-
tivas a onda (p, &), mas também as relativas as particulas (1;,¢;), possuem dependéncia
temporal apenas na escala lenta. Isto foi mostrado na secao I1.6 através do célculo direto
do perfodo associado aos pontos fixos (que séo as trajetérias de menor periodo) do sistema,

Hamiltoniano 11.20. L4, encontramos que possivelmente apenas uma pequena porgao de
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espago de fases préxima a um dos pontos fixos poderia apresentar perfodos da ordem do
periodo da onda, entretanto, como estas trajetorias possuem por si s6 uma didmica bastan-
te restrita, sua relevancia na dinamica da onda também serd pequena. De qualquer forma,
€ intuitivo que esta disparidade entre periodos das particulas e da onda realmente ocorra,
dado o significado fisico das quantidades Ij e ¢;. Qual seja, ¢; representa a diferenca de
fases entre a particula e a onda e a variacao de [; esta diretamente associada a variacio da
energia da particula que, por sua vez, se di ao longo de varios ciclos da onda.

Desta forma, obtemos

1 V2L o B
= —— S " . XL | I11.19
Jo0,1,1 Vj:l [ I, e + I, e ( )

II1.2.3 Equagdes de movimento para as variiveis da onda

Utilizando I11.19 em I11.13 e separando as partes real e imagindria, chegamos finalmente

as equagOes de movimento para as variaveis da onda

dp A 2I;p \
L = sen(qs- + a‘) (IIIQO)
dt NJ.\L:; I; !
e
o A LT oy &) +1], (I11.21)
i~ TNE |V

onde ja foram suprimidos os sub-indices referentes 2 miltipla escala de tempo e definimos
A =w?/Qeow, com w? = 4re’N/mV, fazendo o papel de uma frequéncia de plasma média,
sendo Vy = ¢*V/QF, o volume dimensional (convenientemente usado para o0 aparecimento
da frequéncia de plasma). Note-se que o pardmetro ) é proporcional a densidade n = N/V,
do feixe de particulas, sendo ele o parametro perturbativo que satisfaz A < 1 e que dita a

dindmica temporal lenta.



Capitulo ITI. Formalismo Auto-consistente 32

III.3  Formalismo Hamiltoniano e Constantes de Movimento pa-

ra a Dindmica Auto-consistente

Analisando-se as equacbes encontradas na secao anterior que descrevem a dinimica da
onda juntamente com as equacoes derivadas a partir do Hamiltoniano I1.20 que descrevem
a dinamica de cada uma das particulas, chega-se a uma interessante conclusio: basta intro-
duzirmos uma mudanca de escala nas varidveis da onda segundo p = Ape & = —o/N que
passa a ser possivel descrever toda a dinidmica auto-consistente a, partir de um tnico Ha-

miltoniano generalizado que nos fornece tanto a dinimica das particulas quanto a dindmica

da onda. Este [Tamiltoniano generalizado é dado por
N
H=> 1 (111.22)
J=1

com

H; = \/1 + 21+ (wfl;)? + 21/2)\p cos(¢; — o /N) + Ap — wl; =T; —wl;, (I11.23)

sendo as equacdes de movimento:

) 2A1;
%!tl = _3;:( = D if sen(qu — o'/N), (IH.24.a)
7 7
dg; OH 14w’ f2L; 4 \/Ap/21; cos(¢; — o/N) (111.24.1)
_ — _— = — ’LU, . .
dt ol I';
dp OH 1 X A
df 9 - N ; r, - senldi —a/N), (TM1.24.¢)
do OH N 1+ /2L/Ap cos(¢; — o /N) I 4
o= =AY o . (111.24.d)
P i=1 3

No Hamiltoniano acima, o par (p, o) é canonicamente conjugado, sendo p o momentoe o a
coordenada. Visto que o Hamiltoniano I11.22 nao depende explicitamente do tempo, imedi-
atamente reconhecemos H como uma primeira constante de movimento, nos possibilitando

derivar a relagio

(I11.25)
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onde ( ) representa a média sobre particulas (i.e., média sobre j).

Além disso, por comparagao direta das equagoes II1.24a e II1.24c é facil ver que a

quantidade
pe = p+ (L) | . (111.26)

também ¢ uma constante de movimento. Combinando as duas quantidades conservadas

que obtivemos é possivel escrever

Lo+ (T3] =0,

uma relagdo que indica a conservacio de energia entre particulas e onda. Note-se que
mc?wpo = Uew Va/N pode ser encarada como a energia eletromagnética média disponivel
por particula, onde o sub-indice “0” passa a indicar valor inicial e Ueyy, = F?/167 é a
densidade de energia eletromagnética contida na onda que efetivamente interage com as

particulas.

III.4 Aproximacao de Macroparticula e Dinimica de Feixes I-

nicialmente de Baixa Energia

Semelhante ao que foi feito no capitulo anterior, passemos & analise dos diferentes
tipos de dindmica possiveis no sistema, sabendo que agora os efeitos auto-consistentes
da dindmica das particulas sobre a onda estfio sendo corretamente levados em conta. Para
tanto, nos utilizaremos da aproximagao de macroparticula que nos possibilitard a construcdo
de um potencial efetivo para as variacoes de energia das particulas.

A aproximagao de macroparticula consite em tomar todas as particulas como uma 1nica
entidade: a macroparticula. Sua precisio estd diretamente relacionada ao termo proporci-
onal a cos(¢; — U/N)/\/TJ- presente na equagao I11.24h. Como ja foi discutido no Cap. I1,
se inicialmente uma particula possue uma energia su ficientemente baixa, ela tendera rapi-
damente para o ponto ¢; — o/N = 7/2. Supondo agora que o [eixe de particulas é frio, ou

seja, o valor inicial da agdo I; é igual para todas as particulas (batizemos este valor de Ip) e
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que este valor é suficientemente baixo, o termo acima citado dirigira rapidamente cada uma
das particulas para o mesmo ponto no espago de fases caracterizado por ¢i—d/N=m/2¢
I; = Iy, havendo 14 uma aglomeracio logo nos primeiros momentos da interagao. A partir
dai, todas as particulas passariio a apresentar uma dindmica aproximadamente igual, nao
importando o quéo difusa era a distribuicio inicial das fases ¢;. Nas seces vindouras esta
hipotese sera testada através da integragio direta das equacdes I11.24 para um mimero
grande de particulas, porém por agora a tomaremos como verdadeira,

Sendo este o caso, o indice j das particulas e as somas se tornam desnecessarias e vemos

imediatamente que a dindmica auto-consistente passa a ser descrita pelo Hamiltoniano

H,, = \/1 + 260 + (wfln)? + 2v/2A1p cos(¢,, — o)+ Ap — wl,, (111.27)
com

dl,  OH, % _OH, _d_p _ _BHm Elz _ OH,

dt ~—  0¢,’ a — 8l,’ dt 8o’ dt — 8p

e onde o subscrito “m” indica macroparticula. Vale ressaltar que o Hamiltoniano Hn é
com certeza integravel, visto que possui dois graus de liberdade e que j& conhecemos duas
quantidades conservadas relacionadas & sua dindmica. Através da transformacao canénica
$m — 0 = b € p = p. — I, reduzimos os graus de liberdade do sisterna (note-se que foi
utilizada a constante de movimento Pc), nos atendo aqueles da macroparticula. O sistema

canonico efetivo é entao descrito por

dl,, OHom d¢m  OHp

At~ 0y’ dt — dl,’

com

Hpn = \/l + 20, + (wfl,)? + 2\/2/\[m(pC — 1) cos ¢ + Ap. — I,,) — wl,y
=1, —wl,. (111.28)

No que segue, faremos a anélise da dinAmica auto-consistente para feixes inicialmente
de baixa energia, aplicando o formalismo descrito acima a algumas situagoes relevantes

do ponto de vista experimental. Dentre estas situages, nos focaremos naquelas em que o
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sistema esta operando com ondas eletromagnéticas na faixa de micro-ondas, visto que nesta
faixa de frequéncias as condigbes mostram-se experimentalmente mais factiveis. Qutras
faixas de frequéncias ndo devem, no entanto, ser descartadas, porém nao serio investigadas
mais a fundo aqui.

Consideremos um modo TE,; com frequéncia da ordem w ~ 100 GHz interagindo
com um feixe ténue de elétrons de energla inicial pequena Iy = 0 e de densidade 7 ~

10™ — 10" cm™. Desta forma, a frequéncia de plasma associada ao feixe é de w, ~ 10
GHz, o que implica em A ~ 0.01. Serdo considerados dois regimes de amplitude da onda
eletromagnética: pequenas dmplitudes com campos elétricos da ordem de F ~ 108 V/me
grandes amplitudes com campos elétricos da ordem de £ a~ 3x10® V/m. Estas amplitudes

equivalem a pg = 10 € py = 100, respectivamente.

IT1.4.1 Espaco de fases

Iniciemos por uma andlise mais qualitativa da interagdo auto-consistente a partir do
espaco de fases referente ao Hamiltoniano I11.28 para os diferentes tipos de dindmica. Nesta
sub-se¢ao estaremos sempre considerando o regime de grandes amplitudes.

Primeiramente, investiguemos o caso de laser nio dispersivo e com particulas e onda
inicialmente em ressonéncia, i.e., f = 1 e w = (14 Ap.)~'2. Vale lembrar que sob estas cir-
cunstancias o formalismo nio auto-consistente levava ao aparecimento da autoressonancia,
onde as equagdes dindmicas para I ¢ ¢ implicavam na constancia da variavel angular e
no crescimento ilimitado do momentum. Para efeitos de comparacgao, na figura I11.1 mos-
tramos as trajetorias no espago de fases referentes ao llamiltoniaio sern auto-consisténcia
11.20 e com auto-consisténcia 111.28. Da figura, concluimos que a auto-consisténcia leva
realmente a uma limitagao na energizacio das particulas, dado que a energia do sistema
é finita. Mais do que isso, a partir da equacao de movimento para a fase auto-consistente

calculada no ponto onde a autoressonancia se fazia presente (¢, = 7/2)

d¢m 0 >
= [\/(l/w +wln)? — M, — w]m] , (I11.29)
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Figura III.1: Espaco de fases ndo anuto-consistente (a) e auto-consitente (b) para o caso sem

dispersao e inicialmente ressonante.

vemos que o processo de sincronizagao entre as fases da onda e das particulas (dé,, /dt = 0)
s6 ocorre para A, — 0, ou seja, quando a densidade de particulas é suficientemente baixa
para que seus efeitos sobre a onda possam ser desprezados ou a poténcia do laser é tio
pequena que o ganho de energia por parte das particulas é inexpressivo. Apesar disto,
mesmo no caso auto-consistente a aceleragao ainda é bastante eficiente com uma troca

grande de energia entre onda e feixe.

Passemos, entdo, para o caso mais realistico onde o maser & dispersivo. Na figura
IT1.2(a) é apresentado o espaco de fases auto-consistente para f = 0,97 e particulas e
onda inicialmente em ressonancia. Vemos que a auto-ressonancia é rapidamente destruida
neste caso. Guiando-se pelos resultados obtidos no cap. ll, introduzimos um pequeno
descasamento entre as frequéncias iniciais das particulas e da onda w = (14 Xp)~Y/2% 46,
pretendendo com isso aumentar a energizacéo final. Na figura 111.2(b) é mostrado o mesmo
caso que na figura I11.2(a), mas com § = —0,25. Semelhante aos resultados sem auto-
consisténcia, percebemos que a inclusao de § # 0 retoma parte da aceleracio perdida com

a inclusdo da dispersio.
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Figura IIL.2: Espaco de fases auto-consistente para o caso dispersivo f = 0,97 sem (a) e com

(b) descasamento de frequéncias 6. § = —0,25 em (b).

IT1.4.2 Potencial efetivo

Para que possamos analisar a dindmica auto-consistente macroparticula-onda dada pelo
Hamiltoniano I111.28 de uma forma mais quantitativa contruiremos um potencial efetivo para
as variagoes de I, obtendo a partir deste potencial os valores maximos I sz possiveis
para a acao da macroparticula. Sendo assim, teremos uma idéia majs precisa da eficiéncia
da inclusdo do descasamento de frequéncias §.

Seguindo os mesmos passos descritos na secao I1.4, mas agora utilizando o Hamiltoniano

auto-consistente da macroparticula, encontramos uma equacao fechada para a dindmica da

I, \* .
<W) +V(IL,) =0,

onde V(]m) é o potencial efetivo que dita a dinamica de I.,, dado por

acao na forma

. ) = [w2I2 (f2 — 1) + 21, (2h6 — AP = 8 w(pe — I,)

V(ln,) = ol , (111.30)

com h,, = +/1 + Ap. o valor numérico de Hum. Inmaez € dado pela primeira raiz nao trivial
da funcao V(]m).
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Antes de comecarmos a investigagao do caso dispersivo mais a fundo, fagamos uma
breve discussao dos efeitos da auto-consisténcia sobre a aceleragdo do feixe de particulas

ho caso nao dispersivo. Tomando-se f = 1, obtemos de 111.30 que

[ 8Ape I
m,maex =~ (2]&6 — /\)2 —l— 8)\ (H 31)

Vemos entdo que devido inclusio dos efeitos auto-consistentes Ja € necessario introduzir

um pequeno descasamento de frequéncias § = A/2h para obtermos energizacio maxima
]m,mqm = pc Mesmo no caso nao dispersivo. Sem a introdugao do descasamento de frequéncias
a a¢a0 maxima é Immez ~ po(1 — A/8). Além disso, analisando a equagio para dé,, /dt
chegamos a conclusao de que em nenhum caso uma, aceleracao do tipo sincronizada e irre-
versivel ocorre.

Tomemos agora o caso geral f < 1. Nas figuras I11.3 e I11.4 é mostrado Loz vs. &
para trés valores diferentes do parametro de dispersdo no regime de pequenas e grandes
amplitudes, respectivamente. Nas figuras podemos apreciar o papel do descasamento de
frequéncias; enquanto para f = 1 a maior excursio de I ocorre para 6 = 0, para f <1 a
maior excursdo ocorre para § < 0.

No regime de grandes amplitudes do maser como o apresentado na figura I11.4 os efeitos
dos parametros ¢ e f sdo ainda mais finos. Se néio escolhemos & convenientemente os valores
de agao alcangados‘séo muito menores que 0 maximo possivel Inmaz = p. Entretanto,
fazendo-se a escolha apropriada podemos remover as limitagées impostas pela dispersio e
chegar & maxima energizagao possivel. Note-se, porém que esta maxima energizacio nio
acontece sempre. Para amplitude da onda ou /=1 suficientemente grande, I, oz = po
pode nao ser acessivel a partir de pequenos valores de I, similar ao que acontece nos

aceleradores de ondas de batimento[5).

I11.4.3 Discussao

Alguns efeitos como a interacio eletrostatica entre as particulas[38], a emissdo sin-

crotronica e o alargamento do feixe podem reduzir o processo de energizagio mesmo no
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Figura II1.3: I, . vs. 6 para Iy = 0 e diferentes valores de [ no regime de pequenas ampli-
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Figura IT1.4: I, 14, vs. § para Iy = 0 e diferentes valores de f no regime de grande amplitudes.
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ambito da aproximacio de macroparticula, devendo ser levados em conta como possiveis
limitadores da aceleragio[24)]. Inicialmente, com relagao a interacio eletrostatica, convém
ressaltar que o fato das particulas aglomerarem-se no espago de fases ndo indica que elas

aglomeram-se no espago real. Indica sim, que todas as particulas possuem uma mesma

diferenga de fase com relagio a onda. Mais especificamente, foi mostrado que os efeitos
eletrostaticos podem ser desconsiderados nos regimes tipicos de aceleradores[31]. Da mes-

ma forma, a emissio sincrotronica é importante para particulas com energias da ordem de
TeV([31], as quais sao bem maiores que as adquiridas por particulas interagindo com ondas
eletromagnéticas na faixa de micro-ondas. Por exemplo, mesmo nos casos em que se ests
operando no regime de grandes amplitudes e Imas = p. = 100, a méxima energia cinética
alcancada é dada aproximadamente por K,,,, = (Pmmaz — Pmo)me? = Wl mazme? S0, 1
GeV se mc? S1 MeV. J4 o alargamento do feixe se apresenta como um fator limitador visto
que a medida que o raio das particulas aumenta, aumentam também os efeitos da borda
da guia de ondas, tornando a aproximacao de onda plana feita aqui ruim. Porém, tomando
como exemplo o caso f = 0,99 apresentado na figura I11.4, obtemos para o raio maximo
da particula rmee & (¢/Qo)y/2lmmaz = 2 c¢m, enquanto que o raio da guia de ondas é
R =~ 7 cm. Com isso, a variagao radial relativa dos campos eletromagnéticos até r = r,,,, é
apenas ~ 0,1. Qualquer aumento no campo B, (com subsequénte aumento na frequéncia
ressonante) ou qualquer redugao na amplitude da onda po reduz R e o alargamento do feixe

ainda mais.

Se notarmos que a escala lenta de tempo é regulada pelo parametro A, o tempo de
interacao t,,,, necessario para que ocorra a maxima energizacao pode ser estimado como
Wtmae ~ 1/X, com w a frequéncia dimensional da onda. Esta relacdo nos permite estimar
o comprimento (L) necessario para maxima energizacao como I < ¢/ w. Considerando
a faixa de microondas com A\ = 0,01 e w ~ 10-100 GHz, obtemos aproximadamente

L ~ 1 m, com um gradiente de aceleracio da ordem de 1-100 MeV/m.
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ITII.5 Anélise Numérica e Verificacao da Aproximacao de Ma-

croparticula

Toda discussao apresentada na se¢ao anterior sobre a dinimica auto-consitente foi feita
supondo-se Iy = 0, a condigio inicia] ideal para o aparecimento da aglomeracio no espago
de fases e validade da aproximagao de macroparticula. Sendo assim, uma analise mais
aprofundada sobre o que acontece com o sistema & medida que consideramos maiores (e
mais realisticos) valores para a acio inicial é de grande importancia. E é justamente isto

que faremos nesta seco.

Investigaremos numericamente a dinamica do sistema auto-consistente I11.24 sem a uti-
lizagdo da supra mencionada aproximagao. Com este fim, consideramos um grande nimero
de particulas injetadas no acelerador satisfazendo as condigdes usuais encontradas em ex-
perimentos: feixes frios de baiza energia e com fases iniciajs distribuidas homogeneamente.
Ou seja, tomamos como condicdes iniciajs Ij = I, para todo j (o valor inicial da acgao,
Iy, é suposto como independente do indice da particula, modelando assim o feixe frio), e
¢; homogeneamente distribuido entre 0 e 27, ¢; = 2rj/N, com N tipicamente na faixa
500-1000. Além disso, nos concentramos aqui no regime de ondas de grande amplitude,
muito embora as conclusdes sobre validade da aproximacao de macroparticula e efeitos da
dispersao da onda e do descasamento de frequéncias sao qualitativamente as mesmas para
valores menores da amplitude.

Do ponto de vista computacional, utilizamos tanto um integrador do tipo Runge-Kutta
de quarta ordem com passo varidvel quanto um integrador do tipo preditor-corretor. Em
ambos os casos, a precisio exigida estava na faixa de 1 parte em 10"-10°, sendo esta testada

continuamente através das constantes de movimento apresentadas na secao I11.3.
Procedemos entéo com a apresentacio e discussio dos resultados numeéricos obtidos.

Iniciamos comparando na figura I11.5 os valores maximos da. acao calculados via o po-
tencial efetivo I11.30 utilizando aproximagio de macroparticula (curva cheia) com os valores

médios, (I;), . encontrados através da simulagao numérica (representada por simbolos)
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Figura IIL.5: Comparagio dos resultados obtidos com a aproximagao de macroparticula apre-
sentados na figura 1.4 para f = 0,99, com os obtidos via simulacdo numérica. As simulagées

foram feitas para Iy = 0,001 (circulos) e Iy = 0,5 (quadrados).

a medida que o parimetro de descasamento § & variado. No caso onde consideramos
Iy = 0,001, podemos perceber que os resultados obtidos para os diferentes valores de )
coincidem com os resultados analiticos. Isto é um forte indicativo de que para este par-
ticular valor da acio inicial a aglomeracio das fases ocorre, validando a aproximacao de
macroparticula. Que isto é precisamente o que acontece pode ser confirmado com a ajuda
da figura IT11.6 onde mostramos o espaco de fases para t = 300 e § = —0,1. Nesta figura
vemos que a distribui¢do de particulas é realmente bastante concentrada num certo ponto,

apresentando apenas pequena dispersio ao longo dos eixos de acio e fase.

A medida que aumentamos o valor de Iy, como o caso apresentado nas figuras III.5
e IIL7 para I = 0,5, a situacio muda bastante. Através da figura II1.5 pode-se ver que
os resultados da simulagio pouco ou nada coincidem com os obtidos analiticamente. A
suspeita de que o efeito de aglomeracio nio seja mais efetivo neste caso pode ser confirmado
com a ajuda da figura IIL.7 onde as particulas apresentam-se espalhadas pelo espaco de

fases de uma forma bastante difusa. Entretanto, uma caractristica que vale a pena ser
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Figura IIL.8: Funcdo distribuicio F(1;) das agées para dois valores diferentes de 6 e t = 600.

Demais pardmetros permanecem iguais a figura anterior.

ressaltada a respeito destes sistemas ndo aglomerados é o fato de a troca de energia feixe-
onda ainda apresentar uma sensibilidade ao descasamento de frequéncias[46]. Observamos
na figura IIL.5 que variando § podemos intensificar a troca de energia mesmo no caso
em que o efeito de aglomeragdo nio se d4, fato que ¢ ressaltado na figura I11.8, onde é
apresentada a funcdo distribuigio F(I;) das agdes para § = 0 e § — —0,3. Esta figura
revela que tomando-se convenientemente o valor do descasamento de frequéncias (neste
caso § = —0,3), a0 menos uma fracio de particulas é energizada & valores de agao um
tanto além dos conseguidos na dinimica aglomerada. O que parece estar acontecendo é que
estas particulas supra aceleradas aparecem como consequéncia das seguintes circunstancias:
uma grande excursao da amplitude da onda p € gerada por uma escolha conveniente de 6,
um nimero consideravel de particulas permanece com baixas energias ao longo de todo o
processo de aceleracéo e a necessidade da conservagio de pe = p+ (I;). Dado que uma
escolha cuidadosa de § leva a um grande amortecimento da onda e consequentemente a
uma grande variagido de (/;) e que um certo nimero de particulas permanece com baixas

energias, pelo menos uma fragio da populagao de particulas deve ser acelerada a valores de
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Figura II1.9: Evolugio temporal do médulo do pardmetro de aglomeragio |b| = [(e¥i)| para

diferentes valores de Iy. Consideramos F=0,9eé=-0,2.

ag¢ao bem maiores que a média. Olhando novamente para a figura 111.8 percebemos que &
realmente necessaria uma escolha adequada do descasamento de frequéncias para que haja
o aparecimento das particulas supra aceleradas, nao bastando para tanto a simples nao
existéncia da aglomeracio no espago de fases. Vemos, porém, que embora existam estas
particulas que sofrem um aumento substancial de energia, o processo é acompanhado por

uma perda na qualidade e coeréncia do feixe.

Para completar os resultados obtidos, na figura I11.9 comparamos a evolucdo temporal
do médulo do pardmetro de aglomeracio (bunching parameter)[47), |b] = [(e'%3)], para
uma série de valores da acio inicial I,. Vale lembrar que b ¢ definido de tal forma que
0 < 18] < 1, assumindo seu valor minimo quando as fases estao distribuidas de uma forma
completamente difusa e seu valor maximo quando todas as fases ¢; tem o mesmo valor
(estado completamente aglomerado). Uma vez mais, vemos que o efeito de aglomeracio
¢ dominante para baixos valores da acao inicial, onde ele ocorre durante os primeiros
momentos da interacio. A medida que Io cresce, esta caracteristica é perdida. De fato, nos

quatro primeiros casos (I = 0,001; 0, 01; 0,05 € 0,1) ainda podemos detectar um processo
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de aglomeracio de certa forma eficiente, embora no terceiro € N0 quarto casos pareca que
a aglomeragao ja comeca a se desfazer para t ~ 100. Enquanto 1850, para Iy = 0,5 a
aglomeragao é praticamente inexistente J& nos primeiros momentos, passando, a seguir, a
destruir-se por completo. Logo, tomando I ~ 0,01 como um valor limiar para a validade

da aproximagao de macroparticula, a energia cinética inicial maxima, para a qual elétrons

efetivamente se aglomeram ¢é de aproximadamente 1-10 KeV.

II1.6 O que Veremos nos Préximos Capitulos

Neste texto, até o momento, sempre estivemos primeiramente interessados na, interacao
feixe-onda do ponto de vista de aceleragao de particulas. Iniciamos por uma analise bastante
basica dos papéis que a disperséo‘e, um pouco mais adiante, o descasamento inicial de
frequéncias cumpriam na dinimica de uma particula interagindo com uma onda dada.,
Posteriomente, incluimos os efeitos auto-consistentes da dinamica da onda no formalismo e
passamos a estudar o processo de aceleracio na interacao feixe-onda de uma forma bem mais
realistica. Este estudo foi possivel analiticamente gragas a aproximagao de macroparticula
que nos permitia tomar o feixe de particulas como uma entidade dnica no espago de fases.
Com isso, podiamos determinar com precisao a dinamica de feixes que inicialmente possuem
particulas de baixa energia.

No final deste capitulo, apresentamos alguns resultados obtidos via integracio numérica
do sistema feixe-onda. Estes resultados mostraram que a aproximagao de macroparticula
¢ realmente boa quando a energia inicial das particulas é suficientemente baixa. Neste
caso, os graus de liberdade se reduzem a dois, sendo a dinamica completamente integravel
(lembre-se que encontramos duas constantes de movimento associadas ao sistema). Porém,
nos demais casos onde o efeito de aglomeracio nio se faz presente e temos de levar em
conta todos os graus de liberdade referentes as particulas, como se processa a dinimica
auto-consistente?

Nos capitulos que seguem, responderemos esta pergunta a partir da investigagio mais

detalhada da dindmica nao aglomerada. Esta investigagdo sera baseada principalmete na
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andlise de dados obtidos a partir da integragio numérica das equacdes de movimento do
sistema.

De fato, o leitor poderé notar que nos proximos capitulos a &nfase de nossa analise mu-
dara. Tudo que tinhamos a dizer a respeito da dinamica integrivel do sistema, relacionada
tipicamente a aceleragio regular de particulas (i.e., a0 acelerador de ressonancia ciclotron-
laser), ja foi abordado. Agora nos voltaremos a0 estudo do sistema particulas-onda do
ponto de vista de sistemas dindmicos, ou seja, concentrando-se na analise dos efeitos que a
auto-consisténcia tem sobre o sistema como um todo e as principais consequéncias destas

alteracdes sobre a dinimica.



Capitulo IV

Caos Auto-consistente e Difusao de Arnold

IV.1 Introducao

A denominagao “caos auto-consistente” (self-consistent chaos) foi utilizada primeira-
mente por Tennyson et al.[48]. L4 é estudada a interagdo eletrostatica auto-consistente
entre um feixe de particulas e uma onda de plasma que aparece devido a instabilidade
onda-feixe correspondente a condigio inicial de feixe frio. O fato de a interacio ser toma-

dada auto-consistentemente leva ao aparecimento de caos na dindmica do sistema.,

No nosso caso, vimos que quando os efeitos auto-consistentes sobre a onda sio despre-
zados na interagao onda-particula, a dinamica da particula é descrita por um Hamiltoniano
de apenas um grau de liberdade, eq. 11.20, sendo este completamente intergravel[39]. Mais
ainda, analisando a interagio auto-consistente entre uma, onda eletromagnética e um feixe
de particulas inicialmente de energia nula, mostramos que a dindmica ainda é do tipo re-
gular. Isto é fato, dado que sob estas condigdes iniciais o feixe como um todo sofre uma,
rapida aglomeragéo no espaco de fases, passando a comportar-se como uma tnica ma-
croparticula, reduzindo o nimero de graus de liberdade efetjvos do sistema e tornando-o
integravel. Contudo, se, por outro lado, o controle sobre o feixe injetado é pobre, a condicio
de baixa energia inicial provavelmente nio se cumprira. Logo, ao longo da interacio passa-
mos a ter um feixe bastante incoerente, cuja descrigao envolve todos os graus de liberdade

do sistema. Tendo em vista este carater multidimensional, a dindmica associada é quase

48
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certamente cadtica.

Nossa intengao neste capitulo é, portanto, investigar a presenca do caos auto-consistente
em nosso sistema onda-particulas. Para tanto, procederemos da seguinte forma. Conside-
raremos um feixe frio de particulas com fases homogeneamente distribuidas interagindo
com um maser no regime de grandes amplitudes. Fxaminaremos, entio, os expoentes de
Lyapunov relevantes através da medida da divergéncia de trajetérias do sistema como um
todo. A presenca de divergéncia exponencial de trajetérias serd tomada como sinalizan-
do a existéncia de estados cadticos. Mostraremos que de fato o sistema auto-consistente
apresenta caos. Veremos, tamhém, que ao contririo do que usualmente é encontrado em
sistemas tipicos de interacio onda-particula, a atividade caética é grande nao sé nas regides
do espago de fases préximas i separalriz do sistema, mas também naquelas préoximas aos
pontos fixos elipticos.

Finalmente, na secio IV.6 proporemos um modelo de baixa dimensionalidade que a-
presenta as propriedades basicas observadas no sistema completo. Discutiremos a relacio
de nossos resultados com aqueles obtidos por Boozer no que diz respeito a difusio de

Arnold[40].

Os resultados principais deste capitulo encontram-se na ref. [49].

IV.2 Modelo Considerado

Para a andlise do caos auto-consistente tomaremos como modelo um feixe de particulas
(tipicamente N = 500) interagindo com um modo eletromagnético nao dispersivo e que se
encontra em exata ressonancia com particulas em seu movimento ciclotrénico. Além do
que, continuaremos supondo P! = P,—w] = () mesmo para os casos em que a energia inicial
das particulas néo é baixa (I 2 1). Apesar destas condigoes nao serem as mais realisticas e
apropriadas para um acelerador de ressonancia ciclotron-laser de laboratério, acreditamos
que os resultados a serem apresentados aqui nao sofram mudancas dramaticas se usamos
um conjunto de condigdes diferentes das acima citadas, De qualquer forma, o estudo da

aceleracao ciclotronica se mostra importante também em outros sistemas, como por exemplo
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, . - : I o
em astrofisica, onde as condigdes que cercam a interagio sio um tanto arbitrarias.

O sistema ¢, entdo, descrito pelo Hamiltoniano generalizado 111.22 com f=1e

6 = 0, sendo as equacdes de movimento dadas por I11.24. Deste Hamiltoniano, perce-
hemos que as equagdes dinamicas para uma dada particula “s"podem ser obtidas a partir
de outro Hamiltoniano que depende somente das coordenadas I; e ¢; da propria particula

e das variaveis do maser,
}[j = ’HJ'(]J') ¢ja P, 0').

Esta caracteristica do formalismo nos mostra que a interacio entre particulas é exclusi-
vamente mediada pelo campo do maser, i.e., ndo hd nenhuma interagdo direta do tipo
particula-particula. No que diz respeito ao caos isto evidencia seu cardter auto-consistente,
pois se ndo levassemos em conta a dinimica da onda terfamos apenas um conjunto de
particulas interagindo isoladamente com uma onda dada de forma regular (integravel); ao
ligarmos a auto-consisténcia, no entanto, a onda passa a acoplar a dinAmica das particulas,
quebrando a integrabilidade. Estas sdo informacoes importantes porque vemos que os as-
pectos bésicos do sistema poderiam ser entendidos se de alguma forma pudéssemos obter
um modelo suficientemente preciso para a evolucao temporal dos campos da onda. Obter
este modelo é certamente nada trivial. A principio teria-se que resolver o sistema completo
para entao, olhando para a dinamica de p e o, determinar o modelo apropriado. Entre-
tanto, como veremos, em certos casos existem algumas propriedades basicas da dinamica
do maser que parecem ser suficientemente independentes de influéncias provindas de con-
digdes iniciais e da escolha dos parametros externos. Faremos uso destas propriedades para

estudarmos o tipo de dinamica cadtica que temos em maos.

IV.3 Simulacoes Iniciais no Espacgo de Fases

De forma similar ao que foi feito na secao 111.5, integraremos numéricamente o conjunto
de equagdes I11.24 tomando como condigdes iniciais um feixe monoenergético (frio) com

I;(t = 0) = I, e fases homogeneamente distribuidas ao longo 0 e 27, e consideraremos
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0 regime de grandes amplitudes, py = 100 e )\ = 0,01, com 0y = 0 (condigio que é
arbitraria, ndo apresentando qualquer influéncia na dindmica). Além disso, como estamos
nos concentrando num maser néio dispersivo em ressonancia perfeita, tomamos f = | ¢
w= (14 Xpo) V2 =1/1/2.

Antes de entrarmos a fundo na simulagao numérica lembremos qual é a forma do espaco
de fases integravel para I e ¢, mantendo a onda sem dindmica, ou seja, p e o constantes.
Este certamente nao representa a situagao fisica real, entretanto, ele pode nos fornecer
informagdes iiteis para o que segue. Este grafico é mostrado na figura I1L.1(a). Entre outras
caracteristicas, recordemos duas de relevancia: (i) existem dois pontos fixos localizados em
¢ = 0,7 e (ii) particulas inicialmente préximas de I = 0 e ¢ = 7/2 tendem a ser aceleradas
quase verticalmente no espago de fases, ganhando grandes quantidades de energia, i.e., a
autoressonancia. Ressaltamos que tanto o que foi discutido no capitulo IT quanto a andlise
dos resultados do apéndice C indica que a frequéncia associada a0 movimento das particulas
(giro-frequéncia) tende a zero & medida que nos aproximamos da érbita autoressonante.
Neste sentido, a curva autoressonante pode ser vista como uma separatriz, que de fato
separa as trajetdrias que orbitam o ponto fixo ¢ = 0 das que orbitam o ponto fixo ¢ = 7.

No que segue analisamos a dinamica auto-consistente.

IV.3.1 Estados aglomerados

Consideremos inicialmente o caso Iy < 1. Como j4 sabemos, neste caso o efeito de
aglomeragao no espaco de fases é bastante forte, havendo uma grande concentragdo das
particulas do feixe num dado ponto do espaco de fases e formando a macroparticula. Isto
pode ser vislumbrado na figura I11.6 (embora 1 seja considerado um sistema com f #
1 e é # 0, os resultados sdo qualitativamente os mesmos que no caso nao dispersivo e
ressonante que nos interessa aqui). Sendo assim, hd uma redugao nos graus de liberdade
eletivos do sistema sendo este integravel. A figura IV.1, que mostra a série temporal da
amplitude da onda, confirma nossa suposicao de integrabilidade dado que p(t) é periddico:

onda e macroparticula apenas [icam trocando energia entre si de uma forma regular. Da




Capitulo IV. Caos Auto-consistente e Difusio de Arnold 52

100.0

80.0

60.0 |

p

40.0 |

20.0 |

0.0

0.0 10000 20000 30000 40000 5000.0

Figura IV.1: Série temporal da amplitude da onda, p(t), para o caso aglomerada com Iy = 0,001.

mesma forma, a evolugao temporal de o(t) (que nio é mostrada aqui) também é periddica,

apresentando o mesmo perfodo que p(t).

IV.3.2 Estados nao aglomerados

Passemos agora para o caso onde I, 2 1. Neste caso, a faixa de sintonia entre onda e
particulas é pequena. Se fixamos a amplitude inicial da onda como no caso anterior, mas
consideramos valores muito maiores de Iy, é esperado que aceleragido do tipo coerente nao
ocorra mais. Este tipo de situagdo representa sistemas pouco controlados (como é o caso
de sistemas astrofisicos) onde uma ressonancia precisa entre onda e particulas é bastante
improvavel. Sendo assim, o efeito de aglomeracio é pouco ou nada eficiente e nenhuma,
redugdo dos graus de liberdade efetivos do sistema é esperada. Logo, é provavel que a
dinamica apresente caracteristicas mais complexas e, possivelmente, caos.

Inicialmente, apresentamos na figura IV.2 o espaco de fases de particulas com I, 21
(além de fases homogeneamente distribuidas) apés um tempo ¢t = 11200. A principio esta
figura é bastante semelhante a figura 111.7 onde j4 nos foi possivel identificar a auséncia da

aglomeragao . Agora, porém, tomamos Iy =2, f=1e6=0¢ o tempo de integragio é
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Figura IV.2: Espaco de fases auto-consistente para Iy = 2 apés um tempo t = 11200. f=1e
§d=0.

bem maior, de forma a ressaltar as caracteristicas irregulares da dinamica.

Dado que a distribuigao das particulas acaba por tornar-se difusa no espaco de fases, a
troca de energia média entre onda e particulas é um tanto menos eficiente que anteriormen-
te; enquanto algumas particulas estao ganhando energia, outras estio perdendo de forma
tal a haver uma certa equiparticdo da energia. Isto é verdade, como pode ser visualizado na
figura IV.3 onde a série temporal para p(t) é mostrada. Apés algum transiente inicial (nao
apresentado na figura) onde o maser compartilha seu ezcesso de energia com as particulas,
ele estaciona em um valor médio préximo a p = 60, havendo pequenas flutuagoes em torno

desta média. Para a evolugao da fase da onda encontramos algo da forma

t .
_‘Z(_) = wyt + flutuagoes,

N

onde w, < 1 representa a frequéncia média da evolucio da fase da onda'. Vale ressaltar que

analisando a dindmica do sistema constatamos que o movimento médio de ¢ caracterizado

'Esta evolu¢io média tem como possivel origem a intera¢io da onda com as particulas pousadas
proximas aos dois pontos fixos elipticos, os quais apresentam diferentes frequéncias orbitais (nao s6 em

sinal, mas também emn mdédulo).
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Figura IV.3: Série temporal da amplitude da onda, p(t), para o caso nio aglomerada com

Iy =2,0.

por w, ¢ rapidamente compensado pela dinAmica das fases das particulas, de tal forma que
¢; — o /N nao apresenta esta componente de variagdo. Acreditamos que este seja o cenario

que qualquer estado com I, 2 1 atinge assintoticamente.

A partir da figura IV.3, percebemos que as pequenas flutuagdes em torno do valor
médio de p(t) estdo distribuidas, grosso modo, em duas escalas diferentes de tempo: uma
escala longa T, e uma escala curta 7,. Estas escalas sio dadas aproximadamente por
Ty ~ 5000 — 10000 e T./T; ~ 0,1. Uma analise semelhante na dinamica de ¢ nos mostra

que suas {lutuagdes apresentam estas mesmas caracteristicas.

Ambas escalas foram comparadas com as frequéncias tipicas das érbitas das particulas

calculadas numericamente, chegando-se s seguintes conclusges.

A escala longa ¢ ditada pela interagdo da onda com particulas que movem-se com
frequéncias muito pequenas. Estas particulas sdo aquelas que descrevem as érbitas mais
exteriores no espago de fases mostrado na figura IV.2. Justamente por estarem proximas
a drbita autoressonante é que as frequéncias sao pequenas. Isto pode ser visualisado na

figura 111.1(a), onde quanto mais préximo a particula estd da autoressonancia, maior é a
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trajetoria descrita por ela.

Por outro lado, a escala curta aparece devido a interagéo involvendo particulas na
regiao mais interior da distribuigao. Estas particulas estao mais proximas dos pontos [ixos,
descrevendo, assim, orbitas de frequéncia maior.

Cabe ressaltar, finalmente, que a existéncia das flutnagoes é real ¢ inerente ao sistema
€ a0 apenas uma mera consequéncia introduzida pela finitude do nimero de particulas

usadas na simulagao. Foram feitas simulagdes com um nimero maior de particulas (N =

1000 e N = 1500) e os resultados encontrados foram idénticos aos apresentados aqui.

IV.4 Estados Regulares e Cadticos

Passaremos agora para a investigacio direta da presenca de caos no sistema onda-

particulas.

IV.4.1 Estados regulares e caéticos do sistema global

Para determinarmos a presenga de caos ou nio na dindmica do sitema adotaremos o
seguinte procedimento. Juntamente com a distribuicio original de particulas que interage
auto-consistentemente com os campos da onda, consideraremos uma segunda distribuigao
que possue 0 mesmo numero de particulas. Esta segunda distribuigao sofre os efeitos da
onda examente como a primeira o faz, porém sua presenga nao é sentida pela onda. Ou
seja, a segunda distribuigéo representa uma distribuicao teste. Particulas desta distribuicao
(a qual denotaremos daqui por diante como distribuigao linha) possuem condigles iniciais

localizadas bem préximas as da distribuicao original de acordo com
I; =I;(1 +¢), ¢; = ¢;(1 +¢),

com j = 1,2,..., N e onde ¢ é um ntimero pequeno, tipicamente ¢ = 1071°. A partir dai,

introduzimos a funcio L(t) definida como

L(t) = In [(5(0) = T(£)) + (45(1) — #5(£))2] § — Lo, (Iv.1)

J=1
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que mede o logaritmo da distancia euclidiana no espago de fases entre as duas distribuicoes
de particulas, com Ly = Inv2Ne? sendo o logaritmo da distancia euclidiana inicial. Sem-
pre que L apresentar um comportamento do tipo linear, L & 1, estaremos a frente de

uma dinamica que apresenta divergéncia exponencial de trajetdrias e, consequentemen-
te, caos[39]. Mais ainda, o coeficiente linear da reta YL representa o maior expoente de

Lyapunov do sistema original.

Na figura IV.4 mostramos simultaneamente trés séries temporais de L(t¢) para trés casos
J& discutidos aqui: (a) o caso auto-consistente nao aglomerado com I, = 2,0, o caso auto-
consitente aglomerado com Iy = 0,001 e o caso sem auto-consisténcia onde a amplitude e
a fase da onda sdo mantidas constantes artificialmente. A fungao L(t) se comporta como
uma linha reta com coeficiente linear positivo somente no primeiro caso. Ainda neste caso,
observamos a formagio de um platd relacionado ao tamanho finito do espaco de fases do
sistema. No segundo caso, apenas uma Pequena, se alguma, divergéncia exponencial de
trajetorias aparece. No terceiro, finalmente, o comportamente é visivelmente logaritmico,
Le., L(t) ~ logt. Ressaltmos que este comportamento logaritmico é bastante tipico de

sistemas multidimensionais integrveis (quase-periddicos)[39].

Guiando-se pelo que foi dito acima, somente no primeiro caso podemos afirmar com
seguranca que realmente ha o aparecimento de caos na dinimica global do sistema. Mesmo
assim, para nos certificarmos de tal conclusao, nos utilizamos também de uma outra técnica
para o calculo do expoente de Lyapunov maximo. A saber, a técnica de renormalizacOes

[39, 50]. O valor encontrado para oexpoente loi v, = 7,0 x 10™, que concorda plenamente

com a curva (a) apresentada na figura 1V .4,

O fato de identificarmos a presenca de caos na interacio auto-consistente de um modo
eletromagnético confinado a uma guia de ondas com um ténue feixe de particulas pode
ser entendido também como um tipo de “caos genuino de onda eletromagnética” (genuine
electromagnetic wave chaos), expressio esta introduzida por Blimel [51]. Em seu trabalho,
Bliimel considera uma onda eletromagnética confinada a uma cavidade ressonante que

apresenta uma das paredes méveis, sendo esta parede ligada a uma mola. Ele mostra
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Figura IV.4: Série temporal da divergéncia orbital L(t). Caso auto-consistente nio aglomerada
(lo = 2,0) e aglomerado (Iy = 0,001) em (a) e (b), respectivamente; caso nio auto-consistente e

ndo aglomerado (Iy = 2,0) em (c).

que a dinamica auto-consistente onda-mola (intermediada pela parede moével) leva a uma
caotizagao da evolugdo temporal da amplitude da onda, denominando este como “caos
genuino de onda eletromagnética”. No nosso caso, o mesmo tipo de comportamento cadtico
é encontrado, com a diferenca, porém, de que a onda nao interage auto-consistentemente
com o as bordas (parede da cavidade), mas sim, com o meio (feixe de particulas) no qual

se encontra.

A onda também é uma entidade dinamica do sistema, logo suas varidveis dinimicas
correspondentes, amplitude e fase, deveriam ser 1gualmente incluidas na soma que define
a quantidade L(t). Isto foi feito e nio encontrou-se diferengas significantes nos resultados
quando comparados com os obtidos utilizando o procedimento adotados aqui. Isto est4
de acordo com o fato de que o maser pode ser visto como uma entidade dependente, pois
a dinadmica da onda poder ser realmente removida das equagoes I11.24 através de uma
transformagao canénica (que no fundo envolve a utilizacao da constante de movimento Pes

eq. 111.26). Concluindo, a fungio L(t), definida como foi, parece medir satisfatoriamente a
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presenca de atividade caética no sistema.

IV.4.2 Localizando o caos

’ . .
Dado que caos esta realmente presente no sistema, pretendemos agora determinar em
quais porgdes do espago de fases ele é mais ou menos intenso. Nosso interesse nesta deter

minagao é o seguinte. Considerando-se um sistema qualquer de interagao particula-onda,

sabemos que tipicamente o caos iniciaria e seria mais intenso nas regioes proximas a sepa-
ratriz do sistema, onde as 6rbitas de menor giro-frequéncia se encontram. No nosso caso,
em especial, isto significaria que a atividade caética seria maior para aquelas particulas que
descrevem Grbitas mais exteriores na figura IV.2. Mais ainda, se este cendrio fosse o correto,
a intensidade do caos deveria reduzir gradualmente 4 medida que nos aproximassemos dos
pontos fixos elipticos. A pergunta entdo é: serd que esta distribui¢do usual de atividade
cadtica € a que se encontra em nosso sistema?

Como veremos, a resposta é nao.

Para levar adiante esta anélise, introduzimos uma nova quantidade, L;(t), que pode ser
encarada como uma medida da divergéncia de trajetorias local no espaco de fases. Ela é

definida de forma semelhante a L(t) como

N/

Litt) =Inqal 20 [Uiwi(t) = Tyngs(0)? + ($iai (1) = $Lni(0)?] § = Lo, (IV.2)
i=—N'41

com Ljo = In V4N'e? e condicbes iniciais Iy =1igi(l+e) e i = diri(l+e€). O que esta
fungao realmente faz, é medir uma média da divergeéncia de trajetérias em torno da 7-6sima
particula da distribuigio original de particulas. As mesimas consideragoes apresentadas em
IV.4.1 com respeito a relagio entre o comportamento temporal da fungao L(t) e a existéncia
de caos podem ser aplicadas a fungio L;i(t). Em especial, o fato de que o coeficiente linear
encontrado nas situagdes cadticas representa o expoente de Lyapunov (agora local) do
sistema. Escolhemos N’ tal que cumpra N > N’ > 1. Mais especificamente, tomamos
2N'/N =0,1.

Facamos entéo a anélise da distribuicao da atividade caética ao longo do espaco de fases.
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Figura IV.5: Série temporal para a divergéncia orbital local L;(t) para Iy = 2,0. Foram tracadas

Juntamente retas que descrevem o comportamento médio da divergéncia exponencial.

Na figura IV.5, apresentamos a fungio L;(t) calculada para quatro casos representativos:
J=1 7 =65 5 =125e j = 150. Estes valores de j correspondem a particulas com
fases iniciais préximas a ¢ = 0, ¢ = 7/4, ¢ = 7/2 e ¢ = 37/5, respectivamente. Vemos
claramente que o caos é maior para j = 150 e J = 65, e menor nos outros dois casos. De
fato, sdo igualmente apresentadas na figura IV.5 retas que bem descrevem o comportamento
médio da divergéncia exponencial e a partir das quais estimou-se os expoentes de Lyapunov

, . =150 - =65 - =125 = —
maximos como sendo v~ "7 & 107, 977" & 5 x 1075 e 477 & 4i=! 2.5 x 105,

Particulas nas vizinhancas de j = 150 sio aquelas que descrevem as érbitas mais ex-
ternas do espago de fases da figura IV.2. Vale ressaltar, que estas ndo seriam as particulas
mais aceleradas se mantivessemos a onda constante. O que acontece é que a complexa inte-
ragao nao linear onda-particula juntamente com variagao auto-consistente da amplitude e
da fase da onda movem estas particulas para esta localizagao tao especial logo nos primeiros
momentos da interagdo. Isto foi constatado a partir do acompanhamento individualizado
da particula j = 150. Esta mesma interagao complexa remove a particula J = 125 de

sua posigao original, a qual seria associada a autoressonancia no caso sem dinamica da
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onda, empurrando-a na dire¢io da regido mais interior da distribuigao de particulas. Ou

seja, quando a onda varia auto-consistentemente, a excursio maxima da acao da particula
J =125 (¢y = 7/2) é menor do que a associada a particula j = 150 (¢y = 37 /5). De
qualquer forma, 0 perfodo da 6rbita,, Tm«b, das partx’cula,s que apresentam uma excursao
grande no espago de fases ¢ muito maior que o perfodo curto das flutuagoes da onda, i.e.,

Tory > T, Como sabemos das teorias que descrevem o caos de separtriz[39], a grande dis-

paridade nas escalas de tempo associadas as érbitas proximas 3 separatriz de um sistema e
a perturbagdo sobre este, representada pela desigualdade acima, reduzem drasticamente a
distancia entre ressonancias vizinhas, garantindo a presenga de sobreposi¢ao (overlapping)
de ressonancias e caos mesmo para pequenas ampliudes da perturbagio, como as encon-
tradas na figura IV.3. Logo, o tipo de dinamica atribuido as particulas de grande excursao
mencionadas acima contém todos aspectos relacionados ao caos de separatriz, havendo u-
ma diminuigéo da atividade cadtica & medida nos afastamos da, separatriz, ou seja, quando

vamos de j = 150 para j = 125.

Indo para valores ainda menores de J (J = 65) onde se encontram as particulas que
estao préximas ao ponto fixo eliptico, pecebemos que o caos torna-se forte novamente.
Ressaltamos que atividade cadtica nio é tipicamente esperada nestas regioes proximas ao
ponto eliptico, porém aqui ele se mostra mais intenso que ‘em posi¢des mais externas do

. =65 =150
espago de fases como em j = 150 (note que V70 A 24170,

Finalmente, quando chegainos extremamente perto do ponto fixo eliptico o caos volta

a diminuir, ficando com wina intensidade parecida com a encontrada nas regioes mterme-

didrias (7 = 125).

Note-se que embora o caos esteja distribuido de forma nao homogénea ao longo do
espago de fases, ele se mostra sempre presente. Identificamos, no entanto, que a distribuigao
de caos realmente nio se dé segundo o que tipicamente é encontrado em sistemas onda-
particula, como foi mencionado no infcio desta sub-secdo. Nos resta, entdo, analisar as

possiveis causas desta distribuicio nao usual da atividade cadtica.

-
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IV.5 Difusao de Arnold x Caos de Separatriz

O aparecimento da distribuicao nao usual da atividade cadtica ao longo do espaco de
fases pode ser entendida se percebemos que a sobreposicao de ressonancias que leva ao caos
para valores arbitrariamente pequenos das flutuagoes da onda pode ser encontrada nao
somente quando T,, é muito maior que alguma escala tipica das flutuagoes, que é o que
acontece na separatriz. Se Ty, for muito menor que alguma escala tipica das flutuacoes e
se estas flutuagdes forem su ficienternente nao harmonicas, a condigao de sobreposicao de
ressonancias ¢ cumprida novamente.

A razao que nos leva a conclusio acima foi descoberta por Boozer[40] e ¢ similar a expli-
cagao usada no caos de separatriz. Basicamente ela pode ser expressa assim: se T, é muito
maior que escalas de tempo tipicas das {lutuagdes, harmonicos da frequéncia orbital estario
em ressonancia com a frequéncia basica das flutuacdes (isto representa o caos de separa-
triz), enquato que se T, for muito menor que escalas tipicas das flutuacées, harménicos
das flutuagdes (se estas forem suficientemente nio harmoénicas) estario em ressonancia com
a frequéncia bésica associada a 6rbita. Desta forma, no nosso caso esperamos encontrar
intensa atividade cadtica nio sé onde Ty > T, (préximo a separatriz), mas também onde
Torp < T (préximo ao ponto fixo), o que concorda com o que foi encontrado na simulagao.
O fato de o caos diminuir quando estamos extremamente perto do ponto fixo se deve a forte
estabilidade encontrada nas érbitas da vizinhanga préxima do ponto eliptico a qual preva-
lece sobre a componente geradora do caos[40, 52]. A razio para toda esta estabilidade esté
no fato de estas érbitas possuirem pouca anarmonicidade. No que segue, por “préximas”
ao ponto fixo entenda-se particulas suficientemente proximas para que a condigao Ty, < T,
seja satisfeita mas suficientemete afastadas para que as particulas nao estejam capturadas
nesta pequena regiao de estabilidade.

Mais explicitamente, a razio para o surgimento do caos pode ser entendida como
segue. Como foi discutido na segio IV.2, a dindmica de cada particula é descrita por
um Hamiltoniano H; que depende somente das coordenadas da particula e da onda, ie.,

H; = Hi(Ii, ¢, p(t),5(t)), que em dltima instancia & H; = Hi(1;, ¢i,t). Dado que as flutu-
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agoes das varidveis da onda (que sdo as responsaveis pela dependéncia temporal do Hamil-

toniano acima) sao pequenas, podemos escrever H; na forma bastante usual
Hi(J,0) = HO(J) + HO(J,0, 1), (IV.3)

onde (J,0) representa o par angulo-agio referente a Hi(o)(J) que, por sua vez, dita a
dinamica da particula quando a onda néo apresenta flutuacdes (a varidvel J é calculada

explicitamente no apéndice C) e Hi(l)(J, 0,t) contém a contribuigdo vinda das flutuacdes. O

surgimento de ressondncias no espaco de fases est4 conectado ao cumprimento da relagio

pworb(Jp,q) = qWelut, (IV4)

com Wyrp = 27 [T, € wyiy: as frequéncias associadas a 6rbita das particulas e as flutuagoes
da onda (i.e. Hi(l)(J, 0,t) tem dependéncia temporal com frequéncia Wyt ), respectivamente,
p € ¢ nimeros inteiros e J,, representa o valor de J na ressonancia.

O caos de separatriz pode ser entendido seguindo-se o cenério de Chirikov[41]. Na regiao
préxima a cada uma das ressonéncias acima se forma uma ilha do tipo péndulo cuja largura
é proporcional a rafz quadrada da amplitude da flutuagao. Supondo que a dependéncia da

~ 1 . ~ s op
perturbacgao Hf ) la variavel agao é [raca, vemos que

2 dwarb .
Elim ~ W,y 7] para J — oo,

onde €43, representa pictoricainente o valor limite para a amplitude das flutuag¢des acima

do qual passa a ocorrer a sobreposi¢do de ressonancias e difusio caotica. Geralmente
em sistemas de interagao onda-particula é encontrado que Worp — 0 mais rdpido que sua
derivada a medida que nos aproximamos da separatriz, de tal forma que ¢y, também vai
a zero neste limite. Isto é, préximo a separatriz flutuagées com amplitudes tio pequenas
quanto as encontradas na figura IV.3 sio suficientes para gerar o aparecimento do caos.
Fica claro a partir da figura 1V.5 que este é o caso no sistema que temos em maos, dado
que esta comprova a existéncia de caos intenso préximo & curva autoressonante.

Agora consideremos o caso de particulas que se encontram longe da separatriz orbitando

com uma frequéncia w,,; finita e que estejam sendo perturbadas (através das varidveis da
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onda) por um sinal suficientemente aperiédico. Boozer em seu trabalho considerou este
sinal aperiédico como sendo o limite de um sinal periédico com periodo tendendo a infinito
(Wit — 0) e um grande nimero de harménicos (0 que equivale a gmey — 00, onde ¢y,
representa o maximo valor de q que ainda induz ressonancias relevantes no sistema). Neste
caso, para um dado p fixo, a distancia entre ressonancias secundirias adjacentes ¢'+ 1 e ¢/,

com ¢ grande dado a disparidade entre as frequéncias, seria da ordem de Wiy Fossem as

flutuagdes por demais harménicas, a relevancia de ressonancias deste tipo, com ¢ grande,
seria bastante exigua e mesmo que a distincia entre elas fosse pequena, a sobreposigao
nao ocorreria. Porém, se as flutua¢des sdo anarménicas, a contribui¢ao destas ressonancias
passa a ser, eventualmente, o suficiente para que mesmo flutuacées com amplitudes tao
pequenas quanto as encontradas na figura 1V.3 estabelecam a sobreposicéo e o caos. Boozer
identificou este limite de g, — 0 (€ Gmaz — 00) comno sendo difusio de Arnold, dado que
o sinal aperiddico na forma discutida aqui é tipico de sistemas de vérios graus de liberdade.
Certamente, usando a mesma idéia de continuidade utilizada por Boozer, somos levados a
crer que se o periodo das flutuagdes é finito porém grande, como T} no nosso Caso, €y, €
ainda bastante pequeno para érbitas que satisfacam T,,;, < T] e o aparecimento de caos

para pequenas amplitudes pode facilmente ocorrer.

Dado o que foi discutido acima, fica bastante ficil explicar a razdo da distribuicao
nao usual da atividade cadtica ao longo do espago de fases. Como ja foi dito, para as
particulas proximas a j = 150 o caos é do tipo caos de separatriz, visto que Ty, > T..
Para aquelas préximas a j = 125 a intensidade do caos dimimui jé que T, neste caso
nao é nem suficientemente grande quando comparado com T nem suficientemente pequeno
quando comparado com Tj. Para valores ainda menores de J, que é o caso de j = 65, a
condigdo T,rpy < T; passa a ser cumprida, havendo um aumento na intensidade do caos.
Finalmente, préximo ao ponto fixo eliptico o que prevalece é sua estabilidade, fazendo com

que atividade cadtica volte a diminuir.
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IV.6 Modelo de Baixa Dimensionalidade

Relembremos alguns pontos importantes analisados até o momento. Para o caso nao
aglomerado (Ip 2 1), observamos a presenca de intensa atividade cadtica em regioes onde

Tory ~ T, < Ti. Isto nao é tipico de sistemas onda-particula onde o caos esta principalmente
concentrado na separatriz (Tp., ~ T} > Ty). Mais ainda, seguindo o trabalho de Boozer

pudemos reconhecer esta intensa atividade cadtica para T, < T; como sendo difusio de
Arnold.

Nesta segéo, entdo, investigaremos a presenca da difusio no sistema global descrito pelas
equagoes I11.24. Introduziremos, também, um modelo de uma particula que apresenta as
principais caracteristicas necessdrias para o aparecimento de difusio segundo o que foi
discutido na segdo anterior. A partir da comparagio dos resultados veremos que o modelo
possue as caracteristicas bdsicas detectadas na dindmica do sistema global, indicando que
a difusdo de Arnold realmente é uma componente importante na caotizacio deste.

Uma analise detalhada da figura 1V.3 revela a presenca de outros perfodos além de 7)
¢ T¢, entretanto estes perfodos parecem bem menos relavantes & dindimica pois possuem
uma amplitude espectral menor. Desta forma, em nossa investigacao da difusio no sistema
global, daremos énfase a inspegio na regiao do espago de fases onde 7)., < 1}, i.e., préximo
ao ponto fixo, visto que nesta regidgo uma atividade cadtica mais intensa & esperada.

Nao faremos o célculo explicito dos coeficientes de difusio do sistema, global, porém as
figuras IV.6 e IV.7 indicam claramente que a difusio estd realmente presente no sistema.
Na figura IV.6 imprimimos periddicamente a localizagao no espaco de fases de 30 particulas
(selecionadas entre as 500 usadas na, simulagéo) até um tempo ¢ = 3,5 x 104. A figura 1V.7
¢ construida da mesma forma, porém até um tempo t = 5 x 10°.

Para construirmos o modelo de baixa dimensio (para uma particula) lembramos que
tanto a fase quanto a amplitude da onda consistern numa componente média mais peque-
nas flutuagées cujos perfodos mais longos sdo resultantes da interagdo com as particulas
préximas a autoressonancia e, os mais curtos, com as particulas mais internas da distri-

buigao. Além disso, uma série de simulagées numéricas revelon que a dinamica da fase da

Capitulo IV. Caos Auto-consistente e Difusio de Arnold

20.0 —

B0t : . .

‘:

O
T

-
-

10.0

ate
P AN N

5.0 r

0'0 o L .. .7 .,
—7t/2 0 /2 1 3m/2
$—o/N

Figura IV.6: Difusdo cadtica do sistema real obtida parat=3,5x10% e ...

20.0

cente L

15.0 +

) gen oS
Lt S
Saw

N

100 F i §F

5.0 | .. i1

0.0 SR :
—7/2 0 2

¢-o/N

Figura IV.7: ... t = 5 x 10° para o caso nao aglomerado Iy = 2.

3m/2



IR ah i

Capitulo IV. Caos Auto-consistente e Difusiio de Arnold 66

onda se apresenta mais importante do que a dinamica da amplitude no que diz respeito ao

caos. Introduzimos, entéo, o seguinte modelo para as variaveis do maser

Pmodelo(t) = constante (IV.5)
e
Tmodelo(t) [ 17, se nT <t < (n+ 4T 1.6
N ~a, se (n+ )T <t<(n+1)T, .

comn = 0,1,2,3,..., que deverao ser utilizadas nas equacoes dindmicas para as variaveis
da particula I11.24a e 111.24b. Pmodelo, & amplitude & < 1 e o perfodo T de variagao de
Omodelo devem ser escolhidos de tal forma a refletir os resultados obtidos na simulagdo do
sistema global. Tomamos pee, = 60. A amplitude das llutuacdes da fase da onda é
bem representada por & = 0,01. O perfodo T', como ja foi largamente discutido, deve ser
bem maior que o perfodo tipico das particulas proéximas ao ponto fixo eliptico. Tomamos
T ~ Ty ~ 5000. As descontinuidades de Tmodelo cOMo {ungao do tempo introduzem as
vartagoes nas escalas mais rapidas, que resultam no cardter nao harmouico da variavel. Com
isso pretendemos modelar a presenca de anarmonicidade no espectro de variacao da onda
que, segundo Boozer, é a responsavel pela profusio da sobreposi¢ao de ilhas de ressonancia
e pelo surgimento de difusio cadtica nas proximidades dos pontos fixos elipticos.

Antes de entrarmos no estudo do modelo acima, discutamos mais a fundo um ponto
bastante importante. Se, ao contrario de IV.6, a perturbagio sobre a dinamica da particula
introduzida pela dependéncia temporal das varidveis da onda contivesse apenas alguns
poucos harménicos, a atividade cagtica préxima aos pontos fixos seria muito pequena, ou
quase inexistente, para os valores de amplitude & < 1 usados. Isto & mostrado na figuras
IV.8 e IV.9, onde comparamos uma versio expandida ao longo do eixo dos I da figura IV.7 -
de tal forma que possamos ver mais claramente as érbitas autoressonantes, fig. 1V.8 — com
o gréfico (fig. 1V.9) obtido quando modelamos a fase da onda como sendo dada por apenas
uma harménica, (t)/N = & sen(2rt/T). Em ambos os casos vemos o caos de separatriz,
porém somente no primeiro o caos extende-se as regioes mais internas do espaco de fases.

No segundo caso, em desacordo como o que encontramos nas simulagoes auto-consistentes,
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Figura IV.8: Difusdo cadtica do sistema real, comparada ...

o espaco de fases torna-se essencialmente regular & medida, que nos movemos na diregao
dos pontos elipticos.

Finalmente, utilizamos o modelo nao harménico IV.6 para estudar a difusdo nas figuras
IV.10 e IV.11, onde os tempos siao os mesmos usados nas figuras IV.6 e IV.7, respectiva-
mente.

Comparando as figuras [V.10 e IV.11, percebemos que a difusao est4 realmente presente.
Além disso, a repentina regularizagao de érbitas extremamente préximas ao ponto eliptico
também pode ser apreciada.

O fato de utilizarmos um modelo descontinuo que possue derivadas divergentes num
conjunto de equagdes diferenciais continuas poderia levantar alguma divida no que diz
respeito a precisao dos resultados. Ressaltamos, entretanto, que este problema nao existe
dado que as derivadas de Pmodelo © Tmodelo 120 830 calculadas em momento algum ~ somente
as derivadas das varidveis das particulas sio necessirias. De qualquer forma, um teste
adicional para checar a validade do procedimento numérico adotado & representar oodel, (t)

através de sua série de Fourier,

1 2w (2m + 1)t
sen
2m + 1 T ’

T modelo 40 M
N - — Z (IV.7)

m==()
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que é uma funcéo analitica. Fizemos isto, aumentando gradualmente o nimero de termos
na série. Para efeito de ilustragdo, nas figuras 1V.12 e 1V.13 sio apresentados os graficos
obtidos para M = 50 e M = 1000, respectivamente, apés 200 ciclos de Tmodelo- Nos focamos
na regiao préxima ao ponto fixo situado em ¢ = 0. Analisemos estas figuras juntamente
com 1V.9 e IV.11 onde sdo mostrados os resulados para o modelo harménico (M =1)e
para o modelo anarménico. Para M ~ 1, figura IV.9, o caos estd bem longe do ponto
eliptico, nao havendo indicio algum de difusio nas suas proximidades. Ao aumentarmos o
valor de M, comegam a surgir cada vez mais ressonancias em regides cada vez mais internas
do espago de fases, levando eventualmente ao aparecimento de sobreposicao e difusio. Isto
pode ser vislumbrado na figura IV.12 onde ja percebemos a presenca de atividade caética
que, no entanto, ainda é entrecortada por algumas ilhas de ressonancia que nao sofreram
sobreposi¢ao.  Para M >> 1, figura V.13, o caos extende-se por todo o espago de fases
(com excegdo da regiao de super estabilidade em torno do ponto fixo), da mesma forma

que o encontrada com Opm,qeto(t) dado por IV.6 e apresentado na figura IV.11.

Como conclusao, podemos dizer que o modelo introduzido para as flutuagGes da onda,

embora completamente regular, conseguiu reproduzir as principais carateristicas obtidas na
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simulagao auto-consistente, i.e., o carater anarménico do modelo foi suficiente para gerar

0 caos observado. Isto comprova que a difusio de Arnold, no contexto aqui discutido, tem

importante papel no surgimento do caos auto-consistente.



Capitulo V

Bifurcagoes e Caos Gerados pela Modulagao
do Maser

V.1 Introducao

No capitulo anterior, nos dedicamos ao estudo detalhado da dinimica auto-consistente
para um feixe frio de particulas. Vimos que ténues flutuacoes nas variveis da onda geradas
por sua interagao com a distribuicdo de particulas eram responsdveis pelo aparecimento de
difuséao cadtica no sistema, quando este se encontrava num estado nio aglomerado. Por
outro lado, se as condigdes iniciais eram tais que o efeito de aglomeracao era efetivo, a
figura da macroparticula aparecia, sendo sua interacao com a onda regular e havendo uma
grande troca de energia de uma forma periédica entre estas entidades.

Imaginemos agora, que o feixe de particulas nido seja monoenergético. Mais especifica-
mente, suponhamos que a concentragao inicial de particulas é bastante intensa nas regioes
de baixas energias (I;o < 1, lembrando que o subscrito “0” indica condicdo inicial), haven-
do, no entanto, uma pequena parte do feixe que se encontra em regioes mais energizadas
(I;02 1) do espago de fases. Neste caso, baseando-se no que foi analisado anteriormente,
podemos imaginar que a dindmica se apresentaria da seguinte forma. As particulas de
baixa energia, que representam quase que a totalidade da distribuicio de particulas, se
aglomerariain criando uma macroparticula que seria a responsdvel principal pela dinamica

da onda, havendo um grande amortecimento desta iltima em favor da energizacao da pri-

72
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meira. A troca de energia onda-macroparticula seria regular, sendo a amplitude da onda
periodicamente varidvel no tempo (aos moldes da, figura IV.1). Com isso, aquelas particulas
que se encontravam inicialmente com energias mais altas, que portanto néo fazem parte do
aglomerado e que pouco ditam na variagao da onda, terdo uma dinimica semelhante ao de

particulas teste sujeitas a um maser modulado.

I justamente a dindmica destas particulas que estaremos investigando neste capitulo.

Certamente o processo de excitagao de ondas com amplitude modulada discutido acima
nao é unico, havendo virias outras situacdes fisicas onde sio encontradas particulas intera-
gindo com campos eletromagnéticos de amplitude varidgvel. Entre eles, citamos pelo menos
outros dois de relevancia: (i) sob certas condicées ondas eletromagnéticas sdo instaveis po-
dendo frequentemente desenvolver uma auto-modulacao nao linear de sua amplitude[42];
(i1) lentas modulagdes da amplitude da onda também podem ser produzidas em laboratério
através da lenta variacao dos parametros de controle de um experimento[30]. Em certos
casos, a modulacao se dé4 espago-temporalmente[53], porém nos ateremos aqui & modulacdo
puramente temporal.

Serd mostrado que a modulagio da amplitude, independentemente de sua origem pre-
cisa, induz ao aparecimento de bifurcacées e caos nas érbitas periédicas da dindmica das
particulas. Nosso estudo se focard nas ressonincias primarias que apresentam a mesma
periodicidade da modulacio quando esta é pequena. Isto porque este tipo de trajetéria
tende a ser dentre todas presentes no sistema a mais estavel, de tal forma que sua desesta-
bilizagdo usualmente est4 intimamente ligada a completa difusio do caos por todo o espaco
de fases[54]). A investigacio serd feita a partir da analise dos diagramas de estabilidade
para as trajetérias peridédicas em questdo e dos mapas de Poincaré apropriados.

Para que seja possivel uma analise de ressonancias adequada para o nosso problema sera
necessario o calculo explicito das frequéncias orbitais das particulas, o que sera discutido
na secao V.2.

Vale a pena, antes de entrarmos efetivamente na analise da influéncia da modulacio

da amplitude da onda, tecer rapidamente algumas comparagoes entre o que foi estudado
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no capitulo anterior e o que seré feito aqui. L4, as flutuagdes das variaveis da onda eram
pequenas, nao sendo a amplitude delas o ingrediente principal para a caotizagao do espaco

de fases. De fato, o que era importante, era sua forma que necessariamente tinha de ser

suficientemente aperiddica para que houvesse a sobreposicao de ressondncias préximo aos
pontos fixos elipticos. Sendo esta sobreposicio a responsavel pelo aperecimento da difusio
de Arnold, que se caracteriza como uma difusdo bastante lenta. Agora, no entanto, as
coisas mudam de figura. A modulagio passa a apresentar um caréter tipicamente periédico
envolvendo grandes amplitudes. Ou seja, a amplitude passa a ser importante em detri-
mento da forma. Com isso, os efeitos da modulacio sobre a dinimica das particulas sdo
bem menos sutis que no caso anterior, levando o sistema possivelmente a um estado bem
mais cadtico com taxas de difusdo bem maiores.

Principais resultados deste capitulo sao apresentados na ref. [55].

V.2 O Modelo e suas Caracterisitcas Relevantes

Para analisarmos a influéncia da modulacio do campo do maser sobre a dinamica das
particulas teste, tomamos como modelo uma particula interagindo com uma onda de grande
amplitude que é externamente modulada temporalmente, tendo sua fase (que apresenta

papel secundario neste caso) constante (o = 0) e sua amplitude dada por
Ap(t) = p[1 + € cos(Qmeat)], (V.1)

onde p representa a amplitude média daondac 0 < e <1 e Qo a amplitude e a frequéncia
adimensionalizadas da modulacdo, respectivamente. Consideramos, também, a onda como
sendo nao dispersiva (f = 1) e em ressonancia com particulas inicialmemte de baixa energia
(w = 1/+/T+ Xpo). A escolha da forma da modulagio como sendo composta apenas por
uma harmoénica foi feita por simplicidade. Ela nao parece descrever fidedignamente, por
exemplo, o que é mostrado na figura IV.1. Porém, como foi descutido na secao anterior, o
que acreditamos ser realmente relevante na dindmica da particula é a amplitude da modu-

lagdo €, nao havendo grandes alterages fosse escolhida uma outra forma periédica para a
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modulagao. Igualmente, a introducio de fracas dispersdes ou pequenos descasamentos de
frequéncia nao alterariam grandemente os processos de caotizagao e bifurcacio de érbitas
periddicas a serem discutidos aqui, levado em conta, ¢ claro, seus efeitos sobre a frequéncia
orbital das particulas.

A dinamica da particula é, entio, descrita pelo Hamiltoniano nao auto-consistente 11.20,
sendo agora a amplitude dependente do tempo, p(¢) = Ap(t) dado acima. Iniciemos por
estudar mais a fundo a dinamica regular encontrada para € = 0. Neste caso, a particula
descreve uma dinamica exatamente igual Aquela discutida no capitulo II. Tomando o caso
tipico p =100 e A = 0,01, o espaco de fases da particula, que ja foi analisado no capitulo
anterior, é representado pela figura I11.1(a).

Para este caso completamente integravel onde o Hamiltoniano é uma, quantidade con-
servada podemos introduzir uma varidvel acao J, dada por[56]

|

J = f](u, é) dg. (V.2)

Isolando I = I(H, ¢) e utilizando esta expressao na equagao acima, obtemos para o Hamil-

toniano como funcao de J*

d
H(J)=acos[24c) =& (V.3)
3 3
onde
234308+ 8T fw i+ 4J%w?
a = 3 ,
. )
b = arccos <%> , c=0, ?ﬂ-
e
1
d=2Jw— —,
w
com

p 3
k-2 _18 + o _ 30T 18(1 + p)Jw — 48J%w — 16J3w?,
w3 w w w

D =2(3+3p+8J + w2 + 4J%w?)3,

ver apéndice C
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A variavel ¢ assume dois valores distintos referentes a duas solugoes fisicas possiveis. Estas
soluces correspondem as duas classes de trajetorias existentes. Cada uma destas classes
orbita em torno de um dos pontos fixos centrais do sistema nio perturbado, os quais serdo
denominados aqui de CFPy (Central Fized Points), comcy, =0 ec. = 47/3, e sendo o
sub-indice relacionado & posicio do ponto fixo (¢+,11) por cos ¢y = +1.

As frequéncias orbitais (girofrequéncias) das particulas, wy, sdo obtidas como funcao

da agdo J a partir de
OH
J)=—=.
wel) = %7

Na figura V.1 estas frequéncias sao plotadas para os ramos + e —. Percebemos que similar

(V.4)

ao que € encontrado no caso sem onda? as girofreqéncias sio monotonicamente decrescentes

com J. Isto significa que ressonancias primarias localizadas em .J,, (n=+1,42,...) com
nwi(Jn) = Qnoa (V.5)
e ressonancias segundérias localizadas em J, , com
nwy (Jnp) = pPQmod (V.6)

e p # *£1, sdo tais que quanto maior é n maior é o valor da acao J, , correspondente.

[lustraremos o comportamento tipico das bifurcacoes do sistema, nos atendo daqui
em diante a analise de um dos ldbulos do espaco de fases. Escolhemos o Iébulo direito
apresentado na figura IT1.1(a) (aquele cujo ponto fixo satisfaz cos ¢ = —1), visto que é este
que desenvolve atividade cadtica mais expressiva.

Para que sejamos consistentes com os resultados numéricos obtidos até o momento nesta,
tese, assumimos a seguinte condigdo : w_(J = 0) > Q.e. Isto implica que a primeira
ressonancia primaria encontrada no sistema é aquela que apresenta n = +1.

Adiantando um pouco o que veremos, mencionamos por final que num mapa periédico
de Poincaré (que serao utilizados mais adiante) cada uma das ressonancias encontradas pa-

ra J = Jy,, aparecem como uma cadeia de ilhas com seus respectivos pontos fixos elipticos

®onde a girofrequéncia vai com 1/v (ver apéndice B)
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Figura V.1: Girofrequéncias wy e w_ como fungéo da agdo J para o caso ndo perturbado ¢ = 0.

p=1

e hiperbdlicos. Estes pontos fixos sdo na realidade mapeamentos discretos de Srbitas pe-
riédicas e sempre que forem mencionadas devem ser entendidos neste contexto. Pontos
fixos elipticos de uma ressonéncia J,, serdo denotados por (Jnp)e € pontos hiperbélicos
por (Jnp)n. Além disso, vale ressaltar que quando a modulacio da onda é ligada, os pontos
fixos centrais do sistema nao perturbado adquirem a mesma periodicidade da modulagao,

i.e., a modulagdo remove a degenerecéncia dos pontos fixos centrais.

V.3 Investigacao Numérica

Como ja foi mencionado, toda investigagio numérica serd feita com base na analise de
estabilidade e em mapas de Poincaré no plano ¢ x I. Estas duas formas se mostrario

complementares uma a outra.

V.3.1 Analise de estabilidade

O comportamento dos pontos fixos como fungdo da amplitude de modulagao € po-

de ser precisamente estudado utilizando-se o algoritmo de Newton-Raphson para érbitas
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periddicas® juntamente com os respectivos diagramas de estabilidade. No diagrama de es-
tabilidade, mostra-se o assim chamado {ndice de estabilidade, o, de uma particular érbita
periodica como fungio do parametro perturbadbr, o fator € no nosso caso.

Como ¢ discutido no apéndice D, se la| <1 a érbita correspondente é estvel (ponto
fixo eliptico) e se |a| > 1 a érbita é instdvel (ponto fixo hiperbélico). Para |a| = 1
encontramos, entao, uma bifurcagao daf(s) érbita(s) periddicas(s). Dois tipos de bifurcagao
sao tipicos para este tipo (baixa dimensionalidade) de sistema Hamiltoniano: dobramento
direto ou inverso de perfodo e bifurcacéo tangente inversa. No primeiro caso, o dobramento
direto acontece quando uma érbita estavel torna-se instivel dando origem a duas novas
Orbitas periédicas estaveis cujo periodo é o dobro da primeira, sendo o dobramento inverso
obviamente a bifurcagdo acontecendo no sentido contrario[57]. Ambos ocorrem para o =
—1. No segundo, uma 6rbita estivel e uma instdvel do sistema que possuem a mesma
periodicidade colidem, simplesmente deixando de existir[52]. Isto ocorre para o = +1.

Estas sdo as caracteristicas principais que serao necessarias para a investigacio das
propriedades de estabilidade das 6rbitas.

A andlise sera feita para dois regimes representativos da frequéncia de modulacio
Qmod- Estes regimes siao caracterizados pelo valor normalizado da dessintonia A entre
esta frequéncia e a frequéncia orbital nio perturbada do ponto fixo central em questao

[w_(J = 0)]. A dessintonia é definida como

(V.7)

valendo portanto 0 < A < 1.

O primeiro regime é aquele no qual A < 1, i.e., quando a [requéncia da modulacio é
proxima a w_(J = 0). Para que a desigualdade acima se cumpra tomamos (,,,¢ = 0,32, o
que implica em A = 0,16. O diagrama de estabilidade associado é apresentado na figura
V.2, lembrando sempre que nosso interesse é voltado para as 6rbitas que possuem mesma,

periodicidade da modulacao .

3ver apéndice D
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Figura V.2: Diagrama de estabilidade no caso de pequena  dessintonia,

Qmod = 0,32 & A 0,16,

Neste caso, trés pontos fixos tém a mesma periodicidade da modulagao e sdo apre-
sentados na figura. Um deles é o CFP_ e os outros dois os pontos fixos eliptico (J1). e
hiperbélico (J;), relacionados a ressonancia J;. Vemos que o CFP_ desaparece quando
colapsa com (Jl)h através de uma bifurcagdo tangente inversa. Mais adiante (¢ ~ 0,9),

(J1)e sofre bifurcagdo direta de dobramento de periodo, tornando-se inst4vel.

Acompanhamos ainda duas das bifurcagoes seguidas por (J1)e (que se processam ra-
pidamente), e fizemos uma inspegao no espaco de fases que indicou a auséncia de drbitas
bifurcadas estaveis de periodicidade superior para € = 1. A conclusio & que (Jp), sofre
uma cascata infinita de dobramentos de perfodo a4 medida que a amplitude de modulagao
cresce até seu valor maximo. Logo, nesta situagio é esperado um grau bastante elevado de

atividade cadtica ao longo de todo o espaco de fases.

Passemos agora para o outro caso limite, o regime de grandes valores de dessintonia. Na
figura V.3 é mostrado o diagrama de estabilidade para .4 = 0,1 que nos leva a A ~ 0, 75.

Vemos que o comportamento orbital como um todo é bem diferente do caso anterior.

Iniciemos a analise enfatizando que neste caso nao sé ressonancias do tipo J; aparecem.
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Figura V.3: Diagrama de estabilidade no caso de grande dessintonia, Qmeg = 0,1 & A =~ 0,75.

Aparecem igualmente ressonancias do tipo Jiz e Jis (J; > J1,2 > J1,3), dado que agora a
equagao V.6 pode ser resolvida ndo apenas para valores positivos de J; mas também para

valores positivos de J; 5 € Jj 3.

Pela figura vemos que o CFP_ ainda desaparece via bifurcagéo tangente inversa, co-
lapsando com um ponto hiperbélico na sua vizinhanga. Note-se contudo, que este ponto
hiperbélico nao é mais o ponto hiperbélico associado a primeira ressonancia J;, mas sim

(J1,3)n, que é o ponto hiperbélico de periodicidade n = 1 mais préximo do CFP_.

A seguir, observamos que o CFP_ passa por um periodo de instabilidade antes de
reobter a estabilidade e colapsar. Nesta regido do diagrama de estabilidade onde o CFP_ se
apresenta instdvel, denotado na figura por “u”, ele sofre um tinico dobramento de periodo.
Para que este dobramento de perfodo nio aparecesse seria necessario que o ponto hiperbdlico
estivesse mais préximo do CFP_, o que indica que este tipo de desestabilizacao temporaria
é tipica de casos com grande dessintonia A. No caso de pequena dessintonia, o fato de
as ilhas de ressonancia apresentarem um tamanho major parece causar o colapso sem que
tenha havido uma desestabilizacio anterior do CFP_. O aparecimento do dobramento de

periodo do CFP_ serd apreciado também nos mapas de Poincaré.



Capitulo V. Bifurcacées e Caos Gerados pela Modulacio do Maser 81

Finalmente, consideramos o comportamento do pontos estaveis (Jy)e, (Jy,2)e e (J1,3)e-
Destes trés pontos vemos que apenas o primeiro, (J;)., niao é desestabilizado para € < 1.

Os outros dois sofrem bifurcacio de dobramento de periodo. Como no caso anterior, nao foi
encontrado nenhum ponto fixo estavel de periodo mais elevado origindrio destes parae =1,
de modo que ambos realmente sofrem uma cascata infinita de dobramentos de periodo. De

qualquer forma, independente das sequéncias de dobramento de periodo, o fato de (J;),

permanecer estavel ao longo de toda excursio possivel do paramentro € nos leva a crer que

a caotizacao global do espaco de fases é inibida neste caso.

V.3.2 Mapas de Poincaré

Passemos agora a examinar algumas caracteristicas peculiares do sistema reveladas pelos
diagramas de estabilidade através dos mapas de Poincaré.

Na figura V.4 é mostrada uma sequéncia de mapas feita para o caso de pequena des-
sintonia (Qmeqs = 0,32) & medida que a amplitude da modulacdo cresce. Na figura V.4(a)
podemos observar tanto o CFP_ quanto a ressonancia Ji por completo, com ambos pontos
fixos, eliptico e hiperbélico, presentes. Na figura V.4(b), somente o ponto eliptico (J1)e
sobrevive. Logo acima do valor de ¢ associado a seu dobramento de periodo observado na
figura V.2, encontramos a figura V.4(c).

Também o caso € = 1 foi considerado. Uma procura por pontos elipticos de periodo
mais elevado originarios de (J; ). foi feita, utilizando-se para tanto um conjunto de 50 x50
condigdes iniciais nas proximidades de sua tltima posicao . IEntretanto, como foi mencio-
nado anteriomente, nada foi encontrado. Logo, podemos associar pequenas dessintonias a
uma tendéncia ao aparecimento de cascatas infinitas de dobramentos de perfodo de (J1)e e
caos global.

Examinemos o caso de grande dessintonia (Qmea = 0,1) mostrado na figura V.5. Na
figura V.5(a) observamos a presenga do CFP_ juntamente com as ressonincias J1, Jig
e Ji3 por completo. Note-se que a localizagio dos pontos fixos no plano ¢ x I satisfaz

(l12)n < (h,2)e e (I1g)n > (I13)e. Na figura V.5(b) mostramos em detalhe o espaco de
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Figura V.4: Sequéncia de bifurcacdes para o regime de pequenas dessintonias, A ~ 0,16. To-

mamos €(a;b;c)=0,14; 0,16 e 0,937, respectivamente. (Atente para a ordem das figuras.)
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Figura V.5: Sequéncia de bifurcagoes para o regime de grandes dessintonias, A ~ 0,75. Toma-

mos e(a;b;c;d)=0,5; 0,82; 0,84 e 1,0, respectivamente. (Atente para a ordem das figuras.)

fases préximo ao CFP_ justamente quando este se encontra instavel (regizo “u” da figura
V.3). Na figura V.5(c), o CFP_ reestabilizado ¢ mostrado. Finalmente, na figura V.5(d),
a presenga do ponto fixo estdvel (J;). é confirmada para o valor méaximo da amplitude de

modulagido e = 1. Caos global é portanto inibido, visto que orbitas com condicdes iniciais

suficientemente préximas de (J1)e nao sofrerdo difusio caética.

4.0
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V.4 Discussao dos Resultados Obtidos

Os resultados obtidos através da analise numérica do sistema poderiam ser sumarizados
da seguinte forma. O espaco de fases nao perturbado (sem modulacio dos campos do
maser) das particulas apresenta dois I6bulos, sendo que cada 16bulo apresenta trajetérias
que orbitam em torno de um ponto fixo eliptico CFP. Quando a modulacido do maser
¢ ligada, este ponto fixo passa a apresentar a periodicidade da modulagdo e aparecem
novos pontos fixos referentes as ressonicias J, e Jnp também. Focando-se apenas nos
pontos fixos que possuem a periodicidade da onda para € pequeno, vimos que quando a
dessintonia entre frequéncias da modulagio ¢ das érbitas nao perturbadas das particulas
é pequeno apenas dois pontos fixos aparecem. Um deles é o préprio CFP e o outro o
associado a ressonancia J;. Aumentando-se a amplitude da modula¢io, o CFP desaparece
através de uma bifurcagdo tangente inversa com um ponto hiperbdlico vizinho e o outro
sofre uma cascata infinita de dobramentos de periodo. Neste caso hd uma globalizacio do
caos no espago de fases. Quando a dessintonia é grande, o CFP ainda desaparece através
de uma bifurcagdo tangente inversa, mas o ponto fixo estdvel associado a J; deixa de sofrer
qualquer dobramento de periodo, permanecendo estivel mesmo para a maxima amplitude
de modulagdo ¢ = 1. Neste caso, entretanto, outras dérbitas estdveis associadas a p=1
e p = 2 que sofrem cascata infinita de dobramentos de periodo estdo presentes. Para
valores ainda maiores da dessintonia, seria esperado o aparecimento de outros pontos fixos
estdveis (e instiveis obviamente) associados a ressonancias do tipo J;, com valores maiores
de p, sendo que aqueles com valores relativamente pequenos de p nio sofreriam nenhuma
bifurcagdo de dobramento de perfodo. Desta forma, para casos gerais onde a dessintonia
entre as frequéncias é grande uma inibicdo da difusio global do caos ao longo do espaco de
fases é esperada.

Estes resultados, como j4 foi dito, tem relevancia nio sé no estudo do sistema onda-
particula que temos analisado ao longo desta tese, onde a partir de uma variacio na den-
sidade do feixe podemos alterar a escala de tempo da modulacio da onda e assim obter

uma larga faixa de valores da dessintonia A, mas também em outros sistemas tanto de
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laboratério onde a onda é externamente modulada variando-se os parametros de controle

do experimento (como o raio da guia de ondas, por exemplo)[30], quanto astrofisicos onde

a radiagao € auto-modulada devido a efeitos nio lineares[42).



Capitulo VI

Conclusao

Nesta tese analisamos a dinamica nio linear na interagdo de particulas magnetizadas
com uma onda eletromagnética circularmente polarizada que propaga-se paralelamente ao
campo magnético de fundo. Inicialmente, nos focamos na sua aplicagdo como um esquema
para aceleragao de particulas, estudando aquele que pode ser considerado o modelo mais
simples para a descrigao do sistema, qual seja, uma particula de baixa energia sujeita a
campos dados. Mesmo com toda a simplicidade do modelo, a partir dele pudemos investigar
o processo de autoressonancia, onde mostramos que no caso de maser nao dispersivo, ou
seja, na auséncia de guia de ondas confinante, as fases da onda e da particula entram numa
sincronia que é auto-sustentada pelos processos cinematicos (variagao relativistica de massa
e efeito Doppler) ao longo de toda a aceleragio. Além disso, pudemos ter uma primeira
nogao dos efeitos limitadores impostos pela dispersao e a possibilidade de reobtencio de
troca eficiente de energia via introdugio de um descasamento inicial entre as frequéncias

da onda e de ciclotron.

Aliando-se os fatos de que uma escolha conveniente do descasamento inicial de frequéncias
possibilita uma retomada de grande energizacio e que na pratica a quantidade de energia
disponivel na onda é finita, viu-se a necessidade de considerar a dinimica da onda para
uma correta descri¢do da interagio onda-particulas. Desenvolvemos, entao, um formalismo
Hamiltoniano auto-consistente que engloba tanto a dinamica das particulas quanto da on-

da. Deste formalismo foi possivel determinar duas constantes de movimento que nos levam

36
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a conservagao da energia total do sistema.

Tomando o caso pertinente para aceleragao, isto é, quando a energia inicial das particulas
€ pequena, a dindmica destas é tal que nos primeiros momentos da interacio ha uma forte a-
glomeragao num mesmo ponto do espago de fases de forma que torna-se possivel a descrigao
de toda a distribuigio de particulas através de uma tnjca, entidade: a macroparticula. Nes-

te caso, hd uma redugdo dos graus de liberdade efetivos do sistema para dois (um referente

a onda e outro a macroparticula), sendo este completamente integravel. A eficiéncia da
acelaragao, enfocando os efeitos da dispersdo do maser e do descasamento de frequéncias foi
investigada analiticamente utilizando-se um potencial efetivo que dita a variagao da ener-
gia da macroparticula. Encontrou-se que o descasamento de frequéncias realmente permite
contornar os efeitos restritivos impostos pela dispersao, chegando em certos casos a pro-
mover uma total transferéncia de energia da onda para o feixe. Em especial, considerando
um modo TE;; propagando-se numa guia de ondas de raio R ~ 7 cm com frequéncia na
faixa w ~ 100 GHz (microondas) e amplitude da ordem de E ~ 3 x 10° V/m interagindo
com um feixe ténue de elétrons de densidade n ~ 10'" — 10'2 cm=3, estimou-se o ganho das

particulas em K ~ 0,1 GeV com um gradiente de aceleragdo da ordem de 1-100 MeV /m.

A validade da aproximagao de macroparticula foi testado a partir da integracao numérica
do conjunto de equagdes referentes a um nimero grande (tipicamente 500) de particulas.
Constatou-se que para energias cinéticas iniciais da ordem ou abaixo de 1-10 KeV o pro-
cesso de aglomeragao no espago de fases é eficiente, havendo efetivamente a criagao de uma
macroparticula. Neste caso, os resultados referentes a maxima aceleracdo obtidos nume-
ricamente estdo em acordo com aqueles obtidos via potencial efetivo. Por outro lado, se
a energia inicial vai além do valor acima, o processo de aglomeragdo é nao eficiente ou
mesmo inexistente, invalidando a aproximacao de macroparticula e reduzindo em muito a
energizagao média das particulas. Nota-se, contudo, que ainda assim a troca de energia €
sensivel a variagdo do descasamento de frequéncias, de tal forma que uma escolha adequada
deste parametro possibilita a obtencio de um feixe de ma qualidade (grandes disparidades

entre as energias de cada particula) porém com algumas particulas muito energizadas, com
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energias inclusive maiores que as esperadas para o caso aglomerado.

Uma outra caracterfstica importante dos sistemas em que a aproximacio de macro-
particula nao é valida é o fato de que nestes casos todos os graus de liberdade sao efetivos e
consequentemente a integrabilidade nao est4 mais assegurada. Sendo assim, muito prova-
velmente atividade cadtica esteja presente na dinamica. De fato, baseado na existéncia de
divergéncia exponencial de trajetérias, constatamos a presenca de caos. Mais do que isto,
investigando como se dé a distribuigao do caos ao longo do espaco de fases descobrimos que
este nao é intenso somente préximo a separatriz (curva autoressonante em nosso caso), o
que é o usual em sistemas de interacio onda-particulas, mas também préximo aos pontos

fixos elipticos do sistema.

A razdo para esta distribuicio andmala da atividade cadtica, pode ser entendida com
base na grande disparidade existente entre as frequéncias orbitais das particulas que povoam
o espago de fases. Esta disparidade faz com que a evolugio temporal das varidveis da onda,
que intermediam o acoplamento partfcula-particula, apresente flutuagdes com um cardter
anarmoénico, i.e., um sinal que apresenta componentes de Fourier relevantes em diferentes
faixas do espectro (tanto pequenas quanto grandes frequéncias). Desta forma, a amplitude
das flutuages necessaria para que haja sobreposicao de ressonancias e caos vai a zero tanto
perto da separatriz, onde a frequéncia orbital é muito menor que algumas componentes do
espectro das flutuagdes, quanto préximo ao ponto fixo, onde a frequéncia orbital é muito
maior que algumas componentes do espectro das flutuacdes. Esta atividade cadtica intensa
longe da separatriz pode ser assim entendida como uma difusio de Arnold. Cabe ressaltar
que bern préximo ao ponto fixo a atividade cadtica sofre uma reducdo devido a pouca nao

linearidade das drbitas nesta regiao.

Finalmente, passamos & andlise do caos na dinamica de uma particula teste sujeita
a campos modulados externamente. Este se apresenta como um bom modelo para a
descricdo da dinamica de particulas de alta energia inicial quando estas representam uma
pequena parte de uma distribuicao de particulas que encontra-se majoritariamente a baixas

energias e que interage auto-consistentemente com a onda eletromagnética. Nos focamos
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no estudo das bifurcagdes de drbitas que possuem a mesma periodicidade da modulagio,
dado que estas sao usualmente as érhitas mais estaveis do sistema e, consequentemente,

sua desestabilizacao esta diretamente conectada a globalizacio do caos no espaco de fases.
Dois grupos de érbitas com estas caracterisiticas estio presentes no sistema, estando cada
um destes grupos localizado préximo a cada um dos pontos fixos elipticos do sistema nio
perturbado. Uma érbita de cada um dos grupos € o préprio ponto fixo que ao ligarmos

a modulagdo adquire a periodicidade desta. As demais, sdo érbitas periddicas legitimas
relacionadas a ressonancias do sistema. Classificando o comportamento destas Srbitas
frente a variagdo da amplitude da modulagao através da dessintonia entre as frequéncias
do ponto fixo de um dado grupo e da modulagao, vemos que para valores pequenos da
dessintonia, este grupo apresenta apenas duas érbitas que acabam ou deixando de existir
via bifurcagdo tangente inversa ou tornando-se inst4veis via dobramento de perfodo. Desto
forma, para grandes valores da amplitude de modulagdao uma forte atividade cadtica ao
longo de todo espago de fases é esperada neste caso. Por outro lado, se a dessintonia é
grande, o grupo contém um niimero maior de érbitas periddicas, sendo que algumas destas

érbitas deixam de instabilizar-se, inibindo a globalizacdo total do caos.



Apéndice A

Modos TE numa Guia de Ondas Cilindrica

Para acharmos quais sio os possiveis modos de propagacao de uma onda eletromagnética

no interior de uma guia cilindrica, utilizamos as equagoes de Maxwell,

V-E,=0 V:B,=0
VXEw:—le& VXBw:lQ&)
c Ot c Ot

juntamente com as condic¢des de contorno que devem ser satisfeitas na superficie da guia

devido a sua condutividade infinita e a necessidade dos campos serem continuos
nxE,=0 n-B, =0, ' (A.1)

onde n ¢ um vetor normal a superficie da guia de ondas.
Como a guia é suposta infinita e homogénea toda dependéncia dos campos nas variaveis
z el deve estar na parte oscilante. Sendo assim, podemos escrever a forma geral dos campos

de um modo transversal elétrico (TE) em coordenadas cilindricas como sendo:

Ew = %[Er(r) So)é'r + Etp(r) So)étp]ehi(kz_w” +c. c (A2)
1 N ~ ~ —i(kz—w
Bw = E[B'r (T, SD)e,« + Btp(ra (P)e(p + Bz(r, So)ez]e (k 9 +c. c, (A3)

com w e k a frequéncia e a componente longitudinal (com relagao a direcio de propagagao)

do vetor de onda, respectivamente.
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Colocando A.2 e A.3 nas equagoes de Maxwell, obtemos oito equagoes escalares

raa‘f” +E + %% =0 (A.4)
raali" + B, + %% — kB, =0 (A.5)
keE, = —wB, (A.6)

keE, = wB, (A7)

E,+ r% - %i = —wTrBz (A.8)
%iz irkB, = Zﬂp (A.9)
ikB, + 03% = —%‘)Eso (A.10)
B¢+r%— aai’ = 0. (A.11)

Utilizando-se a equagao A.7 para isolarmos ora E,, ora B, em func¢io de B, na equacao

A9, obtemos
w 0B,

b= e (A.12)
ik 0B,

2 ,
onde k; = /% — k% é a componente tranversal do vetor de onda. Da mesma forma,

utilizando-se A.6 em A.10 obtemos para E, e B,

w 0B,
0 = E e (A.14)
1k OB,

Assim vemos que basta encontrarmos B, para a partir dai calcular todas as demais com-

ponentes dos campos.

Para encontrarmos a equagéo para B, utilizamos os resultados A.13 e A.15 em A.5,
obtendo
2 0*B, N 0B, 0°B,

22 _ )
5z T P +kir*B, = 0. (A.16)
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As solugdes via método de separgveis da €quagao acima podem ser escritas na forma cop-
veniente

B, =dJ,(kyr) e_i("‘p"'&), (A.17)

com n € N* e onde d e & sdo constantes reais e Jn as fungées de Bessel de primeiro tipo
de ordem n.

Tendo-se a forma de B, utilizamos as equagoes A.12 a A.15 para obtermos o resto das
componentes. Colocando-se estes resultados em A.2 e A.3, temos para o campo eletro-

magnético da onda[59]:

E,=E [——”—  cos(@)é, + J sen(a)é(p] (A.18)
kl_’l"
ke , A n A ky A
B, =—F|-J sen(a)é, — —J, cos(c)é, + —=J, cos(a)é,| , (A.19)
w " k_]_’f' IC

onde £ = wd/k, c é a amplitude do campo elétrico, a = kz — wt 4 nep + &, J, representa
a derivada de J,, e suprimimos o argumento k; r das funcdes de Bessel. Além disso, para

que as condigdes de contorno A.1 sejam satisfeitas devemos ter
E,(r=R,0)= B.(r = R,p) =0,

da onde tiramos

ky =1 (A.20)

com j,, a v-ésima raiz de J!.



Apeéendice B

Variaveis de Centro-guia e Dinamica em um
Campo Magnético

Tratemos o caso de uma particula de carga —e e massa m sujeita a um campo magnético
constante de magnitude B, na dire¢io z. Tomando-se a mesma escolha de calibre utilizada

em 11.4 escrevemos os potencias A e ¢ como
A =B,ze, e ¢ =0,

sendo o Hamiltoniano (dimensional) da particula dado por

H = \J(cPs)2 + (cP, + eB,2)? + (cP,)? + (mc?)2. (B.1)

Diretamente percebemos que tanto o Hamiltoniano H quanto os momenta canénicos P,
e P, sao constantes de movimento. Resta-nos, entdo, encontrar uma transformacao que
elimine a coordenada z, de tal forma que o novo momento conjugado a esta coordenada
seja também uma constante. Para tanto, procuremos pelas variaveis de angulo-acio [56].

Comecemos pela varidvel de acio, que é calculada a partir de
1
ngfgw@uw (B.2)

Para efetuarmos a integral acima, primeiramente reescrevemos B.1 da seguinte forma:
2

2
ch; n cPy + eB,x _ 1 (B.3)
\/HZ — (cP;)? — (mc?)? \/H2 — (cP;)? — (mc?)?
0 que sugere a existéncia de uma varidvel 1 tal que:
P,
cosp = — B.4
p=2 (B.4)

93
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P, +mQz
p

seny) =

(B.5)
tendo-se definido

eB,
me’

B = <£>2 - P2 (me)? e QO =

C

Desta forma, podemos utilizar B.5 e B.4 para escrever dz e P, como funcio de 1)

dz = cos 9 dip (B.6)

P, =f cosp. (B.7)

Colocando-se estas expressdes em B.2, obtemos

IH2 o ) ,H2
27mQe, Jo cos” p dip = 2mQ,,’ (B.8)

da onde, usando a defini¢do de B, podemos escrever o novo Hamiltoniano em funcdo de I

2
H(I) = mc® 2QC°I+ £ + 1 = yme? B.9
( yme’, (

mc? me

onde v é o fator relativistico, que neste caso é uma constante de movimento como H. Além
disso, da expressdo integral em B.8 podemos ao menos suspeitar que o angulo canonica-
mente conjugado & I é justamente 1), pois é a partir de um ciclo desta varizvel que a agio
é definida.

Tendo-se achado a forma de I, passemos para a determinacao da fungio geratriz da
transformagao S(/,z) que leva do par (z, P;) para as varidveis angulo-agao. Para tanto,

usamos

SI,z)= /Px(H,:c) dz.

Novamente com o auxilio de B.6 e B.7, podemos efetuar a integragao em 1. Sendo que ao

final devemos usar B.5 para converter o resultado para uma funcdo de z. Encontramos

P, + mQ .z P, +mQ.,z
SiI,z)=1 (arcsen o T + ]

V2mQ., I — (P, + mﬂwx)2) . (B.10)
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Aqui ja podemos verificar se nossa suposicao a respeito do angulo canonicamente con-

jugado a [ era correta ou nio. Ele é dado por

@ 3 Py+mQ
8] —= arcsen W.

Por comparagio com B.5 vemos que se trata justamente de 1 como suspeitavamos, i.e., as

varlavels canonicamente conjugadas dngulo-agao para este problema sao (3, I).
A partir da expressio de S(I,x), obtemos a expressio para F3(P;,1) fazendo-se as

devidas tranformagoes de varigveis. Utilizando-se as tranformagées de Legendre, temos
fS(anrlb):S_]'(/)—Pz Z,

da onde tiramos
_ PP, Pltanv
T mQ,, 2mQ,,

Utilizando varidveis adimensionalizadas segundo as receitas apresentadas em I1.4 e somado

F3 (B.11)

a B.11 as fungoes geratrizes identidade para as coordenadas (v, P,) e (2, P,), chegamos a

funcdo desejada

f3(P$aPy)PZ)1/))yl)zl) :Pl‘Py_

2
WJFPZ, y' + P, 2, (B.12)

onde y’ e 2’ representam as coordenadas y e z transformadas. As transformacoes canonicas
que B.12 gera sao apresentadas na secio 1.4 (eq. 11.18).
Integrando-se as equacdes de movimento obtidas a partir do Hamiltoniano B.9, que é

escrito na forma adimensional como

H=\/142]+P2=~,

e utilizando as tranformacdes de B.12 obtemos a expressao para a Orbita descrita pela

particula sujeita ao campo magnético constante

= P —v2Isen((ht + 1)),

y = y' —V2Icos(Qt + 1by), (B.13)
Z = Zyp+ vt
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onde
oH(I) Q.
S TR

é a frequéncia de ciclotron relativistica, P} =py — 20, y' = puo + yo, 1ho =arc tan(pyo/pzo),
v, = p, /7 e o subscrito “0” indica valor inicial, com p o momento linear cinético da particula
(adimensionalizado por mc). Das expressdes acima vemos que o movimento da particula é
circular uniforme no plano perpendicular ao campo magnético com uma circunferéncia de

raio (de Larmor) igual a v/21 centrada em (z,1 ) = (Pyo — %o, Pao + yo) e frequéncia igual a

(). e um movimento retilineo uniforme na diregdo paralela ao campo.



Apéndice C

Diagonalizacao do Hamiltoniano nao
Auto-consistente

O Hamiltoniano de uma particula sujeita a um laser circularmente polarizado nao dis-
persivo escrito nas varidveis [ e ¢ = ¢ — (kz — wt) — &, onde [ e ¥ sdo as coordenadas

centro-guia e ck = w, é dado por (veja capitulo II, equacio 11.20 para o caso f = 1)

H:\/1+2]+;3+2\/2][)cos¢+w2]2—w], (C.1)

onde todas as grandezas foram adimensionalizadas da mesma forma apresentada no capitulo
I e tomou-se P, = 0. A partir do Hamiltoniano acima vemos que este sistema é completa-
mente integravel, visto que é de um grau de liberdade e possue uma constante de movimen-
to, que ¢ o préprio H. Desta forma, sabe-se possivel a construcio de variaveis angulo-acao
0, J tal que o Hamiltoniano passe a ser escrito como H = H(J) e que a frequéncia das
6rbitas seja dada por wep = 6 = 0H/0J.

Devido a complexidade envolvida e ao fato de serem as frequéncias naturais de movimen-
to as quantidades que realmente nos interessam, nao efetuaremos aqui o calculo explicito

da varidvel angulo 0, nos atendo a obtengao da funcio I = H(J). A agao é definida por

1
J = gj{](f], $) dé (C.2)

que ¢ justamente a drea inscrita & orbita da particula no espago de fases. A partir do

Hamiltoniano C.1 obtemos uma equagio de segundo grau para I como funcao de H e ¢

B+ 2(af — cos? §) + o = 0, (C.3)
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onde o = (H*—1-7)/(2v/p) ¢ f = (Hw— 1)/+/p. A existéncia de duas raizes para I(H, 4)
é esperada tendo em vista que no espago de fases a 6rhita possue um ramo abaixo do ponto

fixo I_ e um ramo acima I, como pode ser visualisado na figura IT1.1(a). As solucdes de

C.3 sao

:M_g \/COS4¢—2aﬂc032¢9
Iy Gt 7 .

Tomando-se a condigao de que a expressio dentro da rafz quadrada em C.4 deve ser positiva,

(C.4)

o intervalo em ¢ de existéncia de uma dada érbita é dado por cos?$ > 2af8. Definindo-
se, entao um valor critico ¢, = arccos v/2afl vemos que as orbitas existem para —g, <
(¢ — &5) < ¢, onde $¢5 = 0,7 é o valor de ¢ no ponto fixo. Sendo J a 4rea inscrita aos
ramos I} e I_ reescrevemos C.2 como

J = L /¢f+¢c(]+ —1.)d¢ = £/¢f+¢c cos ¢ y/cos? ¢ — 23 dg (C.5)

2m Jos-g. T Jo, ’

onde s = cos¢; = 1 representa o sinal de cos ¢ no intervalo ¢; < ¢ < or + ¢ e foi
utilizado o fato de que o integrando é par em relagdo a ¢;. Para levarmos o cilculo da

integral adiante é conveniente definirmos uma nova vari4vel: U = sen (¢ — ¢s) = s sen ¢,

2 \/1-2a0 —
J:Tw/o NI dU:l%zaﬂ. (C.6)

Devido ao fato de a expressio acima nao depender de s, vemos que a funcao J(H) é a

de forma que

mesma tanto para drbitas que evolvem em torno do ponto fixo ¢; = 0 quanto de ¢; = 7.
Iintretanto, utilizando C.6 juntamente com as definigbes de « e B é possivel obter uma
equagao cibica para H = H(J)

2Jw? — 1 1+42J
H3+—LH2—(4J+1+ﬁ)H+ tu =0. (C.1)

w

Analisando o discriminante da equacdo acima constata-se que este é sempre negativo para
os casos de interesse fisico (J > 0), indicando que as trés solugdes sao sempre reais e podem

ser escritas na forma simplificada

H(J) = a cos <g+c> —;—l, (C.8)
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onde
a_2\/3+3/32+8J+U)‘2+4J2w2
3 )
K 2r 4«
b= - L 2T AT
arccos(D) c=0, 3 3
e
1
d=2Jw-—,
w
com

2 18 95 30J |
k=2 _18 9 _ 110_ — 18(1 + p)Jw — 48.J%w — 16.J%0°,

wd  w w

D =2(3+3p+8J + w? + 4J%w?)?.

A varidvel ¢ assume trés valores distintos referentes as trés raizes da equacio C.8, porém

apenas o primeiro e o terceiro valores possuem sentido fisico. O segundo gera valores negati-

vos para H(J), o que ndo corresponde a nenhuma situagao fisica dado que o Hamiltoniano

é sempre positivo como pode ser visto se escrevemos a equagao C.1 (para o caso mais

perigoso cos ¢ = —1) na forma

2
H = —wl + \/(11)])2 +1+1422p1 + (2\/55— \/j) > 0.

(C.9)

Ou seja, o Hamiltoniano como funcdo de J apresenta dois ramos de solucdes fisicas, as

quais sao analisadas no Capitulo V. Uma delas (¢ = 0) apresenta w,;, < 0 representando

as érbitas que evolvem no sentido anti-horario em torno de ¢; = 0 e a outra (c = 47/3),

com w,.p > 0, as que evolvem no sentido horario em torno de ¢; = .



Apéndice D

O Algoritmo de Newton-Raphson para
Orbitas Periédicas

Neste apéndice discutiremos o algoritmo de Newton-Raphson que nos permite localizar
precisamente a posi¢do de érbitas periédicas no espago de fases a partir de uma condicéo
inicial proxima & drbita procurada[58]. O método se baseia no algoritmo de Newton-
Raphson para solugao de equagdes algébricas no lineares. Aqui nos ateremos ao caso de
trajetorias de periodo T conhecido.

Dado um sistema de n graus de liberdade representado pelo vetor 2 X n dimensional de
posigao no espago de fases x(t), definimos a aplicagio ®7 tal que

X(to + T) = ®r[x(t,)]. (D.1)
Orbitas periodicas de periodo T (que equivalem a pontos fixos no Mapa de Poincaré)
satisfizem
Xi(to + T) = ®r[x(t,)] = x4(t,) (D.2)
onde x;(t,) é a posigdo da érbita periédica no instante #,. Suponhamos, entio, que nos é
acessivel um valor aproximado para x;(t,), xi(t,) = Xy (to) + 6x(t,), de forma que

X(t,) = xi(to) — &x(t,), (D.3)

onde [6x(t,)| é pequeno. No intuito de encontrar §x(t,) e baseando-se no algoritmo de
Newton-Raphson, utilizamos D.3 em D.2 e expandimos em série de Taylor para §x(¢,)

pequeno, encontrando a seguinte expressao valida até primeira ordem

xi(to) — 6X(ts) = Brlxi(t,)] — dBr[xi(t,)] (1), (D.4)

100



Apéndice D. O Algoritmo de Newton-Raphson para Orbitas Periédicas 101

onde d®r[x;(t,)] representa a derivada da aplicagio ®; em relagao ao seu argumento

calculada no ponto x;(t,). Da expressio acima obtemos diretamente uma equagao para
6x(t,):
(d®olx(t)] ~ 1) 8x(t) = {1y + T) - xi{t), (D)

onde I é a matriz identidade. Tendo-se encontrado a solugio para 6x(t,), a utilizamos
na Eq. D.3 da onde extraimos um novo valor aproximado para o ponto fixo. Iterando o
algoritmo algumas vezes, obtemos entio a localizagio do ponto fixo.

Mais do que isto, uma vez que o método tenha, convergido nos é igualmente possivel
determinar a estabilidade do ponto fixo encontrado. Apés a convergéncia, Xi(to) = x4(t,) €
6x(t,) passa a ser o deslocamento da condigéo inicial em relacdo ao ponto fixo. Aplicando-
se @7 a esta condigdo inicial e novamente expandindo para 6x(t,) pequeno temos que apds

o periodo T o deslocamento transforma-se segundo
§x(t,) == d®r[x,]6x(t,), (D.6)

da onde vemosique a matriz d®7[xy] é a responsavel pela dindmica do deslocamento. Ou
seja, ela € a matriz de Floquet[57] associada ao ponto fixo. Sendo assim, basta-nos analisar
os autovalores de d®7[x;(t,)] apés a convergéncia para determinarmos a estabilidade de
Xy. Para o caso de espago de fases bidimensional, se os autovalores forem reais o ponto é
hiperbdlico, se forem imaginarios é eliptico. Definindo a variavel o = TTraco{d®r[x/]} é
possivel reescrever a condigio sobre a estabilidade do ponto fixo como:

la| >0 — hiperbdlico

la|l <0 o eliptico.
Além disso, se uma bifurcagao ocorre para a = +1 isto significa que a ela é do tipo tangente
inversa com a colisio de um ponto fixo eliptico com um hiperbélico, enquanto que se a
bifurcagdo ocorre para a = —1, ela é do tipo dobramento direto (eliptico — hiperbdlico)
ou inverso (hiperbélico — eliptico) de periodo.

Tudo que foi feito até o momento neste apéndice baseou-se na aplicagio @7, ou seja,

supunha como conhecida a aplicagio que levava pontos no espaco de fases em pontos
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no espago de fases para um tempo T posterior. Porém, em nosso trabalho nio nos é
acessivel analiticamente esta aplicagio, mas sim, a funcao de fluxo f(x(t),t), a partir da
qual trajetérias no espago de fases sio dadas por

dx(t)
dt

= f(x(1),1) (D.7)

e por uma condigao inicial x(t = ¢,). Certamente, integrando-se numericamente D.7 por
um tempo T" a partir de X = x, obtemos ®1[x,] do qual vemos claramente a relacio entre
fluxo e mapeamento. No entanto, no que diz respeito a fungdo d®r[x] a relacio fluxo-
mapeamento deixa de ser ébvia, necessitando um estudo um pouco mais aprofundado.

Para tanto, tomemos uma trajetéria qualquer solugdo de D.7, démo-la uma pequena
perturbacao inicial e analisemos como esta perturbacio evolui no tempo. Ou seja, tomamos
como condigéo inicial x(t = ¢,) = x'(t,) + 6x(t,) (onde X’ representa um ponto qualquer
do espago de fases) e analisamos a dindmica de éx. A partir de D.7 obtemos

dox(t)  df(x'(¢),1)
dt dx ox(t),

4 ’ . . ~ .
onde ﬂ%ﬁm e a matriz Jacobiana do fluxo calculada no ponto x = x’. A equacio acima
pode ser integrada diretamente, levando a

tott af (X'(¢),¢
6x(to+1) = eba TE T 5x(1,),

Comparando-se este resultado ao que se obtem no caso da aplicagao discreta (eq. D.6 para
x(t,) qualquer) vemos que

tot+T af(X(r),t)
d®rlx(t,)] = el TN

que é a relagao fluxo-aplicagdao que procuravamos. Do ponto de vista computacional, tudo

¢ facilitado se percebemos que a exponencial acima é a solucio da equagdo diferencial

matricial
dA  df(x(t),1)
_— —=s———, y lo = I, D8
= T A com A(t,) (D.8)
e por conseguinte vale a relagio d®r[x;(t,)] = A(t, + T). A matriz quadrada 2 x n

dimensional A é chamada matriz monodromica.
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Resumindo, o0 método consiste em intergrar simultaneamente um conjunto de {2 x n +
(2 x n)*} equagbes dadas por D.7 e D.8 por um tempo T' a partir de uma condigao inicial
Xi(t,) préxima a uma érbita periédica de perfodo T'. Da integragao obtemos x;(¢, + T) e
d®r[x;(t,)] = A(t, + T) a partir dos quais calculamos 6x(t,) em D.5 e, finalmente, uma

melhor aproximagdo para x; em D.3. Tendo o método convergido, integra-se uma vez mais

para que a partir dos autovalores da matriz d®7[x,(t,)] determinemos a estabilidade do

ponto fixo x;.
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