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Resumo

O objetivo deste trabalho é computar, em alguns casos especificos, os geradores
do radical de um ideal no anel de polinomios K|z, ..., z,|. Para isso, utilizamos a
teoria das bases de Groebner. Primeiramente, usamos o Lema de Seidenberg para
computar os geradores do radical de um ideal zero-dimensional onde K é um corpo
perfeito e depois utilizamos os resultados de R. Matsumoto para um corpo K de

caracteristica positiva e perfeito.



Abstract

The goal of this work is to compute in some specific cases the generators of
the radical ideal in a polynomial ring Kz, ..., z,]. For this, we use the theory of
Groebner bases. First, we use Lemma Seidenberg to compute the generators of the
radical of an zero-dimensional ideal, where K is a perfect field and then we used the

results of R. Matsumoto for a field K of positive characteristic and perfect.



Indice

Introducao

1 Pré-requisitos
1.1 Ordem Monomial em K[zq,...,x,] . . . . . . . .. ..
1.2 Algoritmo de Divisao em Klxy, ...,z . . . . . . . ..
1.3 Ideais Monomiais e Lema de Dickson . . . . .. . ..
1.4 Bases de Groebner . . . . ... ... ...
1.5 Propriedades das Bases de Groebner . . . . ... ..

1.6 Aplicacoes das Bases de Groebner . . . . . . ... ..

2 Ideais Zero-Dimensionais

2.1 Lema de Seidenberg . . . . . ... ... ... ...

3 Computacao do Radical de um Ideal em Caracteristica Positiva

3.1 Alguns Resultados . . . . ... ... ... ......

3.2 Aplicagoes Polinomiais e Algoritmo de Matsumoto

Referéncias Bibliograficas

12

15

23

33

34

44

49

55



Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar a seguinte questao:

Questao: Dado os geradores fi,..., fs de um ideal I no anel de polinomios

Klxq,...,x,], serd que podemos encontrar os geradores do seu radical VI?

Ao longo da histéria, para responder essa questao, o problema foi sendo sepa-
rado de acordo com a estrutura do corpo K e, também, fazendo-se redugoes a casos
particulares de ideais. Da mesma forma, vamos estudar essa questao através de
situacoes especificas. Antes disso, iniciamos apresentando um estudo de bases de
Groebner e oferecemos algumas resultados dessas bases no primeiro capitulo. Nesse
capitulo, responderemos ainda outras questoes interessantes de Algebra Computa-
cional com a finalidade de estar familiarizando-se com as “boas”propriedades das

bases de Groebner, conforme D. Cox em [3] e W. Adams em [1].

A primeira referéncia a resposta para essa questao foi oferecida por Seideinberg,

mostrando o seguinte resultado:

(Lema de Seidenberg 2.1.13) Seja K um corpo perfeito e I C Kz, ..., z,)
um ideal zero-dimensional. Suponhamos que, para todo i € {1,...,n}, existe um

polinémio néo nulo g; € I N K[z;] tal que mdc(g;, g!) = 1. Entao I = /1.

Ao longo do capitulo 2, provaremos esse resultado e obteremos como con-



sequéncia um conjunto de geradores para o ideal radical de I; mais que isso, encon-

traremos um conjunto {g7, ..., g} com gr € Klz;] tal que

\/f = <I7gi(7 "'?g’:’;>'

Esse resultado de Seidenberg tem uma grande importancia, pois impulsionou
o estudo da possibilidade da construcao de algoritmos e pode-se criar programas
matematicos implementaveis. Podemos citar Eisenbud, Huneke e Vasconcelos em
[4] para computar a decomposi¢ao priméria de um ideal, Matsumoto em [10] para
computar radicais sobre corpos perfeitos de carateristica p > 0 e Kemper em [7]
para computar radicais sobre corpos que sao finitamente gerados por um corpo

perfeito.

Para finalizar, o seguinte algoritmo de Matsumoto em [10] para computar o

radical sera discutido no capitulo 3.

(Algoritmo de Matsumoto 3.2.4 ) Seja K um corpo de caracteristica p > 0

e um ideal I C K[z, ..., z,)].

Entrada: Uma base de Groebner B para um ideal préprio I de K|z, ..., 2,)]

com uma ordem monomial qualquer, e ¢ um poténcia da caracteristica p.
Saida: Uma base de Groebner para o radical v/I.

Com a finalidade de apresentar o algoritmo, mostraremos que uma alternativa
para computar o radical é transferir esse problema a uma questao de como deter-
minar os geradores do nicleo de uma aplicagao polinomial, que é resolvido com
propriedades de bases de Groebner. Ou seja, o segredo sera transferir o problema
para um outro ambiente, resolvé-lo, para entao voltar ao radical e determinar seus

geradores.



Capitulo 1

Pré-requisitos

1.1 Ordem Monomial em K|z, ..., z,]

O algoritmo da divisao no anel de polindmios em uma varidvel é construido

conforme a ordenacao natural dos monomios:

sl s s s P s> 1.

O que faremos nesta secao é apresentar e discutir um pouco as propriedades,
através de exemplos, de uma ordem de mondmios em K|[zy, ..., z,|. Como veremos
nas proximas segoes, a escolha de uma ordem monomial é muito importante na
construcao de bases de Groebner de um ideal. Veremos também nas secoes seguintes
que em determinados momentos nossa ordem monomial podera ser uma qualquer;

mas em outros, nossa ordem deverd ser uma especifica.

Iremos identificar um monémio em K[z, ...,x,] com a n-upla a = (aq, ..., a,) €



N™ escrevedo z7"...z0" = 2. Ou seja,

Qn

(1 ey ) — 2]t 20

Estabelecemos uma ordem em N, para entao passarmos para uma ordem de

monomios em K[xq,...,x,] da seguinte forma:

a>fB— x>’

Definimos agora, com as propriedades que nos interessam, uma ordem monomial
em K|xy, ..., 2,], para, apds, mostrar exemplos de algumas dessas ordens que serao

utilizadas posteriormente.

Defini¢ao 1.1.1. Uma ordem monomial em Klxy, ..., z,| é uma relagio > em N"
satisfazendo:

(i) > é uma ordem total em N";

(1) Sea > [ ey e N, entao a+~v > F+7;

(7ii) N™ € um conjunto bem ordenado pela ordem >.

As seguintes defini¢oes sao exemplos de ordens monomiais.

Definigao 1.1.2. Sejam o, f em N" e |a| = a1 + ... + an, |B] = P1 + ... + Ba-

1. Ordem Lexicografica: a >, 0 se, e somente se, a entrada nao nula mais a
esquerda de o — 3 € positiva,

2. Ordem Graduada Lexicografica: o >y, 8 se, e somente se, |a| > |B| ou
(la] = 18] € @ >iex B));

3. Ordem Graduada Lexicografica Reversa: a > 8 S, € somente se,

la| > 8| ou (|| = |B] e a entrada ndao nula mais a direita de o — 3 € negativa);

Exemplo 1.1.3. Sejam o e  em N3,



e (3,2,1)=a >, f=(1,2,4), poisa — B = (2,0,—3).

Entao, 23y%2 >0 2y?24;

o (2,4,1) =a > B =(1,6,0), pois |a| = || =7. Como a— = (1,-2,1),

temos o >gpier B . Entao, 22y*z > grier 1y°;

o (1,3,1) = a >geviex 8= (1,2,2), pois |a| = |B| = 5. Comoa—p = (0,1,-1),

temos & > grepier B - Entao, xy°z > grier vy*2%.

Defini¢ao 1.1.4. Dados um polinomio nao nulo f = > a.x® € K(zy,...,x,] e

uma ordem > monomial. Definimos:

e O grau de f como: grau(f) = mazx{a: a, # 0}.
e O mondmio lider de f como: LM(f) = x97au).
o O coeficiente lider de f como: LC(f) = agrau(s)-

o O termo lider de f como: LT(f) = LC(f).LM(f).

1.2 Algoritmo de Divisao em K|z, ..., ;]

Nesta se¢ao queremos formular um algoritmo de divisao em Kz, ..., z,] para,
entao, estudar o problema da pertinéncia de polinomios de varias variaveis em um
ideal I. Em outras palavras, dado um elemento f € Kl[z1,...,z,] e {91, ..., gs} um

conjunto finito de polinomios, queremos poder escrever
f=ag1+ ... +ags+r

onde 0s aq,...as sa0 0s quocientes na divisao pelos g;’s e r o resto da divisao em
K|[zy,...,x,]. Veremos, também, que esse resto ndo é unicamente determinado,

gerando uma duvida sobre a pertinéncia de uma dado polindomio em um ideal.



A ideia bésica do algoritmo é a mesma que no caso de uma variavel: queremos
cancelar o termo lider de f, com respeito a ordem de monomios fixada. Para ver
isso, primeiro trabalharemos com alguns exemplos. Falaremos que um monomio z“

é divisivel por outro z” se existe um monomio z* tal que x® = xPz*.

Exemplo 1.2.1. Observe que, da mesma forma que em Klz|, dividiremos em

Kz, y|:
f=ay’+1lpor fi=ay+lefo=y+1

usando a ordem lex com x > y.

Os termos lideres LT(f1) = xy e LT(f2) = y ambos dividem o termo lider
LT(f) = xy*. Como listaremos f, primeiro, y é o polinémio, assim como em uma

variavel, que produzird um cancelamento de termo lider. FEscrevemos:

ry? +1 Jzy+ 1L,y +1
—zy? —y oy
-y +1

Agora repetimos o processo sobre —y + 1. Porém, devemos passar a usar o
polinémio fo, pois LT(f1) = xy nao divide LT(—y + 1) = —y. Sendo assim, obte-

mos:

ry? +1 Jzy+ 1L,y +1

—ry? -y oy, —1

-y +1
y +1
2



Como LT(f1) e LT(f2) ndo dividem 2, o resto da divisio é r = 2 e a divisio

estd pronta. Portanto, podemos escrever f = xy? + 1 na sequinte forma:

P+ l=ylzy+ 1)+ (-1)(y+1)+2

Exemplo 1.2.2. Nesse exemplo mostraremos um fato interessante que nao ocorre
em uma varidvel. Vamos dividir f = x%y +xy?> +y* por fi=ay—1 e fo = y*> — 1.
Como no exemplo anterior, usaremos a ordem monominal lex com x > y e primeiro

efetuamos a divisao por fi. Assim sendo, obtemos:

2

[

vy 4ry? Yy ey — 1,97 -1
—r%y  +x T4y
vy? 4y 4w
—ry* +y
z +y 4y

Note que LT(f1) e LT(fy) nao dividem LT (x + y* +y) = x, porém x + y* +y
nao € o resto da divisao pois LT(f,) divide y*. Assim, se movemos x para o resto
podemos continuar a divisao. FEntao, guardando x para o resto, prossequimos da

sequinte forma:

2

22y +ay?

+y? oy —1,y* =1

2%y r+uy, 1

xy2 +y2 “+x

-y’ +y
T 4yt 4y
+y° 4y
_y2 +1
y +1



Da mesma forma que antes, levamos y e 1 para o resto. Obtendo:

2%y 4xy? +1 |ry—1,92 -1

—z%y +x r+y, 1

Yy —|—y2 “+x

—zy? 4y
r +y? 4y
+y* 4y
—y2 +1
y +1

Portanto, o resto da divisao € x + y + 1, e obtemos:

Pyttt =(r+y)(oy—1)+102 -+ +y+1

Note que o resto € uma soma de monomios que nao sao divisiveis pelos termos

lideres LT(f1) e LT(f2).

Observacao 1.2.3. Usando o mesmo método do exemplo anterior, porém trocando

a ordem em que dividimos os polinomios f; e f;. Encontramos uma nova escrita:

Pyt +yi=@+ D) —-1) +zzy—1)+2z+1

Se compararmos com o exemplo anterior, veremos que conseguimos dois restos dis-
tintos. Isso mostra que o resto e os quocientes nao sao unicamente determinado
quando exigimos que seus termos nao sejam divisiveis por LT(f1), ..., LT(fs). Nos-

sas préximas secoes discutirao esse fato.

O exemplo acima ¢ uma ilustragao bastante completa de como a divisao funciona.

Tendo ele em vista, enunciamos o teorema da divisao em K|z, ..., T,)].



Teorema 1.2.4. Algoritmo da Divisao em Klzy,...,z,| Fizada uma ordem
monomial > e F' = (f1,..., fs) uma s-upla ordenada de polinémios em K[z, ..., x,].

Entao, todo f € K|xy,...,x,] pode ser escrito na forma:

f=afi+. .. +asfs+r

onde a;, v € K[xy,...,x,], er =0 our € uma combinagao, com coeficientes em K,
de monomios que nao sao diwvisiveis por qualquer LT(f1),...,LT(fs). Chamaremos

r de um resto da divisao de f por F. Além disso, se a;f; # 0, entao temos que

grau(f) > grau(a;f;).

1.3 Ideais Monomiais e Lema de Dickson

Nesta secao definiremos ideais monomiais e mostraremos o Lema de Dickson,

que sera 1til nas segoes seguintes.

Definigao 1.3.1. Um ideal I C Klxy,...,x,] é um ideal monomial se existe um

subconjunto A C N" tal que I consiste de todos os polinomios que sao uma soma
finita da forma
(% € A).

wen hax®, onde hy € K[z, ...,x,]. Nesse caso, escrevemos I =

Antes de apresentar o Lema de Dickson, caracterizaremos todos os monomios

que pertencem a um ideal monomial.

Lema 1.3.2. Seja [ = (x® : o € A) um ideal monomial. Entio um monémio z°

estd em I se, e somente se, ¥ € divisivel por x®, para algum o € A.

Demonstracao: Se z° é um multiplo de 2% para algum o € A, entdo z° € I
pela definicdo de ideal. Por outro lado, se z” € I, entdo 2° = > h;z®® onde

h; € K[z1,...,z,] e a(i) € A. Se expandirmos cada h; como uma combinagao de



monomios, percebemos que todo termo do lado direito da equacao é divisivel por
algum 2. Tomando «(j) o minimo do conjunto {a(1), ..., a(s)}, temos que todo
termo do lado direito da equacdo é divisivel por z*9). Entdo, o lado esquerdo z?

deve ter a mesma propriedade, completando a prova. [

Vamos apresentar, com o préximo lema, um resultado que garante que um
polinomio pertence a um ideal monomial quando todos seus monomios também

pertencem.

Lema 1.3.3. Seja I uma ideal monomial e f € Klz1,...,x,|. Entdo, sdo equiva-
lentes:

(1) fel.

(13) f € uma combinagdo K-linear de monomios em I.

Demonstracao: A implicagao (ii) = (i) é direta. A prova de (i) = (ii) é similar

a feita no lema anterior, bastando substituir #” por f. O

Uma consequéncia imediata da parte (i) do lema anterior é que um ideal mono-

mial é unicamente terminado por seus monomios. Entao, segue o seguinte corolario.

Corolario 1.3.4. Dois ideais monomiais sao iguais se, e somente se, eles contém

08 MESmMOos Monomios.

O principal resultado que queremos mostrar nesta se¢ao é que todos ideais mono-
miais de K[z, ..., z,] sdo finitamente gerados por monoémios. Afirmacao essa que é

conhecida como o Lema de Dickson.

Teorema 1.3.5. (Lema de Dickson) Um ideal monomial I = (z* : o € A) C
K[zy, ..., 2] pode ser escrito na forma I = (x®V, .. 2% onde a(1),...,a(s) € A.

Em particular, I tem uma base finita.

Demonstragao: (por indug@o sobre n, o nimero de variaveis) Se n = 1, entao [ é

gerado pelos monomios z{ onde o« € A C N. Seja o menor elemento de A. Entao,

10



B < o para todo a € A, logo # divide todos geradores 2¢. Assim sendo, I = (z).

O que mostra a afirmagao.

Agora tomamos n > 1 e suponhamos que o teorema seja verdadeiro para n — 1.
Escreveremos as variaveis como 1, ..., £,_1, ¥, assim os monodmios em K[y, ..., z,_1, Y]

podem ser escritos como z%y™, onde a = (ay, ..., 1) € N*"t e m € N.

Suponhamos que I C K{[z1, ..., 2, 1,y] é um ideal monomial. Para encontrar os
geradores para I, seja J o ideal em Klzy,...,x, 1] gerado pelos monomios z* tal
que z%y™ € I para algum m > 0. Como J é um ideal monomial em K|z, ..., Z,—1],
nossa hipétese de inducdo nos diz que J = (x®W), ...,:c"‘(s)>. O ideal J pode ser

entendido como a projecao de I em K[xq,..., 2, 1].

Para cada i entre 1 e s, a definicdo de J nos garante que x®y™ € I para algum
m; > 0. Seja m o maximo dos m,. Entao, para cada k entre 0 e m —1, consideramos
o ideal J, C Klz1,...,7,_1] gerado pelos monémios z° tal que z°y* € I. Usando

., . ~ k
novamente nossa hipétese de inducdo, escrevemos J, = (z®WMyF  gor(ss)v™y

Afirmamos que [ é gerado pelos monémios do seguinte conjunto:

{xa(l)ym7 o xa(s)ym7 xamfl(l)ym—lj - xam,l(smfl)ym—% - xao(l)y07 s xao(so)y()}

Primeiro note que todo monomio em [ é divisivel por algum monomio desse
conjunto. Para ver isso, seja x%y? € I. Se p > m, entao x%y? é divisivel por algum
z*@y™ por construcao de J. Por outro lado, se p < m — 1, entdo x%y? é divisivel
por algum z®U)yP por construcio de Jp. Segue, do Lema 1.4.2, que os monomios
da lista acima geram um ideal tendo os mesmos monémios que I. Pelo Corolario

1.4.4, isso forca os ideais serem os mesmos, e nossa afirmagao esta provada.

Para completar a prova do teorema, precisamos mostrar que o conjunto finito de
geradores podem ser escolhidos a partir de um dado conjunto de geradores para o

ideal. Se voltarmos a escrever as variaveis como 1, ..., T,, entao o nosso ideal mono-

11



mial é I = (* : o € A) C K|a1,...,2,). Precisamos mostrar que I é gerado por
finitos ’s, onde o € A. Pelo pardgrafo anterior, sabemos que I = (271, ... 25()),
para alguns monémios 27 € I. Como 2% € I = (2% : o € A), o Lema 1.4.2 nos
diz que cada 27 ¢ divisivel por 2%, para algum (i) € A. Assim, mostramo que

I = (z°W ... 2°6)). E isso completa a prova do teorema.

Com o Lema de Dickson em maos, estamos prontos para seguir e definir o que

viré ser chamado de base de Groebner.

1.4 Bases de Groebner

Bases de Groebner em anéis de polinomios foram introduzidos por B.Buchberger
na sua tese em 1965, e assim denominadas em homenagem ao seu orientador
austriaco, W.Grébner (1989-1980). A ideia desta segao é introduzir os conceitos
de Bases de Groebner para, na seguinte, apresentar as propriedade interessantes
que temos citado. Sabemos que, uma vez escolhido uma ordenacao, cada polinomio
f € Klz1, ..., x,] possui um tnico termo lider LT'(f). Entao, para qualquer ideal I,

podemos definir seu ideal de termos lideres da seguinte forma:

Definigao 1.4.1. Seja I C Klxy, ..., z,| um ideal ndo nulo.

(i) Escrevemos LT (I) para o conjunto de termos lideres de elementos de I; Ou seja,
LT(I) = {LT()); f € I}.

(13) Escrevemos (LT(I)) para o ideal gerado pelos elementos de LT (I).

Vimos na secao anterior a importancia da escolha de uma ordem, consequente-
mente um ideal de termos lideres, para o algoritmo da divisao. Se apresentamos um

conjunto finito de geradores para I, digamos I = (fi, ..., fs), entdo (LT (f1), ..., LT(f5))

12



e (LT(I)) podem ser ideais distintos. Sabemos que LT(f;) € LT(I) C (LT(I)).
Ou seja,

(LT(f2), . LT(f,)) € (LT(D)).

Porém, (LT'(I)) pode ser um ideal estritamente maior. Para mostrar isso, con-

sideramos o seguinte exemplo.

Exemplo 1.4.2. Seja [ = (f1, f2), onde fi = 2> —2zy e fo = 2%y — 2> + 1 ¢

usando a ordem monomial grlex em K[z,y|. Entao,
v(2y — 2y% + 2) —y(a® — 22y) = 2* € I,

Assim, z* = LT(2?) € (LT(I)). Porém, z* ndo é divisivel por LT(f,) = x* ou
LT(fy) = x®y. Portanto, x> ¢ (LT(f1), LT(f2)); ou seja, o ideal (LT(I)) é um
ideal estritamente maior que (LT(f1), LT(f2)).
Proposicao 1.4.3. Seja I C K|y, ..., x,] um ideal.
(1) (LT(I)) é um ideal monomial;
(17) Ezistem gy, ...,q9; € I tais que (LT(I)) = (LT (q1), ..., LT (g1))-
Demonstragao: (i) o monoémio lider LM (g) de um elemento nao nulo g € I gera o
ideal monomial (LM (g) : g € I). Como LM(g) e LT (g) diferem por uma constante
e K é corpo, (LM(g) : g € )=(LT(g) : g € I) = (LT(I)). Assim,(LT(I)) é um
ideal monomial.

(1)Como (LT (I)) é gerado pelos monoémios LM (g) tal que g € I — {0}, pelo
Lema de Dickson temos que (LT'(I)) = (LM (g1), ..., LM (g;)) para finitos g1, ..., g; €

I. Por LM(g;) e LT(g;) diferirem por uma constante, segue que:

(LT(I)) = (LT(g1), -, LT (g4)).

Teorema 1.4.4. (Teorema da Base de Hilbert) Todo ideal I C K|xy,...,2,)
possui um conjunto finito de geradores. Isto €, I = (g1, ..., gs) para certos gi, ..., gs €

I.

13



Demonstracao: Se I = {0}, ele é gerado pelo conjunto {0}. Se I contém um
polindomio nao nulo, observamos que pela proposicao 1.4.3 existem ¢y, ..., gs € I tal

que (LT(I)) = (LT(g1), ..., LT (gs)). Afirmamos que entao I = (g1, ..., gs)-

E claro que (g1, ...,9s) C I, pois cada g; € I. Por outro lado, seja f € I um
polinémio qualquer. Se aplicarmos o algoritmo da divisao visto na secao anterior

para dividir f por (g1, ..., gs), obtemos uma expressao da forma:
f=ag+ ... +ags+r

onde todo termo em r nao é divisivel por nenhum dos LT(gy), ..., LT(gs). Agora,

escrevemnlos:

r=f—ag —..—asg9s €1

Se r # 0, entdao LT(r) € (LT(I)) = (LT(¢1), ..., LT(gs)). Como LT(r) é um
monomio que estd em um ideal monomial, LT(r) deve ser divisivel por algum
LT(g;). Porém, isso contradiz o que acabamos de afirmar acima quando tomamos

a divisao e obtemos r como resto. Portanto, r = 0. Mostrando assim que [ =

<gla"'7gs>’ O

Na demonstracdo do Teorema da Base de Hilbert a base usada {gy,...,¢gs} foi
muito especial por satisfazer a propriedade que (LT(I)) = (LT(¢1),..., LT (gs))-
Como mostramos no primeiro exemplo dessa secao, nem todas as bases de um ideal
satisfazem essa propriedade; consequentemente, daremos um nome para as bases

que, como no Teorema de Hilbert, apresentam tal propriedade.

Definig¢ao 1.4.5. Fizada uma ordem monomial. Um subconjunto finito G = {g, ..., s}

de um ideal I € dito ser uma base de Groebner de I se
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Corolario 1.4.6. Fizada uma ordem monomial. Entdo todo ideal nao nulo I C
Klxy,...,x,] tem uma base de Groebner. Além disso, qualquer base de Groebner de

um ideal I € uma base para I.

Demonstracao: Dado um ideal nao nulo, o conjunto G = {g, ..., gs} construido
na prova do teorema da Base de Hilbert é uma base de Groebner por definicao.
Para a segunda parte, note que se (LT(I)) = (LT(¢1), ..., LT (gs)), entdo o mesmo
argumento da demonstracao do teorema nos afirma que I = (gy, ..., gs). Assim, G é

uma base de [

1.5 Propriedades das Bases de Groebner

Mostramos na segao anterior que todo ideal nao nulo I C Klxy,...,x,] tem
uma base de Groebner. Nesta secao, iremos estudar algumas propriedades das
bases de Groebner e conseguir decidir quando um conjunto dado é uma tal base.
Iniciaremos resolvendo o problema da nao unicidade do resto presente na divisao
em K|[z1,...,z,]. Paraisso, provaremos agora que o resto é unicamente determinado

quando dividimos por uma base de Groebner.

Proposicao 1.5.1. Seja G = {g1,...,9s} uma base de Groebner para o ideal I C
Klzy,....,x,] e f € K|z, ...,x,]. Entao existe um tnico r € Ky, ...,x,] com as
sequintes propriedades:

(1) Nenhum termo de r € divisivel por qualquer dos monémios LT (g1), ..., LT(gs);

(17) Existe g € I tal que f =g+ r.

Em particular, r é o resto da divisao de f por G nao importando como os elementos

de G sao listado quando usamos o algoritmo da divisao.

Demonstracao: O algoritmo da divisao nos oferece uma escrita da forma

f=a191+ ... +asgs +r,
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onde r satisfaz (). Além disso, podemos tomar g = a1g; + ... + asgs € I, 0 que nos

diz que (i7) também ¢é satisfeita. Resta entdo provar a unicidade de 7.

Suponhamos que f = ¢’ + 1 = ¢” + r sdo duas escritas que satisfazem (i) e
(17). Entado o — 1y = ¢ — ¢” € I. Logo, se 11 # 1y, entdo LT (ro — 1) € (LT(I)) =
(LT(g1), ..., LT(gs)). Observamos que por esse ultimo ideal ser monomial, podemos
garantir que LT (ro — r1) ¢é divisivel por algum LT(g;). Isto é impossivel, pois
nenhum termo de r; ou ry é divisivel por qualquer dos termos LT(g1), ..., LT(gs)-

Portanto, ro — r; deve ser zero, e a unicidade esta provada.l]

Observacao 1.5.2. Embora a unicidade do resto, utilizando bases de Groebner,
esteja provada, os quocientes a; resultantes do algoritmo divisao podem mudar se
listamos os geradores da base em uma ordem diferente. Como exemplo, usando
o algoritmo de Buchberger, que veremos em seguida, pode se mostrar que G =
{z + z,y — z} é uma base de Groebner, e que o polinomio zy produz distintos

quocientes com mesmo resto quando efetuamos a divisao por G; pois,

2

vy =ylr+2)—z2(y—2) = 2% axy=z2@+2)+x(y—z)—2*

sao duas formas de escrever xy com distintos quocientes.

Como corolario, obtemos o seguinte critério de pertinéncia a um ideal.

Corolario 1.5.3. Seja G = {g1,...,9s} uma base de Groebner para o ideal I C
Klxy,...,x,) e f € K|xy,...,x,]. Entao f € I se, e somente se, o resto da divisao

de f por G € zero.

De acordo com o ultimo corolario, podemos determinar quando um polinoémio
estd, ou nao, em um determinado ideal. Para isso, devemos saber construir uma
base de Groebner para o ideal. O que nos sera apresentado como um teorema de
Buchberger; em que, é classificado uma base de Groebner em func¢ao da divisao de

certos polinomios por elementos da base.
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Apresentamos na secao anterior os seguintes polinomios que sao um exemplo de
uma base que nao é de Groebner: f, = 2® — 2xy e fo = 2%y — 2y* + 2. Tomando a

seguinte combinagao:
v(z?y — 2> + x) — y(z® — 2zy) = 2 € I,

temos que z? = LT (2?) € (LT(I)). Porém, 2* ¢ (LT(f1), LT(f2));

Observamos que esse fato ocorreu pois efetuamos um cancelamento de termos
lideres, resultando em um novo polindmio com termo lider nao sendo combinacao
dos termos lideres dos polinomios f;. Para estudar esses cancelamentos, apresenta-
mos uma defini¢ao e, em seguida, mostraremos que qualquer cancelamento é dessa

forma.

Definig¢ao 1.5.4. Sejam f, g € K|z, ..., x| polindmios nao nulos e & = (aq, ..., ),
B = (B, Pn) n-uplas;

(1) Se grau(f) = «a, grau(g) = B ey = (71, .-, Vn), onde vy; = max(«a;, 5;) para cada
i. Dizemos que 7 € o minimo maltiplo comum de LM (f) e LM (g), escrevemos:

&' = MMC(LM(f), LM(g)).

(1) O S-polindémio de f e g, denotado por S(f,g) € definido como a combinagao:

7 7

(! T mr(g?

S(f,9) =

Por exemplo, f = z3y* — 2%y®> + z e ¢ = 32y + y* em Rlx,y] com a ordem
monomial grlex. Entao v = (4,2) e
1 4,2

xhy? T
SU.9) = a3 f = 359 = — (13)yg = =2+ 4> = (1/3)y"

O S-polinémio S(f,g) é concebido para produzir um cancelamento de termos
lideres. O seguinte lema mostrara que qualquer cancelamento de termos lideres de

mesmo grau é o resultado de um cancelamento desses S-polinémios.
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Lema 1.5.5. Suponhamos que temos uma soma Y ._, ¢;f;, onde ¢; € K e grau(f;) =
6 € N" para todo i. Se grau(};_,cif;) < 9, entdo > . | ¢;fi € uma combinagdo
linear, com coeficientes em K, de S-polinomios S(f;, fi) para 1 < j, k < s. Além

disso, cada S(f;, fr) tem grau < 9.

Demonstragao: Seja d; = LC(f;), assim ¢;d; é o coeficiente lider de ¢;f;. Como

¢if; tem grau 0 e sua soma tem grau estritamente menor, segue que Zle cid; =0

Definimos p; = f;/d;, que tem coeficiente lider 1. Considere a soma telescépica:

S

Zcifi = Zcidipi = c1dy(p1 — p2) + (c1dy + cada)(p2 — p3) + ...+

=1 =1

+(Cld1 + ...+ Csfldsfl)(psfl - ps) + (Cldl + ...+ Csds)ps-

Sabemos que LT(f;) = d;x°, o que implica que o minimo multiplo comum de
LM(f;) e LM(fy) é 2°. Logo,
0 0 0 0

T(fj)fj - LT(fk)fk N x0d; Ji~ 20dy,

S(fj fr) = 7 Jx =Dpj — Dk (1.1)

Usando a equagao »;_, ¢;d; = 0, a soma telescépica transforma-se em:

S

Z cifi = c1diS(f1, fa) +(crdi+cada) S(fa, f3) +... 4 (crdi 4.+ es—1ds—1)S(fs—1, fs)-

=1

Que ¢é uma soma na forma desejada. Como p; e p;, tem grau d e coeficiente lider
1, a diferenca p; — pj, tem grau < . Pela equacao 1.1 o mesmo vale para S(f;, fx),

e o lema esta provado. []

Usando S-polinomios e o lema anterior, podemos provar o seguinte critério de

Buchberger para determinar quando uma base de um ideal é uma base de Groebner.

Teorema 1.5.6. Seja um ideal I C K|[xq,...,x,]. Entdo uma base G = {g1,...,9s}
¢ uma base de Groebner para I se, e somente se, para todo par i # j, o resto da

divisao de S(g;,g;) por G € zero.
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Demonstracao: Se G é uma base de Groebner, entao como S(g;, g;) € I, o resto

da divisao por G é zero pela unicidade do resto.

Por outro lado, dado f € I um polinomio nao nulo. Devemos mostrar que se to-
dos S-polindmios tem resto zero na divisao por G, entao LT (f) € (LT(g1), ..., LT (gs))-

Antes de apresentar os detalhes, vamos delinear a estratégia da prova.

Dado f € I = (g1, ..., gs), existem polinomios h; € K|[z1, ..., z,| tal que:
f= Z hig; (1.2)
i=1

Observamos que,

grau(f) < max(grau(h;g;)). (1.3)

Se a igualdade nao ocorrer, entao alguns cancelamentos devem ocorrer entre os
termos lideres de 1.2. O lema anterior permitira reescrever 1.2 em termo dos S-
polinomios. Entao nossa hipétese que os S-polinémios tem resto zero no permitird
trocar os S-polinémios por expressoes que envolvem menos cancelamentos. Assim,
obtermos uma expressao para f que envolve menos cancelamento de termos lideres.
Continuando dessa maneira, iremos encontrar uma expressao do tipo 1.2 para f
onde a igualdade ocorre em 1.3. Entao, grau(f) = grau(h;g;) para algum i, e
seguird que LT'(f) é divisivel por LT(g;). E, assim, serd mostrado que LT(f) €

(LT(g1), ..., LT(g5)), que é exatamente o que queremos provar.

Agora oferecemos os detalhes dessa prova. Dada uma expressao como em 1.2
para f, seja m(i) = grau(h;g;), e definimos § = max(m(1),...,m(s)). Assim, a
expressao 1.3 transforma-se:

grau(f) < 4.

Consideramos, também, todas as possibilidades de escrever f como em 1.2. Para
cada tal expressao, obtemos um possivel § diferente. Como a ordem monomial é

bem ordenada, escolhemos uma escrita para 1.2 tal que § é minimo.
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Iremos mostrar que tomando esse § minimo, grau(f) serd 6. Entao a igual-
dade em 1.3 ocorre. Como observamos apds 1.1.4, isso resulta que LT'(f) €

(LT(g1), ..., LT(gs)) e o teorema estara provado.

Vamos provar que grau(f) = 6. Suponhamos que grau(f) < §. Isolando os

termos de que tem grau J, escrevemos f da seguinte forma:
[= Z hig; + Z higi-
m(i)=9 m(i)<o
Separando os termos lideres da primeira soma, obtemos:
f=Y LT(h)gi+ Y (hi— LT(h))gi+ > higi (1.4)
m(i)=4 m(i)=4 (i)<o

Os monomios aparecendo na segunda e na terceira soma tem grau menor que o.

Assim, como estamos supondo que grau(f) < 4, a primeira soma tem grau < 4 ou

¢ nula.
Seja LT(h;) = c¢;z*%. Entdo, a soma D omiy=s LT(hi)gi = 32,0 0)=s c;z®Wg; estéd
exatamente nas condicoes do lema 1.5.5 com f; = 2*®g,. Logo, essa soma é com-

binagao linear dos S-polinomios S(z%Wg;, 2% g,.). Porém,

an(j) gi — x—éxauf) k-
2O LT(g;)" 7 a*®LT(gy)

S(xa(j)gjjxa(k)gk) -
Tomando z%* = MMC(LM(g;), LM(gx)), a igualdade acima transforma-se:

S(z*Wg;, 2°®g) = 2275 (g5, gi).-
Assim, pelo lema 1.1.5, existem constantes cj; € K tal que:

Z LT(h;)g; = chkx5_7jk8(gj,gk). (1.5)
m(z1)=6

j?k
O préximo passo serd usar nossa hipétese que o resto da divisao de S(g;, gx)

por {gi,...,gs} é zero. Usando o algoritmo da divisao, isso quer dizer que cada
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S-polinémio pode ser escrito na forma:

S

S(95, 9%) = Zaijkgia (1.6)

i=1

onde a;j, € K[z, ..., x,]. O algoritmo da divisdo também nos diz que:
grau(airg:) < grau(S(g;, gr)) (1.7)

Multiplicando a expressao 1.6 por 2%~ %* obtemos:
6 ’YJkS g gk sz]kgza

onde b;;, = :E‘;*Vj’faijk. Entao, por 1.7 e o lema 1.1.5, temos que:
grau(bijrg:) < grau(z’~*S(g;, gr)) < 6 (1.8)

Voltando para a expressao 1.5, obtemos uma nova equacao:

Z LT (h;)g; Zc 2’77 S (g5, gr) ZCJk<Z bzngz) Zﬁz.gz
m(z1)=6 i

Jsk

que por 1.8 tem a propriedade que para todo i,

grau(hig;) < 6.

Para finalizar, substituimos >, ,_s LT (hi)gi = >, hig; na equacio 1.4 e obte-
mos uma expressao para f através de uma combinacao polinomial em que todos os
termos tem grau < §. O que contradiz a minimalidade de § e completa a prova do

teorema. UJ

Na segao anterior mostramos que todo ideal nao nulo I C Klzy,...,z,] tem
uma bases de Groebner; porém, nossa prova nao foi construtiva no sentido de que
nao produzimos uma tal base. Assim, uma pergunta aparece: Como podemos
construir de fato uma base de Groebner para I?7 O seguinte resultado é chamado
de algoritmo de Buchberger e respondera essa questao através de sucessivas adicoes

de S-polindémios a base de [.
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Teorema 1.5.7. (Algoritmo de Buchberger) Seja I = (fi, ..., fs) # 0 um ideal
em Klxy,...,x,). Entdo uma base de Groebner para I pode ser construida em um
numero finito de passos da sequinte forma:

Entrada: F = {fi,..., s}

Saida: uma base de Groebner G ={g1,...,q:} para I, com F C G

Repetir:

para cada par {fi, f;}, i # j em F, tomar

S = S(fi—,fj)F, definido como o resto da divisio de S(p,q) por F.

Se S # 0, entao definimos G:=FUS

Repetimos esse processo como todos os pares de polinomios de F', o resultado de

adicionar todos esses restos nao nulos nos produzird G, uma base de Groebner.
Demonstragao:

O algoritmo termina quando S(f;, fj)F = 0 para todos f;, f; € F. Entao G,

como foi construido, é uma base de Groebner de I, pelo teorema anterior.

Agora, para finalizar, vamos provar que o algoritmo termina. O conjunto G
consiste de G (o velho G) junto com o resto nao nulo da divisdo de um S-polinémio
por G. Entao,

(LT(G)) C (LT(G)) (1.9)

Se G # G, temos que (LT(G)) ¢ estritamente maior que (LT(G)). Para ver
isso, suponhamos que um resto r nao nulo de um S-polinémio por G foi adicionado
em (G. Como r é um resto da divisao por é, LT (r) nao é divisivel pelos termos
lideres de elementos de G, assim LT(r) nio pertence ao ideal (LT(G)). E, como

LT(r) € (LT(G)), provamos a inclusdo estrita.

Por 1.9, os ideais (LT(G)) de uma sequéncia de sucessivas iteragdes formam
uma cadeia ascendente de ideais em Klxy,...,z,|. Como Klzi,...,x,] é um anel

Noetheriano, essa cadeia deve estabilizar e, entao, deve ocorre que em algum mo-
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mento (LT(G)) = (LT(G)). Pelo parégrafo anterior, isso implica que G = G, assim

o algoritmo deve terminar em um nimero finito de passos. [J

1.6 Aplicacoes das Bases de Groebner

Neste secao, exibimos alguns topicos de algebra comutativa para motivar o
estudo sobre a possibilidade de computar os geradores do radical de um ideal no
anel de polinomios. Também falaremos um pouco da teoria da eliminagao, que sera
seguidamente citada. Assim apresentados, mostraremos as principais propriedades
dessas bases e suas consequéencias quanto ao poder de computar intersecoes, ideais

quocientes e decidir se um certo polinomio pertence a um dado radical.

Defini¢ao 1.6.1. Dado um subconjunto S C K|[xq,...,x,], definimos a variedade,

ou conjunto de zeros de S, em K™ por
Vik(S) ={(a,...,an) € K"/ f(ar,...,an) =0, Vf €S}

(sendo claro no contexto, omitiremos o indice K na nota¢ao da variedade)

Tomando I = (fy, ..., fs) C K[x1, ..., x,], se fi(ai,...,a,) =0Vi=1,...,s e ainda

fel;istoé, f=g1f1+ ...+ gsfs com g; em K[xq,...,x,], entao

flat, ...;an) = gi(ay, ...;an) fi(ay, ...;an) + ... + gs(ay, ..., an) fs(ay, ...,a,) =0

Por outro lado, se f(ai,...,a,) = 0, VYf € I, em particular f;(ay,...,a,) = 0
Vi=1,...,s. Portanto, Vk(I) = Vk(f1, ..., fn)-

Definimos, também, um ideal de K[z, ...,x,] associado ao conjunto de zeros,

VK™

I(V)=Af € Klzy,...z,|/f(ar,...,a,) =0, Y(ay,...,a,) € V}
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Na se¢ao anterior mostramos um algoritmo para computar bases de Groebner,
que é realizado adicionando certos polinomios ao conjunto de geradores até construir
uma tal base; porém, nesse processo podemos adicionar muitos polinomios que nao
seriam necessarios ao conjunto gerador. Ou seja, certos polinomios podem ser
retirados da base e, mesmo assim, ela continuara sendo uma base de Groebner.
Esse processo de eliminar polindmios desnecessarios a base é o conceito de base de

Groebner reduzida. Antes disso, precisaremos de um lema.

Lema 1.6.2. Sejam G uma base de Groebner para o ideal I e p € G um polinomio
tal que LT (p) € (LT(G — {p})). Entao, G — {p} também € uma base de Groebner

para 1.

Demonstragao: Sabemos que (LT(G)) = (LT (I)). Se LT (p) € (LT(G — {p})),
entdo LT (G — {p}) = LT(G). Por defini¢do, segue que G — {p} é também é uma

base de Groebner para . [J

Ajustando as constantes de maneira que todos os coeficientes lideres sejam 1 e
removendo todos os polinémios p tal que LT(p) € (LT (G —{p})), vamos obter uma

base que chamaremos de base de Groebner minimal.

Exemplo 1.6.3. Usando o algoritmo de Buchberger e o lema anterior, podemos

verificar que
f1:x27 fZnya f3:y2—(1/2)l’

¢ uma base de Groebner minimal. Porém, um ideal qualquer pode ter muitas bases
de Groebner minimas. Por exemplo, no ideal gerado pelos polinomios acima, € fdcil

mostrar que
fi=a*+avy, fr=wy, fs=y"—(1/2)z

¢ também uma base de Groebner minimal, onde a € K € uma constante qualquer.

Sendo K um corpo infinito, acabamos de mostrar que podem existir infinitas bases
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minimas. Apesar disso, podemos destacar uma base minimal que € melhor, no

sentido de ser unica, que todas as outras minimas.

Definicao 1.6.4. Uma base de Groebner reduzida para um ideal I é uma base de
Groebner G tal que:
(1) LC(p) =1 para todo p € G.

(i1) Para todo p € G, nenhum mondémio de p estd no ideal (LT (G — {p})).

Note que no exemplo 1.6.3, tomando a = 0 obtemos uma base de Groebner
reduzida. A seguinte propriedade é interessante pois garante a unicidade das bases

reduzidas.

Proposicao 1.6.5. Seja I # 0 um ideal em K|z, ..., z,|. Entao, dada uma ordem

monomial, I possui uma unica base de Groebner reduzida.

Demonstragao: Ver proposi¢ao 2.7.6 em [3].

O teorema seguinte, chamado de Teorema dos Zeros de Hilbert Fraco, tem
grande importancia no decorrer desta se¢ao, sua prova esta presente em diversos
livros de dlgebra comutativa. Apds enunciarmos o teorema, apresentaremos uma
observagao visando olha-lo sobre um contexto das bases de Groebner. Para, entao,
provar o Teorema dos Zeros de Hilbert, onde sua demostracao nos sera util em um

teorema seguinte.

Teorema 1.6.6 (Teorema dos Zeros de Hilbert Fraco). Seja um ideal I C Kz, ..., x,]

e K um corpo algebricamente fechado. Se V(I) =, entao I = K|xq, ..., x,].

Observagao 1.6.7. Vamos ver nesta observagao que o Nullstellensatz Fraco, junto
com bases de Groebner, nos permite resolver o problema de consisténcia de um
sistema de equacgoes polinomiais. Isto ¢, nos garante condigoes para que um sistema

de equagoes polinomiais tenha solucao comum em C".
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Consideremos um ideal I = (fy,..., fs) de K[z1,...,z,] ¢ G = {g1,..., g:} uma
base de Groebner reduzida para I com respeito a alguma ordem monomial. Entao,
V(I) = 0 se, e somente se, G = {1}. Verificamos isso: Nullstellensatz Fraco nos
diz que V(I) = 0 se, e somente se, [ = K|z1,...,x,]; porém, I = Klzy,...,x,] se, e
somente se, 1 € I. Também, lembramos que G é uma base de Groebner reduzida
para I, pela definicao (LT(I)) = (LT(¢1), ..., LT(g:)). No entanto, sabemos que
1 € I; ouseja, 1 € (LT(I)) = (LT(q1),..-,LT(g)), como o termo da direita da
igualdade anterior é um ideal monomial e 1 pertece a esse ideal, acontece que
LT(g;) =1 para algum i = 1, ..., t. Portanto, como G é base de Groebner reduzida
e LT(g;) = 1, e em uma base reduzida nao aparece um termo lider que é miltiplo

de algum outro termo lider que ja apareceu em G, concluimos que G = {1}.

Portanto, temos o seguinte algoritmo de consisténcia: dados fi, ...fs € Cxq, ..., x,],
computamos uma base de Groebner reduzida do ideal gerado pelos polinomios com
respeito a qualquer ordem monomial. Se a base é {1}, os polinémios nao tem zero

comum em C"; se a base nao é {1}, entao eles possuem um zero em comum.

Teorema 1.6.8 (Teorema dos Zeros de Hilbert). Seja K um corpo algebricamente
fechado. Se f, f1, ..., fs € Klx1, ..., x| sao tais que f € I(V(f1,..., fs)), entdo existe

um inteiro m > 1 tal que,

I e {fis fs)-

Demonstracao: Devemos mostrar que existe um inteiro m > 1 e polinémios

Ay, .. A, tal que,
=0 A
i=1

Considere o ideal,

f: <f1, ---;fsa 1-— yf) - K[l’l, --'7$n7y]7

onde f, fi,..., fs sdo como acima. Afirmamos que



Para ver isso, seja (ay, ..., apn, apy1) € K™ Entao:

e (ay,...,a,) é um zero comum de fi,..., fs, ou

e (aj,...,a,) ndo é um zero comum de fi, ..., fs.

No primeiro caso f(ay,...,a,) = 0, pois f é anulado em qualquer zero comum de
fi, -y fs. Assim, o polindomio 1 — yf assume o valor 1 — a,.1f(a1,...,a,) =1#0
no ponto (ay, ..., a,,ayy1). Em particular, (ai,...,a,,a,11) ndo pertence a V(IN)
No segundo caso, para algum i, 1 < ¢ < s, devemos ter que f;(ai,...,a,) # 0.
Pensando f; como uma funcao de n+1 varidveis que nao depende da tiltima varidvel,
concluimos que f;(ay, ..., @y, any1) # 0. Em particular, percebemos novamente que
(aq, ..., an, ayy1) NAO pertence a V(f) Como (ay, ..., Gp, any1) € K™ foi arbitrario,

concluimos que V(I) = ), como afirmamos.

Agora, aplicando o teorema de Nullstellensatz Fraco, vemos que 1 € I. Isto é,
i=1

para certos polinémios p;, ¢ € K|z, ..., 2y, y]. Tomamos y = 1/f(xy,...x,). Entao

a relacao 1.10 acima implica que

1= pil@1, ..z, 1/ f) fi (1.11)
=1

Multiplicando ambos os lados da igualdade por f, onde m é escolhido suficiente-

mente grande para eliminar todos os denominadores. Isso produz,
S
=Y A, (1.12)
i=1
para certos polinomios A; € K|z, ..., z,], que é o querfamos mostrar. [J

Observacao 1.6.9. A hipdtese do corpo ser algebricamente é necesséaria e essa
hipotese implica que o corpo é perfeito. No capitulo seguinte, corpos perfeitos serao

apresentados; como exemplo, os algebricamente fechados sao perfeitos.
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Apoés esse teorema, percebemos a importancia de uma poténcia de um polinomio
pertencer ao ideal I. Assim sendo, naturalmente definimos o radical de um ideal

CO1mo segue.

Defini¢ao 1.6.10. Seja I C K|xy,...,x,] um ideal, definimos o radical de I, de-

notemos por \/7,
VI = {f € K[z1,....,z,]|; existe e €N tal que f°e€l}

Teorema 1.6.11 (Teorema dos Zeros de Hilbert Forte). K um corpo algebricamente

fechado, entio I(V(I)) = VI para todo ideal I de K[xy, ..., 7,

Demonstragao: Certamente v/I C I(V(I)), pois f € v/ implica que f™ € I para
algum m. Entao, f se anula sobre V' (I), o que garante que f se anula sobre V(I).

Assim, f e I(V(1)).

Por outro lado, suponhamos que f € I(V(I)). Logo, por defini¢do, f é anulado
sobre V(I). Pelo Teorema dos Zeros de Hilbert, existe um inteiro m > 1 tal
que f™ € I, o que garante que f € vI. Como f é arbitrario, I(V(I)) c V1.

Completando a prova. [

Esse teorema estabelece uma ligacao entre algebra e geometria; sendo que,
identificamos um conjunto de zeros a um ideal radical. O que afirma que qual-
quer questao sobre conjuntos de zeros pode ser passada a uma nova questao sobre
ideais radicais (e reciprocamente). Os ideais radicais tem sua importancia garantida
pelo Nullstellensatz, assim é natural estabelecer questoes sobre esses ideais. Sendo

I ={f1,..., fs), vejamos algumas questoes:

e (Geradores do Radical) Existe um algoritmo que produz um conjunto gy, ..., g,

de polinémios de modo que VI = (gy, ..., gm)?

e (Pertinéncia ao Radical) Dado f € K[xy,...,2,], existe um algoritmo que

determina se f € VI?
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A primeira questao nos interessou bastante e sera discutida no préximo capitulo
quando apresentarmos um resultado de Seidenberg em [11], que nos garantira esse
algoritmo no caso de ideais zero-dimensionais. Faremos um exposicao sobre ideais
zero-dimensionais, pois todos algoritmos modernos, de célculo dos geradores do
radical, baseiam-se na passagem a esse caso para, entao, concluir os geradores do

ideal.

Por agora, iremos responder a segunda questao que, utilizando as bases de
Groebner, é totalmente respondida. O que faremos, na seguinte proposicao, é uma
adaptacgao da prova do Teorema dos Zeros de Hilbert e a visao das bases de Groebner
para oferecer um algoritmo que determina se f € m )

Proposicao 1.6.12. (Pertinéncia ao Radical) Seja K um corpo qualquer e um
ideal I = (f1,..., f) C K[x1,...,x,]. Entdo, f € VI se, e somente se, o polinémio

constante 1 pertence ao ideal [ = (fi, s fss L =yf) C K[xq, ..., 20, y].

Demonstracgao: Das equagoes 1.10, 1.11 e 1.12 da prova do Teorema dos Zeros de
Hilbert, obtemos que I C fimplica f™ e I para algum m; ou seja, f € V/I. Por
outro lado, suponhamos que f € v/I. Entdo f™ € I C I para algum m. Sabemos

que 1 —yf € T, resultando:

L=y "+ L=y f™) =y "+ (L —yf) L +yf +..+y™ ") el

0 que mostra a implicacao. [

A proposicao anterior junto com a observacao 1.6.3 produzem o algoritmo de
pertinéncia ao radical. Para decidir se f € \/(f1, ..., fs), computamos uma base de
Groebner reduzida para o ideal ] = (fi, . [s; 1—=yf) C K[z, ..., x,, y] com respeito
a alguma ordem monomial. Se o resultado dessa base for {1}, entdo f € v/I. Caso

contrério, f & v/1.

Exemplo 1.6.13. Considere o ideal I = (xy*+2y? x*—22°+1) em K|x,y]. Vamos

testar se f =y — a2+ 1 € VI. Usando a ordem lex sobre K|z,y,z], podemos ver,
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utilizando o algoritmo de Buchberber e as propriedade de base de Groebner reduzida,

que o ideal
I = (xy? + 207 2 — 227+ 1,1 — z(y — 22 + 1)) C K2,y 2]
tem um base de Groebner reduzida {1}, de onde seque que f =y —1?+1 € V1.

Para seguir, definiremos o ideal de eliminacao da seguinte forma.

Defini¢ao 1.6.14. Dado I = (fi,..., fs) C K[x1,...,x,], o [-ésimo ideal de elim-

inagao € o ideal de K|x,1, ..., 2,] definido por

]l =1IN K[ZL’[_H, ,{L‘n}

Esse ideal de eliminagao é produzido para analisar o ideal I em cada variavel, o
teorema seguinte mostrara isso e também que esse ideal de eliminacao comporta-se

bem quando passamos a bases de Groebner com uma fixada ordem monomial.

Teorema 1.6.15. (Teorema da Eliminacao) Seja [ C Klzy,...,x,] um ideal e
G uma base de Groebner de I com a ordem lex onde x1 > x9 > ... > x,. FEntao,

para todo 0 <[ < n, o conjunto
G =GN K[z, ..., Ty

¢ uma base de Groebner para o ideal de eliminacao I;.

Demonstracgao: Fixado [ entre 0 e n. Como G; C I; por construgao, é suficiente

provar que

(LT(L)) = (LT (Gy)).

Vamos provar a inclusao (LT(I;)) C (LT(G))), pois a outra é direta. Vamos
mostrar, entao, que o termo lider de qualquer polinomio f € [; é divisivel por

LT(g) para algum g € G.

30



Note que esse f acima também estd em I, ou seja LT(f) é divisivel por LT (g)
para algum g € G, pois G é uma base de Groebner para I. Como f € I;, isso
quer dizer que LT(g) envolve somente as varidveis x;i1,...,2,. O ponto impor-
tante é que estamos usando a ordem lex com x; > z9 > ... > x,; sendo as-
sim, qualquer monomio envolvendo xy,...,x; é maior que todos os monomios em
Klzi1, ..., x,], logo LT(g) € K[zi41,...,x,], 0 que implica que g € K[zy41, ..., Ty].

Portanto, mostramos que g € G, e o teorema esta provado. [J

Como primeira aplicagao do teorema anterior vamos apresentar um método para

encontrar os geradores da intersecao de dois ideais.

Proposicao 1.6.16. Sejam I e J ideais em Klzy,...,x,] e w uma nova varidvel.

Considere o ideal (wl, (1 —w)J) em Klzy,...,x,, w|. Entdo,

INJ=(wl,(1—-w)J)NK[zy,.., 1z,

Demonstragao: Observe que se I = (f1,..., fs) e J = (g1, ..., ), entdo um con-

junto de geradores para o ideal (wl, (1—w)J) é {wfi, ..., wfs, (1—=w)gy, ..., (1—w)g: }.

Seja f € I N J, escrevendo

f=wf+{1-w)f,

obtemos que f € (wl, (1 —w)J) N K[z1,...,z,]. Por outro lado, suponhamos que
fe(wl,(1—-w)J)NK|xy,...,z,). Dessa forma, sabemos que f € (wl, (1 —w)J) C
K|y, ..., 2,,w] e podemos expressar f na seguinte forma:

S

f(x1, . xy,) = wai(xl, ey T )Py F Z(l —w)g;(@1, s )
=1

i=1
onde h; e h; sao polinomios em K [x1, ..., Xy, w]. Agora, observamos que w nao deve
aparecer em f, assim podemos tomar w = 1 e obter que f € I, e também w =0 e

obter que f € J, o que demonstra a proposigao. [J
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Como consequéncia da proposi¢ao anterior, obtemos um interessante método
para computar os geradores para o ideal [ N J. Primeiro computamos uma base de
Groebner G para o ideal (wl, (1—w)J) C Klzy, ..., 2, w] usando a ordem monomial
lex onde x1 > x5 > ... > x,, > w. Entao, obtemos uma base de Groebner para I N.J

computando G N K[xy, ..., z,], que é feito simplesmente por inspe¢ao.
Exemplo 1.6.17. Considere os sequintes ideais em Qlx,y]:
I = <$2+y3—1,l‘—y$+3>,

J = (2*y —1).

Queremos calcular os geradores do ideal I N J. Calculamos uma base de Groebner

G para o ideal

usando a ordem deglex nas varidveis x ey com x > y e uma ordem sobre w que
o faga ser maior que x,y. Com essas condigoes pode-se obter G = {x3y? — 3y —
32y —axy+a+3, 2%yt + oty — 22y — 1y — 2% + 1, 12853w + 118x*y + 9x2y® — 35723y —
9722%y% + 215222y — 11822 — 9y? + 357z + 972y — 2152, 2%y + 322> + 322y — 23 +
3z2y — 3y? — 3y — 3}.

Assim, uma base de Groebner para o ideal I N J é
{2 — 2%y — 32%y —xy + 2 + 3, 2% + 2ty — 2Py — P — 2P+ 1,

2’y + 32%y® + 3%y — 2 + 32y — 3y® — 3y — 3}.
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Capitulo 2

Ideais Zero-Dimensionais

Neste capitulo, veremos dois resultados sobre ideais que serao chamados de
zero-dimensionais. O primeiro deles trata de resolver um sistema de equacoes poli-
nomiais, que ja apareceu anteriormente na teoria da eliminacao; pérem, agora apre-
sentaremos o caso em ideais zero-dimensionais. Falamos em resolver um sistema no
sentido de que é suficiente ter um algoritmo para encontrar raizes de polindmios em
uma variavel. Essas técnicas de determinar raizes de polindomios em uma variavel

nao fazem parte da teoria das bases de Groebner.

O outro resultado é computar, sob certas condigoes para I, os geradores do radi-
cal de um ideal I C K|z, ..., x,] sabendo os geradores do ideal I. Comegaremos com
o caso de ideais principais em K[z, ..., x,] € ap6s passaremos aos zero-dimensionais.
Neste momento, apresentaremos um resultado de Seidenberg em [11] para calcular
os geradores do radical de um ideal zero-dimensional I C Klzy,...,z,]. A grande
importancia desse artigo de Seidenberg esta no fato de que, entre os recentes resul-
tados para calcular os geradores do radical de um ideal, o problema ¢ solucionado

reduzindo para o caso zero dimensional. Dentre estes, podemos citar [5], [4] e [9]
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para o caso geral, [11] para o caso zero-dimensional e [10] para os ideais sobre corpos

de caracteristica positiva.

2.1 Lema de Seidenberg

Exemplo 2.1.1. Sejam fi(x,y) = (x—1)*+y*—1 e fo(x,y) = 4(z—1)*+y* +a2y—2
polinémios em Q[z,y]. Consideremos a intersecao do circulo fi = (x—1)*+y*—1 =
0 e a elipse fo = 4(x — 1)+ y* + 2y — 2 = 0 sobre os racionais. Usando a ordem
mononial x > y podemos ver que uma base de Groebner para o ideal {f1, fo) é
{91, 92}, onde g1 = 5y* —3y> —6y*+2y+2 e go = v—5 y3+3y*+3y—2. Claramente,
sabemos que g1 = 0 tem no mdximo quatro solucoes e para cada solugao de g = 0

obtemos precisamente uma solugao de g, = 0; isto é primeiro resolvemos a equagao

em uma variavel gu = 0 e para cada solucao o de gy = 0, resolvemos a equagao

g2(z, ).

Percebemos nesse tltimo exemplo que a forma da base de Groebner foi partic-
ularmente conveniente para determinar os pontos no conjunto de zeros. No caso,
o primeiro polindmio tem somente a variavel y e o termo lider do segundo é uma
poténcia de x. Em seguida, mostraremos que, no caso do conjunto de zeros ser
finito (como no exemplo anterior), esse tipo de estrutura na base de Groebner é

sempre presente quando a ordem monomial r; < x5 < ... < x, é usada.

Teorema 2.1.2. Sendo K um corpo algebricamente fechado, I C K[xq,...,x,] um
ideal e G = {q1,...,g:} um base de Groebner para I. As sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

(i) O conjunto de zeros V(1) € finita,

(i1) Para cada i = 1,...,n, existe j € {1,...,t} tal que LT(g;) = x¥ para algum

veN;
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(iii) A dimensao de Klxy,...,x,|/1 € finita como K -espago vetorial.

Demonstracao: (i) = (i7). Suponhamos que V(1) é finita. Se V(I) é vazia, entao
pelo Teorema dos Zeros de Hilbert Fraco, I = K[z, ...,z,] e entdo G = {1} e (ii)
¢ satisfeita. Assim, assumimos que V' (I) nao é vazia. Fixamos i € {1,...,n}. Seja
a;j,j = 1,...,1 as distintas i-ésimas coordenada dos pontos em V([). Para cada
.1 <35 <1 seja 0 # f; € K[z;] tal que f;(a;;) = 0. Tomamos f = fife...fi €
Klz;] C K[x1,...,x,]. Entdo, percebemos que f € I(V(I)), e assim, pelo Teorema
de Nullstellensatz, existe e tal que f¢ € I. Como LM(f¢) = z¢™ para algum
nimero natural m, e como todo monomio lider de um elemento de [ é divisivel
por um monomio lider de algum elemento de GG, existe um polinomio em G cujo

monomio lider é apenas com a variavel z;. E isso é verdade parat=1,...,n.

(i7) = (iii). Mostraremos que uma base para o K-espago vetorial K|z, ..., x|/
consiste no conjunto de classes de todos monomios X tal que LT (g;) nao divide X
para todo i = 1,2,...,t.. Por exemplo, uma base de Groebner para um ideal [
com respeito a ordem grlex ¥ < y é G = {2%y —y +z,—y* + 2y + 2%, 23 + y —
2x}.  Assim, pelo o que iremos mostrar, uma base para K[z,y|/I consiste em

1,z,y, 2%, xy. Portanto, dim,K|[z,y]/I = 5.

Sabemos que uma propriedade boa das bases de Groebner é a unicidade do
resto; ou seja, dado f € Klxy,...,z,] existe um tunico elemento r € Klzy, ..., z,]
que é chamado o resto da divisao de f por . Observamos que dois elementos
sao equivalentes em K{z1,...,x,]|/I se, e somente se, seus restos na divisao por G
sdo iguais. Assim, dado f € Klxy,...,z,] e r seu resto por G, f+ 1 =r+ 1 em
K[zq,...,x,]/I. Logo, pela definicao de resto, ele é uma combinacao K-linear de
monomios lideres X tal que LT(g;) nao divide X para todoi = 1,2, ..., t.Finalmente,

¢ linearmente independente pela unicidade do resto.
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Para finalizar a implicagao, observamos que (ii) nos diz que cada variavel x;,
em alguma poténcia, ird aparece como termo lider de algum polinomio da base de
Groebner. Portanto, pelo que apresentamos acima, dimensao de Klxy,...,z,]|/I é

finita.

(1ii) = (i). Mostraremos que para qualquer i = 1, ..., n, existe somente finitos
possiveis valores distintos para a i-ésima coordenada dos pontos de V(7). Fixamos
i€1,...,n. Como estamos supondo que a dimensao de K[z, ...,x,]/I é finita como
K-espaco vetorial, as poténcias 1, z;, 72, ... de z; sao linearmente dependente médulo
I. Logo, existe um inteiro m e constantes ¢; € K,0 < j < m, nao todas nulas, tal

que

m
Z cjxl € 1.
=0

Como o polindomio acima tem somente finitas raizes em K, existe somente finitos

valores para a i-ésima coordenada dos pontos de V' (I); ou seja, V(I) é finita. [

Um ideal I # Klzy,...,z,] que satisfaz qualquer umas das afirmagoes equiva-

lentes do teorema anterior é chamado de zero-dimensional.

Exemplo 2.1.3. Uma Base de Groebner para o ideal I = (x*y —y + x,2y* — )

em Qlx,y] com respeito a ordem deglex usando x <1y €
G={zy—y+x -y +ay+a°2°+y— 2z}

Percebemos que ¥ e y* aparecem como mondmios lideres de G, assim V (I) € finito.

Na verdade, € facil de resolver as equacgoes e obter
V(1) ={(0,0), (a, =1), (=, 1), (¢, 1), (=o', 1) },

onde a e o' sdo raizes da equacgdo 2> — z — 1 = 0.

36



Lembramos do exemplo 2.1.1. A base de Groebner obtida permitiu computar a
interse¢ao reduzindo o problema ao caso de polinomios em uma variavel. O préximo
corolario mostra que isso sempre pode ser feito. Mais precisamente, se I é zero-
dimensional, podemos escolher uma ordenacao “boa”para chegar em uma tal base

conveniente. E, assim sendo, podemos computar o conjunto de zeros do ideal.

Corolario 2.1.4. Seja I um ideal zero-dimensional e G uma base de Groebner
reduzida de I com a ordem lex tal que x1 < x9 < ... < x,. Entao podemos ordenar
g1, ---, 9¢ tal que gy possui somente a varidvel xq, go possui somente as varidveis i e
xy com LT (gy) uma poténcia de x4, g3 possui somente as varidveis T1,Ts € Tz com

LT(g3) uma poténcia de x3, e assim até gy.

Demonstragao: Segue imediatamente da parte (i7) do teorema anterior, que tro-
cando, se necessario, a ordem de {gi, ..., g5}, obtemos LT(g;) = x"i. Segue dai que

g1 € K[z1], g2 € K[x1,x2] e assim sucessivamente. [

Portanto, uma base de Groebner para um ideal zero-dimensional I pode ser
pensada como uma forma “triangular”(tal qual o escalonamento no caso linear).
Finalmente, para resolver um sistema de equacoes polinomiais determinada por
um ideal zero-dimensional I, é suficiente ter um algoritmo para encontrar raizes de
polinomios em uma variavel. Isto é, primeiro resolvemos a equacao em uma variavel
g1 = 0. Para cada soluc¢ao a de g; = 0, resolvemos a equagao go(c, 3) = 0. Contin-
uamos assim até g, = 0. As solugoes obtidas dessa maneira sdo as tinicas possiveis
solugbes, porém ainda precisamos testar nas equagoes g,+1 = 0,...,g: = 0(caso
t > n). Obtemos assim o conjunto de todas as solugoes do sistema. Agora va-
mos apresentar um exemplo disso, e lembrar da possibilidade de computarmos uma
base de Groebner de qualquer ideal usando um programa computacional, mesmo

sabendo que isso possa demorar muito ou que o resultado seja um conjunto grande.

Exemplo 2.1.5. Considere o ideal I = (z*y + 2%, 2%y + z +y + 1,2 + 2% + ¢%)
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em Q[x,y, z]. Computando uma base de Groebner reduzida G para I com respeito a
ordem lex ex >y > z. Obtemos G = {z*— 23,y +3y82 — 29" —dy 2+ 12 +y2 + 2y +
2224241, 2Pz, y2 22wyt 2yt e — P — 22— 2 ey 0 — Py B3y T —
Y —2yS 2 — S+ 200 2+ — 2yt s —yt =2y 2 Pyt —yz+y— 23 +522+ 2+ 1}, Usando
a notacdo do coroldrio anterior, temos g1 = 2* — 23 € um polinémio na varidvel z.
Da mesma forma, go =yt +31%2 — 29" —dyte P+t 2y + 23 — 22424+ 1 Eum
polinémio em z cujo LT(go) = y*'. Finalmente, g3 = x> + y> + 2z € um polinomio
em x,y,z cujo LT(g3) = x*. Assim, para encontrar as solugoes primeiro devemos

notar que z =0 ou z = 1, apds encontrar as solugoes de go(y,0) =0 e g2(y, 1) = 0.

Continuando assim, como exposto acima.

Definicao 2.1.6. Um corpo K ¢é chamado um corpo perfeito se sua caracteristica
¢ 0 ou tem caracteristica p > 0 e temos K = KP?; isto €, todo elemento em K tem

uma raiz p-ésima em K.

Exemplo 2.1.7. Sendo p primo, € facil mostrar que corpos com p elementos e 0s
de caracteristica O sdo perfeitos. Porém, existem exemplos de corpos que nao sao
dessa forma: seja x uma indeterminada, p > 0 a caracteristica de K e L = K(x) o
corpo de fragoes de Klz|. Entdo, usando a fatoracao de K|x], podemos ver que x

nao tem uma p-raiz em L. Logo, o corpo L nao € perfeito.

Uma definicao que serd importante é a de polinémio livre de quadrados. Dado
f € Klxy,...,x,], escrevendo f como produto de distintos polinémios irredutiveis
fi, £ = fi*.fi", definimos o polinomio livre de “quadrados de f’como sendo o

polinémio fi...f; e o denotamos por sqfree(f).

Por exemplo, sendo f = (z + y*)*(x — y), entdo sqfree(f) = (v + v*)(z — y).

Um polinémio f é dito livre de quadrados se f = sqfree(f).

Voltamos a questao que é o centro desse capitulo, existe um método efetivo

para computar o radical de um ideal zero-dimensional? O radical de um ideal
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zero-dimensional [ = (f) em Klx| é facil de ser descrito. Ele é o ideal principal
gerado por sqfree(f). Assim, primeiro vamos mostrar algumas propriedades dos

polinomios livres de quadrados.

Proposicao 2.1.8. Sejam K um corpo, f € K[z| um polinémio nao constante e
f sua derivada usual:

a) Se mdc(f, f') =1, entao f € livre de quadrados.

b) Assumimos que uma das sequintes condi¢oes acontece.

1) Temos Car(K) = 0.

2) Temos Car(K) =p > 0 e f = cf{"...f{", onde c € K\ {0}, e ag,....,ap > 0
satisfazem que p 1 a; para © = 1,...,t, e onde fi,..., fi sao distintos polinémios

monicos irredutiveis.

Entao sqfree(f) = f/mde(f, f').
c) Seja K um corpo perfeito de caracteristica p > 0. Entao, temos que f' =0 se, e
somente se, [ € da forma f = g para algum polinémio g € K|z].
d) Seja K um corpo perfeito. Entao a reciproca de a) acontece; isto €, se f é livre

de quadrados, vale que mde(f, f') = 1.

Demonstragao: Para provar a), suponhamos que f nao é livre de quadrados.
Entao podemos escrever f na forma f = f2f, com fi, f» € K[z] e fi ndo constante.

Assim, f' = 2f1f{ fo+ fifs. E, dessa forma, fi|mdc(f, f'), o que é uma contradicao.

Para provar b), escrevemos a fatoracao f = cfi"...f{* como em 2. E, assim, no-

tamos que mdc(f, f') = fM 1 f7L Logo, f/mdc(f, f') = cfi...f, = sqfree(f).

Para provar c), observamos que se f = ¢P, entao f' = pg'g?~' = 0. Por outro
lado, se f' = 0 entao escrevemos f = ZiZO a;x' com a; € K, e dessa forma f' =
Yispiar’™ = 0 nos diz que a; = 0 para todo @ > 0 tal que p { 7. Entao, o
polinémio f ¢é da forma f = >, ayaP'. Como o corpo K é perfeito, existe um

elemento b; € K tal que a,; = b} para todo i > 0. Logo, f = 3, (biz")? = g” para
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9 =2z bit".

Finalmente, para provar d), escrevemos f como produto de fatores irredutiveis,
f = fi...f:, e observamos que [’ = 22:1 frofici flfiz1... fr. Agora afirmamos que
cada polinoémio f; satisfaz f/ # 0. Se Car(K) = 0, entdo a afirmagao é clara. Se
Car(K) = p > 0, o resultado segue de c; pois assim, mde(f;, f/) = 1 o que implica

que mdc(fi, f') = mdc(fi, f]) = 1. Logo, mde(f, f') =1. O

Para chegar em nosso objetivo, precisaremos de uma definicao nova. Quando
definimos corpos perfeitos de caracteristica p > 0, falamos que todo elemento tem
uma raiz p-ésima, mas nao necessariamente sabemos calculd-las. Um passo impor-

tante serd supor que possuimos essa habilidade de computar a raiz p-ésima.

Definicao 2.1.9. Seja K um corpo perfeito de caracteristica p > 0. Dizemos que
K tem efetivamente p-raizes se existe um algoritmo que computa a raiz p-ésima de

qualquer elemento de K.

Observagao 2.1.10. Seja K um corpo perfeito de caracteristica p > 0 que tem
efetivamente p-raizes. Suponhamos que f € K[z] é um polinémio nao constante tal
que f" = 0. Entdo podemos efetivamente calcular o inico polinomio g € K|x] tal
que f = gP. Para mostrar isso, vimos na proposicao anterior que

f = Z a,pixpi.

i>0
Por hipétese, sabemos que para todo ¢ > 0 tal que a, # 0, podemos computar

o elemento b; € K tal que b = a,;. Logo, g = Zizo b;x' é o polinomio desejado.

Agora apresentamos um algoritmo para computar o sqfree(f) sobre corpos de
caracteristica p tendo efetivamente p-raizes e, em seguida, um exemplo para deixar

claro cada passo apresentado no algoritmo.
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Algoritmo 2.1.11. Sejam K um corpo perfeito de caracteristica p > 0 que tem
efetivamente p-raizes e f € K[x] um polinomio nao constante. Os sequintes passos
computam o sqfree do polinomio f:

(1) Calcule sy = mdc(f, f'). Se sy =1, entao retorne ao f.

(2) Calcule sy. Se s§ =0, entao sy = ¢g* para um polinomio g € K[x] unicamente

determinado pela observacgao anterior. Calcule g, troque f por J;—f = gpf,l , € continue
COm 0 Primeiro passo.
(3) Calcule s;11 = mdc(s;, s;) parai =1,2,... até que s;,.; = 0; ou seja, s;41 = g¥

para algum g € K[z|. Entao calcule g, troque f por 8{% e continue com o primeiro

Passo.

Demonstracao: Ver em [§].

Exemplo 2.1.12. Sejam K =Z/(5) e f = 23 — 223 — 25+ 22° € K[x]|. Aplicamos
o algoritmo anterior para computar o sqfree do polinomio f.
(1) Como f' = x3° — x°, obtemos que s; = mdc(f, f') = 2%° — 2° # 1.

6 — 2. Assim, trocamos f

(2) Como sy = 0, podemos escrever s, = ¢g°, onde g = x
por [ = fg/s1 = a7 —22° — 2% + 2z e iniciamos novamente.

(1) Como f' = 225 — 225 — 22 + 2, obtemos s; = mde(f, f') = a® — 1 # 1.

(2) Como s}, = 0, podemos escrever s; = g°, onde g = x — 1. Assim, trocamos f
por f = fg/s1 = x® + 22% + 2x e iniciamos novamente.

(1) Como f' = —2x® —x+2, obtemos s; = mdc(f, f') = 1. Nesse ponto o algoritmo

para e retorna o polinomio sqfree(f) = a3 + 22> + 2.
Usando um algoritmo de fatoracao, poderiamos verificar que f = x3t — 2239 —

254225 = 2% (x —1)P(x —2) e, assim, sqfree(f) = 23 +22* 422 = x(z —1)(x —2).

Lema 2.1.13. (Lema de Seidenberg) Seja K um corpo perfeito e [ C K|z, ..., 2]
um ideal zero-dimensional. Suponhamos que, para todo i € {1,...,n}, existe um

polinémio nao nulo g; € I N K[z;] tal que mdc(gi, g) = 1. Entio I = /1.
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Demonstragao: Pela proposicao anterior, os polinomios gy, ..., g, sao livres de
quadrados. Iremos fazer a prova do lema por indugao sobre n. Paran = 1, o
ideal principal I C K[z1] contém um polinémio livre de quadrados. Logo, o ideal é

gerado por um polinomio livre de quadrados; ou seja, ¢ um ideal radical.

Seja n > 1. Escrevemos g; = hy...h; como produto de polinémios irredutiveis

h; € K[x1]. Afirmamos que podemos decompor o ideal I da seguinte forma:

t

I=( I+ (h)).

Que I C N._,(I + (h;)) é imediato. Para ver a outra inclusdo, tomamos f €
N_,(I + (h;)); ou seja, para todo i = 1,...,t existem r; € [ e ¢; € Klxy,...,x,] tal
que f =r;+q;h;. E claro de ver que f. H#j hj € I parai =1,...,t, e também como
mdc(Hﬁ,él hi, ..., H#j h;) = 1, resulta que podemos encontrar Iy, ...,1l; € K[z;] tal
que by [T, hj+... 1 ]1,.; hy = 1. Portanto, f = S LS [1iz; hj € I 0 que prova

a afirmacgao.

Juntando essa afirmacgao e o fato que uma intersecao finita de ideais radicais
¢ também radical, é suficiente provar que I + (h;) é radical para i = 1,...,t. Ou
seja, podemos supor que g; ¢ um polindmio irredutivel, como precisamos mostrar
que cada componente da decomposicao de I é um ideal radical, notamos g; por h;.
Entao corpo L = K{z1]/(g1) é um K-espago vetorial de dimensao finita, e o homo-
morfismo sobrejetor canoénico ¢ : Klxy,...,z,| = Llxs, ..., z,] é tal que ker(p) =
(91) € (I 4 (h1)). Oideal J = o(I + (hy)) é zero-dimensional, pois L[z, ..., z,]/J
¢ isomorfo a K[xy,...,x,]/(I + (h1)). E, percebemos que ¢(g;) = g; € L[xa, ..., Ty)
satisfazem que mdc(g,, g;) = 1 para i = 2,...,n. O ideal J é radical por hipdtese de
indugao; isto é, nao temos nilpotentes nao nulos em L|xs, ..., z,]/J. E o isomorfismo
acima garante que em K|xy,...,2,]|/(I + (h1)) também nao temos nilpotentes nao

nulos, entao (I + (hy)) é um ideal radical. Provando o lema.

Teorema 2.1.14. Sejam K € um corpo perfeito, I um ideal zero-dimensional, p > 0

42



caracteristica de K, K tendo efetivamente p-raizes , g; como no lema e g; seu
polinémio square-free calculado pelo algoritmo (2.1.12). Entao, sabemos escrever

os geradores do ideal /I da sequinte forma:

\/j = <[7gf7 7g:L>

Demonstragao: consequéncia direta do lema anterior.

Exemplo 2.1.15. Seja I = (y + 2,2%) C Qly, 2], 22 € I ¢, também, y* = (y —

2)(y + 2) + 22 € 1. Entdo pelo resultado anterior,
\/j = <y + 27227y7z> = <y7 Z>'

Observagao 2.1.16. Se o corpo K nao é perfeito o resultado de Seidenberg nao
funciona. Por exemplo, considere I = (2 —t,y? —t) C Z,(t)[z,y]. Sabemos que

xP —t e y? —t sao ambos square-free, mas 2P —yP € = x —y € \/7\[ Ou seja,

I#VI

G. Kemper em [7] propds uma bela generalizacao do resultado de Seidenberg.
Em seu artigo, é apresentado um novo algoritmo para computar os geradores do
radical de um ideal zero-dimensional em que o corpo é finitamente gerado sobre
um corpo perfeito. Ou seja, o nosso exemplo de que o algoritmo de Seidenberg nao

funciona pode ser resolvido pelo algoritmo de Kempler.
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Capitulo 3

Computacao do Radical de um

Ideal em Caracteristica Positiva

3.1 Alguns Resultados

Seja K um corpo qualquer, K[zy,...,x,] o anel de polinémios em n varidveis

sobre K e I C K[xq,...,x,] um ideal. O radical de I é, como ja vimos,

\/f:{fEK[xl,...,xn]; existe e € N tal que f°e€l}

Definimos o indice de nilpoténcia de z € v/T com respeito & I, como

nil(z,I) == min{i > 0 ;2" € I}

A dimensao de um ideal I é a dimensao de Krull de seu anel de residuos
Klxy,...,x,])/I. Se I é zero dimensional e K é um corpo perfeito, ja apresentamos
os resultados de Seidenberg em [11] para computar o ideal /I. Outro resultado
interessante, é o método de Eisenbud em [4] que s6 é aplicavel para um ideal I no

qual o radical é gerado por elementos cujos indices de nilpoténcia com respeito a [
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sdo menores que a caracteristica. Assim, o corpo sobre o qual estamos estudando
o anel de polinomios tem grande importancia. Neste capitulo, a ideia principal é
apresentar a proposta de Matsumoto em [10] para calcular o radical de um ideal

arbitrario sobre um corpo perfeito de caracteristica p > 0.

Sendo K um corpo qualquer de caracteristica p > 0. Iremos encontrar o radical
de um ideal préprio I C Klzy,...,x,]. Seja ¢ uma poténcia de p. Considere o
endomorfismo ¢:

Klzy,...,x,] = Kz, ..., 2]
f= 1

Como (f + g)¢ = f7+ g7 para todos f e g em K[xy,...,7,], entdo ¢ é um

endomorfismo de K[xy,...,2,).

Agora vamos definir,
o (1) = A{f € Klv1, ..., wal/0(f) € T}

O que nos fornece a seguinte ordem de inclusao,

ICe () VI
A proxima proposicao apresentara a importancia dessas inclusoes anteriores,

dizendo que se I # /I, entdo ¢ (1) é estritamente maior que 1.

Proposicao 3.1.1. Seja I C Klxy, ..., z,| um ideal. Com as notagdes anteriores,

temos:
(i) Se I # /I, entao p=*(I) ¢ estritamente maior que I.

(i1)Se x € VI e x # 0, entdo

nil(z, (1)) = [nil(z, I)/q],
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onde [x| = min{n € Z|n > x}.

Demonstracio: (i) Se existir z € v/I e 2 ndo pertence a I, entdo vamos mostrar

que g @N/al ¢ x=1(]) e ndo pertence a I.

Se nil(x, I) < g, entdo [nil(x,I)/q] = 1 = z{Ml@D/a)a = 29 ¢ como nil(z,I) <

q, temos que 27 € I; assim, z{M@/a)a ¢ [ Logo, gmi®N/al ¢ o=1(]).
Se nil(z,I) = q, entdo x{M@N/a)a = x4 ¢ . Logo, M @N/al ¢ o=1(]).

Se nil(x,I) > g, entdao efetuamos a divisao euclidiana do nil(x,I) por q e es-

crevemos nil(z,I) = gt +r com 0 <r < q.
pnil(z.D/al)e — ([(at+r)/al)a — p([t+r/al)a — x(t+fr/¢ﬂ)q’

como [r/q] = 1, temos x¢F7/aDe = (e — 30+4 mas ¢ > r ou r = 0, entdo

escrevemos g = r + [ para algum ntmero natural [, e z@t4 = gattr+l = grille.H+ —

nil(@h gl o que pertence a I por definicio.

T
O que mostra que ¢~ () é estritamente maior que I.

(i) Vamos mostrar que o menor expoente [ tal que o' € ¢=(I) é [nil(z,I)/q].
Fazendo a mesma divisdo euclidiana que no item (i), nil(z, ) = gt + r, onde 0 <

r < q. Obtemos
([nil(z,1)/q] — Vg = ([(gt +7)/q] — 1)g = qt +q[r/q] —q = qt,

Se r = 0, entdao nil(xz,I) = tq. Ou seja, tg é o menor natural tal que 2% € I.

Logo, t = [nil(z,I)/q| = nil(z, ' (I)). Provando o item (i4).

Se r # 0, entao
a(Tmil(w, 1) /q] = 1) = gt < gt +7 = nil(z, T),

e, também

qnil(z,I)/q] = qt + q > qt + r = nil(z,I).
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Pela definigao de nil(x, I),
x[m‘l(w,[)/q}—l ¢ 90_1(1)7

e, também

x[m‘l(z,[)/q'\ c §0_1(1>' 0

Para computar os geradores do radical de um ideal, iremos tomar ideais tais que
I # /1. Por isso, a proposicao anterior sers 1til dizendo que, nesse caso, a seguinte

cadeia é composta de inclusoes estritas:

ICe i) Ce™() S ..

Pela condicao de cadeia ascendente, essa cadeia deverd estacionar. Afirmamos
que a cadeia para em /I, pois caso contririo ela estacionaria em um ideal .JJ menor
que VI e aplicando ¢~ 1(J) obtemos um ideal maior que J. Logo, existe j tal que
a cadeia estaciona:

I ST (1) = VI

Iremos apresentar uma limitacao para esse valor j descrito acima. Antes disso,
a seguinte proposicao, que nao demostraremos, limita os expoentes dos elementos

do radical.

Proposicao 3.1.2. Suponhamos que n > 2. Seja d o mdximo do grau total dos

geradores de I e 3. Para x € V1,
nil(x, 1) < d".
Demonstragao: Ver demonstragao em [12].

Note que d depende do conjunto de geradores do ideal I e nao é unicamente

determinado por I.
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Proposicao 3.1.3. Sejam I C K|y, ..., x,] um ideal prdprio e ¢ uma poténcia do
primo p.Com as notacoes anteriores, temos:

(i) j = [loggmaz{nil(z, )|z € VT}] .

(id) § < nlogyd].

Demonstragao: (i) Definimos,

o(i) == [i/q]

7() := min{m|o™ (i) = 1}.

Como 0™(i) = 1 se, e somente se, [i/q"™] < 1;isto é,i/q™ < 1. Temos que 7(i) =
min{m| i < ¢"} = min{m| log,i < m} = min{m| [log,i] < m} = [log,i]. Sendo
j = log{max{nil(x,I)| = € VI}}, temos que j = 7(maz{nil(z, )|z € VI}). Seja
[ := [log,i]. Chamando t = log,i, sabemos que i = ¢'. Também, | = [t], assim
[—1<tet<I. Logo,

!

¢ ' <i<d,

U(Qlil) — q172 < O'(Z) S qlfl — a(ql),

Portanto, 7(i) = [log,t].

O préximo passo serd computar ¢~ '(I). Para isso, precisaremos de muitas
ferramentas ja vistas com as Bases de Groebner e, também, conceitos novos até
entao: como as fungoes polinomiais e os problemas de computar niicleos e imagens

dessas fungoes.

Definicao 3.1.4. Sendo K um corpo de caracteristica p > 0. Definimos o endo-

morfismo ¢, de K|xy, ..., z,| como

mi Mn q mi Mn
E aml...mnxl In 7 § aml‘..mnxl xn
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e o endomorfismo o, como
fxy, oy ) — f(2f, ..., 22)

Observagao 3.1.5. Como ¢ = ¢, 0 @, = @, ° Y,
P () =@ (e, (D) =9, (g ()

Poderemos calcular ¢ *(I) transformando-o em um ntcleo de uma aplicagao

especial, o que veremos na préxima secao.

3.2 Aplicacoes Polinomiais e Algoritmo de

Matsumoto

Nesta se¢ao estaremos interessados em estudar os homomorfismos entre os anéis
de polinémios K[y1, ..., ym| € K[z, ..., x,]. Definimos uma tnica aplicagdo determi-
nada por

¢y — f;
onde f; € Klxy,...,x,),1 < i < m. Isto é, se oferecemos um polinémio h €
Kly1, ..., ym], escrevemos na forma h =) c,yi*..yym, ondec, € K, v = (v1,...,Vp) €

N™, e somente finitos ¢,’s sao nao nulos. Entao, temos
o(h) = Zpe fi*- Sy = h(f1, s f) € K1, s ).

Sabemos que o ntcleo de ¢ ¢é o ideal,

ker(¢) = {h € K[y1,...,ym); ¢(h) =0},

e a imagem de ¢ é uma K-subalgebra de K[z, ...,x,]; essa subalgebra é denotada

por K|[f1, ..., fm]- Usando a teoria da elimina¢ao podemos determinar:
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(i) O nucleo de ¢, mais precisamente, uma base de Groebner para ker(¢);

(ii)A imagem de ¢, mais precisamente, um algoritmo para decidir quando um

polinomio f estd na imagem de ¢.

O passo importante dessa se¢ao serd escrever ¢, *(I) como um nicleo de uma
aplicacao polinomial e com o préximo lema e teorema seremos capazes de caracteri-
zar esses nucleos, completando o item (i), e tendo como consequéncia um processo

para computar o desejado ¢ (7).

Lema 3.2.1. Seja aq,as, ..., an, by, ..., b, elementos de um anel comutativo R. Entdo

o elemento ayas...a, — bibs...b, estd no ideal (a3 — by, as — b, ..., a, —by).

Demonstracgao: A prova é simples, usando inducao em n e o fato de que
a1as...Ay — blbzbn = al(ag...an — bgbn> -+ bQ...bn<a1 — b1>

Teorema 3.2.2. Sejam ¢ : y; — f; um aplica¢do polinomial de K|y, ..., ym| em
Klxy,..,xn) e J = (y1 — f1, oo, Ym — fm) um ideal em Klyi, ..., Ym, 1, ..., Tn]. Entao,
ker(¢) = J N Kyi, ..., Ym)-

Demonstragao: Seja g € J N K|y, ..., ym]. Entao,

m

91, ) = D (Wi = fi(@1, o )R, ooy Y X1, o ),

i=1
onde h; € K[y1, .. s Ym, T1, ..., Tp]. Como g é zero quando aplicamos em (y1, ..., Ym) =

(f1,-- fm). Entao g € ker(¢).

Por outro lado, seja g € ker(¢). Podemos escrever,

g=> iy,

v

onde ¢, € K,v = (11,...,v,) € N™. Como ¢(fi,..., f,) = 0, temos que

9=9=9(fr, - fm) =Yy = f o).

v
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Pelo lema anterior, cada termo da soma acima estd no ideal J, e entao g €

JN K[y, ooy Ym). O

Agora, lembramos que a proposi¢ao 1.6.14 nos mostrou que é possivel computar
uma base de Groebner para o ideal de eliminacao G; = G N K[xyq, ..., T,], sendo
suficiente possuirmos uma base de Groebner GG para o ideal J. Portanto, possuimos
um algoritmo para computar uma base de Groebner para o kernel da aplicacao ¢.

Primeiro, computamos uma base de Groebner G para o ideal

J = <y1 - fla vy Ym — fm> g K[yla vy Ym, L1, 73771]

com respeito a uma ordem de eliminagao cujas as variaveis em = sejam maiores do
que as variaveis em y. Os polinomios em G sem qualquer varidvel x formam uma

base de Groebner para o kernel da ¢.

Exemplo 3.2.3. Seja ¢ : Q[r,u, v, w| — Q|x,y] definida por

r—s gt

u—s Yy
3
v 2y
4
w1y

Primeiro, calculamos uma base de Groebner G para o ideal
J=(r—a'u—2’y,v—zy’w—y') CQlru,v,w,x,y]

com a ordem deglex y > x e a ordem degrevlex sobre as varidveis r,u,v,w tal que
r>u>uv>w. Naordem de eliminagao usamos qualquer ordem monomial que
faca as varidveis x,y maiores que as varidveis r,u,v,w. Obtemos uma base de
2

Groebner G = {z* —r, 23y — u, vy® — v, y* — w, yv — 2w, yr — zvu, y*u — v, 229w —

o1



V%, uv —rw, v3 —uw?, rv? —u?w, yuw — 2v*, ud —r’v, yu? — xrv}. Assim, como vimos
no teorema anterior, uma base de Groebner para ker(¢) €

G N K[r,u,v,w| = uw —rw,v® —uw?, rv? — v?w,u® — r?v.

Agora, com todas as ferramentas necessarias, estamos prontos para apresentar

a maneira de computar ¢, (I). Basta considerar a seguinte aplicagao,
o Klzy,...,x,)/] — K[X1,....,X,]/]

onde X; é uma nova variavel para ¢ = 1, ...,n. Conforme o teorema anterior, deve-
mos construir o ideal

J=(I,r, — X}, ..x, — XD).
Entao, como no exemplo anterior, podemos computar

o MI) = ker(o) = JN K1y, ..., 7).

Para finalizar, o problema restante é saber como computar ¢, (7). Quando K

1

é um corpo perfeito, a restrigdo ¢.|K é um automorfismo de K, assim ¢_' é um

automorfismo de K[z, ...,x,] e
o (1) ={f € K[z1, ...z 0e(f) € I} = {9 (y)sy € 1}

Logo, se I é gerado por f1, ..., fs, . 1(I) é gerado por ¢ (f1), ..., 0.1 (fs). Resta

apenas mostrar quem ¢ o automorfismo inverso ; !(f;), onde f; € K[z, ..., z,,].

Se K ¢ um corpo finito com p™ elementos, entao a restricao de ¢, a Fym é

(logpg)modm

ar— of

Assim, o automorfismo inverso ¢_ ! ¢

—(logpgmodm)

m
a — af
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Se K nao é perfeito, nao é conhecido ainda um método para computar ¢, ().
Agora, vamos descrever o algoritmo que apresentamos nessa secao e oferecer um

exemplo para computar o radical de um ideal.

Algoritmo 3.2.4. (Algoritmo de Matsumoto)

Entrada: Uma base de Groebner B, com qualquer ordem monomial, para um

ideal proprio I de Klxy, ..., x,] e ¢ um poténcia da caracteristica p.

Saida: Uma base de Groebner para o radical /1.

Descrigao do Algoritmo:

1. Seja B = {f1,..., fs}. Calcule p_'(f;) parai=1,...,s.

2. Calcule uma base de Groebner B’ para {¢;*(f1), ..., o2 (fs), y1— 2, ..y —29}
com uma ordem em que as variaveis x sao maiores que as variaveis y, através
do algoritmo de Buchberger. Seja B” = B'N K|y, ..., Yn), com y; trocado por

x; para cada i.

3. Se o ideal gerado por B” é igual ao B, entao tome B” e termine o algoritmo.

Caso contrario, tome B como B” e retorne ao primeiro passo.

Ja vimos na primeira se¢ao que o numero de iteracoes desse algoritmo ¢ menor
ou igual a [n log,d], onde d é o méximo do grau total dos geradores de [ e 3.
Mostraremos agora um exemplo presente em [4] que ilustra o algoritmo anterior em
caracteristica 7.

I = (2" — ayu® y* — 23u).

O primeiro passo do algoritmo nao mudara nada os geradores, pois ¢, é a funcao

identidade nesse caso. No segundo passo do algoritmo, vamos computar ¢ (7).
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Como ja vimos, devemos considerar um seguinte novo ideal em K|z, vy, z,u, X, Y, Z, U]

e eliminar as variaveis u, z,y, 2:

(2" =y’ yt — Puu” —U " — X,y =Y, 2"~ 2).

Podemos eliminar as varidveis por computacao de uma base de Groebner com

respeito a ordem de eliminagao com u, x,y, z maiores que U, X, Y, Z, que é:

UX+YZ, Y 4+X2Z UV XZ2
U2y — 73, —uz® + y, A
y' —Y, z’ — X, u’ — U,
—ulzy + 27, —ziyt +uX, u?X — zyY,
—u?ySY + X2,  —utyP + 227, —ayU +u?Z,

—PU +ud2?Z,  wda*y*Z - UY, —u*ySZ+ 2UY,

WY —ayZ?,  —u?Y? 4 2yXZ, —uby* + 23U,
wyPX — 2%, —utY + 2%y% 7, U —wyPZ,

wpUY — 22 7%, —uwPY? + 2 X7, —udy?Y + 257,

O conjunto dos polinomios que nao possuem as variaveis u,z,y,z é {-UX +
YZ,-Y3+X?*Z -UY?+XZ? U?Y — Z3}. Como j4 mostramos no algoritmo, basta

agora trocar as varidveis e concluimos que v/I é gerado por

{—ux +yz, —y° + 2%z, —uy® + 22°, v’y — 2°}.
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