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RESUMO 
 
 
 
 
 

Neste trabalho são provadas algumas estimativas de erro em espaços 

 para as aproximações de Galerkin para a solução do sistema de 

equações de Navier-Stokes. Mostra-se que o erro decresce em proporção 

inversa aos autovalores do operador de Stokes. 
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ABSTRACT  
 
 
 
 
 

In this work some error estimates are proved in spaces   for the 

Galerkin approaches for the solution of the system of Navier-Stokes 

equations . It is shown that the error decreases in inverse proportion to the 

eigenvalues of the Stokes operator. 
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NOTAÇÕES  
 
 
 
 

Abaixo estão relacionadas algumas das notações utilizadas no 
trabalho: 
 
 
 

1. nIR , Espaço Euclidiano 

2. , um aberto do Ω nIR  e ),...,,( 21 nxxxx =  

3. Ω , o fecho de  Ω

4. , a fronteira de Ω∂ Ω  

5. ∑
= ∂

∂
=∆

n

i ix1
2

2

, o operador Laplaciano 

6. grad
xxx n

=







∂
∂

∂
∂

∂
∂

=∇ ,...,,
21

, o operador Gradiente 

7. , funções  vezes continuamente diferenciáveis em Ω  )(ΩkC k

8. , funções infinitamente diferenciáveis em  )(Ω∞C Ω

9. , funções em C  com suporte compacto )(0 Ω∞C )(Ω∞

10. )(ΩD  ou )(ΩD , espaço das funções C  em Ω  ou ∞
0 Ω  com 

divergente nulo 

11. ),...,,(,
... 21

21
21 n

nxxx
D

n
ααααααα

α
α =

∂∂∂
∂

=  é um multiíndice, 

nαααα +++= ...21  

12. , denota a derivada no tempo de  tu u

 vi



13. , o espaço das funções vetoriais mensuráveis (imagem em )(ΩpL

nIR ) com p-ésimo expoente absolutamente integráveis ou essencialmente  

limitadas, para a medida de Lebesgue ndxdxdx ...1=  com a norma 

p
1

)( 







=

Ω

pxu )(∫
Ω

L
u p  ou )(sup

)(
xuessu

L
=

Ω∞  

14. , produto interno quando u( vu; ) Hv ∈,  

15.  produto interno quando u  está no dual de ( vu, ) H  

16. Sendo  espaço Banach, A 'A∈φ , define-se vv ;)( φφ = , . Av ∈∀

17.  








−=Ω∈∃Ω∈=Ω ∫
Ω Ω

φφ α
αα

α guDLgLu pppm )1();();()(,

{ }

∫W , espaço de 

Sobolev onde )(1,1,,...2,1 0 Ω∈∀≤≤∞<≤∈ ∞C  m  p  m φα  

18. W , fecho de )(,
0 Ωpm )(ΩD  em W  )(, Ωpm

19.  )()( 2, Ω=Ω mm WH

20.  )()( 2,
00 Ω=Ω mm WH
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INTRODUÇÃO 
 

   

 

Mecânica de Fluidos é uma vasta área da ciência onde são estudados 

e resolvidos diversos problemas que surgem em situações envolvendo o 

movimento de um fluido, como por exemplo, em projetos de aeronaves 

(aviões e foguetes), carros, barcos e submarinos, extrações de petróleo, 

ondas nas superfícies das águas, etc. 

A dinâmica de um fluido incompressível é descrita pela lei da 

conservação da massa e pela lei da conservação do momento (Segunda Lei 

de Newton). Na descrição euleriana, expressa-se a conservação de massa 

pela condição de o divergente do campo de velocidades ser nulo. No estudo 

analítico destaca-se o sistema de equações diferenciais parciais não-lineares 

de Navier-Stokes, cujo nome deve-se a George Gabriel Stokes (1819 – 

1903) e Claude Louis Marie Navier ( 1785 – 1836) , que expressa a 

conservação do momento. 

Tal sistema pode ser escrito da seguinte forma: 

 

fpuuuut =∇+∆−∇+ µρρ .  

 

onde as incógnitas são 

 

o vetor velocidade: u ; nIR    txu ∈= ),(

 viii



a pressão:  IR    txpp ∈= ),(

 

e são considerados dados no sistema: 

 

a densidade de massa do fluido: IR    ∈ρ , no trabalho, considera-se 1=ρ ; 

o coeficiente de viscosidade: µ ; 

o componente de forças externas: . f

No caso de o fluido ser suposto incompressível, adiciona-se ao 

sistema a equação: 

0=u div  

 

Este sistema descreve o movimento de um fluido numa certa região 
nIR    ⊂Ω  que por razões físicas considera-se 2=n  ou . Soluções 

analíticas em situações especiais são abundantes na literatura da área, cita-

se como exemplo, Melo e Neto 

3=n

[ ]  7 . Além disto, a teoria de alguns métodos 

numéricos também está bem desenvolvida,  como no texto clássico de 

Temam. 

O principal objetivo deste trabalho é fornecer algumas estimativas de 

erro para as aproximações de Galerkin em espaços de Sobolev tendo como 

base o artigo de Rautmann [ ]  8 . O principal resultado obtido neste sentido é 

o Teorema da página 27. 

O trabalho está dividido em cinco capítulos. No primeiro, apresenta-

se as Preliminares, em que são expostos alguns resultados fundamentais 

(Corolários, Proposições e Teoremas) importantes para o seu 

desenvolvimento .Também mostra-se  a caracterização do problema de 

valor de fronteira de  Stokes. No segundo capítulo são destacadas os Lemas 

2.2.1, 2.2.2 e 2.2.3 que fornecem estimativas de erro para as aproximações 

de Galerkin para o problema de Stokes. 
 ix



No terceiro capítulo é apresentado e demonstrado o Teorema 

principal de estimativa de erro, seguido da conclusão e de algumas 

sugestões para trabalhos futuros. 
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CAPÍTULO 1  
 

 

 

 

 

1. Preliminares   
 
 
 

Apresentam-se abaixo alguns resultados importantes utilizados ao 
longo do desenvolvimento do trabalho e, em seguida, a caracterização do 
problema de Stokes. 

 

 

 

 

1.1. Resultados fundamentais 
 
 
 
Proposição 1.1.1: Seja M  um subespaço vetorial fechado de um espaço de 
Hilbert H . Dada  e   uma projeção ortogonal então  é 
caracterizada por 

Hf ∈ MHP →: )( fP

 
Mv   v fPf ∈∀=− ,0));((  

 
Dem.) Veja BREZIS , p. 80. [   2 ]
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Corolário 1.1.2: Com as hipóteses da Proposição 1 tem- se 
 

H
 f      fP ≤)(  

 
Considere  em )( fPv = 0));(( =− v fPf . 
 

Assim 
 

HH

HHH

 f        fP 

  fP   f     fP ffP fP fP 

fPfPfPf

≤

⇒≤==

=−

)(

)())(;())();(()(

0))();(())(,(
2  

 
 
 
 
Proposição 1.1.3: (Identidades de Green) 
 

Seja  um domínio onde vale o Teorema da Divergência e 
sejam , então valem as seguintes identidades:  

2IR    ⊆Ω
)(2 Ω∈ C, gf

 

∫ ∫
Ω Ω∂ ∂

∂
=∇∇+∆ ds 

n
fgdy dx g ff g )(  

 

ds 
n
fg

n
gfdy dx f gg f ∫∫

Ω∂Ω









∂

∂
−

∂

∂
=∆−∆ )(  

 
 
Dem.) Veja IÓRIO [ , p. 233. ]  5
 
 
 
 
Proposição 1.1.4:  (Desigualdade de Hölder) 
 

Sejam  e v  onde )(Ω∈ pLu )(Ω∈ qL nIR⊂Ω  com ∞<<     q p    ,1  e 

111
=+

qp
 então e vale a seguinte desigualdade: )(1 Ω∈ L  v u
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∫ ∫∫
Ω ΩΩ

=















≤

qp

q
q

p
p  v  u dx  xv  dx  xu      dx  v u 

11

)(.)(  

 
 
Dem.) Veja BREZIS , p. 56. [   2 ]
 
 
 
 
Proposição 1.1.5: (Desigualdade de Poincaré) 
 

Seja  em Ω nIR  um aberto limitado e ∈u )(0 ΩpW ,  então ∞<≤     p    1

pp LL
   C     u ≤ u∇  onde a constante C  depende de Ω  e p . 

 
Dem.) Veja BREZIS , p. 174. [   2 ]
 
 
 
 
Teorema 1.1.6: (Teorema de Lax- Milgram) 
 

Seja  um espaço de Hilbert e uma forma bilinear, contínua e 
coerciva, isto é,  

A ),( vu a

 v   u  C     vu a ≤),(  e Av u    u  C    uu ∈∀≥ ,),( 2 a , então 
dado φ 'A∈ existe uma única u A∈   tal que Av   vvu ∈∀= ,), φ a ( . 
 
Dem.) Veja BREZIS , p. 84. [   2 ]
 
 
 
 
Proposição 1.1.7: Sejam E ,  e G  três espaços de Banach, T  um 
operador linear  contínuo e   um operador compacto. Então 

 é um operador compacto. 

F FE →:
GS →F:

GETS →:ο
 
Dem.) Veja BREZIS , p. 90. [   2 ]
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Teorema 1.1.8: Sejam  um espaço de Hilbert separável e T  um 
operador linear compacto e autoadjunto, então  admite uma base 
Hilbertiana formada por autovetores de 

A AA →:
A

T . 
 
Dem.) Veja BREZIS , p. 97. [   2 ]
 
 
 
 
Teorema 1.1.9: Seja T  um operador compacto com EE →: ∞=Edim  e 
seja  VP o conjunto de seus autovalores. Então vale uma das afirmações: )(T

(i)  { }0)( =TVP  
(ii)   é finito { }0\)(TVP
(iii)  { }0\)(TVP  é uma seqüência que tende a zero 

 
Dem.) Veja BREZIS , p. 95. [   2 ]
 
 
 
 
Definição 1.1.10: (Base Hilbertiana) Chama-se base Hilbertiana toda 
sucessão  de elementos de )( ne H  tais que: 

(i)  nm n m   ee  n     e  nmn ≠∀=∀= ,,0),(,1  
(ii)  o espaço vetorial gerado pelos  (  seja denso em )ne H . 

 
Sabe-se que se (  forma uma base Hilbertiana, então, todo u)ne H    ∈  

pode ser escrito na forma:  

n
n

n e euu ∑
∞

=

=
1

),(   com ∑
∞

=

=
1

22 ),(
n

n  eu  u  

 
 
 
 
Proposição 1.1.11: Seja 3IR⊂Ω  e b );.(),,( wvuwvu ∇=  onde . 
Então 

1
0 , , Hwvu ∈

V  u    vvu b ∈∀= 0),,(  e   1
0Hv ∈

1
0H wv Vu   vwu bwvu b ∈∈∀−= ,;),,(),,(   

onde V  é o espaço das funções em ( )31
0 )(ΩH  com divergente nulo. 

 
Dem.) Veja TEMAM , p. 163, Lema 1.3. [   9 ]
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Lema 1.1.12: Seja nIR⊂Ω  um aberto limitado regular. Então  uP ∆−  é 
uma norma em V  equivalente a norma de . )(2 ΩHΙ )(2 ΩH
 
Dem.) Veja TEMAM , p. 313, Lema 3.7. [   9 ]
 
 
 
 
Lema 1.1.13: (Lema de Gronwall): Sejam )(),( t  t αϕ  funções contínuas em 

 e [ bat ,∈ ] )(tβ  uma função integrável em [ ]b,a  satisfazendo: 
 

∫ ≤≤+≤
t

a
b    t    a      ; ds s st    t )()()()( ϕβαϕ  

 
Então 

 

∫ ∫ ≤≤



 





+≤

t

a

t

a
b    t    a     ; dsdu us st    t )(exp)()()()( βαβαϕ  

 
Dem.) Veja HALE , p. 36. [   3 ]
 
 
 
 
Proposição 1.1.14: Seja B  um espaço de Banach e seja  uma 
seqüência tal que  fracamente em 

Bxn ⊂)(
xxn → B , então 

Bn  x  é limitada e 
 x  inf lim       x nB

≤ . 
 
Dem.) Veja BREZIS , p. 35, Proposição III.5, item (iii). [   2 ]
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1.2  Problema de Stokes 
 

 

Seja  um conjunto aberto limitado no espaço tridimensional Ω 3IR  

com pontos ),,( 321 xxxx = . A fronteira é assumida como sendo de classe , 

isto é, ∂ . Considere o problema de valor de fronteira de Stokes:  

3C

3C   ∈Ω









Ω∂=
Ω=

Ω=∇+∆−

  em  v
  em  v div

  em  hqv

0
0  

 

onde:   é dado, ),,( 321 hhhh = 







∂
∂

∂
∂

∂
∂

=∇
321

,,
x
q

x
q

x
qq  e ( 321 ,, vvvv )=  são as 

incógnitas e  é a solução procurada    no espaço de Sobolev . v )(ΩmH
A norma em mH  é a usual: 

 
2

1

0

2

321

)( 







∂= ∑ ∫

≤++≤ Ωm    
xH

xf f m

ααα

α  

   
Os fechos de  em  ou  são denotados por D 2L 1

0H H  ou V , 
respectivamente. 

A fronteira sendo regular, como salientado anteriormente, os espaços 
H  e V  podem ser caracterizados da seguinte forma: 

 
( ){ } nuu divLu DH 0.,0:)( 32 ==Ω∈== Ω∂  

 
( ){ } u divHu DV 0:)( 31

0 =Ω∈==  
 
Dem.) Veja TEMAM , pp. 15 e 18. [   9 ]
 

De acordo com o Teorema de Weyl, se  é a projeção 
ortogonal de  sobre 

HLP →2:
2L H , logo, 0)( =∇fP  para qualquer . Hf ∈

 Então, o problema de valor de fronteira de Stokes toma a seguinte 
forma: 
 Dada Vh ∈ , procura-se uma solução  para a equação 

, pois partindo-se da equação 
2HV    v Ι∈

hqhvP =∆− v =∇+∆−  e aplicando a projeção 
em ambos os lados, obtém-se a equação da Projeção do Laplaciano: 
 6



hvP
hvP

hqPvP
hqPvP

hPqvP

=∆−
=+∆−

=∇+∆−
=∇+∆−

=∇+∆−

0

)()(
)()(
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CAPÍTULO 2  
 
 
 
 
 
 
 

2. Autofunções do Problema de Stokes 
 

 

2.1. Propriedades Fundamentais 
 

 

Com  relação as autofunções do problema de Stokes, três importantes 

propriedades devem ser consideradas: 

 

 

Proposição 2.1.1: A função  define em V  um 

operador simétrico definido positivo tendo a inversa compacta 

. 

HHVP →∆− 2: Ι H⊂

( ) HHP →∆− − :1

 

Dem.) A prova desta proposição resulta das seguintes observações, as quais 

também serão usadas nos próximos capítulos: 

 

1o) O operador linear ∆P  é simétrico em V , isto é, 2HΙ ( ) ( gP fg fP )∆=∆ ;;  

para . 2, HV   gf Ι∈

 8



 Conforme a Proposição 1.1.1, tem-se que 

( ) V    g    g fPf ∈∀=∆−∆ 0;  

 

 Portanto, pode-se escrever 

 

( ) ( ) 0;; =∆−∆ g fPg f  

 Assim 

( ) ( )g fPg f ;; ∆=∆  

 

 Mas, de acordo com a Identidade de Green ( Proposição 1.1.3) 

 

ds 
n
fg

n
gfdx f gdx g f∫ ∫ ∫

Ω Ω Ω∂









∂

∂
−

∂

∂
=∆−∆   e  0≡≡ Ω∂Ω∂ gf  

 

 Portanto ( ) ( fgg f )∆=∆ ;;  

 

 Dessa forma: ( ) ( ) ( ) ( )f gg fg fg fP ;;;; ∆=∆=∆=∆                                (1) 

 

 Por outro lado ( ) ( ) ( )f gPf g      f gPg ;;0; ∆=∆⇒=∆−∆  

 

 Então 

                                       ( ) ( ) H  gf    gP fg fP ∈∀∆=∆ ,;;                                 (2) 
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2o) O operador ∆− P  é definido positivo em V , isto é,  f  C     fP ∇≥∆−  

pois pela Identidade de Green (Proposição 1.1.3): 

 

( ) ∫∫
ΩΩ

=
∂

∂
=∇∇+∆ 0ds 

n
fgdx g ff g  pois 0≡Ω∂g  

 

 Logo ∫  ,   que pode ser escrito da seguinte 

forma: ( )

∫
Ω Ω

∇∇−=∆ dx g fdx f g

( )g f ∇∇−f g =∆; ;                                                                              (3) 

 

 Utilizando (1), pode-se obter 

 

( ) ( ) ( )g fg fg fP ∇∇−=∆=∆ ;;;  

 

 Então ( ) ( g fg fP )∇∇=∆− ;;                                                                 (4) 

 

 Fazendo fg = , tem-se 

( ) ( ) 2;;  f ffffP ∇=∇∇=∆−  

 Então 

( )  f   fP     f fP f ∆−≤∆−=∇ ;2  

 

 Utiliza-se agora, a Desigualdade de Poincaré (Proposição 1.1.5) 

 f   fP  C     f   fP      f ∇∆−≤∆−≤∇ '2  

 

 Então 
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 f  C     fP 

 f  
C

     fP 

   
  fP  C     f 

∇≥∆−

∇≥∆−

∆−≤∇

'
1

'

 

 

3o) O operador  possui a inversa compacta 

. 

HHVP →∆− 2: Ι

( ) HHP →∆− − :1

 (a) Para provar que ∆− P  é inversível, deve ser mostrado, 

primeiramente, que dada uma função Hh ∈ , existe um único v  tal que 

 . 

V∈

hvP =∆−

 De acordo com o Lema de Dubois Raymond, tem-se que 

 

( ) ∫∫
ΩΩ

∈∀=∆−⇔=∆− Vg    g hdx gvP      hvP  

 

 Mas, sabe-se que ( ) ( ) ( )g vg vg vP ∇∇=∆−=∆− ;;;  

Dessa forma,  dada Hh ∈ ,  precisa-se achar v V∈  tal que 

 

 ( ) ( ) Vg   g hg v ∈∀=∇∇ ;;  

 

Define-se a forma bilinear  da seguinte forma: a

( ) ( ) IRV  V wu   w uw ua →∈∇∇= :;,,;; φ  onde ( )w h ;; =φ w , com 

→  contínua em VxV  pois, a

( ) ( )
VV

 w   u  w   u       w u  w ua =∇∇≤∇∇= ;;  

→  é coerciva, pois, a

( ) ( ) 2;;  w w ww w a ∇=∇∇=  

→ 'V∈φ , pois, ( )
Vh  v  C w   h  C     w   h     w hw =∇≤≤= ;;φ , 
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isto é, φ  é um funcional linear contínuo em V . 

 E, utilizando-se do teorema de Lax-Milgram (Teorema 1.1.6), 

conclui-se que a equação ( ) Vg   g g v a ∈∀= ;; φ

) Vg   

 possui uma única solução 

, isto é, ( )Vv ∈ ( g hg v ∈∀=∇∇ ;; . 

 Portanto, ( )  está bem definido. VHP →∆− − :1

 

 (b) HV ⊂  compactamente, isto é,  é compacta. Isto 

decorre da imersão  ser compacta. (Veja Adams, p. 144, Teorema 

6.2). 

HVId →:
21

0 LH ⊂

 

 (c) Id ο é compacta. Isto decorre do fato de 

 ser contínua e  ser compacta, como mostra a 

Proposição 1.1.7.  

( ) HHP →∆− − :1

V→( ) HP∆− − :1 HVId →:

 

 

 

Proposição 2.1.2: O operador ∆− P  possui uma seqüência de autovalores        

λi > 0, λ1 ≤ λ2 ≤ ...; λi  → ∞ e as correspondentes autofunções   

formam um conjunto ortonormal completo em 

IN  i ie ∈)(

H . 

 

Dem.)  Neste caso, utilizamos o Teorema 1.1.8  com HA = , 

, isto é . ( 1−∆−= PT ) ( ) HHP →∆− − :1

 Sabe-se que H  é um Espaço de Hilbert separável e  já foi provado 

que  é compacto em  ( ) 1−∆− P H  e  autoadjunto, isto é, 

( )( ) ( )( )g fP 1; −−∆− P∆g f1 ;− = . 
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OBSERVAÇÕES:  

 (1) {  é chamada Base Espectral; } e i

 

 (2) HT →:   é autoadjunto ⇒ T  é autoadjunto, pois H HH →− :1

( ) ( ))(;);( vT uv uT =  

( ) ( ))();();( 11 wT uTv uT −− =  onde )(wTv =  

 Assim, ( ) ( )( ) ( ) ( ))(;;);()(); 111 vT uw uw uT TwT uT −− ===(−   

 Isto mostra que H  admite uma base Hilbertiana formada por 

autovetores de T . Além disto, de acordo com o Teorema 1.1.8  o conjunto 

( ) IN  i i ∈β  dos autovalores de ( ) 1−∆− P  forma uma seqüência que tende para 

zero. Portanto 
iβ

1
=iλ  forma uma seqüência de autovalores de ∆− P  que 

tende para infinito. Finalmente, como ∆− P  é autoadjunto, então, 

considerando os correspondentes autovetores ortonormais em , 2L ei H∈    

tem-se que 

                                                     iii eeP λ=∆−                                             (5)      

                                                                                 

 Assim   

( ) ( ) 0;;0              e  e  ee  eP    i
2

iiiiiii >⇒==∆−< λλλ  

  

 Reordenando os iλ , tem-se ...0 21             ≤≤< λλ   
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Definição 2.1.3: Define-se  o subespaço m-dimensional de mH H  gerado 

por  onde { }meee ,...,, 21 ii eP ie λ=∆−

f

. Além disto, define-se  a 

projeção ortogonal. Assim, como   tem- se:  

mm HP →: L2

2L∈

∫∑
Ω

∞

=

=== dxxe xfef    e   e f iii
i

ii )()();(
1

αα  

e, portanto, . ∑
=

=
m

i
iim e fP

1
α

 

 

 

 

Proposição 2.1.4: A seqüência 
INii

ie

  ∈











λ
forma um conjunto completo 

ortonormal em V  e para Vf ∈∀  a seqüência ( )fPi  converge para  em V . f

 

Dem.) Como  é autovetor de ie ∆− P  com autovalor iλ , tem-se 

iii eeP λ=∆−  

De acordo com (4) tem-se: 

dx 
e

 
e

dx 
e

 
e

P
i

i

i

i

k

k

i

i











∇










∇=



































∆− ∫∫

ΩΩ λλλλ
 

 

 Por outro lado, sabe-se que  

ii
i

iii ee
i

eP λ
λ

λ
λ

==






∆−  
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 então 

∫
∫

∫∫
Ω

Ω

ΩΩ













≠=

==

===


































∆−

ki            

ki   dx ee 
dx ee dx eedx 

e
 

e
P

k

i

ki
i

i

ki
k

i
ki

k

i

k

k

i

i

,00.

,1

λ

λ
λ

λ

λ

λ

λ

λ

λλ
 

 

 Portanto, 
INii

i

  ∈







λ
e





 forma um conjunto ortonormal em V . 

 

 

 Para mostrar agora que 












i

ie
λ

 é completo, considere  

contínuo e a imersão V  compacta, isto é,    é compacta. 

Então 

( ) VHP →∆− − :1

H⊂ HVId →:

( )PIdT ∆−= −1
1 ο HH →:  é compacta conforme a Proposição 2.1.2. 

Portanto, H  possui uma base ortogonal de autovetores de T , 1 vvT λ=)(1 . 

Mas, além disto, v  pois a imagem de V∈ ( ) 1−∆− P  está em V .  

 Por outro lado ( )T =  também é compacta e assim V  

possui uma base ortogonal de autovetores de ; T

VVIdP →∆− − :1
2 ο

2T vv β=)(2 . 

 Portanto, os elementos da base são os mesmos, com a diferença de 

que  é ortonormal em ie H  e 










i

ie
λ

 é ortonormal em V . 

 

 

 

OBSERVAÇÃO: Com relação a regularidade das autofunções  há 

resultados relacionando esta regularidade com a regularidade da fronteira 

 do conjunto . 

( )ie

Ω∂ Ω
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2.2. Estimativas para o erro nas aproximações em   
      termos das autofunções da equação de Stokes 
 
 
   

As seguintes estimativas fornecem resultados referentes ao erro da 

aproximação  de uma função  em diferentes espaços 

funcionais: 

mm H    fP ∈ f

 

 

 

PRIMEIRA ESTIMATIVA  

 

 

Lema 2.2.1: Supondo  então vale a seguinte estimativa do erro 

: 

Vf ∈

fPf m−

 

2

1

2 1  f      fPf 
m

m ∇≤−
+λ

 

 

Dem.) Como iii eeP λ=∆−  , então, para 1+≥ mi , 

 

 ∫ ∫ ∫
Ω Ω Ω

∆−=
∆−

== dx xeP xf dx 
xeP

xfdx xe xfef i
ii

i
ii ))(()(1))((

)()()();
λλ

(  

 

∫ ∫∫
Ω Ω++Ω











∇∇=









 ∆−
≤









 ∆−
= dx 

xe
 xf dx  

xeP
 xf     dx 

xeP
 xf 

i

i

mi

i

mi

i

i λλλλλλ
)(

)(1)(
)(1)(

)(1

11
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 pois   1+≥ mi     λλ , se  i   e  1+≥ m    
1

11

+

≤
mi

    
λλ

. 

 

Da Identidade de Parseval, sabe-se que se  então  )(2 Ω∈ L   f

∑
∞

=

=
1

22 );(
i

ief f  

 e 

 

∑
∞

=

=
1i

ii ef α    ,       ∑
=

=
m

i
im efP

1
1α

 

 Mas, = ff  ∑
∞

+=
++ +++++==−

1
1121 ...0...00

mi
mmniimm eefP ααααα

 

Então  

∑ ∑ ∑ ∫∫
∞

+=

∞

+=

∞

+= Ω+Ω
























∇∇≤








==

1 1 1

2

1

2

22 )(
)(1)()();(

mi mi mi i

i

m
iim dx 

xe
 xf     dx xe xfef f 

λλ
(6) 

 

 Mas como f ∈   e V 










i

ie
λ

 é ortonormal em V  , tem-se 

 

dx 
e

 f
e

f    
e

f
i

i

i

i
i

i i

i
i ∫∑

Ω

∞

= 









∇∇=










==

λλ
α

λ
α ;;

1
 

 

Como 
2

1

1

2








= ∑

∞

=i
iV

f α  então  

∑ ∑ ∫∫
∞

=

∞

+= ΩΩ
























∇∇≥

























∇∇=∇=

1 1

22

22 )()(
2

i mi i

i

i

i
V

xe
 f     dx 

xe
 f f  f  

λλ
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SEGUNDA ESTIMATIVA  
 
 
 
 
Lema 2.2.2: Seja  então, vale a seguinte estimativa do 
erro : 

2HVf Ι∈
fPf m−

 
2

2
1

2 1  fP      fPf 
m

m ∆≤−
+λ

 

 
Dem.) Analogamente como no Lema 2.2.1, tem-se iii eeP λ=∆−    e 

1+≥ mi     λλ   quando  . 1+≥ m    i
 
 Além disto, 
 

( )
2

2
1

2

2
1

2

2

22

)()(1))(()(1))(()(1

))((
)()()(









∆−=








∆−≤








∆−=

=






 ∆−
=









∫∫∫

∫∫

Ω+Ω+Ω

ΩΩ

dx xe xfPdx xeP xf    dx xeP xf

dx 
xeP

xfdx xe xf                                   

i
m

i
m

i
i

i

i
i

λλλ

λ

 
pois − ∆P  é simétrico. 
 
 Mas, de acordo com (4) e (6), tem-se 
 

2

1
2

1

2

1

2 )()((1)()( ∑ ∫∑ ∫
∞

+= Ω+

∞

+= Ω








∆−≤








=−

mi
i

mmi
im dx xe xfP       dx xe xf fPf 

λ
 

 
 Como 2LP ∈−  , então ∆
 

∑
∞

=

=∆−
1

)()(
i

ii xexfP α ,   onde );( ii efP∆−=α  e, assim, 

 

∑ ∑ ∫∑ ∫
∞

=

∞

+= Ω

∞

= Ω








∆−≥








∆−==∆−

1

2

11

22 ))()(())()((
i mi

i
i

ii dx xe xfP    dx xe xfP fP α  

 
 Portanto, 
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2

2
1

2 1  fP      fPf 
m

m ∆≤−
+λ

 

 
 
 
 
 
 
TERCEIRA ESTIMATIVA 

 

 

Lema 2.2.3: Seja  . Então, vale a seguinte estimativa de erro:  2HVf Ι∈

2

1

2 1)(  fP      fPf 
m

m ∆≤∇−∇
+λ

 

D.) De (4) obtém-se 

 
2

1

222

)(1)(1)( 







∆−≤








∆−=












∆−=























∇∇ ∫∫∫∫

Ω+ΩΩΩ

dx e fP  dx e fPdx 
e

fPdx 
e

 f i
m

i
ii

i

i

i

λλλλ

 

 pois 1+≥ mi     λλ  para   .  1+≥ m    i

 

Usando (4) e (5), obtém-se  

 

∫∫∫ ∫
ΩΩΩ Ω

∇∇=∆−=∆−= dx e fdx efPdx ePfdx e f iiiii )()(λ . 

 

 Então ∫  f λ  ∫
ΩΩ

∇∇= dx e fdx e iii

 

  dx 
e

 f dx
e

 fdxe f
i

i

ii

i
i∫ ∫ ∫

Ω Ω Ω










∇∇=∇∇=

λλλ
1  
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 Assim  

dx 
e

 f 
e

dx 
e

 f 
e

dx fee
i

i

i

i

i

i

i

i
ii ∫ ∫∫

Ω ΩΩ










∇∇










∇=










∇∇

∇
=∇

λλλλ
 

   

 Então 

dx 
e

 f
e

dx fe e
mi i

i

i

i
i

mi
i ∑ ∫∫∑

∞

+= ΩΩ

∞

+=










∇∇










∇=∇

11 λλ
 

 

 Como 



 e  é ortonormal em V   ( Proposição 2.1.4), então 









i

i

λ

 

( )∑ ∑ ∫∫∑ ∫
∞

+=

∞

= Ω+Ω

∞

+= +Ω








∆−≤








∆−≤

























∇∇=∇

1

2

11

2

1 1

2

2 )(11
mi i

i
m

i
mi mi

i
m dx efP     dx efP      dx 

e
 f f 

λλλ

        

  

 Portanto 

∞<∆≤∇
+

     fP       f 
m

m
2

1

2 1
λ

 

 

pois . )()( 22 Ω∈∆⇒Ω∈ Lf      Hf
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CAPÍTULO 3 
 
 
 
 
 
 

3. Estimativas de erro para as soluções do sistema 
de equações de Navier-Stokes 
 
 
 
 
3.1 Descrição do problema 
 
 
 

Seja a equação de Navier- Stokes a seguir: 

 

                                                         














=≡
=

≥≡
=

=∇+∆−∇+

Ω∂

1 ;0
)()0,(

0  0
0 

.

0

µ

µ

f
xuxu
tparau

udiv
fpuuuut

                    (7)                

 

 A qual pode ser escrita do seguinte modo: 

 

0. =∇+∆−∇+ puuuut  

 

Aplicando a projeção P  na equação acima, obtém-se: 
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0)0().( ==∇+∆−∇+ PpuuuuP t  

                                   0)().()( =∇+∆−∇+ pPuPuuPuP t                               (8)                     

 

 Pode-se fazer P uPuu ttt ∂=∂=)  pois )((     ; VuuPu ∈= e   V . H⊂

 

 Como H∇  (Veja Temam 1p∈ [ ]  9 , p. 15), então , pode-se 

escrever a equação (8) do seguinte modo: 

0)( =∇pP

 

0).( =∆−∇+ uPuuPut  

 Assim , a equação (7) pode ser reescrita do seguinte modo : 

                                                       

                           
[ [






==
≥Ω∂≡

Ω=∇−=∆−

0;
0;0

).(

0 t  uu
t   em  u

t0, x Q  em  uuPuPut

                                  (9) 

  

O problema agora é procurar , solução  

dimensional, onde {  é a base espectral, isto é, 

∑
=

=
k

i
iikk xe taxtu

1
, )()(),(

iii eeP

k

} e i λ=∆− . 

 

 Multiplicando a equação (9) por Vv ∈  e integrando em x , tem-se: 

 

∫ ∫∫
Ω ΩΩ

∇−=∆−







dx v uuPdx v uPdx v u

dt
d ).(  

 

));.(();();( vuuPvuPvu
dt
d

∇−=∆−  

 

 22



 Substituindo u  por  na equação acima e considerando v  onde 

, tem-se 

ku kV  ∈

[ VeeeV kk ⊂= ,...,, 21 ]

 

                     






=

∈∇−=∆−

.)0(

),);.(();();(

0,0,0 k  k   kk

kkkkk

V  em u  de  projeção  a  é  u   onde  ,uu

Vv  vuuPvuPvu
dt
d

               (10) 

  

 Mas, deve ser observado que 

);.();.());.(( vuuPvuuvuuP kkkkkk ∇=∇=∇  pois vvP =)(  já que  , kVv ∈

 

);();();( vuPvuvuP kkk ∆=∆=∆  

                                                              e 

( ) 





= vu

dt
dvu

dt
d

kk ,;  

 

 

Portanto, (10) fica 

 

);.();(; vuuvuvu
dt
d

kkkk ∇−=∆−





  

 

Substituindo  por e  e multiplicando a equação por    e 

somando-se em i ,obtém-se 

v

,...,

)(xi ika ,

k1=

 

);.();(; kkkkkkk uuuuuuu
dt
d

∇−=∆−





  

 

 

Note que 

 23



 

i) 2);();( kkkkk u uuuu ∇−=∇∇−=∆  

ii)  devido a Proposição 1.1.11. 0);.( =∇ kkk uuu

 

Assim, 

 

02

0)(
2
1

22

22

=∇+

=∇−−

 u  u 
dt
d

 u  u 
dt
d

kk

kk

 

 

 

 O seguinte teorema, devido a J. Heywood (veja Heywood  [  ), 

fornece um resultado de existência de soluções cujas estimativas 

utilizaremos em secções subseqüentes. 

]  4

 

 

 

 Teorema 3.1.1: Seja 3IR⊂Ω  um aberto limitado e regular, u  e T  

dados, então o sistema de equações (7) possui uma única solução u  

definida em 

V∈0 0>

[ )ε,0  com T≤ε  onde esta solução e suas aproximações de 

Galerkin satisfazem: 

 

       [ )εττ ,0)()()(
0 0,00

22 ∈∀≤≤+∇ ∫ t    F    tF    d u  tu 
t

t  onde         (11) +∈ IRF 0,0

 

                                      [ )εττ ,0)()( 0

2

0
∈∀≤∆∫ t    th    d uP 

t                          (12) 

onde  e h  são funções contínuas em 0F 0 [ ]T,0 .                        
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3.2 Estimativas de erro para as aproximações de  
Galerkin para as soluções do sistema de equações 
de Navier-Stokes 
 
 

 

 Para demonstrar o próximo Teorema, que é o resultado fundamental 
deste estudo de estimativas de erro, utiliza-se o seguinte Lema: 
 

 

Lema 3.2.1: Seja a  uma função contínua com  e b  

integrável em [  e 

0)( ≥t

] 0>

0)(' ≥ta )(t

T,0 λ . Suponha que para funções ϕ  e α  contínuas 

positivas em [  vale a desigualdade ]T,0

 

                                     ∫∫ +≤+
tt

ds s sbta      ds st
00

)()()()()( ϕ
λ

αϕ                     (13) 

 

 Então 

 

∫ ≤+
t tA    ds st
0

)()()(
λ

αϕ  , 

 

 onde  

 






=






 +=

∫

∫

t

t

ds sb t

ta ds sbttA

0

0

)(exp)(

)()()(1)(

ψ

ψ

 

 

 

Dem.)  De (13) vem que: 
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∫∫ +≤+≤
tt

ds s sbta    ds st     t
00

)()()()()()( ϕ
λ

αϕϕ  

 

 

 Utilizando o Lema de Gronwall (Lema 1.1.13) , vem  

 

ds du ub sasbta    t
tt






+≤ ∫∫ 00

)(exp)()()()(
λλ

ϕ  

 

 

 Como a ≥  é crescente as ⇒0)(' ts  para  ta    sa ≤≤≤⇒  0)()(

 

 Então 

 

)()()(exp11

)()(exp)()()(exp)()()()(

00

000 0

tads sbdu ub 

ds sb du ub tata    ds du ub sbtata    t

tt

ttt t





 





+

=




+≤





+≤

∫∫

∫∫∫ ∫

λ

λλλλ
ϕ

 

 

 

 

 

Para a demonstração do próximo Teorema, considere um 

intervalo de tempo ;  base espectral conforme Proposições 2.1.2 e 

2.1.4 anteriores. 

[ ]T,0 )( ie
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Teorema 3.2.2: Seja . Então as aproximações de Galerkin u  do 

sistema de equações de Navier-Stokes (7) satisfazem as seguintes 

estimativas de erro: 

Vu ∈0 k

 

                 [ .,0,
)(

))()(()()(
1

0
2

0

2 Tt  
tF

    ds susu   tutu  
k

t

kk ∈∀≤−∇+−
+

∗

∫ λ
]        (14)  

Aqui a função  é limitada e depende de )(0 tF ∗ T  e de  u  0∇ . 

 

 

OBSERVAÇÃO: A desigualdade (14) vale com u  no lugar de , 

desde que l , isto é, 

)(tl )(tu

k>

 

[ ]Tt  kl   
tF

    ds susu  tutu 
k

t

klkl ,0,;
)(

))()(()()(
1

0
2

0

2 ∈>≤−∇+−
+

∗

∫ λ
. 

 

Dem.) Sejam u   e  u  duas aproximações de Galerkin do sistema 

de equações de Navier-Stokes. Como a igualdade (10) vale ∀ , então  

),( txk ),( txl

kVv ∈

 

      (15)
 
 
      
      (16)





=
∇−=∆−∂





=
∇−=∆−∂

0

0

)0(
).(

)0(
).(

uPu
uuPuPu

uPu
uuPuPu

ll

lllllt

kk

kkkkkt

 

 

 Definindo uw =  e subtraindo (15) de (16), tem-se kl u−

            ).().( kkklllkktllt uuPuuPuPuuPu ∇+∇−=∆+∂−∆−∂                  (17) 
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))(()0()0()0(

).().(

).().()(()(

000 uPPuPuPuuw

uuPuuPwPw

uuPuuPuuPuu

klklkl

lllkkkt

lllkkkklklt

−=−=−=

∇−∇=∆−∂

∇−∇=−∆−−∂

                    (18) 

 

 Somando-se e subtraindo-se ).( llk uuP ∇  em (18) , tem-se 

).().().().( llkllklllkkkt uuPuuPuuPuuPwPw ∇−∇+∇−∇=∆−∂

 

).().().().( llkkkklllllkt uuPuuPuuPuuPwPw ∇−∇+∇−∇=∆−∂

)..().)((
).().().)((

llkkkllkl

llkkkkllklt

uuuuPuuPP 
uuPuuPuuPPwPw

∇−∇+∇−−=
=∇−∇+∇−−=∆−∂                        (19) 

 

 

 Porém, o termo )..( llkkk uuuuP ∇−∇ na equação acima pode ser escrito 

como 

 

)..()..( kkllkllkkk uuuuPuuuuP ∇−∇−=∇−∇  

 

 E vale a seguinte afirmação: klkkll uwwuuuuu ∇+∇=∇−∇ .... , pois 

 

kkllkkklklll

kklkllkl

uuuuuuuuuuuu
uuuuuuuwwu

∇−∇=∇−∇+∇−∇=
=∇−+−∇=∇+∇

......
).()(...  

 

 Portanto, a equação (19) fica 

 

)..().)(( kkllkllklt uuuuPuuPPwPw ∇−∇−∇−−=∆−∂  
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0)()0(

)..().)((
uPPw

uwwuPuuPPwPw

kl

klkllklt

−=
∇+∇−∇−−=∆−∂                (20) 

 

Multiplicando-se a equação (20) por  e integrando, tem-se w

 

));..(());.)((();();( wuwwuPwuuPPwwPww klkllklt ∇+∇−∇−−=∆−∂  

 

Usando o fato de que 

( ) ( ) ( ) 22 ;;
2
1;  w wwwwP  e   w 

dt
dwwt ∇=∇∇=∆−=∂  

 e substituindo na equação acima, vem 

 

( ) ( ) ( )[ ] dx w uwwu Puu PP w  w 
dt
d

klkllkl∫
Ω

∇+∇+∇−−=∇+ ..
2
1 22  

 

           22 22 −=∇+  w w
dt
d ( ) ( ) ( )[ ] dx w uwwu Puu PP klkllkl∫

Ω

∇+∇+∇− ..      (21) 

( ) 2
0

2)0(  uPP  w kl −=  

 

Mas, 

 

( ) 2
00

2
00

2
0000

2
0000

2
00

2

22

)0(

 uPu   uuP        uPu  uuP     

    uPuuuP  uPuP  w          

klkl

klkl

−+−≤−+−≤

≤−+−=−=
 

  

Por sua vez, baseando-se na primeira estimativa (Lema 2.2.1), pode-

se escrever 
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2
0

11

2
0

1

2
0

1

2
00

2
00

112

2222

 u   

 u  u      uPu   uuP  

kl

kl
kl

∇







+=

=∇+∇≤−+−

++

++

λλ

λλ
                     (22) 

 

Porém, 0 1121 ... ++ ≤≤≤≤< lk λλλλ  pois  , então kl >
11

11

++

≥
lk

    
λλ

. 

 

Portanto, tem-se de (22), o seguinte 

 

2
0

1

2
0

11

2
0

11

4.1112112  u   u       u   
kkkkl

∇=∇







+≤∇










+

+++++ λλλλλ
 

 

De  (11) conclui-se que 

 

0,0
2)( F     tu ≤∇   

 

 Então  0,0
2)0( F     u ≤∇   e  0,0

2
0 F     u ≤∇  

 

Assim, 0,0
1

2
0

1

4141 F       u   
kk ++

≤∇
λλ
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Abaixo segue a estimativa do lado direito da equação (21) em duas 

partes: 

 

I) Estimativa de  ∫
Ω

∇− dx w uu PP llkl ).()(

 

Para tal, usa-se o fato de: 

i) l  k>

ii) ,  e lP kP kl PP −  são projeções ortogonais em  2L

iii) kkkkl uu Pu P ==  

iv)  lll uu P =

 

Então, pode-se afirmar que ( )( ) ( )∫ ∫
Ω Ω

−=− lkkl u Pfw fPP 1 , para . 2Lf ∈

Pois, 

 

( )( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( )∫∫

∫

∫

∫ ∫

ΩΩ

Ω

Ω

Ω Ω

−=−

=+−−

=+−−

=−−=−

lklkl

klkkl

kklkklll

klklkl

u P fuPu f

uuPuu f

uPuPuPuP f

uu PPfw fPP

1

 

 

 

Portanto 

 

                            ( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ∫
Ω Ω

−∇=∇− lkllllkl u P uuw uu PP 1..                  (23) 
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 Por outro lado,  tem-se 

 

( )  h   g   f      h   gf      dx h gf ∇≤∇≤∇
∞

Ω
∫ .  

 

 

De acordo com o caso “c” da página 97 de Adams [ , com m , 

 e , tem-se a seguinte Imersão de Sobolev:  , onde 

. 

]  1

)(Ω   

2=

)(Ω3=n

(0 ΩCB

2=p

(0 Ω= C

02 ⊂ BC  H

)()) Ω∞LΙ

Assim, para  ⇒Ω∈ )(2Hf

2H
 f  C     f ≤

∞
 

  

 Utilizando o Lema 1.1.12  obtém-se que 0'>∃ c  C,  tal que  

 fP  c     f 

 f  C     fP 

H

H

∆−≤

≤∆−

'2

2

 

 Assim,  fP  c     f  C    
H

∆≤≤ '2 f 
∞

. 

 

 Portanto  

 

( ) 222

)(

 h  fP  c g        h   fP    g C

 h   g   fP  C     h   g   f      h   gf      dx h gf 

∆+∇≤∆∇

=∇∆≤∇≤∇≤∇
∞

Ω
∫

δδ

 

 

  pois  
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( )
ε

ε
ε

ε
ε

ε
442

2
2

2

22
2

2
22

22

ba ba    b aab

ba    ab

+=+≤







=

+≤
 

  

  

Utilizando-se as estimativas acima, vem: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

 u   uP C uP  C   u   uP  C   

  u P   u   uP  C     u P   u  u       u P   uu    

   uP   u   u      uP uu  w uu PP 

ll
k

l
k

ll

lklllklllkll

lklllkllllkl

∇∆=∆∇∆≤

≤−∇∆≤−∇≤−∇≤

≤−∇≤−∇=∇−

++

∞

ΩΩΩ
∫∫∫

2

11

111

11..

λλ

 

em que  utilizou-se a segunda estimativa (Lema 2.2.2) . 

 

Mas de  (11)  vem: 

 

0,00,0
2 F     u     F     u ll ≤∇⇒≤∇  

 Assim: 

0,0
2

1

2

1

11 F uP   C     u   uP  l
k

ll
k

∆≤∇∆
++ λλ

 

 

II) Estimativa de  ∫
Ω

∇+∇ dx w uwwuP klk )..(

 

Primeiramente, observe que, de acordo com o Corolário 1.1.2 com 

 tem- se )(2 Ω= LH
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)(2 Ω∈∀≤ Lf     f      fP k  

Agora,  

 

≤∇≤∇≤∇≤∇ ∫∫
ΩΩ

    w  wu      w   wuP      dx  w   wuP      dx w wuP  llklklk .).().().(  

 
222)(  w   uP  c w          w   uP    w        w   w   u   lll ∆+∇≤∆∇≤∇≤

∞ δδ  

 

Por outro lado:  

 

=∇≤∇≤∇≤∇ ∫∫
ΩΩ

 w   uw      w   uwP      dx  w   uwP      dx w uwP kkkkkkk .).().().(  

 

 w   uP   w  C     w   u   w  C  

   w   u   w  C     w   u   w 

 w  dx u  dx w       w dx uw 

kHk

kk

3
1

kk

∆−∇≤∇≤

≤∇∇≤∇=

=







∇








≤








∇ ∫∫∫

ΩΩΩ

2

336

2
3.26

1

3.2
2

1

2.
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OBSERVAÇÕES: 

 

1)  As duas imersões de Sobolev abaixo podem ser vistas na página 97 de 

Adams , no caso de [   1 ] nmp < , com 1=m , 2=p  e 3=n , sendo que no caso 

i abaixo,  .1=j

i)  com )()( ,12 Ω⊂Ω pWH 62 ≤≤ p ; 

ii) , assim para  tem- se )()( 61
0 Ω⊂Ω LH )(1

0 Ω∈ Hf  f  C f   C     f 
H

∇=≤ 1
06

. 

 

2)  Dada  tem- se:   2HVg ∩∈ 




 +∇≤  g     g   g   c     g 2

1
2

1

3
 

De fato  

qqpp
dx g  dx g     dx g   g dx g  g 

3
1

2
33

1

2
33

1

2
3

2
33

1

3

3 















≤








=








= ∫∫∫∫

ΩΩΩΩ

 

com  111
=+

qp
. 

 

Fazendo 
3
4

=p  e  obtém-se: 4=q

≤




 ∇+≤





 ∇+=

=≤=















∫∫
ΩΩ

   g  g   g  C    g   g    g  C  

    g   g  C      g   g dx g  dx g 
H

2
1

222
12

1
222

1

2
1

2
1

2
1

6
2

112
1

6
4

1

2
1
0

 

( )





 ∇+=

=




 ∇+≤∇+≤

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

 g   g  g  C

 g   g   g  C        g   g    g  C    
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Portanto, usando as observações acima, tem-se: 

 

( ) 222).(  w   uP  c w        w   uP     w  C      dx w uwP kkkk ∆+∇≤∆∇≤∇∫
Ω

δδ  

 

 

 Substituindo as Estimativas I e II na equação (21), obtém-se: 

 

22222
0,0

2

1

22

41

2

 w   uP  c w   uP  c w   F uP   C   

      w   w  
dt
d                                       

lkl
k

∆+∆+∇+∆≤

≤∇+

+
δδδ

λ

 

 
222

0,0
2

1

22 )()42(  w    uP  uP   cF uP  c      w   w 
dt
d

lkl
k

∆+∆+∆≤∇−+
+

δλ
δ  

 

 Escolhe-se 0>δ  tal que 042 >− δ , isto é, 
2
1

<δ , por exemplo 
4
1

=δ : 

 
222

0,0
2

1

22 )(  w    uP  uP   CF uP  C      w  w 
dt
d

lkl
k

∆+∆+∆≤∇+
+λ

 

 

 Integrando no tempo entre 0  e t  

 

ds  sw   uP  uP    Cds uP   F C  

    ds w   w  tw                          

t

lk

t

l
k

2t

0

∫∫

∫
∆+∆+∆≤

≤∇+−

+
0

222

0

2
0,0

1

22

)()(

)0()(

λ

 

 

 Utilizando a desigualdade ( 12 ) obtém-se 
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ds  w  sb 
 (t)hFC

 w      ds w   tw 
t

k

2t

0 ∫∫ ++≤∇+
+

0

2

1

00,022 )()0()(
λ

                   (24) 

 

onde )()( 22   uP  uP    Csb lk ∆+∆= . 

 

 

 Observe que, novamente , de acordo com a desigualdade (12) , tem-

se 

 

                          )(2)()( 0
22

0 0
th C     ds  uP  uP   Cds sb l

t t

k ≤∆+∆=∫ ∫              (25) 

 

 Por outro lado, já foi mostrado que 

)0(44)0( 0
1

2
0

1

2 F        u       w 
kk ++

≤∇≤
λλ

 

Onde a última desigualdade é obtida fazendo-se 0=t  em (11) . 

Substituindo a desigualdade acima na inequação (24), vem 

 

ds  sw  sb
 (t)hFC u  

      ds w   tw 
t

k

2t

0 ∫∫ +
+∇

≤∇+
+

0

2

1

00,0
2

02 )()(
4

)(
λ

 

 

Denominando  

)(4)( 00,0
2

0 th FC u  ta +∇= , 

( )  tuP  tuP   Ctb lk
22 )()()( ∆+∆= ; 

 tw t )()( =ϕ ; 

 tw t )()( ∇=α , 

e utilizando o Lema 3.2.1 com 1+= kλλ  , tem-se 
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                       )()()(11)(
0

1

2 ta  ds sb t        dt w   tw 
t

k

2t

0





 +≤∇+ ∫∫

+

ψ
λ

          (26) 

 

onde  ( ) 



 ∆+∆= ∫

t

lk  ds   suP  suP   C  t
0

22 )()(exp)(ψ  . 

 

 Então de acordo com (25), obtém-se 

 

( ) th C       t )(2exp)( 0≤ψ  

 

 Além disto, de acordo com (25), tem-se 

 

( )∫ ∫ ≤∆+∆=
t t

lk th C     ds   suP  suP   Cds sb
0 0 0

22 )(2)()()(  

 

 Substituindo as desigualdades acima na equação (26), obtém-se 

 

[ ]( )
1

*
0

00,0
2

00
)(2

1

2

)(
)(4)(211

)()(

0

++

=+∇+≤

≤∇+ ∫

k

th C 

k

2t

0

tF
 th FC u     th C e 

 
                 

    ds sw   tw                                            

λλ

 

 

 Observe que o lado direito da inequação acima não depende da 

aproximação u  com l  e é uma função contínua para t . l k> [ ]T,0∈

 Assim: 

 

                         ∫
+

≤∇−∇+−
t

k
klkl

tF
    ds  susu   tutu 

0
1

*
022 )(

)()()()(
λ

              (27) 
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Portanto, existe uma subseqüência u  em (veja 

Temam [ , p. 287). Assim 

ul → ),,0(2 HTL

]  9

 

0)()(
0

2

∫  →− ∞→

T

ll dt tutu  

 

Isto é,      ∫ <−
T

l     dt tutu 
0

2)()( ε     se      εll >

 

T
     tutu      tutu 

    dt tutu T

    dt tutu   

l
Tt

l

l
Tt

T

l
Tt

ε

ε

ε

<−≤−⇒

<−⇒

<−⇒

≤≤

≤≤

≤≤
∫

2

0

2

2

0

0

2

0

)()(sup)()(

)()(sup

)()(sup

 

 

 Assim 

 

')()( 2 ε     tutu l <−  se 0)()(lim' =−⇒>
∞→

 tutu               ll llε  

 
22 )()()()(lim  tutu  tutu     kkll

−=−⇒
∞→

 

 

 Utilizando (3.40) da página 287 de Temam [ ]  9 , sabe-se que 

 

uul →  fraco em  quando ),,0(2 VTL ∞→l , logo (  

fraco em  quando 

)()  uu     uu kkl −→−

),,0(2 VTL ∞→l . 

 

 Da proposição 1.1.14 tem-se que 
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),,0(),,0(),,0( 222 supiminflim l VTLkl
l

VTLkl
l

VTLk  uu      uu      uu −≤−≤−
∞→∞→

 

 

 

 Tomando o limite superior em ambos os lados de (26), obtém-se 

 

∫
+∞→∞→

≤∇−∇+−
t

k
kl

l
kl

l

tF
      ds susu  tutu 

0
1

*
022 )(

)()(supim)()(supim ll λ
 

 

1

*
0

0

22 )(
)()()()(

+

≤∇−∇+− ∫
k

t

kk
tF

    ds  susu   tutu 
λ

 

sendo a estimativa proposta no teorema 3.2.2 que fornece estimativas do 

erro para as aproximações de Galerkin em normas  e . 2L 1
0H
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CAPÍTULO 4 
 

 

 

 
4. Conclusão e sugestões para trabalhos originais 
futuros 
 

 

 

Neste trabalho foi apresentado uma estimativa de erro para as 

aproximações de Galerkin da velocidade nas equações de Navier-Stokes 

nas normas  e em termos dos autovalores do operador 

de Stokes: 

),,0( HTL∞

( 21       

),,0(2 VTL

...)3       <<< λλλ  com ∞=
∞→ kk

λlim

k

. Mostrou-se, assim, que 

quando  aumenta, a aproximação de ordem  (sendo  uma dimensão 

finita) o erro tende a zero na ordem inversa do valor do autovalor 

k k

kλ  , isto 

é, 
kλ

1 . 

A técnica utilizada foi o método espectral de Galerkin, adotando-se 

como funções base as autofunções do operador de Stokes. 

A grande vantagem do uso destas autofunções está, além da sua 

regularidade (pois são funções de ), na propriedade )(2 ΩH kkk uuP λ=∆ . 

Numa etapa preliminar fundamental foram apresentados três Lemas, 

(veja 2.2.1, 2.2.2 e 2.2.3), onde obteve-se estimativas em  e  da )(2 ΩL )(1
0 ΩH
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diferença entre u  e  e em todas estas estimativas surgiu a ordem 

inversa dos autovalores. Nesta etapa as dificuldades enfrentadas não foram 

no âmbito da teoria, mas sim, da técnica, devido ao uso das propriedades 

do operador 

uP∆

uP∆  . 

[   9

Na demonstração do resultado principal uilizou-se o Método de 

Galerkin juntamente com o operador uP∆  e na etapa final o resultado 

utilizado possuía uma desigualdade diferencial (veja Lema 3.2.1) 

O resultado mostrado neste trabalho tem uma aplicação direta na 

ordem da convergência de um método numérico, como por exemplo, o de 

elementos finitos, ou outro, com base no Método de Galerkin sugerindo o 

uso de autofunções onde a seqüência inversa dos autovalores convergem 

para zero de forma mais rápida possível (dependendo do domínio 

considerado). 

A maior dificuldade surgida durante este estudo foi na obtenção de 

estimativas adequadas para expressões envolvendo o operador ∆P  

diferentemente de uma situação mais geral onde poderiam ser utilizadas 

como funções bases um outro conjunto qualquer de funções (veja pp. 283 a 

289 de Temam ). ]

Como sugestões para trabalhos originais futuros pode-se citar: 

- Obtenção de estimativas de erro para normas mais exigentes em espaços 

de Sobolev ( com um conseqüente aumento de exigência nas hipóteses 

dos dados iniciais); 

 

- Obtenção de estimativas de erro para outras equações relacionadas com 

a equação de Navier-Stokes, cita-se equação para fluidos não-

homogêneos, equação para fluidos em meios porosos granulares, 

equação de Burgers, etc. 
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