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Resumo

Nosso trabalho tem o intuito de analisar a exequibilidade do estudo de equacoes
diofantinas lineares com alunos do ensino médio. Tendo em vista esse objetivo, realizamos
uma oficina, composta de cinco encontros, no Colégio Tiradentes da Brigada Militar.

As equacgoes diofantinas lineares se encontram na fronteira entre a algebra e arit-
mética. Sendo assim, fazemos algumas reflexoes acerca da situagao do ensino de élgebra
e da aritmética nesse comeco de século. Analisamos as relagbes do processo de ensino-
aprendizagem entre ambas, de maneira a propor alteracoes no atual quadro da educagao
matematica escolar. Também descrevemos mais dois importantes aspectos da educacao
matemaética que sao o contrato didatico e a engenharia didatica, sendo este segundo o
referencial de pesquisa que baseou a oficina desenvolvida.

Palavras chaves: equagoes diofantinas lineares, viabilidade de ensino, aritmética e
algebra.



Abstract

This work considers the idea of introducing Linear Diophantine Equations to high
school students. With this in mind, we offered a five workshop at High School Tiradentes.
Linear Diophantine Equations lie between arithmetic and algebra, therefore, we discuss
the teaching of arithmetic and algebra in this century. We analize the relationship between
its learning and teaching and propose some changes in the present High School math-
teaching.

We also describe two other important aspects in Math Education, Pedagogic Contract
and Educational Engineering, where the second one is the theoretical reference of this
work.
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1 Introducao

Este trabalho, além de outras coisas, analisa o ensino-aprendizagem de equagoes dio-

fantinas lineares com alunos de ensino médio e tem como objetivo:
i) examinar a viabilidade do estudo deste contetdo;

ii) avaliar se uma aula de matematica que adote a pratica de demonstrar os teoremas

utilizados, é bem aceita no ensino médio.

Uma das principais justificativas da escolha deste tema encontra-se em Brollezi (1996)
e esta relacionada com o seguinte fato: grande parte do atual ensino de matematica dé-se
através de uma énfase na abordagem através da continuidade. Sendo assim, seré feita
uma abordagem que concretize uma ligacao entre o discreto e o continuo, pois a riqueza
de uma filosofia de aula que adote esses dois aspectos fortalece o desenvolvimento de

conceitos matematicos, ja que muitos deles provém dessa interacao.

A fim de avaliarmos se o objetivo citado acima pode ou nao ser atingido, foi realizado
uma oficina com cinco encontros no Colégio Tiradentes da Brigada Militar com alunos

pertencentes aos trés anos do ensino médio.

Iniciamos o trabalho com uma reflexao teérica sobre a situacao da aritmética e da
algebra neste inicio de século feita por Lins (1997) em seu livro "Perspectivas em Arit-
mética e Algebra para o Século XXI". Tradicionalmente, a &lgebra aprendida na escola é
concebida como uma generalizagao da aritmética. Mais ainda, a aritmética é tida como
concreta (e, portanto, mais facil), e a algebra como abstrata (e, portanto, mais dificil).
Dessa forma, em nossa discussao mostraremos que essa interpretacao é inadequada em
alguns aspectos, e equivocada em outros. Levando em conta a algebra e a aritmética como
duas faces de uma mesma atividade, examinaremos a inter-relacao da aprendizagem de
uma e de outra, de modo que isso promova mudancas na educagao matematica escolar.
Essas reflexdes propoem o "desenvolvimento de um senso numérico" em vez de "apren-
dizagem aritmética" e "producao de significados para a algebra" em vez de "aprendizagem

de algebra".
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Seguimos com uma revisao sobre contrato didatico, explicitando as aproximagoes e
distanciamentos existentes com a pratica feita. O local onde foi realizado a oficina que
baseou este trabalho foi o principal motivo que me levou a estudar este conceito, ja que
muitas caracteristicas do contrato didatico vigente nessa escola sao explicitas e influem

diretamente nas atividades escolares diarias dos alunos.

Em seguida analisamos a metodologia de pesquisa da engenharia didatica, metodolo-
gia esta que busca unir a pesquisa e a pratica. E foi este o referencial de pesquisa que
baseou nossas aulas. Assim como feito no contrato didatico, apontaremos os aspectos
que se mostrarem presentes durante a elaboragao/realizagdo da oficina realizada. Em
linhas gerais, podemos separar a engenharia didética em quatro etapas: Analises prévias,
concepcao e analise a priori, experimentacao e analise a posteriori e validagao da pratica

feita.

Apresentamos também a descricao matemética do contetido que foi abordado na ofi-
cina realizada. Nesta parte trazemos a exposicao e demonstracao dos dois principais
teoremas vinculados a este contetdo, bem como a aplicagao desses resultados obtidos,
por meio da resolucao de um exemplo completo. Ressaltamos que durante a realizacao
das oficinas, nao foram somente esses dois toépicos matematicos estudados. Houve uma
revisao de conceitos e o ensino de novos contetdos necesséirios para o aprendizado de

equacgoes diofantinas lineares.

Por fim, trazemos uma detalhada descri¢ao da oficina. Nesta parte temos: i) a des-
crigao do procedimento adotado nas aulas; ii) os relatorios dos encontros feitos; iii) as

analises dos questionarios e atividades realizadas pelos alunos.
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2 Reflexoes sobre Aritmeética e
Algebra

2.1 Introducao

Como havia mencionado, agora tecerei alguns comentarios a respeito do livro "Pers-
pectivas em Aritmética e Algebra para o Século XXI" de Lins (1997), ja que este livro
trata de um assunto que se relaciona com meu trabalho. Em Matematica existem poucas
nogoes tao enraizadas como a de que devemos aprender antes aritmética do que algebra
e somente este fato ja seria motivo para se discutir este assunto. O autor argumenta que

essa idéia nao possui fundamento algum e que na realidade é prejudicial.

Para fazer esta discussao, Lins analisa alguns aspectos do processo de producao de
significados para a élgebra e a aritmética. Essa analise permitird que seja identificadas a
maneira com que a aritmética e a algebra se relacionam, diferentemente das leituras usuais,

do tipo "algebra é aritmética generalizada" ou "algebra é a estrutura da aritmética".

A leitura da producao de significado para a algebra e a aritmética que o autor faz é
baseada na seguinte idéia: é preciso iniciar mais cedo o manuseio da algebra, e de modo
que esta e a aritmética se desenvolvam juntas, uma implicada no desenvolvimento da

outra.

2.2 O lugar da algebra e da aritmética na escola e fora
dela

A aritmética e a algebra, juntamente com a geometria, formam a base da Matematica
escolar, pois esta é de fato a realidade encontrada nos livros didaticos e nas propostas

curriculares.

Mas o que seria a algebra? E a aritmética?
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Coisas de algebra sao equacoes, fungoes etc., e as da aritmética sao ntmeros, as
quatro operagoes etc. Mas o que é que vem depois do et cetera? Comegaremos com a

caracterizagao da algebra e aritmética e discutiremos o et cetera para depois.
Numeros, tabuada, quatro operacoes; eis a aritmética.

No nosso dia-a-dia esses conceitos nos ajudam a calcular precos, tamanhos, volumes
entre outras coisas. Certamente que na rua nao usamos os numeros "puros", eles sempre
representam algo e por esta razao, raramente calcularemos o produto de dois nimeros
grandes ou trabalharemos com numeros muito pequenos. Na rua, nos deparamos, sim,
com os nimeros negativos - temperaturas negativas e saldo bancario negativo -, porém
estes nao sao os mesmos nimeros negativos que encontramos na escola. Temperaturas,
por exemplo, nao sao jamais somadas. E para terminar, nenhuma pessoa espera encontrar

uma casa com o numero 1-+2i.

E na escola? Bem, 14 podemos ter nimeros com infinitas casas decimais, podemos
sempre multiplicar nimeros negativos, positivos, racionais e irracionais. Na rua sempre
podemos ter uma noc¢ao com base no que estamos fazendo de ntmeros, mas na escola
0 que se busca é o resultado exato, o que se consegue aplicando o algoritmo adequado.
Para terminar, na escola, os nimeros nao representam nada, a nao ser nos "problemas
com histoérias", e no final termina-se pedindo que os alunos esquecam a histéria e pensem

somente na Mateméatica.

Tudo isto justifica o que sempre ouvimos, de pessoas comuns, que boa parte da
Matematica aprendida na escola é intutil ou irrelevante, e talvez mesmo até toda ela:
é possivel aprender na rua a maior parte da aritmética da rua. Nao é que nao exista
aritmética na rua: é que ela é outra. Aritmética escolar embora plenamente justificada
matematicamente falando, muitas vezes nao leva em conta muitas das necessidades da
rua. E preciso insistir que, embora os significados matematicos sejam importantes para a
formagcao das pessoas comuns, o que se constata é que até mesmo mateméaticos usam em
seu cotidiano da rua métodos que nao sao os da Matemaética escolar. Essa flexibilidade
do especialista € o que queremos que nossos alunos possuam, mas ai ha um problema:
o especialista é aquele que sobreviveu, independente do método que foi usado em sua
formagao. Essa ¢ uma questao importantissima: ha pessoas que alcancaram aquela flexi-
bilidade por meio de uma educacao tradicional, outros pela Matematica moderna e outros
por qualquer outra abordagem. Mas nao sao muitos esses sobreviventes. O outro lado da

verdade é que para muitas pessoas as escolas de todos os tipos continuam fracassando.

A breve anélise feita para as diferencas entre a aritmética da rua e a escolar sugere
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que cada uma delas possui seus proprios significados e suas proprias maneiras de proceder.
Avaliar o produto desses procedimentos, sugere que essas diferengas acabam constituindo
legitimidades, pois do mesmo modo que a escola proibe os métodos da rua, alegando
que estes possuem um aplicagao muito limitada, a rua proibe os métodos da escola,
chamando-os de complexos e sem sentido algum, e dizendo que nao sao necesséarios na
rua. A Educacao Matematica precisa reconhecer que ambas as posicoes estao certas.
Isso significa que nossos alunos vivem em dois mundos distintos, cada um contendo sua

organizacao e seus modos legitimos de produzir significados.

2.3 Sobre a Aritmética

2.3.1 Tradicao e novo século aritmético

H&4 muito tempo encontramos a aritmética no ensino obrigatério de muitos paises.
As "Aritméticas" sao os primeiros livros que possuiam o objetivo de ensinar essa "arte",
que contém regras e técnicas. No passado eram dadas duas visoes para esse conceito:
a extremamente formal ou a simplesmente manipulativa, esquecendo que a aritmética
também inclui: a) representagdes e significagoes diversas; b) andlise dos porqués dos
algoritmos e divisibilidade; ¢) o uso correto e racional das regras; e d) descobertas ou
"teoremas"(LINS E GIMENEZ,1997, p.33).

A aritmética do século XX oferece respostas a problemas recentes e importantes como
a chamada matematica discreta, com a criptografia, a analise numérica etc. Sendo assim,
por que reduzir a aritmética a regras escolares? O desenvolvimento habitual do ensino-
aprendizagem da aritmética nas escolas nao aborda muitos pontos importantes e enfatiza
pontos nao tao relevantes assim. Assim aponto algumas alteracoes nas salas de aulas.
A saber: 1) diminui¢do na énfase no sistema de numeracao decimal; 2) ressaltar o valor

intercultural do fato aritmético e suas relagoes com o meio.

As aritméticas das escolas militares trabalham com a inclusao de técnicas e processos
cansativos que esquecem o proprio avango tecnologico da ciéncia. O professor deve estudar
a producao de conhecimento na historia da matemaética, e assim talvez incorporemos no
futuro novas formas e ideias. Além da histéria da matemética e da sua intervencao na
formagcao de idéias cientificas, deve-se destacar o papel fundamental das relacoes entre
aritmética e o "mundo". Nao podemos situar a aritmética escolar sem dizer sua origem e

a sua func¢ao no mundo real.
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2.3.2 Na direcao de um sentido numeérico

Em que direcao vai o ensino-aprendizagem da aritmética? Por muito tempo tem-se
valorizado o sistema de numeracao como fundamento para o reconhecimento numérico. Se
a isso era adicionado um trabalho sobre a estrutura algébrica das operagoes, supunha-se
que ja se apresentava totalmente em forma o conhecimento quantitativo. Pesquisas sobre
os parametros curriculares de diversos paises revelam a necessidade de desenvolver intui-
¢oes sobre o aspecto quantitativo das situacoes, entendendo os niimeros em seus muitos
significados, possuindo referentes para as quantidades e as operagoes. Com base nos pro-
jetos curriculares dos anos 90, encontraremos os cinco elementos seguintes: i) devemos
relacionar os numeros com a realidade; ii) desenvolvimento de um sentido numérico; iii)
consideragao da aritmética desde suas diferentes linguagens, promovendo sentido e jus-
tificagoes diversas relacionadas a niicleos de experiéncias distintos; iv) reconhecimento e
uso do célculo; e v) estimulo & analise da estrutura numeérica (LINS E GIMENEZ,1997,
p.59).

Mas afinal de contas, o que ¢é sentido numérico? Os estudantes devem dispor de téc-
nicas necessarias para reconhecer o valor de quantidade, ordem, situagao e operacao, que
se expressam por meio de niimeros e correspondem a inimeras situagoes reais. Muitos
resultados vém mostrando que os alunos nao valorizam, nem a estrutura escolar curricular
desenvolve, um saber intuitivo sobre os nimeros. Atualmente, estéd-se desenvolvendo a
concepcao de sentido numérico como o conjunto de caracteristicas e de rede de relacoes que
permitem a relacao de ntmeros e operagoes, cujo objetivo é resolver problemas flexivel-
mente e mediante formas criativas, uma nog¢ao proposta por Judith Sowder, pesquisadora
norte-americana. A entrada num "sentido numérico" implica diversas agoes cognitivas,
como: a) embora reconhecer uma operatividade de técnicas, ndo se trata de executar um
pensamento algoritmico; b) nao hé sentido numérico sem um processo de auto-regulagao do
pensamento, incerteza nos dados e resultados que se tem; ¢) da-se numa multiplicidade de
caminhos e diversidade de solu¢oes, de maneira que a producao de juizos correspondentes
nao pode afirmar que tal raciocinio seja melhor que o outro; d) inclui a complexidade,
necessita atribuir significado e requer um esfor¢o(LINS E GIMENEZ,1997, p.60).

As caracteristicas mais importantes para um bom sentido numérico sao: identificar
significados para os ntimeros, descobrir relacoes e padroes, imaginar e descrever uma quan-
tidade em funcgao de outras e intuir e estabelecer raciocinios na resolucao de problemas.
H& também fatores de atitude e valor como o saber situa-se no "mundo dos niimeros", e

reconhecer o valor e limites do uso do célculo mental, escrito e com calculadora.
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2.3.3 Um novo curriculo operativo

Prossigo indicando algumas consideracoes que devem fazer parte do novo curriculo

operativo, segundo Lins e Gimenez:

a) Deve-se superar preocupagoes tecnicistas. Os fracos desempenhos em provas de
calculo mostram-se ainda como algo desanimador e que deixa os professores em ma situa-

Gao.

b) Eliminar a independéncia de campos numéricos, que ocupam normalmente ligoes
separadas, e também promover trabalhos inter-relacionados entre o entre o aritmético e

outros aspectos da matemaética.

c) Deve-se dedicar menos tempo ao esforgo repetitivo e mecanico de processos ja

abordados.

d) Utilizar mais o trabalho interdisciplinar que nao deve ser reduzido a motivagoes e
uso de procedimentos comuns. O calculo e a aritmética nao devem esquecer as relacoes
com a musica, as vinculagoes das representacoes e das tabelas numéricas com a descoberta

de propriedades que surgem da geografia, os fenémenos fisicos etc.

As palavras que usamos para expressar conteudos, raciocinios e conversagoes aritméti-
cas possuem ambiguos significados. Os simbolos também possuem diversos significados e
usos distintos. As palavras s@o em muitas ocasioes usadas de maneiras diferentes da que
o professor esperava... Mas pertencem a linguagem que expressa o aritmético e deve-se
considerar que, as vezes, elas criam dificuldades. Assim, para promovermos o uso da
linguagem devemos introduzir situagoes motivadoras que fujam das perguntas cléssicas e
convidem & produgao: a) de historias com questdes abertas; b) de situagdes em que nos
colocamos "no lugar do outro"; ¢) de encaminhamento de um didlogo com alguém que

nao esta presente

2.3.4 Avaliando o aritmético

A fim de resumir todas as idéias expostas faco comentarios sobre elas considerando
uma perspectiva de avaliagao. Isso faz com que reconhegamos objetivos que correspondam
aos principios da chamada "nova aritmética" para iniciar o século XXI e a forma de con-
duzir sua implantagao. Significa também indicar uma maneira de acompanhar continua-
mente o desenvolvimento dessa implantacao na sala de aula, e de analisar o que ocorre

com o conhecimento dos estudantes e as crencas do professor, o que se relaciona com o
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que ha de formativo na avaliacao.

Segundo Lins e Gimenez, os principais objetivos que o ensino da aritmética propoe

sao os seguintes:

1) Desenvolver uma capacidade minima interpretar o que existe de aritmético em

situacoes reais.

2) Ter dominio sobre alguns processos gerais aritméticos que possibilitem a resolugao

de problema por meio de métodos diversos.

3) Dominar algumas bases conceituais importantes, reconhecendo sua aplicabilidade

em situagoes concretas.

4) Ser capaz de formular hipoteses frente a problemas, vinculando as justificativas

necessarias a diversos raciocinios.

2.4 Sobre a Algebra

Ha certo consenso sobre o que a algebra trata: equagoes, calculo literal, fungoes, por
exemplo, mas mesmo ai ha diferengas - graficos sao ou nao da élgebra? O problema de um
consenso construido dessa maneira, baseado em contetidos, é que é possivel saber que isto
ou aquilo "é" algebra, e trabalhar esses conteudos, mas nao podemos saber duas coisas
fundamentais: a) se existem outros topicos que também deveriam estar ali; e, b) fica dificil
saber de que forma organizar um curriculo para a educagao algébrica, e até mesmo se os
topicos tradicionais sao tao importantes quanto sua inclusao tradicional em curriculos
parece indicar. Os distanciamentos existentes nas concepgoes algébricas possuem raizes

diferentes em diferentes conceitualizagoes da agao algébrica (LINS,1997, p.89).

2.4.1 Educacao algébrica

Lins discute aqui o fato de que propostas para a sala de aula resultam sempre de
visoes do que seja aquilo que queremos promover através do ensino. Uma maneira de
falar isso é dizer que as propostas para a sala de aula nunca sao "neutras" em relacao a
pressupostos de toda ordem: relativos a natureza dos objetos que ali sao apresentados ou
relativos a concepgoes do saber. O que faremos a seguir sera uma discussao sobre uma

abordagem para o ensino-aprendizagem da algebra.

O autor inicia a discussao pelas tendéncias "letristas". Alguém que acredite que a
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atividade algébrica se resume a um "calculo" com letras, pode propor o que para a sala
de aula? Talvez adote, seguindo algumas péssimas idéias sobre educagao matemaética, a
pratica de usar a "seqiiéncia" técnica/pratica. Isso é o que mais encontramos nos livros
didéaticos e essa é uma situacao desagradavel. Assim, surge a pergunta porque essa pratica
é tao popular? Ha a resposta usual, de que muitos professores, nao estando "preparados",

simplesmente seguem o que os livros propoem.

Por um lado, é verdade que precisamos que as editoras e universidades produzam
melhores materiais didaticos, mas por outro, é provavel que a repeticao dessa pratica por
tanto tempo, aliada ao fato de que o livro assume um papel de autoridade, termine por

constituir a nocao de que a atividade algébrica ¢é "calculo literal".

Seria ingenuidade achar que a enorme aceitacao dessas praticas "letristas" ocorre s
por resignagao dos professores: é preciso entender que elas correspondem bem a uma
certa visao da atividade algébrica, caso contrario, nao sobreviveriam. E é necessario ter
consciéncia de qualquer proposta de mudanca vai ter de passar por convencer muita gente

de que a atividade algébrica nao é "calculo literal".

H& uma corrente em educagao matematica que também toma como ponto de partida
o "concreto", mas num sentido diferente. Para eles o "concreto"é visto como real, e as
atividades sao investigacoes de situacoes reais. Aqui situam-se baseadas em modelagem
matematica e as propostas baseadas em investigagbes. Através dessas perspectivas, a
educacao algébrica se d4 na medida em que a producao de conhecimento algébrico serve
ao proposito de organizar uma situacao, como um acessorio e nao como um objeto primério
de estudo. Em relacao a caracterizacao da atividade algébrica, nao hé uma visao comum
a todas essas abordagens, o que mostra que é possivel que o fator que primeiro identifica
uma linha na educagao algébrica, nao seja aquela caracterizacao: necessitamos ir além da

primeira impressao para identificar diferengas entre propostas similares.

2.4.2 Tematizando a proposta

Faco agora uma breve anélise sobre os Parametros Curriculares Nacionais para o En-
sino Médio (PCNs) no que tange a questao da atividade algébrica. Os PCNs afirmam
que os alunos do Ensino Médio devem aprofundar seus conhecimentos sobre niimeros e
algebra, relacionando-se com outros conceitos e nao se separando dos problemas e da
nogao socio-historico que esta na origem desses temas. Estes contéudos estao ligados ao
desenvolvimento de habilidades que dizem respeito & resolugao de problemas, a familiari-

dade com a linguagem simbodlica e a capacidade de usar a Matematica na interpretacao e
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intervengao no real.

Acerca das competéncias e habilidades que devem ser desenvolvidas no ensino de
Matematica do Ensino Médio estao a leitura e interpretacao de textos mateméticos, pas-
sagem de mensagens matematicas da linguagem corrente para a linguagem simbolica. A
atividade algébrica exercita os aspectos citados a pouco e investiga os significados sendo
produzidos no inteiro de uma atividade. Isso significa que o recorte do que seja "algebra"
nos serve apenas para identificar atividades que podem envolver pensamento algébrico, o
que é importante do ponto de vista da educacao matematica, embora, visto do ponto de

vista puramente epistemologico, seja irrelevante dizer se isto ou aquilo é ou nao éalgebra.

Dessa maneira, penso que um estudo de élgebra ou que envolva o pensamento algébrico
deve ser capaz de desenvolver no aluno a capacidade de utilizar a Matemética na interpre-
tagao e na intervencao no real. Deve-se também garantir que o discente adquira habilidade
para lidar com as simbologias, terminologias e os conceitos algébricos, de maneira que seja
capaz de ajustar seus conhecimentos sobre Algebra para a construir um modelo que sirva

para a interpretacao e investigacao em Matematica.
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3 Contrato Diddtico

3.1 Introducao

As nogoes de contrato didatico que apresento estao baseadas na definicao dada por
Guy Brousseau (SILVA, 1999) e nas contribui¢oes fornecidas por Régine Douady. A
relacao professor-aluno muitas vezes funciona como cldusulas de um contrato. KEssas
regras, entretanto, quase nunca sao explicitas, mas se revelam quando as mesmas sao
transgredidas. O conjunto das clausulas, que estabelecem as bases das relagoes que os
professores e alunos mantém com o saber, constitui o chamado contrato didatico. Esta
nocao de contrato didatico supoe a compreensao da escola como um local responséavel pelo
fornecimento do saber escolar, sendo assim, d4a a idéia de ser uma tradicao cultural. E
importante notar que o contrato didéatico esté diretamente relacionado com a estratégia

de ensino que sera adotada, adaptando-se a diversos contextos.

A oficina que baseou meu trabalho foi realizada no Colégio Tiradentes da Brigada
Militar e este foi o principal fator que me motivou a estudar esse importante conceito,
pois este ¢ um local onde os preceitos do contrato didatico revelam-se em muitos momentos

da rotina escolar.

3.2 Ruptura e Renegociacao

O contrato didatico evidencia-se quando é transgredido por um dos componentes da re-
lagao didatica. Quando isso ocorre, é preciso que haja a ruptura e renegocia¢cao do mesmo
para o avanco do aprendizado. O contrato didatico existe em fungao do aprendizado dos
alunos. A cada nova etapa da construcao do conhecimento o contrato é renovado e rene-
gociado. Muitas vezes essa renegociacao pode passar despercebida pelos parceiros da
relacao didatica. Os discentes, em geral, encontram dificuldades em se adaptar a uma
mudanca de contrato. E certo que a renovacio e a renegociacao dependem nao s6 do tipo

de trabalho, como também do meio onde se dao as praticas pedagogicas.
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3.3 Efeitos do Contrato Didatico

A maioria das dificuldades dos discentes em obter um bom desempenho escolar deve-
se aos efeitos de um contrato didatico mal-colocado ou mal-entendido. Este traz no seu
bojo a marca da expectativa do docente em relagao a classe de alunos ou até mesmo
um aluno em particular. Isso pode estabelecer um acordo técito entre ele e o aluno; o
professor limita sua exigéncia & imagem que faz da capacidade do aluno e este, por sua

vez, limita sua acao & imagem de si proprio que o professor lhe refletiu.

Querendo que seus alunos tenham bons desempenhos, o professor tende a facilitar-
lhes a tarefa de variadas maneiras como, por exemplo, ensinamento de pequenos truques,
algoritmos e técnicas de memorizagao ou mesmo indicando-lhes pequenos passos nos pro-
blemas. Muitas vezes o resultado obtido pode ser o contrario daquele que esperavamos.
Tudo isso pode impedir que o aluno compreenda o que esta se passando. Tais praticas,
movidas pela sensacao de que o esforco exigido dos alunos esteja sendo grande demais, po-
dem propiciar uma revisao dos objetivos da aprendizagem, ocasionando um rebaixamento

dos mesmos.

Por causa do que se costuma ter como maxima da relacao didatica: "o docente deve ser
amigo do aluno", sacrificam-se muitas vezes os objetivos principais do ensino. O professor
passa a ensinar apenas aquelas partes do assunto em que os discentes aparentemente
possuem mais facilidade de "aprender"e colocar como objetos de estudo suas proprias
explicagoes e seus meios heuristicos, em vez de ter como objeto o verdadeiro conhecimento
matemético. Como o aluno obtém um bom desempenho nas provas e testes, ele acha que
esse é 0 bom professor, pois sabe explicar bem e é amigo dos alunos. A vontade de inserir
conhecimento em atividades familiares pode conduzir o professor a trocar a problematica
real e especifica por outra, talvez metaférica, mas que nao confere sentido correto a
situacao. Entretanto, em instituicoes de ensino como o Colégio Tiradentes, o docente nao
faz questao de possuir um vinculo "amigavel"com seu aluno, pois agindo desta maneira,

ele pode pensar que sua autoridade possa vir a ser enfraquecida.

Em nossa pratica, adotamos a filosofia de demonstrar todos os teoremas e proposi¢oes
que seriam utilizados, com o intuito mostrar a origem dos resultados obtidos. Os alunos
nao estavam acostumados com essa dindmica de aula e no comego sentiram um pouco
de dificuldades para acompanhar os raciocinios feitos nas demonstragoes, entretanto em
nenhum momento a matéria foi "facilitada", pois do contrério, estariamos rebaixando a
riqueza intelectual do contetido. Deve-se ressaltar que os alunos se mostraram receptivos a

esse sistema de aula e estavam cientes de que o curso traria novidades que requerem estudo
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e persisténcia. Toda a turma apresentou grande constancia e empenho na superacao de

suas dificuldades.

Outro efeito do contrato didatico é o de se tomar como objeto de estudo uma téc-
nica que seja util para a resolugao de um problema, perdendo-se de vista o verdadeiro
saber a ser desenvolvido. Mas para que possamos buscar o conhecimento, antes de tudo
precisamos fazer uma coisa muito mais primordial que é pensar. Mas o que faz com que
pensemos? A resposta é o problema. Em duas obras publicadas no final da década de
1960 (Ldgica do sentido e Diferen¢a e repeti¢ao), Gilles Deleuze diz que o problema desem-
penha um papel central, como aquilo que mobiliza o pensamento e o move, como aquilo
que faz pensar. Uma caracteristica essencial do problema ¢é que ele é sempre singular e
quase nunca apresenta uma féormula predeterminada. E estd exatamente aqui o motivo
que faz com o problema nos coloque a pensar, justamente porque nao somos capazes de
compreendé-lo de antemao; ele nao nos fornece uma resposta pronta, mas apresenta-se
para nés como um desafio a ser enfrentado, para o qual uma resposta deve ser construida.
(GALLO, 2008, p.117)

Falemos agora do efeito do uso abusivo da analogia. As metaforas sao quase sem-
pre tlteis para ajudar a compreensao, mas seu uso excessivo pode limitar o conceito em
questao. Resolver um problema procurando as respostas num contexto analogo é uma
boa pratica heuristica, mas limitar a conclusao a famosa frase: "caimos novamente no
problema anterior"pode fazer com que o aluno evite abordar o problema colocado direta-

mente.

Encarar o ensino como a transferéncia ao aluno da responsabilidade do uso e da
construgao do saber pode dar origem a uma situacao paradoxal. O professor deve ser
capaz de fazer com que o aluno resolva problemas que ele lhe propoe a fim de fazer com
que o mesmo caminhe com suas proprias pernas. Mas se o aluno produz sua resposta sem
ter feito ele mesmo as escolhas que caracterizam o saber conveniente e que diferenciam
esse saber dos conhecimentos insuficientes, sua producao nao é aquela indicada para o
objetivo da construcao do conhecimento, uma vez que devemos nos focar naquilo que é
mais importante e essencial. Isso ocorre quando o professor é levado a dizer ao aluno como
resolver o problema proposto. O aluno, nao tendo feito nem escolhas, nem tentativas de
métodos, nao da a prova esperada da apropriacao desejada. Ele apenas tem a ilusao de
que cumpriu a tarefa proposta e que apreendeu o objeto que o docente pretendia lhe

ensinar.

O professor tem o dever de ensinar os aspectos fundamentais sobre o saber. O aluno,
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sobretudo aquele que esta com dificuldades em resolver a questao, solicita sua interferén-
cia. Quanto mais o professor cede as solicitacoes do aluno, mais arrisca perder as suas
chances de obter e constatar objetivamente a aprendizagem que ele realmente deve visar.
O contrato didatico coloca o docente de frente a uma verdadeira injuncao paradoxal: tudo
aquilo que ele empreende para fazer produzir no aluno os comportamentos que ele espera
tende a privar este ultimo das condi¢oes necessarias para a aprendizagem da nocgao dese-
jada. O aluno, por sua vez, também se vé diante de uma injuncao paradoxal: se ele aceita
que, de acordo com o contrato, o professor lhe ensine os resultados, ele proprio nao os
produz e dai ele nao aprende. Se, ao contrério, ele recusa toda a informacgao do mestre,
a relacao didatica se rompe, mas dificilmente isso acontece, ja que o discente, na maioria

das vezes, procura agradar seu professor para que o mesmo obtenha bons resultados.

Isto nao constitui uma contradi¢cao, porém o saber e o projeto de ensino nao devem
avancar sob esse "faz de conta", sob uma mascara, pois do contrario, a construcao do
conhecimento pode ser feita de maneira equivocada. Aprender implica, por si mesmo,
que o aluno aceite a relacao didatica, mas que ele a considere provisoria e se esforce
para "caminhar com suas proprias pernas". Para isso, muito ajudarda o desempenho do
professor nao s6 durante a execugao das atividades, como também na elaboragao e re-
elaboracdo de situagoes/problemas que possam estimular e instigar seus alunos. Dessa
forma, em nossas oficinas foi criado um ambiente que possibilitou deixar os alunos pensar,

opinar, discutir e resolver os exercicios/demonstragoes.

Grande parte das regras do contrato didatico esta implicita, mas nem por isso deixa
de ser coercitiva e seguida. A renegociacao continua do contrato propicia uma revisao
dos objetivos do ensino-aprendizagem, podendo contribuir para um rebaixamento de tais
objetivos. Ao mesmo tempo em que o professor quer que seus alunos tenham bons re-
sultados, ele pode pensar que o esfor¢o deles exigido é grande demais. Dessa forma, ele
tende a facilitar-lhes a tarefa de diferentes modos, como: explicagoes abundantes e ensi-
namento de certos algoritmos. Contratos didaticos mal-adaptados podem gerar iniimeros
mal-entendidos e sentimento, por parte dos alunos, de terem sido enganados. Por um
lado, os alunos desejam se adaptar as regras e, por outro, a versatilidade de um professor
pode gerar a idéia de que nunca se sabe o que esse professor quer. E preciso tomar muito
cuidado com esses descontentamentos, pois eles podem desembocar em recusas ou, até

mesmo, em fracassos escolares.

Apresentada a nog¢ao de contrato didatico, trago agora uma rapida analise sobre o
questionério que foi respondido pela professora de matematica dos alunos que partici-

param da oficina.
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A primeira pergunta era sobre o cumprimento das atividades atribuidas aos alunos.
A resposta foi que a maioria dos alunos é responsavel, o que demonstra o grande compro-

metimento dos discentes com as suas obrigatoriedades.

O segundo questionamento versava sobre as interagoes entre professor e aluno durante
as explicacoes. A professora disse que é preciso considerar que o nivel de integracao
possui algumas variaveis: 1?) ligada a matéria em exposi¢ao. Sendo ela algo totalmente
estranha a turma, a interacdo é praticamente nula, apenas para dirimir davidas; 2°)
ligada a maturidade da turma. Alguns alunos sao inseguros para fazer questionamentos

e discussoes.

O terceiro questionamento pedia que fossem citadas as principais caracteristicas do
contetdo didatico e da dindmica de aula vigente no Colégio Tiradentes. A professora
afirmou que o contetido didatico é misto e se da pela exposicao tradicional da matéria
seguida por uma segunda fase apoiada pelo material didatico direcionado a esse trabalho
de aprendizado. Dessa maneira o aluno produz conhecimento através da resolucao de
problemas voltados para sua realidade futura (concursos vestibulares e militares) sendo
esse conteudo discutido e avaliado posteriormente pelo professor. Neste ponto fica evidente
a preocupacao da escola em preparar bem o seu corpo discente para futuros concursos,

sendo que a filosofia de ensino adotada nas aulas é totalmente voltada para esse objetivo.

A 1ultima interrogacao, falava a respeito das renegociagoes do contrato didéatico. A
resposta dada foi que normalmente nao ocorrem essas renegociacoes, ja que os alunos

sempre cumprem as tarefas que lhes sao conferidas.



24

4 Engenharia Diddtica

4.1 Introducao

A idéia de engenharia didatica surgiu no inicio da década de 80, com o intuito de
designar uma forma de pratica didatica. Comparando-se com o trabalho de um engenheiro
que se baseia nos seus conhecimentos especificos, submete-se a um controle de cunho
cientifico, mas que também age sobre conceitos mais complexos do que os conceitos jéa
analisados pela ciéncia. Essa designagao buscava abordar duas questoes importantes da

acao didatica da matematica na época. Sao elas:
- as relagoes entre a investigacao e agao do sistema de ensino;

- 0 papel que convém levar - realizacoes didaticas - a exercer na sala de aula, no seio

das metodologias da investigacao didatica.

Chevallard em seu texto para a Segunda Escola de Verao de Didatica da Matemética,
que ocorreu em Orleas em 1982, manifesta essas preocupagoes (CHEVELLARD apud AR-
TIGUE, 1988,p.194). Ai escreve ele, nomeadamente, a respeito do primeiro aspecto: Colocar
o problema da engenharia diddtica € colocar, relacionando-o com o desenvolvimento atual
e futuro da diddtica da matemdtica, o problema da a¢ao e dos meios da agdo sobre o

sistema de ensino. (p.28)
No que tange a segunda questao, Chevallard argumenta sobre dois pontos:

1°) As metodologias denominadas externas - exercicios, provas -, nas quais se funda-
mentam grande parte das investigacoes publicadas na época, por serem de facil reconhec-
imento, sao insuficientes para captar a complexidade do sistema estudado e dar énfase a

essa abordagem seria um risco para a didatica, devido sua juventude teérica.

2°) A pratica didatica na sala de aula possui outra importante funcdo que é a de
por a prova construgoes teodricas elaboradas nas investigagoes, pelo envolvimento dessas

constru¢oes num mecanismo de produgao.
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Assim trata-se finalmente:

- por um lado, de nos distanciarmos das relagoes entre investigacao e agoes pensadas,
seja em termos de inovacao, seja por intermédio da nocao de investigacao, para afirmar
a possibilidade de uma acao racional sobre o sistema, baseando-se em conhecimentos

didaticos pré-estabelecidos;

- por outro lado, de marcar a importancia da - realizagao didatica - na sala de aula
como préatica, por razoes ligadas a situagao de juventude da investigacao didatica e tam-
bém para responder a necessidades permanentes de colocagao & prova das construgoes

teodricas feitas.

4.2 A Engenharia Didatica, Metodologia de Investi-
gacao

4.2.1 Caracteristicas gerais

A engenharia didatica tem por caracteristica ser um esquema experimental baseado,
na concepcao, na realizagao, na observacao e na analise de seqiiéncias de ensino. Dessa
maneira, distinguem dois niveis, o da micro-engenharia e o da macro-engenharia, de acordo
com a importancia da pratica didatica na realizacao didatica. As investigacoes de micro-
engenharia sao as mais faceis de comecar, mas a complexidade da sala de aula, nao
permite compor essa complexidade com a complexidade essencial dos fendémenos ligados
a duragao nas relagoes ensino/aprendizagem. J4a as investigacoes de macro-engenharia
sao, pois, apesar de todos os empecilhos metodologicos e institucionais que se apresentam

incontornaveis.

Outra caracteristica é o registro no qual se situa e pelos modos de validagao que
lhe sao associados. Com efeito, as analises que recorrem a experimentacao na sala de
aula estao situadas numa comparacao com validagao externa dos desempenhos de grupos
experimentais. Este nao se constitui ser o paradigma da engenharia didatica, o qual se
situa no lado oposto, e cuja validacao é basicamente interna, fundada no confronto entre

a analise a prior: e a analise a posteriori.

Os objetivos de uma investigacao de engenharia didatica podem ser muitos. Em seu
comunicado ao congresso PME11, intitulada - A engenharia didatica, um instrumento
privilegiado para uma descoberta da complexidade na sala de aula - (DOUADY apud
ARTIGUE, 1988,p.197), distingue R. Douady as anélises que visam estudar os processos
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de aprendizagem de um dado conceito e, portanto a formacao de géneses artificiais para
um dado conceito, daquela que sao transversais aos contetidos, ainda que o seu suporte

seja o ensino de um dominio preciso.

4.2.2 As diferentes fases da metodologia de engenharia

Existem, neste processo, quatro fases: a fase das analise prévias, a fase da concepcao
e da anélise a priori das situagoes didaticas da engenharia, a fase da experimentacao e,

por fim, a fase da anéalise a posteriori e da validacao.

As Analises Prévias

Numa investigacao que se adota a engenharia didatica como metodologia, a fase de
concepgao apoia-se num quadro tedrico didatico geral e em conhecimentos didaticos ja
adquiridos no dominio estudado, mas também baseia-se num certo niimero de anélises

preliminares que sao, na sua maioria:
- a analise epistemologica dos contetidos visados pelo ensino.
- a analise do ensino habitual e os seus defeitos.

- a analise das concepgoes dos alunos, das dificuldades e obstaculos que travam sua

evolugao.
- a analise dos objetivos especificos da investigacao.

Geralmente os trabalhos realizados pelo investigador com o objetivo de servirem de
base a concepcao de engenharia sao retomados e aprofundados ao cabo da diferentes fases
do trabalho, devido as necessidades, nao sendo por isso prévio senao a um primeiro nivel
de elaboracao. Evidentemente que as exigéncias de analise prévia nao serao as mesmas
para uma investigacao cujo objetivo é a formagao de uma génese artificial do conhecimento
num campo conceitual determinado. Na maioria dos trabalhos, nem todas as diferentes
componentes de analise mencionadas atras intervém de maneira explicita. Podera ser
um bom exercicio de didatica identificar as dimensoes privilegiadas e tentar procurar, a

posteriori, o seu sentido didatico.

Como exemplo, traremos um caso relativo a investigacao que o autor levara a cabo
desde ha trés anos sobre o ensino de equagoes diferenciais em DEUG primeiro ano (AR-
TIGUE apud ARTIGUE, 1988,p.199). A primeira fase esté estruturada a volta da andlise

do funcionamento do atual ensino. A anélise constata que o funcionamento deste sistema
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didatico esta insatisfatorio. Investiga-se esse aspecto do funcionamento e os constrang-
imentos que tendem a fazer dele um ponto de equilibrio e posteriormente buscam-se
condicoes de existéncia de um ponto de funcionamento mais satisfatorio. Esta analise
dos constrangimentos apoia-se na identificacao, na respectiva area matemaética, de trés
quadros de desenvolvimento, desempenhando a nogao de quadro ( DOUADY apud AR-
TIGUE, 1988,p.200), neste caso, o papel de apoio tedrico didatico geral. Os trés quadros
sao o quadro algébrico das respostas por féormulas, o quadro numérico da resolucao
numeérica abordada e o quadro geométrico do estudo global qualitativo da equacao. Apre-
sentado os quadros, a analise dos constrangimentos sera feita distinguindo-se trés dimen-

soes:
- a dimensao epistemologica associada as caracteristicas do saber em jogo;

- a dimensao cognitiva associada as caracteristicas cognitivas do piblico ao qual se

dirige o ensino;

- a dimensao didatica associada as caracteristicas do funcionamento do sistema de

ensino.

E no funcionamento do quadro algébrico que habitualmente centra-se o ensino. As-
sim, as investigacoes que buscaram estudar a viabilidade de uma abordagem epistemo-
logicamente mais satisfatoria, os constrangimentos que se opoem a extensao ao quadro

geométrico, identificaram que:

- no plano epistemologico: o longo dominio do algébrico no desenvolvimento histérico
da teoria, a dificuldade dos problemas relacionados com o desenvolvimento da teoria

geométrica.

- no plano cognitivo: a exigéncia de permanente mobilidade entre os quadros e o nivel

de dominio das ferramentas elementares de analise exigidas pelas justificagoes.

- no plano didatico: o poder do refugio algoritmico (refigio que esta bloqueado aqui,
uma vez que uma analise qualitativa pode ceder lugar ao desenvolvimento de métodos, mas
nao pode ser algoritmizado), o mito da resolu¢ao completa (o estudo qualitativo colocara
quase sempre o mestre na posi¢ao de ter de parar no meio do exercicio, de admitir que

nao pode responder todas as questoes que surgem).

Essas analises colocam igualmente em evidéncia o dominio das entradas epistemologi-
cas e didaticas, relativamente a dimensao cognitiva: nao existem estudos das concepcoes
dos alunos e os constrangimentos identificados a este nivel sao inferidos a resultados

mais genéricos relativos a didatica da analise no seu conjunto. Por outro lado, insiste-
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se na dificuldade de identificar os constrangimentos que relevam, sem ambiguidades, do
registo cognitivo, parecendo os candidatos a este titulo sempre imbricados. Dar pouca
importancia ao cognitivo nao é tipica das analises prévias de engenharias. Pelo contrério,
frequentemente um dos pontos de apoio da concepg¢ao encontra-se na anélise prévias
das concepgoes dos alunos, das dificuldades e a engenharia é concebida para provocar a
evolucao dessas concepgoes. Lembramos aqui que tal anélise prévia nao pode ser feita em
nosso trabalho j& que o contetdo de equagoes diofantinas lineares nao consta no curriculo

atual do ensino médio.

Concepcao e Analise A Priori

Nesta segunda fase, o investigador seleciona um nimero de variaveis do sistema nao
fixadas pelos constrangimentos: variaveis de comando, que sao consideradas pelo investi-
gador como as variaveis pertinentes para o problema em questao. Para facilitar as anélises

de engenharia, distinguiremos duas modalidades de variaveis de comando:

- as variaveis macro-diddticas ou globais, que dizem respeito a organizacao global de

engenharia;

- e as variaveis micro-diddticas ou locais: que dizem respeito & organizagao local da

engenharia.

Novamente faremos uso da investigacao feita acerca das equagoes diferenciais. As
alternativas apresentadas, apds a analise dos constrangimentos, sao varidveis globais: uso
de recursos computacionais, transferéncia para trabalho auténomo da parte algoritmizada
desta resolucao e, para o estudo qualitativo, ensino explicito dos métodos. Estas alterna-

tivas precedem a descri¢ao fase a fase da engenharia, onde as alternativas locais agem.

Este tipo de dispositivo, na maioria das vezes, encontra-se nos textos de macro-
engenharia, mas por tras de uma terminologia variavel. Em seu artigo sobre o ensino
dos decimais, G. Brousseau apresenta alternativas macro-didaticas, que sao denominadas
por ele de opg¢des principais, cuja maior parte esta ligada ao conteido ( BROUSSEAU
apud ARTIGUE, 1988,p.203): a) A aquisicao dos decimais-medida seque um processo
distinto daquele que visa os decimais-aplica¢ao. Eles sucedem-se por esta ordem b) Esta
abordagem topoldgica nao € reproduzida no estudo das aplicagoes lineares racionais [...] ¢)
As somas e as diferencas de aplicacoes racionais, ainda que existentes, nao sao teorizadas
nem institucionalizadas. d) Ezplicitaremos as outras op¢oes no decurso da exposicdo das
situagoes. Brousseau em seguida descreve o plano do processo de ensino, onde agirao as

alternativas locais apresentadas na linguagem candnica da teoria das situagoes didaticas.
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Uma das novidades do método da engenharia didatica consiste no seu modo de vali-
dacao. Desde a fase de concepcao, através da andlise a priori das situacoes didaticas
da engenharia, que este processo de validagao se estabelece. Esta anéalise a prior: deve
ser interpretada como uma anélise do controle do sentido; esquematicamente, se a teoria
construtivista poe o principio do compromisso do aluno na formacao de seus saberes por
meio de interagoes com certo ambiente, a teoria das situacoes didaticas, que serve de
referéncia & metodologia da engenharia, teve a ambicao de se constituir como uma teoria

do controle das relagoes entre sentido e situagoes.

O objetivo da analise a priori é determinar de que forma permitem as escolhas efe-
tuadas controlar os comportamentos dos alunos e o sentido desses comportamentos. Para
isso, sao fundadas hipdteses; e é a validacao dessas hipoteses que estara, indiretamente em
jogo na disputa, operado na quarta fase, entre a analise a priori e a analise a posteriori.
Normalmente, esta analise, que comporta uma parte descritiva e outra preditiva, centra-se
nas caracteristicas de uma situacao a-didatica que se pretendeu constituir e que se vai

procurar devolver aos discentes:

- descrevem-se as escolhas efetuadas ao nivel local e as caracteristicas da situacao

a-didatica que delas decorrem,

- analisa-se 0 peso que o investimento nesta situacao pode significar para o discente,
particularmente devido as possibilidades de acao, de controle e validagao de que ele dispoe

uma vez operada a devolucao, num funcionamento cuja acao do mestre é infima.

- prevéem-se 0s campos comportamentais possiveis, buscando mostrar de que maneira
a andlise feita permite controlar o sentido desses campos e assumir que os comportamen-
tos esperados, se intervierem, resultarao claramente da aplicacao do saber visado pela

aprendizagem.

Citemos o exemplo da teoria dos jogos que mesmo quando surge explicitamente é
muitas vezes tida em conta pelo investigador a um nivel estritamente metaférico: fala-se
de estratégia de jogo, mas nao se avalia precisamente o custo desta ou daquela estratégia.
Tem-se a impressao de que uma utilizacao que nao metaférica serda considerada pelo

investigador demasiadamente dispendiosa, relativamente ao beneficio esperado.

Tradicionalmente nao héa grande interferéncia do professor na anéalise a priori e é con-
siderado essencialmente do ponto de vista das suas relacoes com a devolucao e a ins-
titucionalizagao. Mas isso possui razoes histéricas para ocorrer. A didatica matemaética
teve inicio na Francga e baseou-se nas teorias construtivistas do conhecimento sendo in-

fluenciada pelos trabalhos de psicologia genética da escola de Genebra (a freqiiéncia das
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referéncias a Piaget, em particular (PIAGET apud ARTIGUE, 1988,p.206), nestas publi-
cagOes é a marca desse fato). Nesta visao, a primeira urgéncia era restituir ao aluno o seu
lugar. O desenvolvimento nascente da didatica impunha & complexidade uma limitagao
relativamente estrita, susceptivel de ser tratada cientificamente, pelo que foi o profes-
sor que, de alguma forma, pagou o preco da tomada em conta do aluno, ao nivel da

modelizacao e da teorizacao.

Dessa maneira, nao foi por acaso, que enquanto as situacoes e acao, de formulagao
e de validacao estao presentes desde o comecgo da teoria das situagoes, as situagoes de
institucionalizagao so6 foram introduzidas mais tarde, ja que nao prestavam a modelizacao
habitual das situacoes, quando se tornaram fases da institucionalizagao; sao situagoes
em que a analise em termos de jogo do professor tem necessariamente que se sobrepor a
analise em termos de jogo do aluno. Na analise a priori, nao ha espago para o jogo do
professor; se o aluno ¢é tido em conta a um duplo nivel, descritivo preditivo, ja o professor
intervém apenas a um nivel descritivo, como se a situagao o determinasse por completo

enquanto ator do sistema.

Certamente que a nocao de contrato didatico nos permite recuperar, em parte, este
professor, ator do sistema, mas nao podemos negar que na teorizagao didatica, o professor
continua ocupando um lugar marginal e que, a nao ser que ele seja convenientemente tido
em conta, os fendomenos didaticos que o implicam terao a tendéncia de serem percebidos
como ruidos relativamente ao funcionamento cujo estudo é privilegiado: o das relac¢oes

aluno/meio a proposito do saber.

Durante as aulas da oficina, podemos identificar que os questionarios entregues aos
alunos no inicio de cada encontro, pertencem a fase das analises a priori da engenharia
didatica descrita a pouco. Nesses questionérios, tinhamos a possibilidade de analisar os
conhecimentos prévios dos discentes, obtendo respostas "puras"acerca dos conteiidos que

seriam trabalhados adiante.

Experimentacao, Analise A Posteriori e Validagao

Nao ha muito a se dizer sobre a fase da experimentagao, que ¢é classica. Esta fase
é seguida por uma fase de andlise a posteriori, que se baseia no conjunto dos dados
recolhidos durante a experimentacao: observagoes feitas nas aulas, mas também producoes
dos alunos feitas dentro e fora de aula. Estes dados sao frequentemente completados por
dados obtidos através do uso de metodologias externas: questionarios, testes, realizados

em diversos momentos do ensino ou no final. E é quando confrontamos a analise a priori
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e analise a posteriori, que baseamos a validacao das hipoteses envolvidas na investigacao.

O processo de validagao interna que estda sendo usado aqui nao cai na armadilha
habitual das validagoes estatisticas associadas a experimentagoes na sala de aula, que
se fundamenta implicitamente no principio de que as diferencas mensuraveis constatadas
estao ligadas as variaveis de comando com as quais se jogou para se diferenciar as salas

de aulas experimentais e as salas de aulas testemunhas.

Para finalizar, serao apontadas algumas dificuldades existentes a este nivel de vali-

dagao:

- Uma anélise a priori é, devido sua extensao, a fortiori quando se trata de um
trabalho de macro-engenharia, praticamente incomunicével in extenso. Aquilo que é feito
e é visto do exterior, nao é, um produto conforme & descrigao teodrica que dele se fez
aqui, mas uma mescla desse produto. Sao feitas decisoes e o possivel controle exterior da

comunidade sobre o procedimento de validagao é necessariamente afetado por elas.

- Na maioria das vezes, os trabalhos que sao publicados relativos as engenharias, o
confronto entre as analises a priori e a posteriori, exibe distor¢oes. Elas quase nunca
sao analisadas em termos de validacao. Frequentemente, os autores limitam-se a propor
modificagbes da engenharia, procurando reduzi-la, sem se envolverem num verdadeiro

processo de validagao.

- As proprias hipoteses explicitamente envolvidas nos trabalhos de engenharia sao
hipoteses relativamente globais, que colocam em jogo processos de aprendizagem a longo
prazo, que a amplitude da engenharia nao permite fazer entrar, de fato, no procedimento

de validagao.

Por ultimo, descreveremos de que maneira a fase da anéalise a posteriori e de validacao
aparecem em nossa oficina. Como haviamos mencionado, no comego de cada encontro
eram entregues questionarios com questoes relativas ao contetido que seria estudado nesse
encontro. Apoés as explicagoes e discussoes, os alunos faziam uma série de tarefas que
tinham por objetivo exercitar o que foi aprendido. Dessa maneira, apos estar de posse
desse material, pude analisar o "antes e o depois" das respostas dos alunos e fazer uma

avaliagao qualitativa sobre a oficina realizada.
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5 Sobre as Equacoes Diofantinas
Lineares

5.1 Introducao

Pouco se sabe sobre Diofantos, salvo que ele viveu em Alexandria por volta de 250
D.C. A tnica evidéncia para essa data é que o Bispo de Laodicea, que comegou seu
episcopado em 270 D.C, dedicou um livro a seu amigo Diofantos. Devido a uns versos
encontrados no seu tumulo, em forma de um enigmatico problema, deduz-se que viveu 84

anos.

Sua principal obra Aritmética é constituida por treze volumes, dos quais se conhecem
apenas seis, e foi traduzida pelos drabes que chamaram ao sistema de equagoes que com-
punha a obra: algebra. E Diofanto que introduz pela primeira vez um simbolo para

representar uma quantidade desconhecida.

As equagoes diofantinas sao equagoes algébricas com uma ou mais variaveis, a serem
resolvidas nos inteiros. As equagoes diofantinas lineares sao as de grau 1. O contetdo a
seguir ¢ baseado nas notas do Professor Eduardo H. de Mattos Brietzke e da Professora

Luisa R. Doering.

5.2 Notas Matematicas

Para a,b,c € Z com a e b nao ambos nulos, vamos estudar a equacao azx + by = c.

Teorema 1: Sejam a,b,c € Z com a e b nao ambos nulos e seja D = MDC(a,b).

Entao, a equagdo ax + by = ¢ tem solugio em 7 se e somente se D | c.

Demonstra¢ao. (=) Suponhamos que dx,y € Z t.q. ax +by = c. Como D |a e D | b,

temos que D divide qualquer combinagao linear e, portanto, D | ax + by, ou seja, D | c.
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(<=) Suponhamos que D | c. Entdo de € Z t.q. De = c¢. Mas D =MDC(a, b). Logo,
Ja,B € Z t.q. aa + b5 = D. Multiplicando por e, obtemos

acae + bfe = De = c.
Sejam 1z :=ae e y:= fe. Entao,
ar + by = c,
ou seja, a equagcao diofantina tem solucao em Z. O]

Note que se a = 0 temos by = ¢ e b = MDC(0,b) = MDC(a,b). Logo, se b | ¢ entao

Yy = g e x € Z qualquer nos da infinitas solugoes de ax + by = c. Analogo para b = 0.

Assim, podemos supor, de agora em diante, que a # 0 e b # 0.

Observagao. Na Geometria Analitica, a equacao ax + by = ¢ representa uma reta r. Ao
procurarmos solugoes em Z da equacao ax + by = ¢, na verdade estamos perguntando se a
reta r, por ela representada, contém pontos que tenham ambas as coordenadas inteiras. O
Teorema 1 nos diz que existem equacoes dessa forma sem solucoes inteiras, por exemplo,
a equagao 12z + 8y = 7 nao tem solugoes inteiras, ja que MDC(12,8) = 4 nao divide 7.
Fica, entao, provado o fato surpreendente que a reta r de equacao 12z + 8y = 7 consegue

evitar todos os pontos do reticulado Z x Z = {(x,y) | x,y € Z}.
Exemplo 1: Resolver nos inteiros e nos naturais a equagao 28x — 12y = 80.
Solucao: Dividindo por 4, essa equacao é equivalente a
Tr — 3y =20. (5.1)

Como MDC(7,3) = 1, divide 20, pelo Teorema 1, a equagao (5.1) tem solu¢oes em Z.
Para encontrar uma solugao, comegamos escrevendo o MDC como combinagao linear,

1 =7—2-3. Multiplicando por 20, obtemos
7-20—3-40 = 20. (5.2)

Portanto, uma solucao nos inteiros é z; = 20, y; = 40. Podemos encontrar uma infinidade

de outras solugoes somando e subtraindo uma mesma quantidade,

7-2047-3-t—=7-3-t—3-40 =20,
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ou seja,
7-(20+4 3t) — 3 (40 + Tt) = 20, Vt e Z.

Assim, obtemos uma familia infinita de solu¢oes em Z da equagao (5.1)

r =20+ 3t
y=40+ Tt (5.3)
teZ

Neste ponto, ainda nao é nada 6bvio que a familia (5.3) inclui todas as solugoes inteiras
de nossa equagao. Vamos provar que isso de fato acontece. Para isso, consideremos (z, y)

uma solugao qualquer da equagao (5.1). Comparando com (5.2), obtemos
Tr—3y="7-20—3-40

e, portanto,

7-(x—20)=3-(y—40). (5.4)
Mas 7 | 7- (x — 20), logo 7 | 3- (y — 40). Como 7 é primo, se divide um produto entao
divide pelo menos um dos fatores. Como 71 3, entdao 7 | y — 40, isto &,

dteZ tq y—40=Tt
Substituindo y — 40 por 7t em (5.4), segue que 7 - (x — 20) = 3 - 7t, ou seja,

x — 20 = 3t.

Fica, entao, provado que uma solugao inteira qualquer faz parte da familia (5.1).

Vamos agora encontrar as solugoes nos naturais. Precisamos determinar para quais
t € Z vale que
r=20+3t>0
y=40+7t >0

Qualquer uma dessas duas condigoes é satisfeita para t > —5 (¢t € Z). Portanto, existe

uma infinidade de solugbes da equagao (5.1) em N,

xr =20+ 3t
y=40+ Tt (5.5)
t>-5 (teZ).

Por exemplo, para t = —5, obtemos a solugao xg = 5, yg = 5.
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A seguir, vamos estudar o teorema que generaliza a resolugao da equacao considerada
no Exemplo 1. Note, primeiramente, que se MDC(a, b) = 1, entdo a equagao azx + by = ¢
tem solugdo em Z, V¢ € Z. Além disso podemos reduzir o caso geral (com solugao) ao
caso em que MDC(a,b) = 1, conforme segue. Sendo D = MDC(a,b), no teorema abaixo,

consideramos o problema de resolver a equacao do tipo
ar +by = c, com D |c.

Pelo Teorema 1, este é o caso em que a equacao tem solucao em 7Z. Dividindo por D,

temos a equagao equivalente (com as mesmas solugoes)

a n b c
— X — e
DT DY T D
a b L. - . . , .
em que MDC(E , 5) = 1. Logo, para os propoésitos praticos, inclusive, é suficiente

considerarmos o caso de uma equagao az + by = ¢ em que MDC(a,b) = 1.

Teorema 2: Sejam a,b,c € Z, com a # 0 e b # 0, e tais que MDC(a,b) = 1.
Escrevendo aac+ b5 =1, com o, € 7Z, temos que xg = - ¢, Yo = B - ¢ € uma solucao da
equacao

ax +by=c. (5.6)

As demais solugoes inteiras sao dadas por

;UZJI()—i‘bt
Yy =Yo —at (5.7)
teZ

Demonstracao. Comegamos escrevendo aa + b3 = 1, com «, f € Z. Multiplicando por ¢,

obtemos aac + bfc = ¢, ou seja, xg e yo definidos por
Top=0Q-C, Z/OZB'C

sdo uma solucdo da equacgdo (5.6). A seguir, sejam z e y definidos por (5.7). E imediato
ver que z e y também sdo uma solu¢ao da equacdo (5.6). Falta provar que nao existem
outras solugdes, isto ¢, que qualquer que seja o par z; e y; solu¢do da equagao (5.6),
Jt € Z tal que x1 = x9+ bt e y; = yo — at. Assim ficara provado que a familia (5.7) inclui
todas as solugoes inteiras da equagao (5.6). Se 7 e y; ¢ uma solugao da equagao (5.6),
entao

axy + by, = ¢ = axg + byo
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e segue que
a(xy — o) = b(yo — 11)- (5.8)

Mas a | a(zy — xp) implica que a | b(yo — y1). Como MDC(a,b) = 1, concluimos que
a | yo — y1 e, portanto, It € Z tal que

at = yo — Y1 (5.9)
Substituindo (5.9) em (5.8), temos que a(x; — x¢) = bat, ou ainda,

xry — xo = bt, (5.10)
De (5.9) e (5.10), segue que a solucao (z1,y;) esta incluida na familia (5.7). O

Note que em axy + by; = ¢ = axg + byy também podemos ter b(y; — yo) = a(xg — x1),

o que nos leva as solugoes

T =z — bt
y=1yo+at (5.11)
teZ

que geram as mesmas solugoes que (5.7) (basta trocar ¢t por —t).
Exemplo 2: Encontrar todos os niimeros naturais /N menores do que 10.000 tais que
— O resto da divisao de N por 37 é 9;
— O resto da divisao de N por 52 é 15.

Solugao: Dividindo N por 37, obtemos um quociente x e resto 9, ou seja,
N =37Tx+9. (5.12)

Analogamente, temos

N =52y +15. (5.13)

De (5.12) e (5.13), segue que 37z + 9 = 52y + 15, ou seja vale a equacao
37z — 52y = 6. (5.14)

Vamos primeiro resolver a equagao (5.14) em Z. Como 37 é primo e nao divide 52, temos

que MDC(37,52) = 1. Como 1 | 6, segue que a equagao (5.14) tem solugao em Z.
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Escrevemos 1 como combinagao linear de 37 e 52:
52 =37+15 = 15=52—-37
371=2-154+7T=7=37-2-15
15=2-7T41=1=15-2-7
Entao,
1=15-2-7=15-2-(37—=2-15)=5-15—-2-37
=5-(52-37)—2-37T=5-52—-7-37.
Multiplicando por 6, segue que

37 (—42) — 52 (—30) =6 (5.15)

e xg = —42, yo = —30 é uma solugado da equagao (5.14). De acordo com o Teorema 2,

podemos encontrar toda uma familia de solugoes
37 (52t —42) — 52 - (37t — 30) =6, VteZ.

nos dé todo o conjunto de solugées. A equagao (5.14) tem uma infinidade de de solugoes

inteiras, dadas por

x =52t — 42
y = 37t — 30 (5.16)
teZ

Vamos agora procurar a solugdes da equagao (5.14) em N. Basta determinarmos quais

sao os t € Z para os quais
x=02t—422>0

y=371—-30>0

Temos assim as condigoes
(1) 52t > 42, que se cumpre se e somente se t > 1

(17) 37t > 30, que se cumpre também se e somente se t > 1.
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Conclusao: As solugoes em N da equagao (5.14) sdo

x = 52t — 42
y = 37t — 30 (5.17)
te N

Retormando a pergunta original, os niimeros N que estamos procurando sao dados, por

exemplo, por
N =37x+9=237-(52t —42) +9.

Para que N < 10.000, devemos ter
37 (52t — 42) < 9.991. (5.18)

Dividindo 9.991 por 37, obtemos 9.991 = 37 - 270 + 1. Portanto, (5.18) é equivalente a

52t — 42 < 270. Essa ultima desigualdade se verifica se e somente se
t <6.
Logo, existem seis diferentes valores para N, que sao
N =37z +9=37(52t — 42) + 9, te{1,2,3,4,5,6}.

Os seis possiveis valores para N sao 379, 2303, 4227, 6151, 8075 e 9999.
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6 A Prdtica

6.1 Apresentagao

Com o objetivo de abordar o topico equagoes diofantinas lineares foi realizada uma
oficina com cinco encontros de duas horas cada, no Colégio Tiradentes da Brigada Militar
com alunos advindos dos trés anos do ensino médio. Nesses encontros foram estudadas
todas as ferramentas necessarias para se resolver uma equacao diofantina linear. Um dos
motivos de estudar este conceito em particular é que sua resolugao envolve contetidos que
foram estudados, normalmente, na 5* série. Assim, esta é uma oportunidade de resgatar
o que foi estudado, além de proporcionar aos alunos a oportunidade de eles enxergarem as
conexoes existentes na Matemaética, ja que esta é, por exceléncia, uma ciéncia que opera

por acimulo e nao por substituigao.

Outra importante razao de se explorar as equagoes diofantinas lineares consiste no
proprio fato de se tratar de um contetido novo que nao é abordado no curriculo escolar
tradicional. Com o estudo desse novo contetido, ampliamos a gama de conhecimentos dos

alunos.

6.2 O Procedimento Adotado nas Aulas

Os pré-requisitos necessarios para se resolver uma equacao diofantina linear, como
haviamos mencionado, sao usualmente ensinados na 5* série. Nesse momento da vida
escolar, os alunos, por serem muito jovens, nao possuem grande maturidade e devido a
isso, nao ha grande formalidade nos assuntos estudados. Entretanto, durante o curso
tive o cuidado de resgatar os contetidos com maior precisao Matemética e demonstrar
todas as propriedades que foram utilizadas durante o curso. Também fazia parte do
planejamento de aula, contar com a participagao dos alunos, de maneira que eles também
fossem ao quadro fazer demonstragoes e exercicios. Somente duas demonstragoes nao

foram feitas durante as aulas (generalizagao da escrita do MDC como combinagao linear
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dos inteiros dados e das solugdes de uma equacao diofantina linear), pois eram, de fato,
mais complexas, mas as mesmas constavam formalmente nas notas de aula. Tomei essa
atitude, pois a compreensao ou nao dessas provas nao interfeririam na continuidade dos

conteudos.

O estudo dos contetudos sempre visava a sua generalizacao. Mas para que isso pudesse
ocorrer, exemplos concretos eram apresentados para que os alunos observassem os padroes
existentes e, posteriormente, pudessem conjecturar sobre o que foi analisado. E foi
adotando essa filosofia que novos procedimentos, como a obtencao do MDC via algoritmo
da divisao de Euclides, foram ensinados. O continuo didlogo existente entre professor e
aluno foi outra importante caracteristica presente nas aulas. Toda e qualquer duvida era
discutida e examinada em grupo, fazendo com que a participacao dos discentes fosse uma

parte importante da dinamica dos encontros.

A maneira com que as demonstragoes seriam exibidas também foi cuidadosamente
pensada. Inicialmente, como os alunos nao possufam familiaridade com os argumentos
matemaéticos, as provas eram feitas de forma tradicional com o meu auxilio. Num segundo
momento, os alunos recebiam as notas de aula e tinham a tarefa de ler e compreender
0 que estava escrito na demonstracao. Depois de feitas estas primeiras analises, eram
discutidas as davidas e demonstracoes que nao haviam ficado claras. Ha uma grande
diferenca nessas duas maneiras de apresentar as demonstragoes. Evidentemente que esta
segunda forma de apresentar uma demonstracao possibilita que o aluno exercite mais
seu poder de interpretacao e raciocinio. Evitamos também fazer o uso do raciocinio por

absurdo, ji que este pensamento requer maior maturidade do aluno.

A dinamica praticada nas aulas possibilitou que os alunos fossem ao quadro expor seus
raciocinios e argumentos nas demonstragoes. Com o amparo do professor, os discentes
foram aperfeicoando sua capacidade de expressao matematica, gerando mais confianca,

facilitando, assim, todo o processo de aprendizagem.

No inicio de cada encontro era entregue uma folha contendo uma série de perguntas
matematicas que tinham o objetivo de avaliar os conhecimentos prévios dos alunos e
instiga-los sobre os contetidos que seriam trabalhados no dia. Terminada esta parte, os
alunos recebiam notas de aula com os contetidos que seriam abordados na aula. Todos
os teoremas, corolarios e proposicoes das notas eram demonstrados. Como os alunos nao
estavam habituados com os argumentos e técnicas utilizadas nas provas matematicas,

cada passagem das demonstragoes era explicada e discutida entre alunos e professor.

Ao final de cada aula, os alunos tinham que resolver alguns exercicios relativos aos
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contetudos tratados naquele encontro. Essas tarefas eram recolhidas para se pudesse fazer

uma analise das respostas obtidas.

6.3 Relatorio das Aulas

1°Aula: 28/10/2010

Pude constatar que grande parte dos alunos que haviam colocado o nome na lista para
a oficina compareceu. Assim, iniciei a aula tendo uma conversando com os alunos sobre
qual seria a dinamica de aula que seria aplicada durante a oficina. Comentei acerca da
filosofia Matematica, a qual visa encontrar padroes de maneira que possam ser formadas
generalizagoes. Expliquei que nao demonstramos proposi¢oes mateméaticas através de

exemplos, mas que é preciso utilizar argumentos genéricos.

Em seguida, entreguei um questionério inicial (ver anexos B.1 e D.1) o qual possui
o objetivo de avaliar os conhecimentos prévios dos alunos sobre os contetidos que seriam
estudados naquele encontro. As perguntas contidas no questionario versavam sobre o con-
ceito de multiplos e divisores. Apods alguns minutos recolhi a folha de perguntas e comecei
expondo alguns conceitos sobre multiplos e divisores que no comego se mostraram de facil
compreensao, mas que foram se tornando mais complexos na medida em que avan¢avamos
na matéria. Acredito que essa dificuldade se deu devido ao fato de demonstrarmos todas
as propriedades usadas, ja que essa filosofia de ensino, como era de se esperar, nao era

habitual para eles.

Enquanto discutiamos sobre assuntos referentes & matéria, um aluno fez uma per-
gunta extremamente relevante, matematicamente falando, o que mostrou compreensao e
interesse sobre o que estava sendo estudado. A questao era a seguinte: "O conjunto dos
ntmeros primos ¢ infinito?". Devido a relevancia dessa pergunta, prometemos trazer a
prova deste teorema. No final da aula foram praticados exercicios sobre o Algoritmo da
Divisao de Euclides no conjunto dos niimeros inteiros. Desde o primeiro dia, os alunos se

mostraram participativos, reagindo as perguntas que surgiam no transcorrer da aula.

2° Aula: 04/11/2010

Neste segundo encontro verificou-se a desisténcia de alguns alunos. O objetivo desse
dia era trabalhar com o conceito de Méximo Divisor Comum (MDC). Sendo assim, inicial-
mente foi solicitado aos alunos que, com suas palavras, definissem o mais rigorosamente

possivel esse conceito.
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Terminada essa parte da aula, comecamos estudando as principais propriedades do
MDC e suas respectivas demonstragoes. Paulatinamente os alunos foram se acostumando
com as argumentagoes que sao utilizadas nas demonstragoes matemaéticas. Nesse mesmo
dia estudamos um conceito fundamental para a continuacao do contetido, que foi a escrita
do MDC como combinagao linear de dois ntimeros inteiros. As atividades praticas desse

dia exercitavam esse algoritmo.

3° Aula: 05/11/2010

Como de praxe, a aula iniciou com a aplicacao do questionario que continha perguntas
sobre divisores entre dois nimeros e as relagoes entre esses divisores e 0o MDC (ver anexos
B.3 e D.3). Em uma das questoes foi pedido aos alunos que fizessem conjecturas sobre o
MDC. As questoes que instigavam essas conjecturas estavam diretamente relacionadas a

topicos do contetido que seriam estudados na seqiiéncia da aula.

O encontro deste dia estava reservado para o estudo de mais algumas propriedades
sobre o MDC. Evidenciava-se que cada uma das demonstragoes feitas durante o estudo
dessas propriedades, fazia com que os alunos se familiarizassem cada vez mais com o

linguajar matematico e aperfeicoassem sua habilidade de expressao matematica.

No primeiro encontro surgiu uma questao muito importante e que, felizmente, possuia
uma prova facil e que poderia ser compreendida pelos alunos, mesmo eles ainda estando
no ensino médio. Dessa maneira, foi incluso em nossas notas de aula um corolério que,
originalmente, nao constava no planejamento de aula, mas que se relacionava com o
conteudo que estava sendo estudado (MDC) e que seria usado na demonstragao desse
importante lema. Sendo assim, demonstramos esse lema, tendo o cuidado de nao uti-
lizarmos o raciocinio por absurdo. Os alunos demonstraram ter compreendido a prova e

os argumentos usados.

Poucos alunos compareceram em relacao ao primeiro encontro. Entretanto, os dis-
centes que permaneciam frequentando as aulas mostravam estar compreendendo tudo
aquilo que estavamos tratando, pois respondiam a todas as perguntas que surgiam du-
rante as aulas. Como de costume os discentes participavam ativamente das atividades,
sendo que neste dia um dos alunos foi ao quadro fazer uma demonstragao (ver Lema
A.1.3.3) , o que representa grande confian¢a matematica por parte do aluno. O restante

da aula foi reservado para a pratica de exercicios.

4° Aula: 11/11/2010
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A primeira atividade deste dia foi a apresentagao de um resumo com os contetdos
que foram estudados nos dois tultimos encontros e que seriam essenciais para o decorrer da
matéria. Retomei o processo de obtenc¢ao do MDC entre dois niimeros inteiros e como es-
crevemos esse MDC como combinagao linear desses dois nimeros dados inicialmente. Isso
foi feito porque nessa aula entrariamos no contetido mais importante do curso, as equacoes
diofantinas lineares, sendo que é necessério saber escrever o MDC como combinacao linear

para se encontrar as solucoes.

A seguir, houve a aplicagao do questionario inicial contendo somente um exercicio, o
qual solicitava aos alunos que explicassem, com suas palavras, se certas equagoes podiam
ter solu¢do ou nao nos inteiros, sendo esse o estimulo para o objetivo da aula. Apds
recolher o questionéario, foi entregue o material do dia que continha o teorema das equacoes
diofantinas lineares que garante a existéncia ou nao de solugoes inteiras. Solicitei aos
alunos que entendessem a demonstragao deste teorema e este foi parcialmente aceito.
Em seguida, contando com a ajuda dos proprios alunos, esclareci alguns pontos que nao
ficaram claros na prova, ja que esta utilizava algumas técnicas matematicas que, como era
de se esperar, nao eram familiares aos discentes. Salientei que este teorema apenas nos
garantia a existéncia ou nao de solugoes inteiras e que ainda nao possuiamos um método

para a obtencao das solucoes.

Por meio de dois exemplos, estudamos o algoritmo para se calcular as solucoes inteiras
de uma equagao diofantina linear. Neste primeiro momento, nos preocupamos somente
em encontrar as solugoes inteiras. Como atividade final da aula foi atribuida aos alunos
a tarefa de calcular as solugoes inteiras das equagoes, que agora eles sabiam que levavam

o nome de diofantinas, dadas no questionario inicial.

5° Aula: 12/11/2010

Exclusivamente neste tltimo encontro, nao foi entregue aos alunos nenhum ques-
tionario inicial. O objetivo desta aula era analisar as solugoes positivas de uma equagao
diofantina linear. Assim, iniciei a aula contando com o auxilio dos alunos, apresentei um
exemplo que solicitava o calculo das solugoes inteiras e naturais. Em seguida, os alunos re-
solveram um exercicio que praticava o que tinha sido estudado ha pouco. Como em todas
as aulas, a participacao dos discentes era intensa. Os alunos sentiam-se confortaveis para
perguntar sobre eventuais dividas que surgiam durante as aulas e para expor no quadro
suas respostas, o que foi feito por uma das alunas. Por fim, apliquei um teste que tinha
o objetivo de avaliar se os alunos realmente aprenderam os contetidos mais importantes

do curso. No verso deste teste havia um questionario final contendo perguntas acerca do
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desenvolvimento do curso.

6.4 Analise dos Questionarios e das Atividades

Questionario 1 - Assunto: Miultiplos e Divisores de Inteiros

Uma das questoes contidas no questionario solicitava aos alunos que escrevessem com
suas palavras a definicao de divisor de um numero qualquer. Nessa pergunta busquei
avaliar a formalidade matematica que os alunos possuiam. Sobre essa questao a maioria
dos alunos nao encontrou dificuldades para responder, porém em todas as respostas se
constatou uma grande falta de rigorosidade na escrita matematica (ver questdao 1 dos

anexos B.1 e D.1).

As outras questoes pediam aos alunos que fizessem alguns calculos (ver anexo B.1),
como, por exemplo, calcular os todos os divisores de 36. Trés alunos resolveram a questao,
enquanto que o restante da turma apenas apresentou a resposta. Entretanto, em nen-
huma das respostas coletadas apareceram os divisores negativos, o que revela a falta de

familiaridade com este conceito ver primeiro questionéario do anexo D.1).

Atividades 1 - Assunto: Algoritmo da Divisao de Euclides

Todos os alunos resolveram os exercicios propostos sem maiores dificuldades (Para
saber quais eram os exercicios, ver anexo C.1 e primeira lista de exercicios dos anexos

D.6).

Questionario 2 - Assunto: Méaximo Divisor Comum (MDC)

Novamente, foi solicitado aos alunos que expressassem com suas palavras a definigao
de um conceito matemaético, que desta vez foi o MDC (ver questao 1 dos anexos B.2 e
D.2). Como esta ja era a segunda oficina, os alunos estavam um pouco mais acostumados

com a formalidade Matematica e responderam de maneira satisfatoria esta questao.

Outras duas questoes pediam o calculo do MDC entre dois ntimeros como, por ex-
emplo, calcule o MDC de 35 e 22 (ver questoes 3 e 4 dos anexos B.2 e D.2). O objetivo
desta questao era fazer com que os alunos aplicassem o algoritmo que haviam aprendido
em séries anteriores. Dez dos quatorze alunos presentes na aula conseguiram calcular o
MDC entre os ntimeros inteiros dados, da forma esperada, enquanto que o restante nao

soube fazé-lo.
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A dltima questao também requeria o calculo do MDC entre dois ntmeros inteiros
previamente fornecidos (ver questao 4 dos anexos B.2 e D.2). Entretanto, desta vez os
ntmeros inteiros dados foram escolhidos de maneira que o algoritmo que eles vinham
usando nao fosse eficiente para calcular o MDC. Assim, apenas trés alunos conseguiram
resolver essa questao. Inserimos esse exercicio para que os alunos notassem a necessidade

de ter, de fato, um método eficaz que calcule o MDC entre dois inteiros quaisquer.

Atividades 2 - Assunto: MDC e Combinacao Linear

Apos estudarmos o Algoritmo de Euclides e o Lema de Euclides, as atividades desse
dia consistiam em calcular o MDC entre dois inteiros dados e escrevé-lo como combinagao
linear desses dois ntimeros (ver anexos C.2 e D.7). Por tratar-se de um contetido novo
e razoavelmente complexo, foi detectada grande dificuldade dos alunos para realizar essa

tarefa, pois estes nao conseguiam por em pratica a teoria que a pouco haviam estudados.

Questionario 3 - Assunto: MDC (Continuagao)

Nesse questionario foram feitas questoes aos alunos que pediam que eles conjec-
turassem sobre propriedades do MDC(ver anexos B.3 e D.3). Antes dos alunos formarem
suas conjecturas, eram dados exercicios numéricos que tinham o objetivo de instigar e di-
recionar os alunos as conjecturas como, por exemplo, identificarem que todos os elementos
do conjunto dos divisores entre dois ntimeros divide o MDC. Apesar dos discentes nao
estarem acostumados com questionamentos desta natureza, todos conseguiram responder

corretamente as perguntas feitas.

Atividades 3 - Assunto: MDC e Combinacao Linear (Continuagao)

Devido ao baixo desempenho dos alunos na execugao das atividades do tltimo encon-
tro, foram selecionados mais exercicios que praticavam a escrita do MDC como combinagao
linear dos inteiros dados(ver questao 1 dos anexos C.3 e D.8). Este contetido foi retomado,

pois é fundamental para o seguimento do contetudo.

Os demais exercicios seguiam a mesma filosofia das questoes do questionério inicial
desse encontro (ver anexo B.3 para o questionario e ver anexo C.3 para os exercicios).
Entretanto os resultados nao foram os mesmos. Apesar dos alunos serem instigados
com exemplos numéricos antes de fazerem suas conjecturas, somente trés dos sete alunos

conseguiram elaborar suposi¢oes gerais.
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Questionario 4 - Assunto: Solugoes Inteiras

Os exercicios propostos solicitavam aos alunos que explicassem com suas palavras se as
equagoes dadas possufam ou ndo solugao no conjunto dos ntimeros inteiros (ver anexos B.4
e D.4). Os argumentos que foram usados utilizavam, basicamente, paridade e propriedades
dos miiltiplos. Os alunos nao tiveram dificuldades para solucionar estas questoes, porém

sentiram a necessidade de um teorema que valide os resultados encontrados.

Atividades 4 - Assunto: Equacgoes Diofantinas Lineares

De posse do Teorema que garante a existéncia ou nao de solugoes inteiras de uma
equacao diofantina linear, a tarefa desse encontro consistia em calcular as solugoes inteiras
das questdes dadas no questionério inicial dessa aula (ver anexos B.4 e D.9). Estes
exercicios constitufam-se nos mais importantes de todo o curso, pois este era o objetivo
principal. Todos os alunos conseguiram obter as solugoes pedidas apresentando clareza
e destreza algébrica nos calculos apresentados. Considero que um dos motivos para esse
excelente desempenho foi o fato de termos enfatizados a escrita do MDC como combinagao
linear dos inteiros dados, ja que esta ¢ um das etapas mais importantes na obtenc¢ao das
solugoes desejadas. Nao podemos esquecer que os alunos tiveram grande mérito, pois

superaram suas dificuldades, demonstrando grande persisténcia e empenho.

Teste - Assunto: Escrita do MDC como combinagao Linear e Equacgao

Diofantina Linear

O teste (ver anexos C.5 e D.10) foi feito com o intuito de avaliar se os alunos realmente
compreenderam os dois conceitos mais importantes de todo o curso. Como haviamos men-
cionado antes, apo6s o grande esfor¢o dos alunos em superarem suas dificuldades, as duas
tnicas questoes que continham no teste foram solucionadas por todos os alunos. Assim
como em todas as turmas, houve aqueles alunos que demonstraram maior entendimento
sobre o contetido, pois a clareza e organizagao das respostas foram maiores do que a média
da turma. Entretanto, pode-se dizer que o desempenho geral da turma foi muito bom, ja

que todos conseguiram obter os resultados corretos das questoes solicitadas.

Questionario Final - Assunto: Anilise sobre o Curso

Depois de finalizadas todas as atividades matemaéticas, foi entregue aos alunos um
questionério com perguntas relativas a aspectos gerais da oficina, de forma que eu pudesse

analisar a opiniao dos alunos sobre a oficina desenvolvida.
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A primeira pergunta pedia a opinido dos alunos sobre a filosofia adotada nas aulas(ver
questdao 1 dos anexos B.5 e D.5). As respostas mais notaveis citaram o fato de que nos
encontros o aluno era posto a pensar sobre problemas aparentemente triviais. Em outra
resposta foi mencionado o fato da velocidade com que se apresentaram os conteidos. Essa

velocidade fez com que todos os alunos pudessem acompanhar o ritmo das aulas.

As duas seguintes perguntas versavam sobre as principais diferengas sentidas pelos
alunos acerca da visdo deles em relagdo & Matematica apos a conclusdo do curso (ver
questoes 2 e 3 dos anexos B.5 e D.5). Dentre as respostas que surgiram, o que mais me
chamou atencao foi o fato dos alunos terem notado o rigorismo inerente a Matematica
e que é pouco requerida na escola. Acredito que os argumentos utilizados nas demon-
stracoes feitas durante o curso corroboraram para essa nova visao sobre a Matemaética.
Outra caracteristica percebida pelos alunos diz respeito a interligagdao entre os contet-
dos matematicos, ja que conceitos que foram aprendidos nas séries iniciais serviram para

estudar assuntos mais avanc¢ados.

O quarto questionamento solicitava um parecer dos alunos sobre o método aprendido
durante o curso para a obten¢ao do MDC (ver questdo 4 dos anexos B.5 D.5). Todos
os alunos reconheceram que esta nova técnica ensinada era mais eficiente que a anterior,

principalmente quando os ntmeros envolvidos nos calculos sao de grande magnitude.

A ultima questao tratava especificamente sobre as equagoes diofantinas lineares (ver
questao 5 dos anexos B.5 e D.5). Os alunos destacaram a importancia e necessidade de
resgatar contetidos "esquecidos"para que possamos encontrar as solugoes inteiras dessa
equacao. Por fim, foi mencionado que esse conceito nao requer conhecimentos especificos,

mas a atenc¢ao nos calculos é fator determinante na obtencao da resposta correta.
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7 Conclusao

Separaremos a conclusao em duas partes. Primeiramente, faremos uma conclusao
acerca das reflexoes feitas na primeira parte do trabalho, pois considero que este é assunto
de grande importancia em educagao matemaéatica e merece um comentério final. Num
segundo momento, analisaremos o resultado obtido na pratica realizada, ja que este é

foco principal do trabalho.

A abordagem tradicional da aritmética escolar prioriza as técnicas de calculo, deixando
de fora tanto o desenvolvimento de um sentido numérico quanto uma discussao das logi-
cas das operagoes subjacentes ao uso do célculo aritmético como acessorio. Além disso,
perdemos em termos de uma aprendizagem soélida, que possibilita um uso mais flexivel e
competente daqueles acessorios, perde-se também a chance de os alunos desenvolverem a
capacidade de refletir sobre o que existe de genérico sobre as situacoes envolvidas, refletir
sobre a logica das operagoes. Ressaltamos que em nossa oficina, nao cometemos esse erro,
j& que todas as proposicoes que eram apresentadas eram inicialmente incitadas por meio

de questoes concretas para que no final fossem generalizadas e demonstradas.

A educagao aritmética tem sido insuficiente em termos de alcance, na medida em que
a educagao algébrica tem sido insuficiente em termos de objetivos. Enquanto a educagao
aritmética precisa aumentar o conjunto de atividades e habilidades que considera, a edu-
cagao algébrica precisa considerar o fato de que qualquer aspecto técnico s6 pode se desen-
volver se o aluno confere legitimidade. Em ambos os casos, a mudanca de perspectiva mais
importante refere-se a comegarmos a pensar em termos de significados sendo produzidos

no interior das atividades, e nao pensarmos em termos de técnicas ou contetidos.

A educagao aritmética e algébrica para o século XXI deve integrar-se com a rua e
tornar-se mais efetiva no papel de ajudar os alunos a expandir seu repertorio de modos
de produzir significado. Ha tempos atras a matemética para os alunos era estritamente
coisa de papel e lapis, quando muito de méquinas registradoras. J& hoje, é facil o acesso
a calculadoras e a tendéncia a aumentar o acesso a computadores é real. No caso da

educacao algébrica basica, devemos entender sua contribuicao a formacgao das pessoas



7 Conclusao 49

de maneira ampla. Primeiro, em sua participacao na educacao aritmética na formacao
de um sentido numérico. Segundo em seu papel no desenvolvimento de acessorios para
resolver problemas e para processos investigativos. Por fim, e este ¢ um papel geralmente
ignorado, evitar que muitos de nossos alunos continuem impedidos de compreender um

aspecto-chave de nossa cultura: pensar o mundo em niimeros.

Mas se queremos que as pessoas produzam significados mais ricos para as expressoes
que transformam o mundo em ntmeros, é preciso que elas, antes de tudo, as vejam como
legitimas. Para "falar bem em ntmeros", necessita-se "falar em nimeros", e assim como
um sentido numérico adequado exige mais do que unidades e dezenas e as quatro oper-
acoes, "falar bem em ntmeros" exige conceder legitimidade a relagoes quantitativas a seu
tratamento como tal. Na hora em que o "falar bem em nimeros" dirigir seu olhar para a
rua, a algebra vai deixar de ser coisa do dominio exclusivo da escola. E preciso que a escola
tenha a dignidade de admitir que significados mateméaticos sao mais um modo de produzir
significado, e nao o tnico, e mais, que os significados matematicos e os nao-matematicos
sao diferentes. S6 assim, permitindo a legitimidade dos significados nao-mateméticos na
escola, poderemos aspirar a legitimidade dos significados matematicos fora da escola. A
educacao algébrica e aritmética precisa se preocupar em mostrar aos alunos que os sig-
nificados matematicos podem servir para organizar atividades que, de todo modo e de
outras maneiras, poderiam ser organizados sem os significados mateméticos. Com isso,
estes passam a ser vistos como legitimos; se eles vao ou nao prevalecer para esse ou aquele

sujeito é outra questao, que nao cabe ser analisada aqui.

O grande objetivo da educagao aritmética e algébrica, atualmente, deve ser o de
encontrar um equilibrio em trés aspectos: a) o desenvolvimento da capacidade de praticar
nossas habilidades de resolver problemas e de examinar situagoes; b) o desenvolvimento
de modos alternativos de producao de significados; c¢) o aperfeicoamento de habilidades

técnicas.

Por fim, é necessario analisar criticamente todos os modelos que nos permitam apenas
a leitura dos outros pela falta. Esse é um dos mais poderosos instrumentos a servigo de
excluir tudo que nao é como somos, de minimizar o valor da produgao de outros como
forma de maximizar o valor da minha producao. A escola tem sido til nesse processo,
mas nao precisa ser assim. A escola sempre assume um papel de mantenedora de uma
identidade cultural, mas é necesséario perguntar, em nosso caso, qual é a identidade cultural
que ela tem preservado. Embora termos como "civilizacao ocidental" sugiram que somos
todos iguais, a verdade é que estamos bem longe disso. Parece-nos que "criangas urbanas,

filhas de pais operarios" é uma categoria tao original quanto "indios xavantes", e da



7 Conclusao 50

mesma forma que respeitamos a organicidade da cultura destes, precisamos respeitar a
daqueles. Existe e expectativa de que essa criangas urbanas possuam certa cultura, mas
nao os indios xavantes, mas isso nao muda o fato de que a nossa atual educagao escolar
favoreca que eles se sintam um grupo em extincao: a extingao da rua e da juventude
deles, talvez. Ao pensar a educacao matemaética em termos de significados, é possivel um

tratamento mais correto desse processo.

Agora, como haviamos dito, inferiremos alguns comentéarios finais sobre a oficina reali-
zada. Infelizmente, devido a diversos fatores, a época em que a oficina foi realizada nao
foi a melhor possivel. Como o colégio oferece aos seus alunos muitas atividades extracur-
riculares no turno inverso ao das aulas e também por ja estarmos no final, do periodo das
atividades escolares, grande parte dos alunos que iniciaram o curso nao permaneceram até
o final, j& que nao possuiam horarios disponiveis para o estudo e necessitavam se preparar
para as avaliacoes finais. E importante citar o fato de que os alunos vieram até mim, e
explicaram os motivos pelos quais eles nao iriam frequentar mais as aulas. Alguns desses

motivos eram a preparacao para as provas finais e ensaios com a banda.

Considero também que a divulgacao da oficina nao foi a mais adequada. Muitos
alunos nao se deram conta de que precisavam vir a todos os encontros a fim de conseguirem
acompanhar o contetido. Assim, nos demais dias da oficina, alguns discentes nao puderam

comparecer, pois tinham outros compromissos.

Por tratar-se de uma oficina que pouco se assemelhava com as aulas de Matematica
que os alunos estavam acostumados e que possuia uma nova filosofia de ensino, detectou-
se que os alunos nao obtiveram dominio completo sobre as demonstracoes, tanto no seu
ambito interpretativo quanto construtivo. Mas este resultado é totalmente compreensivel
e esperado, pois sabemos que existem muitos alunos graduandos em Matemaética que
ainda nao possuem destreza ao realizar provas matematicas. Entretanto, acredito que
com préatica e empenho é possivel fazer com que os alunos adquiram razoavel habilidade

em fazer demonstragoes, ja que foi notavel a evolugao do poder argumentativo dos alunos.

Um dos aspectos mais valiosos que o curso apresentou foi a retomada de conceitos que
foram vistos pelos alunos nas séries iniciais. Muitos alunos nao se lembravam dos contei-
dos que foram abordados naquele momento, ja que nao mais os utilizavam. Entretanto,
houve, também, aqueles que se recordavam dos algoritmos e procedimentos utilizados nes-
sas matérias. Todas essas informacgoes foram obtidas através dos questionarios que eram

aplicados no inicio de cada encontro.

Dentre os contetidos revisados, o conceito de MDC era o que merecia mais atencao.



7 Conclusao 51

Isso porque ele seria fundamental para se encontrar as solucoes inteiras de uma equacao
diofantina linear. Em um dos questionarios iniciais, uma das perguntas solicitava aos
alunos o céalculo do MDC de dois nimeros inteiros. Aqueles que conseguiram fazer essa
questao fizeram uso do algoritmo que aprenderam na 5* série. Porém, esse algoritmo nao
é eficiente quando estamos trabalhando com ntimeros de uma maior grandeza. Sendo
assim, foi apresentado aos discentes um novo, de fato, método para o calculo do MDC, o

qual utiliza o Algoritmo da Divisao de Euclides e o Lema de Euclides.

Sobre as equagoes diofantinas lineares propriamente falando, os resultados dos testes
revelaram que a grande maioria dos alunos compreendeu o método utilizado para se
encontrar todas as solugoes inteiras dessa equagao. Outro importante fato que deve ser
mencionado é que apesar da diferenca entre as séries dos alunos, nao houve discrepancia
entre o desempenho deles. Sendo assim concluimos que, depois de finalizada oficina, o
ensino deste contetido, em aulas que adotem a mesma filosofia, é totalmente viadvel para
alunos do Ensino Médio, podendo ser, por exemplo, apresentado apds o estudo sobre
equacoes de retas, pois como uma equacao diofantina linear equivale a uma reta, a partir
de suas solugoes obtemos uma nova interpretacao geométrica e algébrica deste conceito.
E é exatamente neste ponto que vemos exequibilidade de se fazer uma interagao entre
a abordagem discreta e continua. Por fim, acredito que esta oficina ajudou os alunos a
desenvolver a capacidade de refletir sobre a generalizagao de questoes matematicas que

surgem diariamente, além de aprimorar/expandir o seu poder argumentativo.
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ANEXO A - Notas de Aula

Segue em anexo material que era entregue aos alunos em cada encontro e era uti-
lizado durante as aulas. Note que os teoremas e proposicoes sao, em sua grande maioria,

demonstrados.

A.1 Multiplos e Divisores

A.1.1 Aula 1 - Definicoes Iniciais

Definigao A.1.1.1. Dados a,b € Z e b # 0 dizemos que b divide a, ou que a é um
maultiplo de b, ou ainda que b é um divisor de a se e somente se existe ¢ € Z tal que

a=b-c.

Note que o ¢ da defini¢ao é uma solucao da equacao bx = a. Esta equacao pode nao ter
solugao em N, por exemplo, 3z = 8 nao tem solucao em Z, mas sempre tem solucao em Q.
Logo a definicao de divisibilidade nao faria sentido em Q. Por esse motivo, s6 estudamos

divisibilidade em Z.

Destacamos trés consequéncias imediatas dessa relagao.

(i) para todo a € Z, 1 divide a; ja que a=a-1.
(ii) para toto a € Z, a divide a; ja que a=a- 1.
(iii) para todo a € Z, a divide 0; ja que 0=a-0.

(iv) para todo a,d € Z, d divide a implica que |d| < |al.

A seguir coletamos véarias propriedades de divisibilidade em uma mesma proposicao.

Proposicao A.1.1.2. As sequintes propriedades sao validas.
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Dy : para todo a,b € Z, a #0e b # 0, a divide b e b dividea = a=0o0ua= —b

(anti-simétrica);

D5 : para todo a,b,c € Z, a # 0 e b # 0 a divide b e b divide ¢ = a divide ¢

(transitiva);
D3 : para todo a,b € Z, a # 0,a, a divide b = a divide b - z para todo = € Z;

Dy : para todo a,b,c € Z, a # 0, a divide b e a divide ¢ = a divide (b- 2z + ¢ -
y) ,para todo x,y € Z;

Ds:Ya,b,ce,d€Z, a#0, c#0, adivideb e ¢ divide d = a - c divide b-d.

Demonstra¢ao.D; : Suponhamos que a divide b e b divide a, logo, pela definicao de
divisibilidade, existem u,v € N tais que b = a-u e a = b-v. Substituindo a segunda
igualdade na primeira, obtemos b =a-u =0b-v-u. Como b # 0, cancelamos b e obtemos

1=v-u,logo u=v=1; 0 que implica que a = b.

D, : Usando a definicao de divisibilidade temos que existem u, v € Z tais que b = u-a
e ¢ = v -b. Substituindo b na segunda igualdade decorre que ¢ = v - u - a, ou seja, a divide

C.

D3 : Se a divide b, existe u € Z tal que b = u - a. Multiplicando por x nos dois lados

da igualdade, temos que b-z =a - u - x. Logo a divide b - x

Dy : Suponhamos que a # 0, a divide b e a divide ¢, logo, pela definicao de
divisibilidade, existem u,v € Ntaisqueb=a-u e c=a-v. Assimb-x+c-y=a-u-xz+

a-v-y = a-(u-r+v-y) para todo, z,y € N. Logo, a divide (b-x+c-y) , para todo,z,y € N.

Dy : Através da definicao de divisibilidade temos que existem u,v € 7Z tais que
b=wu-aed=wv-c Multiplicando por d nos dois lados da primeira igualdade temos que

b-d=u-a-d=u-a-v-c=u-v-a-c ousejaa-cdivide b-d.

Teorema A.1.1.3. (Algoritmo da Divisao de Euclides) Sejamn,d € N com d # 0. Entdo

existem e sao unicos q,r € N tais que

n=q-d+r, comr<d
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Teorema A.1.1.4. Sejam a,b € Z com b # 0. Entdao existem e sao unicos q,r € Z tais

quea=>bg+1re0<r<|b.

Note que a exigéncia de termos 0 < r < |b| é fundamental, pois caso contrario,

terfamos o seguinte problema:

Exemplo:
5=3-1+42
5=3-24(-1)
5=3-3+(—4)

5=3.5+(—10)

A.1.2 Aula 2 - Maximo Divisor Comum

Sejam a, b, d € N*. Se d divide a entao a = db, i.e, d < a, logo o conjunto de divisores
de a ¢ um conjunto finito e tal que a é o maior elemento do conjunto dos divisores de a.
Dizemos que d é um divisor comum de a e b se d divide a e d divide b. Note que para
obtermos o conjunto dos divisores inteiros de a e b, basta multiplicarmos por —1 cada um

dos elementos do conjunto citado acima.

Definicao A.1.2.1. Sejam a,b € Z nao nulos. O maior elemento do conjunto dos divi-

sores de a e b é chamado de Maximo Divisor Comum de a e b e é denotado por M DC(a, b).
As propriedades mais basicas do MDC sao as seguintes.
Proposigao A.1.2.2. Sejam a,b € Z e a # 0. Entao,

(Z) MDC(aa()) = ‘a’a

(i4) MDC(a,1) =1,
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(1it) MDC(a,a) = |al,
(tv) MDC(a,b) = MDC(b,a),

(v) a divide b <= MDC(a,b) = |al.

Demonstrag¢ao. Mostramos apenas (ii) e (v).

(i7) O conjunto dos divisores de a e 1 é s6 o elemento 1 pois o conjunto de divisores

do 1 é s6 o 1 que pertence ao conjunto dos divisores de a ja que 1 divide a. Logo

MDC(a, 1) = 1.

(v) (=) Se a divide b entdo o conjunto dos divisores de a esté contido no conjunto
de divisores de b pela transitividade da divisibilidade, assim ao interseccionamos
esses conjuntos temos como resultado o conjunto dos divisores de a. Como o maior

elemento no conjunto dos divisores de a é o proprio a temos que M DC(a,b) = a.

(<) Exercicio. O

Outro resultado basico e interessante é com os divisores do MDC.

Proposicao A.1.2.3. Sejam a,b inteiros nao simultaneamente nulos e d € 7Z. Se

d divide MDC(a,b), entao d divide a e d divide b.

Demonstragao. Seja D = MDC(a, b),. Por definigdo, D divide a e D divide b, logo existem
k,l € Z tais que a = kD e b = ID. Se d divide D entao existe t € Z tal que D = td.

Substituindo em a e b obtemos, a = kD = ktd, ou seja, d divide a e b = [D = [td, ou seja
d divide b. m

Exemplo A.1.2.4. O MDC(252,140) = 28. Notemos que 7 divide 28. Usando a

proposic¢ao acima, concluimos que 7 divide 252 e 7 divide 140. De fato,

252="T7-36¢e140 =7-20

Lema A.1.2.5. (Lema de Fuclides) Sejam a,b € Z e n € N. Entao,

MDC(a,b+ na) = MDC(a,b—na) = MDC(a,b).
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Demonstracao. Basta provar que o conjunto de divisores de a e b+ na é igual ao conjunto

de divisores de a e b.

(C) Seja d pertencente ao conjunto de divisores de a e b+ na. Entdo d divide a e
d divide (b + na), logo, d divide (b + na) — na = b, e assim d pertence ao conjunto de

divisores de a e b.

(D) Seja t pertence ao conjunto de divisores de a e b. Entao t divide a e t divide b.
De t divide a temos, por D3, que t divide na, para todo n € Z, logo por Dg, temos

t divide (b + na). Assim t pertence ao conjunto de divisores de a e b+ na.

Exemplo A.1.2.6. Calcule o MDC entre 90 e 42.
Note que 90 =2 -42 + 6
ed2=6-7T+0.

Assim, M DC(90,42) = MDC(42,6) = 6, ja que 6/42.

Exemplo A.1.2.7. Calcule o MDC entre 80 e 35.

80=12-35+10
35=3-10+5
10=2-54+0

Temos que, M DC(80,35) = M DC(35,10) = MDC(10,5) = MDC(5,0) = 5

Dados a, b € Z nao simultaneamente nulos, o Lema de Euclides permite que troquemos
MDC(a, b) pelo MDC entre a e b menos um multiplo de a (que seja um nimero menor do
que b). Organizando esse processo temos um algoritmo para calcular o MDC entre dois

nimeros naturais quaisquer nao simultaneamente nulos.
Leitura Complementar

Sejam a,b € Z nao simultaneamente nulos. Suponhamos, que a < b. Pelo Algoritmo
da Divisao (Teorema 1.2.4) existem e sdo unicos q;,r; € Z tais que b = a - ¢; + r com

r1 < a. Pelo Lema de Euclides,
MDC(a, b) = MDC(a,b —a - ¢1) = MDC(a,r;).

Se r1 = 0, j& temos o méaximo divisor comum, pois MDC(a,b) = MDC(a,0) = a. Se
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r1 # 0, continuamos o processo de divisao, dividindo a por r;. Pelo Algoritmo da Divisao
(Teorema 1.2.4) existem e sdo Gnicos gq, 7o € Z tais que a = 11 - o + ro com ro < r1. Pelo

Lema de Euclides e pela Proposigao A.1.2.2 (v),
MDC(a,b) = MDC(a,r) = MDC(r1,a) = MDC(ry,a — 71 - g2) = MDC(rq,73).

Se ry = 0, ja temos o0 méaximo divisor comum, pois MDC(a, b) = MDC(ry,79) = MDC(r,0) =
ri. Se ry # 0, continuamos o processo de divisao, dividindo r; por r,. Vamos obter um

quociente g3 e um resto r3 < ro.

Afirmamos que esse processo ¢ finito, ou seja, existe n € Z tal que r,+; = 0. De fato,
como a > 11 > 19 > 13 > ..., e todos esses restos’ sao positivos. Como este processo
deve parar em algum momento, nao podemos obter um resto menor do que r,,;. Entao

rn+1 = 0 e, entao,
MDC(a,b) = MDC(r,, rm41) = MDC(7,,,0) = 7.

Portanto, MDC(a, b) é igual ao ultimo resto antes de obtermos resto 0, ou seja, o primeiro

resto que é obtido e tem a propriedade de que divide o resto anterior.

Observe que dessa demonstragao decorre que existem «, § € Z tais que
MDC(a,b) =a-a—p-b ou MDC(a,b)=-b—a-a
Ou seja, podemos escrever o MDC entre a e b como uma combinacao linear de a e b.

Vamos comprovar esse fato no caso em que r3 divide rs.

Neste caso,

b=a-¢u+r, logo rm=b—a-q
a=ry-ga+7ry logo me=a—ry-q

rL="ry-q3+r3 logo r3=711—"T2" Q3
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Como 73 divide 7 temos MDC(a, b) = r3 substituindo os valores de 75 e 71 obtemos,

MDC(a,b) =r3 = 1 —1ro-qs

27"1—(@—7"1(]2)'%

( )
( )(b—agi) — ags

= (1+¢203) - b — (1 + q203) - aq1 — ags
( ) b= (g1 + q142¢3 + g3) - a

Agora basta tomar 5 = (1 + ¢2q3) e a = (¢1 + G123 + g3)-

Conclusao: Dados a,b € Z, sempre podemos escrever o M DC'(a,b) como uma com-

binacao linear de a e b, ou seja, existem x,y € Z tais que
MDC(a,b) = ax + by
Exemplo A.1.2.8. a =252e b=111
252 =2-111+ 30
111=3-30+21
30=1-2149
21=2-9+43

Como 3 divide 9 temos que 3 = MDC(252,111). Se quisermos escrever o MDC como
combinagao linear de 252 e 111, basta voltar os passos nas equacgoes acima, da seguinte

maneira
3=21—-2-9, mas 9=30—1-21, logo

3=21-2-9=21-2-(30—1-21)=3-21—2-30. Mas 21 = 111 — 3- 30,
logo

3=3-21-2-30=3-(111-3-30) —2-30=3-111—11 - 30.
3=3-111-11-30=3-111 —11- (252 —2-111).
Da ultima igualdade acima segue, finalmente, que

3=25-111—11-252.
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Cuidado para nao fazer a conta no meio do caminho!! O Objetivo é escrever como

combinagao linear!

Exemplo A.1.2.9. a =165 e b =105
165 =1-105 + 60
105 =1-60+45
60 =1-45+15
Como 15 divide 45 temos que M DC'(165,105) = 15.

Agora vamos escrever o MDC entre 165 e 105 como uma combinagao linear entre esses

dois numeros. Antes de fazermos isso, note que

(1) 60 =165 — 1 - 105
e que
(#7) 45 =105 —1-60
De fato,
15=60—1-45=60—1-(105—1-60) (por(it))
15=2-60—105=2- (165 —1-105) — 105 (por(z))
15=2-165—3-105

Exemplo A.1.2.10. a =47 e¢ b =97

97 =2-47+3
47=15-3+2
3=1-2+1

Como 1 divide 3, temos que 1 = MDC(47,97). Vamos, agora, escrever o MDC como

combinagao linear dos dois ntimeors dados. Temos que
1=3-1-2=3-1-(47-15-3)=16-3—-1-47=16-(97—2-47) — 1-47.

Portanto,
1=16-97—33-47.
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A.1.3 Aula 3 - Maximo Divisor Comum (Continuagao)

A escrita do MDC como combinacao linear nos permite caracterizar o MDC de outro

modo.

Proposigao A.1.3.1. Sejam a,b € Z nao simultaneamente nulos.

Entao, D = M DC(a,b) se, e somente se,

(D divide a e D divide b) e

para todo d € Z,(d divide a e d divide b) = d divide D
Demonstra¢ao.(=>) Se D = MDC(a, b) entao, por defini¢do, D ¢ o maior elemento do
conjunto dos divisores de a e b, logo, D divide a e D divide b. Também sabemos que

existem o, € Z tais que D = a-a+ [ -b. Se d divide a e d divide b, entao existem

k,l € Z tais que a = kd e b = ld. Substituindo a e b na igualdade acima temos
D=a-a+p-b=a-k-d+p-l-d=(a-k+5-1)-d.

Entao d divide D.

(<) Se D divide a e D divide b, entao, por definigao, D pertence ao conjunto dos
elementos que dividem a e b. Se para cada d € Z tal que d divide a e d divide b, ou seja,
d pertence ao conjunto dos divisores de a e b, assim, d divide D entdo, |d| < |D|. Assim,

D ¢é o maior elemento do conjunto dos divisores de a e b, isto é, D = M DC(a,b).

Definicao A.1.3.2. Sejam a,b € Z nao nulos. Dizemos que a e b sao primos entre si se,

e s6 se, MDC(a,b) = 1, ou seja, o unico divisor comum de a e b é 1.

Lema A.1.3.3. MDC(n,n+1) =1.

Demonstragao. Sabemos que M DC(n,n+1) = M DC(n,n+1—n) pelo Lema de Euclides.
Mas MDC(n,n+1—n)= MDC(n,1) = 1. O
Corolario A.1.3.4. Dois nimeros naturais a e b sao primos entre si se e somente se
existem «, 3 € 7 tais que 1 = a-a+ - b.

Demonstragao.(=>) Decorre do Algoritmo de Euclides.

(<=) Suponhamos que existem «, § € Z tais que 1 = a-a+£-be que D = MDC(a, b).
Como D |a e D|b,por Ds, D|(a-a+5-b)=1. Assim D = 1. O
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Proposicao A.1.3.5. Sejam a,b,c € Z. Se a divide b-c¢ e MDC(a,b) = 1, entdo

a divide c.

Demonstragao. De a dividir b-c temos que existe k € Z tal que be = ak. De MDC(a, b) = 1,
temos que existem «, § € Z tais que 1 = a-a+ [ -b. Multiplicando esta ultima igualdade

por ¢ e substituindo bec temos
¢ = aac + Bbe = aac + fak = (ac + Bk)a.

Logo, a divide c. O

Proposicao A.1.3.6. O conjunto dos nimeros primos € infinito.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que dada uma quantidade finita de ntimeros primos pode-

mos obter mais um nimero primo diferente de todos os dados inicialmente.
De fato, sejam pq, pa, ..., p, 7 primos distintos.

Considere o nimero n = p;- - - -p, € n+ 1. Sabemos pelo Lema 1.6.3 que os ntimeros
n e n + 1 nao possuem fatores em comum. Logo, nenhum dos py, ps, ..., p, divide n + 1.
Assim ou n 4+ 1 é primo (diferente de py,ps,...,p,) ou n + 1 tem algum divisor primo

diferente de pq, pa, ..., pr.

Com essa construgao, produzimos um novo nimero primo.Como este processo pode
ser repetido indefinidamente, concluimos que para qualquer r existem mais do que r

numeros primos distintos. Assim o conjunto dos nimeros primos € infinito. O

A.2 Equacoes Diofantinas Lineares

A.2.1 Aula 4 - Equacgoes Diofantinas Lineares

Sao equagoes algébricas com uma ou mais varidveis, a serem resolvidas nos inteiros.
O nome deriva de Diofanto de Alexandria, que viveu em torno do ano de 300 D.C. As

equacgoes diofantinas lineares sao as de grau 1.

Para a,b,c € Z com a e b nao ambos nulos, vamos estudar a equag¢ao

axr +by =c
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Teorema A.2.1.1. Sejam a,b,c € Z com a e b nao ambos nulos e seja d = M DC(a,b).

Entao a equagao ax + by = ¢ tem solugao em Z se, e so se, d|c.

Demonstra¢ao.(=) Suponhamos que existem x,y € Z tal que ax + by = ¢. Como d|a e

d|b, temos que d divide qualquer combinagao linear e, portanto, d|c.

(<) Suponhamos que d|c. Entao existe e € Z tal que de = ¢. Mas d = M DC(a,b).
Logo existem «, 8 € Z tal que aa + b8 = d. Multiplicando por e, obtemos

ace + bfe =de = ¢
Sejam x := ae e y := [e solugdes para a nossa equagao. Entao,

ar + by = c.

Na Geometria Analitica, a equacao ax+by = c representa uma reta r. Ao procurarmos
solugoes em Z da equagao ax + by = ¢, na verdade estamos perguntando se a reta r, por
ela representada, contém pontos que tenham ambas as coordenadas inteiras. O Teorema
acima nos diz que existem equagoes dessa forma sem solugoes inteiras, por exemplo, a
equagao 12 + 8y = 7 nao tem solugoes inteiras, ja que M DC(12,8) = 4 e 4 nao divide
7. Fica, entao, provado o fato que a reta 12 4+ 8y = 7 consegue evitar todos os pontos do

reticulado Z X Z = {(z,y) | =,y € Z}.

Exemplo A.2.1.2. Resolver nos inteiros a equagao 28x — 12y = 80. Dividindo por 4,
essa equagao € equivalente a
Tr — 3y = 20

MDC(7,3) = 1, que divide 20. Logo essa equagao tem soluc¢oes em Z. Para encontrar
uma solugao, comecamos escrevendo o MDC como combinagao linear, 1 = 7 — 2 - 3.

Multiplicando por 20, obtemos

7-20 —3-40 = 20 (%)

Portanto, uma solu¢ao nos inteiros ¢ x; = 20, y; = 40. Podemos encontrar uma

infinidade de outras solugoes somando e subtraindo uma mesma quantidade,

7-204+7-3-t—-7-3-t—3-40=20
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ou seja,

7-(20+3t) — 3 - (40 + 7t) = 20 para todo t € Z.

Assim, obtemos infinitas solugbes em Z para a equagao 28x — 12y = 80

r=204+3t, y=40+ Ttcom t € Z.

Neste ponto, ainda nao é 6bvio que as solugoes encontradas incluem todas as solugoes
de nossa equacao. Vamos provar que de fato isso ocorre. Para isso, consideremos (z,y)

uma solug¢do qualquer para nossa equagao. Comparando com (*), obtemos

Tr—3y="7-20—-3-40

e, portanto,

7-(r—20)=3-(y—40) (xx)

Mas 7|7(x — 20), logo 7|3 - (y — 40). Como 7 é primo, se dvide um produto entdo
divide pelo menos um dos fatores. Como 71 3, entéo 7|y — 40, isto é, existe t € Z tal que

y —40 = Tt.

Substituindo y — 40 por 7t em (**), segue que 7 - (x — 20) = 3 - Tt, ou seja,

x—20=3t (e) y—40 = Tt.

Fica, entao, provado que uma solugao inteira qualquer faz parte de nossa solugao.

A seguir, vamos estudar o teorema que generaliza a resolu¢ao da equagao considerada
nos primeiros exemplos. Sendo d = MDC(a,b), no teorema abaixo, consideramos o

problema de resolver a equagao do tipo

ax + by = ¢ com d|c

Pelo Teorema anterior, este é o caso em que a equacao tem solu¢ao em Z. Dividindo

por d, temos a equagao equivalente (com as mesmas solugoes)

Ul e
SHRS
<

I
Ul O
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em que MDC(5, s) = 1. Logo para propositos préticos, inclusive, é suficiente consider-

armos o caso de uma equagao az + by = ¢ em que M DC(a,b) = 1.

Teorema A.2.1.3. Sejam a,b,c € Z com a,b nao nulos e tais que M DC(a,b) = 1.
Escrevendo aac + b3 =1 com «, 8 € Z, temos que xg = a.c, yg = [.c € uma solugao da
equagao

ar + by = c.

As demais solugoes inteiras sao dadas por: x = xq+bt, y=1yy—at comt € Z

Demonstrag¢ao. Comecamos escrevendo aa + b = 1, com «, € Z. Multiplicando por ¢,

obtemos aac + bfc = ¢, ou seja, xg e yy definidos por

To = a.c, yo = P.c

formam uma solucao da equacao ax + by = c. A seguir, sejam x e y definidos por
T =x9+0bt, y=yo—at comt € Z. E imediato ver que z e y sdo uma solucio da equacio
ax + by = c. Falta mostrar que nao existem outras solucgoes, isto é, que qualquer que seja
o par x; e y; de solugOes, existet € Z tal que x; = xg + bt e y; = yo — at. Assim ficara
provado que a familia x = xo+bt, y = yo — at com t € Z inclui todas as solu¢oes da nossa

equagao. Se xp e y; € uma solucao, entao

ary + by = ¢ = axy + byy

e segue que

a-(r1—x9) =b-(yo— 1)
Mas ala - (z1 — x¢) implica que a|b- (yo — y1). Como M DC/(a,b) = 1, concluimos que
al(yo — y1) e, portanto, existe t € Z tal que
at = yo — Y1, ou seja, Y1 = Yo — at.

Substituindo esse valor em a(z; — zo) = b(yo — ¥1), temos que a(x; — xy) = bat, ou

ainda,
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r1 —x9 = bt ,ie, x1 = x9 + bt.

Assim, concluimos que a solugao (1, y1) esté incluida na familia x = zo+bt, y = yo—at

com t € Z.

A.2.2 Aula 5 - Equagoes Diofantinas Lineares (Continuagao)

Exemplo A.2.2.1. Encontrar todos os niimeros inteiros N tais que:
- O resto da divisao por N por 37 é 9;
- O resto da divisao por N por 52 é 15.

Dividindo N por 37, obtemos um quociente x e resto 9, ou seja,

N =37z+9 (%)

Analogamente, temos

N =52y + 15 (*x)

De (*) e (**), segue que 37z + 9 = 52y + 15, ou seja, vale a equagao

37x — 52y = 6.

Como 37 é primo e nao divide 52, entao M DC(37,52) = 1. Entao como 1 divide 6
temos que a equagao 37z — 52y = 6 tem solugdo em Z. Escrevendo 1 (que é o MDC entre

37 e 52) temos que:

92 =37+15=15=52—-37
N =2-154+7T=7=37-2-15

15=2-7T41=1=15-2-7

Entao,

1=15-2-7=15-2-(37—=2-15)=5-15—-2-37
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—=5-(52—37)—2-37=5-52—7-37

Multiplicando por 6, segue que

37 (—42) — 52 (—30) =6

e xog = —42, yo = —30 é uma solugao da equagao 37x — 52y = 6. De acordo com o tltimo

teorema visto, podemos encontrar toda uma familia de solugoes

37 (52t — 42) — 52 - (37t — 30) = 6, para todot € Z

A equagao 37x — 52y = 6 tem uma infinidade de solugoes inteiras, dadas por x = 52t —42;
y = 37t — 30 para todo t € Z.

Vamos agora procurar as solugoes naturais de nossa equacao. Basta determinarmos
quais sao os t € Z para os quais x = 52t —42 > 0e y = 37t — 30 > 0.

Temos assim as condigoes

(i) 52t > 42, que se cumpre se, e s0 se, t > 1

(ii) 37t > 30, que se cumpre se, e s6 se, t > 1

Conclusao: Para todo t € N satisfazemos as condicoes dadas.
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ANEXO B - Questiondrios Iniciais

A seguir os questionarios que eram entregues aos alunos no inicio de cada encontro e

o questionario final.



B.1 Questiondrio 1
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B.1 Questionario 1

Colégio Tiradentes

Oficina sobre Equagoes Diofantinas

Nome: Turma:

Testando os conhecimentos iniciais.

1. Defina com suas palavras divisor de um ntmero inteiro qualquer.

)

. Vocé conhece alguma propriedade sobre divisores?

3. Determine todos os divisores de 20.

4. Determine todos os divisores de 36.

5. Como sao chamados os nimeros que possuem apenas dois divisores?

6. Dé 2 exemplos de niimeros que possuem apenas 3 divisores.
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B.2 Questionario 2

Colégio Tiradentes

Oficina sobre Equacoes Diofantinas

Nome: Turma:

Testando os conhecimentos iniciais.

1) Usando suas palavras, defina MDC.

2) Calcule o MDC dos ntimeros abaixo:

a) 35 e22. b)36e14. c) 231 e 273.

3) Laura tem 30m de fita verde e 24m de fita amarela. Ela quer cortar
essas fitas de modo que os pedagos tenham o mesmo tamanho, que sejam o
maior possivel e que nao haja sobras de fita. Quantos metros deve ter cada

pedaco de fita?

4) Calcule o MDC de:

a) 323 e 646. b) 667 e 2001.
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B.3 Questionario 3

Colégio Tiradentes

Oficina sobre Equacoes Diofantinas

Nome: Turma:

Testando os conhecimentos iniciais.

1) Qual é o MDC de dois ntimeros consecutivos?

2) Determine todos os divisores de 30 e 45. Determine quais sao os

divisores comuns entre esses dois numeros e o seu MDC.

3) Dados a,b € Z por definigdo, sabemos que o M DC(a,b) é o maior
elemento do conjunto dos divisores de a e b. Vocé consegue ver outra relacao

entre esses elementos?

4) Se um nimero inteiro qualquer divide o produto de outros dois inteiros

quaisquer, ele necessariamente divide um dos fatores? Conjecture a respeito.
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B.4 Questionario 4

Colégio Tiradentes

Oficina sobre Equacoes Diofantinas

Nome: Turma:

Testando os conhecimentos iniciais.

1) Explique com suas palavras se as seguintes equagdes podem ou nao ter

solucao em Z:

a) 3z + 4y = 20

b) 3k + 61 = 7

¢) 24z + 138y = 18

d) 5m + 10n = 3

¢) 10z 4 6y = 30

e) 8z + Ty =3
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B.5 Questionario Final

Questionario Final

1) Vocé gostou do método de ensino que foi praticado nas oficinas?

2) Voceé sentiu alguma diferenca entre a matemaética ensinada dentro da

sala de aula e a da oficina? Caso sim, cite as principais diferencas.

3) Depois das oficinas, sua visao sobre a Mateméatica mudou? Cite algu-

mas dessas mudancas.

4) Sobre os conteudos revisados:
- Vocé pensa que foi importante retomar esses contetdos?

- O novo método para a obtencao do MDC é melhor que o que vocé ja

sabia? Porqué?

5) Sobre o novo contetido Equagdes Diofantinas:
- E importante?

- Cite alguns fatores que torna esse contetudo facil e/ou dificil.
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ANEXO C - Atividades

Agora apresentamos as listas de exercicios que eram dadas aos alunos e

também o teste que foi feito com eles.
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C.1 Lista de Exercicios 1

Exercicio 1: Determine o quociente e o resto da divisao de:

a) 7 por 2.

b) 25 por 7.

c) 77 por 8.

d) 233 por 11.

e) 12 por —7.
f) —15 por 9.
g) —21 por —4.

Exercicio 2: Desafie seu colega a montar casos similares aos exemplos

dados acima.
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C.2 Lista de Exercicios 2

Exercicios

1) Calcule o MDC dos ntiimeros abaixo e escreva-o como combinagao linear

dos numeros dados.

a) 98 e 14

b) 140 e 315

¢) 225 e 300
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C.3 Lista de Exercicios 3

Exercicios

1) Calcule o MDC dos niimeros dados e escreva-o como combinagao linear

desses niimeros.

a) 338 e 91

b) 235 e 141

2) Sabe-se que o M D(C(147,63) = 21. Podemos escrever 21 como:
21=1-147-2-63
i) Escreva 84 como uma combinagao linear de 147 e 63.

Dica: Note que 84 =4 - 21

ii) Sera que todo multiplo de 84 pode ser escrito como combinagcao linear

de 147 e 637

3) Tente generalizar o resultado acima.

4) Sera que toda combinacao linear de a e b é multiplo do M DC'(a, b)?

Conjecture a respeito.
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C.4 Lista de Exercicios 4

Exercicio: Usando os teoremas que foram apresentados em aula, em

cada uma das equacoes dadas anteiormente, determine as solucoes inteiras,

caso existirem.

Observacao: As equagoes mencionadas no exercicio acima encontram-se

no anexo B.4.



C.5 Teste 79

C.5 Teste

Teste

1) Calcule o MDC entre 976 e 352 e reescreva-o como combinagao linear

desses dois niimeros.

2) Resolva nos inteiros e naturais, a seguinte Equacao Diofantina:

a) 12z — 27y = 33
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ANEXO D - Respostas dos Alunos

A seguir algumas das respostas dos alunos feitas na nossa oficina. Note
que a ordem das respostas dos exercicios é a mesma que apresentamos os

questionarios e listas de exercicios.
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D.1 Questionarios

1. Defina com suas palavras divisor de um nimero inteiro qualquer.
O divoor & um mpo 0o Gudaper ¢ Qg nimeo Qe
o da ‘73& w dandids ,qesu\’my«ao e um Aorewro  ratuad,

. 2. Vocé conhece alguma propriedade sobre divisores? \
S, Os Aisored @J\&S‘\*Onki s wm nomaro mu\’ﬁ()\;(g&ﬁ ¥ SONM Sempre

o Ao VUMD . — ’ o ]
Ex.: D(w- ’\\23% %M 13 3,303 ANe36 =22 M 7 302 =M% 0 = Gulo = %

i T

3. Determine todos 0s dmsores de 20.

: \
0 T OV 2 V2
b( oS ktlllﬁfk‘o.fo} vo 12 W
< |5 |5 o0
A
4. Determine todos os divisores de 36. ' ) A
6L \%
ALl L
\BK’Sb\ K)\z,sib\(o% n \%%} NERERRY
S e e ) 313 {9 11 206
E 4

5. Como sao chamados os nlimeros que possuem apenas dois divisores?
Nimeros  prsos (A e i morno).

6. Dé 2 exemplos de niimeros que possuem apenas 3 divisores.
NOERENE AN 4 5.
B\@\? \A] 3 1‘5\\
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D.2

1) Usando suas palavras, defina MDC.
Q IMdximo divisor oMM e 60 maior norMero teiro
per que p_odemos dividir doi

0S outros ndmeros )'n7Ler'f‘oS/
resvlfande em ovted ndmercs ; mfei ros e com restos

'\Quois o Lero.

=™ 2) Caleule 0 MDC dos ndmeros abaixo:
~a)35e22. b)36e 14. c) 231 e 273.

©)35502la ) BI36,44|@) (19315213 )
w 25,41 1§ 18,4 {9 ?1,31 @
‘ 4)_4_.1 ¥ 415 13 Py
pAt R 1, 43 |13
i, 1 4, $y _
T 3.7=24,
3) Laura tem 30m de fita verde e

2-3=6 metros,

1,4 1(%

4) Calcule o MDC de:
a) 323 e 646. b) 667 e 2001.

Q) 323,646 | 2 (- bYG6H, 2004
323,323 66+, 6634 |——
R TS —’ 220 6ed,

|
|
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D.3

1) Qual é o MDC entre dois mimeros consecutivos?
, pors
X =l (x- D+ 1
XAz (=D O
IO%O { € o NG

_+2) Determine todos os divisoreS'de 30 e 45. Determine quais sao 0s divisores
comuns entre esses dois niimeros e o seu MDC. -
W2 656,10/ (C;,zo .
) A 6 6 D\V‘\ SOy E L AN — '?3' %,4%
| CE’\V’ s moc - (S

3) Dados a,b € Z por definigao, éabemos que 0 M DC(a,b) é o maior elemento
do conjunto dos divisores de a e b. Vocé consegue ver outra relagao entre esses -

elementos?
O WMDC COw;O) e divisiue! por {—oo’o% O% NO-
vineryro S qru\e d\)\c‘;\em/\ a_ e \o : )

4) Se um ndmero inteiro qualquer divide o produto de outros dois mtelros
quaisquer, ele necessariamente divide um dos fatores‘7 Conjecture a respelto

)Q&O QO\ q{ ?OY Q)(e\/\/'\(? , Se O\/O> c
oC ) vz eb sinde b ovena C

aslio,s Co
210 e N5 |

! O\"PO@Q df\/;c
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D.4

1) Explique com suas palavras se as seguintes equacoes podem ou nio ter
solucao em Z: :

8) 3T +4y = 20 T ARLSO e L | EOLSL B 3= 4
e domdx 20,

e

~b) Bk +6l =T Jcsje Jirm dugle

i ) ( -2
i,PgM D L3l =2e

o - T L It
c)'v24a::+'13-8y:18 TOv M N ;63 o
A% =5. a0 + 1O | . - _ —~
M= 1@ + 0 L o e LQ) :

AY= .0 +O ! , n une | 5,801 =6
WIS S gz o0 BTN

woee - LS onOoe dvneke g B

{ ERE
— 1, AFUORAS Mbe Aol
e) 10z +6y =30 To "ASW yeadh A ' ‘ |
o= 4 ¢ L dvocdy RO- : _
= : : . , }=
(o'q +0, P La"'z% A4
(/\-'Q_,.’;l/*’o Zli me
B)8r+Ty=23 BN V- VN et A ! _
=t +1d o A divede 3,
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D.5

1) Vocé gostou do método de ensino que foi praticado nas oficinas? -

2) Vocé sentiu alguma diferengs entre -a matemadtica ensinada dentro da sala
de aula e a da oficina? Caso sim, cite as principais diferengas.
3im, pos mo sola ds qule iy Tabodhems muide mreis com
Jovoudon predos . Quiorde & ere mes  paraimes Losdonds dampe wf\éuiwcm-'
do i o paks G ol plaprdedes dol dividsdidada
3) Depois das oficinas, sua visdo sobre a Matematica mudou? Cite algumas
dessas mudangas. @ ')ume. QQJ,\WA rostous O SPELNES }ld‘g' rnoica
ﬂ(g:e c BQ 9/%«3 RO M M em,g\ o W.ﬁ ; 2 fu.gci.n._., QB»,\_Q,\/\W
e, Aot o slocirog, K .

4) Sobre os contetidos revisados: ,
- Vocé pensa que foi importante retomar esses conteidos? :
- O novo método aprendido para o cdlculo do MDc é melhor que o que vocé jé
sabia? Porqué? . '
——&J_ Pe/f\/}g o&y_\_m_a m'\(l_‘x.eru;(kc‘im (\*&MM_QAAM MMA‘L&G m&,& D;B
S8 W/ﬂbiﬂ , MOOOA %g&hu, de S&(mvndﬁ:*ien—. p ewnsrdocds : - ‘
- A reu; e_kﬁfv‘{‘-lk&b calleuwlon O( wDC CL;L Urono. ) AOOUNASCA. O
oo mirranm arorada. ko sdas mitede senta BGL ducaliin ne aﬂ?)m

m;[xm'\ﬂ/\sg /56)5 ‘ZJ\A/YT‘—'S} DX OA

5) Sobre o novo contetddo Equagses Diofantinas:

- E importante? _

- Cite alguns fatores que torna esse contéudo facil e/oy dificil.

- Jeds o condecmads 24l acuewisdo  ma Holewalca o ./\,:,Ff-a?i‘o,q,ﬂ(h",-
rOD QW &xm{»@"i&rm@ M@W J\aﬁaimm, P{wsd\w&
Ao aplicachs  ms dio-oc- dion . Soane i \Q_ék m_feM ereng cutdune
2 cerdadirmankis . ,

sikiudodan por oo SUTTIRY RS P AP )&Q&Lg/ S Qui mAB A rupB pONG U

(‘/&T\M,OL& du Wéuf‘lwzﬁ’\ ?wwo\ m/ m&b— \chlv q\nﬂ\gxma OL’Q'M’Q/M

s . de sen Froballlods e s M)s) 2 s roededs ola

M&MWW mmﬂi’\i{j" do o s da mw«n@mw
%M fl\-ﬁw()j\,efy‘(,w
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D.6 Lista de Exercicios

Exercicio: Determine o quociente e o resto da divisio de:

a) Tpor2. = QD+ 4

b) 25 por 7. 35]
—2d

4 5= 4.3 14
77 8. -
¢c) 77 por 4y ng_
T 32 13:=8.38+5

vm)

d) 233 por 11.
il
~35i\’r 233 ~14.21+2

~"‘ ' ] g
e) 12 por —7. '
EiAR ke 3 -
-t 4= -%.(i)sg
. 5 -
f) —15 por 9. '
- 1518
448 -2 ~1%5=3.(-D+3
3 .
g) —21 por —4. -4 o
;%I}; 57 —aal=(D.6+3
S

Exercicio: Desaﬁe seu colega a montar casos s1m11ares aos exemplos dados
acima. - -

Wey por -5

43 (-5 -
—4579 49- (B (N4
4
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D.7

Exercicios

1) Calcule o MDC entre os niimeros abaixo e escreva-o como combinagao linear
dos nimeros dados.

a) 98 e 14

38=F44+0  94= 604+ 19 = 98- 6 14

Mde (A4,0) = AY

 b) 140 e 315 S —
515= 2-440 +35 |35 = B34S~ Z- /HO’\
wo=wssaod
Hee - 351

35 = AMOx 4+ ’5’16»6

c) 225 e 300
. - A a

226= 30540 -
Hde - 75
75 ——;?LBOO ~4-2.25
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D.§
D.8
Exercicios _
) Calcule 0 MDC dos nimeros dados e escreva-o como combinagao linear
- desses niimeros. i
a) 338 e 91. : : 2 3
C3BR- 2 alr05 -6 2.2 P =
M:65:26 (3= 338 - z.a1=2 (21 69) MDC= 13 ‘
6S:.2G4+1% 13- 330 - 2,24-2.21+2(33% 3. v«\ N
26=2.4%%0 (32333 —-9.2%11 2. ERL- NSRS
- 127 3,23 - 11,414
b)235 e 141
235 {4 *3% : -
Ctgesayalzat qd= - uu-(:as%»l'ﬂ\ -~
L D272.4THO 207 2 Q. 42 - 245
Ay

2) Sabe-se que 6 M DC'(147,63) = 21. Podemos escrever-21 como:

. 21_1147 263 . ( ‘ }j
' [ - mrﬂ‘* (o §
! qﬁteaiae)mnw 3 3 J/
Dge. WOU0 -89 53

-1) Escreva 84 como uma combinagao

Dica: Note que 84 = 4.21 84y= {47~ 6G~7
i) Serd que todo miltiplo de 84 pode ser escrito cdrno uma combinacao linear
de 147 e 637 _ ' '
S, QOG- _

Yo = (L AUT -2.6%)
Q=417 -6.05
3)Tente generalizar o resultado obtido acima.

—7. < B Pl

) Serd que toda combinagao linear de a e b'é muiltiplo do M DC(a,b)? Con-
jecture a respeito. '
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Exercicios: Usando os teoremas que foram apresentados em aula, em cada
uma das equagdes dadas anteriormente, determine as solugdes inteiras, caso exis-

tam.

&) DY iy = 20
Hoc3d,u) =1

A=4-4.3 [
209 = 204 =203 = z.oq+___5L\Jt_\ 54 Jt 20- ?y-
= LZO*?’J‘) +3 (-4 -20) =20 |
c,) 4%+ /\38\6: A ¥ b (u23) =
AZ6-U-23%

ALK + 69% =9

Qx + 23?;3 2 e U484 22(- 6)/

= YUY 4423k —Y-23 t+23(-3) =
- q(4g+23t)+7_5( -4%-3) =3 |

¢) AOx « 6\6:30 Moc(9,3) = 4
5x+%\37‘"5 A= 3-2-5-4

AS= D30 +5( 48) = 5 I‘BO+ 3. 5;&) 3.5k + 5015
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Testé

1) Calcule 0 MDC entre 976 e 352 e reescreva-
dois nimeros.

$16 = 2:3524 272, 462 80-2-32 = 362292 - 2(222-5.50) -

0 como combinagio linear desses

2=4-232 480 = 352-(926-2-352) -2:232+8-30=
2792 = 380 432 = 352976+ 2 +352 —2(33¢6-2. 352) 1 6(352- 272
fo= 2.2 +16 | = @:352-93¢ ~2.936 +‘1 + 352163526272
322246 t0 . 43252 -a. 6?6 'g(eqe -2. 352)_
R : @ - 25 362— Q- 346*)

L

2) Resolva nos inteiros e naturais, a seguinte Equag&o Diofantina:

a) 12z — 27y = 33

Y- 3\62 11
Q=241+ 4 : -
e R e
f=402)-9(-1) =

4444( 22) = 3(-44) =
= (-22)4 4. 9% — U Gk — 3 (-41)
44;Lx(—zz_+%> —3(ux - 44)

~22w9k>20  Y4- {4z 0
QL= 27 Gk 2 41




