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RESUMO

Fizemos o controle de caos deterministico num modelo de ecossistema,
recentemente proposto por Hastings e Powell, descrevendo o comportamento dindmico
de uma cadeia alimentar de trés espécies. Este modelo ecolégico é um sistema
dindmico tridimensional, envolvendo trés equacodes diferenciais ordinérias nio lin-

eares de primeira ordem com um parimetro de controle.

Calculamos os expoentes de Lyapunov para os atratores do sistema,
quando se varia o pardmetro do sistema. Observamos que, dependendo do valor
assumido por este pardmetro de controle, o comportamento dindmico do ecossistema
pode evoluir para diferentes atratores, tais como um ponto de equilibrio est4vel, ou

um ciclo limite estavel, ou um atrator cadtico.

Se, por um lado, a imprevisibilidade a longo alcance associada com o
caos pode ser indesejavel em tal contexto, por outro lado, a possibilidade de usar o
método Ott-Grebogi-Yorke (OGY) de controle de caos evidencia que, a presenca de
caos pode, na verdade, ser vantajosa, pois podemos escolher qualquer uma, de um
grande numero de drbitas para estabilizar. Para testar como o modelo de Hastings
e Powell responde a estratégia de controle OGY, tentamos aplicar esta técnica para

o controle de um dos atratores cadticos previamente observados.

Assim, depois de reconhecer um valor do parametro do sistema que
estd relacionado a um atrator caético, localizamos as érbitas de sela periédicas
imersas nele. A seguir, exploramos as Orbitas periddicas instéveis j4 existentes em
nosso atrator cadtico e, fazendo pequenas perturbagdes dependentes do tempo no
parametro do sistema, estabilizamos duas érbitas periédicas distintas. Além disso,
verificamos a flexibilidade da aplicagdo do método OGY de controle, permitindo

alterar o comportamento dindmico do sistema de érbitas periédicas diferentes.
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ABSTRACT

We have achieved control of deterministic chaos in an ecosystem model,
recently proposed by Hastings & Powell, describing the dynamical behavior of a
three-species food chain. This ecological model is a three-dimensional dissipative
dynamical system involving three first-order nonlinear differential equations with a

control parameter.

We evaluate the Lyapunov exponents for the attractors of the system,
as the system parameter is varied. So we observe that, depending on the value
assumed by this control parameter, the dynamical behavior of the ecosystem can
evolve to many different attractors, such as stable focus, or a stable limit cycle, or

a chaotic attractor.

At first sight, the long-term unpredictability associated with chaos may
be undesirable in such setting; but, since can use the Ott-Grebogi-Yorke (OGY)
method of controlling chaos, the presence of chaos may be in fact advantageous,
because we can choose any one of a number of different orbits to stabilize. In order
to check how does the Hastings & Powell respond to the OGY control strategy,
we attempt to apply this technique for the control of one of the chaotic attractors

previously observed.

So, after recognizing a value of the system parameter which is related to
a chaotic attractor, we locate periodic saddle orbits embedded in it. Then, we exploit
the already existing unstable periodic orbit in our chaotic attractor, and we stabi-
lize two different attracting time-period motions by making small time-dependent
perturbations on the system parameter. Furthermore, we check the multipurpose
flexibility, as the system behavior can be allowed for switch different stabilized pe-

riodic orbits.
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1 INTRODUCAO

O crescente estudo de modelos matematicos em ecologia é um reflexo
de sua utilidade na compreensdo dos processos dindmicos envolvidos em areas como
interagdes presa-predador e competicdo, gerenciamento de recursos renovaveis, con-

trole ecolégico de pestes entre outros.

Em particular, os modelos matemdticos de cadeias tréficas buscam
contemplar, em sua formulagdo, algumas das caracteristicas observaveis do meio,
tais como: quantidade de alimento disponivel, taxa de crescimento, taxa de mor-
talidade, termos de predacdo, termos de migragio, possivelmente incluindo flu-
tuagoes. Os modelos que levam em consideracdo somente algumas caracteristicas
observéveis, sem levar em consideracdo as flutua¢des nas mesmas sdo chamados de
deterministicos; os que levam em considera¢io flutuagées envolvem probabilidades
e sao chamados de estocdsticos. No que segue, nos referiremos apenas a modelos

deterministicos, ou seja, ndo levaremos em consideracio as flutuacdes do ambiente.

Um sistema dindmico pode ser definido como a prescricio matematica
deterministica para a evolugao do estado de um sistema & medida que o tempo passa.
A varidvel tempo pode ser continua, no caso de equacdes diferenciais, ou pode ser
discreta, no caso de mapas. Um sistema dindmico continuo n-dimensional pode ser

escrito sob a forma:

dx
— =F(x,t 1
onde x = {z,(t),z2(t),...,zn(t)} € R™, caracteriza o estado do sistema em algum

instante de tempo t,t € Re F: " - R,

No caso em que F(x,?) ndo tem dependéncia explicita na variivel in-
dependente, este sistema é chamado de sistema dindmico auténomo; quando esta

dependéncia é explicita, este sistema é chamado de sistema dindmico ndo auténomo.

Um sistema dindmico n-dimensional descreve uma trajetéria num espaco

n-dimensional & medida que o tempo passa, ou seja, temos por essa trajetoria a de-
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scrigdo do comportamento do sistema ao longo do tempo. O lugar geométrico onde
esta trajetoria pode ser representada é o que chamamos de espaco de fase. No
espago de fase temos a representagio da evolugio do sistema; cada ponto, no espaco
de fase, é caracterizado por um conjunto de valores para as varidveis dependentes
{z1,22,...,2,} em algum instante de tempo e representa o estado do sistema, neste

instante de tempo.

Um sistema dindmico pode depender de um ou mais pardmetros e apre-
sentar diferentes comportamentos & medida que variamos cada um dos pardmetros

associados ao sistema.

Podemos classificar os sistemas dindmicos em consevartivos e dissipa-
tiwos. Um sistema é dito ser conservativo se o volume no espaco de fase é preservado
ao longo do tempo, ou seja, dada a evolucdo de um elemento de volume no espaco

de fase, este elemento de volume se conserva.

Um sistema dindmico ¢ dito dissipativo se dada a evolucio de um el-
emento de volume, no espago de fase, houver uma contracao deste elemento de

volume. Para um sistema da forma do sistema (1.1), tem-se:

av
— = [ V.FdV 2

dt v (1.2)
onde V' é o volume no espago de fase, e V.F ¢é o divergente de F. Assim, para

um sistema descrito por (1.1), o divergente de F representa a divergéncia média da

velocidade no espago de fase. Para um sistema hamiltoniano, V.F = 0 e, portanto,

av

% = 0 e o volume se conserva (sistema conservativo); caso contrario, % <0eo

sistema € dissipativo, ou seja, temos a contra¢do do volume no espaco de fase.

Um sistema dissipativo pode apresentar diversos tipos de atratores, de-
pendendo do valor dos pardmetros do sistema, tais como pontos de equilibrio estdvel
(ou pontos fixos, no caso de mapas), ciclos limite e atratores cadticos. Cada um
destes pode ser atraido por um conjunto de condi¢des iniciais préximas a eles. O
conjunto de todas as possiveis condigdes iniciais que convergem para um dado atrator

chama-se bacia de atra¢do do atrator em questao.
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Em um sistema dindmico continuo dissipativo, as solugdes geram ele-
mentos de volume que se contraem, de maneira que a dindmica tende a uma regido
limitada no espago de fase. Um atrator caético é formado por combinagdo, em pelo
menos uma diregdo, de dobras juntamente com um nimero infinito de expansoes,

além de contracdes em outras direcoes.

A presenga de caos em sistemas dinidmicos dissipativos foi verificada h4
bastante tempo, e desde entdo vem recebendo muita atencao por parte de alguns
estudiosos. O caos j4 foi detectado em muitos sistemas fisicos e quimicos (Peng et al.
1991, Takens 1981 e Bykov 1998). Em especial, tem sido evidenciada a relevancia
dos estudos de sistemas cadticos, na descricdo da dinadmica de sistemas ecoldgicos,

nao apenas no que tange & caracterizacio, mas também ao controle do mesmo.

Se, por um lado, a imprevisibilidade de longo alcance associada com
0 caos pode ser indesejavel, por outro lado, a presenca de caos pode ser vantajosa
pois, através de seu controle, pode-se escolher qualquer érbita periddica instdvel
imersa sobre um atrator caético, e estabilizd-la. Em outras palavras, diferentes
orbitas podem ser estabilizadas para o mesmo sistema, no mesmo intervalo para o
parametro; isso, sem falar da flexibilidade permitida em estabilizar sequencialmente

varias 6rbitas distintas.

Sabe-se que o caos ja foi aplicado para melhorar a poténcia de lasers,
para sincronizar a saida de circuitos eletrénicos, para controlar oscilacoes em reacoes
quimicas e até para estabilizar o comportamento erratico do coracao de animais e

para codificar mensagens para seguranga nas comunicacées (Ditto 1993).

Na fisica, véarios experimentos foram realizados verificando-se a presenca,
de caos como por exemplo numa fita magnetoeldstica (Ditto 1990), circuitos elétricos
(Chua 1997) e na quimica, na importante reacio de Belousov-Zhabotinskii (Lathrop
1989) e em sistemas biolégicos (Abrams 1987); caos aparece também em dinimica

dos fluidos (Takens 1981) .
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A principal caracteristica do caos deterministico é a dependéncia sensivel
as condigdes iniciais, ou seja, dadas duas condicdes iniciais préximas, a no lineari-
dade do modelo causa um afastamento exponencial entre elas 4 medida que o tempo
passa. Para medir a taxa de divergéncia de trajetérias e portanto, quantificar a
dependéncia sensivel as condicGes iniciais utilizam-se os expoentes de Lyapunov. A
soma de todos os expoentes de Lyapunov de um atrator de um sistema dinamico
continuo qualquer é sempre negativa, pois apenas sistemas dinidmicos dissipativos
possuem atratores e, num sistema dissipativo, sempre temos contracio do volume
no espago de fase. A partir de seu sinal podemos determinar o tipo de comporta-
mento assintético, ou seja, determinar o tipo de atrator que o sistema pode ter para
um dado valor do pardmetro. Quando um dos expoentes de Lyapunov tiver sinal

positivo, implica que temos caos.

Para um dado sistema dissipativo, a transi¢do ao caos pode ocorrer
de diferentes formas. A transicdo ao caos acontece a partir da desestabilizacio
de orbitas periddicas & medida que o pardmetro varia. Assim, podemos falar em
cendrios, ou seqiiéncias de bifurcagdes que nos levam ao caos. Os principais cendrios
sao: cendrio de Ruelle Takens via quasi-periodicidade, cendrio de Feigenbaun via

duplicagdo de periodo e o cendrio de Pomeau-Manneville via intermiténcia.

Em 1990, Ott, Grebogi e Yorke propuseram um método para controle de
caos de uma drbita periédica instdvel imersa num atrator cadtico fazendo somente
pequenas perturbacdes num pardmetro acessivel do sistema. Tal método para cont-
role pode ser aplicado da seguinte forma: identifica-se uma érbita periédica instével
de baixo periodo sobre a secdo de Poincaré n — 1 dimensional correpondente ao
sistema dindmico n-dimensional, escolhe-se a que nos dé a performance desejada e
por meio de pequenas perturbagbes no sistema obtém-se a estabilizacdo da érbita ja
existente. Neste artigo Ott, Grebogi e Yorke mostram a aplicagdo do método para

o controle de um ponto fixo instdvel do mapa de Hénon.

Neste método para controle de caos n&o necessitamos conhecer o sistema

dindmico; basta apenas que tenhamos o conhecimento de uma série temporal para
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uma das varidveis dependentes; neste caso, os elementos necessarios para a aplicacao

do controle podem ser obtidos pela técnica de imersio, para reconstrucao do atrator.

Desde entdo outros métodos para controle surgiram e indmeras com-
paracdes tém sido feitas. Grebogi e Lai (1997) mostram que a aplicacio do método
OGY é um caso particular da técnica de posicionamento de pélos estudada na teo-
ria de sistemas. Ditto (1990) mostra a aplicagdo deste método para o controle de
caos de uma fita magnetoeldstica. O controle também foi aplicado com sucesso na

quimica, para o controle de reagdes quimicas (Peng et al 1991).

No presente trabalho, faremos o estudo de um sistema dinamico continuo
dissipativo tridimensional proposto por Hastings e Powell e que descreve a evolucao
dindmica de um sistema do tipo presa-predador para uma cadeia tréfica composta
por trés espécies de peixes. Este sistema depende de alguns parametros e apresenta
um comportamento dindmico bastante variado, & medida que os valores de alguns
dos pardmetros sao mudados. Os diferentes comportamentos que o sistema pode
apresentar, dependendo do valor do pardmetro, variam desde ponto de equilibrio

estavel, oscilacoes periddicas (ciclos limite) e caos.

Apés investigar diferentes tipos de comportamento presentes neste sis-
tema, nos fixaremos numa regido onde temos a presencga de caos, regido esta deter-
minada através do cdlculo dos expoentes de Lyapunov, onde aplicaremos o método

para controle de caos proposto por Ott, Grebogi e Yorke em 1991 e conhecido como

método OGY'.

Portanto, dado o sistema de Hastings e Powell e nos fixando num valor
de parametro onde temos a presenca de caos, o nosso objetivo é aplicar o método
para controle de caos proposto por Ott, Grebogi e Yorke (1991) para este sistema
a fim de fazermos o controle de algumas das drbitas periédicas inst4veis imersas no

atrator cadtico para um dado valor do parametro.
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Nos primeiros trés capitulos fazemos uma revisao de alguns importantes
conceitos que utilizaremos ao longo deste trabalho e nos seguintes, apresentaremos

os resultados obtidos.

No capitulo 2, faremos um breve estudo de importantes conceitos pre-
sentes em mapas discretos unidimensionais e bidimensionais, tais como ponto fixo,
orbitas peri6dicas e pelo mapa logistico veremos o conceito de bifurcacdo. A partir
destes, definiremos mapa de Poincaré ou mapa de primeiro retorno, que é importante

na determinacdo dos pontos fixos sobre um mapa na secio de Poincaré.

No capitulo 3, introduziremos algumas caracteristicas de modelos conti-
nuos para uma espécie, enfatizando os modelos de Malthus e Verhulst, e para duas
espécies, enfatizando os modelos presa-predador de Lotka-Volterra. Neste capitulo
definiremos resposta funcional, que representa a resposta do predador & densidade
de presas, e definiremos ciclo limite e algumas condi¢des para seu aparecimento.
Além disso, construiremos o sistema de Hastings e Powell identificando o significado

de cada termo nas equagdes diferenciais propostas.

No capitulo 4, apresentaremos importantes caracteristicas de dinamicas
cadticas, como por exemplo a dependéncia sensivel as condicdes iniciais. Definiremos
expoentes de Lyapunov, bem como seu uso na identificagdo de diferentes tipos de
atratores. Apresentaremos as trés principais rotas que levam ao caos e por fim
faremos uma descrigdo detalhada do método OGY para o controle de caos, método
este que serd aplicado no controle das érbitas periddicas instdveis do sistema de

Hastings e Powell.

No capitulo 5 faremos uma investigagdo do comportamento global do
sistema de Hastings e Powell, explorando-o no que tange aos seus estados assintéticos
para diversos valores do pardmetro. Serdo calculados, para este sistema, os ex-
poentes de Lyapunov para diferentes valores do pardmetro e por fim, pela integracio
numeérica visualizaremos alguns dos principais comportamentos assintéticos obtidos

a partir da variacdo do valor do parametro do sistema.
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No capitulo 6 serdo calculados todos os elementos necessérios & aplicacio
do método OGY para duas érbitas periédicas instéveis imersas no atrator cadtico
e para um valor do pardmetro para o qual identificaremos a presenca de caos. Os
clculos foram realizados aplicando o método OGY para uma secio de Poincaré bidi-
mensional. Mostraremos, neste capitulo, a aplicagdo do controle para duas érbitas
periddicas instdveis imersas no atrator e também algumas das dificuldades encon-
tradas para a aplicagdo do método para este sistema. Mostrar-se-4 também a com-
paragdo entre a dinimica antes da aplicagdo do controle e depois da aplicacio do
controle mostrando a efetividade da aplicagdo do mesmo. Complementarmente 3
estabilizacdo de duas 6rbitas distintas, também verificaremos a flexibilidade em se

aplicar seqiiencialmente o controle para uma e outra 6rbitas periédicas.
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2 MODELOS DISCRETOS

Denomina-se mapa um sistema dindmico que evolui no tempo de forma

discreta.

Existem véarias razbes para se estudar mapas, do ponto de vista de seu
comportamento dinamico, visto que hd vérios modelos cujas solugdes aparecem sob

a forma de relagdes de recorréncia e, portanto, cuja dindmica é descrita por mapas.

Nao obstante o modelo de Hastings e Powell, sobre o qual versa este
trabalho, seja um modelo continuo no tempo, a técnica para se efetuar o controle
de caos sobre este modelo serd implementada sobre um mapa (discreto) associado
ao sistema. Este é o motivo que nos leva a dedicar este capitulo a uma revisao dos

fatos essenciais relativos a modelos discretos.

2.1 Mapas Unidimensionais

Utilizando o indice ¢ € Z, isto é,7=0,1,2,..., para ordenar os passos
temporais discretos, e representando por z;, a medida de uma varidvel z, apés i pas-
sos de tempo, e sendo p um parametro associado a0 mapa, um mapa unidimensional

pode ser escrito sob a forma:
Tit1 = F('Zz)p)a (21)

onde F' € uma funcao de z; e de p. A equacgdo (2.1) é denominada genericamente de

equacdo a diferencas de primeira ordem.
Um exemplo muito estudado é o mapa logistico:
Titv1 = pzi(1l — ;) (2.2)

onde p é o pardmetro de controle. Esta equagdo é usada em algumas situacdes para

modelar a dindmica de populacGes bioldgicas.
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Define-se entéo drbita do mapa (2.1) como a seqiiéncia de pontos {z, z1, . . .

onde:
T, = F(zo),
Ty = F(z1) = F(F(z0)),
(2.3)

Tn = F(zp1)=F"F(z0))

definida pela equagdo (2.1). A notagdo FY(z;) representa a N—ésima iterada da
equagdo a diferencas (2.1), e significa tomar a N-ésima aplicacdo sucessiva do mapa
em z;, isto é, F¥(z;) = F(F(F...(z;)...)), N vezes. Para simplificar deixamos de

escrever explicitamente que F' também envolve um pardmetro p.

2.1.1 Ponto fixo e 6rbita periédica de um mapa unidimensional

A partir da equacio (2.1) define-se ponto fizo, como segue. Diz-se que

z* € um ponto fixo do mapa (2.1) se
z* = F(z*), (2.4)

isto significa que, se a érbita do mapa atingir o ponto fixo num determinado instante

de tempo, a érbita ali permanecerd, pelos subseqiientes instantes de tempo.

No caso em que o sistema dinadmico for descrito por uma equacdo do
tipo:
Tiy1 = F(z;) = z;f(z;) (2.5)
onde f(z;) é uma fungdo de z;, os pontos fixos de (2.5) sdo solucbes z* tais que

r*=F(z")=2"f(z") = z*=0ou f(z*) =1 (2.6)

Para o exemplo do mapa logistico (2.2), obtém-se:

ou
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Ao estudarmos modelos continuos (capitulo 2), o analogo do ponto fixo serd denom-

inado estado estaciondrio ou solugio de equilibrio ou solucdo estaciondria.

Além dos pontos fixos, observam-se em mapas do tipo (2.1) os chama-

dos ciclos de periodo k, que sdo definidos por uma seqiiéncia de k pontos, tais que:

Tiy1 = F(z;)

Tive = F(F(x;)) = Fz(xi)

Tivk = Fk(xi):xi

onde é admitido nao haver periodicidade inferior a k; assim, existem k pontos dis-
tintos, e cada um deles se repete apds k iteragdes. Comparando com a definicao
de ponto fixo, observamos que uma 6rbita periédica de periodo k£ é ponto fixo do
mapa z;11 = g(z;), onde definimos g(z;) = F¥(z;). Por outro lado, um ponto fixo

corresponde a uma orbita periddica de periodo 1.

2.1.2 Estabilidade de um ponto fixo - método analitico

Um ponto fixo pode ser estdvel, assintoticamente estdvel ou instdvel,
dependendo do comportamento da seqiiéncia de pontos z;y1, Zi12, Tit3,..., a partir

de um ponto z; préximo de z*.

Um ponto fixo z* é estavel se a resposta do mapa a uma pequena
perturbacao em torno de z* permanecer pequena quando i — co, ou seja, se de-
pois de uma pequena perturbacao as subseqiientes iteradas do mapa permanecerem
proximas a z*. Este tipo de estabilidade também é denominada de estabilidade

neutra ou estabilidade de Lyapunov (apéndice B).

Se, para uma condicao inicial z; préxima a um ponto fixo z*, a sequiéncia

de pontos z;t+1,Tit2,. .. se aproximar de z* quando i — oo, isto é,

ll_1>r£10 z; =z, (2.9)
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este ponto serd assintoticamente estdvel. Neste caso, o ponto fixo z* é um atrator,
também denominado sorvedouro (“sink”). Por outro lado, se a seqiiéncia acima se
afastar de z*, entdo este ponto serd instdvel e o ponto z* é um repulsor, também

denominado fonte (“source”).

Observamos que todo ponto fixo z* que é assintoticamente estivel,
também é estavel, mas nem todo ponto fixo estivel é assintoticamente estivel. Para
examinar analiticamente esta questdo, consideramos um ponto z; préximo de z*,
isto é,

T =2 + ¢ (2.10)
onde €; é um valor pequeno, positivo ou negativo, cujo médulo mede o afastamento

(distancia) entre z; e z*. Para se analisar a estabilidade de z* deve-se saber se:
Tiy1 = F(Z‘z) = F(l'* -+ Ei) =z + Ei+1 (211)

se afasta ou se aproxima de z*, isto é, se ;4, é, em mddulo, maior ou menor do
que o médulo de ¢;. Na vizinhanca de z*, consideraremos uma aproximacao linear
para F(z* + ¢;), efetuando a expanséo de (2.11) em série de Taylor em torno de z*
(assumindo que F' seja diferencidvel), como segue:
dF

tt+ei =F(2" +¢e)=F(@")+ —

, 2
i, gi + O(g3) (2.12)

T;=zx*
onde O(g?) representa termos da ordem de £2. Lembrando que F(z*) = z* e man-
tendo apenas os termos de primeira ordem em ¢;, obtém-se, como conseqiiéncia do

teorema do valor médio (apéndice A) , que:

€y (213)

donde concluimos que, | £;41 |<| &; | e conseqiientemente z; — z* quando ¢ — oo,
se e somente se

<1 (2.14)

Neste caso o ponto fixo z; = z* serd assintoticamente estdvel para a aproximacio
linear do mapa (2.1), isto é , no limite quando ¢ — oo tem-se z; — z*, ou equiva-

lentemente, £; — 0; caso contrario, o ponto fixo serd instavel.
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E importante enfatizar que as definigées acima sdo locais, visto que
a aproximag8o linear utilizada para obter a equagdo (2.13) justifica-se pelo fato
de que z; é um valor préximo ao ponto fixo z*. Isto significa que, se um ponto
fixo é assintoticamente estavel, fica assegurado que é um atrator para solucées com

condigbes iniciais proximas a ele, mas pode néo atrair solugdes com condi¢des iniciais

distantes.
Para o exemplo do mapa logistico, tem-se:
F(z;) = pzi(1 - z5) (2.15)
donde
Zi . = p(1 — 2z%), (2.16)

que, substituida na condicdo (2.14), fornece:

~1<p(l—27") < 1. (2.17)

A seguir, substituindo em z*, cada um dos valores de z* determinados
em (2.8), analisaremos a estabilidade assintética de cada um destes pontos fixos.
Assim, concluimos que o ponto fixo z* = 0 é assintoticamente estivel se e somente
se —1 < p < 1; no caso em que p é um pardmetro nio negativo, esta condicao

reduz-se para 0 < p < 1.

Por outro lado, o equilibrio z* = %1 é assintoticamente estdvel se e

somente se —1 < —p+ 2 < 1, donde se obtém 1 < p < 3.

Quanto a estabilidade de érbitas periédicas, para mapas unidimension-
ais, adota-se o0 mesmo procedimento analisado acima, visto que uma, 6rbita periédica
de periodo k£ do mapa z;4; = F(z;) é um ponto fixo do mapa z;,; = g(z;), onde
definimos g(z;) = F*(z;). Entao, a estabilidade da 6rbita é investigada a partir da

aproximacao linear para g(z;).
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2.1.3 Estabilidade de um ponto fixo - método grafico

Podemos também analisar a estabilidade de um ponto fixo por meio de

um procedimento grafico.

Graficamente, os estados estaciondrios sao interseccdes da curva ;41 =
F(z;) com a reta z;;1 = z; como mostrado nas figuras 2.1, 2.2, 2.5, 2.9, 2.10 e 2.12.
Os gréficos apresentados nestas figuras correspondem ao mapa logistico descrito pela
equacdo (2.2), para valores positivos distintos do pardmetro p; além disso, tracamos
apenas o primeiro quadrante, pois consideramos uma modelagem de um sistema para
o qual valores de z; negativos ndo possuem significado. Apds tracar, em um mesmo
sistema de coordenadas, tendo z;,; como eixo vertical e z; como eixo horizontal,
os graficos de z;41 = F(z;) e de z;4; = z;, a seqiiéncia solucdo zi, s, ..., pode
ser obtida a partir de um valor inicial zy, como segue: iniciando em zy, no eixo
horizontal, o valor de z; é determinado tragando um segmento vertical até a curva
Tiy1 = F(x;) e fazendo a leitura no eixo vertical. A reta z;,; = z; é, a seguir,
utilizada para transferir o valor de z;, do eixo vertical para o eixo horizontal; esta
transferéncia é efetuada através do segmento horizontal, da curva z;,, = F(z;) até
a reta z;41 = z;. Repetindo o procedimento acima, determinamos z, e assim por

diante.

Por outro lado, a condi¢do (2.14) estabelecida na subsecao anterior
implica, graficamente, em comparar, em um ponto fixo z*, a inclinagdo da reta
tangente & curva z;4; = F(z;) com a da prépria reta z;4; = z;, que a intercepta

neste ponto.

As figuras 2.1 e 2.2, que correspondem a p = 0.8 e p = 1.5 respectiva-
mente, representam situagoes para as quais, quando ¢ — 0o, x; — T* monotonica-
mente. Para p = 0.8, iniciando em qualquer ponto zg, a seqiiéncia z; , 7 =0,1,2,...,
converge monotonicamente para x* = 0; este é o nico ponto fixo ndo negativo para

o mapa em questao. Por outro lado, para p = 1.5, o mapa possui dois pontos fixos
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distintos z* =0 e z* = %, e a sequéncia converge monotonicamente para o segundo.

Nas figuras 2.3 e 2.4 tracamos os graficos z; x i correspondentes.

x[i+1] (b

}{[1 ] e ensoneanaaas

x[i]
0 x[0] N

Figura 2.1: (a) zi41 = F(z;) = 0.82;(1 — z;); (b) 241 = z;

x[i+1] (b

(@)

x[1]

x[i]
g x[0] \

Figura 2.2: (a) 241 = F(z;) = 1.52;(1 — z;); (b) 2400 = 5
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0.3 T T Y

0.2 | -

x[i]

0.1 -

Figura 2.3: Gréfico z; X ¢ para o mapa z;4; = 0.82;(1 — z;)

T T T T
08 | -
0.6 1

x[i]

0.4 e
02t " L L 1 -
[+] 10 20 30 40 50

Figura 2.4: Gréfico z; X 7 para o mapa ;41 = 1.5z;(1 — ;)
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x[i+1]

(b

x[1]]...

(a)

x[i]
X

Figura 2.5: (a) £;11 = F(z;) = 2.82;(1 — 2;); (b) T4, = x;

0.6 |-

x[i}

0.5 H

0.4

0.3

i

Figura 2.6: Gréfico z; x ¢ para o mapa z;,; = 2.8z;(1 — ;)
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A convergéncia para um ponto fixo também pode ser do tipo oscilatéria
(ou alternada), como mostrado nas figuras 2.5 e 2.6, para p = 2.8; neste caso, a
9

seqiiéncia o, T1, T2, . . . converge de forma oscilatéria, para * = 7.

2.1.4 Bifurcagao em um mapa unidimensional

Do que foi apresentado nas subsecdes anteriores, observamos que a es-
tabilidade local de um ponto fixo de um mapa unidimensional estd associada com

uma condi¢do para o pardmetro envolvido no mapa em questao.

No exemplo do mapa, logistico (2.2), para p nio negativo, foi mostrado
que existem duas solugdes de equilibrio, z* = 0 e z* = ﬂ;—l, sendo que a primeira
é estavel para 0 < p < 1, enquanto que a segunda é estavel para 1 < p < 3. Esta
situacdo pode ser melhor visualizada através de um grafico z* x p, como mostra a
figura 2.7. No intervalo em que cada uma das solugdes de equilibrio é estivel, esta
é tracada com linha continua; caso contrario, usa-se uma linha tracejada. As duas
curvas interceptam-se em p = 1, onde ocorre uma troca de estabilidade de um ponto

fixo para outro.

2.519 x*
2
1.5

14

0.5 //

-0.5

Figura 2.7: Gréafico z* X p para o mapa z;4; = pz;(1 — z;), indicando a estabilidade
dex*zOpara0§p<1edex*:1’;—1,para1<p<3

Para p > 3, ndo existem pontos fixos estdveis.
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Da mesma forma que na subsecio anterior, tracamos, na figura 2.8, o
grafico z; X 1, para p = 3.2, onde observamos que a partir de ¢ ~ 10, z; alterna-se
entre os seguintes dois valores distintos: z; ~ 0.8 e z; ~ 0.51; trata-se portanto, de
um estado assintético do tipo 6rbita de periodo 2 ou ciclo 2. A mesma oscilacao
estaclonaria pode ser visualizada na figura 2.9, em um gréfico onde tragamos a curva
zi+1 = F(z;), juntamente com a reta Ti+1 = Z;; O que se observa, neste caso, é um
caminho retangular, percorrido no sentido horéario.

14

0.8 4

0.5 .

0.4 L

Figura 2.8: Gréfico x; x i para o mapa z;,; = 3.2z;(1 — z;)

x[i+1] /(b

b4 [ I O, |

(=

x[i]
13

Figura 2.9: (a)ri1 = F(z;) = 3.22;(1 — z;) (b)ziq = z;
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O aparecimento de uma nova solucdo, em um certo valor do parametro,
corresponde a uma mudanga qualitativa do diagrama no espaco de fases; diz-se entao

que, neste valor do pardmetro, o sistema dindmico perde a estabilidade estrutural,

e sofre uma bifurcacdo.

Aumentando ainda mais o valor do parametro p, no mapa logistico,
outros tipos de solucdes serdo identificados. Para p = 3.45, por exemplo, cada
estado na oscilagdo de periodo 2 se separa em dois estados distintos, e a solucao
assintGtica € periédica com periodo 4. As figuras 2.10 e 2.11 apresentam os graficos

correspondentes.

x[i+1] )

x[1]

)

x[i]
N

] X[0]

Figura 2.10: (a) zs41 = F(z;) = 3.45z;(1 — ;) (b)zi1 = z;

Continuando a aumentar o valor de p, identifica-se érbitas periddicas

de periodo 8, 16,.. ., constituindo uma seqiiéncia de duplicacéo de periodo.

A partir de um certo valor de parametro, podemos também visualizar,
através de um procedimento gréfico, tal como o da figura 2.12, que corresponde a p =
3.65, situagdes nas quais o sistema néo tende a um ponto, nem a um ciclo, nem vai a
infinito, mas fica vagando aleatoriamente dentro de uma regido limitada. Tracamos,
na figura 2.13, o gréfico x; X i correspondente, onde observamos a inexisténcia de

padrao que se repete e a estrutura fina do grafico ¢ imprevisivel. A caracterizacio
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de tais solugdes, denominadas cadticas, serd apresentada de forma mais detalhada,

no capitulo 3.

08 -

0.7 1

x[i]

0.6

0.5 |

1 1
0 10 20 . 30 40 50
i

Figura 2.11: Gréfico z; x ¢ para o mapa ;. = 3.45z;(1 — z;)

x[i+1] }

x[1] .

(=

x[i]

0 X[0]

Figura 2.12: (a)z:41 = F(z;) = 3.652;(1 — z;) (b)zip1 = z;
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(il
0.6

04 |

Figura 2.13: Gréfico z; X ¢ para o mapa z;+; = 3.65z;(1 — z;)

2.2 Mapas Bidimensionais

Muito do que foi apresentado acima para mapas unidimensionais pode

ser imediatamente generalizado para mapas bidimensionais. Seja o mapa,

Tiy1 = F(zi,4)

Yir1 = G(zi, ) (2.18)
com um ponto fixo em (z*, y*), isto é,

zt = F(z%y")

y" G(z*,y") (2.19)

Analogamente & equagdo (2.10), para o mapa unidimensional, considerando um

ponto (z;,y;) préximo de (z*,y*), isto é,

T, = z¥+4¢g

onde ¢; e 1; sd3o, em moédulo, muito pequenos e medem as projecoes da distancia

entre (z;,y;) e (z*,y”*), nas direcoes horizontal e vertical, respectivamente, tem-se:
b b b] ) b

Tiyn = Flo,u)=F@ 46,y +n) =" + i1



36

Vi1 = G(z4,y:) = Gz + e, 0" +m) = ¥ + Ni1, (2.21)

para a qual, a expansdo em série de Taylor de F' e G em torno do ponto fixo fornece:

T 4eq = F@*y')+ gF_ + g—F m + O(el, m7)
Ti|(zn yo) Yil(zr yv)
* * % aG 2 .2
Y+ = G y') + o oz m+ O(e,m;)  (2.22)
Ti|(an g Til(er 47

Mantendo somente os termos de primeira ordem (aplicacdo do teorema do valor
médio - apéndice A) em ¢; e 7;, e lembrando que F(z*,y*) = z* e G(z*,y*) =y,

obtém-se:

€i+1 = ag+bmn

Mi+1 = CE&;+ d i (223)

onde a matriz dos coeficientes é a matriz Jacobiana (também chamada de matriz

comunidade) do mapa, calculada no ponto fixo, isto é,

aF oF
il ) Ol )
@ b _ 0FG) - ’ (2.24)
C d 8('1;17 yl) (x*’y*) 9G 5G
il gy il
Em notagdo vetorial, tem-se:
Si+1 = J7s; (2.25)
com
._ O, ) _|ab
8(1'1; Ys) (z* .y~ ) c d ’
)
Sipi=| (2.26)
Mi+1

A estabilidade do ponto fixo (z*,y*) depende dos autovalores A\; e Ay de J*. Os
autovalores da matriz J* sdo calculados a partir do polindmio caracteristico P()\)

obtido de:
PA)=|J-=XI|=0 (2.27)
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onde I é a matriz identidade de ordem 2.

Estes autovalores podem ser reais ou complexos conjugados. Se ); e
A2 580 reals o ponto fixo é assintoticamente estdvel para | \; |[< 1, i = 1,2, e,
neste caso, (z*,y*) é um atrator; se \; e )\, forem maiores que a unidade em valor
absoluto, isto é, se | A; |> 1, 7 = 1,2 o ponto fixo é instavel; diz-se entdo que (z*,y*)
€ um repulsor; se | A; [< 1e| X |>1ou| A [>1e]| A |<1 tem-se um ponto
de sela hiperbélico. Quando [A| = 1, a aproximacéo linear nio é suficiente para
estabelecer a estabilidade ou instabilidade do ponto fixo; termos de ordem superior
devem ser considerados (Ferrara 1994). A maneira como as iteradas se aproximam

ou se afastam de (z*,y*) pode ser monoténica ou alternada, dependendo dos sinais

de A\; e Ao

Se os autovalores sdo complexos conjugados, temos 3 casos a analisar.

Se | A1 |=] A2 |< 1 hé convergéncia ao ponto fixo considerado, que é neste caso uma
espiral estdvel. Se | Ay |[=| A2 |> 1, entdo o ponto fixo é uma fonte e, portanto,
instdvel. Se | Ay |=| X2 |= 1, o ponto fixo (z*,y*) é um centro.

Os critérios de estabilidade para mapas bidimensionais podem ser re-
sumidos em termos de um circulo de raio unitério no plano complexo dos autovalores.
Se os dois autovalores estdo no interior do circulo de raio unitdrio, o ponto fixo é ass-
intoticamente estavel; se a0 menos um deles est4 fora, entdao o ponto fixo ¢ instgvel;

portanto o limite de estabilidade é o circulo unitério.

2.3 Mapa de Poincaré ou de Primeiro Retorno

Conforme esclarecemos no inicio deste capitulo, que dedicamos a uma
revisao de alguns aspectos sobre mapas (discretos), a técnica de controle de caos
que adotaremos neste trabalho (capitulo 4) serd implementada sobre um mapa es-
pecifico associado ao sistema dindmico em estudo. Este mapa é denominado mapa

de Poincaré; para um sistema dindmico n-dimensional continuo no tempo, trata-se
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de um mapa em um espago de fases (n—1)-dimensional, cuja definicao formularemos

a seguir.

Para definirmos este mapa, consideremos, por exemplo, as solugoes

r(t) e R de um dado sistema diferencial auténomo,

dr
2 =cw), (2.28)
G : R — R3 onde G e r sio dados por:
z(t) Gi(r)
r = y(t) e G = G2(r) (229)
z(t) Gs(r)

e G nao depende explicitamente da varidvel independente ¢.

Entdo podemos tomar qualquer ponto r; = (z;, y;) interseccao da érbita
r(t) com o plano de equagio z = constante e definir outro ponto r;+1 neste plano

como segue.

Sendo r(0) = r;, integramos o sistema diferencial para encontrar a
orbita de r no espago de fase, isto ¢, localizamos r em R° para ¢t > 0. Assim, defini-

mos r;+; como o ponto onde a drbita atravessa novamente o plano z = constante.
Desta maneira definimos um mapa F : 2 — R2 tal que
ri+1 = F(r;), (2.30)
onde

Z; F; r;
Ty = i e F= 1(r:) : (2.31)

Yit+1 F, (I‘i)

Este mapa é chamado mapa de Poincaré ou mapa de primeiro retorno
no plano z = constante para o sistema diferencial (2.28) e sera de grande utilidade
na técnica que usaremos para o controle de caos (capitulo 4). Podem haver casos

onde a drbita nunca atravessard o plano novamente, e assim r;,; nunca existira.
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Podemos também definir um mapa de primeiro retorno para qualquer
superficie ndo plana no 2 bem como para sistemas de ordem superior a 3 (Drazin
1992); em qualquer caso, sers sempre constituido por uma seqiiéncia de pontos nos

quais a 6rbita do sistema dindmico continuo original intercepta a se¢io de Poincaré.

Um exemplo cldssico é o sistema tridimensional de Lorenz,

d

d—j = —o(z—y),

% = rr—y—z2, (2.32)
dz

il bz

onde b, o e r sdo parametros positivos, ao qual é associado 0 mapa bidimensional

de Hénon:

2
Tiyi = l—az;+y;

onde a é uma constante positiva e b é o mesmo parametro do sistema (2.33) acima.

Devemos enfatizar aqui, que o mapa de primeiro retorno tem como
dimensao uma unidade a menos que o sistema continuo ao qual é associado, ou seja,
se o sistema continuo for n dimensional, o mapa de Poincaré serd (n—1)-dimensional.
Assim, uma ¢rbita periédica do sistema dindmico 3—dimensional (2.28) corresponde
a um ponto fixo do mapa (2.30), como mostra a figura 2.14, devendo, portanto,

satisfazer a condigdo r;,; = r;.

Graficamente um ponto fixo de um mapa de Poincaré bidimensional:

Tiy1 = F(z4,y;:)
Yir1 = G(z4, y;) (2.34)
€ determinado a partir de dois graficos de primeiro retorno, ou seja, tragamos a reta

Tit1 = &; no grafico de z;4; = F(z;,y;) para determinar z* e a reta y;1; = y; no

grafico de y;+1 = G(z;,y;) para determinar y*.
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Devemos também lembrar que a uma érbita periédica no espago de fase

n-dimensional corresponde um ponto na secio de Poincaré.

% de Poi i mapa: X;, 4= Fix;,yj}
(2-D) e Yieq=Gxi¥;)

Figura 2.14: No espagco de fase, se¢do de Poincaré de trajetéria do tipo ciclo limite
para um sistema dindmico tridimensional (Ferrara, 1994)

Dado um sistema dindmico continuo n—dimensional, a determinacao

do mapa de Poincaré a ele associado nao é trivial.

Em nosso trabalho, a técnica de controle de caos que implementaremos
faz uso de uma aproximacéo linear para o mapa de Poincaré do sistema continuo
tridimensional; entdo o procedimento adotado foi o de recorrer a um método de
minimos quadrados (Apéndice E), para efetuar a regressao linear procurada, a par-
tir dos pares de coordenadas (conhecidas) dos pontos da secdo de Poincaré, que é

bidimensional.



41

3 MODELOS~CONTI'NUOS PARA
POPULACOES

No contexto de dindmica de populagoes, sao utilizados modelos continuos
para descrever sistemas nos quais ocorre sobreposicao de populacoes, ou seja, con-

siderando populagoes que variam continuamente com o tempo.

O sistema dindmico tridimensional proposto por Hastings e Powell, que
constitui o objeto de estudo deste trabalho, é um modelo continuo, para descrever

a evolucdo dindmica de uma cadeia tréfica de trés niveis de peixes interagentes.

Neste capitulo, nosso propdsito é o de compreender o significado de
cada um dos termos utilizados na construgao do modelo de Hastings e Powell. Para
isso, iniciando por uma revisao de algumas caracteristicas basicas de certos modelos
continuos para uma unica espécie, seguiremos com alguns sistemas de duas espécies
interagentes, do tipo presa-predador, donde finalmente poderemos construir o mod-

elo de Hastings e Powell.

3.1 Modelos de crescimento continuo para uma tnica

espécie

Os modelos de uma tunica espécie sao relevantes em estudos de labo-
ratério; no mundo real, podem nos dar uma idéia de como certos fatores influenciam

a dindmica de uma populacao.

Representando por N(t) a populagido de uma dada espécie no tempo ¢,

podemos escrever, para a taxa de variagao %, desta populacgao, a seguinte equacao:

% = (taxa de nascimentos) — (taxa de mortes) + (taxa de migracdo ). (3.1)
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3.1.1 Modelo de Malthus

O modelo mais simples ndo inclui a migracao e considera que as taxas

de nascimento e mortalidade sdo proporcionais a IN. Desta forma,

dN
—- =N —dN (3.2)

onde b e d sdo constantes positivas, cuja solucdo, conhecida a populacio inicial
N(0) = Ny, é dada por
N(t) = Nyelb-9t (3.3)

Assim, se b > d, a populagao cresce exponencialmente com o tempo, enquanto que, se
b < d, ela se extingue. O modelo da equagdo (3.2) foi proposto por Malthus(1798)
e nao descreve a situacdo real, pois a solugdo (3.3) implicaria que, se b > d, a
populagao cresceria indefinidamente. Neste modelo a taxa de crescimento per capita
é uma constante, pois x4 = b — d.

3.1.2 Modelo de Verhulst

Em 1836, Verhulst propés uma modificagdo na equagio (3.2), intro-
duzindo um termo que limita o tamanho da populagdao quando esta se torna muito

grande. O modelo sugerido por ele foi:
dN N
@ N (1 - ——> (3.4)

onde r é a taxa de crescimento, per capita, intrinseco da populacdo e K é denominado
a capacidade de suporte do ambiente, que é determinada pela quantidade de recursos

disponiveis.

A equagdo (3.4) é chamada de equagdo logistica. Neste modelo a taxa

de crescimento per capita é r(1 — %), a qual depende de N.

Se N(0) = Ny, entdo a solugdo de (3.4) é:

N NgKe”
- [K + No(e” - 1)]

N(t)
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e, no limite quando ¢ tende a infinito, a populacao tende a capacidade de suporte,
ou seja,

N(t) - K quando t — oo (3.6)

desde que Ny > 0er > 0.

Na figura 3.1 apresentamos o grafico da solucdo (3.5), para diversos
valores de Ny. Todas as curvas satisfazem (3.6). Vemos que, se 0 < Ny < K,
N(t) cresce monotonicamente aproximando-se de K; se Ny > K, N(t) decresce
monotonicamente aproximando-se de K. Para o caso em que 0 < Ny < K temos
duas situagbes para analisar, se 0 < Ny < % e se Ny > % Para o primeiro caso,
a forma de N(t) é uma sigméide, indicando que a curva tem um ponto de inflexao;

para o tltimo, N(t) simplesmente cresce aproximando-se de K, ndo existindo o

ponto de inflexdo para valores positivos de N(¢).

(@
S

(b)
(@)

Figura 3.1: Gréfico da solucdo da equagdo (3.5) para diferentes valores de Np. (a)
0<No <& )X <Ny <K; (c)No=K; (d) No > K

A existéncia deste ponto de inflexao é facilmente justificada através da
visualizagio do grafico de F(N) x N, onde F(N) = 4¥_ apresentado na figura 3.2,
pois para 0 < Ny < %, a declividade da curva é positiva e & medida que N cresce a
declividade da curva vai diminuindo até que em N = —Ié{— esta é nula e para N > %

esta declividade passa a ser negativa, ou seja, a populacao continua a crescer mas de



44

forma mais lenta. Esta mudanca de sinal da derivada de F(N), em N = %, indica

a presenca de um ponto de inflexdo em N = %

f(N)

Figura 3.2: Gréafico de F(N) x N, para o Modelo de Verhulst: &' = F(N) =
TN (1 — %’-)

3.1.3 Determinagao das solucoes estaciondrias

Define-se estado estaciondrio ou estado de equilibrio, como a solucao

N*, tal que
dN

N=N*
Isto significa que, em N = N*, a taxa de variagdo da populagao com
o tempo é nula; N* é, portanto, o andlogo de ponto firo na descri¢do para modelos

discretos.

Genericamente, para uma populagdo cuja dindmica é dada por:

dN

— = F(N), .8

= F(N) (38)
onde F(N) é uma fungdo de N, as solucdes estaciondrias N* serao determinadas a
partir da condicao F(N*) = 0. Mostraremos, a seguir, que as solugoes estaciondrias

N* sdo linearmente estiveis a pequenas perturbagoes se F'(N*) < 0, e linearmente
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instéveis se F'(N*) > 0. Para isto, consideramos valores de N(t) préximos a N*,
isto é, tais que:

N(t) = N* + n(t) (3.9)

onde 7(t) representa uma pequena perturbacdo, positiva ou negativa. Efetuando
a expansdo de F(N* + n(t)) em série de Taylor em torno de N*, a equagdo (3.8)

torna-se:
dn
dt

Mantendo somente os termos até primeira ordem em 7 (aplicagdo do teorema do

F(N*+n) =~ F(N*)+nF'(N*) + O(n? (3.10)

valor médio - apéndice A) e lembrando que F/(N*) = 0 obtemos:

d77 / *

que tem como solucao:
n(t) o el ™ (3.12)

Assim, o médulo de 7 cresce ou decresce, dependendo do sinal de F'(N*). Se
F'(N*) >0, | n(t) | cresce com o tempo, o que significa que qualquer perturbacio no
sistema cresce em moédulo quando ¢ — co e N* é um estado estaciondrio instével; se
F'(N*) < 0, entdo | n(t) | decresce com o tempo, ou seja, quando ¢ — co qualquer
perturbacao que impusermos ao sistema a partir do estado de equilibrio nos leva de

volta a ele e, assim, N* é um estado estaciondario estavel.

Tomando como exemplos os modelos acima, temos que:

1. Para o modelo de Malthus, o estado estaciondrio é dado por:

dN

= =0 — (b-d)N*=0 — N'=0 (3.13)

N=N*

A derivada F'(N*) é igual a (b — d), independente de N*. Portanto,
o umico estado estaciondrio, N* = 0, serd estavel se b < d pois, neste

caso, tem-se F'(N*) < 0; se b > d, N* serd instdvel.

2. Para o modelo de Verhulst existem dois estados estacionérios para a

equacdo (3.4), a saber, N* = 0 e N* = K. A derivada de F(N)
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calculada no ponto de equilibrio é dada por:

F'(N*)=r (1 - 2N*>

= (3.14)

Verificamos, da equagdo (3.14), que N* = 0 é instavel, pois F'(0) =

r > 0, enquanto que N* = K é estdvel, pois F'(K) = —r < 0.

A capacidade de suporte K determina o tamanho da populacdo no
estado estacionério estavel, enquanto que 7 mede a taxa na qual a populagao se

aproxima desta capacidade de suporte.

Observamos também que os equilibrios N* de (3.8) sao zeros de F(N),
isto é, sio os valores de N para os quais, em um grafico de F(N) x N, F(N)
intercepta o eixo N. Neste grafico, o sinal de F'(N*) é obtido tragando-se a reta
tangente & curva, no ponto de equilibrio e analisando sua inclinagao. Se a inclinagao
for positiva o ponto de equilibrio é instével, e se a inclinagdo for negativa, o ponto

de equilibrio € estavel.

No grafico de F(N) x N, apresentado na figura 3.2, para o modelo de

Verhulst, os valores de N* sdo, como visto acima, N* =0 e N* = K.

De fato, tanto deste grafico quanto daquele apresentado na figura 3.1,

observamos que N* = K é estavel, enquanto que N* = 0 é instavel.

3.2 Modelos de crescimento continuo para duas espécies

interagentes

Em geral, existe um conjunto de espécies interagindo chamado de cadeia
tréfica. Quando espécies interagem a dindmica de cada uma das espécies é afetada

pela presencga das outras espécies.

Representando por N;, @ = 1,2,...,n, as populagdes de n espécies

distintas interagentes, um sistema de equacdes diferenciais autonomas, para modelar
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esta cadeia tréfica, terd a forma:

dN,
—d? = Fl(Nl,Ng,...,Nn)
dN,
—= = F(Ny, No, ..., Ny,
dt 2( 1,4V¥2, ) )
: (3.15)
an,
= = F(N ., N,
dt ( 1, N27 3 n)
Os estados estacionarios deste sistema serdo n—uplas (N, N5, ..., N;), coordenadas

de um ponto no espago de fases n—dimensional, tais que esteja satisfeito o seguinte

conjunto de condicoes:

anN, dN; dN,
=5 =0, =0, ., —r=0 (3.16)

No que segue, nos concentraremos em sistemas de duas espécies.

E conveniente classificar a interacao direta entre duas espécies em trés

categorias:

1. Competigio(-,-). Cada uma das espécies inibe o crescimento da outra.

2. Comensalismo(+,+). Cada uma das espécies acelera o crescimento da

outra.

3. Preda¢io(+,-). Uma espécie, o predador, inibe o crescimento da outra,

a presa; e esta por sua vez acelera o crescimento do predador.

Na classificagao acima, os sinais entre parénteses sao os sinais dos termos de interagao
nas equacoes diferenciais para a taxa de crescimentode cada uma das populagdes.
O sinal + indica que a espécie estd sendo beneficiada pela interacdo com a outra
espécie, e o sinal — indica que a espécie estd sendo prejudicada pela interagao com

a outra espécie.

Um efeito de inibir significa ou um aumento na taxa de mortalidade ou

uma diminuicdo na taxa de natalidade, enquanto que um efeito de acelerar implica
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ou um aumento da taxa de natalidade ou uma diminui¢do na taxa de mortalidade

(Smith 1974).

3.2.1 Modelos presa-predador de Lotka-Volterra

Volterra, em 1926, propés um modelo simples para a predacao de uma
espécie por outra, para explicar os niveis oscilatérios de certa captura de peixes no
Adridtico. Estas mesmas equacoes haviam sido derivadas por Lotka em 1920, para
uma reac¢ao quiimica hipotética e, por isso, o modelo abaixo descrito é conhecido

como o modelo de Lotka- Volterra.

Sendo N(t) a populagao de presas (base da cadeia tréfica) e P(t) a
populacdo de predadores (topo da cadeia tréfica) no tempo ¢, o modelo de Lotka-

Volterra é escrito como segue:

dN
dP

onde a, b, c e d sdo constantes positivas.

Este modelo é baseado nas seguintes hipdteses:

1. na auséncia de predagio, a populacao de presas cresce exponencialmente
numa forma Malthusiana, isto é, de acordo com o termo alN; isto supoe

que existe abundéncia de alimento (plantas em um lago) para as presas;

2. o efeito da predacao é reduzir a taxa de crescimento da populacao de
presas por um termo proporcional as populagoes de presa e predador,
isto é, de acordo com o termo —bN P, b é a freqiiéncia de captura por

predador;

3. na auséncia de presas para o sustento, a populacao de predadores decai
de forma exponencial, de acordo com uma taxa —dP; os predadores

sobrevivem alimentando-se de presas;
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4. a contribuicdo da populacdo de presas para a taxa de crescimento da
populacao de predadores é cN P, isto é, é proporcional a quantidade de
presas diponiveis bem como ao tamanho da populagdo de predadores;

¢ é a freqiiéncia de nascimento de predadores, por presa consumida.

Pode-se dizer que os termos bN P e cN P representam a conversao de energia de uma
fonte para outra. Como um primeiro passo na analise do modelo de Lotka-Volterra,
adimensionalizaremos o sistema (3.17) definindo uma nova variavel independente, o
tempo adimensional 7, e como novas varidveis dependentes, as populagoes adimen-
sionais u (populagao de presas) e v (populagdo de predadores), e ainda um pardmetro

adimensional o, como segue:

N(t bP(t d
u(r) = & d( ) )= a( ) rzat, a= = (3.18)
assim o sistema de equagdes diferenciais (3.17) torna-se:
du dv
= R(u,v), o= S(u,v). (3.19)

onde definimos R(u,v) = u(l —v) e S(u,v) = av(u — 1).

Neste novo sistema de equagoes diferenciais, todas as quantidades en-
volvidas sdo adimensionais e, além disso, 0 niumero dos parametros ficou reduzido
de quatro (a, b, ¢, d) para um dnico pardmetro ¢, igual & razao entre a taxa de morte
dos predadores e a taxa de crescimento linear da populacdo de presas. Os estados

estaciondrios sdo solugoes do sistema algébrico

u(l-v") =0
av*(u*—1) = 0. (3.20)

Obtém-se, portanto, (u*,v*) = (0,0) e (uv*,v*) = (1,1).

No plano de fase (u,v), as trajetérias sdo solucdes da equagdo diferen-
cial:
dv _ v(u—1)

du au(l — )’ (3.21)



as quais tém a forma

au+v —In(u®v) = H (3.22)

onde H é uma constante arbitraria que satisfaz a condi¢do: H > 1 + a. Para um
dado H, a solucgdo (3.22) representa uma trajetéria fechada, mais especificamente
uma oscilagdo em torno do ponto (1,1) no espago de fase uv e implica solugdes
periédicas em 7 para u e v, como podemos ver pela figura 3.3. A equacdo (3.22)

representa uma lei de conservacao.

Figura 3.3: Trajetorias no plano de fase uv, resultantes do modelo de Lotka-Volterra

Também da figura 3.3 percebe-se que o modelo de Lotka-Volterra nao
é o adequado para descrever sistemas do tipo presa-predador: as solugoes sao estru-
turalmente instdveis (Apéndice B), visto que qualquer pequena perturbagdo movers
a solucdo para outra trajetéria e esta nao estard, em todos os seus pontos préxima

da solucao original.

A 6rbita R(t) para t > 0 de uma dada solugdo, periédica ou ndo, pode
ser descrita como uma curva limitada por um tubo de raio ¢ no espaco de fase ™. Se
todas as drbitas iniciando em ¢ = 0 dentro de uma distancia 6 de R(0) permanecer
dentro do tubo para todo ¢ > 0 entdo R é orbitalmente estavel (Drazin 1993). Esta

regiao também é denominada bacia de atra¢do da orbita.
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Para investigar sobre a estabilidade dos estados estaciondrios do sistema
de equacdes diferenciais (3.19), determinados acima, considera-se uma aproximacao
linear deste sistema em torno destes pontos (u*,v*). Considerando pontos (u,v)

suficientemente préximos de (u*,v*), isto é,

u(r) = u" +n(7)

u(r) =" +£(7),

(3.23)
(3.24)

onde | n |« 1 e| & |« 1, e somente os termos lineares (aplicacdo do teorema do

valor médio - apéndice A) em (u — u*) e (v — v*), obtemos:

dn « « , OR OR

d_T ~ R(U ,V ) -+ au ) -87 (U*,v*)f

d¢ v % oS oS

a‘; ~ S(’U, , U ) + 9 ) n + a’U (U*’v*)f (325)

onde n = (u — u*) e £ = (v — v*), sdo valores, em médulo, pequenos. Visto que

R(u*,v*) = 0 e S(u*,v*) = 0, o sistema acima pode ser escrito, em forma matricial,

como:
@ 1
~ A (3.26)
& 3
onde definimos a matriz
aa_R (?9_R 1—v* —u*
u v
= (u™,v*) (u*,v*) —
A= 85 ?_‘?_ , (3.27)
OU | (yr ) O | (e ) ov* a(u* — 1)
denominada matriz comunidade do sistema. A solugdo é da forma:
T
7(7) = 1leMt + me? (3.28)
¢(7)

onde 1 e m sdo os autovetores correspondentes aos autovalores A, e Ay, respectiva-
mente. Os autovalores \; e Ay sao dados pelo polinémio caracteristico da matriz A
e assim sao solugoes de:

|A= M |=0 (3.29)



Para (u*,v*) = (0,0) denominado estado de equilibrio trivial, a matriz

A em (3.26) é dada por:

1 0
A= (3.30)
0 -
cujos autovalores sao A\; =1 e Ay = —a.

A solugao de (3.26) com A dada por (3.30) tem a forma:

T 1 0
7(7) =0 e +c e~ (3.31)

&(7) 0 1

isto é, n(7) = c1€” e &(T) = c27°7, onde ¢; e ¢, sdo constantes arbitrdrias. Entdo
quando 7 — oo, tem-se | 7(7) | cresce exponencialmente enquanto que | &(7) |
decresce exponencialmente pois a > 0, donde concluimos que este ponto é linear-

mente instavel. Como A; > 0 e A2 < 0 este é um ponto de sela (Apéndice C),
exceto estritamente ao longo de m = ¢, Ll qualquer pequena perturbacgao cresce
exponencialmente em maédulo.

Para (u*,v*) = (1,1) temos que a matriz A em (3.26) é dada por:

0 -1

A= (3.32)
a 0
e com os autovalores A dados por:
-2 -1 )
=0 = )\1, Ay = :i:z\/E (333)
a —A

Assim, o Gnico equilibrio ndo trivial do modelo de Lotka-Volterra, (u*,v*) = (1,1), é
uma singularidade do tipo centro (neutralmente estével), uma vez que os autovalores

sdo puramente imagindrios. A solugdo de (3.26), com A dada por (3.32) é da forma:

= 1e"V%" 4 me VO (3.34)
&(7)
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onde 1 e m sao os autovetores associados aos autovalores \; e )y, respectivamente.

Assim, as solugOes na vizinhan¢a do ponto singular (u*,v*) = (1,1) sdo periddicas

em 7 com periodo %%— Em termos dimensionais, vemos de (3.18) que este periodo
1

é¢T =27 (%) % isto é, o perfodo é proporcional a raiz quadrada da razao da taxa

linear de crescimento intrinseco (a) da populacao de presas pela taxa de mortalidade

(d) dos predadores. Mesmo tratando apenas com pequenas perturbacdes em torno

do estado estacionario (u*,v*) = (1,1), vemos como o periodo depende da taxa de

crescimento intrinseco das presas e da taxa de mortalidade dos predadores.

3.2.2 Ciclo limite - Teorema de Poincaré-Bendixson

O modelo de Lotka-Volterra, apresentado na secdo anterior, mesmo
sendo nao realistico, mostra que simples interacoes presa-predador podem resultar
num comportamento oscilatério das populagoes. Heuristicamente, espera-se que,
se a populacao de presas aumenta, a populacdo de predadores também aumente.
Entretanto, mais predadores consomem mais presas, cuja populagdo comeca a de-
crescer; com menos alimento, a populacao de predadores também inicia seu declinio,
e, quando este nivel populacional chega a um valor suficientemente baixo, isto per-
mite um novo crescimento da populagdo de presas e o ciclo reinicia. Dependendo do
sistema, tais oscilagoes podem decair ou crescer ou tender a uma oscilacido do tipo
ciclo limite ou mesmo exibir um comportamento cadtico, embora no ultimo caso,
para modelos continuos, precisamos de no minimo trés espécies interagindo, ou o

modelo precisa conter alguns termos de retardo (Murray, 1993).

Dada uma solucao gerada pela evolu¢dao de uma condicdo inicial no
tempo, um ciclo limite é, no espago de fase, uma curva fechada que pode atrair
solucdes suficientemente proximas a ele. Enfatizamos que este nao é o caso da familia
de trajetorias fechadas que constituem as solucoes do modelo de Lotka-Volterra, pois
qualquer pequena perturbagao fard com que elas se movam para outras trajetdrias
também fechadas; estas solugoes nao estarao, em todos os seus pontos, préximas

da solugao original. Uma trajetéria de ciclo limite estavel é tal que qualquer per-
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turbacgdo a partir da trajetéria decai para zero. Um exemplo de ciclo limite, no qual
foram eliminados os transientes antes de se chegar & soluco estavel, é mostrado na

figura 3.4. Um teorema que prova a existéncia de ciclos limite (Aligood 1997) é o

N

Figura 3.4: Gréfico de um ciclo limite no plano de fase NP

teorema de Poincaré-Bendizson, enunciado como segue:

Teorema de Poincaré Bendixson: “Seja R uma regiao limitada e fechada con-
sistindo de pontos ndo singulares de um sistema f = G(r), reR? tal que alguma
trajetéria H do sistema estd inteiramente dentro da regido R. Entdo, ou H é uma
trajetoria fechada ou se aproxima de uma trajetdria fechada ou ela termina em um

ponto de equilibrio.”

O teorema implica, em particular, que se a regiado R ndo contém pontos
de equilibrio, e alguma trajetéria H permanece em R, entdo R deve conter uma

solugdo periddica (ciclo limite).
3.2.3 Modelos presa-predador mais realisticos

Um dos motivos que torna o sistema Lotka-Volterra anteriormente de-
scrito (equagdo (3.17)) ndo realistico, é o fato que, na auséncia de predagdo, a pop-

ulacdo de presas cresce indefinidamente (abundéancia de alimento para as presas).
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Na forma como foi escrita a equagdo (3.17), os termos do lado direito sdo as taxas
de crescimento, as quais dependem da densidade, de uma forma muito restrita; as
taxas de crescimento per capita de cada espécie dependem apenas da populacédo da
outra espécie. Para ser mais realistico, as taxas de crescimento per capita de cada
populagdo deveriam depender tanto da populacdo de presas quanto da populagio

de predadores.

Um primeiro passo razoével para que o modelo de Lotka-Volterra seja
mais realistico ¢ considerar o crescimento da populacéo de presas, na auséncia de
predadores, como logistico; assim, esta cresceria tendendo a um valor limite maximo,
que vem a ser sua capacidade de suporte. Além disso, no termo de interacio presente
em %, deveriamos ter a presenca de um termo que descreva a relacao entre a

quantidade de presas presentes e a voracidade dos predadores. Assim, podemos

escrever a equacao que descreve o crescimento da populacio de presas como:

S =NIWN.P), com f(N,P)=r (1- %) ~PR(N),  (3.35)

onde R(N) é a resposta funcional do predador & mudanca na densidade de presas
e K ¢é a capacidade de suporte para a presa quando P = 0. O termo —PR(N) é
chamado de termo de predacao, na taxa de crescimento per capita da populacao de

presas.

Esta resposta funcional também poderia ser incluido na equagao difer-

encial que descreve a taxa de variagdo da populagio de predadores, como segue:

%1;. = Pg(N,P) com g(N,P)=—d+cR(N) (3.36)

A resposta funcional dos predadores & densidade de presas, mede a taxa na qual
as presas estdo sendo capturadas pelo predador, como uma funcio da densidade de

presas.

Holling classifica em 3 tipos as respostas funcionais de um predador &

densidade de presas (Smith 1974):
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1. tipo I : R(N) =b > 0, isto é, o predador captura as presas numa taxa

constante, como no modelo de Lotka-Volterra (figura 3.5);

1_e—a.N

2. tipo II: R(N) = 7\,—:‘;—3- ou R(N) = AJ—N—l, onde A, B, e a sao
constantes positivas, tipico de predador invertebrado;
3. tipo III: R(N) = m’%—ﬁ, onde A é uma constante positiva; tipico de

predador vertebrado.

R(N)

Figura 3.5: Gréfico da resposta funcional tipo I para o modelo de Lotka-Volterra,
R(N)=1b

A forma das respostas funcionais tipo I] e tipo I/ sao mostradas nas
figuras 3.6 a 3.8. Tanto as do tipo I quanto as do tipo I/ contemplam situagdes em
que, quando a populagdo de presas se torna muito grande, a resposta do predador a
este aumento seja capturar cada vez menos presas. O que distingue esses 2 tipos, na
classificagao de Holling, é seu comportamento para um pequeno numero de presas: o
predador vertebrado (tipo /1) “ndo nota” a presenca de presas, quando a populagdo

destas é muito pequena.

Para o modelo de Lotka-Volterra, a resposta do predador NR(N) a
densidade de presas N é bN, que cresce de forma linear & medida que N cresce

(figura 3.9).
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R(N)

ol

Figura 3.6: Grafico da resposta funcional tipo 11, R(N) = 45

R(N)

Figura 3.7: Gréfico da resposta funcional tipo II, R(N) = A
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R(N)

Figura 3.8: Gréfico da resposta funcional tipo I11, R(N) = N—ﬁ%

NR(N)

Figura 3.9: Grafico da resposta do predador NR(N) = bN & densidade de presas
N, para a resposta funcional tipo I apresentada na figura 3.5
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Em vez disto, para as respostas funcionais tipos I e 111, correspondem
termos NR(N) que saturam para grandes valores de N, como mostrado nas figuras

3.10, 3.11 e 3.12.

N>

Figura 3.10: Gréafico da resposta do predador NR(N) = —1\% a densidade de presas

N, para a resposta funcional tipo I] mostrada na figura 3.6

NR(N)

Figura 3.11: Gréafico da resposta do predador NR(N) = A [1 —e N ] a densidade
de presas N, para a resposta funcional tipo /7 mostrada na figura 3.7
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NR(N)

Figura 3.12: Gréfico da resposta do predador NR(N) = %%—2 a densidade de pre-

sas, para a resposta funcional tipo /1] mostrada na figura 3.8

Cabe, ainda, observar (figura 3.10) que o pardmetro B, na expressio
N—A_i—%, onde A > 0 e B > 0, tem o seguinte significado: é o nivel populacional de
presas, para o qual este termo € igual & metade do seu maximo, visto que se trata

de uma fungao monotonicamente crescente e

AN A 1. [ AN
7= 2, (N+ B) | (3:37)

A forma saturante ﬁF—NN torna-se aproximadamente constante, para altas densidades

populacionais enquanto que, em baixas densidades populacionais, sdo aproximada-
mente lineares. A saturacao para N grande é um reflexo da limitada capacidade
do predador, ou da falta de persisténcia do predador, quando a presa é abundante.

Pode-se mostrar (Murray 1993) que o modelo

“ (D)

dt K) N+B
dP CN
— =P (—d+ N+B) (3.38)

onde os parametros r, K, A, B, C e d sao constantes positivas, exibe propriedades
de bifurcacdo, o que nao ocorre com o modelo de Lotka-Volterra. Enquanto se
varia os parametros do sistema, atravessa-se do dominio de estabilidade para o de

instabilidade de um equilibrio nao trivial, e o estado estacionario bifurca para uma
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solucdo periédica de ciclo limite. Neste regime de instabilidade deste equilibrio, que
ocorre em certo dominio do espaco de parametros, aplica-se o teorema de Poincaré-

Bendixson, donde se conclui que a trajetéria do sistema tende a um ciclo limite.

Uma bifurca¢do de Hopf ocorre quando, para um par de autovalores
complexos a = i3 (o e B € R), em o = 0 passarmos de um ponto de equilibrio

estavel (a < 0) para um ciclo limite estavel (o > 0).

3.3 O modelo de Hastings e Powell para trés espécies

interagentes

Na secdo anterior, vimos que os modelos continuos para duas espécies
apresentam dois padrdes bdsicos: ou se aproximam de um equilibrio, ou se aproxi-

mam de um ciclo limite.

Mas, para entender a esséncia do comportamento de um sistema com-
plexo, é necessario incorporar um maior nimero de espécies. O modelo de Hastings
e Powell(1991) pretende descrever, através de um sistema de trés equagdes diferen-
ciais acopladas, o comportamento dindmico de uma cadeia tréfica composta por trés

espécies de peixes em um lago.

Representando por Z(T), Y(T), e X(T), as populagdes de cada uma
dessas espécies em um instante de tempo T, e estabelecendo a hierarquia desta
cadeia, de tal modo que Z (predador para Y) ocupe o topo da cadeia, Y (predador
para X e presa para Z) no nivel intermedidrio, e X (presa para Y) em sua base,
Hastings e Powell formularam um modelo muito simples, do qual, dependendo da

escolha dos parimetros, podem resultar dindmicas cadticas.

Os diversos termos que compdem o sistema dindmico em questéo, tém
seu significado estabelecido nos modelos que apresentamos previamente neste capitulo,

para um menor nimero de espécies. O modelo envolve um conjunto de dez parametros,
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{RQ, Ko, Al, Bl, AQ, B2, Cl, Cg, Dl, Dz}, como segue:

dX X
=X [RO (1 - E) - CIYFl(X)}
dY
dz
7 = Z =Dy + CoY Fy(Y)],
onde
Ay
Fi(X) = 3.4
(0= 2 (3.40)
é a resposta funcional (tipo IT) de Y & densidade de suas presas X e,
Ay
F(Y) = 3.41
(V)= o 3.41)

é a resposta funcional (tipo I7) de Z & densidade de suas presas Y.

O pardmetro R, é a taxa de crescimento intrinseco da populagio X,
enquanto que K, ¢ a capacidade de suporte do ambiente para a populacao X; Cy*!
e (5 sd0, respectivamente, as taxas de conversao de presa-predador para as espécies
Y e Z, respectivamente; D; e D, sdo as taxas de mortalidade de cada uma destas

espécies.

Podemos, ainda, observar que este modelo satisfaz o que segue:

1. na auséncia de Y, a populacao X tem sua dindmica estabelecida pela

equagao logistica, ou modelo de Verhulst (subsegio 3.1.2):

aX X
& —Rx(1- —) 42
ar ~ o ( Ko (3:42)
enquanto que a populacao Z tende & extingdo de acordo com a equagao
diferencial:
dzZ
a7 = —-DyZ (3.43)

2. na auséncia de Z, o sistema reduz-se para

dx X
& = X|R (1 - E) — OYFR(X)
iy
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que (subsecdo 3.2.3) dependendo dos valores dos parametros apresen-
tara dois estados estaciondrios sendo um deles o trivial, estando sujeito

a uma bifurcacdo para uma solugio periédica do tipo ciclo limite.

3. evidentemente, decorre do fato de que a populacio Z s6 se alimenta de

X, que na auséncia desta tltima, tanto Y quanto Z vio & extincao.

No capitulo 5, estabeleceremos os valores numéricos atribuidos aos
pardmetros envolvidos no modelo de Hastings e Powell, os quais além de serem
escolhidos de modo a serem biologicamente razodveis para cadeia tréfica de trés
espécies de peixes em um lago, contemplavam a possibilidade de apresentar solucdes

caoticas.

Em nosso trabalho, apés investigar o comportamento da dinamica global
do sistema, para diversos valores dos pardmetros envolvidos, nos fixamos em uma,
situagdo caracterizada por um atrator caético e, sobre este, aplicamos uma técnica
de controle de caos, a qual nos permite estabilizar alguma das érbitas periédicas

instaveis imersas no atrator.
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4 CAOS: CARACTERIZACAO E CONTROLE

A ocorréncia de solugdes cadticas, em problemas relativamente simples
(por exemplo, em mapas unidimensionais n&o inversiveis como o mapa logistico
apresentado no capitulo 1), tem estimulado grande niimero de pesquisas nos dltimos
anos, e varias questoes estdo em aberto. Solucgdes caéticas sdo muito mais comuns
do que se imaginava e sdo atualmente investigadas na descricdo de grande variedade

de fendmenos.

Por outro lado, visto que sobre um atrator cadtico estio imersas um
conjunto denso de drbitas periédicas instéveis (capitulo 3), a presenca de caos tem
sido considerada de interesse e vantajosa, na medida que em alguma destas 6rbitas
pode corresponder a um desempenho desejavel para o sistema. Efetuar o controle
de caos significa estabilizar o sistema em alguma das érbitas que estio imersas no
atrator caético, e a ampla flexibilidade na escolha em questio coloca o atrator cadtico

em situacao de vantagem sobre os demais estados assintéticos de um sistema.

4.1 Sensibilidade as condigoes iniciais

Embora freqiientemente um atrator de um sistema dindmico possa ser
simultaneamente cadtico e estranho, a primeira caracteristica é relacionada com uma.
descrigdo da dindmica sobre o atrator, enquanto que a tltima refere-se & geometria
do atrator. Nosso estudo neste trabalho fundamenta-se principalmente sobre os

aspectos dinamicos.

Uma das caracteristicas de um atrator sobre o qual a dindmica é cadtica
¢ a extrema sensibilidade as condigdes iniciais. Isto significa que, com condicdes
Iniciais muito proximas, as solugdes de um sistema continuo podem diferir bastante,
ap0s algum intervalo de tempo (ou apds algumas iteracoes, para sistemas discretos).

Como exemplo, apresentamos nas figuras 4.1 e 4.2, os graficos z; x i, para o mapa
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logistico (capitulo 1)
Tiy1 = pxi(l — .’L‘i), (41)

ambos correspondendo a p = 3.65, sendo que, para o primeiro, usamos z; = 0.3 e
o segundo corresponde a zo = 0.305; observamos que as duas solu¢des permanecem
proximas durante aproximadamente 13 iteragdes, mas, depois disso, seus graficos
sao bastante distintos; certamente, ndo seria possivel usar uma dessas solucdes para
estimar o valor da outra, para ¢ > 25. Entédo, da alta sensibilidade 4s condicdes
iniciais, a qual por sua vez decorre do fato de que o mapa é nio linear, resulta a

impreuvisibilidade no comportamento do sistema.

08 b

i

0.6 r

0.4 4

Figura 4.1: Gréfico z; X1 para 0o mapa z;;; = 3.65z;(1—z;), iniciando com a condicio
inicial zg = 0.3

Cabe enfatizar que a situacao de caos acima descrita é devida & am-
pliacdo exponencial produzida pelas ndo linearidades do sistema, nas pequenas
diferencas inicialmente existentes (nas condigGes iniciais), e correspondem a leis de

evolucao deteministicas, isto €, sem inclusdo de ruido nem flutuagdes.

Do ponto de vista geométrico, um atrator é dito estranho, quando sua
dimensao ndo for um numero inteiro; é, portanto, um fractal. Existem atratores
cadticos que nao sao estranhos (por exemplo, os mapas unidimensionais) e também

existem atratores estranhos que nao sao cadticos, mas para a maioria dos casos en-
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Figura 4.2: Gréfico z; xi para o mapa ;1 = 3.65z;(1—x;), iniciando com a condico
inicial zo = 0.305

volvendo equacdes diferenciais (sistemas dindmicos continuos), “estranhez” e “caoti-

cidade” ocorrem simultaneamente (Ott, 1992).

Lembrando que, em um sistema dindmico continuo dissipativo, as solugoes
geram elementos de volume que se contraem, de maneira que a dindmica tende a
uma regido limitada no espaco de fase, a caracteristica de “caoticidade” (pontos
inicialmente e arbitrariamente préximos estardo exponencialmente separados apés
um intervalo de tempo suficientemente longo) implica em que tais atratores resul-
tem de combinagbes, em pelo menos uma dire¢ido, de dobras juntamente com um
numero infinito de expansoes, além de contracoes em outras dire¢des. Isto exige pelo
menos uma dindmica tridimensional. A quantificagdo destas contragoes e expansoes
no espaco de fase serd efetuada através dos expoentes de Lyapunov, cuja definicdo

estabeleceremos na préxima segao.

4.2 Expoentes de Lyapunov

Nesta sec@o apresentaremos somente o cdlculo dos expoentes de Lya-

punov para sistemas dindmicos continuos.
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Dado um sistema dindmico continuo num espaco de fase n-dimensional,
uma n-esfera infinitesimal de condigdes iniciais evoluird para um n-elipséide, devido
a deformacao produzida pelo fluxo. O i-ésimo expoente de Lyapunov é definido em
termos do comprimento do i-ésimo eixo principal do elipséide, pi(t), como segue:

o pi(t)
Ai = t]i)rgo log2pi(0) (4.2)

onde os \'s sdo ordenados em ordem decrescente de magnitude.

Assim, os expoentes de Lyapunov estdo relacionados & natureza de ex-
pansao e contragdo das diferentes dire¢des no espago de fase. Uma vez que a ori-
entagdo do elipséide muda continuamente quando ele evolui, as direcdes associadas
com um dado expoente variam de maneira complicada através do atrator. Ndo pode-

mos falar, portanto, de uma direcdo bem definida associada a um dado expoente.

A expansdo exponencial indicada por um expoente de Lyapunov posi-
tivo € incompativel com o movimento num atrator limitado, a menos que algum tipo
de processo de contragio junte trajetérias que estio a principio muito distantes uma
da outra. Cada expoente positivo reflete uma direcdo na qual o sistema experimenta
o repetido alongamento e dobra que descorrelaciona estados préximos num atrator.
Um atrator para um sistema dissipativo com um ou mais expoentes de Lyapunov

positivos é dito ser cadtico ou estranho.

Observamos que a extensdo linear do elipséide cresce com 2*tt; a 4rea
definida pelos 2 primeiros eixos cresce com 21*+*2) o volume tridimensional cresce
de acordo com 2MFA2+X3)t e assim por diante. Os eixos que estio em média se
expandindo correspondem aos expoentes positivos e os que estdo se contraindo cor-

respondem aos expoentes negativos.

Para um sistema dindmico n-dimensional, a soma dos expoentes de
Lyapunov corresponde a taxa de variacao de um elemento de volume n-dimensional.

O volume de uma n-esfera, em um certo instante de tempo t, pode ser escrito como:

V(t) = V(0)2(Xiz M)t (4.3)
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onde V(0) é o volume inicial da n-esfera e \;, i = 1,2,...,7n sdo os expoentes de
Lyapunov correspondentes a cada um dos eixos principais p;(t), i = 1,2,...,n,
respectivamente.

Assim, se a soma dos expoentes de Lyapunov for negativa, teremos con-
tragao no volume inicial; se a soma dos expoentes for igual a zero entdo o volume se
conserva. Um sistema onde temos contracao no volume é chamado de sistema dis-

sipativo; o sistema para o qual volume se conserva é chamado sistema conservativo.

Visto que a contragdo de um elementode volume, no espaco de fase,
para um sistema dindmico dissipativo, estd associado & divergéncia média da veloci-
dade no espago de fase (capitulo 1), concluimos que esta divergéncia também est4
associada soma dos expoentes de Lyapunov. Em conseqiiéncia, qualquer sistema
dindmico dissipativo terd no minimo um expoente negativo, de modo que a soma
de todos os expoentes seja negativa, e o movimento pés-transiente das trajetérias
ocorrerd, num conjunto limite de volume zero, um atrator. Além disso, a sensibili-
dade as condigdes iniciais, que caracteriza um atrator caético (seco 3.1) implica na,

existéncia de pelo menos um expoente de Lyapunov positivo.

E possivel identificar-se um atrator pelo sinal dos expoentes de Lya-
punov. Apresentamos, abaixo, os sinais dos expoentes de Lyapunov associados aos

atratores possiveis em um espaco de fase tridimensional:

1. ponto fizo: neste caso, os sinais dos expoentes sio (-,—,—). Com

efeito, as trajetérias convergem para um tnico ponto, cessando qualquer

deslocamento;

2. ciclo limite: tem-se (0, —, —), o expoente nulo corresponde & direcdo ao

longo da trajetoria;

3. toro T?: tem-se (0,0, —), agora existem duas direcdes ao longo das quais

processam-se os deslocamentos;
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4. atrator cadtico: um dos expoente deve ser positivo, uma vez que existe
sensibilidade as condigdes iniciais. Ao longo da trajetéria associa-se um
expoente nulo. Sendo o sistema dissipativo, a desigualdade 33_, \; < 0
é valida e o terceiro expoente deve ser necessariamente negativo. Re-

sulta, portanto, (+,0, —).

4.3 Rotas para o caos

A natureza do movimento assint6tico de um sistema dindmico pode
mudar & medida que o pardmetro de controle varia. Os valores do parametro para
os quais ocorre mudanca de regime assintético sdo chamados pontos de bifurcagéo.
De cada bifurcagéo, pode resultar um aumento na periodicidade, quasi-periodicidade

€ Caos.

Podemos, portanto, falar em termo de cendrios, isto é, seqiéncias de
bifurcagdes. O estudo de rotas possiveis para o caos tem raizes no estudo geral
de equacdes diferenciais deterministicas e constitui a chamada teoria geométrica do

Caos.

A respeito de drbitas periédicas de periodos altos, existem dois impor-
tantes resultados. O primeiro deles é o teorema proposto por Sarkovskii, que ordena
0s numeros naturais de maneira ndo usual, tal que para cada nimero natural n, a
existéncia de um ponto de periodo n implica a existéncia de érbitas periédicas de to-
dos os periodos mais altos que n no ordenamento. O segundo é um teorema provado
por Lie Yorke, em 1975, e mostra que se para um sistema com trés ou mais equacoes
diferenciais, tivermos periodo trés para um determinado valor do parametro, entdo
certamente para algum outro valor do pardmetro teremos caos. Devemos ressaltar
que o resultado de Li e Yorke, para sistemas continuos, é semelhante ao teorema de

Sarkovskii, para sistemas discretos.
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Ao abordarmos a questio de possiveis cendrios ou rotas para o caos
devemos compreender de que forma um regime periédico perde a estabilidade (de-
sestabilizacao de um ciclo limite) em conseqiiéncia de uma variagao no parametro
de controle. O fato de haver estabilidade ou instabilidade de uma 6rbita, periédica
depende dos autovalores da matriz de Floquet

que corresponde a linearizacdo do mapa de Poincaré em torno de seu ponto fixo.
Se todos os autovalores estdo no interior do circulo de raio unitario, ou seja, se o
médulo de todos os autovalores da matriz de Floquet for menor que 1, entao teremos
estabilidade da drbita periddica; mas, se a partir do estado de equilibrio, mediante
uma variagao no parametro um dos autovalores assumir um valor, em médulo, maior
do que 1, cruzando o circulo unitdrio, a érbita periddica torna-se inst4vel. Segundo o
tipo de cruzamento do circulo unitério e a natureza da bifurcacéo, o comportamento

dindmico que substituird o regime periédico serd diferente.

Abaixo, apresentaremos algumas das principais rotas para o caos e al-

gumas de suas principais caracteristicas.

Se o cruzamento se d4 por +1 trata-se de uma bifurcacdo sela-né. No
ponto de bifurcagéo a solugéo periddica deixa de existir para dar origem a um regime
chamado intermiténcia tipo I Tal regime é caracterizado por fases de comporta-
mento regular quasi-periédico interrompidas por “explosdes” (“bursts”) de compor-
tamento caético. A intermiténcia tipo I aparece, por exemplo, no mapa logistico

nas janelas de periodicidade impar (figura 4.3).

Quando o cruzamento se d4 por —1 a bifurcacdo é do tipo flip ( ou
subarmonica) e pode ser tanto supercritica (normal) ou suberitica (inversa). No
primeiro caso, ocorre uma cascata flip com duplicacdo de periodo, levando finalmente
ao caos. Este tipo de comportamento pode ser visto na figura 4.3, com relacdo ao
mapa logistico z;4; = pz;(1 — z;) quando aumentamos o valor do parametro a

partir de p = 2. De p = 2 até p = 3, temos um ponto fixo estdvel, z* = %1
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Figura 4.3: Gréfico z, X p para a equagéo logistica z;11 = px;(1~1;); o representa
o valor assintético de x;

(como podemos verificar da figura 2.7). Em p = 3, ocorre a primeira duplicagio de
periodo. Para valores maiores que p = 3, & medida que p aumenta, vio ocorrendo
novas duplicagoes até que, em p =~ 3.57 temos um regime caético. A bifurcacio
subcritica leva a intermiténcias do tipo III; trata-se de um comportamento bastante
similar &s intermiténcias do tipo I, mas, neste caso, a amplitude aumenta a cada
oscilacdo durante as fases regulares, até finalmente ser interrompida por um explosao

cadtica.

Finalmente existe uma possibilidade de que dois autovalores complexos
conjugados, a =+ i, cruzem simultaneamente o circulo de raio unitirio. Trata-
se de uma bifurca¢do secunddria de Hopf (ou de Neimark). Se ela é supercritica,
ela nos leva a um atrator estdvel, um toro 72, na superficie do qual estabelece-
se uma nova solugao correspondente a um regime quasiperiédico. Uma segunda
bifurcagéo supercritica secundéria de Hopf ocorre gerando uma, transicio T2 — T3
e um atrator estranho pode aparecer como resultado dessa terceira bifurcacdo. Este

cenario € denominado transi¢do para o caos via quasi-periodicidade. Se a bifurcacio
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¢ subcritica encontra-se um outro fenémeno chamado intermiténcia tipo II. Essa
intermiténcia tem as mesmas propriedades globais que as do tipo I e III, mas
agora as instabilidades que se desenvolvem nas fases regulares tém uma, freqiiéncia

nao relacionada com a freqiiéncia fundamental do ciclo original.

Os trés cendrios para o caos acima indicados nao sio os tnicos. Com
efeito outras rotas existem. Em todos os casos o ponto em comum é que o caos é
iniciado por bifurcacoes. Os diferentes cenérios nio se contradizem reciprocamente,

podendo se desenvolver concorrentemente em diferentes regioes do espago de fases.

Analogamente ao fato de que, em um sistema dinamico continuo, uma
bifurcacao de Hopf (segdo 3.2) associada com uma desestabilizagdo de um ponto de
equilibrio, dé lugar a um ciclo limite estdvel, também a bifurcacio que é associada
com o estabelecimento de um atrator cadtico resulta de uma desestabilizacio, desta

vez de orbitas periddicas.

A técnica de controle de caos, que serd apresentada na préxima secao,
fundamenta-se exatamente no fato de que um atrator caético tem imerso nele um
numero infinito de érbitas periddicas instdveis; o que se deseja é estabilizar uma

delas.

4.4 O método OGY para controle de caos

A presenca de caos em sistema fisicos foi extensivamente demonstrada
e € muito comum (Ditto 1995, Ditto 1993, Grebogi 1997, Ott 1993). Na prética,
entretanto, € freqiientemente desejado que caos seja evitado e que a performance do

sistema seja melhorada ou mudada de alguma maneira.

Dado um atrator caético, uma forma de eliminar o caos seria fazer uma
grande alteragao no sistema o que conseqiientemente mudaria por completo sua
dindmica. Porém, nosso objetivo, é fazer uma pequena perturbac¢io num parametro

acessivel do sistema, de modo a obtermos o comportamento desejado.
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A observagao chave é que um atrator cadtico tem imerso dentro dele
um nimero infinito de 6rbitas periddicas inst4veis. Desejamos fazer pequenas per-
turbagoes no sistema; nao desejamos criar novas érbitas com propriedades diferentes

das ja existentes, o que queremos é explorar as érbitas que ali estao imersas.

Os sistemas dindmicos tragam trajetérias suaves no espago de fase.
Para sistemas periédicos, estas trajetérias sio curvas que sao tracadas repetida-
mente a cada perfodo do sistema. Esta trajetéria contém toda a informagao que é

necessaria para prever a dindmica futura do sistema (Ditto 1995).

Conforme vimos na secéo 1.3, uma ttil representacdo do sistema pode
ser obtida interseccionando um plano com o espaco de fase, assim o ntimero in-
finito de pontos de uma trajetdria periédica no espago de fase é reduzido a um
conjunto finito de pontos de intersecgdo com este plano, e o sistema dinamico passa,
de continuo para discreto. Se imaginarmos um plano horizontal, por exemplo, entao
um ciclo limite no espago de fase intersecciona este plano duas vezes, ufna vez na
subida e outra vez na descida. E se nos restringirmos a um tnico sentido, para esta
intersec¢do , concluimos que um ciclo limite fica reduzido a um tnico ponto, pois
uma vez que o ciclo intersecciona o plano na subida, necessariamente intersecciona
o plano na descida. Este ponto serd um ponto fixo no mapa sobre a secao. Esta
se¢ao ¢ chamada secdo de Poincaré e contém toda a informacdo que necessitamos

para o controle.

Solugdes periddicas, de periodo n, podero ser representadas por m pon-
tos na se¢ao de Poincaré. Para um atrator caético, no qual temos uma superposicao
de um numero infinito de movimentos periédicos, o niimero de pontos na segao

também serd infinito.

O controle proposto pelo método OGY (Ott et al 1991) é constituido
pelas seguintes etapas: determina-se algumas das érbitas periédicas de baixo periodo
que estdao imersas no atrator cadtico; examinam-se estas érbitas; apds escolher

aquela que apresenta a performance desejada para o sistema, faz-se pequenas per-
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tubacdes (ajustes) sucessivas no pardmetro, de forma a estabilizar esta 6rbita. O
método nao se aplica somente a sistemas tridimensionais, mas também a sistemas

de mais alta ordem (Auerbach 1992).

Neste método formulado por Ott, Grebogi e Yorke, ndo necessitamos
do conhecimento das equagbes que descrevem o sistema; apenas necessitamos con-
hecer uma série temporal para alguma varidvel do sistema e, a partir dela, podemos

reconstruir o atrator utilizando uma técnica de imersao (ver, por exemplo, Ditto

1990 ou Lathrop 1989).

O ponto inicial para o controle de caos é o espaco de fase do sistema.
O conhecimento do atrator e de sua resposta a pequenas perturbacdes do sistema

sao ingredientes necessirios para o controle de caos.

Uma vez identificada uma drbita periédica instével no atrator, serd
necessario caracterizar a forma do atrator localmente e determinar a resposta do
atrator a um estimulo externo. O método OGY permite controlar qualquer movi-
mento periddico do sistema, mas neste trabalho nosso objetivo consiste em estabilizar

o sistema em uma 6rbita de periodo 1.

A identificacdo de movimentos periédicos instdveis é um processo di-
reto, que é feito verificando os pontos que retornam préximos entre duas sucessivas
iteragOes na secdo de Poincaré. Como a se¢do de Poincaré para um sistema tridi-
mensional tem dimensdo 2, podemos também determinar uma érbita de periodo 1
instavel imersa no atrator, construindo o mapa de primeiro retorno sobre a secio de
Poincaré e identificando seus pontos de intersecgdo com a reta y = r; estes serdo,

sobre a se¢do de Poincaré, os pontos fixos (instdveis) procurados (capitulo 1).

Uma vez que determinamos, sobre a se¢do de Poincaré, qual ponto
fixo instdvel desejamos controlar, observamos o movimento do ponto representando
o estado atual do sistema. Em sistemas cadticos de baixa dimensio, este ponto
ocasionalmente se aproximard do nosso ponto fixo instdvel. Na vizinhanca deste

ponto, a aproximac¢ao acontece ao longo da direcao estdvel e o afastamento acontece
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a0 longo da diregéo instédvel. Estas duas dire¢des formam uma sela (capitulo 1) em
torno do ponto fixo considerado. Estes autovetores, ao longo dos quais a velocidade
com que um ponto qualquer do sistema se aproxima ou se afasta da vizinhanca
do ponto fixo instdvel (que correspondem aos autovalores estével (Xs) e instdvel
(M), respectivamente), é tudo o que necessitamos para caracterizar a forma local

do atrator em torno de nosso ponto fixo.

Para a determinacio da resposta do atrator a um estimulo, introduzi-
mos uma mudanga no sistema, variando o parametro de controle, que representare-
mos por b. Uma vez identificado, sobre a segdo de Poincaré, o ponto fixo (de sela)
que desejamos estabilizar, mediremos a posigao deste ponto fixo para vérios valores
do pardmetro, um pouco diferentes do valor nominal by, isto é, num pequeno inter-
valo em torno de algum valor nominal by. Estas medidas nos indicam as mudancas
na posi¢ao do atrator, que decorrem de uma mudancga no valor do pardmetro do

sistema.

A técnica de imersdo permite determinar, a partir de uma série tem-
poral, os autovalores estavel e instdvel do mapa sobre a secdo de Poincaré no ponto
fixo escolhido experimentalmente e | A, |> 1 >| A; |. Da mesma forma, os au-
tovetores na direcoes estdvel, e;, e instdvel, e,, também podem ser determinados

experimentalmente, por esta mesma técnica.

Uma vez determinado o ponto fixo instével sobre a secio de Poincaré,
para aplicarmos o método OGY', devemos determinar uma aproximacio linear para
0 mapa em torno do ponto fixo, e determinar as direcdes estavel e instdvel. A seguir,
alteramos o pardmetro, e conseqiientemente a posicio do ponto fixo instével e de
suas diregdes estédvel e instavel, de tal forma que a iterada seguinte no novo valor do

pardmetro caia exatamente na diregdo estdvel do ponto fixo original.

No que segue, calcularemos os elementos necessirios & aplicacio do
método proposto por OGY, para o controle de caos do modelo em estudo neste

trabalho. Aqui, além da aplicagdo do método para um mapa bidimensional sobre a
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se¢ao de Poincaré, mostraremos também sua aplicagdo ao caso em que o mapa sobre

a secao de Poincaré é unidimensional.

4.4.1 Forma geral do mapa bidimensional sobre a secao de Poincaré

Dado que o modelo continuo aqui considerado é tridimensional e sendo
b o pardmetro de controle, entdo uma intersecgdo com o plano z = constante, produz
um mapa discreto bidimensional cuja forma néo conhecemos, e genericamente pode

Ser expresso por:

Tny1 = f(l'n, Yn, b)

Yn+1 = g(xn, Yn, b) (4'5)
ou sob forma vetorial:
Up41 = h(u,,b) (4.6)
onde definimos:
.'En xn: ny b
U= | | e h(umb) = f@n 4, ) (4.7)
yn+1 g(xna Yn, b)

onde f(Zn,Yn,b) € g(Tn, Yn, b) sdo funcgdes de duas varidveis e que dependem de um

Unico parametro b.

Este mapa tem um ponto fixo, que representaremos por up, tal que

ur = h(ur, b) (4.8)

4.4.2 Linearizacao do mapa bidimensional em torno do ponto fixo

instavel

Dada a forma geral do mapa bidimensional podemos, agora, determinar

a forma linear do mapa em torno do ponto fixo instével.
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Na superficie de se¢do (secdo de Poincaré), préximo ao ponto fixo escol-
hido, isto ¢, em torno de u, = up, podemos usar a aproximacio linear para o mapa
(4.5) ou (4.6), que pode ser expressa (como visto na secio 2.2), desprezando termos
de segunda ordem em (u, — up) (aplicagdo do teorema do valor médio - apéndice
A), por:

U1 >~ up + M(u, — up) (4.9)

onde a matriz M ¢é definida por,

- of ?L .
Oz, (zF.yF) OYn (zr.yr)
M = (4.10)
dg g
| Ozy, (zFyyr) OYn (zFyr) J

e cada uma das derivadas ¢ calculada no ponto fixo ur = (zr, yr).

4.4.3 Calculo das direcoes estavel e instavel e vetores base
contravariantes

Definida na se¢éo anterior a forma linear do mapa, passaremos agora ao
célculo das diregGes estavel e instavel do mapa no ponto fixo, bem como dos vetores

base contravariantes associados a cada uma das direcoes.

A matriz M em (4.10) é caracterizada por seus autovalores e seus au-
tovetores:
Me, = )\, e,

Me, = \e; (4.11)
onde e, e e, devem satisfazer as seguintes condigoes:
ez-T.ej =0;; para ,j =u,s, (4.12)

isto é,
efle,=efe;=1c ele,=ele, =0 (4.13)

u
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onde J;; é a funcdo delta de Kronecker e os autovalores A, e \, devem satisfazer

I dal>1e] A |<1.

Partindo das equagdes (4.11) podemos escrever a matriz M na forma:
A O

M=o, o] e o] (414
0 A

Agora introduziremos os vetores base contravariantes (£, f;) que se rela-
cionam com (e, e,) da seguinte forma (figura 4.4):
fl.e;=0; para i,j=u,s, (4.15)
isto é,
fle,=fle,=1¢ fle,=1e, =0, (4.16)

De (4.16) podemos deduzir que:

fT
-1 u
[ e, e J = (4.17)
fT
que substituido em (4.14), fornece:
M = [\e fl + Ae.fT]. (4.18)

Ent&o, a aproximagao linear (4.9) do mapa, vélida para u, préxima a up, pode ser

escrita sob a forma:

Upy1 ™~ Up + [/\ueufuT + /\SesfsT] (u, — ur) (4.19)

Para obtermos o controle forgaremos que a préxima iterada U,41 Cala
na diregao estavel do ponto fixo instdvel up. Para isto, o produto escalar de Upt

com fT' deve ser nulo, ou seja,
£] . (Wpt1(by + 6b,)) =0 (4.20)

isto €, o vetor deslocamento do ponto fixo na iterada seguinte ndo tem componente

ao longo de fT.
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Figura 4.4: Gréfico dos vetores e, e e, tangentes, em up, as variedades instavel e
estavel, respectivamente, juntamente com seus respectivos vetores base
contravariantes f, e f,

4.4.4 Determinacao do deslocamento horizontal do ponto fixo quando
mudamos o valor do parametro b

O mapa apresentado na equagdo (4.6) (secdo 4.4.1) tem um ponto fixo,
que representaremos por ur, cuja localizacdo depende também do pardmetro b e é

dado por:
ur = h(up,b) (4.21)

Se mudarmos o valor do pardmetro a cada iteracao, o ponto fixo também
muda, e desejamos relacionar a posicdo do ponto fixo up(b,+1) com ug(b,), para

uma variagao de b, para b,;1, no pardmetro b. Para b = b, temos de (4.21),

uF(bn) = h(up(bn), bn) (422)
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A nova posigao do ponto fixo perturbado pode ser estimada, se fizermos
uma aproximagao linear de up(bp41) em torno de b = b, isto é, desprezando termos

da ordem de (b,41 — b,)?, como segue:

ou
Up(bny1) = up(by) + (bpsr — bn) Fbﬁ , (4.23)
b=by,,
donde podemos definir um vetor g,
8up
g= — (4.24)
ob b,
cuja expressdo, para b,y proximo a by, se escreve, de (4.23)
ur(b —up(b,
g~ F( n+1) F( ), (4.25)
bn+1 - bn
e pode ser determinado medindo-se o vetor deslocamento do ponto fixo.
4.4.5 Calculo do ajuste adequado para o parametro b
Consideremos a seguinte seqiiéncia:
g uF(bn) — uF(bn+1)
M : u, = U, (4.26)

onde a translac@o do ponto fixo é realizada antes da aplicagio do mapa. Expandindo

a translagdo e o mapa, temos que (4.9) torna-se:
U1 (bp + 0bn) ~ Up(bptr) + M(u, — up(bni)) (4.27)
Por (4.23) e utilizando a defini¢do (4.24), temos que:
Up41(bp + 6by) ~ up(by) + (bpt1 — br)g + M (u, — up(bn) = (b1 — bn)g) (4.28)

Definindo du, = (u, —ur(bs)) € 6b, = (bpt+1—b,), a equagdo (4.28) pode ser escrita

como:

Up41(bn + 0by) =~ up(by) + 0bng + M (du, — 6b,g) (4.29)
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Como queremos que a proxima iterada caia na diregao estavel do ponto fixo instavel,
entdo u,; deve ser perpendicular a I isto é, o produto escalar de u,.; por I
deve ser nulo. Entdo, usando a equacao (4.29), o valor de b, adequado de modo a

se obter o controle de caos, deve satisfazer a condigao :
0 =~ fX.6b,g + £1.M (du, — 6b,g) + fL . up(b,) (4.30)

Utilizando para M a forma encontrada na equagao (4.18) e fazendo uso de (4.16),

podemos escrever:
£7.M = £ [ Meuf] + AeofT| = Auf, (4.31)
que, substituido na condigio (4.30), fornece:
0 ~ f7.6b,g + AT (6u, — 6b,g) + £X up(b,) (4.32)

e isolando db,, da equacdo (4.32) acima, obtemos finalmente:

Ay fTou, T
§by, = ( - 1) ( e ) + £ up(b) (4.33)

e que € a variacdo maxima permitida para o parametro de modo que nossas aprox-

imagoes sejam validas.

Esta férmula serd utilizada sempre que a magnitude do lado direito de
(4.33) for menor que um valor maximo pré-estabelecido b*, ou seja, o intervalo de
valores que o parametro pode assumir € [b, — b*, b, + b*]; caso contrario fazemos

db, = 0.

Devemos ressaltar que pela matriz M fizemos apenas uma aproximacao

linear para o mapeamento.

4.4.6 Aplicacao do método OGY

Agora, com todos os elementos necessarios para o controle calculados

podemos aplicar o método OGY e fazer o controle do ponto fixo instével considerado.
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Para um valor pequeno de b*, uma condico inicial tipica executars uma
orbita cadtica, que é a mesma do caso sem controle, até que u, caia na pequena tira
proximo ao ponto fixo ur tal que seja vélida a aproximacdo (4.9). Mesmo assim,
por causa das ndo linearidades ndo incluidas em (4.19), o controle pode nio ser
capaz de trazer a drbita para o ponto fixo desejado. Neste caso a 6rbita saird da
tira e continuard a vagar caoticamente como se estivesse sem controle e, em algum
momento, esta 6rbita estard suficientemente préxima ao ponto fixo, tal que a atraco

a ur é obtida.

Na figura 4.5(a)-(c) mostramos esquematicamente a aplicacio do método
OGY'.

A figura 4.5(a) mostra um ponto fixo instavel, ur(b), com suas direcdes
estavel, e;, e instavel, e,. A n-ésima iterada, u, é mostrada préxima i direcao
estdvel do ponto fixo instdvel ug(b). Se ndo aplicarmos o controle, 0 movimento
natural do sistema seria se aproximar do ponto fixo instavel ao longo da direcdo
estdvel e mover-se para longe do ponto fixo pela diregdo instdvel. Entretanto, se
introduzirmos uma perturbagao no sistema, moveremos o ponto fixo instével e suas

variedades para o outro lado de u, (figura 4.5(b)).

O movimento de u, serd, novamente, se aproximar ao longo da var-
iedade estdvel e se afastar ao longo da variedade instavel do novo ponto fixo. Entre-
tanto, este movimento faz com que a préxima iterada (u,,;) caia exatamente sobre
a diregao estével do ponto fixo original e assim, as iteradas seguintes tenderdo a este

ponto fixo.

Se néo tivéssemos a presenca de ruido ou flutuagdes, o sistema per-
maneceria para sempre neste ponto fixo. Em presenca de ruido e flutuacdes o método

OGY deve ser aplicado a cada retorno & se¢io, de modo que o controle seja efetivo.
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Figura 4.5: Representac@o esquemadtica do método OGY’, onde up(b) é o ponto fixo
instavel que se deseja estabilizar.
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Assim, criamos uma érbita estavel que, para uma condicdo inicial tipica,
é precedida por um transiente caético, no qual a 6rbita é similar as érbitas no
atrator cadtico com a auséncia de controle. O duracdo de tal transiente depende

sensivelmente da condicao inicial.

4.4.7 Método OGY - Caso unidimensional

Vimos acima como aplicar o0 método OGY, para um sistema tridimen-
sional, através de seu mapeamento bidimensional sobre a secio de Poincaré e calcu-

lamos todos os elementos necessdrios para a aplicacao deste método.

Existem casos, porém, em que a forma do mapeamento sobre a secio é
tal que podemos aplicar o método OGY para uma dimensio. Por exemplo, se para
um atrator de um sistema tridimensional, o mapeamento na se¢do for uma reta,

podemos aplicar o0 método OGY para uma dimensao.

Abaixo mostraremos o célculo dos elementos necessarios para aplicacao

do método OGY em uma dimensdo (Peng et al 1991).

1. Forma geral do mapa e cdlculo do ponto fizo.

Dado que estamos em uma dimensdo o mapa sobre a secdo pode ser

escrito genericamente por:
Tit1 = f(zi,b) (4.34)

onde b é o pardmetro do mapa e f é uma fun¢do de z,, e de b. O célculo
do ponto fixo, neste caso, é feito diretamente do mapa de primeiro
retorno z;;1 X z; e é determinado, conforme vimos no capitulo 1, pela

interseccao da reta z;.; = z; com a fungdo z;1; = f(x;)
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2. Linearizacdo em torno do ponto fixo instdvel

A forma linear do mapa (4.34) em torno do ponto fixo instével, desprezando-

se os termos da ordem de (z; — zr)?, €, conforme equacio (2.13):
Tip1 X 2p + a(z; — zp) (4.35)

onde zr € o ponto fixo instdvel e a ¢ a declividade da reta tangente ao
mapa de primeiro retorno no ponto fixo instdvel (|a| > 1) ou também
definido como a taxa de variagdo do mapa calculada no ponto fixo zp.
Esta equagéo pode ser generalizada para 6rbitas de periodo k, k > 1,
simplesmente encontrando a forma linear do mapa que nos leva de um
ponto z; para um ponto z;4k, similar ao que fizemos para encontrar a

forma linear mostrada na equacéo acima.

Mapas unidimensionais possuem ou uma diregéo estavel ou uma direcdo
instdvel. Como no neste caso, temos um ponto fixo instével, a direcio

associada a ele é a dire¢do instével.

Aqui, o que necessitamos ¢ calcular qual a declividade da reta tangente
ao mapa de primeiro retorno no ponto fixo instdvel. Dado que nio
conhecemos a forma do mapa, tomando pontos préximos a este ponto
fixo instdvel, fazemos o ajuste destes pontos a uma reta aplicando o

método dos minimos quadrados (apéndice E).
3. Determinagdo do deslocamento horizontal do mapa quando mudamos o
valor do parametro b

O mapa em (4.34) tem um ponto fixo, zr, cuja localizacio depende do

valor do paradmetro e é dado por:

o = f(zr,b) (4.36)

A localizacao do ponto fixo aqui, como visto anteriormente, também
depende do pardmetro, ou seja, quando o pardmetro varia, o ponto fixo

também varia.
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Para calcular o deslocamento horizontal do mapa, ou seja, paralelo ao
eixo x; num grafico x;41 X x;, quando o pardmetro varia, primeiro cal-
culamos a melhor aproximagio linear para os pontos préximos ao ponto
fixo, no valor nominal by do pardmetro. Depois, variando o parametro
bo por uma quantidade pequena Ab, calculamos a nova posicdo do
ponto fixo e encontramos novamente a melhor reta que aproxima os
pontos préximos a este novo ponto fixo. Assim, para o calculo de g,
que € a razéao entre o deslocamento horizontal do mapa e a variacdo do
parametro, determinamos a distancia horizontal Az (figura 4.6) entre
o ponto fixo do mapa original e o mapa deslocado quando variamos
o parametro, de by para by + Ab, e entdo, dividimos este valor pela
variacao Ab do parametro. Dessa forma podemos escrever g como,

Az =z, —zp(b)

== (4.37)

g

onde Az é o deslocamento horizontal do mapa. Isto é semelhante ao que
fizemos no caso bidimensional, s6 que no caso do mapa bidimensional
medimos o deslocamento do mapa nas diregbes z e y e aqui estamos

medindo somente o deslocamento na direcéo z.

Cdlculo do ajuste adequado para o pardmetro b

Quando determinamos o deslocamento horizontal do ponto fixo, calcu-
lamos este deslocamento variando o valor do parametro por uma quan-
tidade pequena Ab. A principio, para o controle da drbita periédica
deveriamos variar o valor do pardmetro e em seguida retornar ao valor

original do parametro.

Entretanto, devido & presenca de ruido e flutuagdes no sistema, para po-
dermos estabilizar este sistema na vizinhanga de zr, esta perturbacao
apropriada Ab deve ser aplicada em cada retorno a se¢ao e esta é facil-
mente calculada a partir do valor atual de z,. Esta perturbacao é dada

por:
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_ (%0 —zF)
Ab = —————g (4.38)

Esta fémula serd sempre aplicada quando z, estiver suficientemente

proximo de zr de modo que a aplicagio do controle seja possivel.

. Aplicagdo do método OGY

Sabemos que, em geral, um sistema caético em algum momento caird
proximo ao ponto fixo zr. Dado um ponto qualquer z,, préximo a zp
(figura 4.6(a)). Se continuarmos a iterar o mapa com este valor do
parametro, a iterada seguinte z;,; caird mais longe do ponto fixo zp.
Entretanto, se introduzirmos uma perturbagdo no parametro b, o ponto
fixo, e conseqiientemente o mapa, serdo deslocados, e o que desejamos
(figura 4.6(b)) ao aplicarmos o controle o ajuste adequado Ab é aquele
para o qual a préxima iterada, Z,1(bo+ Ab), com o valor do pardmetro
mudado, seja exatamente igual ao ponto fixo instdvel zz do pardmetro
original. Vemos também, pela figura, que o efeito da perturbacio é

mover I,y verticalmente para o novo mapa.

Se retornarmos ao valor original by, e ndo fizermos mais nenhuma per-
turbagdo no pardmetro, as iteradas seguintes permanecerfo ali para
todo n. Caso haja uma pequena perturbagdo no ponto fixo, ou seja,
se houver qualquer distirbio, causado pela presenca de ruido ou flu-
tuagdes, as iteradas seguintes (Zn2, Zn+3, - - -) D40 permanecerio préximas
ao ponto fixo instdvel zr, para todo n, e o atrator ficard vagando aleato-
riamente como no caso sem controle. Embora conceitualmente é 1til
imaginar a perturbacdo sendo desligada apds cada retorno & secio,
o algoritmo ¢é mais eficientemente quando aplicado ajustando a per-

turbagdo, em cada retorno & se¢io, de acordo com a equagdo (4.38).
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x[i+ (a)
1)) /HFXU]
%
xm#) ___ - l}
A
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x[n+1] X[F(b)] x[n]}
x[i+1] (b)
(1) @ x[i+1]=x[i}
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:
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H ! x[i]
X[F(b)] x[n]

Figura 4.6: Forma linear do mapa z;4; X z; em torno do ponto fixo inst4vel (a) para
b= by (1); (b) para b = by (pontilhada (1)) e b = by + Ab (linha cheia

(2))



89

4.4.8 Meétodo OGY para érbitas de periodo mais alto

O método OGY ¢ também eficientemente empregado para estabilizacio

das érbitas periddicas instaveis de periodo mais alto.

Para estabilizar uma érbita instével de periodo K, g é primeiro deter-
minado pelo monitoramento do sistema em dois valores do pardmetro um pouco
diferentes b e b + Ab. Apds isto, é entao necessario medir a diferenca (z, — zr)
em cada K-ésimo retorno a secao afim de aplicarmos a apropriada perturbagio e

conseguirmos estabilizar a respectiva érbita.
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5 CARACTERIZACAO DE ATRATORES DO
MODELO DE HASTINGS E POWELL

Conforme estabelecido na Introducdo (capitulo 1) deste trabalho, nosso
objetivo € o de, apds identificado um atrator caético do sistema dissipativo de Hast-
ings e Powell, escolher algumas das dérbitas periédicas instéveis, de baixo periodo,

imersas no mesmo e, através do controle de caos, estabiliza-las.

Reservamos para este capitulo, a investigagdo do comportamento global
do sistema, explorando-o no que tange aos seus estados assintéticos, para diversos
valores do pardmetro relevante na dindmica do mesmo. Variando de forma sis-
tematica este parametro de controle, serdo calculados os expoentes de Lyapunov
para os atratores do sistema dissipativo em estudo. Além disso, apés efetuar a in-
tegragdo numeérica do sistema de equagdes diferenciais, que modela o sistema, serdo
visualizados, no espago de fase tridimensional correspondente, alguns dos estados
assintéticos, identificados como estado de equilibrio est4vel ou ciclos limite ou atra-

tores cadticos, dependendo do valor do pardmetro de controle.

5.1 Versao adimensional do modelo

O modelo de Hastings e Powell, apresentado na secio 3.3, envolve trés
varidveis dependentes {X,Y, Z}, populacdes nos trés niveis da cadeia tréfica, uma

varidvel independente tempo 7', e dez pardmetros { Ry, Ko, A1, Az, By, By, C1, Cy, D1, Dy}

?

como Segue:
dxX X A,
2 - X 1— 22—
dT [R" ( K0> ClYX +B1]
dy A, A,
RS vl - .
a7 [ i+ Xs75 ZY+BJ (5-1)
dz As
aT Z[_D2+CQYY+BQ]
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A adimensionalizacdo do sistema tem como objetivo, ndo apenas o de
reduzir o nimero de pardmetros, mas principalmente, determinar as quantidades

relevantes no mesmo.

Por exemplo, como veremos a seguir, n&o é a populacdo X que é rele-
. ~ X . ’, ~ ~ .
vante, mas sim a razao %o 18t0 €, a razao entre a populacdo X e a capacidade de

suporte do ambiente para esta populacio.

Como um primeiro passo para procedermos a adimensionaliza¢ao, se-
gundo Hastings e Powell, faz-se uma anslise dimensional das diversas quantidades
envolvidas no sistema, agrupando-as de acordo com sua dimensio. Usando a sim-

bologia [...], para indicar “dimensdo de ...”, podemos escrever:
[X] = [Ko] = [Y] = [Z] = [B)] = [B,)] (5.2)
as quais tém dimensao de populagao,
[A1] = [As] = [Ro] = [D1] = [Ds) = [T]™ (5.3)
que tém dimensao de inverso de tempo, e
[C1] = [C,] (5.4)

que nao possuem dimensdo alguma. Para constituir as novas quantidades adimen-
sionais, agrupa-se adequadamente as quantidades originais. Freqiientemente existem
muitas maneiras de se fazer uma adimensionalizacdo de um mesmo sistema; a opgéo

é feita segundo os objetivos a que nos propomos.

Neste trabalho, utilizaremos a adimensionalizacao proposta por Hast-

ings e Powell, a saber:

X _aYy ey

K Tk °TGK,

T

serao as populagdes adimensionais (varidveis dependentes):

t=RyT (5.6)
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serd a varidvel tempo adimensional; permanecerio os seguintes seis parametros adi-

mensionais:
K()Al K() CQK()AQ
= b = 2 — Z27h04%2 _
a1 ROBl ; 1 B1 ’ a2 01R032 ) (5 7)
KO Dl D2
2 ClBQ, 1 RO ’ 2 RO (5 8)
Assim o sistema (5.1) pode ser descrito por:
dz
a z(1—1z) — fi(z)y
dy
= = h@w- hE): - dy (5.9)
dz
% = fg(y)z - d2Z
com
a;u .
. — — 2 )
filu) = 7 b i=1, (5.10)

Observamos pela equagdo (5.10) que, se b;u >> 1, a forma saturante
fi(u) torna-se aproximadamente constante; caso contrario, se bu << 1, fi(u) é
aproximadamente linear. Esta andlise é andloga ao comentario a respeito da ex-

pressdo #, apds a equagdo (3.37).

Substituindo os valores numeéricos para a;, b;, d; considerados por Hast-

ings e Powell (1991), como segue: o sistema (5.9) torna-se:

Tabela 5.1: Valores dos parametros propostos por Hastings e Powell(1991)

ai | ay by by | di | do
5.0 | 0.1 | b; é o parametro de controle | 2.0 | 0.4 | 0.01

dzx oz

= = 1—1)—

e v et

dy T 0.1y

= = - —0.4 A1
dt 1+bz’ 1+2g° Y (5.11)
dz 0.1y

— = —0.01
dt 1+ 2yz z
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Um dos fatores que guiou a escolha dos valores para os parametros,
por Hastings e Powell, foi o fato de investigarem cadeias alimentares biologicamente
razodveis. Posteriormente, McCann e Yodzis (1994) apresentaram argumentacoes
no sentido de que tais valores seriam muito pouco proviveis biologicamente. Um
segundo fator que guiou sua escolha de pardmetros foi o seu interesse em sistemas que
pudessem gerar caos, e uma das formas para se gerar caos é forcar periodicamente

sistemas nao lineares que j& exibem comportamento de ciclo limite.

Assim, de modo semelhante & ocorréncia de caos em oscilacbes peri-
odicamente forcadas, a presenca de caos no sistema de Hastings e Powell seria con-
sequéncia do acoplamento nao linear, através da espécie Y, dos subsistemas X — Y
e Y — Z, tendo este 1dltimo, um periodo natural mais longo. Uma mortalidade de Z
(topo da cadeia) muito menor do que a mortalidade de ¥ (nivel intermedidrio) esta
contemplada na escolha, tal que, dy < d;. Além disso, também segundo Hastings
e Powell (1991), o parametro b; serd considerado o parametro chave (parametro de
controle) na determinacgio da estabilidade do modelo. Sua interpretacao biolégica
pode ser obtida de (5.7), b = —,I%, onde K é a capacidade de suporte do ambi-
ente, para a populagdo X (base da cadeia) e B; é o valor de X tal que a taxa de

predagdo por predador ¢ igual & metade do seu valor maximo; portanto, variar by

(que é evidentemente positivo) corresponde a variar K e/ou B, adequadamente.

5.2 Estados estaciondrios e analise de estabilidade linear

Um passo importante na anélise de sistemas dindmicos é a analise da
estabilidade linear (local) do sistema em torno de seus pontos de equilibrio, isto
é, a estabilidade na vizinhanca de um ponto de equilibrio. Considerando somente
pequenos deslocamentos em torno de um ponto de equilibrio, seu comportamento é

analisado através da aproximacao linear do sistema de equagdes diferenciais.
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Os pontos de equilibrio ou estados estacionarios para o sistema (5.11)

sao os pontos (z*,y*, z*) do espaco de fase zyz, tais que

dz dy dz
E__o, = =0 E_O (5.12)

onde cada uma das solugdes encontradas deve satisfazer simultaneamente as trés
equacoes.

Para determinar os estados estacion4rios, reescrevemos o sistema adi-
mensional (5.11), como segue:

dz

—_— = F

dt l(xayv 2)7

j_?tj = F2($, Y, Z) (513)
%il% = F3($ayaz)

onde definimos

oY
F = l1—z-—
ene = sfimem B
5z 0.1z
= - - 0.4 .14
0.1y
= —0.01
F3(z,y, 2) z {1+2y 0.0 }

Os pontos (z*,y*, z*) procurados devem, portanto, satisfazer as seguintes condicGes:
Fi(z*,y*,2*) =0, para i=1,23. (5.15)

Desta forma obtemos, em funcao de b;, um conjunto {pf;, : = 1,2,3,4,5,6} de seis

pontos distintos, que discriminaremos abaixo.

Definindo trés novas funcoes:

5y
= l—-z-—
fl(x)y) z 1+b1.’11,
5z 0.1z
folz,y,2) = T4 133y 0.4, (5.16)
0.1
fly) = —L —o01,

142y
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podemos escrever:

Fi(z*,y%2") = 0 = z*=0 ou fi(z*,y") =
Fy*,2z) = 0 = y*=0 ou fa(z*, y%, 2%)

F(z",y"2z") = 0 = 2°=0 ou f3(y*)=0,

donde, para satisfazer simultaneamente as trés condicdes acima,

0,
=0, (5.17)

temos, com pelo

menos uma populagdo nula, as seguintes possibilidades: Observamos que pf; recai

Tabela 5.2: Pontos de equilibrio genéricos da equagdo (5.11)
: z3 y; z pfi
1] 0 0 0 (0,0,0)
2| 1 0 0 (1,0,0)
3 5—%.%1171 (1+b1$§5)(1_35) 0 | posi¢do que varia com b;
4 0 1/8 -5 | sem significado bioldgico

em pfs, se by = 11.5; além disso, pf; ndo tem significado bioldgico, se b, > 11.5.

Os estados estacionérios que envolvem persisténcia das trés espécies sdo

aqueles que satisfazem simultaneamenteas trés condicoes:

fl(x*ay*) = 07
f2(x*7y*7Z*) = 07
f3(y*) = 0.
De (5.20), obtém-se
. 1
Y -8_,

(5.18)
(5.19)
(5.20)

(5.21)

que substituido em (5.18), fornece a equagao algébrica de 2° grau:

8b1(z*)2 — 8(by — 1)z* — 3 =0,

e que tem por solucoes:

. 8(by—1) =% /64(b; — 1) + 96b;
T+ T 165, !

(5.22)

(5.23)
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lembrando que b, > 0, é evidente que z_ serd sempre negativo e, portanto, nio
possui significado biolégico; por outro lado, z. serd sempre positivo. Na figura 5.1,
ilustramos o gréfico de z, e de z_, para 0 < b; < 6. A coordenada z* do ponto de
equilibrio procurado é obtida substituindo (5.23) e (5.21) na condigéo (5.19), o que

fornece:
. 125z7% _
AN N TR
’ 2(1+ b1z} )

x[+]

b[1]

x[-]
Figura 5.1: As curvas x[+] e x[-] representam, respectivamente, as solucdes z% (b1)

e =¥ (b1), da equacao algébrica (5.22).

Uma vez que z* ndo possui significado biol6gico, resta-nos agora ve-
rificar a validade da solugdo z}. Fazendo-se o gréfico da solugdo 2% em fungdo do
pardmetro b; (figura 5.2) vemos que esta solu¢io é positiva para o intervalo conside-
rado. Assim, os critérios de estabilidade serdao aplicados somente para o ponto fixo

(z%,y*, 2%), em funcdo do parAmetro b;. A partir de agora, para clareza de notagao,

representaremos z’ por z* e 2z} por z*.

Em sintese, existe um unico estado de equilibrio persistente, que repre-

sentaremos por (z*,y*, 2*) , onde

8(by — 1) + 1/64(by — 1)2 + 96b,

= o , (5.24)
1
» = 5.25
Y 1 (5.25)
125"
7= 2T 5 (5.26)

2(1 + blx*)
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z[+]

b[1]

U/
125z

Figura 5.2: Gréfico 2} = m — 5, onde z7 é dado em (5.24) em funcéo de b,.

Para a andlise da estabilidade linear de um sistema, em torno de um
estado de equilibrio (z*, y*, 2*), utiliza-se a expansdo em série de Taylor nas equacdes

nao lineares, em torno deste ponto, como segue.

Considerando um ponto (z,y,z) préximo a um ponto de equilibrio
(x*, y*, 2*), tal que
z(t) = z*+m(t),
y(t) = y"+m(t), (5.27)
z(t) = z*+mn3(t),

onde 7, (t), 72(t) e n3(t) sdo todos, em médulo, muito pequenos, o sistema de equagdes

diferenciais (5.13) pode ser escrito sob a forma:

dn;(t L OF, OF;
B R + B e+ 2 m(t)
(xﬂvy*vz") Yy (x*7y*’2*()
oF,
+ == m(t) + O(m(t)?), (5.28)
Oz (z*y*,2*) .

para: =1,2,3.
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Mantendo, em (5.28), apenas os termos lineares em 7;(t) (aplicacio do

teorema do valor médio - apéndice A), e lembrando que Fj(z*,y*, 2*) = 0, para

¢t =1,2,3, obtemos:

—dmt -

dt

dna(t)

dt

dns!t!

dt

Jho Jn I m(t)
=1 Jdn I I || n()
i S Jn 33 1L m3(t) ]

(5.29)

onde os elementos J};, da matriz jacobiana (também conhecida como matriz comu-

LY

nidade), sdo dados por:
Jn =

*
J12

Jis =
Jn =
Jp =
Jog =
Ja =
I3 =

* —
']33 -

e o * significa que o elemento J;; foi calculado no ponto de equilibrio.

oF;
dz
oF;
dy
OF;
dz
0F,
dz
oF,
dy
oF;
dz
oF;
dzx
OF;
dy
oF;
dz

S5y*

=1-2z" - ——M——,
(@ 5*,2%) (1 -+ ble'*)2

_ —oz”
(z*,y*,2%) 1+ bla:* ’

= 07
(z*,y*,2*)

oy*
(@ w2 (14 byz*)?’
S5zx* 0.12*

= 04,
(z*,y*,2%) 1+ blx* (1 + Zy*)

_ —0.1y"
@y LW

=0,
(z*,y*,2%)

_ 017
@ ey T2

0.1y*

= —2_ _0.01

@) LT

(5.30)
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Prosseguindo com a andlise da estabilidade, calcula-se o polindmio ca-

racteristico para a matriz comunidade J*, escrito como:

Jh—A  Jh Jiy

PQ) = I"=Ml=| J; Jp-X J;p |=

I3 I JH—A

= XN- (J51 + J3) A% — ( 12da1 + J3ada3 — J11d30) A + 5 J55 1

(5.31)

onde A é um autovalor da matriz J* e I é a matriz identidade de terceira ordem.

Para definir a estabilidade local assintética desses pontos, aplicare-

mos os critérios de Routh-Hurwitz (Apéndice D), de acordo com os quais, dado

o polinémio:
Q) =X +a X2 +a) +as
a solucdo (z*,y*, 2*) é linearmente estavel se:

a; >0, az > 0, a1ay —az > 0;

e assim, para nosso sistema, temos

a = —(Jﬁ + J2*2)
ay = —(Jiady + J5dos — I J3)
a3 = Jydydh

donde as condigoes (5.33) fornecem:

1 8
x*(Bl-i--—) < —

4z*

1+ bl.’E* 10’
32 4z*
- Byx* >
(10000 1+ blx*> w >0
8 o 10032
B _ Bz (
2(100 1—+—b1:u*> > B

B, = <_____5b1—2 _ 1) ,
8(b1x* +1)

10000 1+ byz*

)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)
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B,

25z*y* 0.01y*z* oy* 5x* 0.1z*
+ 1—2z" — — —-04].
(1+byz*)® 1+ 2y* +( ’ (1+b;;)2> (1 +bx (14 2y*)? )

Nas tabelas 5.3 e 5.4, apresentamos os pontos (z*,y*, z*), fornecidos
com a ajuda do software MapleV, tais que sao satisfeitas simultaneamente as
condicdes Fj(z*,y*,2*) = 0, i = 1,2,3, e correspondentes a 11 valores distintos

de by, escolhidos entre 2 e 2.879.

Observamos, para todos os valores de b, a presenca dos pontos previ-

amente determinados:

pfl - (Oa Ov 0)7
pf2 = (LO’O)v (537)
pfs = (0,%,—5>, (5.38)

além dos pontos pfs, pfs e pfs, também previstos analiticamente. Observamos,
ainda, que apenas pfi, pfs, pfs e pfs possuem significado bioldgico, sendo que,

destes ultimos, apenas pfg contempla a persisténcia das trés espécies.

O software MapleV também foi utilizado para testar as condi¢bes de
estabilidade linear (5.35) para cada um dos pontos calculados. Na tabela 5.3, os
pontos de equilibrio pfs estao salientados com um asterisco *, para indicar que sao

estdveis, e os resultados estdo em concordancia com aqueles obtidos por Varriale e

Gomes (1998).

Tabela 5.3: Tabela dos pontos fixos para b; = 2

Pontos Fizos (z*,y*,2*)

b1 | pfi pf2 pf3 Df4 Pfs pfe
0 1 0.095 0 —0.25 075 17

2 0 0 0.215 0.125 0.125 0.125
0 0 0 -5 —36.25 13.75
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Tabela 5.4: Tabela dos pontos fixos para 8 valores distintos de b; entre 2.113 e 2.51

Pontos Fizos (z*,y*, 2*

by pfa pfs pfe
0.096 ~0.23 [ 0.76 |°

2.113 0.22 0.125 0.125

0 —33.80 | 13.23
0.0963 —0.233 0.76 |

2.114 0.218 0.125 0.125
0 —33.776 | 13.225
0.096 —0.231 0.762 |

2.13 0.218 0.125 0.125
0 —33.458 13.153 |

[ 0.098 | -0.21 0.775

2.30 0.22 0.125 0.125

0 —30.446 12.412
[ 0.099 ] 02 1|7 o782 ]

2.39 0.223 0.125 0.125
0 -29.083 | | | 13.037
0.1 [ —0.194 1 | [ 0.787

2.46 0.224 0.125 0.125
0 | —28.116 | | | 11.754 |
0.1 [ —0.193 1 | [ 0.787 ]

2.463 0.224 0.125 0.125
0 —28.076 | | | 11.742
0.1 [ —0.189 ] | [ 0.791 ]

2.51 0.225 0.125 0.125

0 —27.469 11.557




102

Tabela 5.5: Tabela dos pontos fixos para b; = 2.75 e by = 2.879

Pontos Fizos (z*,y*, z*)
b1 pf1 pf2 pf3 Dfa fs pfe
o117 (o137 | o 7| —0.169 ] 0.806
2.75 0 0 0.23 0.125 0.125 0.125
o tlof| o ||| -5 ||| -24791 10.659
fol | T1]({Jowa]|] o J|[ -016 ] 0.813
2.879 0 0 0.233 0.125 0.125 0.125
o[ [o] | o ||| -5 ||| —2359 | 10.21

5.3 O método de integracao numérica

A mais importante tarefa numérica na simulagao de sistemas dindmicos

continuos é o calculo de trajetorias.

O principal objetivo da integracao numeérica é o de aproximar o com-
portamento de um sistema dindmico continuo no computador, pois muitos sistemas
dinamicos nao possuem solucao analitica fechada e portanto, a inica maneira de de-
terminarmos seu comportamento (sua dindmica) é integra-los numericamente. Uma
vez que os computadores sao discretos por natureza, ou seja, calculam de forma
discreta, um algoritmo de integracdo aproxima um sistema dindmico continuo, tal

como o problema de valor inicial abaixo,

2 = fw),
U(to) = W (539)

por um sistema discreto (Parker e Chua (1989)). O sistema real simulado néo é um
sistema de equacoes diferenciais; é um sistema discreto e freqiientemente bastante

complexo.
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No nosso trabalho, precisamos integrar numericamente o sistema de
equacdes diferenciais (5.11) ndo apenas para podermos determinar a forma de alguns
dos atratores formados & medida que alteramos o valor do parametro by, e para o
céleulo dos expoentes de Lyapunov (através dos quais, classificamos os atratores em
questdo), mas também, evidentemente, em qualquer calculo que envolva a posi¢ao
de pontos destes atratores (isto é, valores das varidveis dependentes) no espago de

fase do sistema.

Todos os algoritmos para integragio numeérica tentam aproximar a

solucdo ¢;(ug,to) do sistema continuo (5.39), gerando uma seqiiéncia de pontos u,

uy, ..., Uy em tg, ty, ..., tx, respectivamente, e é¢, (o, to) deve aproximar
u ~ ¢tk (110, t0)7 (540)
com
] Ugyp — U
a(te) ~ =5, (5.41)

que é uma aproximacao para frente no tempo (forward) para o vetor das derivadas

temporais.

Existem vérios métodos para se fazer a integragao de um sistema dinamico
e dentre eles podemos destacar: método de Euler, método trapezoidal, método de
Runge-Kutta, entre outros. Todos estes sa0 métodos de passo simples, ou seja,
necessitam de somente um valor de entrada em cada passo de integragdo. Existem
também métodos de passo muiltiplo (Parker e Chua (1989)) dos quais nao trataremos

aqul.

O método de integracao utilizado no presente trabalho foi o de Runge-
Kutta de quarta ordem, e que usa pontos intermediarios para calcular o préximo
valor na integracio. Todos os métodos de Runge-Kutta tém sua origem na idéia de

aproximar uma fungéo por sua expansao em Série de Taylor.

As férmulas para o método de Runge-Kutta de quarta ordem sao:
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K, = f(ukts)

h h
K, = f (uk + §K1,tk+ —2—>

h h
K = f (uk + EKQ, T+ '2'> (54‘2)
K4 = f (Uk + th, tk + h)

h
Ugy1 = Uk -+ _6- (Kl + 2Ko + 2K3 + K4)

onde h é o passo de integragdo, f ¢ a funcdo presente no sistema (5.39) e que
estamos integrando, Uy corresponde ao valor aproximado da fungdo no tempo ik €
Kl,Kz,K3,K4 $30 0S passos intermediarios do método de Runge-Kutta utilizados

para aproximar Ug+1-

Aqui, como estamos trabalhando com equagoes diferenciais autonomas,
isto é, nas quais a funcao f nao depende explicitamente da varidvel independente

tempo, O método de Runge-Kutta acima descrito reduz-se para:

K1 = f(uk)

h
K2 = f (uk + EKl)

f (uk + %Kz) (543)
Ky = f (uk + th)

Ks

i

h
Ugtr1 = Uk -+ %)- (K1 + 2K, + 2K; + K4)

Para o problema de valor inicial considerado neste trabalho, cujas equagoes
diferenciais foram apresentadas em (5.13), temos para as componentes de f as

seguintes funcgoes:

STy
Fu(2k, Yr 26) = (1 — oK) — 1’-;%1_1;;;

5Tk Yk 0.1yx2x
F. - T —— 0.4 44

9'_1%_7‘;’“_ ~0.012z

F3(xk7'ykazk) = 1% 2m
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e adotamos para valores iniciais: o = 0.4, yo = 0.1 e 2o = 9.0. Sendo as aprox-

imagdes para frente no tempo para as derivadas, dadas por:

o Tk+1 — Tk - Yk+1 — Yk . Rk+1 T 2k

~

‘i:tk h Yu = h Rty ™ h ’ (545)

os passos intermedidrios para o nosso sistema tém a forma:

Kll = Fl(xkayhzk)a
Ky = Fo(xk, Yk, %),

Ky = F3(zk, yr, 2k),
K hK hK
Ky, = F (mk+ hK1; 2 31

2?Jk

hK hK hK
K22 — Fz <$k+ 11 yk+ 21 31

hKu o+ hK21 hK31

%)
i
Ky = (:ck+h’K“ +th2 hK‘”) (5.46)
%)
),

hK 2 hK 2 hK 32

Ky = F (ivk-i-

hK hK. hK
K33 — (xk+ 12 .+ 22’ 2 + 32

Ky = Fi(zk +th13ayk+hK23,Zk +hK33
Ky = Fy(zx + hKis, yk + hKas, 2z + hK33),
(

Kss = Fs(xy + hKis,yx + hKos, 2, + hKs3)

e as aproximagoes serdo calculadas por:
h
Tpe1 = ZTr+ 3 (K11 + 2K12 + 2K13 + Ki4)
h
Yerr = Yt g (Kog1 + 2Kz + 2Ka3 + Ka4) (5.47)

h
Zk+1 = 2+ -67 (K31 +2K30 + 2K33 + K34)

Isto significa que, para obter a posi¢do aproximada para um ponto no
espaco de fase do sistema, utilizamos 12 valores intermedidrios, e este procedimento
seria andlogo se tivéssemos que resolver numericamente um sistema com n equagoes

diferenciais de primeira ordem, em um espago de fase n-dimensional.
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O cédigo de Runge-Kutta utilizado para integrar o sistema (5.11) foi
retirado do livro de Press et al (1992) e implementado em FORTRAN 90. O passo
de integracdo utilizado foi h = 1072 e investigamos atratores correspondentes a

valores de b; no intervalo [2, 3], & semelhanca de Varriale e Gomes (1998).

A vantagem de utilizar o programa retirado de Press et al (1992) vem
do fato de que ele executa implicitamente todas as operagoes indicadas acima e min-
imiza o numero de atribuicoes. Para um sistema com mais equagoes, o procedimento
com todas as varidveis acima seria muito suscetivel a erros, além de trabalhoso em
sua implementagdo. Entdo, optamos por utilizar o programa retirado de Press et
al (1992) quando calculamos os expoentes de Lyapunov pois, para o cdlculo destes,
necessitamos, para cada uma das equacdes de movimento do sistema, integrar as
trés equacoes linearizadas correspondentes. Assim, para o sistema de trés equagoes
considerado neste trabalho, precisamos integrar 12 equagdes simultaneamente (3 de
movimento e as 9 equacdes linerarizadas correspondentes). Por outro lado, para a
obtencao dos atratores, implementamos um programa, por noés elaborado, com todas

as condicoes utilizadas acima, obtendo exatamente os mesmos resultados.

As funcgoes Fy, F, e F; foram implementadas em procedimentos separa-
dos de modo que, quando precisdssemos de algum deles, estes eram chamados pelo
programa principal e seu valor retornado ao mesmo. O motivo de se fazer isto é

simples: evitar que se faca o mesmo célculo repetidamente dentro do programa.

Sabe-se também que todo método numérico tem implicito nele um erro,
uma vez que estamos fazendo uma aproximacdo do continuo para o discreto. Este
erro pode ser local ou global. O erro local é o erro do algoritmo num dnico passo
de integracao. O erro global é o erro causado pela sucessiva aplicacdo da férmula de

integragdo, ou seja, a soma dos erros locais.

O erro local pode ser separado em duas parcelas: erro por arredonda-
mento (round-off error) e erro por truncamento (truncation error). O erro por

arredondamento é o erro que resulta do fato de se aplicar uma aritmética real num
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computador. Sua magnitude depende do hardware utilizado. O erro por trunca-
mento é o erro local que resultaria se o algoritmo pudesse ser implementado num
computador com precisao infinita; em outras palavras, é o erro local que ocorreria

assumindo que nao existisse erro por arredondamento (de ponto flutuante).

Para algoritmos de k-ésima ordem e passo simples, o erro por trunca-
mento local é proporcional & k-ésima poténcia do passo de integragao h; assim, para
h <1, o erro serd tanto menor quanto menor for o passo de integracio e quanto
maior for a ordem do método. Para o método de Runge-Kutta de quarta ordem,
utilizado neste trabalho, utilizamos A = 0.01, e, portanto, o erro local por trunca-
mento, que é da ordem de 1078, indica o quanto estamos nos afastando da solucgo
real em cada iterada. O erro global por truncamento é a soma dos erros locais em

cada passo de integracao.

5.4 Calculo dos expoentes de Lyapunov

Para termos certeza que estaremos trabalhando sobre um atrator cadtico,
calculamos os expoentes de Lyapunov da trajetéria do sistema (5.11) para diversos

valores do parametro de controle b;.

Os expoentes de Lyapunov exercem um papel importante no estudo
de sistemas dinamicos, tanto do ponto de vista tedrico quanto do ponto de vista

numérico (Benetim et al 1980).

No presente trabalho, procuramos identificar valores do parametro de
controle by, de tal forma que tenhamos a presenga de um atrator caético (estranho).
Como temos um sistema continuo tridimensional, reconhecer um atrator cadtico
corresponde a identificar valores de b; para os quais o atrator apresenta (se¢do 3.3)

um expoente de Lyapunov positivo, um expoente zero e um expoente negativo.

Com o propésito de encontrar estes expoentes, implementou-se um al-

goritmo proposto por Wolf(1985), para o calculo dos mesmos. Este programa foi
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implementado em FORTRAN 90. Para assegurar que nosso programa estava cor-
reto calculamos os expoentes de Lyapunov para o atrator de Lorenz, e obtivemos:
A1 = 2.1624, A, = —5.1537 x 107° e A3 = —32.3819, os quais estdo em boa con-
cordancia com os valores obtidos por Wolf (1985) (A; = 2.16, A, = 0.0 e A3 = —32.4).

Lembramos que os expoentes de Lyapunov sio definidos pela evolugio
dos eixos de uma esfera infinitesimal de estados. O cdlculo destes expoentes poderia
ser implementado através da definicao dos eixos principais com condigdes iniciais cu-
Jas separagoes sao tao pequenas quanto permitidas pelas limita¢oes computacionais.
As condigdes iniciais s@o, entdo, avancadas no tempo através das equacdes nao li-
neares de movimento. Esta aproximacdo apresenta um problema: em um sistema
caético nao podemos garantir que a condigdo de pequenas separagdes para tempos
da ordem de centenas de periodos orbitais seja satisfeito, sendo que esta é uma

condicdo necessiria para a convergéncia do espectro.

Este problema pode ser evitado com o uso de um espago de fase, jun-
tamente com uma aproximagao do espaco tangencial. Uma trajetéria fiducial, per-
corrida pelo centro da esfera, é definida pela acdo das equagdes nao lineares de
movimento sobre as condigdes iniciais. As trajetérias dos pontos na superficie da
esfera sdo definidas pelas equagbes de movimento linearizadas em pontos infinites-
imalmente separados da trajetdria fiducial. Em particular, os eixos principais sdo
definidos pela evolucdo (via equagdes linearizadas) de uma estrutura vetorial inicial-
mente ortonormal, “ancorada” & trajetéria fiducial. Por definigéo, os eixos principais

definidos pelo sistema linear sdo sempre inifinitesimais em relacao ao atrator.

Para o sistema em estudo, as equagdes linearizadas de movimento, obti-
das pela expansao em série de Taylor do sistema (5.11) em torno de cada um dos
pontos da trajetéria (z', ', 2'), para um dado valor de b;, e mantendo-se somente os

termos lineares em (z — z'), (y — y') e (z — 2'), sdo dadas por:

dm , 5y’ 5z
hadd - — oy -7 - =
pn (1 z 1+ b’ )? Ut 1+ bz’ Up

dne 5y’ 5x' 0.1 0.1y
Dl (P + - —04 —
dt ((l+b1x’)2 M\ I 0e ~ O+by) T \Tr2y )™
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dns 0.1 0.1y
= ((1+b1y’)2> n2+(1+2y,—0.01 s (5.48)

onde ny = (z —2'), 2 = (y—¥) ens = (z —2'). A trajetéria fiducial é cri-
ada implementando-se as equagdes de movimento e eliminando um certo transiente.
Simultaneamente, as equagdes linearizadas de movimento foram integradas para 3

condigoes iniciais diferentes dadas por:

Zo 1 0 0
Yo = 0 ) 1 ) 0 (549)
20 0 0 1

definindo uma estrutura de 3 vetores ortonormais e que formam a base do espaco
tridimensional. Como, num sistema caético, os vetores tendem a seguir a direcao de
mais rapido crescimento, ou seja, os vetores inicialmente préximos tendem a colapsar
na dire¢do de mais rapido crescimento e devido & precisao finita dos célculos, utilizou-

se o processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt, dado genericamente por:

V1
w; = —
[[vall’
Vo— < Va,W; > Wy
Wy =
|]V2—' < Vo,Ww; > (.Ul”
(5.50)
o = Vp— < Vp,Wpo1 > W+ ...+ < Vp,w; > Wy
n =

V= < Vi, W1 > W+ ...+ < Vo, w1 > wi|

de modo a preservarmos as direcoes dos vetores iniciais, onde v;, 1 = 1,2, ..., n, sdo
os vetores obtidos da evolucdo de cada uma das condicdes iniciais (5.49) quando
integramos as equagdes linearizadas de movimento, w; ¢ = 1,2, ...,n sdo os vetores
normalizados, < ...,... > significa o produto interno entre dois vetores e ||...||

denota a norma do vetor em questao.

Assim, a cada iteragdo, ou seja, a cada vez que calculdvamos o valor
da nova aproximacao para as varidveis de estado, ortonormalizdvamos os vetores
v; e acumuldvamos o valor do médulo destes vetores v; e também a cada iteragéo

aplicavdmos a definicdo dos expoentes de Lyapunov da seguinte forma:

Ai(I) = loga([[vill) + 2ilI),  1=1,2,3 (5.51)
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onde A;(I) é o valor para cada um dos expoentes de Lyapunov na I-ésima iteragdao. A
partir de um dado momento, o valor de \;(I) ndo muda significativamente indicando

que chegamos ao valor assintético do expoente de Lyapunov.

Para o cdlculo de cada expoente do sistema estudado, eliminou-se um
transiente de 8 x 10° iteragdes e calculou-se um adicional de 3.8 x 10° iteragdes,

obtendo-se assim, o valor assintdtico de cada expoente.

Com o objetivo de se conhecer a dindmica da evolucdo do sistema, 3
medida que o pardmetro aumenta, foram calculados todos os expoentes de Lyapunov,
correspondendo a cada um dos atratores para b, entre 2.0 e 3.0, variando-se b; em

passos de 0.001.

Os graficos da evolugdo de cada expoente, & medida que b; cresce, sao
dados nas figuras (5.3), (5.4), (5.5). Estes graficos foram feitos com o software

GNUPLOT, a partir de um arquivo de dados gerado em FORTRAN 90.

A1)

-0.01 -

-002
b1)

Figura 5.3: Expoente de Lyapunov A; em fungdo do pardmetro b;
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Figura 5.4: Expoente de Lyapunov A; em func¢ido do pardmetro b;

Pela andlise das figuras, observa-se que, de b; = 2.0 até b; ~ 2.113,
temos os trés expoentes negativos, significando (segdo (4.2)) que neste intervalo
para by, o sistema possui um ponto de equilibrio estdvel, e isto estd de acordo com
os resultados calculados na segdo 5.2, quando utilizamos as condigbes de Routh-

Hurwitz.

De by ~ 2.113 a b; =~ 2.39, nota-se que A, é aproximadamente nulo e
que Ay e A3 sdo negativos, caracterizando (segdo 4.2), a presenca de ciclos limite. A
medida que b; aumenta neste intervalo, os expoentes de Lyapunov ainda indicam
ciclos limite, até que em b; ~ 2.39 temos a presenca de um atrator cadtico. Para
by > 2.39 temos a alternancia de ciclos limite e atratores cadticos. Esta alternancia
é tipica de dinamicas caéticas. O maior expoente de Lyapunov ()\;) para o intervalo
analisado (b; € [2,3]), assume um valor maximo da ordem de 1.2 x 1072, enquanto
que A3 fica restrito ao intervalo [—0.55,—0.35]. Estes resultados concordam com o

que foi visto na literatura (Ott 1993) de que, em médulo, o expoente mais negativo
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-0.36

04

3]

-0.44

-0.48

-0.82

b[1]

Figura 5.5: Expoente de Lyapunov A3 em func¢ido do parametro b;

deve ser sempre bem maior que o expoente positivo e que a soma dos expoentes

positivos, também em mddulo, é sempre menor que a soma dos expoentes negativos.

Para implementar o controle de caos (capitulo seguinte), escolhemos o
valor de b; = 2.75 pelo fato que, em torno deste valor, temos um “grande” intervalo
onde estd presente a dindmica cadtica. Contudo, outros valores de b; neste intervalo

poderiam ter sido utilizados para o controle.

5.5 Visualizacao de alguns atratores

Como visto acima, pelo fato de nao termos uma solugao analitica fechada
para o sistema (5.11), integramos este sistema numericamente para diferentes val-
ores do parametro b; e calculamos os respectivos expoentes de Lyapunov. O tragado
do atrator no espago de fase é obtido a partir dos pontos (z,y, z) que resultam da

integracdo numérica, apés eliminar um transiente de 8 x 10* iteracoes.
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Um fato que podemos adiantar relacionado 4 dindmica do sistema (5.11)
€ que, as vezes, com uma pequena perturbacdo do pardmetro by, os atratores for-
mados podem apresentar estruturas completamente diferentes uma da outra, isto é,
0 modelo é extremamente sensivel & variagdo de b;. Isto pode ser observado pelas
figuras 5.9 e 5.16. A figura 5.9 (b; = 2.46) apresenta um atrator cadtico, enquanto

que na figura 5.16 (b; = 2.463) temos um ciclo limite.

A seguir, faremos uma breve andlise de algumas estruturas aqui encon-

tradas, para b; entre 2.0 e 3.0.

Como visto nas nas se¢Oes anteriores deste capitulo, para b; = 2.0 a
by ~ 2.113, o sistema (5.11) possui um ponto de equilibrio estdvel; este intervalo foi
determinado pelo cdlculo dos expoentes de Lyapunov (figuras 5.3 a 5.5) e também

pela aplicagdo das condigdes de Routh-Hurwitz.

A partir de b; ~ 2.113 temos o surgimento de ciclos limite e atratores

cadticos, conforme podemos observar pelas figuras 5.6 a 5.9.

Na figura 5.6 (b; = 2.13), temos a presenca de um ciclo limite estdvel,
o que d& ao sistema uma natureza oscilatéria e periddica; os graficos z X t, y X t e
z X t correspondentes estao apresentados nas figuras 5.10, 5.11 e 5.12. O ponto fixo
antes estdvel da origem a um ciclo limite quando este passa por um valor critico do

parametro b;; diz-se que o sistema sofre uma bifurcagio neste valor de b;.

Em b, = 2.30 (figura 5.7) ocorre uma duplicagdo de periodo do ciclo
visto na figura 5.6, o qual quadruplica para b; = 2.39 (figura 5.8). Esta seqiiéncia de
duplicagoes de periodo segue até que em by ~ 2.46 (figura 5.9) j4 temos a presenga
de um atrator cadtico. O comportamento periédico, observado para valores de b;
mais baixos, d4 lugar a uma dindmica cadtica. O comportamento aperiédico que
apresentamos nas figuras 5.13 a 5.15, para cada uma das trés componentes z(t), y(t)

e z(t), do sistema, ¢ tipico de dindmicas cadticas.
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Figura 5.6: O atrator no espaco de fase para b; = 2.13

Figura 5.7: O atrator no espaco de fase para b; = 2.30
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Figura 5.8: O atrator no espaco de fase para b; = 2.39

Figura 5.9: O atrator no espacgo de fase para b; = 2.46

Aumentando ainda mais o parametro, verificamos a presenca de outros
ciclos limite que vao duplicando de periodo até chegarmos novamente ao caos. Esta

alternancia de caos e janelas de periodicidade é outra importante caracteristica de

dinamicas caoticas.

Em b; = 2.463 (figura 5.16) e em b; = 2.51 (figura 5.17) mostramos um
ciclo limite e sua duplicacao de periodo e, apdés uma nova seqiiéncia de duplicacoes

de periodo, chegamos novamente a um atrator caético, tal como mostrado na figura
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5.18, para b; = 2.75. Este € o atrator cadtico sobre o qual resolvemos nos fixar, para
efetuar o controle de caos, que apresentaremos no capitulo seguinte. Observa-se
também da figura 5.16 que o ciclo formado em b; = 2.463 é dinamicamente diferente

daquele formado em b; = 2.13 (figura 5.6).

Como um tltimo exemplo de ciclo, mostramos na figura 5.19, um outro
ciclo que ndo se parece com nenhum dos ciclos vistos anteriormente. Isto mostra a

riqueza de dindmicas que este sistema pode apresentar 4 medida que b, varia.

T

0.78 -

0.76

0.74 -

L
0 20000 40000 60000
t

Figura 5.10: Grafico z x t para b, = 2.13

0.12 +

. L L
0 20000 40000 60000
t

Figura 5.11: Gréfico y x t para b, = 2.13
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Figura 5.12: Grafico z x ¢ para b; = 2.13
0.8
X
0.7 +
06 I
0 20000 \ 40000 60000

Figura 5.13: Gréfico z x t para b; = 2.46
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Figura 5.14: Grafico y x t para b; = 2.46
r4
115
1k
0 20000 40000 60000

t

Figura 5.15: Gréfico z X t para b, = 2.46
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Figura 5.16: O atrator no espago de fase para b; = 2.463

15p

105

Figura 5.17: O atrator no espago de fase para b; = 2.51
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Figura 5.18: O atrator no espago de fase para b; = 2.75

Figura 5.19: O atrator no espaco de fase para b; = 2.879
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5.6 O atrator caético sobre o qual efetuaremos o controle

No capitulo seguinte, para efetuar o controle de caos, nos fixaremos
sobre o atrator cadtico (de acordo com o estudo dos expoentes de Lyapunov), que
corresponde a by = 2.75, apresentado na figura 5.18. Nas figuras 5.20, 5.21 e 5.22,

apresentamos as projecoes deste atrator nos planos zy, Tz e yz, respectivamente.

0.3 .

02 |- 4

0.3 0.5 0.7 0.8
x

Figura 5.20: Projecao zy do do atrator no espago de fase para b; = 2.75

Figura 5.21: Projecdo zz do atrator no espago de fase para b, = 2.75
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Figura 5.22: Projecao yz do atrator no espaco de fase para b, = 2.75

Hastings e Powell(1991) afirmaram que a forma geométrica do atrator

assemelha-se a uma xicara de ché virada (com a parte mais larga, a abertura, voltada

para baixo).

Analisando os resultados da nossa integra¢ao numérica, observamos que
o sentido da trajetoria € tal que a “al¢a” da xicara é percorrida no sentido decrescente

da componente z, enquanto que sobre o “corpo” da xicara, isto ¢, fora da alga, a
xicara é contornada no sentido de z crescente.
Em termos de populacoes descritas pelo modelo, o contorno do corpo

da xicara é constituido por oscilacoes para as populagoes das espécies X e Y, do
nivel mais baixo e do nivel intermedidrio da cadeia trofica, respectivamente; a am-
plitude destas oscilagoes sofre uma redugao enquanto que a populacdo Z, topo da

cadeia tréfica, vai aumentando (o didmetro da segdo transversal da xicara virada vai
diminuindo na subida); apés a populagido Z sofre uma abrupta queda, sem variacao

em X nem em Y (a descida pela alga da xicara) e o processo recomega.
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6 APLICACAO DO METODO OGY

Apés identificado (capitulo 5) o estado assintético do sistema de Hast-
ings e Powell, para b; = 2.75, como um atrator cadtico, nossa proposta neste capitulo
¢ a de efetuar o controle de caos sobre 0 mesmo, estabilizando algumas das érbitas
periddicas instdveis imersas neste atrator. O referido controle deverd ser obtido

mediante a aplicacao do método OGY’, exposto no capitulo 4.

6.1 Identificacao de algumas das érbitas periédicas

instaveis

Um atrator cadtico tem imerso nele um ndmero infinito de dérbitas
periddicas instiveis, podendo, a principio, qualquer uma delas ser estabilizada (Ott,
Grebogi e Yorke, 1990). Em 1989 Lathrop e Kostelich descreveram um procedimento
para localizar drbitas periédicas de sela (instaveis) em um atrator caético (repro-
duzido a partir de dados experimentais). O método foi aplicado a dados da chamada
reacao de Belousov-Zhabotinskii. Em 1990, Ditto et al. utilizaram o método cri-
ado por Ott, Grebogi e Yorke para fazer o controle de caos em um sistema fisico
(uma fita magnetoeldstica parametrizada), obtendo o controle de érbitas periédicas
de periodos 1 e 2. Para o presente trabalho nos restringiremos apenas a érbitas

periddicas de periodo 1.

Como vimos no capitulo 4, a estabilizagio pretendida pode ser efetuada,
trabalhando sobre uma secdo de Poincaré do atrator. Neste caso, considerando
separadamente aqueles pontos sobre a se¢do, que sdo provenientes da intersec¢do
da trajetéria por um lado ou por outro da se¢do de Poincaré, observamos que, a
uma orbita periddica instdvel de periodo 1 sobre o atrator no espago tridimensional,

corresponde um tunico ponto fixo instdvel sobre a se¢do de Poincaré bidimensional.
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Sendo assim, o primeiro passo, para a aplicagdo do método OGY, con-
siste em identificar os pontos fixos instdveis do mapa (discreto) bidimensional, sobre

uma secao de Poincaré do atrator cadtico em estudo.

6.1.1 Secao de Poincaré

Para reduzirmos o problema tridimensional continuo a um problema
bidimensional discreto, devemos comecar por decidir qual é a secdo de Poincaré

sobre a qual trabalharemos.

Considerando o formato do atrator (figura 5.18) em estudo, que em %3
estd contido na regido 0 < z < 1, 0 < y < 0.4 e 8.5 < z < 11.5, optamos, neste
trabalho, por construir uma secdo de Poincaré, através da intersec¢ao do atrator

com o plano z = 10.

Tragar a secdo de Poincaré significa, portanto, marcar os pontos de
interseccdo entre o atrator e o plano z = 10. Além disso, como observamos na se¢ao
4.4, este plano é interceptado tanto pela “alca” da xicara, quando a trajetoria é
percorrida no sentido de z decrescente, quanto pelo “corpo” da xicara, enquanto z
aumenta. Como uma oscilagdo periddica instdvel, sobre o atrator tridimensional,
corresponde a um ponto na “subida” em z (isto é, fora da alga) e o outro ponto
na “descida” em z (isto é, sobre a alca), tracaremos separadamente duas secées de

Poincaré.

Computacionalmente, a captura dos pontos da trajetéria, que corre-
spondem a z = 10, foi efetuada como segue: a cada vez que um ponto passava entre
z = 10e z = 10.001, era marcado um ponto na se¢do (esta segao foi construida de tal
forma que pelo menos um ponto fosse marcado a cada passagem da trajetéria sobre
o atrator por essa segdo). Caso existisse mais de um ponto nesta faixa, o segundo
era descartado; apenas o primeiro ponto que atingia a se¢do (em cada subida ou em
cada descida) era marcado. Devemos ressaltar, que em cada passagem pelo plano

z = 10, ou na subida ou na descida, pelo menos um ponto era marcado.
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Para darmos uma volta completa partindo de um ponto da alca ou de
um ponto fora dela necessitamos entre 9000 e 12000 itera¢oes em média, e assim um

ponto é marcado na se¢do apds este numero de iteragoes.

T T T T

ylil

0.24

02+

0.16

x{i]

Figura 6.1: Pontos (z;,y;) que constituem a se¢ao de Poincaré na regiao “fora da
alca” para b; = 2.75

A forma geométrica de cada uma das se¢des de Poincaré, obtida como
descrito acima, é apresentada nas figuras 6.1 e 6.2. As se¢Oes mostradas nas figuras
6.1 e 6.2 tém aproximadamente 9400 pontos (z;,y;) cada uma, o que corresponde a
9400 descidas ao longo da alga e também, evidentemente, a 9400 subidas contornando
o corpo da xicara (fora da alca). Efetuar o controle de caos significa, em termos
destas se¢oes reduzir cada uma delas a um ponto apenas, pois o atrator em R ficar

“controlado” em uma Orbita periédica estavel.

Na secao 6.1.3, verificaremos que a cada érbita periddica instavel do
atrator tridimensional, corresponde um ponto fixo instavel do mapa que descreve a
secao apresentada na figura 6.1, e também a outro ponto fixo instdvel da mapa que

descreve a secdo apresentada na figura 6.2.
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Figura 6.2: Pontos (z;, ;) que constituem a segdo de Poincaré na regifo da “alca”
para b; = 2.75

6.1.2 Mapa de Primeiro retorno e determinagao dos pontos fixos
instaveis

Na subsecdo anterior, nosso problema original, que consiste em esta-
bilizar uma drbita periédica instdvel sobre o atrator, obtido em R3, mediante a
integragao numérica do sistema de Hastings e Powell, foi transformado para o prob-

lema em R?, de estabilizar um ponto fixo instivel de um mapa do tipo

Tit1 = Flzi,y),
Yir1 = G(xi,yi) (6-1)

que descreva a seqiiéncia ordenada de pontos que constituiram alguma das secdes

de Poincaré previamente apresentadas.

Os pontos fixos de um mapa tipo (6.1), sdo pontos (z*,y*) tais que

(capitulo 2) as condicdes

sejam simultaneamente satisfeitas.
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A questdo é que ndo conhecemos a forma analitica das funcdes F e G
em (6.2); a tdnica informagéo que temos sdo as coordenadas de cada um dos pontos
sobre a segdo, pois estes pontos foram selecionados dentre o conjunto de pontos

obtidos por integragdo numérica do sistema tridimensional de Hastings e Powell.

Por outro lado, sabemos como determinar pontos fixos a partir de um
mapa de primeiro retorno (capitulo 2), e temos as informacdes necessirias para
construir os graficos ;11 X Z; € y;+1 X ¥;, para a seqiiéncia de pontos sobre cada uma

das secOes de Poincaré acima estabelecidas.

As coordenadas (z*,y*) de um ponto fixo em duas dimensdes podem
ser determinadas a partir dos mapas de primeiro retorno ;11 X z; € y;41 X y;, pois
z* e y* sdo as interseccOes destes graficos com as retas r;,1 = z; e Yivl = Ui,
respectivamente. Da intersec¢do do mapa de primeiro retorno z;,; X z; como a reta
Ti+1 = Z;, determinamos a primeira componente do ponto fixo e da interseccdo do
mapa de primeiro retorno y;;; X y; com a reta y;.; = y; determinamos a segunda

componente do ponto fixo.

As formas do mapa de primeiro retorno, T;y; X z; € Y41 X y;, para
pontos que constituem a se¢do de Poincaré na regido da alca, sdo mostradas nas
figuras 6.3 e 6.4, respectivamente. Observamos que a reta z;., = z; intercepta o
grafico apresentado na figura 6.3, em trés pontos distintos; por outro lado, a reta
Yi+1 = Y; também intercepta o grafico apresentado na figura 6.4 em trés pontos
distintos. Para agrupar corretamente cada um dos valores de z* encontrados com
seu par y*, para constituir os pontos fixos, fazemos uso da seguinte informacso,
fornecida pela secdo de Poincaré: ao menor z* corresponde o maior ¥*, e a0 maior
z* corresponde o menor y*. Desta forma determinamos os seguintes trés pontos fixos
instaveis (0.93323,0.047), (0.943462,0.0397), (0.95403,0.03224), aos quais de agora
em diante, nos referiremos como pontos fixos instdveis (2a),(1a) e (3a), respectiva-
mente. A precisao com a qual estas coordenadas estdo apresentadas é obtida como
segue: apo6s “descobrir” os pontos na intersec¢do dos mapas de primeiro retorno

com as retas 11 = T; € Y41 = Y; respectivamente, os mesmos (suas coordenadas)
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podem ser reconhecidos na listagem dos resultados da integracio numérica (capitulo
5); acompanhados de uma coordenada z, cujo valor é aproximadamente 10, verifi-
camos a existéncia de duas iteradas sucessivas em que os valores fornecidos para as
coordenadas z e y sdo de fato quase iguais (muito préximas).
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Figura 6.3: Mapa de primeiro retorno z;,; X z; para b; = 2.75 na alca
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Figura 6.4: Mapa de primeiro retorno y;41 X y; para b; = 2.75 na alca

Para o calculo dos pontos fixos instdveis do mapa que corresponde aos
pontos que constituem a secido de Poincaré fora da alca, o procedimento é anlogo

ao feito para os pontos da alca. Os graficos dos mapas de primeiro retorno z;,; X z;
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e Yi+1 X Y; sdo mostrados nas figuras 6.5 e 6.6, respectivamente. De imediato,
percebemos que as formas destes sdo mais irregulares, quando comparadas aos ma-
pas de primeiro retorno apresentados nas figuras 6.3 e 6.4. Tracando, como antes,
as retas Tij11 = T; € Y;41 = ¥;, Nos mapas de primeiro retorno fora da alca correspon-
dentes, encontramos os seguintes pontos fixos instaveis: (0.373,0255), (0.580, 0.259)

e (0.756,0.149), e que, de agora em diante, denominaremos de pontos fixos (3f),
(1f) e (2f), respectivamente.
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Figura 6.5: Mapa de primeiro retorno z;y; x z; para b; = 2.75 na regiao fora da alca

0.3
0.28 /\ E
0.26 | .
yli+1] JAN \
024 | [\ \ 4
/\ / \\ \‘
022 \ \ 1
-
0.2 - r ! ‘. \

:\ "/ | / §
/ / |
0.18 - \ ; \ / \

l -
\
016 |- \\\ 7 \ // \\ |

</ /
j ]
0.14 F . v
0'1 2 1 A 1 1 L ) - 1 1
0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 ( 0.22 0.24 0.26 0.28 0.3
yii]

Figura 6.6: Mapa de primeiro retorno y;41 X y; para b; = 2.75 na regiao fora da alca
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Na subsecao seguinte, verificaremos que, como seria de se esperar, cada
ponto fixo da secdo de Poincaré apresentada na figura 6.1 corresponde a um ponto
fixo daquela apresentada na figura 6.3, e cada par assim formado, representa, por
sua vez, a mesma Orbita periddica instdvel imersa no atrator caético do sistema

original.

Devemos ressaltar, também, que o cdlculo do ponto fixo aqui teve que
ser feito de forma bastante precisa, ou seja, o ponto fixo teve que ser calculado com
pelo menos 4 casas decimais depois da virgula corretas; se nao o fizéssemos, todo
o procedimento posterior estaria prejudicado, e uma imprecisao na 4° casa pode-
ria significar que o nosso ponto fixo ndo era ponto fixo para o valor de parametro
2.75 em estudo, mas para um valor de pardmetro diferente, préximo ao valor de
parametro original; este fato estd ilustrado, por exemplo na figura 6.18. Sem a pre-
cisao necessdria, na determinagao do ponto fixo, o controle nio teria sido possivel,
pois, para a aplicacdo do método OGY de controle, é preciso determinar o desloca-

mento do ponto fixo com relacdo a uma pequena variacido do parametro.

6.1.3 Orbitas periddicas instaveis x pontos fixos instaveis

Uma vez determinado (seccdo 6.1.2) um ponto fixo instavel do mapa de
Poincaré, podemos visualizar a dérbita periddica instavel correspondente, que estd

imersa no atrator caético de nosso sistema e que desejamos estabilizar.

As érbitas periddicas instdveis correspondentes aos pontos fixos instaveis
la, 2a e 3a sao apresentadas nas figuras 6.7, 6.8 e 6.9, respectivamente. Cada uma
destas drbitas correspondendo a cada um dos pontos fixos instdveis (1a, 2a e 3a) foi
determinada da seguinte forma: tomando como ponto inicial o ponto fixo instével,
marcamos todos os pontos, até o préximo retorno da trajetéria & secdo. Embora,
aparentemente, estes graficos se parecam com curvas fechadas (6rbitas periédicas
estaveis), isto ndo é verdade, pois o ponto de retorno & seccao de Poincaré néo co-

incide com o ponto inicial, e se continuarmos a iterar, os pontos subseqiientes da

trajetoria ndo passardo sobre a seqiiéncia dos anteriores; trata-se, de fato, de uma
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orbita periédica de periodo 1, instavel. O conjunto de um nimero infinito de érbitas

periédicas instaveis é que forma o atrator caético.

105

9.5

Figura 6.7: Orbita periddica instavel referente ao ponto fixo instivel 1a

10.5

9.5

Figura 6.8: Orbita periddica instavel referente ao ponto fixo instdvel 2a
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Figura 6.9: Orbita periddica instavel referente ao ponto fixo instdvel 3a

Observamos destas figuras que elas sao diferentes uma da outra. Vemos também
da figura 5.19 (atrator em 2.879) uma certa semelhanca com a érbita do ponto la
(figura 6.7), indicando que & medida que o pardmetro aumenta, algumas estruturas

no atrator se repetem.

Observamos, também, que os “periodos” de cada uma das érbitas mostradas
sdo diferentes. Para o ponto fixo la (figura 6.7) o tempo para o atrator dar uma
“volta completa”, ou seja, a érbita formada entre dois retornos sucessivos a secao,

é de aproximadamente 10600 iteragdes, enquanto que para o ponto 2a é de aproxi-
madamente 9300 iteragoes e por fim, para o ponto fixo 3a necessitamos de aproxi-

madamente 10900 iteragoes.

Mostraremos, a seguir, que os pontos fixos instdveis da alca estdo rela-
cionados aos pontos fixos fora da alca; mais especificamente, os pontos la e 1 f
representam a mesma Orbita periédica instdvel, a qual denominaremos de érbita 1
(figura 6.7), também os pontos 2a e 2f relacionam-se com a érbita 2 (figura 6.8),

bem como os pontos 3a e 3f com a 6rbita 3 (figura 6.9).
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As figuras 6.10 e 6.11 sdo graficos z x t da trajetéria, para aproximada-
mente quatro voltas completas sobre o atrator, iniciando-se no ponto fixo la e no

ponto fixo 1f, respectivamente.

T

09 |

07 |

05

0.3 -

L 1 L
140000 150000 160000 170000
t

Figura 6.10: Grafico z x t para aproximadamente quatro voltas sobre o atrator,
iniciando no ponto fixo 1a

09 4

07

05

L ! 1 s
150000 160000 170000 180000
t

Figura 6.11: Gréfico z x t para aproximadamente quatro voltas sobre o atrator,
iniciando no ponto fixo 1f
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Pelo que podemos observar elas tém a mesma estrutura (deslocada)
e portanto, representam a mesma 6rbita. O mesmo vale, quando comparamos os

graficos z X t para os pontos iniciais 2a (figura 6.12) com 2 (figura 6.13) e 3a (figura

6.14) com 3f (figura 6.15).

T T T

09 |

07

03 L ) L
2.965e+06 2.975e+06 . 2.985e+06 2.995e+06

Figura 6.12: Gréfico z x ¢t para aproximadamente quatro voltas sobre o atrator,
iniciando no ponto fixo 2a

0.3 .

L 1
1.07e+06 1 .08e«1-06t 1.09e+06 1.1e+06

Figura 6.13: Gréfico z x ¢ para aproximadamente quatro voltas sobre o atrator,
iniciando no ponto fixo 2f
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Figura 6.14: Gréfico z x t para aproximadamente
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20000

inciando no ponto fixo 3a
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Figura 6.15: Gréfico  x ¢ para aproximadamente quatro

100000
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120000

voltas sobre o atrator,
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inciando no ponto fixo 3f
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voltas sobre o atrator,
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Do estudo acima, acabamos de identificar trés érbitas periédicas instdveis
imersas no atrator cadtico que resulta do sistema dinimico de Hastings e Powell em
estudo; vimos que, a cada uma destas érbitas periédicas instéveis corresponde um
ponto fixo instdvel do mapa que descreve a secio de Poincaré sobre o “corpo da
xicara virada” (figura 6.1) e outro ponto fixo instavel do mapa que descreve a se¢ao
de Poincaré sobre a “alca da xicara virada” (figura 6.2). Assim, para efetuar o con-
trole de caos, de modo a estabilizar a drbita periédica apresentada na figura 6.7,
podemos aplicar o método OGY’, de modo a estabilizar o ponto fixo instével 1a so-
bre a secdo “na al¢a”, da figura 6.2 (que corresponde aos mapas de primeiro retorno
apresentados nas figuras 6.3 e 6.4) ou, equivalentemente, estabilizar o ponto fixo
instavel 1f sobre a secdo “fora da alga”, figura 6.1 (que corresponde aos mapas de
primeiro retorno apresentados nas figuras 6.5 e 6.6). Analogamente, para a 6rbita
periddica instdvel apresentada na figura 6.8, podemos optar por trabalhar em torno
do ponto fixo 2a ou do ponto fixo 2f, e, para a 6rbita apresentada na figura 6.9,

podemos nos fixar sobre o ponto 3a ou 3f.

Face a equivaléncia acima estabelecida, optamos por trabalhar sobre a
se¢ao “na alga”, pois esta permite um tratamento unidimensional, enquanto que o

controle através da secdo “fora da al¢a” exige um tratamento em R2.

6.2 Estabilizagao da érbita correspondente ao par de

pontos la-1f sobre a secao de Poincaré

Depois da identificacdo de um ponto fixo instivel sobre a secao de
Poincaré, devemos investigar de que forma o sistema se comporta, préximo ao ponto
fixo em questdo. Para isso, o primeiro passo é determinar a aproximacao linear para,
0 mapa em torno deste ponto fixo instavel, evidentemente tal mapa linear sé é valido

na vizinhanga do ponto fixo considerado.

Para o controle em duas dimensdes, é preciso calcular, como descrito no

capitulo 4, uma matriz 2x 2 (aproximacao linear do mapa), que nos leva de um ponto
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(z:, ¥;) para um ponto (Z;+1, ¥is1), sobre a secdo de Poincaré. Esta matriz vem da
expansao em série de Taylor das fungées F'(z;, y;) e G(z;,v;) em (6.1), mantendo-se
somente os termos lineares em (z; — z*) e (y; — y*). O célculo desta matriz poderia

se feito pelo método de regressdo linear (minimos quadrados) descrito no Apéndice
E.

Neste caso, apés o célculo desta matriz 2x 2, deverfamos calcular os seus
autovalores com seus autovetores associados, tendo que obrigatoriamente encontrar
um autovalor com médulo menor que 1 (|A;] < 1) e um autovalor com médulo
maior que 1 (|A2| > 1), pois o ponto fixo seria um ponto de sela (instavel). Os
autovetores associados aos autovalores \; e )\, representam as direcoes estavel e
instavel, e, em se tratando de um ponto de sela, a aproximacao ao ponto fixo é
possivel apenas para pontos sobre a dire¢do estdvel. Além disso, deveriamos calcular
os vetores base contravariantes e o controle € obtido através da imposicao de que uma
iterada subseqiiente caia exatamente sobre a direcdo (variedade) estavel do ponto
fixo instével, isto é, sem nenhuma componente sobre a direcdo instavel. Assim, a

orbita é atraida para o ponto fixo desejado.

Entretanto, devido & forma unidimensional da nossa secio de Poincaré
“na alga”, vamos trabalhar, no que segue, com uma dimensio apenas. O controle

de caos serd aplicado, seguindo as diversas etapas estabelecidas na subsecao 4.4.7.

6.2.1 Linearizacao do mapa sobre a se¢do de Poincaré, préximo ao
ponto fixo la

O procedimento, para obter o controle de caos do nosso sistema, pode
agora ser estabelecido através de um tratamento em uma tnica dimens3o, z, como
segue. A partirdo mapa z;y; = f(z;,b1), do qual z* é um ponto fixo instdvel,
queremos determinar um valor adequado para uma pequena perturbagio Ab; no
parametro by, tal que o sistema “levemente perturbado”, leve de um valor z, para

um valor z,41(by + 6by) = z*, como mostrado na figura 4.6.
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Considerando que, para pontos préximos ao ponto fixo e para peque-
nas variagoes do parametro, a razdo entre o deslocamento horizontal de um mapa
de primeiro retorno (em decorréncia de uma pequena variacdo do parametro) e
a variag@o do pardmetro que gerou este deslocamento é uma constante, g, carac-

teristica do sistema para o ponto fixo em questdo, o valor adequado de Ab1] ontrote

é dado por
Tp—2x*
Abl]controle == ) (63)
g
pois, como facilmente identificado na figura 4.6, o deslocamento horizontal desejado
éx, —x*

A primeira etapa consiste em, determinar a linearizacdo do mapa Tip1] =
f(z;,b1) que apresentamos na figura 6.3 e que corresponde & secao de Poincaré “na
alca” para pontos préximos ao ponto fixo instavel la: (0.943462, 0.0397), do qual
agora s6 interessa a coordenada z*. E claro que poderiamos também optar por nos
fixar sobre o mapa apresentado na figura 6.4, e, neste caso, s6 nos interessaria a

coordenada y*.

Para a determinacdo deste mapa, selecionamos alguns pontos que pas-
sam proximos ao ponto fixo instavel (la). A distincia maxima na coordenada z,
em mddulo, que consideramos admissivel como préximo do ponto fixo foi de 0.0025.
Para a determinacgdo destes pontos, usamos o programa que seleciona os pontos da
secao de Poincaré e toda vez que um ponto (z;, y;), passava a esta distancia do ponto

fixo instavel, isto é, | z; — z* |< 0.0025, o ponto era marcado.

Entretanto, como estamos numa drbita cadtica os pontos que passam
proximo a um ponto fixo ficam um certo tempo perto deste ponto fixo e depois se
afastam, e como o atrator é ergédico, apés um intervalo de tempo suficientemente
grande teremos novamente outros pontos que passardo préximo a este ponto fixo.
Portanto, os pontos que utilizamos para calcular o mapeamento linear em torno do
ponto fixo considerado, ndo sdo pontos que ficaram durante todo tempo préximos
ao ponto fixo e depois se afastaram e ndo mais retornaram a ele, mas sim sio pontos

que em intervalos diferentes passaram um curto tempo perto do ponto fixo e depois
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se afastaram. A cada passagem perto do ponto fixo instdvel tinhamos, em média, 5
a 6 pontos marcados sobre a secdo, e o total de pontos foi de 17 pontos, indicando

4 passagens (grupos de valores), préximo ao ponto fixo.

Com a coluna das coordenadas z; do total de 17 pontos préximos ao
ponto fixo instdvel construimos (deslocando-a), a coluna dos valores de z;,1, e 0s
parametros a e b na reta z;,; = az; + b, pelo método dos mini mos quadrados (veja
apéndice E). Para este caso, 0 método dos minimos quadrados se reduz a um ajuste
de curvas, e como queremos linearizagao, trata-se de determinar a melhor reta que

passa por estes pontos.

Este ajuste foi feito usando o software estatistico SPSS, que nos forneceu

a seguinte forma para o mapa linearizado:
Tip41 = 4.4764835691z;, — 3.2798713754, (6.4)

a qual se ajusta bem aos pontos da segdo, conforme podemos ver na figura 6.16.
Acrescentamos um subindice 2 para diferenciar de outras linearizacdes que serdo
obtidas posteriormente, para pequenas variagbes do pardmetro b;. Os erros no
cdlculo do coeficiente angular e do termo independente de (6.4), também fornecidos
pelo software, foram de (e,, =~ 0.033) e (eq ~ 0.031), respectivamente. O médulo do
coeficiente angular da reta é, como seria de se esperar, maior que 1, pois trata-se de

um mapa unidimensional com ponto fixo instével.

O mapa linearizado (6.4) quando iterado, fornece aproximadamente,
a seqiiéncia de coordenadas z, dos pontos sobre a se¢do de Poincaré, que estdo

suficientemente préximos de z* = 0.943462, do ponto la.

Além da visualizacdo gréafica apresentada na figura 6.16, a qualidade
do ajuste também pode ser testada, calculando, através de (6.4), o valor de Tiy
tal que z;,4, = z;,; deste célculo, obtemos como ponto fixo deste mapa, o valor
z* = 0.943445, que estd em concorddncia com o ponto fixo obtido do mapa de

primeiro retorno, até a quarta casa decimal.
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0.9484y
D.946:
0.944

0.9421

X
0.943 0.9435 0.944 0.9445

Figura 6.16: Reta que ajusta os pontos do mapa para b, = 2.7 9, préximos ao ponto
fixo la

6.2.2 Cailculo da razao deslocamento horizontal do mapa / variagio do
parametro, préximo ao ponto fixo la

A préxima etapa para a aplicagio do controle é a determinacgao da
constante g, que resulta da razao entre o deslocamento horizontal do mapa 4 medida
que variamos o pardmetro de controle do sistema (b;), e a variacio do parametro
responsdvel por este deslocamento. Para isso, modificaremos o sistema através da
variagao do valor do parametro by, de 2.75 para valores suficientemente préximos
deste, de modo que seja vélida a hipétese que g é uma constante. Para cada variagao
Ab,, corresponde uma variagao horizontal do mapa, e evidentemente um novo valor

de ponto fixo.

Evidentemente, a variacio méxima do paridmetro devers estar con-
tida no intervalo em b, onde temos a presenca de uma dinimica cadtica (secao
5.4). Ao determinar os mapas de primeiro retorno Z;41 X T; para varios outros val-
ores do parametro, escolhemos convenientemente, adotar como variagdo maxima do
parametro o valor 0.004, ou seja, b; estard restrito ao intervalo [2.746, 2.754]. Abaixo,
estao no mesmo grafico (figura 6.17) o mapa de primeiro retorno de z;4; x z;, para

by = 2.746, by = 2.75 e by = 2.754. Escolhemos valores para o parametro b, tais
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que seja possivel visualizar melhor a variacdo do mapa com relacao a variagao do
parametro. Para valores de b; mais préximos de b; = 2.75, os mapas de primeiro

retorno quase se sobrepoem.

A construcdo de cada um dos mapas de primeiro retorno foi obtida de-
pois de repetir todo o procedimento feito anteriormente para by = 2.75, e que con-
siste das seguintes etapas: integracdo numérica; identificacdo dos pontos da drbita
cadtica que constituem a secdo de Poincaré; a partir das coordenadas z;, destes

pontos, tragar o mapa ;1 X T;.

095 4

x[i+1}

0.94 -

0.93 7

:
0.93 0.94 0.95
x[i]

Figura 6.17: Deslocamento do mapa quando variamos o parametro, juntamente com

aretay = z; da esquerda para a direita, mapa de primeiro retorno para
bl = 2754, b1 =2.7e bl = 2.746

Na figura 6.18 temos uma ampliacao da regido do ponto fixo 1la, com os
respectivos deslocamentos do ponto fixo, para b; = 2.746 e b; = 2.754. A seqiiéncia
das figuras ¢, da esquerda para a direita, b; = 2.754, b; = 2.75, b; = 2.746. Assim,
vemos que a medida que o valor do pardmetro aumenta, o mapa de primeiro retorno
se desloca da direita para a esquerda; isto implica, portanto, que ¢ é uma constante

negativa.

Adotando o mesmo grafico apresentado na subsecdo 6.1.2, determi-

namos os pontos fixos destes novos mapas, concluindo que quando b; foi variado
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0.944

x{i+1]

0.943

0.942

0.942 0.943 0.944
i}

Figura 6.18: Ampliacdo da figura 6.17 na regifo préxima ao ponto fixo la, junta-
mente com a reta y = x; da esquerda para a direita, os mapas corre-
spondem a b; = 2.754, by = 2.75 e b; = 2.746

de 2.75 para 2.746, o ponto fixo se deslocou de 0.943462 para 0.943748 e quando
variamos o pardmetro para 2.754 o ponto fixo passou de 0.943462 para 0.9431264.

Da figura 6.18, também podemos observar que na regido da ampliacio
estes conjuntos de pontos podem ser bem aproximados por retas paralelas, isto é,
a distancia horizontal entre dois mapas que correspondem a valores distintos mas
suficientemente préximos, do pardmetro b;, é a mesma, para todo ponto préximo ao

ponto fixo.

A partir do programa que seleciona os pontos sobre a secio de Poincaré,
escolhemos pontos a uma distancia de 0.0025 de cada um dos pontos fixos e calcu-
lamos a reta que melhor aproxima os pontos, préximo a cada um destes pontos fixos,

através do software SPSS, e estas sdo dadas por: para b; = 2.746,
T 41 = 4.4691803957x;, — 3.2739584111 (6.5)
para b; = 2.75 (determinada anteriormente em (6.4)),

Tip1 = 4.4764835691z;, — 3.2798713754 (6.6)
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e para b; = 2.754,
Tizy1 = 4.5615628063z;, — 3.3590957782. (6.7)

onde agora usamos os sub-indices 1 e 3 para distinguir entre as trés linearizacoes dos
mapas correspondentes. Os erros associados a cada um dos coeficientes das aprox-
imagcoes lineares feitas acima sdo dados, para os valores do parametro b; = 2.746,
by = 2.75 e by = 2.754, respectivamente, por : (€ay, = 0.030,€,,, = 0.033, €a13 =
0.024), para o coeficiente angular das aproximagdes lineares; e (e, = 0.028,¢4, =

0.031eey, = 0.023) para os termos independentes de cada uma das aproximacoes.

Os gréficos da aproximagcéo linear determinada pelo método dos minimos
quadrados, juntamente com os pontos do mapa de primeiro retorno com os quais
foram feitos os ajustes acima, sdo mostrados nas figuras 6.16, 6.19 e 6.20. Na figura
6.21 apresentamos em um mesmo grafico uma ampliacdo das retas mostradas nas
figuras 6.16, 6.19 e 6.20, mostrando a boa aproximacao dos pontos pelas retas con-

sideradas.
0.948y
0.948-'
0.944-:

0.942 1

b
F-
(&)}

0.943 0.9435 0.944 0.

Figura 6.19: Reta que ajusta os pontos do mapa para b, = 2.746, préximos ao ponto
fixo la

Para testar a qualidade do ajuste das equacdes 6.5 a 6.7 calculamos os
pontos fixos destes mapas, isto é, calculamos os pontos tais que Ti+1 = T, para

compara-los com aqueles calculados através do procedimento grafico apresentado na
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0.948y
0.946
0.944 1

0.942 -

J X
0.943 0.9435 0.944 0.9445

Figura 6.20: Reta que ajusta os pontos do mapa para b; = 2.754, préximos ao ponto
fixo la

y=x

0.944 1

0.943+

0.943 0.944

Figura 6.21: Ampliacdo das retas das figuras 6.16, 6.19 e 6.20 préximo ao ponto
fixo la, juntamente com a reta y = x; da esquerda para a direita:
by =2.754, b, = 2.75 e by = 2.746
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subsecao 6.1.2. Para as trés retas (equacdes 6.5 a 6.7) os pontos onde z;,; = z; sdo:
0.943726, 0.9434450 e 0.9541521, que concordam com os pontos fixos originais até
a quarta casa decimal, o que consideramos uma boa aproximacao dos pontos fixos

calculados na segao: 0.943748, 0.943462 e 0.9431264.

Visto que, para pontos préximos ao ponto fixo, os mapas de primeiro re-
torno sao aproximadamente lineares e, para pequenas variacdes no valor do parametro,
o mapa desloca-se de tal forma que o novo mapa é quase paralelo ao anterior, con-
cluimos que o deslocamento que queremos calcular pode ser obtido a partir de qual-
quer ponto destes mapas. Decidimos, portanto, calcular o deslocamento horizontal,
a partir do ponto fixo do mapa que corresponde a b; = 2.75, pois conhecemos a

coordenada z* deste ponto com uma boa precisio.

Passaremos, a seguir, ao cédlculo deste deslocamento horizontal, tanto

para o parametro aumentado por 0.004, quanto para o parametro reduzido por 0.004.

Da figura 4.6, pode-se facilmente verificar que, dado um ponto z, so-
bre o mapa de primeiro retorno: z,+; = f(,,b1), a nova coordenada horizontal
deste ponto, a0 mudarmos o pardmetro para b; + Aby, é o valor de z, tal que sua
iterada (zn41) seja igual dquela que seria obtida pelo mapa de origem (antes do

deslocamento).

Assim, para obter a nova coordenada horizontal do ponto fixo do mapa,
que corresponde a b, = 2.75, quando variamos o parametro, substituimos nas
equagdes (6.5) (b = 2.746) e (6.7) (by = 2.754), z;,41 por z* = 0.943445, pois
0 que queremos € o valor de z;, que fornece como imagem a mesma Imagem que

seria obtida antes do deslocamento (z* neste caso).

Substituindo, portanto, o valor do ponto fixo do mapa (6.6) no lugar de
T; 41 € de T,41, nas equagdes (6.5) e (6.7), respectivamente, obtemos, os seguintes

valores para z;, e z;,,

z;, = 09436637445 e  1;, = 0.9432164056. (6.8)
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Assim, o deslocamento horizontal do mapa, quando o pardmetro passou de 2.75 para
2.746, é dado por:

01 = z;; — =¥ =~ 0.9436637445 — 0.9434450 = .0002186482 (6.9)
e quando o pardmetro passou de 2.75 para 2.754, o deslocamento foi de:
0 = Ty, — " =~ 0.9432164056 — 0.9434450 = —.0002286907 (6.10)
O sinal — indica o deslocamento para a esquerda, quando b; é aumentado.

Uma vez calculado o deslocamento horizontal do mapa, resta agora
dividir pelo valor da variagdo do pardmetro correspondente e o valor obtido para
esta razao é o que Peng et al(1991) representa por g, e que deve ser aproximadamente
constante para pequenas variagoes do pardmetro. No nosso caso, obtivemos para o

valor de g, quando b; varia de 2.75 para 2.746 :

_0.9436637445 — 0.9434450
o 2.746 — 2.75

~ —0.05466205 (6.11)

g1

e quando o valor do pardmetro variou de 2.75 para 2.754, o valor de g calculado foi:

_0.9432164056 — 0.9434450
- 2.754 — 2.75

9 ~ —0.057172675 (6.12)

e que concordam até a segunda casa decimal.

Como temos dois valores diferentes de g, e como queremos utilizar so-
mente um valor para o controle, fizemos uma média aritmética dos dois valores

encontrados para g; e g, e assim, o deslocamento médio do mapa é dado por:

g1+ g2

g =" =~ —0.0559173625 (6.13)

valor este que serd utilizado para o controle.

Esta média dos valores de g pode ser feita devido ao fato que o0 método
OGY ¢é pouco sensivel a erros nas medicdes dos parametros, caso contririo esta
meédia poderia ndo ser uma boa medida do deslocamento do mapa com relacdo a

variagao do valor do parametro.
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Da mesma forma que fizemos para g, calculamos também o desloca-

mento médio, em mddulo, do mapa na regiio considerada, e este é dado por:

— ) o .
[6]= l—ll—;l—zl ~'0.00022366945 (6.14)
Portanto, o controle sé ser4 aplicado se um ponto estiver a uma distincia

menor ou igual a | & | do ponto fixo considerado.

6.2.3 Aplicacao do controle para o ponto fixo la

Agora que temos todos os elementos necessirios para o controle, ou
seja, escolhemos, para um atrator caético que corresponde a um certo valor para
o parametro, um ponto fixo para o controle e ji conhecemos o valor de g corre-
spondente, aplicar o controle é aplicar ao sistema o valor de Ab; adequado. Como
Jé indicamos no inicio da subsegdo 6.2.1,este valor é dado por I”Tf”*, desde que z,

esteja no intervalo estabelecido em (6.14) e | Ab; |< 0.004 (subsegdo 6.2.2).

O programa para o controle é simples. Juntamente com os procedi-
mentos para a integracao numérica das equagdes de movimento, sio fornecidos ao
programa o valor do ponto fixo instével z* (1a), o valor da razdo g entre o desloca-
mento horizontal do mapa e a variagdo do valor do parametro, e a distancia maxima

admitida | 0 | com relagdo ao ponto fixo para aplicarmos o controle.

Assim, integra-se o sistema de equacdes diferenciais original e quando
um ponto chega a uma distdncia menor ou igual a m do ponto fixo la sobre a secao
de Poincaré (isto €, no plano z = 10) aplicamos o controle e na primeira vez que o
controle foi aplicado conseguimos a estabilizacio do ponto fixo instvel 1a. O valor
para o ponto fixo controlado 0.9435.. nao foi exatamente o mesmo valor encontrado
para o ponto fixo la, 0.943462, mas um valor muito préximo a ele; observamos
variagdes a partir da quinta casa decimal, que néo aparece no grafico da figura 6.22

devido & escala utilizada.
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O controle teve que permanecer ligado por todo o tempo para que o
ponto fixo instdvel la permanecesse controlado, ou seja, caso contrario o sistema
continuava a “vagar”aleatoriamente como no caso nfo controlado. A cada retorno 3
secao, o sistema teve que ser perturbado, pois o valor do ponto encontrado nio era
exatamente o ponto fixo la, o tamanho da perturbagao aplicada ao mapa apés cada

retorno a segéo oscilou entre 0.002 e 0.001, em torno do valor nominal b; = 2.75.

Segundo Ott, Grebogi e Yorke (1990), as vezes o controle pode nio
ser capaz de trazer a iteragdo seguinte para perto do ponto fixo desejado e assim,
devemos esperar que o sistema retorne suficientemente préximo ao ponto fixo de

forma que possamos aplicar novamente o controle.

Em seu artigo Peng et al (1991) afirmam que o algoritmo por eles
utilizado para o controle foi mais eficiente quando o controle foi mantido ligado, ou
seja, o valor do pardmetro era continuamente ajustado de forma a ndo permitir que

o ponto fixo escapasse.

As figuras 6.22 e 6.23 mostram o ponto fixo controlado; tanto para o
valor de z quanto o de y sobre a secdo de Poincaré z = constante, permanecem

constantes, que corresponde a ter uma érbita periédica estavel no espaco de fase em

R3.

Nos gréficos para z;(t) e y;(t) apresentados nestas figuras, vemos uma
primeira regido de transiente cadtico, na qual ndo podemos aplicar o controle e, apés
este transiente, quando um ponto da segdo se aproximou do ponto fixo, o controle
foi aplicado e dessa perturbagio do pardmetro obtivemos a estabilizacio do ponto
fixo na secdo de Poincaré e conseqilentemente da 6rbita periédica instdvel em R2.
Da mesma forma que os valores de z; permaneceram constantes, os valores de Yi,

quando da aplicacao do controle, também permaneceram restritos a um tnico valor.

Também podemos verificar que o controle foi efetivo na regido consider-
ada, através das figuras 6.24, 6.25 e 6.26, onde apresentamos os graficos da evolucao

temporal do sistema dindmico préximo & regido onde foi aplicado o controle. Nestes
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Figura 6.22: Grafico z; x t sobre a se¢ao de Poincaré mostrando o controle do ponto

fixo 1la
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Figura 6.23: Gréfico y; X t sobre a secdo de Poincaré mostrando o controle do ponto

fixo 1la
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graficos, para z(t), y(t) e z(t), vemos que, antes da aplicacdo do controle, tinhamos
uma dindmica cadtica (oscilagdes irregulares) e depois da aplicacio do controle (por
volta de ¢ = 690000), as oscilagdes passaram a ser periédicas indicando que nossa

orbita periédica antes instavel estava agora estabilizada.

T
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Figura 6.24: Gréfico z x t mostrando a evolucio temporal do sistema tridimensional
na orbita periddica estabilizada sobre o ponto fixo 1a
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Figura 6.25: Grafico y x ¢t mostrando a evolugao temporal do sistema tridimensional

na orbita periédica estabilizada sobre o ponto fixo la

O ciclo estabilizado, bem como suas projegées no plano zy, zz e yz sio

mostradas nas figuras 6.27, 6.28, 6.29 e 6.30, respectivamente.
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Figura 6.26: Grafico z xt mostrando a evolucao temporal do sistema tridimensional
na Orbita periddica estabilizada sobre o ponto fixo la

Figura 6.27: Gréfico, no espaco de fase, da érbita periédica controlada correspon-
dente ao ponto fixo 1la
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Figura 6.28: Projecao no plano zy da 6rbita periddica controlada correspondente ao
ponto fixo la
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Figura 6.29: Projecdo no plano zz da érbita periddica controlada correspondente ao
ponto fixo la
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Figura 6.30: Projegdo no plano yz da érbita periédica controlada correspondente ao
ponto fixo la

6.3 Estabilizacao da 6rbita correspondente ao par de

pontos 3a-3f sobre a secao de Poincaré

Na se¢ao anterior mostramos a estabilizagdo do ponto fixo la; agora
aplicaremos os mesmos procedimentos, para tentar estabilizar o ponto fixo 3a da,

secao de Poincaré.

6.3.1 Linearizagdo do mapa sobre a seciao de Poincaré préximo ao
ponto fixo 3a

Fazemos agora a determinagdo do mapa linear em torno do ponto fixo
3a. Para isto, da mesma forma que fizemos para o ponto fixo instavel 1a, na subsecao
6.2.1, selecionamos alguns pontos que passam préximo ao ponto fixo instivel 3a,
mais precisamente a uma distancia méxima 0.0005 do ponto fixo instavel 3a. Para
ajustar uma reta através dos pontos préximos ao ponto fixo 3a, utilizamos o software
estatistico SPSS, que utiliza o método dos minimos quadrados. Analogamente ao
que fizemos para o ponto fixo la, os pontos utilizados para o ajuste, nio correspon-

dem a uma s6 passagem a esta distincia do ponto fixo, mas correspondem a vérias
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passagens préximas ao ponto fixo. Em cada uma das faixas temos, em média, de
5 a 6 pontos, perfazendo um total de 21 pontos, indicando 6 passagens (grupos de

pontos) préximo ao ponto fixo.

Fomos obrigados a estabelecer uma distancia maxima de 0.0005, isto
é, | z; — z* |< 0.0005 na selecdo dos pontos z; préximos ao ponto fixo instével
3a, bem menor que aquela que admitimos quando tomamos os pontos préximos ao
ponto fixo 1a, pelo fato do mapa ser mais irregular (figura 6.31). Se tomarmos uma
distancia maior do que esta, a aproximacdo linear do mapa n&o seria mais valida

em tal intervalo maior, em torno de z*.

0.954 |- O L

x[i+1]

0.953 -

0952 |- PR

1 )
0.952 0.953 0.954
x[i}

Figura 6.31: Ampliagdo da figura 6.17 em torno do ponto fixo 3a, juntamente com
a reta y = z; da esquerda para a direita, os mapas correspondem a
by =2.754, by = 2.75 e by = 2.746

A forma linear para o mapa em torno do ponto fixo 3a, calculada com

a ajuda do SPSS, para b; = 2.75 é:
Tit1 = —2.0877014926z; + 2.9457274595 (6.15)

sendo que cada um dos coeficientes contém um erro, e este erro também fornecido
pelo SPSS, ocorre na segunda casa decimal. O erro associado a cada um dos

coeficientes é: (ea; = 0.022 e ¢4 = 0.021)
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O ajuste é mostrado na figura 6.32. Vemos, deste grafico, que esta reta

¢ uma boa aproximacao para 0s pontos préximos ao nosso ponto fixo instavel 3a.

0.956y
0.955-

0.954+

0.953 0.9535 0.954 0.9545

Figura 6.32: Reta que ajusta os pontos do mapa para b; = 2.75, préximos ao ponto
fixo 3a

6.3.2 Calculo da razao deslocamento horizontal do mapa / variacio do
parametro, préoximo ao ponto fixo 3a

Utilizando novamente a mesma variagao no valor do paridmetro e os
mesmos critérios vistos na subse¢do 6.2.2, calculamos o deslocamento horizontal
apresentado pelo mapa em conseqiiéncia de uma pequena variacdo do pardmetro.
O célculo do deslocamento horizontal do ponto fixo 3a é feito da mesma forma que

para o ponto fixo la.

A figura 6.17, apresentada na subsecdo 6.2.2, mostra a variacdo do mapa
quando o valor do pardmetro varia. Na figura 6.31 vemos a amplia¢io deste grafico
em torno do ponto fixo 3a donde observamos novamente que, préximo ao ponto fixo

e para pequenas variagoes do parametro, sdo aproximadamente retas paralelas.

As aproximagoes lineares para os mapas de primeiro retorno em torno

dos pontos fixos para by = 2.746, b; = 2.75 e b; = 2.754, calculados com a ajuda do
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SPSS, para pontos préximos a estes pontos fixos, sdo, respectivamente:

Tip1 = —2.0442948694z;, + 2.9045858038 (6.16)
Tipy1 = —2.0877014926z;, + 2.9457274595 (6.17)
Tigy1 = —2.19116540362;, + 3.0440867208 (6.18)

sendo que cada um dos coeficientes contém um erro, também fornecido pelo SPSS,
e este erro estd na segunda casa decimal. O erro associado a cada um dos coeficientes

é:(ear; = 0.018, eajp = 0.022, eaj3 = 0.021 e edy = 0.017, edy = 0.021, eay = 0.020)

Os ajustes sdo mostrados nas figuras 6.32, 6.33 e 6.34, donde podemos
observar que o ajuste foi quase perfeito; na figura 6.35, apresentamos uma ampliacio
destas retas préximo aos respectivos pontos fixos. Todos os coeficientes angulares

sao, em moédulo, maiores do que um, como seria de se esperar (pontos fixos inst4veis).

0.956y
0.9554

0.954

0.953 0.9535 0.954 0.9545

Figura 6.33: Reta que ajusta os pontos do mapa para b; = 2.746, préximos ao ponto
fixo 3a
Os pontos fixos dos mapas lineares calculados a partir das equacdes
(6.16) a (6.18) sdo: 0.9541079064 para b; = 2.746; 0.9540195081 para b; = 2.75 e
0.95393376 para b; = 2.754 e que concordam bem com os valores obtidos a partir da
interseccdo dos mapas de primeiro retorno z;; X ; com a reta T;1; = ;, 0s quais
sao: 0.95412737, 0.95403671 e 0.95393377 para by = 2.746, b; = 2.75 e b; = 2.754,

repectivamente.
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Figura 6.34: Reta que ajusta os pontos do mapa para b; = 2.754, préximos ao ponto
fixo 3a
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Figura 6.35: Ampliacdo das retas mostradas nas figuras 6.32, 6.33 e 6.34 préximo aos
respectivos pontos fixos, juntamente com a reta y = z. (a) b, = 2.754,
(b) by =2.75, (c) by = 2.746
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Substituindo o valor do ponto fixo do mapa (6.17) no lugar de z; 41 e
Ti;+1 nas equacgdes (6.16) e (6.18), respectivamente, obtemos as novas coordenadas

horizontais do ponto fixo do mapa (6.17) quando variamos o pardmetro, como segue:

7, = 09541511478 e  ;, = 0.9538609954 (6.19)

Assim, o deslocamento horizontal do mapa quando variamos o pardmetro

de 2.75 para 2.746 é:
01 = z;, — x" ~0.9541511478 — 0.95403 = +0.0001316397 (6.20)
e, quando variamos o pardmetro de 2.75 para 2.754,

0y = zj; — " =~ 0.9538609954 — 0.95403 = —0.0001585127 (6.21)

Para a razao entre o deslocamento horizontal do mapa / variacdo do

parametro, quando b, varia de 2.75 para 2.746, obtemos:

__ 0.9541511478 — 0.95403

g1 =~ 576 — 3% ~ —0.032909925 (6.22)
e quando b; varia de 2.75 para 2.754,
. 4 — 0.95403
go = 0.9538609954 — 0.95 ~ —0.039628175 (6.23)

2.754 - 2.75

Da mesma forma que fizemos para o ponto fixo instével 1a, calculamos a média dos
valores para o deslocamento horizontal e também da razao deslocamento horizontal

do mapa / variacdo do valor do parametro, e para este caso seus valores sao dados

por:
— 5 l+16
5] = u225-’—2—'20.0001450762
5 = &;—92:—0.0362655 (6.24)

Os valoresde g e | ¢ |, comparados aos valores calculados para o ponto fixo 1a, estdo
na mesma ordem de magnitude, mas, aqui, ambos os valores g e § sio menores

quando comparados com aqueles.
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6.3.3 Aplicagdo do controle para o ponto fixo 3a

Para o controle deste ponto fixo, aplicamos todos os valores acima en-
contrados para o ponto fixo 3a. E da mesma forma que antes, o controle sé foi

aplicado quando estdvamos a uma distancia menor ou igual a | 6 | do ponto fixo.

O gréfico resultante da aplicagdo do controle neste ponto fixo é mostrado

nas figuras 6.36 e 6.37
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Figura 6.36: Grafico z; x t sobre a secdo de Poincaré na regido onde foi aplicado o
controle para o ponto fixo 3a

Observamos, neste grafico, da mesma forma que nas figuras 6.22 e 6.23,
um transiente inicial cadtico e quando um ponto chegou suficientemente préximo
ao ponto fixo 3a de forma a podermos aplicamos o controle, tornou-se possivel a

estabilizagdo do ponto fixo 3a, muito préximo a seu valor inicialmente calculado.

A aplicagao do controle foi mais dificil neste caso, devido ao fato que
a distdncia mdxima para podermos captar um ponto préximo ao ponto fixo era

menor e pelo fato de os pontos da dindmica ndo se aproximarem tanto do ponto
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Figura 6.37: Gréfico y; x t sobre a secdo de Poincaré na regiso onde foi aplicado o
controle para o ponto fixo 3a

fixo como acontecia para o ponto fixo la. Neste caso, tivemos que eliminar um
transiente muito maior do que para o outro caso considerado. Para o ponto fixo la,
o transiente foi de 8 x 10® e para o ponto fixo 3a foi de 1.4 x 107 iteracoes. Novamente
comprovamos o surgimento de periodicidade, na regido de controle, construindo os
gréficos da evolugdo temporal préximo 4 regido de aplicagio do controle, mostrados
nas figuras 6.38, 6.39 e 6.40, para z(t), y(t) e 2(t), respectivamente. Pelas figuras 6.38
a 6.40 primeiro vemos a formacao de estruturas aperiédicas e em ¢ aproximadamente
1.434 x 107 iteragdes, comegamos a notar o surgimento de periodicidade e portanto,

a indicagao de controle da 6rbita periédica desejada, relacionada ao ponto fixo 3a.

O ciclo controlado bem como suas projecdes nos planos ry, zz e yz sdo
mostradas nas figuras 6.41 a 6.44. Cada uma das figuras mostradas resulta de aprox-
imadamente 100000 pontos. Considerando que o periodo médio para uma volta é de
aproximadamente 10000 pontos, nestas figuras a drbita executa aproximadamente

10 voltas completas no atrator.
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Figura 6.38: Grafico z X t mostrando a evolugdo do sistema tridimensional, préximo
a regiao de aplicacdo do controle do ponto fixo 3a
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Figura 6.39: Gréfico y x ¢t mostrando a evolucao do sistema tridimensional, préximo
a regido de aplicagdo do controle do ponto fixo 3a
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Figura 6.40: Gréfico z x ¢, mostrando a evolugdo do sistema tridimensional, préximo
a regido de aplicacao do controle do ponto fixo 3a

Figura 6.41: Gréfico no espago de fase do ciclo controlado através do ponto fixo 3a



0.3 _

0.1 ]

Figura 6.42: Projegdo no plano zy do ciclo controlado através do ponto fixo 3a

Figura 6.43: Projecao no plano zz do ciclo controlado através do ponto fixo 3a
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Figura 6.44: Proje¢ao no plano yz do ciclo controlado através do ponto fixo 3a

6.4 Aplicacao do controle para os dois pontos fixos

sequencialmente

Dado que temos todos os elementos necessarios para a aplicacdo do
método OGY tanto para o ponto fixo 1a quanto para o ponto fixo 3a, aplicaremos o
método para ambos os pontos fixos, controlando primeiro um e a seguir, controlando

outro.

Para isto, primeiro aplicamos o controle para um dos pontos fixos e
depois de controlado, desligamos o controle para este ponto, deixando o sistema
evoluir caoticamente; depois, ligamos o controle para o outro ponto fixo até que seja
possivel controlar também o outro. A ordem de aplicacdo do controle em principio,

nao deve influir no controle de cada um dos pontos fixos instéveis.

O procedimento para isto é simples. Desprezamos inicialmente um tran-
siente da ordem de 1.4 x 107 iteracdes e aplicamos o controle para o ponto fixo 3a.
Assim, depois do transiente cadtico inicial, observamos os pontos que atravessavam
a secao e, quando um ponto passou suficientemente préximo ao ponto fixo 3a, apli-

camos o controle e, a partir disso, mantivemos este ponto fixo estabilizado.
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Mantivemos o controle aplicado neste ponto fixo, por 70 passagens na
secao de Poincaré, sendo que o controle foi obtido na trigésima terceira passagem
pela secdo. O ponto fixo foi estabilizado no ponto 0.9539... com variacbes a partir

da quinta casa decimal, que ndo podemos perceber pela anslise da figura 6.45.

Ap6s estas 70 passagens pela secdo, desligamos o controle para o ponto
fixo 3a e ligamos entdo o controle para o ponto fixo 1a. Para este ponto mantivemos
o controle ligado por 80 passagens pela se¢cdo. Um ponto chegou suficientemente
préximo ao ponto fixo la na trigésima sexta passagem pela secio, apés o controle

para o ponto fixo 3a ter sido desligado.

Terminado isto, foi desligado o controle, e o sistema voltou a oscilar de

maneira cadtica.

O gréfico ilustrando a aplicacdo do controle para os pontos fixos 3a e 1a,
seqiiencialmente, é apresentado na figura 6.45; neste grafico observamos a seqiiéncia:
transiente inicial - controle sobre o ponto fixo 3a - novo transiente cadtico - controle

sobre o ponto fixo la - caos novamente.
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Figura 6.45: Controle para os pontos fixos 3a e la seqiiencialmente
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Para mostrar que nosso controle foi efetivo, mostramos, nas figuras 6.46

a 6.49, a evolugado = x t em quatro regides diferentes do grafico apresentado na figura

6.45.
0.9 % -
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t

Figura 6.46: Gréfico x x t na regido pouco antes de entrarmos na regido de aplicacio
do controle do ponto fixo 3a

Na figura 6.46 temos a evolugao temporal préximo & regido de aplicacio
do controle para o ponto fixo 3a. Nesta regido, vemos inicialmente uma regiso de
comportamento cadtico e, depois da aplicacdo do controle, vemos a presenca de
estruturas periddicas indicando que o nosso ponto fixo, antes instével, foi controlado.
Na figura 6.47, a evolugdo temporal ainda com o controle ligado no ponto fixo 3a

com uma parte da evolugao depois que desligamos o controle para este ponto.

Da mesma forma que na figura 6.46, temos na figura 6.48 a evolucéo
temporal préximo a regido de aplicagdo do controle para o ponto fixo la. Da mesma
forma que para o ponto fixo 3a, temos a presenca de uma solucio caética até que
obtemos o controle e a partir disto passamos a ter solugdes que se repetem peri-

odicamente.

Preferimos comegar por aplicar o controle no ponto 3a pelo fato de ser
mais dificil se encontrar um ponto que néo ultrapasse a distincia maxima permitida,

para que se possa aplicar o controle e, também por ndo sabermos quando é que
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Figura 6.47: Gréafico z x ¢ na regido pouco antes de sairmos da regido em que o
ponto fixo 3a estava controlado

passariamos préximo a este ponto na nova dindmica cadtica, que se teria apés uma

liberacao do controle anterior.

Tentamos também aplicar primeiro o controle no ponto la e depois
no ponto 3a, ou seja, inverter a ordem na seqiiéncia anteriormente bem sucedida.
Quando aplicamos para o ponto la a estabilizagdo foi possivel, mas no momento
que desligamos o controle para o ponto fixo la e tentamos estabilizar o ponto fixo
3a, nenhum ponto passou préximo o suficiente, de modo que pudessemos aplicar o

controle.

Nada falamos a respeito do ponto fixo 2a, pelo fato que, se analisarmos
a figura 6.17, vemos que neste ponto fixo quando mudamos o pardmetro o ponto
fixo muda muito pouco e a aplicacdo do controle neste ponto seria mais trabalhosa
ou talvez nem conseguissemos aplicar o controle e a conseqiiente estabilizacao da

orbita periédica correspondente.
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Figura 6.48: Gréfico z X t na regido pouco antes de entrarmos na regiao de aplicacao
do controle do ponto fixo la
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Figura 6.49: Gréfico  x t na regido pouco antes de sairmos da regiao em que o
ponto fixo la estava controlado
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7 CONCLUSAO

7.1 Principais resultados

O largo espectro de comportamentos, que o sistema dindmico de Hast-
ings e Powell pode apresentar, é verificado através do calculo dos expoentes de
Lyapunov dos atratores do sistema, variando-se o pardmetro relevante do sistema.
Apés identificar um valor do parametro, b; = 2.75, ao qual corresponde um atrator
cadtico, conseguimos, pela aplicagdo do método OGY, o controle de duas das drbitas
periddicas instaveis de periodo 1 imersas neste atrator, efetuando apenas pequenas

perturbacoes no valor do parametro b;.

O controle foi aplicado apés concluidas as seguintes etapas:

1. escolha dos pontos fixos instaveis la e 3a do mapa sobre a secdo de
Poincaré, correspondentes a cada uma das drbitas periédicas instaveis

do atrator tridimensional;

2. determinacao da aproximacao linear para o mapa em torno destes pon-

tos fixos instaveis;

3. e determinacgdo da razdo g, deslocamento horizontal do mapa / variagao

do pardmetro b; sobre a secao.

Para este controle ser efetivo, ou seja, para mantermos cada um dos
pontos fixos controlados apds a aplicagdo do controle, tivemos que aplicar uma
pequena perturbacdo a cada retorno a se¢do; caso contréario, o controle nao seria

efetivo.

Numa primeira etapa, aplicamos o controle para cada um dos pontos
fixos separadamente, e em seguida aplicamos o controle para os dois pontos fixos

instdveis seqiiencialmente.
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Para a aplicagdo do controle para o ponto fixo la, para qualquer tran-
siente inicial que elimindssemos, conseguimos aplicar o controle apds um numero
relativamente pequeno de retornos a se¢do de Poincaré (em torno de 20 a 30 re-

tornos), e assim, estabilizar a correspondente érbita periddica instdvel.

Quando aplicamos o controle para o ponto fixo 3a, eliminamos um
transiente de 14000000 de iteragdes e ap6s 20 ou 30 retornos a se¢do conseguimos

também aplicar o controle e estabilizar a érbita correspondente a este ponto.

Verificamos, portanto, que no sistema ecolégico de Hastings e Powell, é

possivel estabilizar diferentes 6rbitas no mesmo intervalo para o parametro.

Num segundo momento, entao, aplicamos o controle para os dois pontos
fixos seqiiencialmente, ou seja, primeiro ligamos o controle para o ponto fixo 3a e,
ap6s aproximadamente 20 ou 30 retornos a se¢ao, conseguimos controla-lo. Obtido
o controle deste ponto, desligamos o controle para este ponto fixo e ligamos o mesmo
para o ponto fixo la, obtendo a sua estabilizagao apds aproximadamente 50 retornos
a se¢do. A estabilizacdo de ambos os pontos fixos nao foi possivel quando tentamos

aplicar o controle primeiro para o ponto fixo la e depois para o ponto fixo 3a.

Portanto, no presente trabalho, mostramos nao apenas a possibilidade
da aplicagdo do método OGY para o controle de duas érbitas periddicas instéveis
distintas, presentes no atrator caético para b; = 2.75 do sistema de Hastings e
Powell, mas verificamos também a flexibilidade de estabilizar seqiiencialmente uma

orbita e outra.

7.2 Dificuldades na aplicacao do método

Mesmo tendo conseguido a estabilizacdo de dois pontos fixos instéveis
sobre a secao de Poincaré correspondendo a duas érbitas periddicas instdveis do
atrator tridimensional de Hastings e Powell, encontramos algumas dificuldades na

aplicacao do método OGY para a correspondente estabilizacao.
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A primeira dificuldade encontrada foi na determincacao dos pontos fixos
instaveis sobre a se¢do de Poincaré. Tais pontos tiveram que ser determinados com
precisao de 4 casas decimais, pois devido & sensibilidade do sistema, um erro na
quarta casa decimal implicaria no célculo bastante impreciso do ponto fixo e con-
sequentemente nos outros elementos necessarios para a aplicacio do método OGY
e nao obteriamos o controle desejado. A partir do célculo do ponto fixo, com esta
cuidadosa precisdo, todos os outros elementos puderam ser determinados, também

com maior precisao.

Na aplicagdo do método OGY, outra dificuldade surgiu quando da
aplicagdo do controle sobre o ponto fixo instvel 3a, em decorréncia provavelmente

de uma maior instabilidade desta érbita, quando comparada com a primeira.

A obtengdo da estabilizagdo dos dois pontos segiiencialmente s6 foi
possivel quando iniciamos aplicando o controle para o ponto fixo 3a. No momento
que aplicamos o controle, primeiro para o ponto fixo instével la, conseguindo sua
estabilizagio e depois, quando desligamos o controle para o ponto 1a, e ligamos para
o ponto 3a, ndo obtivemos sucesso na estabilizacdo da érbita correspondente. Isto
se deve ao fato que, ao aplicarmos o controle para o ponto fixo la a dinimica do
sistema mudou e assim, ndo conseguimos chegar suficientemente préximo ao ponto
fixo de modo a aplicarmos o controle. Conjecturamos que talvez o ponto 3a nao
seja mais ponto fixo instavel da dinimica alterada pelo controle anterior. Além da
extrema sensibilidade do sistema a qualquer variagdo do pardmetro b;, parece-nos
que o ponto fixo 3a é mais instavel que o ponto la. Essa mudanca na dindmica,
quando iniciamos pelo controle do ponto fixo instével 3a, ndo afetou a obtencdo do

controle posterior para o ponto fixo la.

A aplicacdo do controle para o ponto fixo 2a nio foi feita devido a
dificuldade na obtengdo dos elementos necessarios & aplicacio do método OGY .
Um dos fatores é que o mapa varia tao pouco quando o valor do parametro varia

que seria dificil calcular o deslocamento linear do mapa.
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7.3 Trabalhos Futuros

N&o obstante o exaustivo debate que encontramos na literatura (Upad-
hyay et al,1998) a respeito de existir, ou nio, caos na natureza, acreditamos que,
em decorréncia do fato de que os modelos matemiticos, para sistemas ecolégicos,
sao0 nao lineares, o interesse pelo estudo de sistemas cadticos e dos comportamentos
complexos exibidos por sistemas nao lineares continuard motivando grande nimero

de pesquisadores, tanto tedricos quanto experimentais.

A relevincia dos estudos de sistemas cadticos tem sido evidenciada,
nao apenas com relacdo & sua caracterizacdo, mas também ao controle do mesmo.
Varios outros métodos foram propostos (Shinbrot 1995), além do método OGY’,
que utilizamos neste trabalho. Dominar técnicas de controle de caos é extrema-
mente importante, visto que abre um leque enorme de comportamentos dinamicos

acessiveis.

No que se refere especificamente a este trabalho, uma possivel extensao
imediata do mesmo seria, aplicar o método OGY no modelo de Hastings e Powell,
ainda com b; = 2.75, para estabilizar 6rbitas periddicas instiveis de periodo mais
alto, “na alga”, ou ainda, aplicar o método para estabilizar érbitas periédicas de
instdveis de periodo 1 e mais altos na regido “fora da alca”, onde seria necessirio
um estudo bidimensional. Além disso, como héd muitos outros valores de b;, para
0s quais o comportamento do sistema é cadtico, muitas outras érbitas periédicas

poderiam ser exploradas.
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APENDICE A TEOREMA DO VALOR
MEDIO

Queremos dar aqui uma demontracgéo do teorema do valor médio, pois
ele é a ferramenta que nos garante que as linearizacbes (empregadas para anilise de

estabilidade de pontos fixos) utilizadas ao longo deste trabalho sio vilidas.

Nas secgbes 2.1.2, 2.2 e 3.1.3, trabalhamos com funcdes de uma tnica
varidvel, enquanto que nas seccoes 3.2.1, 4.4.2 e 5.2, a linearizacdo foi efetuada para
um sistema de fungées de mais de uma, varigvel. Entdo, comecaremos por nos referir
a fung¢des de uma tnica varidvel (teorema 1 e teorema 2) e, a seguir, a sua versio

para fungdes diferencidveis de P em R¢ (teorema 3).

Como a demonstracao do teorema do valor médio depende do teorema

de Rolle, este é enunciado a seguir:

Teorema 1 (Teorema de Rolle) Suponha que f seja continua em um intervalo
fechado J = [a, b], que a derivada de f ezista no intervalo aberto (a,b) e que f(a) =

f(b) = 0. Entdo eziste um ponto c € (a, b) tal que f'(c) = 0.

Agora é possivel estudar o teorema do valor médio para funcdes reais

de uma varidvel (Bartle, 1964).

Teorema 2 (Teorema do Valor Médio) Suponha que f é continua em um in-
tervalo fechado J = [a,b] e diferencidvel no intervalo aberto (a,b). Entdo eziste um

ponto c em (a,b) tal que

Demonstracao:

Considere a funcao ¢, definida em J:

o(0) = @) - fla) - TOIE ;g
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De acordo com a hipétese, sabe-se que ¢ é continua em J — [a,d]. A
diferenciabilidade de ¢ em (a,b) ¢ facil de checar e decorre das propriedades de f.
Além disto, tem-se que ¢(a) = @(b) = 0. A aplicacdo do teorema de Rolle garante

a existéncia de um ponto c € J tal que

Y

0=¢() =10 - {01

0 que conduz ao resultado.
Teorema 3 (Teorema do Valor Médio) Seja f: Q € RP — R. Suponha que o
conjunto 2 possua os pontos a e b, o segmento de reta que os une e, além disso, que

[ seja diferencidvel em cada ponto deste segmento. Entdo existe um ponto ¢ neste

segmento de reta tal que

f(®) = f(a) = Df(c)(b - a),

onde Df(c) é a matriz jacobiana avaliada no ponto c.

Demonstragao:

Considere a funcio ¢ definida de I : [0,1] = R por

o) = F(1-ta+1t), teR

Observe que (0) = f(a), p(1) = f(b) e que, pela regra de cadeia,
¢ =Df((1 - t)a+1b)(b~ a),
onde Df(-) é a matriz jacobiana avaliada em um determinado ponto.

Pelo teorema 2, concluimos que existe um ponto ¢y com 0 < ¢y < 1, tal

que

w(1) — ©(0) = ¢ (to)

e, tomando ¢ = (1 — tg)a + tb, segue-se o resultado.
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Corolério 1 Seja f: Q € RP — R, Suponha que o conjunto §2 possua 0s pontos a
e b, 0 segmento de reta que os une e, além disso, que f seja diferencidvel em cada
ponto deste segmento. Se y € RI, entdo eriste um ponto ¢ neste segmento de reta

tal que

(f(0) = f(@)) -y =Df(c)(b—a) - .

Demonstracgao:

Seja F':  — R definida por F(z) = f(z)-y. Aplicando o teorema 2,
existe um ponto c neste segmento de reta tal que F(b) — F(a) = DF(c)(b—a), de

onde fica clara a validade do resultado expresso no enunciado do corolirio.

Coroldrio 2 Seja f: Q € RP — R9. Suponha que o conjunto Q0 possua o0s pontos a
e b, o segmento de reta que os une e, além disso, que f seja diferencidvel em cada

ponto deste segmento. Entdo eriste uma funcdo linear L : R? — R tal que

f(b) = f(a) = L(b - a).

Demonstracgao:

Sejam y1,ys,---,y, pontos em R? tal que y; = (1,0,---,0), yp =
(0,1,---,0),---,y, = (0,0,---,1). Observamos que as q fungdes fi, fo,-- -, f, de
() em R que fornecem a representacio em coordenadas do mapeamento f sio obti-

das por

filz) = f(z) - y; para i=1,2,---,q.

Aplicando o corolério 1 a cada uma destas funcdes, obtemos q pontos ¢; no segmento

de linha que une a e b tal que

fi(b) = fi(a) = Df(c;)(b - a) - y;.

Como a representacio matricial de D f(c) é dada pela matriz g X p com elementos

of; . .
c), Z:1727"'7q7 _7:1,2,7}7,
8@-()
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entdo a funcdo linear L tem a seguinte representacao matricial:

af; )
as \Ci)s Z=1727"'7Q7 .7:1727ap
c’)fj( )
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APENDICE B ESTABILIDADE DE
LYAPUNOV E
ESTABILIDADE
ESTRUTURAL DE UMA
ORBITA PERIODICA

Podemos definir a estabilidade de uma solugéo periédica de duas difer-

entes formas. Supondo que o sistema diferencial:
— =F(x), (B.1)

paraF : " — R", tem uma solugdo conhecida X de perfodo 7, tal que X(t+7T) =

X(t) para todo t, entdo X é representado por uma curva fechada no espaco de fase.

A solucao periédica é dita estdvel no sentido de Lyapunov ou simples-
mente estdvel se uma pequena perturbagdo inicial do sistema x(t) — X(¢) suficien-
temente pequena permanecer pequena, para todo ¢ > 0, sempre que x(0) — X(0)
for suficientemente pequena, ou seja, se dadas duas condicdes iniciais préximas elas
permanecerem proximas para todo ¢. A estabilidade de Lyapunov est4 relacionada
com a evolu¢do no tempo, de solugdes do sistema cujos valores iniciais sdo infinites-

imalmente diferentes.

Entretanto esta defini¢do de estabilidade é muito restrita pois estamos
freqientemente mais interessados no cariter qualitativo do conjunto de solucdes no

espago de fase do que com o comportamento da prépria solugdo num dado tempo.

A partir disso, podemos definir estabilidade de outra forma. Assim,
teremos que uma solugdo X serd estruturalmente estdvel ou estdvel no sentido de
Poincaré, se as érbitas x(t) para t > 0 de todas as solucées vizinhas permanecerem
proximas a 6rbita de X no espago de fase. Portanto, a estabilidade de estrutural
ou de Poincaré estd relacionada com o cardter qualitativo do conjunto de todas as
solugdes de um sistema. Se este cardter é mudado quando se faz uma perturbacao

infinitesimal do sistema, entao o sistema é estruturalmente estavel.
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Entao estabilidade no sentido de Lyapunov implica estabilidade no sen-

tido de Poincaré, mas a reciproca nio é verdadeira.



179

APENDICE C ANALISE NO PLANO DE
FASE PARA UM SISTEMA
BIDIMENSIONAL

Podemos classificar os sistemas de equagoes diferenciais ordindrias de

primeira ordem em sistemas auténomos e nio autonomos.

Um sistema auténomo é um sistema de equagoes diferenciais ordindrias

de primeira ordem da forma:

d.’L'i
dt

=Fi($1,x2,...,ajn) i=1,2,...,n (Cl)

onde as fungdes F; ndo dependem explicitamente do tempo. Num sistema nio
autoénomo a funcdo F; depende explicitamente da varigvel t,ouseja, Fi(x1,2o,...,1,, t).

Sob forma vetorial o sistema acima é dado por:

dx
5 = F®) (C.2)

onde x(t) = {z1(t), z2(¢), ..., 7. (1)}, x(¢) € R".

Os sistemas auténomos podem ser classificados como lineares ou ndo

lineares dependendo da forma das F} no lado direito de (C.1). Um sistema auténomo

de equagdes é linear se cada uma das fungées F;, i =1,2,...,n for uma funcédo
linear das varidveis dependentes Z1,T2,-..,Tp; Caso contrario, o sistema é dito ser
nao linear.

Aqui discutiremos brevemente um sistema com duas equagoes diferen-

ciais ordindrias autonémas de primeira ordem da forma:

dx dy
E_F(x:y)a d_t _G(xay)

onde F(z,y) e G(z,y) sio funcdes de z e y.
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Temos que as trajetdrias de fase ou curvas de fase de (C.3) sdo solucdes
de:

&y _ Gz,y) dz _ F(z,y)

iz~ F(z,y) =~ dy G(z,y)

Através de qualquer ponto (7o, Y0) existe uma tdnica curva exceto em pontos de

(C.4)

equilibrio (z*,y*) onde:
F(z*,y") = G(z*,y*) =0

Expandindo as equagGes em (C.3) em série de Taylor em torno de z* e y* e mantendo

somente os termos lineares em (z — z*) e (y — y*) temos:

& 7
Z =A (C.5)
it §

onde n =z — z*, £ =y — y*, e definimos:

a b F, F,
A= = (C.6)
c d G: Gy

(z*,y*)

Quandoz =z*ey=y* temosn=0e & = 0, respectivamente.

Eliminando a varivel ¢, obtemos a equacdo diferencial para as curvas

no plano de fase:

dn an+ b€
- = , C7
¢  cen+d€ (C.7)
Sejam A; e Ay os autovalores de A definidos na equacao abaixo:
a— A b a+d)x4/(a+d)?—4(ad — bec
—0 = /\22( )+ /(a+d)2 — 4( ) (C8)
c d— A 2
As solugbes de (C.7) dadas por:
T c1vieM? + cpvgeret (C.9)
§

onde c¢; e ¢y sdo constantes arbitririas e V1, Va 530 0s autovetores de A correspon-

dentes a A\; e \,, respectivamente.
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A forma de (C.9) é vélida para autovalores distintos. Caso os autoval-

ores forem iguais, as solugdes sdo proporcionais a (c1 + cot)eM.

Classificagdo das singularidades no plano de fase

1. A1 e Ay reais e distintos.

(a)

A1 e A reais e com mesmo sinal.

Os autovalores tipicos sio ilustrados na figura C.1. Suponha )\, <

A1 < 0. Entéo, de (C.9), por exemplo, para ¢, = 0, ¢; # 0,

= ¢;vieM?, (C.10)
§

assim, a solu¢ao no plano de fase simplesmente move-se ao longo
de v; em dire¢do & origem quando t — oo, na direcdo mostrada
na figura C.1 - ao longo de PO se ¢; > 0 e ao longo de QO se
¢1 < 0. De (C.9) vemos que toda solugdo tende a (0,0) quando
t — oo uma vez que, com Ay < A; < 0, e*2t = O(eM?) quando

t — oo e assim:

n
~ C1Vy e’\lt

Assim, suficientemente préximo 4 origem todas as solucbes ten-

quando t — oo (C.11)

dem a zero ao longo de v; como mostrado na figura C.1. Esta é
chamada singularidade do tipo nd (tipo 1). Com A; < Ay < 0 este
ponto é um né estavel, pois todas as trajetérias tendem a (0, 0)
quando t — oo. Se A\; > Ay > 0 este ponto é um nd instdvel -

(z,y) — (0,0) quandot — —co.
A1 e Ay tem sinais diferentes.

Suponha, por exemplo, A\; < 0 < ), entdo vieMt = 0 ao longo
de vy quando t — oo enquanto que voe*?t — 0 ao longo de v,

quando t — —oo.
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Existem assim, sentidos diferentes em V1 € Vs, ou seja, dependendo
do valor das constantes as solugdes se afastam (ou se aproximam)
em sentidos diferentes: as solugdes préximas a (0,0) sio como
mostradas na figura C.2. Esta é uma singularidade do tipo ponto
de sela. Esta singularidade é sempre instével : exceto estritamente
ao longo de vy, qualquer pequena perturbagio em torno de (0,0)

cresce exponencialmente.

2. A1 e Ay complexos: A\, Ay = o+ 18, # 0.

As solugdes de (C.8) envolvem e*e*™* a5 quais implicam uma, aprox-

imagao oscilatéria a origem.

(a) @ # 0. Neste caso, temos uma espiral, a qual é estdvel se o < 0 e
instavel se o > 0: A figura C.3 ilustra uma singularidade do tipo

espiral.

(b) @ = 0. Neste caso, as curvas no espacgo de fase sdo elipses. Esta
singularidade é chamada um centro e é ilustrada na figura C.4.
Estes tipos de singularidade nio sdo estiveis no sentido usual;
uma pequena perturbacdo de uma destas curvas nio se extingue
no sentido de retornar a curva nio perturbada. A perturbacéo
simplesmente nos d4 outra solucdo. No caso de singularidades do
tipo centro, determinadas por uma solucao do sistema nio linear
(C.3) devemos observar os termos de ordem mais elevada na ex-
pansao em série de Taylor das fungdes F(z,y) e G(z, y) em torno

do ponto em questdo para determinar sua estabilidade.
3. A1 = A2 = X\l Aqui os autovalores ndo sio distintos.

(a) Em geral, as solugdes agora envolvem termos como te* e existe
um tnico autovetor v ao longo do qual as solucdes tendem a (0,0).
Esta é uma singularidade de tipo nd (tipo 2), uma ilustracio da

qual é mostrada na figura C.5.



(b) Se as solugdes ndo contém o termo te* temos uma singularidade do
tipo estrela que pode ser estdvel ou instavel, dependendo do sinal
de A. Trajetérias vizinhas de uma singularidade do tipo estrela
sao mostradas na figura C.6. A singularidade depende de q, b, ¢,

e d na matriz A em (C.7).

v[1]

-

y

Figura C.1: Singularidade nd tipo I - estdvel

V I\_(i// .
} o
-10 |

10

27T

Figura C.2: Singularidade tipo Ponto de Sela
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Figura C.3: Singularidade tipo Espiral estdvel

Figura C.4: Singularidade tipo centro



Figura C.5: Singularidade nd tipo IT - instdvel

104

-10-

Figura C.6: Singularidade tipo estrela
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APENDICE D CONDICOES DE
ROUTH-HURWITZ

No presente trabalho, as condicdes de Routh-Hurwitz foram utilizadas
para determinar a estabilidade de um ponto fixo para alguns valores do pardmetro

do sistema dindmico de Hastings e Powell (capitulo 5).

Este sistema pode ser escrito na forma:

Z—}t{ =F(x,p) (D.1)

Assim, a estabilidade de um ponto de equlibrio x* deste sistema de equacdes difer-
enciais ordindrias tais como que se originam em modelos populacionais interagentes,
¢ determinado pelas raizes de um polinémio. Expandindo o sistema (D.1) em série
de Taylor em torno do ponto de equilibrio x* e mantendo somente os termos lineares
em (X — x*) , temos:

dr

onde r = X —X* e a matriz A é a matriz Jacobiana calculada no estado estacionario
X" - a matriz comunidade em termos ecoldgicos. A anélise de estabilidade na qual
estamos interessados, envolve sistemas lineares da forma vetorial na forma acims e
as solugoes sio:

r = roe (D.3)

onde ry é um vetor constante e os autovalores A sdo raizes do polindmio caracteristico,
| A - |=0, (D.4)

onde I é a matriz identidade. A solucdo r = 0 é estdvel se Re) < 0 para todas as
raizes A. Se isto é satisfeito, entdor — 0 exponencialmente quando t — oo e

consequentemente r = 0 é estavel para pequenas perturbagdes.

Se o sistema é de n-ésima ordem, o polinémio caracteristico pode ser

dado na forma geral,

PA)=MN"+aA" ' +.. . +a, (D.5)
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onde os coeficientes a;, i = 0,1,...,n sio todos reais. Aqui assumimos que a, # 0,
pois, caso contrdrio, A = 0 é uma solucéo, e o polinémio caracteristico é entdo de
ordem n — 1 com o equivalente a,, # 0. Se A1, -+, Ap s80 raizes distintas nio nulas

de (D.5), estas sao:

n n
Z /\i = —a, Z /\2)\] = a9, LR /\1)\2 .. )\n = (—1)”an (D6)
i=1 ij, i)
Para estabilizade de x*, precisamos de condigées paraosa;, t =0,1,...,n

tals que os zeros P()\) tenham Re) < 0. As condicdes suficientes e necessarias para
isto ser satisfeito sdo as chamadas condicdes de Routh-Hurwitz. Existem varias

formas equivalentes, uma das quais é, juntamente com a, > 0,

a; as as
a; as
Di=a;>0, Dy,= >0, D3y=| 1 q as | >0,
1 as
0 a; as
ay as as
1 ag Q4
0 a az -+ ---
Dy = >0, k=1,2,---,n (D.7)
O 1 Qg ~-+ .-
0 0 SRR 19

Estas condicGes sdo obtidas, usando-se métodos de varidveis complexas,

da teoria de sistemas dindmicos. Como um exemplo, para a equacéo ciibica,
M+a +ad+a;=0 (D.8)
as condicOes para Re) < 0 sio:
ap >0, a3>0, aa;—az>0.

As equagdes (D.7) sdo condicdes necessirias e suficientes para que x* seja ponto de

equilibri estével do sistema (D.2)
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APENDICE E  MiNIMOS QUADRADOS

Tratamento bidimensional

Na secao 4.4, o que precisamos para aplicar o0 método OGY é conhecidos

n pares de valores {(z;,y;)},7=1,2,...,n determinar uma matriz M 2 x 2, de modo
. Z; Tit+1
que esta matriz M nos leve de um ponto u; = para um ponto u;;; =
Yi Yi+1
Portanto o que desejamos ¢ calcular uma matriz tal que,
T3 T
=M (E.1)
Si Yi
onde 7; = Tiy1, S; = Yir1, Ti € Y, © = 1,2,...,n sdo valores conhecidos da nossa
integracao numérica. Definindo
a b
M= , (E.2)
c d

concluimos que a, b, ¢ e d s&o os elementos da matriz M, que queremos determinar,
e o problema desdobra-se em dois problemas nio acoplados de regressao linear com

termo independente nulo, dados por:
r; = ax; + by;
s; = cx; + dy; (E.3)

Pelo método dos minimos quadrados, desejamos encontrar a, b, c e d tais que:

n—1
R = Z [T‘i - (G,.’Ei + byl)]z
=0

S = ni [si — (cx; + dy;)]? (E.4)

i=0

sejam minimos, devendo, portanto, satisfazer as seguintes condicoes,
OR S

. 0, a_R —_ 0’ _85 — 0’ e a— =

Oa ob ab

Observamos que as somas devem ir até i = n — 1, devido ao objetivo especifico de

0. (E.5)

determinar um mapa que leva do ponto u; para o ponto u;,;, para uma selecao de

pontos, da qual u,; nao fazia parte.
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Assim, para calcular os valores de a, b, c e d, devemos resolver os dois

sistemas algébricos abaixo, dados em forma matricial por:

- - -
T a Zz—o ;T3
Yl Yoy,
. 0 o 0 Lili J _ (E.6)
z—O LY z—-O yz _
i bJ i v Yir'i |
Sl 2 sn= - ¢ (Zgz_ol Z;S;
i=0 Tj —0 ZTiYs
zn L = (E?)
ZZ“O LiYi Ez-—O Yi i n—1
| d | | 24i=0 YiSi _J

Resolvidos os sistemas acima, temos os valores de @, b, ¢, d que melhor representam

a aproximagao linear do mapa sobre a se¢ao de Poincaré bidimensional.
Tratamento unidimensional

Em um tratamento unidimensional do controle de caos, eram conheci-

dos n valores {z;} i =1, 2,...,n, e desejavamos calcular a e b, tais que

Tit1 = ax; + b. (E.8)
Queriamos, portanto, encontrar uma funcdo linear da forma:

f(zi)) =az; +b (E.9)
que melhor se ajustdsse a um conjunto de pontos {zi, z:}, onde z; = ZTiy1 € T;,

t=1,2,...,n sdo conhecidos.

Aplicando 0 método dos minimos quadrados, queremos encontrar uma

f(:EZ) tal que,

Q=) (2 — f(z;))? (E.10)
=0
seja minimo. Para isso, ela deve satisfazer
2Q _ aQ _

donde concluimos que
n
2) (zi—(az; + b)) (-z:) = 0
=0
n

2> (zi— (az; + b)) (1) = 0 (E.12)

=0
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Das condigdes acima, obtemos o seguinte sistema algébrico para a e b:

Zax + Zba:z = > zz;
1=0

=0
Zaxi—i-Zb = >z (E.13)
=0 =0 =0

ou em forma matricial:
Zz—O LL' Ez—O Zi a 21—0 23T
= (E.14)
e T n b im0 T

Resolvido o sistema e substituindo os valores de a e b encontrados em (E.9), temos

determinada a funcdo f(z;).
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