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Resumo
Estudamos um modelo exatamente solúvel para um ondensado de Bose-Einstein hetero-at�mio moleular. Começamos por uma revisão da integra-bilidade do modelo através da álgebra de Yang-Baxter. Usando uma análiselássia, determinamos os pontos �xos do espaço de fase do sistema. Enon-tramos bifurações dos pontos �xos que separam o espaço de parâmetros emdiferentes regiões. Dois enários distintos emergem, dependendo do númerode átomos de espéies diferentes ser igual ou não. Este resultado sugere queas propriedades do estado fundamental do sistema exibem uma sensibilidadeinomum à diferença hetero-at�mia. Con�rmamos esta indiação através deanálises quântias usando diferentes métodos, tais omo o gap de energia,�delidade, emaranhamento e o omportamento das soluções das equações doansatz de Bethe para o estado fundamental.



Abstrat
We study an exatly solvable model for hetero-atomi-moleular Bose-Einstein ondensates. We start by revisiting the integrability of the modeltrhough the Yang-Baxter algebra. Using a lassial analysis we determinethe phase spae �xed points of the system. It is found that bifurations ofthe �xed points naturally separate the oupling parameter spae in di�erentregions. Remarkably, two distint senarios emerge, depending if the numberof atoms of di�erent speies is equal or not. This result suggests the ground-state properties of the model exhibit an unusual sensitivity on the atomiimbalane. We then on�rm this �nding by a quantum analysis using di�e-rent approahes, suh as the energy gap, the �delity, the entanglement andthe behaviour of the ground-state solutions of the Bethe ansatz equations.
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 3O fen�meno onheido omo Condensação de Bose-Einstein foi previstoteoriamente em 1924 por Albert Einstein [1, 2℄. Esta desoberta surpre-endente é uma onseqüênia da estatístia de Bose [3℄. Posteriormente, estefen�meno reeberia o nome de Condensados de Bose-Einstein em homenagema estes dois grandes ientistas do séulo passado. Desde a predição teóriaaté a realização experimental em 1995, foram preisos aproximadamente 70anos de estudo e aprimoramento das ténias utilizadas nos laboratórios. Aobtenção do ondensado de Bose-Einstein em gases at�mios diluídos abriua possibilidade de investigar o omportamento de uma nova lasse de sis-temas quântios. Subsequentemente, o fen�meno tem sido ada vez maisinvestigado, tanto do ponto de vista teório quanto experimental.Para entendermos omo e porque a ondensação de Bose-Einstein aon-tee preisamos, primeiramente, revisar a estatístia das diferentes partíulasquântias. As partíulas quântias são divididas em dois grandes onjuntos,batizados de bósons e férmions. Essa lassi�ação tem omo difereniação,entre os grupos de partíulas, a estatístia que as mesmas obedeem. Os fér-mions são os onstituintes básios da matéria, e podemos itar omo exemploos quarks, elétrons e neutrinos. São partíulas de spin semi-inteiro: 1/2, 3/2,5/2, e assim por diante. E omo araterístia de�nidora, obedeem ao prin-ípio de exlusão de Pauli, que basiamente delara que férmions não podemoupar os mesmos estados quântios. Os bósons por sua vez, são a antítesedeste omportamento. A eles é permitido possuírem os mesmos númerosquântios, em outras palavras, ouparem o mesmo estado quântio indepen-dentemente do número de bósons. Todos eles possuem spins inteiros: 1, 2,3 . . . . E omo exemplo de bósons temos os fótons, glúons e átomos omo o
87Rb.O fato dos bósons poderem oupar o mesmo estado quântio é a a-raterístia determinante na ompreensão do fen�meno da ondensação deBose-Einstein. Em temperatura ambiente, em torno de 300K, os átomosse omportam omo partíulas lássias e sua energia é muito elevada paraobservarmos fen�menos quântios. Nessas ondições os gases podem ser des-ritos pela estatístia de Boltzmann. Mas em temperaturas mais baixas, oomprimento de onde de de Broglie aumenta, seguindo a relação de propor-ionalidade inversa ao momentum da partíula λdB = ~/p. Quando atinge-seuma temperatura rítia T = Tc, o omprimento de onda de de Broglie éomparável à distânia média entre os átomos, os paotes de onda interfe-rem uns om os outros. A ondensação de Bose-Einstein oorre quando estesátomos oupam todos o estado fundamental e formam uma únia função deonda, onde é impossível distinguir ada um dos átomos.Desde a previsão de Bose e Einstein, diferentes ténias experimentais deresfriamento a baixíssimas temperaturas foram desenvolvidas, e em 1995 as



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 4primeiras realizações experimentais dos ondensados de Bose-Einstein (CBE)foram obtidas por Anderson, Bradley e Davies [4, 5, 6℄, usando vapores deátomos do grupo dos metais alalinos 87Rb, 7Li e 23Na. A ondensação deBose-Einstein foi obtida, basiamente, ombinando a ténia de resfriamentopor laser om a ténia de resfriamento evaporativo. A ténia de resfria-mento por laser funiona a partir do prinípio de transferênia de momentumlinear. Aparentemente utilizar luz para esfriar um gás paree ontra intui-tivo, mas se utilizado da maneira e on�guração adequada é possível obteruma grande redução de temperatura para um gás de bósons. Como sabido,os átomos do gás sofrem espalhamento somente de fótons om determinadosvalores de omprimento de onda. Sendo assim, utilizando engenhosamenteo efeito Doppler, podemos esolher uma frequênia, para o laser, levementedesloada para o �vermelho�. Com essa alteração, os átomos que se desloamno sentido ontrário ao feixe do laser sofrem uma força ontrária que freia oseu movimento. Criando um aparato onde os raios lasers possam onvergirde diferentes eixos em um únio ponto, onentramos neste ponto uma regiãoonde os átomos são resfriados [7℄.Mas o resfriamento por laser não é su�iente para atingir a temperatura edensidades neessárias para a obtenção do ondensado. Após o resfriamentopor laser os átomos são aprisionados por uma armadilha magnéto-ótia eusa-se a ténia de resfriamento evaporativo. Esse método é muito e�az emproporionar grandes taxas de resfriamento e onsiste em diminuir levementeo valor do potenial magnétio que aprisiona os átomos. Essa diminuição per-mite que os átomos mais energétios possam esapar do ondensado, levandoom eles grande quantidade de energia. É importante notar que a interaçãoentre átomos, mesmo sendo fraa para a obtenção do ondensado de Bose-Einstein, é muito importante, pois só através dela os átomos podem transferirenergia para o átomo que é ejetado para fora do ondensado diminuindo aenergia média dos átomos restantes. Ao mesmo tempo em que a temperaturaai a densidade também aumenta, pois, os átomos possuindo menos energiase onentram no mínimo do potenial magnétio da armadilha. Por �m ogás aaba atingindo a temperatura rítia em torno de 100 nK e densidaderítia de aproximadamente 5 × 1012 átomos por cm3 para a formação doondensado de Bose-Einstein [8℄.Desde sua realização experimental, diversos estudos e apliações paraondensados at�mios têm sido realizados. Entre eles, itamos em partiularo fen�meno do tunelamento Josephson e o auto-aprisionamento entre doisondensados [9, 10, 11℄. O fen�meno de tunelamento, previsto por B. D.Josephson [12℄ em 1962 e veri�ado pela primeira vez em [13℄, desreve otunelamento de elétrons entre dois superondutores separados por uma �naamada isolante. Para o aso dos ondensados de Bose-Einstein, ténias ex-



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 5perimentais permitem dividir um ondensado de forma a se obter um duplopoço potenial. A não linearidade da interação entre os átomos que tunelampela barreira de potenial determina os regimes dinâmios observados, e, de-pendendo das ondições iniiais do experimento, pode-se observar o fen�menode tunelamento ou auto-aprisionamento.A partir do resimento no domínio das ténias experimentais, foramtambém realizadas inúmeras tentativas de obtenção de moléulas ultra friasnos CBE. Esse objetivo enerra maiores di�uldades, pois, devido à onser-vação de momentum, a assoiação moleular não pode ser gerada por umasimples olisão de dois orpos, mas exige um proesso de olisão de trêsorpos, troa de fótons (fotoassoiação) ou transição adiabátia (magneto-assoiação). Em 2002, moléulas ultra frias foram produzidas em um CBEatravés da ressonânia de Feshbah, onde átomos se unem para formar umestado ligado moleular durante um urto intervalo de tempo e se separamformando novamente um estado não ligado. Apliando pulsos magnétiospróximos da ressonânia de Feshbah em um ondensado de 85Rb [14℄, umamistura oerente de átomos e moléulas diat�mias foi obtida no ondensado.Estes ondensados são hamados de ondensados de Bose-Einstein at�mio-moleulares (CBE-AM).Reentemente também foram produzidas moléulas hetero-at�mias dotipo 41K87Rb a partir de magnetoassoiação [15, 16℄. Estas moléulas hetero-at�mias têm atraído espeial interesse uma vez que seu momento de dipolopermanente permite sua manipulação a partir de ampos externos, possibi-litando maior ontrole na interação moleular. Tais ondensados tambémdespertam interesse pela sua possível apliação em diversos ampos, omona espetrosopia fotoassoiativa [18℄, em estudos de simetria fundamental[19℄ e até mesmo na omputação quântia[20℄.Do ponto de vista teório, existem diferentes ténias e modelos para ex-pliar os fen�menos envolvendo os ondensados de Bose-Einstein, omo asequações de Gross-Pitaevskii, a aproximação de ampo médio, entre outros.Uma ferramenta importante na evolução dos aspetos teórios dos onden-sados tem sido o desenvolvimento e a apliação de ténias matemátiaspotentes. O estudo destes fen�menos é extremamente difíil, já que muitasvezes não se pode apliar métodos aproximados, omo, por exemplo, a teoriade perturbações e a teoria de ampo médio, devido à existênia de grandes�utuações quântias. Assim, neste ontexto, a ténia das soluções exatas demodelos físios tem reentemente atraído muita atenção da omunidade. Oestudo de soluções exatas de modelos tem sua origem no trabalho de Betheno modelo de Heisenberg [21℄, em 1931. Posteriormente, este ampo ree-beu grandes ontribuições de Yang [22℄, Baxter [23℄, Faddeev e Takhtajam[24℄, entre outros, e tem prosperado muito. Trabalhos reentes em nanogrãos



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 6levaram a área de modelos exatamente solúveis para uma audiênia nova emuito maior, quando a solução exata do modelo BCS reduzido (Bardeen,Cooper e Shrie�er) foi obtida por Rihardson [25℄. Neste enário, modelosexatamente solúveis para ondensados de Bose-Einstein foram propostos ealguns asos partiulares foram investigados [26, 27, 28, 29, 30, 31℄.Dentre estes modelos partiulares investigados, itamos o modelo de doisondensados de Bose-Einstein aoplados por tunelamento Josephson, desritopelo hamiltoniano
H = U1N

2
1 + U2N

2
2 + U12N1N2 + µ1N1 + µ2N2 −

εj

2
(a†1a2 + a†2a1),onde a†i e ai são operadores de riação e aniquilação de átomos e Ni = a†iaisão operadores número de átomos em ada ondensado. Os parâmetros Ui(j)são as amplitudes de espalhamento de onda-S entre os átomos nos (entre os)respetivos ondensados, µi são os poteniais externos e εj a amplitude detunelamento de átomos entre um ondensado e outro. Este modelo exibegrande riqueza, desrevendo propriedades omo o tunelamento e o auto-aprisionamento, investigados em [32, 33℄. Este modelo exempli�a sistemasonde seu estudo, livre de aproximações, é realizado através do uso de soluçõesexatas obtidas pelo método do Ansatz de Bethe. Outro modelo que segue amesma sistemátia é dado por

H = UaN
2
a + UcN

2
c + UacNaNc + µaNa + µcNc − Ω(a†a†c+ c†aa),o qual desreve um ondensado de Bose-Einstein homo-at�mio moleular[34, 35℄. Aima, utiliza-se novamente a notação usual do espaço de Fok, onde

a† é o operador de riação de um átomo do tipo a e c† é o operador de riaçãodo estado moleular. Os parâmetros Ui desrevem ondas de espalhamentodo tipo S, µi's são os poteniais externos e Ω é a amplitude de interonversãode átomos em moléulas. Este hamiltoniano tem a interpretação natural deum ondensado at�mio-moleular formado por dois átomos que podem seligar e formar uma moléula diat�mia.Nesta tese, vamos nos onentrar no modelo exatamente solúvel que des-reve a interonversão de átomos e moléulas num CBE hetero-at�mio mo-leular, que orresponde a uma generalização do aso aima, em que doisátomos diferentes, a e b, podem se ombinar e produzir uma moléula c. Estemodelo hetero-at�mio moleular apresenta vantagens ténias sobre outrostipos de modelos de ondensados at�mio-moleulares exatamente pelo fatode possuir diferentes tipos de átomos em sua onstituição e a possível forma-ção de moléulas no mesmo. Estes dímeros podem apresentar momentum dedipolo, o que possibilita um forma de rastreamento e manipulação bastantevaliosa do ponto de vista experimental.



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 7O objetivo é fazer um estudo ompleto e detalhado deste modelo, desdea sua solução exata via ansatz de Bethe, a disussão das dinâmias lássiae quântia, o mapeamento do modelo em um problema de equação de Shrö-dinger om um potenial efetivo até a investigação das transições de fasequântias. A tese está organizada da seguinte forma: no apítulo 2, estu-damos a integrabilidade e a solução exata do hamiltoniano que desreve oondensado hetero-at�mio moleular, inluindo o limite sem espalhamento.No apítulo 3, fazemos uma análise lássia do modelo em diferentes limitesfrente às diferenças hetero-at�mias. No apítulo 4, utilizamos métodos demapeamento espetral na equação de Shrödinger e realizamos a dinâmiaquântia. No apítulo 5, fazemos uma análise das transições de fase quânti-as deste modelo utilizando os oneitos de gap, �delidade, emaranhamento,omportamento das raízes das equações do ansatz de Bethe e o número médiomoleular do ondensado. Por �m, no apítulo 6, apresentamos as onlusõese perspetivas para o trabalho. Os resultados obtidos nos apítulos 3, 4 e 5são originais e onstituem a ontribuição do autor para a área.
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CAPÍTULO 2. MODELO 92.1 HamiltonianoNeste trabalho iremos estudar o modelo geral para o hamiltoniano que des-reve um ondensado de Bose-Einstein hetero-at�mio moleular, ou seja, umsistema onstituído por duas espéies distintas de átomos, batizados omoátomos do tipo a e átomos do tipo b, que podem, um de ada espéie, seombinar para formar uma moléula, hamada moléula c. O hamiltonianomais geral que desreve este modelo é dado por [36℄
H = UaaN

2
a + UbbN

2
b + UccN

2
c + UabNaNb + UacNaNc + UbcNbNc

+ µaNa + µbNb + µcNc + Ω(a†b†c+ c†ba). (2.1)Os operadores an�nios de riação e aniquilação {a, b, c, a†, b†, c†} obede-em às relações usuais de omutação
[a, a†] = 1, [a, a] = [a†, a†] = 0, [Na, a] = −a, [Na, a

†] = a†. (2.2)Os parâmetros Uij são as amplitudes de espalhamento de onda-S que quanti-�am as interações interat�mias, intermoleulares e também do tipo átomo-moléula; µi são os potenias externos e Ω é a amplitude de interonversão deátomos e moléulas. Este hamiltoniano age no espaço de Fok, que é geradopelos vetores
|na, nb, nc〉 =

(a†)na(b†)nb(c†)nc

√
nanbnc

|0, 0, 0〉 (2.3)onde |0, 0, 0〉 é o váuo no espaço de Fok. Temos então
Na|na;nb;nc〉 = na|na;nb;nc〉,onde Na = a†a, Nb = b†b e Nc = c†c, são os operadores número de áto-mos do tipo a, átomos do tipo b e moléulas c, respetivamente. Comoo hamiltoniano (2.1) não depende expliitamente do tempo e omuta om

J = Na − Nb e om o número total de átomos N = Na + Nb + 2Nc, osautovalores desses operadores também são grandezas onservadas. O opera-dor J é hamado de diferença hetero-at�mia e a partir dele podemos de�nir
k ≡ J/N , k ∈ [−1, 1], hamado de diferença hetero-at�mia normalizada.Este hamiltoniano pertene a uma lasse espeial, dos hamados modelosintegráveis, o que signi�a que podemos resolvê-lo analitiamente. Por estemotivo, na próxima seção, faremos uma revisão [36℄ sobre a integrabilidadedeste modelo e mostraremos omo podemos obter este hamiltoniano e suasolução exata através de álgebras espeí�as.



CAPÍTULO 2. MODELO 102.2 IntegrabilidadeFundamentalmente, a integrabilidade foi um oneito desenvolvido para apli-ação e estudo de sistemas lássios. O Hamiltoniano de um sistema lássio�nito é dito integrável quando possui um onjunto de integrais de movimentoigual à metade da dimensão do espaço de fases [37℄. Estas integrais de mo-vimento (inluindo o hamiltoniano) devem ser independentes e omutativasem relação ao olhete de Poisson
[Ij, Ik] ≡

∑

l

(

∂Ij
∂ql

∂Ik
∂pl

− ∂Ij
∂pl

∂Ik
∂ql

)

= 0,onde ql e pl são as variáveis an�nias. Cientes da de�nição de integrabilidade,podemos estendê-la para apliação na meânia quântia, embora a extensãodo oneito de integrabilidade lássia para integrabilidade quântia não sejatrivial e apresente alguns problemas. Maiores detalhes estão disutidos em[38℄. Esta extensão é feita através da obtenção de um onjunto de operadoresquântios {t(u)}, onde u ∈ C é o hamado parâmetro espetral. Este onjuntode operados age sobre o espaço vetorial que representa o espaço de Hilbertdos estados quântios, devendo obedeer à relação de omutação
[t(u), t(v)] = 0, ∀ u, v ∈ C. (2.4)A partir da relação aima, podemos pereber que os operadores {t(u)} podemser diagonalizados independentemente da esolha de u, o que signi�a queseus autovetores também serão independentes do parâmetro espetral. Estaaraterístia é de fundamental importânia para a utilização do métodoalgébrio do ansatz de Bethe. Outra araterístia muito importante podeser observada se expressarmos os operadores através de uma expansão emsérie

t(u) =
∞
∑

i=0

χiu
i,e obedeendo a relação (2.4), t(u) deve omutar om as suas derivadas dequalquer ordem, impliando que

[χi, χj] = 0.Podemos, desta forma, garantir a integrabilidade do sistema quando expres-samos o hamiltoniano através dos operadores {χi}. Sendo assim, automatia-mente estes operadores omutarão om o hamiltoniano onstituindo, ada umdeles, uma quantidade onservada. O requisito �nal é satisfeito quando estasquantidades onservadas onstituem tantas integrais de movimento quanto



CAPÍTULO 2. MODELO 11o número de graus de liberdade do sistema, quali�ando este hamiltonianoomo integrável.A erti�ação do sistema omo sendo um modelo integrável possibilitaa utilização do método de espalhamento quântio inverso [39, 40℄. A teoriade sistemas quântios exatamente solúveis é fundamentada na onstrução deuma álgebra τR, hamada álgebra de Yang-Baxter. Esta álgebra é onstituídapor operadores T i
j , sendo i, j ∈ {1 . . . d}. Estes operadores são representadospor matrizes T (u), do tipo d× d, hamadas de matrizes de monodromia. Osoperadores da álgebra τR devem obedeer à seguinte relação

d
∑

j,l=1

Rik
jl (u− v)T j

p (u)T l
q(v) =

d
∑

j,l=1

T k
j (v)T i

l (u)R
lj
pq(u− v), (2.5)onde os elementos Rik

jl são as onstantes de estrutura da álgebra representadospor uma matriz d2×d2, hamada matriz-R. Reesrevendo na forma matriialtemos
R12(u− v)T1(u)T2(v) = T2(v)T1(u)R12(u− v). (2.6)A assoiatividade da álgebra implia que as onstantes de estrutura Rik

jl de-vem obedeer à relação
R12(u− v)R13(u− w)R23(v − w) = R23(v − w)R13(u− w)R12(u− v) (2.7)onheida omo equação de Yang-Baxter. A equação (2.7) também está pre-sente em muitos outros ramos da físia e matemátia, omo a meânia es-tatístia bidimensional lássia [23℄, teoria de nós [41, 42℄, teoria de espalha-mento [43℄, matéria ondensada [44℄, físia at�mia e moleular [45℄, teoriade ordas [46℄, entre outros.Um ponto ruial no desenvolvimento do método está entrado na pro-priedade do traço t(u) da matriz de monodromia T (u)

t(u) =
d
∑

i=1

T i
i (u), (2.8)obtido através da relação fundamental (2.5), em riar um onjunto ompletode operadores que omutam. Tais operadores podem ser usados omo repre-sentações das integrais de movimento do modelo quântio, garantindo suaintegrabilidade.Para ontinuarmos o desenvolvimento do método devemos enontrar asformas matriiais que satisfaçam a álgebra de Yang-Baxter. Seguindo o tra-balho [30℄, primeiro passo para esta tarefa é esolher a matriz R. Vamos



CAPÍTULO 2. MODELO 12utilizar a seguinte matriz
R(u) =









1 0 0 0
0 b(u) c(u) 0
0 c(u) b(u) 0
0 0 0 1









. (2.9)Na matriz (2.9), os elementos b(u) = u/(u + η) e c(u) = η/(u + η) sãofunções do parâmetro espetral u, e η é um parâmetro omplexo arbitrário.Essa matriz satisfaz a álgebra de Yang-Baxter (2.7) e é invariante frente aogrupo gl(2), ou seja
[R(u), g ⊗ g] = 0, (2.10)onde g é qualquer matriz 2× 2. Devido a representação (2.9), as matrizes demonodromia T (u) são dadas por matrizes 2 × 2

T (u) =

(

A(u) B(u)
C(u) D(u)

)

, (2.11)e o operador t(u) toma a seguinte forma
t(u) = A(u) +D(u). (2.12)Pode-se mostrar usando a equação (2.6) que [t(u), t(v)] = 0, ou seja, omodelo é integrável. Estabeleida a forma matriial para as matrizes R e T ,através da relação da álgebra de Yang-Baxter (2.7), podemos obter algumasrelações de omutação entre os elementos da matriz de monodromia T (u)

[A(u), A(v)] = [D(u), D(v)] = 0,

[B(u), B(v)] = [C(u), C(v)] = 0,

A(u)C(u) =
u− v + η

u− v
C(v)A(u) − η

u− v
C(v)A(u),

D(u)C(u) =
u− v − η

u− v
C(v)D(u) +

η

u− v
C(v)D(u). (2.13)Devemos lembrar que o hamiltoniano do sistema integrável será reesrito emfunção das integrais de movimento representadas pelo operador t(u). Destaforma, para resolvermos o sistema integrável devemos enontrar os autova-lores e autoestados deste operador, isto é, devemos resolver o problema deautovalores t(u)|~v〉 = Λ|~v〉. Para isso, é fundamental a esolha de um estadode pseudo-váuo adequado para a utilização do método algébrio do ansatzde Bethe. Este estado de pseudo-váuo |0〉 deve ter as seguintes propriedades

A(u)|0〉 = a(u)|0〉,
B(u)|0〉 = 0,

C(u)|0〉 6= 0,

D(u)|0〉 = d(u)|0〉, (2.14)



CAPÍTULO 2. MODELO 13onde a(u) e d(u) são funções esalares.Assumimos a priori a existênia do estado de pseudo-váuo e, apliandoo operador C(u) e utilizando as propriedades (2.14), esolhemos o hamadoestado de Bethe, representado pelo vetor
|~v〉 ≡ |v1, . . . , vM〉 =

M
∏

i=1

C(vi)|0〉, (2.15)onde a ordem de apliação dos operadores C(u) sobre o pseudo-váuo não éimportante, pois [C(u), C(v)] = 0.Utilizando as relações de omutação (2.13) onseguimos alular a açãodo operador t(u) no vetor |~v〉, obtendo
t(u)|~v〉 = Λ(u,~v)|~v〉

−
(

M
∑

i

ηa(vi)

u− vi

M
∏

j 6=i

vi − vj + η

vi − vj

)

C(u)|~v1〉

+

(

M
∑

i

ηd(vi)

u− vi

M
∏

j 6=i

vi − vj − η

vi − vj

)

C(u)|~v1〉 (2.16)onde
Λ(u,~v) = a(u)

M
∏

i=1

u− vi + η

u− vi

+ d(u)
M
∏

i=1

u− vi − η

u− vi

. (2.17)Podemos notar que Λ(u,~v) na fórmula (2.16) onstitui o autovalor e |~v〉o autovetor do operador t(u), somente se os demais termos presentes nafórmula forem nulos. Tais termos se anularão se as seguintes equações foremsatisfeitas
a(vi)

d(vi)
=

M
∏

j 6=i

vi − vj − η

vi − vj + η
, i = 1, . . . ,M, (2.18)e essas equações são onheidas omo equações do ansatz de Bethe. Valeressaltar que na derivação das equações do ansatz de Bethe é um requisitoimportante que vi 6= vj ∀ i, j. Se este requisito não é obedeido as equaçõesdo ansatz de Bethe podem levar a ontradições e inoerênias nos álulosresultando em uma função de onda nula, omo demonstrado em [47℄. Asequações do ansatz de Bethe possibilitam a transformação do problema emuma questão puramente algébria, odi�ando toda a informação presente nohamiltoniano que desreve o sistema integrável em um onjunto de equações.Enontrar o onjunto de raízes {vi} que satisfaçam as equações (2.18) signi-�a obter a forma para as autoenergias e os autovetores do modelo quântioexatamente solúvel.



CAPÍTULO 2. MODELO 14O último e não menos importante passo na resolução do modelo inte-grável reside em enontrar uma forma de representação para o geradores daálgebra τR. No método algébrio do ansatz de Bethe, esta representação atuano espaço vetorial V , o espaço de estados físios, sendo denotados por π ehamadas operadores-L ou operadores-Lax
L(u) = π(T (u)) =

(

π(A(u)) π(B(u))
π(C(u)) π(D(u)).

)

, (2.19)om a qual podemos esrever o operador t(u) omo
t(u) = π(trT (u)) = π(A(u) +D(u)) = trL(u). (2.20)Iremos hamar a representação do operador t(u) de matriz de tranferênia.Uma importante propriedade da álgebra de Yang-Baxter se deve ao fatoda mesma possuir uma estrutura de o-multipliação, que nos permite ons-truir um produto tensorial de representações. Possuindo duas representa-ções distintas LU e LW , ada uma delas obedeendo à álgebra de Yang-Baxter (2.6), gerando L = LULW , poderemos veri�ar então que L tambémobedeerá à relação (2.6). Além disso, se L(u) é um operador-Lax, pode-se mostrar que L(u + α), para qualquer α, também será um operador-Lax[30℄. Utilizando todas estas araterístias, esolhemos duas realizações paraos operadores-Lax. Primeiramente a realização em termos dos operadoresbos�nios c e c† que obedeem à relação de omutação [c, c†] = 1, sendo [48℄

Lc(u) =

(

(1 + ηu)I + η2Nc ηc
ηc† I

)

, (2.21)onde Nc = c†c. Outra realização importante para o modelo é em termos dasimetria su(1, 1) dos geradores Kz e K± [51, 52℄
LK(u) =

1

u

(

uI + ηKz ηK−

−ηK+ uI − ηKz

)

, (2.22)que obedeem às relações de omutação
[Kz, K±] = ±K±, [K+, K−] = −2Kz. (2.23)A partir das realizações Lc(u) e LK(u), e utilizando a propriedade deo-multipliação da álgebra de Yang-Baxter, onstruiremos o operador-Laxpara a representação do hamiltoniano (2.1). Ele é obtido através da seguinterelação

L(u) = ugLc(u− η−1 + ω)LK(u), (2.24)



CAPÍTULO 2. MODELO 15onde g = diag(−1, 1), e ω(x) é um polin�mio arbitrário em função de x.Para ompletarmos a representação do hamiltoniano (2.1), preisamosdesrevê-lo em função das suas integrais de movimento. A integrabilidade domodelo é garantida quando essas integrais de movimento são representadaspela matriz de transferênia. Sendo assim, para onsolidarmos esta etapa dométodo adotaremos a seguinte realização disreta da álgebra su(1, 1)

K+ = a†b†, K− = ab, Kz =
Na +Nb + 1

2
, (2.25)onde os operadores {a, a†} e {b, b†} são os operadores de riação e aniquila-ção de átomos do tipo a e b, respetivamente. Adotando esta realização daálgebra, a matriz de transferênia resulta na seguinte forma

t(u) = −ηu2 − η3Nc(Na/2 +Nb/2 + 1/2) − η2Kzω(N/2 + 1/2)

+u(2 − η2(N/2 + 1/2) − ηω(N/2 + 1/2))

+η2(a†b†c+ abc†). (2.26)Estabeleemos agora a relação entre a matriz de transferênia t(u) e o ha-miltoniano (2.1)
H = σ + δ(N/2 + 1/2) + χ(N/2 + 1/2)2 + ρJ + νJ

2

+ξJ(N/2 + 1/2) + η−2Ωt(0), (2.27)onde o operador J ≡ Na −Nb tem omo observáveis o valor J da diferençahetero-at�mia. Para o polin�mio ω(x) esolhemos a forma
ω(N/2 + 1/2) = ζ(N/2 + 1/2) + γJ + τ, (2.28)e as onstantes de aoplamento são vinuladas aos parâmetros do hamiltoni-ano (2.1) através das seguintes relações

η =
Uaa + Ubb + Ucc + Uab − Uac − Ubc

Ω

ζ =
Ucc − Uaa − Ubb − Uab

Ω

τ =
2Uaa + 2Ubb + 2Uab − Uac − Ubc + 2µc − 2µa − 2µb

2Ω

γ =
2Ubb − 2Uaa + Uac − Ubc

2Ω
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σ =

Uaa + Ubb + Uab − 2µa − 2µb

4

δ =
2µc − Uac − Ubc

2
χ = Ucc

ρ =
Ubb − Uaa + µa − µb

2
(2.29)

ν =
Uaa + Ubb − Uab

4

ξ =
Uac − Ubc

2
.Como podemos notar, onseguimos demonstrar a integrabilidade do ha-miltoniano (2.1) utilizando a matriz de transferênia t(u) para desrevê-lo.Os outros elementos presentes em (2.27), além da matriz de transferênia,são dependentes de onstantes do modelo, omo o número total de átomos

N e a diferença hetero-at�mia J . Dessa maneira, estamos aptos a resolver omodelo utilizando as equações do ansatz de Bethe algébrio. Para enontrar-mos a forma espeí�a das equações do ansatz de Bethe basta apliarmos osoperadores A(u) e D(u) no estado de pseudo-váuo, representado pelo vetor
|0〉 ≡ |0〉a|0〉b|0〉c = |0, 0, 0〉, que foi esolhido omo o produto tensorial dosespaços de Fok, pois ele é aniquilado pelo operador B(u), de onde obtemosos seguintes autovalores

a(u) = (u+ η(J/2 + 1/2))(1 − ηu− η(ζ(N/2 + 1/2) + γJ + τ))

d(u) = u− η(J/2 + 1/2). (2.30)Utilizando as relações (2.30) juntamente om a equação (2.17), enontramosas autoenergias do hamiltoniano (2.1) [36℄
E(~v) = σ + δ(N/2 + 1/2) + χ(N/2 + 1/2)2 + ρJ + νJ2

+ξJ(N/2 + 1/2) − η−1Ω(J/2 + 1/2)

(N−J)/2
∏

i=1

vi + η

vi

(2.31)
+η−1Ω(J/2 + 1/2)(1 − η(ζ(N/2 + 1/2) + γJ + τ))

(N−J)/2
∏

i=1

vi − η

vi

.Da mesma forma utilizamos a relação (2.18) para enontrarmos as equações
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[1−η(vi +ζ(N/2+1/2)+γJ+τ)]

[

vi + η(J/2 + 1/2)

vi − η(J/2 + 1/2)

]

=

(N−J)/2
∏

j 6=i

vi − vj − η

vi − vj + η
.(2.32)Agora que obtivemos as equações (2.32), podemos resolver o hamiltoni-ano (2.1) simplesmente enontrando as raízes {vi} e, dessa maneira, reons-truindo as autoenergias e os autovetores. Como menionado anteriormente,o hamiltoniano (2.1) representa a forma mais geral para as interações em umondensado de Bose-Einstein hetero-at�mio moleular, mas muito de suafísia pode ser emulada no limite sem espalhamento

H = µNc + Ω(a†b†c+ c†ba), (2.33)onde apliamos Uij = 0, µa = µb = 0 e µc = µ. Para o aso em que todosos parâmetros Uij são nulos, o hamiltoniano em questão modela a geraçãode harm�nios de segunda ordem em óptia quântia [49, 50℄. Anular osparâmetros do modelo, om exeção de µc, signi�a que as relações (2.29)assumirão os seguintes valores
η → 0 δ → µ
ζ → 0 χ→ 0
τ → µ/Ω ρ→ 0
γ → 0 ν → 0
σ → 0 ξ → 0Veri�a-se prontamente que apenas dois parâmetros não se anulam, mas entreos parâmetros nulos enontra-se η, do qual o valor do produtório nas equaçõesdo ansatz de Bethe (2.32) é dependente. Por este motivo devemos realizaruma expansão de η para valores muito pequenos. Podemos reesrever adatermo do produtório (2.32) da seguinte forma

vi − vj − η

vi − vj + η
=

1 + η/(vj − vi)

1 − η/(vj − vi)
, (2.34)e apliando-se a expansão para valores muito pequenos de η,

lim
η→0

1

1 − η/(vj − vi)
= 1 +

η

vj − vi

+

(

η

vj − vi

)2

+

(

η

vj − vi

)3

+ · · · .obtemos
lim
η→0

vi − vj − η

vi − vj + η
=

(

1 +
η

vj − vi

)

(

1 +
η

vj − vi

+

(

η

vj − vi

)2

+ · · ·
)

= 1 +
2η

vj − vi

+
2η2

(vj − vi)2
+

2η3

(vj − vi)3
+ · · · (2.35)



CAPÍTULO 2. MODELO 18Substituindo-se essa relação no produtório (2.32) teremos
lim
η→0

(N−J)/2
∏

j 6=i

vi − vj − η

vi − vj + η
=

(

1 +
2η

v1 − vi

+ . . .

)(

1 +
2η

v2 − vi

+ . . .

)

. . .

= 1 +
2η

v1 − vi

+
2η

v2 − vi

+
2η

v3 − vi

+ . . .

= 1 +

(N−J)/2
∑

j 6=i

2η

vj − vi

+ · · · , (2.36)onde foram desprezados termos de ordem igual ou maior que η2. Realizamos omesmo proedimento para o lado esquerdo da equação (2.32), reesrevendo-ada seguinte forma
lim
η→0

[1 − η(vi + ζ(N/2 + 1/2) + γJ + τ)] =
(

1 − ηvi −
ηµ

Ω

) (2.37)
lim
η→0

(

vi + ηκ

vi − ηκ

)

=
1 + ηκ/vi

1 − ηκ/vi

(2.38)
=

(

1 +
ηκ

vi

)

(

1 +
ηκ

vi

+

(

ηκ

vi

)2

+

(

ηκ

vi

)3

+ · · ·
)

= 1 +
2ηκ

vi

+ 2

(

ηκ

vi

)2

+ 2

(

ηκ

vi

)3

+ 2

(

ηκ

vi

)4

+ · · ·onde κ = (J/2+1/2). Podemos agora igualar os dois lados da equação (2.32),onsiderando novamente somente a expansão até a primeira ordem em η

(

1 − ηvi −
ηµ

Ω

)

(

1 +
η

vi

(J + 1)

)

= 1 +

(N−J)/2
∑

j 6=i

2η

vj − vi

1 +
η

vi

(J + 1) − ηvi −
ηµ

Ω
= 1 +

(N−J)/2
∑

j 6=i

2η

vj − vi

(J + 1)

vi

− vi −
µ

Ω
=

(N−J)/2
∑

j 6=i

2

vj − vi

. (2.39)A equação enontrada aima, para o limite η → 0, é a equação do ansatzde Bethe na forma de somatório para o hamiltoniano simpli�ado (2.33),que possui várias araterístias físias relevantes de interesse para a nossaanálise.



CAPÍTULO 2. MODELO 19Podemos utilizar o mesmo proesso para enontrar a forma das autoener-gias para o hamiltoniano (2.33). Os produtórios presentes em (2.31) podemser esritos omo
lim
η→0

(N−J)/2
∏

i=1

vi ± η

vi

=

(

1 ± η

v1

)(

1 ± η

v2

)(

1 ± η

v3

)

. . .

= 1 ± η

v1

± η

v2

± η

v3

± η

v4

. . .

= 1 ±
(N−J)/2
∑

i=1

η

vi

, (2.40)onde novamente foram mantidos apenas os termos até a primeira ordem em
η. Reesrevemos agora a autoenergia (2.31) om os limites do produtóriopara η → 0, e as novas relações para os parâmetros não nulos
E(~v) =

Ω

2η
(J + 1)





(

1 − ηµ

Ω

)



1 −
(N−J)/2
∑

i=1

η

vi



−



1 +

(N−J)/2
∑

i=1

η

vi









+
µ

2
(N + 1)

=
Ω

2η
(J + 1)





(ηµ

Ω
− 2
)

(N−J)/2
∑

i=1

η

vi

− ηµ

Ω



+
µc

2
(N + 1)

=
µ

2
(N + 1) − µ

2
(J + 1) + (J + 1)

(ηµ

2
− Ω

)

(N−J)/2
∑

i=1

1

vi

=
µ

2
(N − J) − Ω(J + 1)

(N−J)/2
∑

i=1

1

vi

, (2.41)onde anula-se o termo dependente de η. Embora aabemos de enontrara forma da autoenergia para o hamiltoniano (2.33), podemos esrevê-la deuma maneira muito mais ompata utilizando uma propriedade da equação(2.39). Para demonstrarmos esta propriedade realizaremos uma soma detodas as raízes {vi} sobre a mesma. Naturalmente obtemos
(N−J)/2
∑

i=1

(J + 1)

vi

−
(N−J)/2
∑

i=1

vi −
µ

2Ω
(N − J) =

(N−J)/2
∑

i=1

(N−J)/2
∑

j 6=i

2

vj − vi

. (2.42)Podemos demostrar que o lado direito da igualdade tem valor nulo devido à



CAPÍTULO 2. MODELO 20simetria de sua omposição
(N−J)/2
∑

i=1

(N−J)/2
∑

j 6=i

2

vj − vi

= 0 +
2

v2 − v1

+
2

v3 − v1

+
2

v4 − v1

+ . . .

2

v1 − v2

+ 0 +
2

v3 − v2

+
2

v4 − v2

+ . . .

2

v1 − v3

+
2

v2 − v3

+ 0 +
2

v4 − v3

+ . . .

2

v1 − v4

+
2

v2 − v4

+
2

v3 − v4

+ 0 + . . .... ... ... ... . . .
= 0Rearranjando os termos de (2.42) e multipliando-os por Ω, obtemos

µ

2
(N − J) − Ω(J + 1)

(N−J)/2
∑

i=1

1

vi

= −Ω

(N−J)/2
∑

i=1

vi. (2.43)Veri�a-se que o lado esquerdo da equação orresponde à forma da autoener-gia (2.41), o que signi�a que ela pode ser esrita omo
E(~v) = −Ω

(N−J)/2
∑

i=1

vi. (2.44)Desta forma, onseguimos demonstrar a integrabilidade do hamiltoniano(2.1) e ainda obtivemos as formas de somatório para a autoenergia e as EABdo hamiltoniano simpli�ado (2.33), o qual será novamente estudado nosapítulos 4 e 5 deste trabalho.
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CAPÍTULO 3. ANÁLISE CLÁSSICA 22Neste apítulo, vamos fazer uma análise lássia do modelo (2.1) paraondensados de Bose-Einstein hetero-at�mios moleulares. Em partiular,estudaremos os pontos �xos do hamiltoniano e suas respetivas urvas denível. Consideremos agora Nj, φj, j = a, b, c omo sendo variáveis quântiassatisfazendo as seguintes relações an�nias
[φj, φk] = [Nj, Nk] = 0, [Nj, φk] = iδjkI.Realizamos então umamudança de variáveis a partir dos operadores {j, j†|j =

a, b, c} para uma representação número-fase utilizando
j = exp(iφj)

√

Nj j = a, b, cde tal forma que as relações de omutação an�nias mantenham-se preser-vadas. Fazemos agora uma outra troa de variáveis
z =

1

N
(Na +Nb − 2Nc)

φ =
N

4
(φa + φb − φc)sendo que z e φ são variáveis anoniamente onjugadas; i.e.

[z, φ] = iI.No limite lássio onde N é grande, mas ainda �nito, podemos onsiderar ohamiltoniano (reesalonado)
H = λz2+2(α−λ)z+λ−2α+β+

√

2(1 − z)(z + c+)(z + c−) cos

(

4φ

N

) (3.1)om
λ =

√
2N

Ω

(Uaa

4
+
Ubb

4
+
Ucc

4
+
Uab

4
− Uac

4
− Ubc

4

)

α =

√
2N

Ω

(1 + k

2
Uaa +

1 − k

2
Ubb +

1

2
Uab −

1 + k

4
Uac −

1 − k

4
Ubc

+
1

2N
(µa + µb − µc)

)

β =

√
2N

Ω

(

(1 + k)2Uaa + (1 − k)2Ubb + (1 − k2)Uab +
2

N
((1 + k)µa

+(1 − k)µb)
)



CAPÍTULO 3. ANÁLISE CLÁSSICA 23sendo c± = 1 ± 2k. Como N e k são onservados, os tratamos omo ons-tantes. Um proedimento semelhante a este foi adotado em [32, 34℄ para osmodelos de ondensados aoplados por tunelamento Josephson e o modelohomo-at�mio moleular.Nós agora onsideramos (3.1) omo um hamiltoniano lássio e investiga-mos os pontos �xos do sistema. O primeiro passo é derivar as equações demovimento a partir do hamiltoniano
dz

dt
=
∂H

∂φ
= − 4

N

√

2(1 − z)(z + c+)(z + c−) sin

(

4φ

N

)

−dφ
dt

=
∂H

∂z
= 2λz + 2α− 2λ

+
(1 − z)(2z + 2) − (z + c+)(z + c−)

√

2(1 − z)(z + c+)(z + c−)
cos

(

4φ

N

)

.Os pontos �xos do sistema são determinados pela ondição
∂H

∂φ
=
∂H

∂z
= 0. (3.2)Devido à periodiidade das soluções, restringimos nossa análise ao intervalo

φ ∈ [0, Nπ/2). É neessário tratar os asos k = 0 e k 6= 0 separadamente.Como mostramos a seguir, e sem perda de generalidade, vamos supor k ≥ 0.3.1 Caso I: k6=0Para simpli�ar a notação, vamos de�nir as funções
f(z) = λz + α− λ (3.3)
g(z) =

(z − 1)(2z + 2) + (z + c+)(z + c−)

2
√

2(1 − z)(z + c+)(z + c−)
. (3.4)Note que o domínio de g(z) é z ∈ [2k−1, 1], e g(z) é divergente em z = 2k−1e z = 1. Para k 6= 0, nós temos a seguinte lassi�ação para as soluções de(3.2).

• φ = 0, e z é uma solução de
f(z) = g(z) (3.5)que pode admitir uma, duas ou três soluções.
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• φ = Nπ/4, e z é uma solução de

f(z) = −g(z) (3.6)que pode admitir uma, duas ou três soluções.Uma representação grá�a dos tipos possíveis de solução para φ = 0 édada na Fig. 3.1. Das equações (3.5,3.6) nós podemos determinar pontos debifuração para ertas esolhas dos valores dos parâmetros de aoplamento.Estas bifurações nos permitem dividir o espaço de parâmetros em diferen-tes regiões. Para onstruir tal diagrama, observamos que tais bifuraçõesoorrem quando f é tangente à ±g; i.e. para valores de λ, α tal que
λ = ±dg

dz







z0

(3.7)
f(z0) = ±g(z0). (3.8)para algum z0. Estas ondições determinam as regiões no espaço de parâme-tros, representado na Fig. 3.2.
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Figura 3.1: No grá�o da esquerda, a solução de (3.5) om k = 0, 8. De-pendendo dos valores de λ e α, haverá uma, duas ou até três soluções. Nadireita, o grá�o da solução de (3.10) om k = 0. Dependendo dos valoresde λ e α, pode haver uma, duas ou nenhuma solução.



CAPÍTULO 3. ANÁLISE CLÁSSICA 253.2 Caso II: k=0Consideremos agora o aso k = 0 para o qual a função g(z) possui propri-edades bem diferentes do aso anterior. Coloando c+ = c− = 1 em (3.4),notamos que g(z) reduz a
g(z) =

3z − 1

2
√

2(1 − z)
(3.9)Aqui nós observamos que g(z) é divergente em z = 1, mas �nito em z = −1.Esta propriedade afeta os tipos de soluções para (3.2). Espei�amente, nóstemos a seguinte lassi�ação das soluções para k = 0

• φ = 0, e z é uma solução de
f(z) = g(z) (3.10)a qual pode ter nenhuma, uma ou duas soluções.

• φ = Nπ/4, e z é uma solução de
f(z) = −g(z) (3.11)a qual pode ter nenhuma, uma ou duas soluções.

• z = −1 e φ é solução de
cos

(

4φ

N

)

= −2λ+ α (3.12)a qual pode ter nenhuma, uma ou duas soluções.Um grá�o representando os possíveis tipos de soluções para φ = 0 édado na Fig. 3.1. Neste aso pelo fato de g(−1) ser �nito, pode haver tantonenhuma, uma ou duas soluções. Como no aso k 6= 0, podemos determinaras regiões limítrofes do espaço de parâmetros através das equações (3.7,3.8).Além disso, por ausa da existênia de soluções da forma dada por (3.12)para k = 0, que não possui análoga para k 6= 0, temos o surgimento de novasregiões, ujos limites são dados pelas ondições λ = (α±1)/2, para qualquervalor de α. Os limites das regiões no espaço de parâmetros são representadosna Fig. 3.3.Para ajudar a visualizar a dinâmia lássia, é possível gra�ar as urvasde nível do hamiltoniano (3.1). Como os pontos �xos de bifuração mudama topologia das urvas de nível, diferenças qualitativas podem ser observadas
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Figura 3.2: Diagrama do espaço de parâmetros mostrando os diferentes tiposde soluções para a equação (3.2), para k = 0, 002; 0, 02; 0, 2. Em ada aso odiagrama é dividido em regiões A (uma solução para z quando φ = 0 e umasolução quando φ = Nπ/4), B (três soluções para z quando φ = 0 e umasolução quando φ = Nπ/4) e C (uma solução para z quando φ = 0 e trêssoluções quando φ = Nπ/4). A fronteira separando as regiões é dada pelassoluções das equações (3.7, 3.8).entre ada uma das regiões. Os resultados são mostrados na Fig. 3.4 para
k = 0.2 e Fig. 3.5 para k = 0, respetivamente, onde mostramos o intervalo
4φ/N ∈ [−2π, 2π] para uma melhor visualização das �guras. Daqui em di-ante, deteremos nossa atenção no aso onde λ = 0. Desta forma o modelopossui um únio parâmetro efetivo de aoplamento, α. Nas Figs. 3.2, 3.3,pode se ver que neste subespaço não existem bifurações quando a diferençahetero-at�mia é não-nula (k 6= 0), om bifurações oorrendo em α = ±1quando a diferença hetero-at�mia é zero (k = 0). Para o aso onde a dife-rença hetero-at�mia é não-nula, o mínimo global do hamiltoniano lássio(3.1) oorre quando φ = Nπ/4 e z é solução únia de (3.6). Em partiular,para a solução z ∈ [2k − 1, 1], dz/dα é uma função ontínua de α. Quandoa diferença hetero-at�mia é zero e α > 1, o mínimo global do hamiltonianolássio (3.1) sempre oorre na fronteira do espaço de parâmetro om z = −1,
φ arbitrário. Em α = 1 oorre uma bifuração, e para α um pouo menorque 1, surgem dois pontos de sela para z = −1 om φ dado pela solução de
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Figura 3.3: Diagrama do espaço de parâmetros mostrando os diferentes tiposde soluções para a equação (3.2), para k = 0. Na região I, não há soluçãopara z quando φ = 0, e uma solução para z quando φ = Nπ/4. Na regiãoII, há duas soluções para z quando φ = 0, e uma solução para z quando
φ = Nπ/4. Na região III, existe uma solução para z quando φ = 0, umasolução para z quando φ = Nπ/4, e duas soluções para φ quando z = −1.Na região IV, há uma solução para z quando φ = 0, e nenhuma solução para
z quando φ = Nπ/4. Na região V, há uma solução para z quando φ = 0, eduas soluções para z quando φ = Nπ/4. A fronteira separando as regiões IIe III é dada por λ = (α+ 1)/2, enquanto a equação λ = (α− 1)/2 separa asregiões III e IV. As fronteiras entre as regiões I e II e entre as regiões IV e Vforam obtidas numeriamente.(3.12) e surge um novo mínimo global orrespondendo a φ = Nπ/4 tendo zomo únia solução de (3.11). Neste aso dz/dα é desontínua em α = 1.No próximo apítulo faremos uma análise quântia do hamiltoniano (2.1).Em partiular, mostraremos que o ponto de bifuração que oorre em (α, λ) =
(1, 0), quando a diferença hetero-at�mia é nula, afeta as propriedades doestado fundamental do sistema quântio.
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(d)Figura 3.4: Curvas de nível do hamiltoniano (3.1) para k = 0, 2, onde asregiões esuras indiam valores menores do que das regiões laras. As �guras(a) e (d) orrespondem à região A enquanto as �guras (b) e () orrespondemà região B. Os valores dos parâmetros são: (a) λ = 10, α = −5; (b) λ = 10,
α = 4; () λ = 10, α = 12 e (d) λ = 10, α = 16. Na região A, há um pontode máximo em φ = 0 e um ponto de mínimo em 4φ/N = ±π. Dois pontos�xos adiionais, um de sela e um de máximo, oorrem na região B em φ = 0.
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(d) IVFigura 3.5: Curvas de nível do hamiltoniano (3.1) para k = 0, mostrando oomportamento típio das regiões I, II, III e IV. As regiões esuras indiamvalores menores do que as regiões laras. Os valores dos parâmetros são
λ = 1, 0, α = −2, 0 para I, λ = 2, 0, α = 2, 0 para II, λ = 0, 5, α = 0, 5para III e λ = 0, 5, α = 3, 0 para IV. Na região I, há mínimos loais para
4φ/N = ±π. Além dos mínimos em 4φ/N = ±π, dois pontos �xos adiionais(um máximo e um ponto de sela) surgem na região II oorrendo em φ = 0.Na região III, há mínimos em 4φ/N = ±π e apenas um máximo em φ = 0.Também existem pontos de sela quando z = −1. Na região IV, temos apenasum ponto �xo de máximo, que oorre em φ = 0, o qual sempre possui z < 1.Aqui o mínimo global oorre em z = −1.
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CAPÍTULO 4. ANÁLISE QUÂNTICA 31Neste apítulo faremos uma análise quântia do modelo. Utilizaremos osdados obtidos na análise lássia, em partiular os pontos de bifuração dosistema, de forma a nos orientar no estudo do omportamento do modelo.Primeiramente vamos derivar uma solução exata do modelo e a partir destasolução, mapearemos o espetro de energia do hamiltoniano (2.1) numa equa-ção de Shrödinger om um potenial efetivo apaz de nos revelar o ompor-tamento do sistema frente as variações dos parâmetros araterístios. Logoapós, nossa análise se deterá sobre a dinâmia quântia do sistema, ompa-rando diferentes regimes e suas araterístias no proesso dinâmio. Comestas abordagens guiadas pela análise lássia onluiremos um apanhadoapaz de gerar um maior entendimento do modelo hetero-at�mio moleular.4.1 MapeamentoAtravés do método de mapeamento onstruiremos um potenial efetivo on-dizente om uma equação de Shrödinger para o modelo. Este potenial seráonstruído a partir do espetro do hamiltoniano (2.1).Vamos iniiar reesrevendo o hamiltoniano numa forma mais ompata
H = U + Ω(a†b†c+ c†ba) (4.1)onde o operador U é uma função dos operadores número:

U = UaaN
2
a + UbbN

2
b + UccN

2
c + UabNaNb + UacNaNc + UbcNbNc

+µaNa + µbNb + µcNcComo os operadores N e k = J/N são onservados nós podemos �xá-los,sem nenhuma perda de generalidade, onsiderando apenas os asos em que
k ≥ 0. Esta ondição nos permite restringir o espaço de Hilbert ao subespaçode dimensão (m+ 1) gerado pelos vetores

|l − j;m− j; j〉 (4.2)onde de�nimos
l =

N(1 + k)

2

m =
N(1 − k)

2



CAPÍTULO 4. ANÁLISE QUÂNTICA 32de tal forma que l+m = N . Analisamos então os seguintes autoestados para(2.1)
|Ψ〉 =

m
∑

j=0

ρj|l − j;m− j; j〉 (4.3)Como os vetores de base (4.2) são autovetores de ada um dos operadoresnúmero, eles também o serão do operador U , sendo assim podemos de�niras quantidades Uj a partir de
U |l − j;m− j; j〉 = Uj|l −m;m− j; j〉. (4.4)A ação do hamiltoniano no estado geral (4.3) é dada por

H|ψ〉 =
m−1
∑

j=1

(

Ujρj + Ω((j + 1))ρj+1 +

+ (l + 1 − j)(m+ 1 − j)ρj−1)
)

|l − j;m− j; j〉
+ (U0ρ0 + Ωρ1)|l;m; 0〉
+ (Umρm + Ωρm−1(l −m+ 1))|l −m; 0;m〉 (4.5)Exigindo-se a ondição de que (4.3) é um autoestado do hamiltoniano omautoenergia E isto nos leva as seguintes relações de reorrênia que devemser obedeidas pelos oe�ientes ρj:

Ωρ1 + U0ρ0 = Eρ0 (4.6)
Ω((j + 1)ρj+1 + (l + 1 − j)(m+ 1 − j)ρj − 1) + Ujρj = Eρj (4.7)

Umρm + Ω(l −m+ 1)ρm−1 = Eρm (4.8)onde 1 < j < m − 1 na relação (4.7). A normalização do estado (4.3) éarbitrária e por este motivo podemos esolher ρ0 = 1. A relação de reorrên-ia (4.7) nos mostra que ρj é um polin�mio de ordem j em E. Desta formaa restrição (4.8) é um polin�mio em E de ordem (m + 1), ujas as raízessão as autoenergias de (2.1). Como o número de raízes é igual ao númeroda dimensão do espaço de vetores (4.2), todos os autovalores de energia sãodados pelas raízes de (4.8).



CAPÍTULO 4. ANÁLISE QUÂNTICA 33Com esta forma implíita para os autovalores de energia podemos mapearo espetro do hamiltoniano (4.1) no espetro de uma equação de Shrödingerunidimensional om potenial efetivo. Começamos mapeando os autoestadosde energia em soluções polinomiais para uma partiular equação diferenialordinária de segunda ordem (EDO) e então utilizamos uma troa de variáveisde tal maneira que esta equação diferenial ordinária tome a forma da equa-ção de Shrödginger. Cada autoestado do sistema (4.3) pode ser representadopor um polin�mio de ordem m om oe�ientes ρj (j = 1, 2, ..m.). Para umapartiular energia, podemos então onstruir uma EDO para G(v) tal que osoe�ientes polinomiais obedeçam às relações de reorrênia (4.6,4.7,4.8).Consideremos uma EDO geral de segunda ordem que é satisfeita porG(v),um polin�mio de ordem m.
a(v)G′′ + b(v)G′ + c(v)G = EG (4.9)Primeiro nós esrevemos o polin�mio G(v) om as raízes {vj}m

j=1 na formafatorada
G(v) =

m
∏

j=1

(v − vj)tal que
G′(v) =

m
∑

p=1

m
∏

i6=j

(v − vi),

G′′(v) =
m
∑

p=1

m
∑

i6=j

m
∏

r 6=p
r 6=q

(v − vr).Resolvendo a equação (4.9) para uma partiular raiz uq obtemos as equaçõesdo ansatz de Bethe.
b(vi)

a(vi)
=

m
∑

j 6=i

2

vj − vi

, i = 1, 2, . . . ,m (4.10)Desta forma as raízes do polin�mio devem satisfazer a equação (4.10) se G(u)é solução para (4.9).Nosso objetivo agora é realizar o mapeamento das soluções de (4.9) omautoenergia E em soluções da equação de Shrödinger1
− d2ψ(x)

dx2
+ V (x)ψ(x) = Eψ(x) (4.11)1Por pratiidade esolhemos m = 1 e ~ = 1.



CAPÍTULO 4. ANÁLISE QUÂNTICA 34om os mesmos autovalores, através do mapeamento das soluções polinomiaisde (4.9) em funções de onda que satisfaçam (4.11) na forma
ψ(x) = ef(x)G(v(x)).Substituindo a expressão aima na equação de Shrödinger resultam as se-guintes relações a serem satisfeitas

a(v) = −
(

dv

dx

)2 (4.12)
b(v) = −d

2v

dx2
− 2

dv

dx

df

dx
(4.13)

c(v) = V (x) − d2f

dx2
−
(

df

dx

)2 (4.14)Satisfazendo estas relações podemos de�nir a forma do potenial, e paratanto preisamos identi�ar quais são estes parâmetros no hamiltoniano (2.1).Para simpli�armos a notação de�niremos
Uj = A(m− j)(m− j − 1) +B(m− j) + Conde

A = Uaa + Ubb + Ucc + Uab − Uac − Ubc

B = (1 + 2l − 2m)Uaa + Ubb + (1 − 2m)Ucc + (1 + l −m)Uab

+(2m− l − 1)Uac + (m− 1)Ubc + µa + µb − µc

C = (l −m)2Uaa +m(l −m)Uac +m2Ucc + (m− l)µa +mµcO polin�mio G(v) pode ser reesrito da seguinte forma
G(v) =

m
∑

l=0

ρlv
m−l (4.15)sendo que ρj deve satisfazer as relações (4.6,4.7,4.8), estas relações ondensamas informações ontidas no hamiltoniano (2.1). Desta forma multipliando(4.7) por v e somando sobre todos os l's possíveis podemos fazer uma orrela-ção om o polin�mio G(v) e suas derivadas, e desta forma obter uma equaçãodo tipo (4.9). Realizando estas operações obtemos a seguinte equação

(Av2 + Ωv)G′′ + (Bv + Ω(l −m+ 1 − v2))G′ + (Ωmv + C)G = EG (4.16)As raízes de G(v) são soluções das equações do Ansatz de Bethe
Ω(l −m+ 1 − v2

i ) +Bvi

vi(Ω + Avi)
=

m
∑

j 6=i

2

vj − vi

, i = 1, 2, . . . ,m. (4.17)



CAPÍTULO 4. ANÁLISE QUÂNTICA 35Podemos também derivar a expressão para os autovalores de energia do mo-delo em termos das raízes uq. Considerando as expansões de G(u) e suasderivadas
G(v) = vm − vm−1

m
∑

i=1

vi + . . .

G(v) = mvm−1 − (m− 1)vm−2

m
∑

i=1

vi + . . .

G(v) = m(m− 1)vm−2 − (m− 1)(m− 2)vm−3

m
∑

i=1

vi + . . .Substituímos estas três expressões em (4.16) e igualamos os termos de ordem
m para hegar a seguinte expressão para os autovalores de energia do sistema

E = Am(m− 1) +Bm+ C − Ω
m
∑

i=1

vi (4.18)Agora possuímos todos os elementos neessários para realizarmos a iden-ti�ação dos parâmetros de (4.9). Fazendo então a omparação de (4.9) om(4.16) e obtemos
a(v) = Av2 + Ωu

b(v) = (l −m+ 1 − v2)Ω +Bv

c(v) = mvΩ + CUtilizando as relações (4.12,4.13,4.14) podemos realizar o mapeamento daequação de Shrödinger esolhendo
dv

dx
= ±

√
−Av2 − ΩvIntegrando a expressão aima (om uma esolha onveniente da onstante deintegração) resulta em

v =
Ω

2A
(cos(

√
Ax) − 1) (4.19)Desta forma enontramos

df

dx
=

Ω2

4A
3

2

sin(
√
Ax) +

(√
A(l −m+ 1) − B

2
√
A

− Ω2

2A3/2

)

csc(
√
Ax)

+

(

−
√
A

2
+

Ω2

2A3/2
+

B

2
√
A

)

cot(
√
Ax)



CAPÍTULO 4. ANÁLISE QUÂNTICA 36A função de onda toma a seguinte forma
Ψ(x) = exp(f(x))

m
∏

i=1

(

Ω

2A
(cos(

√
Ax) − 1) − vi

) (4.20)satisfazendo a equação de Shrödinger (4.11) om potenial
V (x) = muΩ + C +

d2f

dx2
+

(

df

dx

)2

=

(

C +
Ω2

2A
(l − 2m+ 2) − Ω4

2A3
− A

4
+B

(

1

2
− 3Ω2

4A2
− B

4A

))

+
Ω4

16A3
sin2(

√
Ax) +

Ω2

2A

(

m+
Ω2

2A2
+

B

2A

)

cos(
√
Ax)

+

(

3A

4
+ A(l −m+ 1)2 +

Ω2

A
(l −m+ 1) +

Ω4

2A3
− Ω2

A

+B

(

B

2A
+

Ω2

A2
− 1

))

× csc2(
√
Ax)

+

((

Ω2

A
+B

)

(l −m+ 2) − 2A(l −m+ 1) − Ω4

2A3

−B
(

B

2A
+

Ω2

A2

))

× cot(
√
Ax) csc(

√
Ax).O oneito de mapear o espetro de sistemas de vários orpos em uma equaçãode Shrödinger unidimensional é disutido em detalhes em [53℄.4.1.1 Análise no limite sem espalhamentoAgora nós realizaremos uma análise mais profunda do hamiltoniano (4.1) nolimite sem espalhamento, isto é, quando Uij = 0 para todos j, k = a, b, c.Neste limite onseguimos simpli�ar onsideravelmente o modelo, mantendoainda as prinipais araterístias que possibilitam obter uma ompreensãodo omportamento do modelo sob mapeamento na equação de Shrödinger.Espei�amente, o limite sem espalhamento orresponde a esolha partiularde λ = 0 na análise lássia. Com referênia à Fig 3.3 podemos notar quepara o aso de λ = 0 temos dois pontos de fronteira no aso de diferençahetero-at�mia nula, ou seja, k = 0. Um dos pontos oorre em (α, λ) = (1, 0),identi�ando a bifuração de um mínimo global do hamiltoniano, enquantoo outro ponto oorre em (α, λ) = (−1, 0), identi�ando a bifuração de ummáximo global. Por outro lado, não há bifurações ao longo da linha λ = 0na Fig 3.2 que ilustra a situação em que k 6= 0. Assim, nós onentraremos



CAPÍTULO 4. ANÁLISE QUÂNTICA 37nossa atenção no ponto (α, λ) = (1, 0) omo bifuração no hamiltoniano queestá assoiado, ao estado fundamental do sistema quântio.Para apliarmos o limite sem espalhamento utilizaremos valores muitopequenos de A, de forma a usar expansões em série para as funções trigo-nométrias no potenial V (x) e na função de onda Ψ(x). Então, tomando olimite A→ 0 (orrespondendo a λ = 0 no análogo lássio) o potenial �a
V (x) = C − B
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32
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x6 (4.21)onde agora parametrizamos o sistema em termos das variáveis J = l −m e

N = l +m. Consideraremos uma sublasse do hamiltoniano geral (2.1)
H = µNc + Ω(a†b†c+ c†ba) (2.33)Na seção anterior, nós mapeamos o modelo geral numa equação de Shrödin-ger. O aso partiular (2.33) orresponde a esolher os parâmetros B = −µe C = mµ na equação (4.21). Assim, os autovalores de energia são mapeadosnas soluções para equação de Shrödinger om o seguinte potenial

V (x) =
µ(N + 1)
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(
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(4.22)A função de onda assoiada é dada por

Ψ(x) = x(J+1/2) exp

(−Ω2x4
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+
µx2

8

) m
∏

i=1

(−Ωx2

4
− vi

) (4.23)om autovalores de energia
E = −Ω

(N−J)/2
∑

i=1

vi (2.44)onde {uq} são soluções para as equações do ansatz de Bethe
(J + 1)

vi

− vi −
µ

Ω
=

(N−J)/2
∑

j 6=i

2

vj − vi

, i = 1, 2, . . . , (N − J)/2. (2.39)
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(a) (b)Figura 4.1: Potenial V (x) dado por (4.22). (a) N = 501 e J = 1. Opotenial é limitado inferiormente, om o grá�o em detalhe mostrando V →
∞ quando x→ 0. Variando o parâmetro α através do valor rítio α = 1, nãohá bifuração do mínimo do potenial. (b) N = 500 e J = 0. O potenialnão é limitado inferiormente, sendo mostrado no quadro em detalhe que
V → −∞ quando x→ 0.Como podemos notar estas são as mesmas equações obtidas a partir daforma de produtório da autoenergia (2.31) e as EAB (2.32) no apítulo 2.A análise lássia feita no apítulo 3 prediz um ponto rítio em α = 1quando a diferença hetero-at�mia é nula e no aso em onsideração (λ = 0)este ponto rítio é dado por α = −µ/(Ω

√
2N). Quando a diferença hetero-at�mia é não-nula não há previsão de ponto rítio quando λ = 0 pela análiselássia efetuada. A Fig. 4.1(a) ilustra o potenial (4.22) para N = 501,

J = 1 e vários valores de α próximos ao valor rítio de α = 1. Pode-se notarque o potenial possui um únio mínimo para todos os α's. Por outro lado,a Fig. 4.1(b) mostra o potenial (4.22) para N = 500 e J = 0. Para esteaso o potenial não é limitado em sua parte inferior e há uma bifuraçãopara α ≈ 1. Assim, para o modelo simpli�ado (2.33), as predições sobre umponto rítio em α ≈ 1 na análise lássia são onsistentes om as diferençasqualitativas enontradas no potenial assoiado à equação de Shrödinger.



CAPÍTULO 4. ANÁLISE QUÂNTICA 394.2 Dinâmia QuântiaNesta seção examinaremos o omportamento da dinâmia quântia. Estu-dando o omportamento do sistema e visualizando o proesso de interon-versão moleular podemos observar mudanças no mesmo, desta forma iden-ti�ando a transição de fase quântia do sistema. Basiamente, faremos estaanálise omparando a dinâmia do sistema em diferentes regiões do espaçode fase de parâmetros, atravessando as regiões limítrofes onde se enontramas transições de fase quântias. Se nós olharmos para a dinâmia quântiaexatamente nestes pontos rítios, diferenças qualitativas se tornam maisaparentes.

(a) (b)Figura 4.2: Evolução temporal do valor esperado de z para o hamiltoni-ano (2.33) om N = 500. Os asos mostrados são, de ima para baixo,
α = 0.0, 0.95, 1, 1.05, 1, 1. (a) J = 0 e estado iniial |0; 0; 250〉. As osilaçõessão bastante irregulares e diminuem sensivelmente assim que atravessado oponto rítio α = 1. Este ponto orresponde à fronteira (α, λ) = (1, 0)entre as regiões III e IV omo mostrado na Fig. 3.3. (b) J = 10 omvalor iniial |10; 0; 245〉. As osilações exibem omportamento de olapsos eressurgimentos havendo uma pequena diminuição de amplitude om a pas-sagem pelo ponto rítio α = 1, indiando o fato de não haver fronteira em
(α, λ) = (1, 0) na Fig. 3.2.



CAPÍTULO 4. ANÁLISE QUÂNTICA 40Em geral a evolução temporal de um estado qualquer é dada por |Ψ(t)〉 =
U(t)|φ〉, onde U(t) é o operador evolução temporal

U(t) =
∑

j=0

|j〉〈j| exp(−iEjt)

|j〉 é um autoestado om energia Ej e |φ〉 representa o estado iniial om N =
Na+Nb+2Nc. Adotamos o método de diagonalização direta do hamiltoniano(2.33) omo feito em [34℄, e omputamos o valor esperado de z(t) omo

〈z(t)〉 =
1

N
〈Ψ(t)|Na +Nb − 2Nc|Ψ(t)〉Para um valor de J �xo, nós usaremos omo estado iniial |J ; 0; (N − J)/2〉.Quando J = 0 este estado orresponde a z = −1 no espaço de fase, o qual éum ponto �xo para α > 1. Sendo assim esperamos neste aso que z(t) nãovarie signi�ativamente no tempo. Já quando J 6= 0 o estado |J ; 0; (N−J)/2〉não orresponde a um ponto �xo. Então omparamos a dinâmia quântiados dois asos, um om J = 0 e outro om J 6= 0, na fronteira de α = 1.Fixamos o parâmetro Ω = 1 e usamos µ omo a variável de aoplamento.Os resultados do valor esperado para z são mostrados na Fig. 4.2 paraos asos de diferença hetero-at�mia igual e diferente de zero. A diferençaqualitativa é relativamente aparente. No aso de J = 0 (k = 0), Fig. 4.2(a),notamos que para α < 1 existem osilações irregulares em z. Por ompara-ção das dinâmias na Fig. 4.2(b) para J 6= 0 (k = 0, 02) aparee olapso eressurgimento das osilações. A medida que o valor do parâmetro α é aumen-tado passando pela fronteira no valor α = 1, a transição para osilações maisloalizadas é mais aentuada no aso (a) omparado ao aso (b). Importantefrisar que as esalas vertiais são distintas nos asos (a) e (b). Salientamostambém que a natureza da dinâmia para α > 1 muda de forma ontínua deloalizada para dispersa dentro dos valores intermediários 0 < k < 0, 02 (nãomostrado).
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CAPÍTULO 5. TRANSIÇÕES DE FASE QUÂNTICAS 42Neste apítulo teremos omo objetivo prinipal estudar o hamiltoniano (2.1)do ponto de vista das Transições de fase quântias (TFQ), utilizando váriasferramentas matemátias para sua araterização. É importante salientarque TFQ têm sido alvo de renovado interesse de estudo devido aos reentesexperimentos realizados em upratos superondutores, materiais de férmionspesados, ondutores orgânios e outros ompostos relaionados [54℄. Emboraas TFQ sejam estudadas desde a déada de 70 em modelos de spin, omo omodelo de Ising om ampo transverso, e grande parte do progresso teórioda área deve-se ao estudo do mesmo, um renovado interesse tem surgido apartir do modelo de Anderson para elétrons não interagentes, onde a tran-sição oorre devido a loalização de estados eletr�nios na presença de umpotenial rand�mio. Os primeiros resultados obtidos, onstituíram as basespara a ompreensão do omportamento de sistemas quântios próximos doponto rítio. Embora existam muitas questões em aberto e fortes interaçõeseletr�nias desempenhem papel fundamental ainda não ompreendido nessastransições, as TFQ abriram uma nova perspetiva na Físia.Transições de fase quântias diferem fundamentalmente das transições defase lássias por estarem desvinuladas à mudança de temperatura, oneitoeste que se opõe a noção intuitiva de mudança de fase. Na verdade estas tran-sições oorrem na temperatura de zero absoluto devido a �utuações quântiasdo estado fundamental quando variamos um parâmetro externo [54, 55, 56℄.Embora as TFQ sejam rigorosamente de�nidas apenas no limite termodinâ-mio, as análises feitas em sistemas �nitos, indiariam mais preisamente,pontos de pré-transição de fase quântia. Mas para efeitos de simpli�açãoutilizaremos a nomenlatura TFQ para estes pontos de pré-transição.Existem diferentes ténias para se identi�ar as TFQ e em partiularos valores rítios dos parâmetros para os quais estas transições oorrem.Uma forma bastante usual de se identi�ar uma TFQ é através do gap deenergia entre o primeiro estado exitado e o estado fundamental. O valordo parâmetro para o qual o gap se anula ou apresenta um mínimo identi�ao parâmetro rítio da TFQ [54℄. Outro oneito importante que tambémpode ser empregado na identi�ação das TFQ é a �delidade, que teve seudesenvolvimento originado na teoria da Computação Quântia. Basiamente,a �delidade onsiste num produto interno de estados muito próximos e ovalor do parâmetro para o qual a �delidade tende a se anular de�ne um valorrítio para o mesmo, assinalando uma TFQ [57, 58℄. Também utilizaremosa entropia de von Neumann [59℄ que quanti�a o nível de emaranhamentoentre dois onjuntos omplementares do sistema, assinalando o ponto rítioquando esta sofre uma mudança abrupta ou atinge um valor extremo. E porúltimo, analizaremos o omportamento das raízes das equações do ansatzde Bethe (2.39) para obtermos indiações do ponto rítio do sistema. Tal



CAPÍTULO 5. TRANSIÇÕES DE FASE QUÂNTICAS 43estudo será feito observando-se possíveis mudanças qualitativas no onjuntodas raízes para o estado fundamental. Finalmente, a interpretação físia daTFQ será feita utilizando o valor esperado do estado fundamental do númerode moléulas do ondensado.A maior parte das disussões feitas neste apítulo será para o aso par-tiular do hamiltoniano hetero-at�mio moleular sem espalhamento (2.33)que, apesar de mais simples, ainda permanee su�ientemente interessante doponto de vista físio [49, 50℄. Neste aso, o parâmetro λ, da análise lássiafeita no apítulo 3, tem o valor λ = 0, e �a-se apenas om um parâmetrolivre, α. Analisando os diagramas de parâmetros Figs. 3.2 e 3.3 em λ = 0,temos que para k 6= 0 não existem pontos �xos e para k = 0, existem doispontos de bifuração: α = 1, assoiado ao mínimo do hamiltoniano e α = −1,assoiado ao máximo do hamiltoniano. Vamos mostrar no que segue que oponto �xo α = 1 irá orresponder a um ponto rítio de TFQ.5.1 Gap de EnergiaUma forma de se araterizar transições de fase quântias é pelo estudo dogap de energia ∆E, de�nido omo a diferença de energia entre o primeiroestado exitado e o estado fundamental do hamiltoniano, isto é
∆E = E(1) − E(0). (5.1)Uma transição de fase quântia oorre quando o gap de energia entre o pri-meiro estado exitado e o estado fundamental se anula no limite termodinâ-mio, N → ∞ [54℄.Os níveis de energia do hamiltoniano (2.1) variam ontinuamente à me-dida que variamos os parâmetros do mesmo. Assim utilizaremos omo parâ-metro a ser variado µc, trabalhando om o hamiltoniano (2.33), o valor desteparâmetro para o qual o gap de energia se anula no limite termodinâmioé o valor rítio. A Fig. 5.1 mostra o gap de energia para diferentes valo-res de N em função do parâmetro α = −µ/(Ω

√
2N), onde observamos queo ponto rítio do sistema se enontra em α ≈ 1 onde há onvergênia domínimo para diferentes valores de N . No ponto rítio do sistema, onde ogap de energia assume o menor valor, à medida que N aumenta este mínimose aproxima de zero, ou seja ∆E ≈ 0, levando desta forma a inferirmos queoorrerá uma transição de fase quântia quando N → ∞.Ainda na Fig. 5.1 notamos que os enários distintos relaionados à dife-rença hetero-at�mia se on�rmam a partir do fato que mesmo para diferen-tes valores de N , podemos notar em todos eles uma lara diferença no valor



CAPÍTULO 5. TRANSIÇÕES DE FASE QUÂNTICAS 44

0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75
α

0

0,025

0,05

0,075

0,1

∆Ε
/Ν

N=500    J=0    (k=0)

N=500    J=10  (k=0.02)

N=1000  J=0    (k=0)

N=1000  J=20  (k=0.02)

N=1500  J=0    (k=0)

N=1500  J=30  (k=0.02)

✡
✡
✯
✯
✧
✧

(λ=0)✡
✯ ✧

Figura 5.1: Valor do gap de energia alulado para o hamiltoniano (2.33)em função do parâmetro α = −µ/(Ω
√

2N) para diferentes quantidades de
N om λ = 0. Para todos os valores de N foram omparadas situações om
k = 0 e k = 0.02mínimo do gap de energia entre k = 0 e k 6= 0. Para todos os asos de dife-rença hetero-at�mia não-nula, usamos o valor k = 0.02, que mesmo sendopequeno, demonstra diferença marante om um mínimo menos pronuniadoem relação ao mínimo do aso de diferença hetero-at�mia nula.5.2 FidelidadeUm modo de se araterizar transições de fase quântias é utilizando umaferramenta oriunda da teoria da Computação Quântia, hamada Fidelidade[60℄. A �delidade F é de�nida omo o módulo do produto esalar entredois estados quântios, ujo valor informa o quanto estes estados são �dis-tinguíveis� entre si. Se dois estados pertenem a fases diferentes, então estesestados devem ser distinguíveis, assinalando a passagem por um ponto rí-tio. A �delidade1 varia desde 1 para estados ompletamente indistinguíveisaté 0 para estados totalmente distinguíveis. Para sistemas que exibem uma1Rigorosamente, para sistemas �nitos, o ponto onde a �delidade apresenta um mínimoé identi�ado omo um ponto de "pré-transição de fase quântia"[61, 57℄



CAPÍTULO 5. TRANSIÇÕES DE FASE QUÂNTICAS 45transição de fase quântia no limite termodinâmio o ponto onde a �delidadevai a zero de�ne um ponto rítio.

Figura 5.2: Fidelidade do estado fundamental do hamiltoniano (2.33)om N = 1000 e vários valores de ∆. O valor do mínimo loal em
α = −µ/(Ω

√
2N) ≈ 1 é uma função deresente de ∆, assintótiamenteaproximando-se de zero.De�niremos formalmente a �delidade em termos dos estados fundamen-tais do sistema (2.33). Consideremos H(δ) omo sendo um hamiltonianogenério dependendo do parâmetro de aoplamento δ. Supondo que o es-tado fundamental do sistema não é degenerado, denotamos |ψ(δ)〉 omo oestado fundamental normalizado. Para um pequeno valor �xo ∆, de�nimosa �delidade F por

F∆(δ) = |〈Ψ(δ(1 − ∆))|Ψ(δ(1 + ∆))〉| (5.2)que é simétria em ∆, limitada entre 0 e 1, e satisfaz F0(δ) = 1. Generia-mente, F∆ é uma função deresente de ∆. A Fig. 5.2 mostra o omporta-mento da �delidade para o hamiltoniano (2.33) om N = 1000, e diferentesvalores de ∆. Fia laro a existênia de uma queda no valor da �delidadequando esta se aproxima do valor rítio α = −µ/(Ω
√

2N) ≈ 1. Os diferentesvalores de ∆ alteram a magnitude do mínimo, que pode ser arbitrariamente



CAPÍTULO 5. TRANSIÇÕES DE FASE QUÂNTICAS 46pequeno. Como exemplo na Fig. 5.2 quando ∆ = 0, 05, os auto-estados sãoessenialmente ortogonais, entretanto o valor de α onde o mínimo oorre étotalmente independente de ∆. Desta forma dizemos que, para um dado ∆existe uma transição de fase quântia em δc se F∆(δ), tratado omo umafunção de únia variável δ, possui um mínimo loal em δc.Realizamos várias análises de �delidade para diferentes asos, inluindosituações om diferença hetero-at�mia igual a zero e diferente de zero. A Fig.5.3(a) mostra o omportamento da �delidade F∆(α) om λ = 0, ∆ = 0, 01 evariando N para os asos k = 0 e k = 0, 02. É fáil notar que o mínimo valorde F∆(α), o qual determina a transição de fase quântia, oorre em torno de
α = −µ/(Ω

√
2N) ≈ 1. Para todas as situações o valor do mínimo dereseom o aumento de N .A Fig. 5.3(b) mostra resultados similares para N = 1000 e variando λ,nesta situação podemos aompanhar a oorrênia dos mínimos que deter-minam a transição de fase quântia onordam muito bem om a relaçãoprevista lassiamente no apítulo 3 que desreve as fronteiras no diagramade parâmetros λ = (α−1)/2. Nos asos estudados o mínimo para a �delidadeé muito mais pronuniado quando a diferença hetero-at�mia é nula.
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(a)

(b)Figura 5.3: (a) Fidelidade do estado fundamental do hamiltoniano (2.33),para N = 500, 1000, 1500. As linhas heias orrespondem aos asos em quea diferença hetero-at�mia é nula, enquanto as linhas traejadas ilustramo omportamento para k = 0.02. Duas propriedades gerais de transiçãoque podem ser observadas em α ≈ 1 são (i) o valor do mínimo dereseom o aumento de N ; (ii) para N �xo, o valor do mínimo é bem menorpara k = 0 omparado a k 6= 0. (b) Fidelidade do estado fundamental dohamiltoniano (2.33) para N = 1000 e diferentes valores de λ. As linhas heiasorrespondem aos asos de J = 0, enquanto as linhas traejadas mostramo omportamento para k = 0.02. As loalizações dos mínimos se enaixamom a linha de fronteira dada por λ = (α − 1)/2 omo previsto pela análiselássia.



CAPÍTULO 5. TRANSIÇÕES DE FASE QUÂNTICAS 485.3 EmaranhamentoUma das mais intrigantes araterístias da meânia quântia, batizada porEinstein omo �fantasmagória� ação à distânia, e ilustrada no efeito EPR(Einstein-Podolsky-Rosen) [62℄, é o efeito hamado emaranhamento. O ema-ranhamento é uma propriedade físia apresentado por um estado quântio deum sistema onstituído por dois ou mais subsistemas, sendo estes arateri-zados por fortes orrelações não-loais. Esta forte orrelação faz om que adesrição do subsistema não possa ser feita de forma ompleta sem a desriçãode todo o sistema. Seguindo o trabalho de G. Milburn et al [63℄, se onsi-derarmos dois sistemas A e B, om espaços de Hilbert HA e HB, o produtotensorial HA ⊗HB destes espaços representa o espaço do sistema omposto,onde os estados quântios |φ〉A e |φ〉B, respetivamente dos sistemas A e B,geram o seguinte estado do sistema omposto
|Ψ〉AB = |φ〉A ⊗ |φ〉B. (5.3)Estados que podem ser desritos dessa maneira são hamados de estadosseparados ou estados produto, mas esta não é a forma mais geral om quepodemos desrever um sistema omposto. Se de�nirmos as bases |i〉A para oespaço HA e |j〉B para o espaço HB podemos desrever o estado mais geralpara o sistema omposto omo sendo

|Ψ〉AB =
∑

i,j

cij|i〉A ⊗ |j〉B. (5.4)Teremos um estado produto se pudermos esrever cij = cAi c
B
j , mas se em asoontrário tivermos cij 6= cAi c

B
j , os estados dos subsistemas são indissoiáveis eisto arateriza um estado emaranhado. Isto signi�a dizer que teremos umestado emaranhado sempre que o estado do sistema não puder ser deompostoem estados puros dos subsistemas.Partiularmente interessante para este trabalho, é a utilização do ema-ranhamento omo medida para a araterização de TFQ. Para tal tarefadevemos utilizar uma forma de quanti�ar o emaranhamento. Bennett et al.[59℄ demostraram que para qualquer estado puro em um sistema bipartite,uma forma on�ável e �dedigna de mensurar o emaranhamento é através daentropia de von Neumann
E(Ψ) = −Trρ log2 ρ (5.5)onde, ρ é hamada matriz de densidade reduzida obtida através do traçoparial sobre um dos subsistemas

ρA =
∑

j

〈j|B(ρAB)|j〉B = TrB(ρAB) (5.6)



CAPÍTULO 5. TRANSIÇÕES DE FASE QUÂNTICAS 49tendo para um estado puro a matriz densidade de�nida omo
ρAB = |Ψ〉AB〈Ψ|AB. (5.7)É de suma importânia salientarmos que o valor da entropia de von Neumann,que também hamaremos de entropia de emaranhamento, é totalmente inde-pendente da forma que efetuamos o traço parial sobre a matriz densidade,podendo ser feito tanto sobre o sistema A quanto o sistema B. O traço deuma matriz é independente da representação, e desta forma podemos utilizaruma forma diagonalizada obtendo para um espaço de dimensão �nita d, umonjunto de autovalores {λ1, .., λd}, e reesrevermos a entropia de emaranha-mento omo

E(ΨAB) = −
d
∑

k=1

λk log2 λk. (5.8)O valor da entropia de emaranhamento pode variar desde 0 para sistemas to-talmente separáveis, até o valor máximo log2 d para sistemas ompletamenteemaranhados [63℄.Determinado o método para quanti�ar o emaranhamento, devemos agoraapliá-lo na forma prátia. Para isso utilizaremos o hamiltoniano (2.1) nasua forma reduzida (2.33), alulando-se o seu emaranhamento. Mas antesde apliarmos o método podemos notar que a entropia de von Neumann énaturalmente apliável em sistemas bipartites, baseada na forma de paresqbites, omo o estado singleto de dois spins 1/2. Mas isto paree gerar umapossível inompatibilidade om o modelo hetero-at�mio moleular, pois estemodelo é fundamentalmente tripartite, onstituído de dois grupos distintosde átomos e um grupo de moléulas. Embora esta on�guração implique emdiferentes formas de realizarmos o traço parial sobre a matriz de densidade,mostramos no Apêndie B omo todas as esolhas utilizadas geram o mesmoresultado. Desta maneira teremos liberdade em esolher a forma mais on-veniente de efetuarmos o traço parial. Neste aso optamos por desrevero sistema onstituído por um subsistema moleular |Nc〉 e um subsistemaat�mio |Na, Nb〉.A identi�ação das TFQ utilizando a entropia de emaranhamento é de-terminada por uma variação abrupta no valor da mesma, araterizando umvalor de máximo em sua derivada.Podemos onstatar no grá�o 5.4 a variação abrupta do valor da entropiade emaranhamento quando α atinge o valor unitário, variação esta que podeser observada para todos os valores de N = 500, 1000 e 1500. O valor damudança aumenta om o inremento de N , pois para valores máximos daentropia de emaranhamento também aumentam aompanhando o valor de
N , mas pareem onvergir para um valor mínimo omum. Mas este enário
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Figura 5.4: O grá�o mostra o omportamento da entropia de emaranha-mento próximo ao valor rítio α = 1, para o hamiltoniano (2.33). Os dife-rentes valores N = 500, 1000 e 1500 demonstram omportamento semelhantequando k = 0, om variações abruptas em direção a um mínimo omum.Mudanças muito mais suaves para são visíveis nos asos em que k 6= 0, assi-nalando novamente a mudança entre os dois enários.só se on�rma quando a diferença entre tipos distintos de átomos é nula,
k = 0. Para o aso em que existe uma diferença, ou seja k 6= 0, observamosno grá�o 5.4 que a passagem pelo valor α = 1 gera uma variação muitomais suave. Mesmo para um valor relativamente muito pequeno, k = 0.02,o omportamento do sistema muda de forma radial não apresentando maisa indiação pronuniada da TFQ. O resultado obtido através da entropia deemaranhamento mostra-se desta maneira em perfeita onordânia om osresultados obtidos pelo gap de energia e pela �delidade, apresentados nasseções anteriores.



CAPÍTULO 5. TRANSIÇÕES DE FASE QUÂNTICAS 515.4 Equações do Ansatz de BetheComo exposto no apítulo 2, a integrabilidade do hamiltoniano (2.1) nospossibilita enontrarmos as formas dos autoestados e suas autoenergias atra-vés da obtenção das raízes das equações do ansatz de Bethe (EAB), trans-formando o problema de resolver o hamiltoniano num problema puramentealgébrio. E através deste método obtivemos as EAB do hamiltoniano (2.1)na forma de produtório, que possui um limite ongruente om as EAB obti-das através do método de mapeamento no regime sem espalhamento (2.33),resultando na seguinte forma para a autoenergia
E = −Ω

(N−J)/2
∑

i=1

vi (5.9)onde as {vi} são soluções para as equações do ansatz de Bethe
(J + 1)

vi

− vi −
µ

Ω
=

(N−J)/2
∑

j 6=i

2

vj − vi

, i = 1, 2, . . . , (N − J)/2. (2.39)A utilização desse método transpõe toda a informação do sistema pre-sente no hamiltoniano para as EAB, por este motivo os onjuntos de raízesque satisfazem as equações possuem informação sobre o omportamento dosautoestados do sistema. Seguindo este prinípio omo motivador para o usodeste método devemos enontrar o onjunto {vi} de raízes que geram o estadofundamental do sistema para podermos analisar seu omportamento. O valorda autoenergia do estado fundamental é dependente dos valores das raízesdas EAB, desta forma, mudanças relaionadas, tanto aos valores quanto ànatureza destas raízes, ontém informações que apontam mudanças de a-raterístias no estado fundamental.Os possíveis onjuntos de raízes que são solução das EAB podem seronstituídos por valores reais, mas também podem se apresentar em formasomplexas e simétrias
{vj} = {xl} ± i{yl}, j = 1, 2, . . . , N l = 1, 2, . . . , N/2.Este tipo de on�guração de raízes é onheido na literatura espeializadaomo �strings�, e possui a propriedade de garantir que a energia (2.44) sejasempre real, pois a parte imaginária aparee sempre omo pares omplexosonjugados. O oneito de �strings� foi introduzido por Bethe [21℄ e MinoruTakahashi [64℄ na déada de setenta e tem papel essenial no estudo da ter-modinâmia dos modelos integráveis. Vários modelos omo, por exemplo, o



CAPÍTULO 5. TRANSIÇÕES DE FASE QUÂNTICAS 52gás de bósons e o gás de férmions om interação do tipo delta, os modelosde Heisenberg do tipo XXX e XXZ, o modelo t-J, entre outros, foram estu-dados neste ontexto. Em ada modelo, a estrutura das raízes do ansatz deBethe para o estado fundamental pode ter uma on�guração diferente, sendoneessário realizar um estudo aso a aso.Analisando-se a forma da energia (5.9) notamos que o estado fundamen-tal para um valor de Ω positivo deve possuir as raízes vq om o maior valorpositivo possível. Isto ainda não nos dá informações sobre a natureza dasraízes, se estas se apresentam no eixo real ou são strings. Mas veri�amosque seus valores são sempre reais por omparação direta om a diagonaliza-ção exata do hamiltoniano (2.33). Uma vez obtido o onjunto de raízes doestado fundamental do hamiltoniano simpli�ado (2.33) podemos observara variação do seu omportamento quando alulamos numeriamente seusvalores enquanto o valor de α varia perto do ponto rítio α = 1.Podemos notar om bastante lareza no grá�o 5.5 um omportamentoaraterístio para o onjunto de raízes do estado fundamental. Todas as raí-zes pareem se agrupar no eixo real, muito próximas de sua origem, quandoo valor de α está próximo de zero, om uma maior densidade também pró-xima da origem. Gradativamente, om o aumento do valor do parâmetro
α, perebemos que o pio de densidade de raízes tende a se afastar da ori-gem aumentando o valor das raízes. Tal proesso atinge um ápie no pontorítio α = 1, onde então o onjunto inteiro de raízes paree se afastar daorigem do eixo real. Este ponto de �desprendimento� da raiz de menor valoroinide om o ponto rítio obtido nas análises anteriores, o que sugere queeste �desprendimento� da origem pode ser usado omo sinalizador da TFQdo modelo. De forma omplementar observando o grá�o 5.6 onde temos
k = 0.5, perebemos que nenhuma das raízes tem valor próximo de zero,não existindo assim desprendimento em nenhum valor de α. Este resultadoondiz om os resultados anteriores de não haver transição para k diferentede zero, mostrando que os dois enários e a TFQ podem ser araterizadosatravés da análise da solução das EAB.
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Figura 5.5: Nos grá�os aima apresentamos as soluções das EAB (2.39) parao estado fundamental do hamiltoniano (2.33) para N = 100, variando α =
−µ/(Ω

√
2N) entre 0.2 e 1.6. Podemos observar que as raízes se desprendemda origem em algum ponto entre α = 0.8 e α = 1.
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Figura 5.6: Nestes outros grá�os as soluções das EAB (2.39) são aluladaspara o estado fundamental do hamiltoniano (2.33) N = 100 e J = 30, va-riando α = −µ/(Ω
√

2N) entre 0.2 e 1.6. Notamos que as raízes não estãooladas à origem, não podendo haver desolamento das mesmas.
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Figura 5.7: Os grá�os apresentam as soluções das EAB (2.39) para o es-tado fundamental do hamiltoniano (2.33) para N = 100 e J = 50, variando
α = −µ/(Ω

√
2N) entre 0.2 e 1.6. Não observamos mudança substanial noomportamento das raízes, em ontraste om o aso k = 0.



CAPÍTULO 5. TRANSIÇÕES DE FASE QUÂNTICAS 565.5 Fração MoleularDiante de todos os resultados obtidos nas seções anteriores, através dos dife-rentes métodos utilizados, enontramos resultados onsistentes, evideniandouma TFQ do hamiltoniano (2.33) no ponto rítio α = 1, para o aso em quea diferença hetero-at�mia é zero.
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Figura 5.8: Valor esperado normalizado do estado fundamental do nú-mero de moléulas no ondensado hetero-at�mio moleular em função de
α = −µ/Ω

√
2N , para dois asos distintos, k = 0 e k 6= 0. Notamos umomportamento abrupto da fração moleular próximo a α = 1, apresentandosaturação para α > 1 no aso k = 0. No aso k = 0.2 temos uma urvasuave, apresentando uma aproximação assintótia do valor máximo.Vamos agora interpretar esta TFQ para o aso k = 0 através do ompor-tamento do valor esperado do número de moléulas normalizado do onden-sado hetero-at�mio moleular. Lembramos que a de�nição usual de valoresperado de um observável é

〈A〉 = 〈Ψ|A|Ψ〉 =
∑

l

a2
l 〈φl|A|φl〉 (5.10)onde o operador A = 2Nc/N , e |Ψ〉 é o estado fundamental.Podemos observar no grá�o 5.8 a onordânia entre a saturação do nú-mero de moléulas e o ponto rítio α = 1. Notamos que o valor esperado de



CAPÍTULO 5. TRANSIÇÕES DE FASE QUÂNTICAS 57moléulas aumenta quase linearmente om o aumento do valor de α. Quandoo número de moléulas atinge o ponto de saturação 2Nc/N = 1 identi�amoso ponto rítio do sistema. Da mesma forma que observado nos métodosusados anteriormente para araterização da TFQ, podemos pereber umadiferença signi�ativa entre os enários k = 0 e k 6= 0. No aso em que adiferença hetero-at�mia é nula a fração moleular atinge o ponto de satura-ção de forma abrupta, enquanto para o aso k 6= 0 vemos que o ondensadotende a atingir, de forma assintótia, a maior fração moleular possível. Suaaproximação é suave e não india de forma lara um ponto de ontato ou detransformação no omportamento do modelo.Podemos onluir que todos os métodos utilizados mostram grande on-ordânia em relação ao ponto rítio do sistema e ao omportamento distintonos dois enários. Através do valor esperado do número de moléulas onse-guimos interpretar �siamente a TFQ no modelo, omo sendo uma transiçãode uma fase mista, omposta por átomos e moléulas, e uma fase puramentemoleular. Também é interessante observar que o ponto onde a TFQ oorre(α = 1) orresponde ao ponto �xo de bifuração assoiado ao mínimo obtidona análise lássia do apítulo 3.
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CAPÍTULO 6. CONCLUSÕES 596.1 ConlusãoO trabalho exposto nesta tese foi entrado na análise físia e algébria, do ha-miltoniano (2.1) que desreve a interonversão de átomos e moléulas em umondensado de Bose-Einstein hetero-at�mio moleular. As primeiras exposi-ções feitas visaram onstruir uma breve ompreensão, tanto história quantoexperimental, referentes à obtenção dos ondensados de Bose-Einstein. Elen-amos alguns feitos de grande importânia ientí�a no desenvolvimento daárea e apresentamos alguns modelos integráveis de interesse para o nossotrabalho, omo os ondensados aoplados por tunelamento Josephson e osondensados homo-at�mio moleulares.Uma vez familiarizados om os ondensados, no apítulo 2, revisamos aintegrabilidade do modelo hetero-at�mio moleular [30℄. O �zemos a partirda álgebra de Yang-Baxter e do método do ansatz de Bethe algébrio. Atravésde uma representação espeí�a para as matrizes de monodromia, foramonstruídas matrizes de transferênia que omutam para qualquer valor doparâmetro espetral. Essa araterístia fundamental onstitui o erne daintegrabilidade do modelo. Com estas poderosas ferramentas matemátiasenontramos as autoenergias e as equações do ansatz de Bethe (EAB) dosistema e restringimos seu domínio para o aso espeí�o sem espalhamento.No apítulo 3, �zemos uma análise lássia do modelo, identi�ando ospontos �xos do sistema no espaço de fase. Estes pontos �xos permitiramonstruir o diagrama de parâmetros do modelo. Nesta onstrução emer-giram dois enários distintos dependendo se a diferença hetero-at�mia doondensado k é nula ou não. Veri�amos a existênia de 5 regiões distintasno diagrama de parâmetros para o aso k = 0 e apenas 3 regiões distintas nodiagrama de parâmetros para o aso k 6= 0.Posteriormente, no apítulo 4, utilizamos o método do mapeamento, re-esrevendo o hamiltoniano (2.1) na sua forma diferenial. Através do onhe-imento de seus autovalores de energia, onseguimos reonstruir um poten-ial efetivo para a equação de Shrödinger. Este potenial mostra uma mu-dança drástia em sua on�guração dependendo da diferença hetero-at�mia
k. Considerando o aso partiular sem espalhamento (2.33) veri�amos quepara o aso k 6= 0, o potenial exibe um mínimo global; já para o aso k = 0o potenial não é limitado inferiormente, apresentando uma bifuração parao valor do parâmetro α = 1. Através da análise da dinâmia quântia do mo-delo também pudemos apreiar sensível alteração no padrão das osilaçõesdo ondensado. Novamente para o enário de k = 0 foi possível veri�ar umamudança abrupta nas osilações do modelo quando ruzamos o ponto rítio
α = 1. Mas tal alteração não se manifesta quando o valor de k é diferentede zero.



CAPÍTULO 6. CONCLUSÕES 60Finalmente, no apítulo 5, estudamos as transições de fase quântias(TFQ) para o hamiltoniano (2.33). Após uma breve revisão sobre TFQ,apresentamos vários métodos para sua araterização. Como primeiro mé-todo, utilizamos o gap de energia para identi�armos o ponto rítio dosistema, α = 1 no aso em que k = 0. Para o enário em que tínhamos
k 6= 0 observamos uma alteração muito mais suave no valor do gap de ener-gia. Posteriormente, utilizamos a �delidade omo método de araterizaçãoda TFQ. Esse método, oriundo da omputação quântia, mostrou grandesensibilidade para assinalar o ponto rítio do sistema. De maneira similarao gap de energia, indiou o ponto rítio do sistema em α = 1 para k = 0;apresentando variações muito mais suaves no enário k 6= 0. Tal diferençatambém �ou evideniada na entropia de emaranhamento. Usando a entro-pia de emaranhamento, identi�amos o ponto rítio do modelo através deuma grande variação do seu valor no ponto α = 1. Essa variação abrupta doemaranhamento, mostra-se quase ausente para k 6= 0. Por �m, utilizamos aanálise do omportamento das raízes das EAB omo método de identi�ar aTFQ do sistema: basiamente analisamos o onjunto das raízes para o estadofundamental do hamiltoniano (2.33) e busamos uma sinalização de mudançapróxima ao ponto rítio. Enontramos uma distribuição de raízes de valorreal que pareiam �desolar-se� da origem do eixo real quando ruzávamoso ponto α = 1 om k = 0. Para on�rmação das expetativas veri�amosque tal omportamento não se repetia para k 6= 0, mostrando ompatibili-dade dos resultados obtidos entre todos os métodos apresentados. No �naldo apítulo disutimos a natureza físia das transições de fase no ondensadohetero-at�mio moleular: para k = 0 pudemos notar laramente uma tran-sição de fase do sistema em α = 1, onde o ondensado atinge um máximo dedensidade de moléulas muito próximo de 1.Finalizando, podemos dizer que a utilização de diferentes métodos mos-trou uma grande onsistênia frente aos resultados obtidos. Conseguimosaraterizar o modelo através de sua análise lássia, que indiou possíveisandidatos a pontos rítios do sistema e a diferença de enários dependentedo valor de k. Posteriormente essas indiações se on�rmaram através dediferentes métodos omo a dinâmia quântia, o gap de energia, a �delidadee o emaranhamento. Também mostramos para esse modelo que o ompor-tamento das soluções das EAB também pode ser usado omo um indiativoda TFQ.



CAPÍTULO 6. CONCLUSÕES 616.2 Perspetivas para o futuroUma extensão interessante do trabalho aqui apresentado onsistiria no estudode modelos generalizados que pudessem englobar famílias de ondensadosmoleulares maiores. Alguns resultados preliminares podem ser enontradosem [65, 66, 45℄.Outra perspetiva interessante reside na apliação dos métodos de ara-terização das TFQ, em espeial a análise do omportamento das raízes dasEABs para outros modelos integráveis, omo nos modelos hetero-at�miosmoleulares [65, 66℄.E uma última perspetiva reside na utilização da integrabilidade e ons-trução algébria do modelo para a obtenção dos fatores de forma do sistema.Com esta informação estaríamos aptos a estudar a dinâmia quântia forade equilíbrio (�quenhing�). Este tipo de análise foi feita reentemente paraoutros modelos integráveis, omo o gás de bósons om interação do tipo deltae o modelo BCS [67℄.6.3 Trabalhos publiados e em preparação1. M. Dunan; A. Foerster; J. Links; E. Mattei; N. Oelkers and A. Tonel.Emergent quantum phases in a heteronulear moleular Bose-Einsteinondensate model, Nulear Physis B, v. 3, (2007) 227-249.2. G. Santos, A. Foerster, J. Links, E. Mattei, and S. R. Dahmen. Quan-tum phase transitions in an interating atom-moleule boson model,Phys. Rev. A, 81, (2010) 063621.3. A. Foerster, D. R. R. Lima and E. C. MatteiQuantum phase transitions from a Bethe ansatz perspetive (em fasede redação/2010)



Apêndie ARepresentação matriialNeste apêndie vamos mostrar omo onstruir a representação matriial dohamiltoniano (2.1) usando omo base os vetores do espaço de Fok. Primeiroveremos que os termos de interação e de poteniais externos do hamiltoni-ano são diagonais, enquanto que os termos de tunelamento (interonversão)situam-se aima ou abaixo da diagonal prinipal, fazendo om que a repre-sentação matriial do hamiltoniano (2.1) seja uma matriz tridiagonal.Para onstruir a representação matriial do hamiltoniano (2.1), que es-revemos abaixo,
H = UaaN

2
a + UbbN

2
b + UccN

2
c + UabNaNb + UacNaNc + UbcNbNc

+ µaNa + µbNb + µcNc + Ω(a†b†c+ c†ba), (A.1)devemos alular os elementos de matriz de H, utilizando omo base os ve-tores |na, nb, nc〉,
〈n′

a, n
′

b, n
′

c|H|na, nb, nc〉, (A.2)onde na, nb e nc indiam o número de átomos do tipo a, do tipo b e o númerode moléulas c, respetivamente. O espaço de estados do hamiltoniano (2.1)tem dimensão d = (N − J)/2 + 1, onde N = Na + Nb + 2Nc é o númerototal de átomos e moléulas e J = Na − Nb é a diferença hetero-at�mia.Para alularmos os elementos de matriz neessitamos esrever a ação dosoperadores, presentes no hamiltoniano, sobre os vetores do espaço de Fok.Os operadores riação a† e aniquilação a apliados sobre um vetor |na〉 geramas seguintes relações
a†|na〉 =

√
na + 1|na + 1〉

a|na〉 =
√
na|na − 1〉. (A.3)Generalizando-se esta relação para os demais operadores moleulares eat�mio-moleulares do hamiltoniano, podemos obter a ação dos termos de62



APÊNDICE A. REPRESENTAÇ�O MATRICIAL 63interonversão sobre um vetor genério |na, nb, nc〉

a†b†c|na, nb, nc〉 =
√
nca

†b†|na, nb, nc − 1〉
=
√

(nb + 1)(nc)a
†|na, nb + 1, nc − 1〉

=
√

(na + 1)(nb + 1)(nc)|na + 1, nb + 1, nc − 1〉 (A.4)
c†ba|na, nb, nc〉 =

√
nac

†b|na − 1, nb, nc〉
=
√

(na)(nb)c
†|na − 1, nb − 1, nc〉

=
√

(na)(nb)(nc + 1)|na − 1, nb − 1, nc + 1〉. (A.5)Esses operadores são apliados nos vetores de base |na〉⊗|nb〉⊗|nc〉 do espaçode Fok Ha ⊗ Hb ⊗ Hc, riado a partir do espaço vetorial de moléulas Haom base |na〉, Hb om base |nb〉 e o espaço moleular Hc om base |nc〉.Os vetores do espaço de Fok são autovetores dos operadores número,gerando os valores dos números de átomos e moléulas omo seus autovalores
Na|na, nb, nc〉 = a†a|na, nb, nc〉 = na|na, nb, nc〉
Nb|na, nb, nc〉 = b†b|na, nb, nc〉 = nb|na, nb, nc〉
Nc|na, nb, nc〉 = c†c|na, nb, nc〉 = nc|na, nb, nc〉 (A.6)Sendo assim os termos dependentes dos operadores número resultarãoem termos diagonais na representação matriial. Estes operadores podemser representados da seguinte forma

U |na, nb, nc〉 = (UaaN
2
a + UbbN

2
b + UccN

2
c + UabNaNb + UacNaNc + UbcNbNc

+µaNa + µbNb + µcNc)|na, nb, nc〉
= (Uaan

2
a + Ubbn

2
b + Uccn

2
c + Uabnanb + Uacnanc + Ubcnbnc

+µana + µbnb + µcnc)|na, nb, nc〉
= u|na, nb, nc〉. (A.7)Desta forma podemos juntar os termos diagonais e os termos de inonversãopara estabeleermos a ação do hamiltoniano (2.1) sobre um vetor de base doespaço de Fok

H|na, nb, nc〉 = u|na, nb, nc〉
+Ω
√

(na + 1)(nb + 1)(nc)|na + 1, nb + 1, nc − 1〉
+Ω
√

(na)(nb)(nc + 1)|na − 1, nb − 1, nc + 1〉. (A.8)Para enontrarmos os elementos da matriz que representa o hamiltoniano,basta realizarmos o produto esalar 〈n′

a, n
′

b, n
′

c|H|na, nb, nc〉.



APÊNDICE A. REPRESENTAÇ�O MATRICIAL 64Agora, demonstraremos omo obter estes elementos através de exemplos,mas para failitarmos a notação e sem perde de nenhuma generalidade, re-alizaremos a representação matriial do hamiltoaniano (2.33), que enerra aforma sem espalhamento do hamiltoniano (2.1). Desta maneira o operador Uadquire uma forma simpli�ada e mais ompata U → µcNc. Como primeiroexemplo usaremos N = 4 e J = 0.A.1 N=4, J=0Tendo o valor de J = 0, temos por onsequênia o mesmo número de átomosdo tipo a e do tipo b. Dessa forma a dimensionalidade do hamiltoniano é
d = 3. Utilizando as relações (A.4,A.5,A.6), podemos esrever a ação dohamiltoniano (2.33) sobre os vetores do espaço de Fok

H|2, 2, 0〉 = 2Ω|1, 1, 1〉, (A.9)
H|1, 1, 1〉 = µ|1, 1, 1〉 + Ω(2|2, 2, 0〉 +

√
2|0, 0, 2〉), (A.10)

H|0, 0, 2〉 = 2µ|0, 0, 2〉 +
√

2Ω|1, 1, 1〉. (A.11)Agora, utilizando a propriedade de ortonormalidade dos vetores de base
〈n′

a, n
′

b, n
′

c|na, nb, nc〉 = δn′

ana
δn′

b
nb
δn′

cnc
, (A.12)realizaremos os produtos esalares para enontrarmos os elementos da matrizde representação do hamiltoniano (2.33)

〈2, 2, 0|H|2, 2, 0〉 = 2Ω〈2, 2, 0|1, 1, 1〉
= 0, (A.13)

〈1, 1, 1|H|2, 2, 0〉 = 2Ω〈1, 1, 1|1, 1, 1〉
= 2Ω, (A.14)

〈0, 0, 2|H|2, 2, 0〉 = 2Ω〈0, 0, 2|1, 1, 1〉
= 0, (A.15)

〈2, 2, 0|H|1, 1, 1〉 = Ω(2〈2, 2, 0|2, 2, 0〉 +
√

2〈2, 2, 0|0, 0, 2〉)
+µ〈2, 2, 0|1, 1, 1〉

= 2Ω, (A.16)
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〈1, 1, 1|H|1, 1, 1〉 = Ω(2〈1, 1, 1|2, 2, 0〉 +

√
2〈1, 1, 1|0, 0, 2〉)

+µ〈1, 1, 1|1, 1, 1〉
= µ, (A.17)

〈0, 0, 2|H|1, 1, 1〉 = Ω(2〈0, 0, 2|2, 2, 0〉 +
√

2〈0, 0, 2|0, 0, 2〉)
+µ〈0, 0, 2|1, 1, 1〉

=
√

2Ω, (A.18)
〈2, 2, 0|H|0, 0, 2〉 = 2µ〈2, 2, 0|0, 0, 2〉 +

√
2Ω〈2, 2, 0|1, 1, 1〉

= 0, (A.19)
〈1, 1, 1|H|0, 0, 2〉 = 2µ〈1, 1, 1|0, 0, 2〉 +

√
2Ω〈1, 1, 1|1, 1, 1〉

=
√

2Ω, (A.20)
〈0, 0, 2|H|0, 0, 2〉 = 2µ〈0, 0, 2|0, 0, 2〉 +

√
2Ω〈0, 0, 2|1, 1, 1〉

= 2µ, (A.21)onde por pratiidade utilizamos µc = µ. Reunindo os resultados obtidospodemos onstruir a representação matriial, que �a da seguinte forma
H =





0 2Ω 0

2Ω µ
√

2Ω

0
√

2Ω 2µ



 . (A.22)A.2 N=20, J=0Como pudemos observar através do exemplo anterior, notamos que os ele-mentos da matriz de representação obedeem uma erta sequênia. Para oaso dos elementos da diagonal prinipal, os elementos variam unitariamentede forma resente de zero até N/2, multipliados pelo parâmetro µ
hii = (i− 1)µ i = 1, . . . , d. (A.23)onde d = (N − J)/2 + 1 é a dimensionalidade do hamiltoniano. A sequêniaresente (A.23) é igual ao número de moléulas presentes no vetor de baseorrespondente ao elemento de matriz, devido a dependênia em relação aooperador Nc. Os elementos fora da diagonal prinipal apresentam simetria



APÊNDICE A. REPRESENTAÇ�O MATRICIAL 66frente a mesma. Estes termos são os termos de interonversão, e obedeema seguinte fórmula
hi,j+1 = hi+1,j =

(

N

2
+ 1 − i

)√
iΩ. (A.24)Na relação (A.24) a parte depende de N orresponde aos autovalores dosoperadores at�mios, onde o número de átomos diminui a medida que novasmoléulas são riadas. Com esta relação e os termos da diagonal prinipalpodemos montar a forma matriial para N = 10 e J = 0







































0 10Ω 0 0 0 0 0 0 0 0 0

10Ω µ 9
√

2Ω 0 0 0 0 0 0 0 0

0 9
√

2Ω 2µ 8
√

3Ω 0 0 0 0 0 0 0

0 0 8
√

3Ω 3µ 14Ω 0 0 0 0 0 0

0 0 0 14Ω 4µ 6
√

5Ω 0 0 0 0 0

0 0 0 0 6
√

5Ω 5µ 5
√

6Ω 0 0 0 0

0 0 0 0 0 5
√

6Ω 6µ 4
√

7Ω 0 0 0

0 0 0 0 0 0 4
√

7Ω 7µ 6
√

2Ω 0 0

0 0 0 0 0 0 0 6
√

2Ω 8µ 6Ω 0

0 0 0 0 0 0 0 0 6Ω 9µ
√

10Ω

0 0 0 0 0 0 0 0 0
√

10Ω 10µ







































.

(A.25)A.3 N=10, J=4Para o aso em que temos J 6= 0 o número de estados possíveis diminui, poisom um número menor de átomos do tipo b, os átomos do tipo a restantes�am impossibilitados de formar moléulas c. Sendo assim temos d = 4, e osseguintes vetores de base
|7, 3, 0〉 , |6, 2, 1〉
|5, 1, 2〉 , |4, 0, 3〉. (A.26)A apliação do hamiltoniano (2.33) sobre as bases tem os seguintes resultados

H|7, 3, 0〉 =
√

21Ω|6, 2, 1〉 (A.27)
H|6, 2, 1〉 = µ|6, 2, 1〉 + Ω(

√
21|7, 3, 0〉 + 2

√
6|5, 1, 2〉) (A.28)

H|5, 1, 2〉 = 2µ|5, 1, 2〉 + Ω(2
√

6|6, 2, 1〉 +
√

15|4, 0, 3〉) (A.29)
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H|4, 0, 3〉 = 3µ|4, 0, 3〉 +

√
15Ω|5, 1, 2〉 (A.30)Para a obtenção dos elementos de matriz realizaremos os produtos esa-lares, utilizando a propriedade de ortonormalidade dos vetores de base

〈7, 3, 0|H|7, 3, 0〉 =
√

21Ω〈7, 3, 0|6, 2, 1〉
= 0, (A.31)

〈6, 2, 1|H|7, 3, 0〉 =
√

21Ω〈6, 2, 1|6, 2, 1〉
=

√
21Ω, (A.32)

〈5, 1, 2|H|7, 3, 0〉 =
√

21Ω〈5, 1, 2|6, 2, 1〉
= 0, (A.33)

〈4, 0, 3|H|7, 3, 0〉 =
√

21Ω〈4, 0, 3|6, 2, 1〉
= 0, (A.34)

〈7, 3, 0|H|6, 2, 1〉 = Ω(
√

21〈7, 3, 0|7, 3, 0〉 + 2
√

6〈7, 3, 0|5, 1, 2〉)
+µ〈7, 3, 0|6, 2, 1〉

=
√

21Ω, (A.35)
〈6, 2, 1|H|6, 2, 1〉 = Ω(

√
21〈6, 2, 1|7, 3, 0〉 + 2

√
6〈6, 2, 1|5, 1, 2〉)

+µ〈6, 2, 1|6, 2, 1〉
= µ, (A.36)

〈5, 1, 2|H|6, 2, 1〉 = Ω(
√

21〈5, 1, 2|7, 3, 0〉 + 2
√

6〈5, 1, 2|5, 1, 2〉)
+µ〈5, 1, 2|6, 2, 1〉

= 2
√

6Ω, (A.37)
〈4, 0, 3|H|6, 2, 1〉 = Ω(

√
21〈4, 0, 3|7, 3, 0〉 + 2

√
6〈4, 0, 3|5, 1, 2〉)

+µ〈4, 0, 3|6, 2, 1〉
= 0, (A.38)

〈7, 3, 0|H|5, 1, 2〉 = Ω(2
√

6〈7, 3, 0|6, 2, 1〉 +
√

15〈7, 3, 0|4, 0, 3〉)
+2µ〈7, 3, 0|5, 1, 2〉

= 0, (A.39)
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〈6, 2, 1|H|5, 1, 2〉 = Ω(2

√
6〈6, 2, 1|6, 2, 1〉 +

√
15〈6, 2, 1|4, 0, 3〉)

+2µ〈6, 2, 1|5, 1, 2〉
= 2

√
6Ω, (A.40)

〈5, 1, 2|H|5, 1, 2〉 = Ω(2
√

6〈5, 1, 2|6, 2, 1〉 +
√

15〈5, 1, 2|4, 0, 3〉)
+2µ〈5, 1, 2|5, 1, 2〉

= 2µ, (A.41)
〈4, 0, 3|H|5, 1, 2〉 = Ω(2

√
6〈4, 0, 3|6, 2, 1〉 +

√
15〈4, 0, 3|4, 0, 3〉)

+2µ〈4, 0, 3|5, 1, 2〉
=

√
15Ω, (A.42)

〈7, 3, 0|H|4, 0, 3〉 = 3µ〈7, 3, 0|4, 0, 3〉 +
√

15Ω〈7, 3, 0|5, 1, 2〉
= 0, (A.43)

〈6, 2, 1|H|4, 0, 3〉 = 3µ〈6, 2, 1|4, 0, 3〉 +
√

15Ω〈6, 2, 1|5, 1, 2〉
= 0, (A.44)

〈5, 1, 2|H|4, 0, 3〉 = 3µ〈5, 1, 2|4, 0, 3〉 +
√

15Ω〈5, 1, 2|5, 1, 2〉
=

√
15Ω, (A.45)

〈4, 0, 3|H|4, 0, 3〉 = 3µ〈4, 0, 3|4, 0, 3〉 +
√

15Ω〈4, 0, 3|5, 1, 2〉
= 3µ, (A.46)Reunindo-se os elementos obtidos podemos montar a representação ma-triial para o aso N = 10 e J = 4

H =









0
√

21Ω 0 0√
21Ω µ 2

√
6Ω 0

0 2
√

6Ω 2µ
√

15Ω

0 0
√

15Ω 3µ









. (A.47)



APÊNDICE A. REPRESENTAÇ�O MATRICIAL 69A.4 N=24, J=8A partir dos exemplos apresentados podemos estabeleer uma forma gene-ralizada para a representação matriial do hamiltoniano (2.33). A relaçãoque determina o valor dos elementos da diagonal prinipal �a inalteradaom em função do valor de J . Apenas o seu valor máximo é reduzido peladimensionalidade do hamiltonaino. Obtemos
h1,1 = 0 , h2,2 = µ

h3,3 = 2µ , h4,4 = 3µ

h5,5 = 4µ , h6,6 = 5µ

h7,7 = 6µ , h8,8 = 7µ

h9,9 = 8µ . (A.48)Os elementos que representam a interonversão, e estão loalizados logoaima e logo abaixo da diagonal prinipal, obedeem a seguinte relação
hi,j+1 = hi+1,j = Ω

√

(

N + J

2
+ 1 − i

)(

N − J

2
+ 1 − i

)

(i). (A.49)Apliando-se a relação (A.49), obtemos
h1,2 = h2,1 =

√
16
√

8
√

1Ω = 8
√

2Ω

h2,3 = h3,2 =
√

15
√

7
√

2Ω =
√

210Ω

h3,4 = h4,3 =
√

14
√

6
√

3Ω = 6
√

7Ω

h4,5 = h5,4 =
√

13
√

5
√

4Ω = 2
√

65Ω

h5,6 = h6,5 =
√

12
√

4
√

5Ω = 4
√

15Ω

h6,7 = h7,6 =
√

11
√

3
√

6Ω = 3
√

22Ω

h7,8 = h8,7 =
√

10
√

2
√

7Ω = 2
√

35Ω

h8,9 = h9,8 =
√

9
√

1
√

8Ω = 6
√

2Ω.Reunindo os resultados obtidos, para os elementos da diagonal prinipale os elementos e interonversão, podemos onstruir a representação matriial
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0 8
√

2Ω 0 0 0 0 0 0 0

8
√

2Ω µ
√

210Ω 0 0 0 0 0 0

0
√

210Ω 2µ 6
√

7Ω 0 0 0 0 0

0 0 6
√

7Ω 3µ 2
√

65Ω 0 0 0 0

0 0 0 2
√

65Ω 4µ 4
√

15Ω 0 0 0

0 0 0 0 4
√

15Ω 5µ 3
√

22Ω 0 0

0 0 0 0 0 3
√

22Ω 6µ 2
√

35Ω 0

0 0 0 0 0 0 2
√

35Ω 7µ 6
√

2Ω

0 0 0 0 0 0 0 6
√

2Ω 8µ































.

(A.50)



Apêndie BEmaranhamentoA entropia de emaranhamento é usada omo uma forma de medida do emara-nhamento quântio, que se arateriza, aproximadamente falando, a quantodois sistemas não podem ser desritos separadamente. Quando nenhuma in-formação pode ser onheida a partir de uma parte do sistema, então, estaparte está emaranhada ao máximo om o sistema. A fórmula da entropia deemaranhamento é dada por
E(Ψ) = −Trρ log2 ρ (B.1)onde, ρ é hamada matriz de densidade reduzida obtida através do traçoparial sobre uma das partes. Por de�nição a entropia de emaranhamento éuma medida realizada sobre dois subsistemas, dessa maneira, tem apliaçãonatural para sistemas bipartites, mas para sistemas tripartites ou de om-posição mais omplexa, a de�nição não é unívoa. Embora não haja umaúnia de�nição de emaranhamento para sistemas tripartites, podemos nosonvener que o modelo de ondensado hetero-at�mio moleular pode serdesrito de forma equivalente a um modelo bipartite. Sendo assim, mostra-remos que as diferentes maneiras de se alular o emaranhamento, para omodelo hetero-at�mio moleular, produzem os mesmos resultados para umexemplo.Para isto, utilizaremos a forma mais simpli�ada do hamiltoniano (2.1),eliminando os termos de interação e mantendo-se somente os termos de in-teronversão
H = Ω(a†b†c+ c†ba). (B.2)Neste exemplo �xaremos o seguinte onjunto de valores:

Na = 5
Nb = 3

}

=⇒
{

N = 8
J = 2

.71



APÊNDICE B. EMARANHAMENTO 72A partir destes valores montaremos uma base om a qual se possa repre-sentar os auto-estados do sistema. Naturalmente busaremos representaçõesno espaço de Fok e aparentemente a melhor esolha sejam vetores da forma
|Na, Nb, Nc〉. Para este exemplo o onjunto de vetores que forma a base é:Base =















|5, 3, 0〉
|4, 2, 1〉
|3, 1, 2〉
|2, 0, 3〉

(B.3)Usando as relações dos operadores riação e aniquilação
a|n〉 =

√
n|n− 1〉

a†|n〉 =
√
n+ 1|n+ 1〉, (B.4)podemos montar a matriz do hamiltoniano nesta base:

abc†|5, 3, 0〉 =
√

5
√

3
√

1|4, 2, 1〉
abc†|4, 2, 1〉 =

√
4
√

2
√

2|3, 1, 2〉
abc†|3, 1, 2〉 =

√
3
√

1
√

3|2, 0, 3〉
a†b†c|2, 0, 3〉 =

√
3
√

1
√

3|3, 1, 2〉
a†b†c|3, 1, 2〉 =

√
4
√

2
√

2|4, 2, 1〉
a†b†c|4, 2, 1〉 =

√
5
√

3
√

1|5, 3, 0〉Desta forma temos
H = Ω









0
√

15 0 0√
15 0 4 0
0 4 0 3
0 0 3 0









, (B.5)onde os autoestados do hamiltoniano serão dados pelos autovetores da matriz(B.5). Calulando-se os autovalores obtemos
λ = ±1.929Ω,±6.023Ω. (B.6)O estado fundamental é obtido através do menor dos autovalores, pois repre-senta a menor energia. Sendo assim, por simpli�ação onsideramos Ω = 1,isto resulta no menor autovalor, −6.02. O estado fundamental e os outrosautovetores são dados por

|Ψ0〉 =









0.416
−0.647
0.572
−0.285









|Ψ1〉 =









−0.572
0.285
0.416
−0.647









|Ψ2〉 =









−0.572
−0.285
0.416
0.647









|Ψ3〉 =









0.416
0.647
0.572
0.285









.(B.7)



APÊNDICE B. EMARANHAMENTO 73Conheendo o autovetor do estado fundamental podemos alular o ema-ranhamento deste estado, e para isso montaremos a matriz densidade domesmo. Montaremos esta matriz esolhendo a base do espaço de Fok, destamaneira a matriz densidade �a esrita da seguinte forma
ρi,j = |Ψ〉〈Ψ| =

Nc
∑

i,j=0

cic
∗
j |k+ − i, k− − i, i〉〈j, k− − j, k+ − j| (B.8)Os vetores da base podem ser esritos de uma maneira alternativa, usandoapenas um índie, onde k± = N±J

2sendo assim k+ −Nc = Na+Nb+2Nc+Na−Nb

2
−Nc = Na +Nc −Nc = Na

k− −Nc = Na+Nb+2Nc−Na+Nb

2
−Nc = Nb +Nc −Nc = NbCalulamos os termos da representação matriial do operador ρ

ρ1,1 = (0.41)2|5, 3, 0〉〈5, 3, 0| , ρ1,2 = (0.41)(−0.64)|5, 3, 0〉〈4, 2, 1|
ρ1,3 = (0.41)(0.57)|5, 3, 0〉〈3, 1, 2| , ρ1,4 = (0.41)(−0.28)|5, 3, 0〉〈2, 0, 3|

ρ2,1 = (−0.64)(0.41)|4, 2, 1〉〈5, 3, 0| , ρ2,2 = (−0.64)2|4, 2, 1〉〈4, 2, 1|
ρ2,3 = (−0.64)(0.57)|4, 2, 1〉〈3, 1, 2| , ρ2,4 = (−0.64)(−0.28)|4, 2, 1〉〈2, 0, 3|
ρ3,1 = (0.57)(0.41)|3, 1, 2〉〈5, 3, 0| , ρ3,2 = (0.57)(−0.64)|3, 1, 2〉〈4, 2, 1|

ρ3,3 = (0.57)2|3, 1, 2〉〈3, 1, 2| , ρ3,4 = (0.57)(−0.28)|3, 1, 2〉〈2, 0, 3|
ρ4,1 = (−0.28)(0.41)|2, 0, 3〉〈5, 3, 0| , ρ4,2 = (−0.28)(−0.64)|2, 0, 3〉〈4, 2, 1|
ρ4,3 = (−0.28)(0.57)|2, 0, 3〉〈3, 1, 2| , ρ4,4 = (−0.28)2|2, 0, 3〉〈2, 0, 3|. (B.9)Na forma matriial temos

ρ =









0.17 −0.26 0.23 0.11
−0.26 0.41 −0.36 0.18
0.23 −0.36 0.32 −0.16
0.11 0.18 −0.16 0.08









. (B.10)Uma vez obtido o operador matriz de densidade para o estado funda-mental, podemos alular o valor da entropia de emaranhamento. Mas porpossuirmos um sistema naturalmente onstituído por três partes, dois ti-pos distintos de átomos e um tipo de moléula, podemos esolher diferentesmaneiras de realizar o traço da matriz de densidade. A seguir mostrar asdiferentes formas de se realizar o traço parial.



APÊNDICE B. EMARANHAMENTO 74B.1 Traço sobre o espaço de moléulasUmas das maneiras de realizarmos o traço parial, é esolhendo o espaço dosátomos a, dos átomos b ou ainda o espaço das moléulas. Devido a estaesolha do traço, reesrevemos a base expliitamente omo um produto debases distintas, ou seja, as bases serão produtos dos vetores do espaço dasmoléulas om o espaço dos átomos
|Na, Nb, Nc〉 = |Na, Nb〉 ⊗ |Nc〉 = |Na, Nb〉|Nc〉O traço parial sobre o espaço de moléulas é dado pela fórmulaTrc(ρ) =

Nc
∑

〈nc|ρ|nc〉, (B.11)e apliando sobre o operador matriz de densidade do estado fundamental,temos Trc(ρ) =
Nc
∑

〈nc|ρ|nc〉 =
Nc
∑

〈nc|Ψ0〉〈Ψ0|nc〉 (B.12)
〈0c|ρ|0c〉 = 0.17|5a, 3b〉〈0c|0c〉〈5a, 3b|〈0c|0c〉 − 0.26|5a, 3b〉〈0c|0c〉〈4a, 2b|〈1c|0c〉

+ 0.23|5a, 3b〉〈0c|0c〉〈3a, 1b|〈2c|0c〉 + 0.11|5a, 3b〉〈0c|0c〉〈2a, 0b|〈3c|0c〉
− 0.26|4a, 2b〉〈0c|1c〉〈5a, 3b|〈0c|0c〉 + 0.41|4a, 2b〉〈0c|1c〉〈4a, 2b|〈1c|0c〉
− 0.36|4a, 2b〉〈0c|1c〉〈3a, 1b|〈2c|0c〉 + 0.18|4a, 2b〉〈0c|1c〉〈2a, 0b|〈3c|0c〉
+ 0.23|3a, 1b〉〈0c|2c〉〈5a, 3b|〈0c|0c〉 − 0.36|3a, 1b〉〈0c|2c〉〈4a, 2b|〈1c|0c〉
+ 0.32|3a, 1b〉〈0c|2c〉〈3a, 1b|〈2c|0c〉 − 0.16|3a, 1b〉〈0c|2c〉〈2a, 0b|〈3c|0c〉
+ 0.11|2a, 0b〉〈0c|3c〉〈5a, 3b|〈0c|0c〉 + 0.18|2a, 0b〉〈0c|3c〉〈4a, 2b|〈1c|0c〉
− 0.16|2a, 0b〉〈0c|3c〉〈3a, 1b|〈2c|0c〉 + 0.08|2a, 0b〉〈0c|3c〉〈2a, 0b|〈3c|0c〉
= 0.17|5a, 3b〉〈5a, 3b|, (B.13)

〈1c|ρ|1c〉 = 0.17|5a, 3b〉〈1c|0c〉〈5a, 3b|〈0c|1c〉 − 0.26|5a, 3b〉〈1c|0c〉〈4a, 2b|〈1c|1c〉
+ 0.23|5a, 3b〉〈1c|0c〉〈3a, 1b|〈2c|1c〉 + 0.11|5a, 3b〉〈1c|0c〉〈2a, 0b|〈3c|1c〉
− 0.26|4a, 2b〉〈1c|1c〉〈5a, 3b|〈0c|1c〉 + 0.41|4a, 2b〉〈1c|1c〉〈4a, 2b|〈1c|1c〉
− 0.36|4a, 2b〉〈1c|1c〉〈3a, 1b|〈2c|1c〉 + 0.18|4a, 2b〉〈1c|1c〉〈2a, 0b|〈3c|1c〉
+ 0.23|3a, 1b〉〈1c|2c〉〈5a, 3b|〈0c|1c〉 − 0.36|3a, 1b〉〈1c|2c〉〈4a, 2b|〈1c|1c〉
+ 0.32|3a, 1b〉〈1c|2c〉〈3a, 1b|〈2c|1c〉 − 0.16|3a, 1b〉〈1c|2c〉〈2a, 0b|〈3c|1c〉
+ 0.11|2a, 0b〉〈1c|3c〉〈5a, 3b|〈0c|1c〉 + 0.18|2a, 0b〉〈1c|3c〉〈4a, 2b|〈1c|1c〉
− 0.16|2a, 0b〉〈1c|3c〉〈3a, 1b|〈2c|1c〉 + 0.08|2a, 0b〉〈1c|3c〉〈2a, 0b|〈3c|1c〉
= 0.41|4a, 2b〉〈4a, 2b|, (B.14)
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〈2c|ρ|2c〉 = 0.17|5a, 3b〉〈2c|0c〉〈5a, 3b|〈0c|2c〉 − 0.26|5a, 3b〉〈2c|0c〉〈4a, 2b|〈1c|2c〉

+ 0.23|5a, 3b〉〈2c|0c〉〈3a, 1b|〈2c|2c〉 + 0.11|5a, 3b〉〈2c|0c〉〈2a, 0b|〈3c|2c〉
− 0.26|4a, 2b〉〈2c|1c〉〈5a, 3b|〈0c|2c〉 + 0.41|4a, 2b〉〈2c|1c〉〈4a, 2b|〈1c|2c〉
− 0.36|4a, 2b〉〈2c|1c〉〈3a, 1b|〈2c|2c〉 + 0.18|4a, 2b〉〈2c|1c〉〈2a, 0b|〈3c|2c〉
+ 0.23|3a, 1b〉〈2c|2c〉〈5a, 3b|〈0c|2c〉 − 0.36|3a, 1b〉〈2c|2c〉〈4a, 2b|〈1c|2c〉
+ 0.32|3a, 1b〉〈2c|2c〉〈3a, 1b|〈2c|2c〉 − 0.16|3a, 1b〉〈2c|2c〉〈2a, 0b|〈3c|2c〉
+ 0.11|2a, 0b〉〈2c|3c〉〈5a, 3b|〈0c|2c〉 + 0.18|2a, 0b〉〈2c|3c〉〈4a, 2b|〈1c|2c〉
− 0.16|2a, 0b〉〈2c|3c〉〈3a, 1b|〈2c|2c〉 + 0.08|2a, 0b〉〈2c|3c〉〈2a, 0b|〈3c|2c〉
= 0.32|3a, 1b〉〈3a, 1b|, (B.15)

〈3c|ρ|3c〉 = 0.17|5a, 3b〉〈3c|0c〉〈5a, 3b|〈0c|3c〉 − 0.26|5a, 3b〉〈3c|0c〉〈4a, 2b|〈1c|3c〉
+ 0.23|5a, 3b〉〈3c|0c〉〈3a, 1b|〈2c|3c〉 + 0.11|5a, 3b〉〈3c|0c〉〈2a, 0b|〈3c|3c〉
− 0.26|4a, 2b〉〈3c|1c〉〈5a, 3b|〈0c|3c〉 + 0.41|4a, 2b〉〈3c|1c〉〈4a, 2b|〈1c|3c〉
− 0.36|4a, 2b〉〈3c|1c〉〈3a, 1b|〈2c|3c〉 + 0.18|4a, 2b〉〈3c|1c〉〈2a, 0b|〈3c|3c〉
+ 0.23|3a, 1b〉〈3c|2c〉〈5a, 3b|〈0c|3c〉 − 0.36|3a, 1b〉〈3c|2c〉〈4a, 2b|〈1c|3c〉
+ 0.32|3a, 1b〉〈3c|2c〉〈3a, 1b|〈2c|3c〉 − 0.16|3a, 1b〉〈3c|2c〉〈2a, 0b|〈3c|3c〉
+ 0.11|2a, 0b〉〈3c|3c〉〈5a, 3b|〈0c|3c〉 + 0.18|2a, 0b〉〈3c|3c〉〈4a, 2b|〈1c|3c〉
− 0.16|2a, 0b〉〈3c|3c〉〈3a, 1b|〈2c|3c〉 + 0.08|2a, 0b〉〈3c|3c〉〈2a, 0b|〈3c|3c〉
= 0.08|2a, 0b〉〈2a, 0b|. (B.16)Obtendo o resultado do traço parial

ρab =









0.17 0 0 0
0 0.41 0 0
0 0 0.32 0
0 0 0 0.08









, (B.17)onde ρab designa a matriz resultante do traço parial sobre o espaço de mo-léulas, hamada matriz reduzida. A partir da matriz reduzida podemos
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E(ρab) = −Tr{ρab log2(ρab)}

= −
d
∑

a,b=0

〈na, nb|ρab log2(ρab)|na, nb〉

= −〈5a, 3b|
(

ρab log2(ρab)
)

|5a, 3b〉 − 〈4a, 2b|
(

ρab log2(ρab)
)

|4a, 2b〉

−〈3a, 1b|
(

ρab log2(ρab)
)

|4a, 1b〉 − 〈2a, 0b|
(

ρab log2(ρab)
)

|2a, 0b〉
= −0.17 log2(0.17)〈5a, 3b|5a, 3b〉

−0.41 log2(0.41)〈4a, 2b|4a, 2b〉
−0.32 log2(0.32)〈3a, 1b|3a, 1b〉
−0.08 log2(0.08)〈2a, 0b|2a, 0b〉

= −0.17 log2(0.17) − 0.41 log2(0.41)

−0.32 log2(0.32) − 0.08 log2(0.08)

= 1.785. (B.18)Esse é o valor obtido para a entropia de emaranhamento utilizando o traçoparial sobre o espaço de moléulas.B.2 Traço sobre o espaço de átomos tipo aOutra maneira de realizarmos o traço parial é esolhendo o espaço dos áto-mos a. Devido a esta esolha do traço, reesrevemos a base expliitamenteomo um produto de bases distintas
|Na, Nb, Nc〉 = |Na〉 ⊗ |Nb, Nc〉 = |Na〉|Nb, Nc〉O traço parial sobre o espaço dos átom os tipo a é dado pela fórmulaTra(ρ) =

Na
∑

〈na|ρ|na〉, (B.19)e apliando sobre o operador matriz de densidade do estado fundamental,temos Tra(ρ) =
Na
∑

〈na|ρ|na〉 =
Na
∑

〈na|Ψ0〉〈Ψ0|na〉 (B.20)
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〈5a|ρ|5a〉 = 0.17〈5a|5a〉|3b, 0c〉〈5a|5a〉〈3b, 0c| − 0.26〈5a|5a〉|3b, 0c〉〈4a|5a〉〈2b, 1c|

+ 0.23〈5a|5a〉|3b, 0c〉〈3a|5a〉〈1b, 2c| + 0.11〈5a|5a〉|3b, 0c〉〈2a|5a〉〈0b, 3c|
− 0.26〈5a|4a〉|2b, 1c〉〈5a|5a〉〈3b, 0c| + 0.41〈5a|4a〉|2b, 1c〉〈4a|5a〉〈2b, 1c|
− 0.36〈5a|4a〉|2b, 1c〉〈3a|5a〉〈1b, 2c| + 0.18〈5a|4a〉|2b, 1c〉〈2a|5a〉〈0b, 3c|
+ 0.23〈5a|3a〉|1b, 2c〉〈5a|5a〉〈3b, 0c| − 0.36〈5a|3a〉|1b, 2c〉〈4a|5a〉〈2b, 1c|
+ 0.32〈5a|3a〉|1b, 2c〉〈3a|5a〉〈1b, 2c| − 0.16〈5a|3a〉|1b, 2c〉〈2a|5a〉〈0b, 3c|
+ 0.11〈5a|2a〉|0b, 3c〉〈5a|5a〉〈3b, 0c| + 0.18〈5a|2a〉|0b, 3c〉〈4a|5a〉〈2b, 1c|
− 0.16〈5a|2a〉|0b, 3c〉〈3a|5a〉〈1b, 2c| + 0.08〈5a|2a〉|0b, 3c〉〈2a|5a〉〈0b, 3c|
= 0.17〉|3b, 0c〉〈3b, 0c|, (B.21)

〈4a|ρ|4a〉 = 0.17〈4a|5a〉|3b, 0c〉〈5a|4a〉〈3b, 0c| − 0.26〈4a|5a〉|3b, 0c〉〈4a|4a〉〈2b, 1c|
+ 0.23〈4a|5a〉|3b, 0c〉〈3a|4a〉〈1b, 2c| + 0.11〈4a|5a〉|3b, 0c〉〈2a|4a〉〈0b, 3c|
− 0.26〈4a|4a〉|2b, 1c〉〈5a|4a〉〈3b, 0c| + 0.41〈4a|4a〉|2b, 1c〉〈4a|4a〉〈2b, 1c|
− 0.36〈4a|4a〉|2b, 1c〉〈3a|4a〉〈1b, 2c| + 0.18〈4a|4a〉|2b, 1c〉〈2a|4a〉〈0b, 3c|
+ 0.23〈4a|3a〉|1b, 2c〉〈5a|4a〉〈3b, 0c| − 0.36〈4a|3a〉|1b, 2c〉〈4a|4a〉〈2b, 1c|
+ 0.32〈4a|3a〉|1b, 2c〉〈3a|4a〉〈1b, 2c| − 0.16〈4a|3a〉|1b, 2c〉〈2a|4a〉〈0b, 3c|
+ 0.11〈4a|2a〉|0b, 3c〉〈5a|4a〉〈3b, 0c| + 0.18〈4a|2a〉|0b, 3c〉〈4a|4a〉〈2b, 1c|
− 0.16〈4a|2a〉|0b, 3c〉〈3a|4a〉〈1b, 2c| + 0.08〈4a|2a〉|0b, 3c〉〈2a|4a〉〈0b, 3c|
= 0.41|2b, 1c〉〈2b, 1c|, (B.22)

〈3a|ρ|3a〉 = 0.17〈3a|5a〉|3b, 0c〉〈5a|3a〉〈3b, 0c| − 0.26〈3a|5a〉|3b, 0c〉〈4a|3a〉〈2b, 1c|
+ 0.23〈3a|5a〉|3b, 0c〉〈3a|3a〉〈1b, 2c| + 0.11〈3a|5a〉|3b, 0c〉〈2a|3a〉〈0b, 3c|
− 0.26〈3a|4a〉|2b, 1c〉〈5a|3a〉〈3b, 0c| + 0.41〈3a|4a〉|2b, 1c〉〈4a|3a〉〈2b, 1c|
− 0.36〈3a|4a〉|2b, 1c〉〈3a|3a〉〈1b, 2c| + 0.18〈3a|4a〉|2b, 1c〉〈2a|3a〉〈0b, 3c|
+ 0.23〈3a|3a〉|1b, 2c〉〈5a|3a〉〈3b, 0c| − 0.36〈3a|3a〉|1b, 2c〉〈4a|3a〉〈2b, 1c|
+ 0.32〈3a|3a〉|1b, 2c〉〈3a|3a〉〈1b, 2c| − 0.16〈3a|3a〉|1b, 2c〉〈2a|3a〉〈0b, 3c|
+ 0.11〈3a|2a〉|0b, 3c〉〈5a|3a〉〈3b, 0c| + 0.18〈3a|2a〉|0b, 3c〉〈4a|3a〉〈2b, 1c|
− 0.16〈3a|2a〉|0b, 3c〉〈3a|3a〉〈1b, 2c| + 0.08〈3a|2a〉|0b, 3c〉〈2a|3a〉〈0b, 3c|
= 0.32|1b, 2c〉〈1b, 2c|, (B.23)
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〈2a|ρ|2a〉 = 0.17〈2a|5a〉|3b, 0c〉〈5a|2a〉〈3b, 0c| − 0.26〈2a|5a〉|3b, 0c〉〈4a|2a〉〈2b, 1c|

+ 0.23〈2a|5a〉|3b, 0c〉〈3a|2a〉〈1b, 2c| + 0.11〈2a|5a〉|3b, 0c〉〈2a|2a〉〈0b, 3c|
− 0.26〈2a|4a〉|2b, 1c〉〈5a|2a〉〈3b, 0c| + 0.41〈2a|4a〉|2b, 1c〉〈4a|2a〉〈2b, 1c|
− 0.36〈2a|4a〉|2b, 1c〉〈3a|2a〉〈1b, 2c| + 0.18〈2a|4a〉|2b, 1c〉〈2a|2a〉〈0b, 3c|
+ 0.23〈2a|3a〉|1b, 2c〉〈5a|2a〉〈3b, 0c| − 0.36〈2a|3a〉|1b, 2c〉〈4a|2a〉〈2b, 1c|
+ 0.32〈2a|3a〉|1b, 2c〉〈3a|2a〉〈1b, 2c| − 0.16〈2a|3a〉|1b, 2c〉〈2a|2a〉〈0b, 3c|
+ 0.11〈2a|2a〉|0b, 3c〉〈5a|2a〉〈3b, 0c| + 0.18〈2a|2a〉|0b, 3c〉〈4a|2a〉〈2b, 1c|
− 0.16〈2a|2a〉|0b, 3c〉〈3a|2a〉〈1b, 2c| + 0.08〈2a|2a〉|0b, 3c〉〈2a|2a〉〈0b, 3c|
= 0.08|0b, 3c〉〈0b, 3c|, (B.24)Obtendo o resultado do traço parial

ρbc =









0.17 0 0 0
0 0.41 0 0
0 0 0.32 0
0 0 0 0.08









. (B.25)A partir da matriz reduzida podemos alular a entropia de emaranhamentoutilizando a fórmula (B.1)
E(ρbc) = −Tr{ρbc log2(ρbc)}

= −
d
∑

b,c=0

〈nb, nc|ρbc log2(ρbc)|nb, nc〉

= −〈3b, 0c|
(

ρbc log2(ρbc)
)

|3b, 0c〉 − 〈2b, 1c|
(

ρbc log2(ρbc)
)

|2b, 1c〉

−〈1b, 2c|
(

ρbc log2(ρbc)
)

|1b, 2c〉 − 〈0b, 3c|
(

ρbc log2(ρbc)
)

|0b, 3c〉
= −0.17 log2(0.17)〈3b, 0c|3b, 0c〉

−0.41 log2(0.41)〈2b, 1c|2b, 1c〉
−0.32 log2(0.32)〈1b, 2c|1b, 2c〉
−0.08 log2(0.08)〈0b, 3c|0b, 3c〉

= −0.17 log2(0.17) − 0.41 log2(0.41)

−0.32 log2(0.32) − 0.08 log2(0.08)

= 1.785. (B.26)Esse é o valor obtido para a entropia de emaranhamento utilizando o traçoparial sobre o espaço de átomos tipo a.



APÊNDICE B. EMARANHAMENTO 79B.3 Traço sobre o espaço de átomos tipo bA última maneira de realizarmos o traço parial é esolhendo o espaço dosátomos b. Com esta esolha do traço, reesrevemos a base expliitamenteomo um produto de bases distintas
|Na, Nb, Nc〉 = |Na, Nc〉 ⊗ |Nb〉 = |Na, Nc〉|Nb〉O traço parial sobre o espaço dos átom os tipo b é dado pela fórmulaTrb(ρ) =

Nb
∑

〈nb|ρ|nb〉, (B.27)e apliando sobre o operador matriz de densidade do estado fundamental,temos Trb(ρ) =

Nb
∑

〈nb|ρ|nb〉 =

Nb
∑

〈nb|Ψ0〉〈Ψ0|nb〉 (B.28)
〈3b|ρ|3b〉 = 0.17〈3b|3b〉|5a, 0c〉〈3b|3b〉〈5a, 0c| − 0.26〈3b|3b〉|5a, 0c〉〈2b|3b〉〈4a, 1c|

+ 0.23〈3b|3b〉|5a, 0c〉〈1b|3b〉〈3a, 2c| + 0.11〈3b|3b〉|5a, 0c〉〈0b|3b〉〈2a, 3c|
− 0.26〈3b|2b〉|4a, 1c〉〈3b|3b〉〈5a, 0c| + 0.41〈3b|2b〉|4a, 1c〉〈2b|3b〉〈4a, 1c|
− 0.36〈3b|2b〉|4a, 1c〉〈1b|3b〉〈3a, 2c| + 0.18〈3b|2b〉|4a, 1c〉〈0b|3b〉〈2a, 3c|
+ 0.23〈3b|1b〉|3a, 2c〉〈3b|3b〉〈5a, 0c| − 0.36〈3b|1b〉|3a, 2c〉〈2b|3b〉〈4a, 1c|
+ 0.32〈3b|1b〉|3a, 2c〉〈1b|3b〉〈3a, 2c| − 0.16〈3b|1b〉|3a, 2c〉〈0b|3b〉〈2a, 3c|
+ 0.11〈3b|0b〉|2a, 3c〉〈3b|3b〉〈5a, 0c| + 0.18〈3b|0b〉|2a, 3c〉〈2b|3b〉〈4a, 1c|
− 0.16〈3b|0b〉|2a, 3c〉〈1b|3b〉〈3a, 2c| + 0.08〈3b|0b〉|2a, 3c〉〈0b|3b〉〈2a, 3c|
= 0.17|5a, 0c〉〈5a, 0c|, (B.29)

〈2b|ρ|2b〉 = 0.17〈2b|3b〉|5a, 0c〉〈3b|2b〉〈5a, 0c| − 0.26〈2b|3b〉|5a, 0c〉〈2b|2b〉〈4a, 1c|
+ 0.23〈2b|3b〉|5a, 0c〉〈1b|2b〉〈3a, 2c| + 0.11〈2b|3b〉|5a, 0c〉〈0b|2b〉〈2a, 3c|
− 0.26〈2b|2b〉|4a, 1c〉〈3b|2b〉〈5a, 0c| + 0.41〈2b|2b〉|4a, 1c〉〈2b|2b〉〈4a, 1c|
− 0.36〈2b|2b〉|4a, 1c〉〈1b|2b〉〈3a, 2c| + 0.18〈2b|2b〉|4a, 1c〉〈0b|2b〉〈2a, 3c|
+ 0.23〈2b|1b〉|3a, 2c〉〈3b|2b〉〈5a, 0c| − 0.36〈2b|1b〉|3a, 2c〉〈2b|2b〉〈4a, 1c|
+ 0.32〈2b|1b〉|3a, 2c〉〈1b|2b〉〈3a, 2c| − 0.16〈2b|1b〉|3a, 2c〉〈0b|2b〉〈2a, 3c|
+ 0.11〈2b|0b〉|2a, 3c〉〈3b|2b〉〈5a, 0c| + 0.18〈2b|0b〉|2a, 3c〉〈2b|2b〉〈4a, 1c|
− 0.16〈2b|0b〉|2a, 3c〉〈1b|2b〉〈3a, 2c| + 0.08〈2b|0b〉|2a, 3c〉〈0b|2b〉〈2a, 3c|
= 0.41|4a, 1c〉〈4a, 1c|, (B.30)
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〈1b|ρ|1b〉 = 0.17〈1b|3b〉|5a, 0c〉〈3b|1b〉〈5a, 0c| − 0.26〈1b|3b〉|5a, 0c〉〈2b|1b〉〈4a, 1c|

+ 0.23〈1b|3b〉|5a, 0c〉〈1b|1b〉〈3a, 2c| + 0.11〈1b|3b〉|5a, 0c〉〈0b|1b〉〈2a, 3c|
− 0.26〈1b|2b〉|4a, 1c〉〈3b|1b〉〈5a, 0c| + 0.41〈1b|2b〉|4a, 1c〉〈2b|1b〉〈4a, 1c|
− 0.36〈1b|2b〉|4a, 1c〉〈1b|1b〉〈3a, 2c| + 0.18〈1b|2b〉|4a, 1c〉〈0b|1b〉〈2a, 3c|
+ 0.23〈1b|1b〉|3a, 2c〉〈3b|1b〉〈5a, 0c| − 0.36〈1b|1b〉|3a, 2c〉〈2b|1b〉〈4a, 1c|
+ 0.32〈1b|1b〉|3a, 2c〉〈1b|1b〉〈3a, 2c| − 0.16〈1b|1b〉|3a, 2c〉〈0b|1b〉〈2a, 3c|
+ 0.11〈1b|0b〉|2a, 3c〉〈3b|1b〉〈5a, 0c| + 0.18〈1b|0b〉|2a, 3c〉〈2b|1b〉〈4a, 1c|
− 0.16〈1b|0b〉|2a, 3c〉〈1b|1b〉〈3a, 2c| + 0.08〈1b|0b〉|2a, 3c〉〈0b|1b〉〈2a, 3c|
= 0.32|3a, 2c〉〈3a, 2c|, (B.31)

〈0b|ρ|0b〉 = 0.17〈0b|3b〉|5a, 0c〉〈3b|0b〉〈5a, 0c| − 0.26〈0b|3b〉|5a, 0c〉〈2b|0b〉〈4a, 1c|
+ 0.23〈0b|3b〉|5a, 0c〉〈1b|0b〉〈3a, 2c| + 0.11〈0b|3b〉|5a, 0c〉〈0b|0b〉〈2a, 3c|
− 0.26〈0b|2b〉|4a, 1c〉〈3b|0b〉〈5a, 0c| + 0.41〈0b|2b〉|4a, 1c〉〈2b|0b〉〈4a, 1c|
− 0.36〈0b|2b〉|4a, 1c〉〈1b|0b〉〈3a, 2c| + 0.18〈0b|2b〉|4a, 1c〉〈0b|0b〉〈2a, 3c|
+ 0.23〈0b|1b〉|3a, 2c〉〈3b|0b〉〈5a, 0c| − 0.36〈0b|1b〉|3a, 2c〉〈2b|0b〉〈4a, 1c|
+ 0.32〈0b|1b〉|3a, 2c〉〈1b|0b〉〈3a, 2c| − 0.16〈0b|1b〉|3a, 2c〉〈0b|0b〉〈2a, 3c|
+ 0.11〈0b|0b〉|2a, 3c〉〈3b|0b〉〈5a, 0c| + 0.18〈0b|0b〉|2a, 3c〉〈2b|0b〉〈4a, 1c|
− 0.16〈0b|0b〉|2a, 3c〉〈1b|0b〉〈3a, 2c| + 0.08〈0b|0b〉|2a, 3c〉〈0b|0b〉〈2a, 3c|
= 0.08|2a, 3c〉〈2a, 3c|, (B.32)Obtendo o resultado do traço parial

ρac =









0.17 0 0 0
0 0.41 0 0
0 0 0.32 0
0 0 0 0.08









. (B.33)



APÊNDICE B. EMARANHAMENTO 81A partir da matriz reduzida podemos alular a entropia de emaranhamentoutilizando a fórmula (B.1)
E(ρac) = −Tr{ρac log2(ρac)}

= −
d
∑

a,c=0

〈na, nc|ρac log2(ρac)|na, nc〉

= −〈5a, 0c|
(

ρac log2(ρac)
)

|5a, 0c〉 − 〈4a, 1c|
(

ρac log2(ρac)
)

|4a, 1c〉

−〈3a, 2c|
(

ρac log2(ρac)
)

|3a, 2c〉 − 〈2a, 3c|
(

ρac log2(ρac)
)

|2a, 3c〉
= −0.17 log2(0.17)〈5a, 0c|5a, 0c〉

−0.41 log2(0.41)〈4a, 1c|4a, 1c〉
−0.32 log2(0.32)〈3a, 2c|3a, 2c〉
−0.08 log2(0.08)〈2a, 3c|2a, 3c〉

= −0.17 log2(0.17) − 0.41 log2(0.41)

−0.32 log2(0.32) − 0.08 log2(0.08)

= 1.785. (B.34)Esse é o valor obtido para a entropia de emaranhamento utilizando o traçoparial sobre o espaço de átomos tipo b.Podemos notar que o valor da entropia de emaranhamento é o mesmopara as diferentes formas de traço parial esolhidas. Pode-se demonstrarque o álulo da entropia de emaranhamento é igual quando alulamos oseu valor a partir dos oe�ientes das bases
E(Ψ) = −

d
∑

i=0

c2i log2(c
2
i ) (B.35)E estes oe�ientes independem da forma om a qual é realizado o traçoparial, desta forma qualquer espaço que esolhermos para fazer o traço par-ial obteremos o mesmo resultado.
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