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Capitulo 3

DANIELA STEVANIN HOFFMANN
ELISABETE ZARDO BURIGO

MARCIO A. RODRIGUEZ DE RODRIGUES
MARINA MENNA BARRETO

SANDRA DENISE STROSCHEIN

As chamadas secoes conicas raramente sao estudadas no Ensino Médio,
embora sejam, de algum modo, familiares aos estudantes: a parabola aparece,
em geral, associada ao grafico da funcao quadratica e a elipse, a trajetoria
dos planetas do Sistema Solar. No Curso de Especializacao Matematica —
Midias Digitais — Didatica, essas curvas foram objeto de estudo no Modulo IV
da disciplina “Geometria e Trigonometria na Resolu¢ao de Problemas”,
buscando-se propiciar, aos professores em formacao continuada, maior
desenvoltura no seu manejo, na compreensao de suas propriedades e de
suas aplicacoes em situacoes diversas, favorecendo a abordagem do tema
em sala de aula do Ensino Médio.

O recurso as midias digitais permitiu introduzir, nesse estudo, uma
inovacao interessante: a construcao de mecanismos digitais, com software
de matematica, que simulam mecanismos reais (construtiveis com hastes de
madeira, parafusos e lapiseiras) e que tracam parabolas, elipses e hipérboles.
Foram examinadas as condi¢oes de construcao desses mecanismos que



garantem que as curvas tracadas sejam as respectivas conicas. A
experimentacao com 0s mecanismos permitiu também a variacao de
parametros, como a distancia entre os focos, ou o comprimento dos semi-
eixos, e a analise de como essa variacao incide sobre o formato das figuras.
Os protocolos de construcao foram disponibilizados, de modo que os
mecanismos pudessem ser reproduzidos e utilizados em sala de aula.

Na Geometria grega, o interesse pelas secoes planas do cone teve origem
na busca de solugoes para o famoso problema da duplicacao do cubo, que é
o de, dado um cubo de volume V, obter-se um cubo de volume 2V (HEATH,
1981, p. 110). O problema deve ser resolvido em termos de construcao de
segmentos, isto €, conhecida a aresta ado cubo de volume V, o que se procura
€ construir a aresta do cubo de volume 2V. Em linguagem algébrica, o
problema pode ser traduzido como segue: dado V=a’, obter xtal que 2 V=«
o que equivale a resolver a equacao x’=24’. Mas a solucao buscada é
geomeétrica, isto €, deve-se obter o segmento de medida x a partir do segmento
de medida a. O desafio entre os gregos era construir o novo segmento usando
apenas régua e compasso, € a impossibilidade de uma solucao com esses
instrumentos euclidianos' s6 foi demonstrada no século XIX.

4

Figura 1 — Seccionamentos do cone circular reto.
Fonte: site da disciplina “Geometria e Trigonometria na Resolucao de Problemas”.

! Aqui nos referimos a impossibilidade da construcao do segmento dadas as seguintes

regras: com arégua (nao graduada) permite-se apenas tracar uma reta passando por dois
pontos dados; com o compasso permite-se apenas tracar um circulo com centro num

ponto dado passando por um segundo ponto qualquer dado.



Seccionando um cone circular reto por um plano, e variando o angulo
de corte, podemos obter as curvas que hoje conhecemos como pardbolas,
elipses e hipérboles — dai sua designacao como “secoes conicas”. Na figura 1
estao ilustrados alguns desses cortes. Quando o plano € paralelo a uma geratriz
do cone, a curva obtida na interseccao do cone e do plano é uma parabola
(corte em verde na figura 1); se o plano € perpendicular ao eixo, a curva ¢é
um circulo (corte em vermelho); se o plano faz um angulo obliquo com o
eixo de modo a atravessar o cone, a curva € uma elipse (corte em roxo); se o
plano corta o cone de modo a interseccionar suas duas folhas, a curva ¢ uma
hipérbole (corte em azul).

Menaecmo, cerca de 350 a. C., obteve duas solucoes para o problema da
duplicacao do cubo, recorrendo a essas curvas. Usando apenas circulos e
triangulos semelhantes, Menaecmo provou que, para a parabola, valia a
propriedade que hoje escrevemos como y? = kx e, interseccionando duas
parabolas distintas, pode construir o segmento desejado *.

A elipse e a hipérbole também podem ser apresentadas a partir de suas
propriedades focais, tomando-se dois pontos fixos F, e F, (denominados focos)
num plano 1 °. A elipse ¢ definida como o lugar geométrico dos pontos do
plano para os quais a soma das distancias a cada um dos dois focos € igual a
uma constante positiva k, isto €, como o conjunto dos pontos P para os quais
vale d(P,F,)+d(P,F, )=k’ eahipérbole ¢ definida como o lugar geométrico

2 A descricao dessa solu¢ao pode ser encontrada em Eves (2004, p. 149-150) ou Boyer

(1994), assim como a deducao das equacoes das curvas em termos do que hoje
denominamos coordenadas.

Pode-se demonstrar que as definicoes das cOnicas a partir de suas propriedades focais
(nos casos da elipse e da hipérbole) ou a partir da propriedade foco-diretriz (no caso da
pardbola) sao equivalentes as defini¢oes anteriormente apresentadas das curvas como
seccionamentos do cone. Essa demonstracao fica abreviada mostrando-se as equivaléncias
entre as equacgoes correspondentes as curvas, num € noutro caso. No site da disciplina
“Geometria e Trigonometria na Resolucao de Problemas” (Médulo IV — Contetdos) as
equacoes das conicas em coordenadas retangulares sao deduzidas a partir das defini¢oes
geométricas aqui apresentadas. Para a deducao das equacoes a partir dos cortes do cone,
indicamos, conforme nota anterior, Eves (2004, p. 149-150) e Boyer (1994). Uma
interessante demonstracao geométrica das equivaléncias de definicoes é¢ dada no Teorema
de Dandelin, explicado através de animacoes no endereco <http://www2.mat.ufrgs.br/
edumatec/atividades_diversas/ dandelin/index.html>.

Designamos como d (P, F,) a distancia entre os pontos P e F, €, analogamente, como

d (P, F,) adistancia entre os pontos P e F,; dados F , F, e k, a elipse (ou a hipérbole) fica
determinada.



dos pontos do plano para os quais o modulo da diferenca entre as distancias
aos focos € igual a uma constante positiva dada, isto €, como o conjunto dos
pontos P para os quais vale |d(P,F, )—d(P,F, )| =k .

E possivel ter-se uma definicao que abrange as trés curvas, que pode ser
chamada de propriedade foco-diretriz. Dados uma reta r (diretriz) e um

ponto F (foco) fora dela, e uma constante positiva ¢, o lugar geométrico dos

dPF)_, & uma
d(P.r)

conica °. Demonstra-se que a curva sera uma parabola, elipse ou hipérbole,

pontos P do plano que contém r e F e para os quais vale

respectivamente, quando essa razao for igual, menor que ou maior que um®.
No caso da parabola temos, entao, a definicao bem conhecida: dados uma
reta r (diretriz) e um ponto F (foco) fora dela, o conjunto dos pontos P para
os quais d(P, F) = d (P, r) € uma parabola. Essas propriedades ja eram
conhecidas de Apolonio, cerca de 250 a.C.

No quadro que segue, sistematizamos os resultados aqui mencionados.
Na tultima coluna incluimos as propriedades refletoras das conicas’, que
resultam das propriedades focais e que sao importantes para a compreensao
de aplicacoes diversas.

Quadro 1 — Propriedades das secoes conicas

Curva Plano que secciona Equacio em Propriedade Propriedade Propriedade
o cone circular reto coordenadas foco-diretriz focal refletora
retangulares (foco F e reta (focos F1 e F2) (A reta tangente
(centro ou vértice diretriz r) acurvaem P é...)
na origem, focos no
eixo OX)
Parabola Paralelo a  uma yZ = 4px, d(P,F) ... bissetriz das
geratriz do cone sendo p a distancia d(P.r) semirretas PF e

entre foco e vértice PD (sendo PD
perpendicular a

diretriz 7).

Elipse Obliquo em relacao 2 y2 d(P,F) ... perpendicular
ao eixo do cone e x—z + =1, m: d (P, F) + d|a bissetriz das
cortando todas as a b : (PI,)=k semirretas PF, e
geratrizes sendo ae b sendo 0< e<1 PF,

medidas dos semi-
eixos

Hipérbole | Secciona as duas 2 y2 d(P,F) ... perpendicular
folhas do  cone X =-1, P =e |d (P, F,) - d (P,|a bissetriz das

° b (P,r) .
(obliquo ou paralelo a F) =k semirretas PF; e

ao eixo do cone) sendo ae b sendo ¢> 1 } PF,

medidas dos semi-
eixos

&

Designamos como d (P, 7) a distancia entre o ponto P e areta r.

A equivaléncia entre a propriedade foco-diretriz e as propriedades focais, para os casos da
elipse e da hipérbole, esta demonstrada em livros de Calculo, como Anton (2007).

<

A propriedade refletora da parabola estd demonstrada no site da disciplina (HOFFMAN;

BARRETO, 2009) e no texto que segue. Para a demonstracao das propriedades refletoras
da elipse e da hipérbole, indicamos Vasiliev (1980).



Para os estudantes do Ensino Médio, a parabola esta associada ao grafico
da funcao polinomial do segundo grau, ou funcao quadratica. Como, em geral,
as propriedades das parabolas nao sao discutidas, e o estudo das funcoes toma
como referéncia as formulas, restringindo-se a poucos casos —funcoes lineares,
quadraticas, exponenciais €, eventualmente, trigonomeétricas — essa associacao
permanece bastante vaga. A maioria dos estudantes, ao final do Ensino Médio,
nomeia como “parabola” qualquer curva que nao muda de concavidade e que
tem eixo de simetria vertical. Muitos inclusive confundem a parabola com o
desenho de um “U”, como se a curva tivesse assintotas. Elipses sao identificadas,
pelos estudantes, com circulos “achatados” ou “alongados”.

Nos cursos de formacao de professores de Matematica, parabolas, elipses
e hipérboles sao estudadas, em geral, nas disciplinas de Geometria Analitica.
As curvas sao tratadas como conjuntos de pontos representados por pares
de coordenadas retangulares, e sao enfatizadas as equacoes que estabelecem
relacoes entre essas coordenadas. As propriedades focais das curvas sao
utilizadas para a obtencao das equacoes e, depois, deixadas de lado.

Na disciplina “Geometria e Trigonometria na Resolucao de Problemas”,
o estudo das conicas foi motivado, inicialmente, pela questao: “Por que as
antenas sao parabdlicas?” .

o~

Figura 2 — Ilustracao da propriedade refletora das parabolas
e de sua aplicacao na antena parabolica.
Fonte: site da disciplina “Geometria e Trigonometria na Resolucao de Problemas”.

§ O material diddtico produzido para a disciplina, Hoffman e Barreto (2009), pode ser
acessado através do endereco <http://wwwb.ufrgs.br/espmat/disciplinas/geotri>. O
problema aqui mencionado dd inicio ao Médulo IV do material, acessivel através do

submenu “problema IV”.



Os sinais captados pelas antenas parabodlicas devem convergir para o
receptor F, como ilustra o esquema da direita na figura 2. Qual o efeito
produzido pela curvatura parabélica? Os sinais recebidos na direcao do eixo
da superficie paraboloide, ao serem refletidos pela antena, tomam a direcao
do foco. Isso resulta da propriedade refletora das parabolas, que sao as curvas
obtidas quando seccionamos o paraboléide através de planos passando pelo
seu eixo de simetria.

No site da disciplina, foi proporcionada a exploracao de um objeto
digital, construido com o software GeoGebra ?, que ilustra essa propriedade
(conforme figura 3). Movimentando-se um ponto P ao longo da curva,
observa-se que os dois angulos formados pelo “sinal verde” com a reta
tangente a parabola no ponto P tém a mesma medida. Isto é: a semirreta
que parte de P e € paralela ao eixo (em verde na figura 3) faz, com a reta
tangente a parabola em P (em roxo na figura 3), um angulo de mesma medida
que a reta que passa por P e por F (em verde) faz com essa tangente.

ponto movel

Figura 3 — Dispositivo para experimentacao da propriedade refletora da parabola. Quando
movemos o ponto D na reta diretriz, o ponto P se desloca ao longo da curva.

¢ Software geométrico de livre acesso, disponibilizado no site <http://www.geogebra.org>.



Por que isso acontece? A propriedade refletora da parabola pode ser
deduzida da propriedade foco-diretriz, como mostramos a seguir.
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Figura 4 — ITlustracao da demonstracao da propriedade refletora da parabola.
Fonte: site da disciplina “Geometria e Trigonometria na Resolucao de Problemas”.

Sejam F o foco da parabola, P um ponto qualquer da parabola e D a
projecao ortogonal de P sobre a reta diretriz, como ilustra a figura 4. Vamos,
inicialmente, mostrar que a reta bissetriz do angulo FPD, que denominamos
t, € tangente a parabola em P; para isso mostraremos que qualquer ponto Q
dareta t e distinto de P nao esta na parabola.

Partindo da propriedade foco-diretriz, temos que se P € um ponto da
parabola (vide figura 5), entao a distancia de P ao foco F € igual a distancia
de P a reta diretriz e, portanto, o triangulo FPD € isosceles e ¢ é também reta
mediatriz do segmento FD. Como Q) € ponto dessa reta mediatriz, temos que
QF = QD. Olhando para o triangulo retangulo QD D, onde D’ € a projecao
ortogonal de Q sobre a reta diretriz D, vemos que QD’ < QD (pois QD~ é
cateto e QD ¢é hipotenusa) ou seja, QD < QF. Concluimos que Q) nao € ponto
da parabola. Entao ¢ intercepta a parabola apenas no ponto P. Assim,
conforme ilustra a figura 5, mostramos que a reta ¢, bissetriz do angulo FPD,
€ tangente a parabola no ponto P.
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Figura 5 — Ilustracao da demonstracao da propriedade refletora da parabola.
Fonte: site da disciplina “Geometria e Trigonometria na Resolucao de Problemas”.

Os angulos FPQ e QPD (figura 5) tém a mesma medida o, porque ¢ €
bissetriz de FPD. E o angulo QPD tem a mesma medida o do angulo que é
oposto a ele pelo vértice. Isso significa que os dois angulos que o “sinal verde”
faz com a reta tangente a parabola em P tém a mesma medida o.

Considerando valido o principio da Fisica que diz que “o angulo de
incidéncia € igual ao angulo de reflexao”, e considerando os angulos que os
sinais fazem com a reta tangente a curva, concluimos que, no caso da antena
parabolica, os sinais recebidos na direcao do eixo da parabola convergirao
para o foco'.

No site da disciplina, também foram apresentadas aplicacoes das
propriedades refletoras das elipses e das hipérboles, como nos casos dos
telescopios e dos refletores odontologicos.

O estudo das propriedades das conicas teve sequéncia com a construcao
no GeoGebra, e a experimentacao de instrumentos de desenho que tracam
parabolas, elipses e hipérboles.

10" Uma discussao mais completa dessa aplicacao e a demonstracdo da propriedade refletora

das parabolas estao disponiveis no site da disciplina.



Sabemos que a representacao grafica de curvas pode ser tratada segundo
diferentes abordagens ao longo do processo educativo. As curvas podem
representar trajetorias correspondentes a movimentos e fenomenos fisicos,
funcoes expressando relacoes de dependéncia entre variaveis e figuras
geométricas interessantes. Em alguns casos, pode ser interessante tracar a
curva usando um instrumento ou mecanismo de desenho especial. No estudo
das curvas, o uso desses mecanismos apresenta varias vantagens didaticas:

[...] eles despertam interesse, eles reforcam a intuicao e imaginacao,
eles permitem que se aprofunde a relacao entre modelos matematicos
e realidade, eles promovem a busca e a producao de provas
matematicas; eles tratam de questoes novas ou incomuns, relacionadas
ao movimento; e por ultimo, mas nao menos importante, eles levam,
de uma maneira natural e espontanea, os usudrios (professores e
alunos) a mergulharem na sua dimensao historica e a refletirem sobre
as relacoes entre a matematica, sociedade e cultura. (PERGOLA,
1999, nossa traducao).

Em modulo anterior, na mesma disciplina, ja haviamos discutido que
antigamente nao existiam as técnicas e as facilidades que temos hoje e que
engenheiros e arquitetos precisavam desenhar projetos a mao. Para ajudar
nos tracados, instrumentos articulados de desenho, feitos geralmente em
madeira, eram bastante usados. Nesse modulo anterior, estudamos o
funcionamento do pantografo, instrumento articulado que amplia ou reduz
figuras segundo o principio da semelhanca de triangulos.

Neste Modulo IV, trabalhamos com parabolografos, elipsografos e
hiperbolégrafos. Para cada instrumento de desenho, desenvolvemos a
seguinte sequéncia de estudo:

estudo das propriedades geométricas da curva produzida pelo
Instrumento;

observacao de uma foto do mecanismo construido em madeira ou
metal e disponivel na colecao de Maquinas Matematicas do Museo
Universitario di Storia Naturale e della Strumentazione Scientifica da

Universita di Modena e Reggio Emilia, Italia ';

"' Disponivel no site <http://www.museo.unimo.it/ theatrum/macchine/_00lab.htm>.



Matematica, Midias Digitais e Didatica

<) manipulacao do mecanismo digital, andlogo ao de madeira, na
propria tela do computador, observando a curva sendo desenhada
conforme o movimento do mecanismo;

) estudo mais detalhado da constru¢ao do mecanismo no software
GeoGebra;

¢) estudo das relacoes entre as propriedades do mecanismo e as da

curva.

Os alunos foram convidados a manipular cada um dos mecanismos
animados na tela do computador, e observar, ao mesmo tempo, o tracado
de cada curva. Desta forma tiveram o primeiro contato com os mecanismos,
observando seu funcionamento e sua constitui¢ao. A figura 6 ilustra o inicio
da sequéncia proposta para o parabolografo, com a foto do mecanismo em
madeira e um mecanismo digital analogo a ele, onde o tracado desenhado
pelo lapis (ou lapiseira, como sera referenciado o recurso daqui em diante),
quando o mecanismo é manipulado, aparece em vermelho.

Geometria e Trigonometria na Resolugdo de Problemas = : m

Recursos: parabologralo

O paraboligrato da Sgurs & o8 s bo shaon & um natrumEniD STOULNOD gue DOSSEE que S8 Facem pardbolas &
Dame de by fodd & nek) Qiretnt

Hia & p e g i € 3 modo que. B0 §E JS0CET paNE Jo medanmme $0008 LTl NetE (Ol um o
S6Ud DONBCA (BONOE $& MODEE O UDH) - QUE 1DF BPrOPERRIMENEE DENEINIAS - PETOME WM "LATINMGT GSANIA0 DOF UMA T
it Akl
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Figura 6 — Interface de parte do submenu Recursos do Médulo IV da disciplina
“Geometria e Trigonometria na Resolucao de Problemas”.




Esse mecanismo utiliza um losango cujos lados tém comprimento fixo,
mas cujas diagonais mudam de tamanho conforme os vértices se afastam ou
aproximam. O foco da parabola € um vértice do losango que permanece fixo
(ponto F na figura 7), enquanto o vértice oposto (ponto M na figura) desliza
sobre a reta que € a diretriz da parabola (em azul na figura 7). Quando o
ponto M se move, a lapiseira (ponto L na figura 7), também se desloca, mas
sempre na interseccao da outra diagonal do losango (na figura, HH’) com a
reta j (em cinza, na figura 7), que passa pelo ponto mével e é perpendicular
adiretriz.

diretriz M .
(Fonto Mdvel)

Figura 7 — Ilustracao da demonstracao do funcionamento do parabolégrafo.
Fonte: site da disciplina “Geometria e Trigonometria na Resolucao de Problemas”.

O mecanismo foi concebido de modo a observar a propriedade foco-
diretriz da pardbola, garantindo que a lapiseira (ponto L na figura 7) estivesse
sempre equidistante do ponto fixo F e da reta diretriz (em azul na figura 7).

Isso foi garantido com os seguintes elementos de construcao: FHMH’ é
losango, sendo F fixo e M um ponto que desliza sobre a reta diretriz; L esta
na interseccao da reta m (que passa por H e H’) com a reta j. Como a reta m
¢ mediatriz da diagonal FM do losango, entao LF = LM. Portanto, qualquer
que seja a posicao de L, a distancia de L ao foco € igual a distancia de L a
diretriz, o que garante que a curva tracada seja de fato uma parabola.

Observamos, na figura 6, que os mecanismos digitais nao sao idénticos

aos do Museo, pois obedecem a restricoes de construcao diferentes.



Figura 8 — Parabolégrafo “che utilizza il cerchio direttore”.
Fonte: site <http://www.museo.unimo.it/theatrum/macchine/_00lab.htm>.

No caso do parabolografo do Museo (figura 8), a “lapiseira” esta na
interseccao de duas hastes. Uma delas (que corresponde ao “trilho moével”
dafigura 9) deve deslizar permanecendo sempre perpendicular a diretriz da
parabola (que corresponde ao “trilho fixo” da figura 9) e, paraisso, € preciso
usar um quadro suporte e dois triangulos rigidos que também deslizam. A
outra haste suporta dois vértices opostos de um losango flexivel, mas limitado
pelo quadro. As duas hastes devem ter ranhuras por onde deslizam a lapiseira
e parafusos de articulacao.

L2 1 0 101 10
w
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laplsaira

M - Ponto Mével \ iihio foro
Figura 9 — Ilustracao do parabolégrafo digital.
Construido a partir do disponivel no site da disciplina “Geometria e Trigonometria na
Resolucao de Problemas”.



No mecanismo digital, ranhuras, parafusos e elementos de apoio, como
o quadro suporte, sao desnecessarios. A perpendicularidade entre as retas é
garantida pelo comando “reta perpendicular” do GeoGebra. A lapiseira pode
deslizar ao longo da reta que suporta a diagonal do losango (nao apenas
dentro do losango), o que permite um tracado de uma porcao maior da
parabola.

Por outro lado, no GeoGebra, € preciso construir os objetos numa
determinada ordem, para que uns permanecam fixos e outros se movam
segundo as condic¢oes desejadas. Por exemplo, o ponto mével M é um ponto
livre sobre a reta diretriz, e o ponto F € fixo. Os outros vértices do losango
devem ser construidos depois desses, de modo que sejam “arrastados” quando
o ponto moével M se desloca.

Além disso, muitos elementos usados na construcao — pontos, segmentos,
retas, circulos, entre outros — podem ser, ao longo ou ao final da construcao,

convenientemente “escondidos” '?

, pois nao sao relevantes para quem quer
apenas experimentar o mecanismo. Nos objetos do Museo, todos os elementos
permanecem aparentes. Feitas essas observacoes, ressaltamos que os
instrumentos digitais funcionam segundo os mesmos principios daqueles
exibidos pelo Museo '*.

Na sequéncia do Modulo, disponibilizamos no site da disciplina, para
cada um dos mecanismos — parabolografo, elipsografo, hiperbolografo —um
objeto de aprendizagem que mostra os detalhes da construcao do mecanismo,
incluindo os “objetos escondidos”. Na figura 10, temos um exemplo de
interface desses objetos na qual se vé uma barra de navegacao que permite
ao usuario acompanhar o procedimento de constru¢ao do mecanismo no
GeoGebra, em todos os seus detalhes.

Sao objetos que nao aparecem na tela, mas que foram utilizados como apoio na construcao
dos elementos visiveis do mecanismo segundo as restricoes do GeoGebra. Alguns dos
“objetos escondidos” no mecanismo digital sao visiveis no instrumento de madeira e

foram ocultos apenas para facilitar a visualizacao dos instrumentos.

3 Observamos ainda que o site do Museo<http://www.museo.unimo.it/theatrum/macchine/
_00lab.htm> também disponibiliza uma versao digital de cada mecanismo, construida
com o software Mathmachine. Os mecanismos digitais utilizados no site da disciplina
“Geometria e Trigonometria na Resolucao de Problemas” nao foram construidos a partir
desses instrumentos, mas a partir da interpretacao dos mecanismos reais exibidos no site

e em outras fontes, como Bolt (1994).
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Figura 10 — Interface do objeto de aprendizagem.
Fonte: site da disciplina “Geometria e Trigonometria na Resolucao de Problemas”.

Nesse objeto, o usudrio pode modificar o tamanho das hastes do
instrumento digital ou deslocar determinados elementos. Essa
experimentacao favorece a distincao entre os elementos que podem ser
modificados (por exemplo, posicao do ponto F e da reta diretriz na tela,
tamanho das hastes) e aqueles invariantes que sao proprios do mecanismo
(congruéncia entre os lados do losango, perpendicularidade entre as retas).

Além de acompanhar a construcao com a barra de navegacao, o usuario
pode, ainda, acessar o chamado “protocolo de construcao” e reproduzir a
construcao, passo a passo, identificando os elementos envolvidos (pontos,
segmentos, circulos...) suas caracteristicas e as relacoes de dependéncia entre
eles .

Todas essas experimentacoes, possibilitadas pelo uso dos objetos digitais,
visaram favorecer a compreensao do funcionamento do mecanismo por parte
dos alunos. Essa compreensao possibilita, inclusive, a reproducao do
mecanismo de madeira exibido no site do Museo, com o entendimento das
relacoes entre seus diferentes componentes.

" Convidamos o leitor a se aventurar nessa experiéncia de constru¢ao dos mecanismos,

acessando os objetos digitais disponiveis no site da disciplina: <http://www6.ufrgs.br/

espmat/disciplinas/geotri/>, submenu “Recursos” do Médulo IV.



O Laboratorio de Maquinas Matematicas do ja referido Museo Universitario
da Universita di Modena e Reggio Emilia exibe varias versoes diferentes de
parabolografos, elipsografos e hiperbolografos. Para quem decifra o
funcionamento de cada mecanismo, € interessante perceber como sua
construcao esta apoiada em propriedades simples e, ao mesmo tempo,
observar a engenhosidade de quem o concebeu.

Em alguns casos, a construcao do mecanismo esta apoiada na
propriedade focal da curva, como ocorre com o parabolégrafo que acabamos
de descrever; em outros casos, como ocorre com o hiperbolografo de
Delaunay, que apresentamos a seguir, € mais simples situar os pontos num
sistema cartesiano e explicar o mecanismo através das relacoes entre as
coordenadas.

O hiperbolégrafo de Delaunay, ilustrado na figura 11, esta baseado em
um losango que tem duas hastes no seu interior (menores que cada lado do
losango), articuladas em um ponto que vamos denominar M, que desliza
sobre uma reta. O movimento do ponto mével M aciona o mecanismo da
seguinte forma: dois vértices opostos do losango deslizam sobre outra reta
fixa, enquanto os outros dois vértices, onde estao as lapiseiras, desenham os
ramos da hipérbole. Apesar da aparente simplicidade da construcao, a
compreensao do mecanismo nao € tao direta, uma vez que elementos
importantes, como os focos da hipérbole tracada, nao correspondem a
nenhum componente do instrumento.



varatas

Figura 11 — Hiperbolégrafo de Delaunay. A esquerda, fotografia do mecanismo disponivel
em <http://www.museo.unimo.it/theatrum/macchine/_00lab.htm> e, a direita, o
instrumento digital construido com o GeoGebra.

Nafigura 11 temos o mecanismo digital construido a partir de duas hastes
azuis (segmentos internos) e quatro hastes marrons (que formam o losango),
convenientemente dispostas a partir de trés retas concorrentes no ponto O
(retas pontilhadas na figura 11). Duas destas retas sao perpendiculares entre
si, e na terceira, a reta ¢, obliqua a elas, desliza o ponto M, que € o ponto que
desencadeia o movimento do instrumento. Quando M desliza na reta ¢, os
vértices I e | deslizam sobre outra reta, o losango vai mudando seus angulos.
Os pontos marcados como K e L (posicoes das lapiseiras) desenham a curva
cor-de-rosa. Vamos mostrar que esta curva €, de fato, uma hipérbole.

Na demonstracao do funcionamento do mecanismo, vamos recorrer as
coordenadas retangulares, mostrando que os pontos moéveis onde estao as
lapiseiras, e que tracam a curva, respeitam, para um sistema de eixos escolhido

2 2
convenientemente, a equacio % - == 1, com u e v ndo nulos, que é a
u v
equacao de uma hipérbole, obtida a partir de sua definicao geométrica '.
Vamos designar como eixo das ordenadas a reta por onde deslizam os

pontos I e ], e o ponto O como sendo a origem do sistema de eixos. Entao

5 A equacdo da hipérbole é obtida a partir de sua propriedade focal, enunciada em se¢ao

anterior. A obtencao da equacao esta disponivel no site da disciplina: <http://

wwwo6.ufrgs.br/espmat/disciplinas/geotri/>, submenu “Conteddo” do Médulo IV.



a reta que passa por O e € perpendicular a outra serd o eixo das abscissas
(figura 12).

Denominamos x e y as coordenadas do ponto mével L. Denominamos
X ey’ as coordenadas do ponto M. Isto é, L= (X,y) e M= (X’,¥y’). Como areta
¢ passa pela origem do sistema de eixos, sabemos que Y= kX" para um valor
nao nulo de £ (sendo que, no mecanismo, o coeficiente angular kdetermina
a maior ou menor abertura da curva). Observamos que nos pontos L. e M

temos Y =Y’, pois a reta que passa por L e M € paralela ao eixo das abscissas.

~ Al y
Entao podemos escrever x'=:.

Denominamos o comprimento de cada lado do losango de a e o
comprimento de cada barra no interior do losango de 4. Temos que b< a.

A

y

Figura 12 — Visualizacao do instrumento em relacao ao sistema de eixos.

Por Pitagoras (vide triangulo cor-de-rosa na figura 13), temos que

] 2
x C+ [—Jj =a’,
2
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X

Figura 13 - Ilustracao da demonstracao do funcionamento do hiperbolégrafo de Delaunay.

Temos também por Pitagoras (vide triangulo azul na figura 14) que

2
J
x4 (7j =b” . Diminuindo a segunda equacio da primeira, temos que

X

Figura 14 - Tlustracao da demonstracao do funcionamento do hiperbolégrafo de Delaunay.



p . . _J ~
Mas, como tinhamos visto anteriormente, x’_;, entao temos que

2

xz—(%j =a’-b". Dividindo os dois termos da igualdade por &’ — §°, temos
AN S .

@-b) F@-py) >que pode ser reescrita como

[\

2
x* Y 1
2 2
u \4
onde w’=d’ -0 e =k (a®>-1°).
Analogamente, mostramos que as coordenadas do ponto Krespeitam a

2 y2
equacao % - 7:1.
u v

Portanto, concluimos que os pontos L e K tracam os dois ramos de uma

,
hipérbole de semi-eixos 2lul, cujas assintotas tém equacao V = i(u)x e onde a

distdncia entre os focos ¢ dada por 2If1, sendo f* = u?- v*'°.

Vamos agora identificar no instrumento o significado geométrico de ue
de v. Trazendo o ponto mével M até a posicao do ponto O (como na figura
15), temos quatro triangulos retangulos de hipotenusa a e cateto b. Como ja
vimos acima, temos que u’= a* — V%, e escolhendo u > 0, concluimos que a
medida do outro cateto é u.

Entao, quando o ponto movel M estiver na posicao do ponto O (figura
15), a distancia entre os pontos L. e K sera 2u; e cada uma das lapiseiras
estard sobre um dos vértices da hipérbole.

A equacdo da hipérbole € obtida a partir de sua definicdo geométrica, isto €, da sua

propriedade focal. A obtencao dessa equacao, das assintotas, focos e semi-eixos da hipérbole
esta disponivel no site da disciplina: <http://wwwb6.ufrgs.br/espmat/disciplinas/geotri/>,
submenu “Contetdo” do Médulo IV.
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sSemk-eIxg

Figura 15 - Visualizacao de posicao do instrumento em que o ponto M coincide com o
ponto O e destacando um dos semi-cixos da hipérbole.

Lembramos agora que a equacao dareta c € y = kx e que escolhemos ue
vde modo que

wW=d-0V e V=k.(d-b)
A%
Entio, v’=k. u> e v==ku e, portanto, k= i; .

. ~ v ~ -
Mas como vimos antes, as retas de equacao Y =% — |X sao as assintotas
u
da hipérbole. Portanto, a reta ¢, percorrida pelo ponto M € uma das assintotas

da hipérbole.
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Assintolas y = 2] — |x
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Figura 16 — Ilustracao da demonstracao do funcionamento do hiperbolégrafo de Delaunay.

Cabe aqui um comentario sobre uma das potencialidades do recurso a
movimentacao do mecanismo, que € a de fazer variar algumas condicoes da
figura —no caso, a posicao do ponto M, que pode estar ou nao sobre a origem
do sistema de eixos ortogonais —, favorecendo a visualizacao de determinadas
relacoes numa e noutra situacao.

Enfim, cabe destacar que, com as discussoes sobre o funcionamento
dos mecanismos — aqui ilustradas pela construcao e demonstracao do
parabolégrafo e do hiperbolégrafo de Delaunay '” — buscou-se enfatizar as
propriedades das curvas, identificando parabolas, elipses e hipérboles nao
pela sua aparéncia, mas pelas propriedades que as caracterizam.

No segundo momento do moédulo, os alunos do curso foram convidados
a construir outros mecanismos (outras versoes de parabolografos, elipsografos

17 No site da disciplina: <http://www6.ufrgs.br/espmat/disciplinas/geotri/>, submenus

“Recursos” e “Atividades” do Médulo IV, estao disponiveis a construcao e a demonstragao

do funcionamento de elipségrafos e de outros tipos de parabolografo e hiperbolografo.
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e hiperbolografos) seguindo um protocolo de construcao do GeoGebra a
ser escolhido dentre quatro disponibilizados no site. Na figura 17, temos um
protocolo de constru¢ao de um desses mecanismos.

'#Z Protocolo de Construcan
Arquiva  Exibir  Ajuda
N. |Nome | Definigéo
1 PontoA
2 PontoB |
3 :Cin:uln ¢ ICfﬂ.‘I.IIEI por B com centro A
4 PontoC
5 PontoD
6 Relaa Reta CD
7 PontoE |
8 PontoF .
9 Segmentob  Segmento E, F
10 Ponto MOVA Ponto sobre ¢
11 [Circulo d Circulo com centro MOVA & raio b
12 :Egnlu H :Pun‘u:- de intersegdo de d, a
13 :Eagmanm e :Eugmantu [, MOAA]
14 IEagmantot :B_agmantu [MOVA, H
] Itin:ulu g ICI"I'EI..IICI comcentroH e raio b
16 Pi:ll"lto |
17 PontoJ |
18 Segmento h Segmento I, J]
19 \Circulo k 'Clrculu com centio H & ralo h
20 Ponto K Ponto de intersegao de k, f
21 PontolL Panto de intersegao de d, a
22 Segmento i .Ea-jmantu [MOVA, L]
23 Icin:ulu p :Ciﬂ:uiu com cenfro L e ralo h
24 Ponto M [Ponto de intersegédo de p, |
25 Retaj Reta passando por M e paralelaaf
26 Retal [Reta passando por K e paralela a |
27 Ponto Lapiseira  Ponto de intersegdo de j, |
28 ISEgmentu m Segmento [K, Lapiseira)
29 Segmento n :Begmanto [M, Lapiseira)
30 Retat Reta passando por A e paralela a a

L J{ 0 Jaosao{ to J[ mt |

Figura 17 — Protocolo de constru¢ao de um mecanismo.




Observa-se que, na coluna da esquerda, o protocolo traz o nome dos
elementos, na ordem de sua construcao e, na coluna da direita, a descricao
dessa construcao. Por exemplo, no passo 3, temos um circulo ¢ que foi
construido a partir dos pontos iniciais A e B (circulo passando por B com centro
em A). Neste caso, a construcao do elipségrafo € feita em 30 passos. As cores
que aparecem no protocolo indicam as cores que foram usadas na constru¢ao
do mecanismo e que ajudam na sua visualizacao (conforme figura 18).

-E :F =

L

30430 [‘ Lo _j [ | ] [ [ Iniciar ] . 2 EB

Figura 18 — Mecanismo construido segundo as instruc¢oes do protocolo da figura 17.

Os mecanismos foram designados como “surpresas”, uma vez que até o
final da construcao nao estavam identificadas as curvas que seriam tracadas
por eles. Cada aluno-professor foi convidado a seguir as instru¢oes do
protocolo escolhido, testar o mecanismo, estudar seu funcionamento e as
curvas por ele tracadas, variando alguns parametros da construc¢ao:



Vocé vai construir um instrumento de desenho surpresa, a partir do
passo a passo gerado pelo protocolo de construcao do GeoGebra,
disponibilizado para cada uma das atividades. Depois de construido vocé
vai movimentar o instrumento, reconhecer a cénica que o mesmo
desenha, observar alteracoes na curva determinadas por modificacoes
nos tamanhos de hastes ou distancia entre pontos, por exemplo, e tentar
explicar matematicamente por que o instrumento construido desenha
a respectiva curva. (extraido do submenu Atividades, Médulo IV, do site

da disciplina “Geometria e Trigonometria na Resolucao de Problemas”).

As primeiras dificuldades apareceram na prépria construcao dos
mecanismos. No forum virtual da disciplina, onde os alunos de cada polo
podiam dialogar entre si e com professores-tutores, apareceram muitos
desabafos e pedidos de ajuda: “acho que nao vou conseguir fazer a construcao
seguindo o protocolo sem ter um desenho como base”; “Eu nao sei nem
como comecar!!! Pois ali indica os pontos, mas nao fala onde coloca-los!!!
Como irei montar no escuro?”; “Faltam informacoes no protocolo... tipo fiz
o circulo ai fala ponto c e d... mas onde por os pontos nao € dito... help”.
Muitas vezes o auxilio vinha dos proprios colegas: “da pra colocar os pontos
em qualquer lugar e o ponto mova € s6 colocar um ponto movel e mudar o
nome para ‘mova’”’; “Se no protocolo nao especifica ‘ponto sobre...” 0s pontos
sao livres, em qualquer lugar da tela. Quando os pontos devem ser sobre
algum objeto especifico, o protocolo indica isso”. Em outros momentos os
colegas nao conseguiram ajudar: “nao consigo vizualisar uma hipérbole no
rastro, desculpe nao poder ajudar, fiquei com a mesma davida”. Entao houve
a intervencao da tutora a distancia: “Pode ser que o teu problema seja no
tamanho dos segmentos auxiliares (que devem ser os segmentos que ligam
os pontos livres...). Da uma modificada no tamanho deles (ou dele) e vejase
nao funcionara.”

O ultimo dialogo citado acima refere-se a restricoes sobre as medidas
dos segmentos (hastes) que nao estao explicitadas nos protocolos de
construcao a serem seguidos. Nos outros dialogos, as dificuldades referem-
se, em parte, a desenvoltura no uso do programa GeoGebra, que ja havia
sido utilizado em outras atividades e em outras disciplinas; mas revelam
também os problemas envolvidos no uso da linguagem verbal para designar
objetos geométricos. Gravina (1996) observa que comumente, na escola, a
construcao de objetos geométricos € substituida pela apresentacao de



“desenhos prototipicos”, e a compreensao dos objetos a partir de suas
propriedades é entao contornada com a identificacao entre objetos e figuras
particulares. Consideramos, portanto, que a atividade de construcao do
mecanismo aqui relatada envolveu um interessante desafio, pois nao bastava
apenas repetir as instrugoes: era preciso “decifrar” o protocolo disponibilizado
e lidar com os objetos designados sem o recurso a figuras de apoio.
Nafigura 19, vemos o mecanismo “surpresa 1” construido por uma aluna.

Figura 19 — Mecanismo “surpresa 1” construido pela aluna.

Uma vez construido o mecanismo, cada aluno-professor deveria
experimenta-lo, tracando a curva e examinando mudancas no seu tracado
conforme as alteracoes que impunha nos tamanhos das hastes do
mecanismo.Na figura 19, vemos os segmentos EF e I] marcados acima e a
direita do mecanismo. Quando os comprimentos de EF e IJ sao alterados,
modificam-se os comprimentos dos componentes correspondentes no
mecanismo. Abaixo, a resposta da mesma aluna para o instrumento
“surpresa 17, ao fazer variar os comprimentos de I e EF:

Se IJ > EF, nao temos formacao de curva nenhuma.
Se IJ = EF, temos a formacao de um circulo.
Se IJ < EF, a medida que vamos aumentando o segmento EF, tem-

se a formacao cada vez mais definida de uma elipse.



A resposta esta correta. Observamos na figura 19 que o ponto “Mova”,
que aciona o mecanismo, percorre um circulo de centro A e raio que
denominamos r. Queremos conhecer a trajetéria do ponto N, onde esta a
lapiseira. Tomando o ponto C como origem do sistema de eixos e areta CA
como eixo das ordenadas, observamos que os pontos “Mova” e N tém sempre
a mesma abscissa (pois sao vértices de uma diagonal do losango KNMMova
paralela a reta CA). Os segmentos HMova e LMova tém o mesmo
comprimento de EF, e os segmentos HK e LM tém o mesmo comprimento
de IJ. Observando semelhanca de triangulos, obtemos a seguinte relacao
entre as ordenadas y_ € y:

Ymova _ Yy

EF EF -21J°

sendo y__aordenada do ponto “Mova”, e y a ordenada do ponto N. Se EF

= IJ, teremos y e, portanto, o ponto N vai coincidir com o “Mova”,

movaz yN
percorrendo o mesmo circulo. Quando EF > IJ, o ponto N percorre uma
elipse, cujo semi-eixo maior tem o mesmo raio rdo circulo percorrido pelo
r(EF -21J)

EF
Na identificacao do mecanismo, a aluna escolheu o modelo do Museo

ponto “Mova” e cujo semi-eixo menor mede

“Conicografi que utilizzano il cerchio direttore — Ellisse”. O elipsografo construido,
de fato, € outro — trata-se de uma versao do “Elipsografo de Delaunay” exibido
pelo Museo—, mas a justificativa da aluna € uma boa aproximacao da resposta,
pois ela observa que o mecanismo transforma o movimento circular do ponto
“Mova” na trajetoria eliptica do ponto N.

A maioria dos alunos que construiram o mecanismo “surpresa 4”
nomearam-no, corretamente, como o “Hiperbolégrafo de Delaunay”. A
identificacao dos mecanismos nao é uma tarefa tao simples quanto possa
parecer, ja que ha varios casos diferentes de parabolografos, elipsografos e
hiperbolégrafos no catalogo exibido pelo Museo e considerando-se que a
aparéncia dos mecanismos digitais nao € tao assemelhada a dos mecanismos
que aparecem nas fotografias. Essa identificacao envolvia, portanto, uma
analise da composicao do mecanismo. Acreditamos que essa analise foi
favorecida pela manipulacao dos instrumentos digitais, que permite ao
usudrio distinguir, através da exploracao, os elementos invariantes dos
mecanismos. Segundo Gravina (2001):



Uma familia de “desenhos em movimento” substitui o desenho
particular como expressao do componente figural, descaracterizando
as particularidades nao relevantes do desenho particular.

Em configuracoes geométricas mais complexas, é no dinamismo da
figura que se revelam muitos dos fatos estaveis implicitos, ao mesmo
tempo em que os fatos aparentes, provenientes de instancia particular
de desenho expressao do componente figural, tornam-se irrelevantes
na exploracao. (GRAVINA, 2001, p. 89, 91).

A maioria dos alunos que construiram o mecanismo “surpresa 4” também
identificaram corretamente a reta EF como assintota da hipérbole tracada e
concluiram que, ao modificar o comprimento dos segmentos CG e CD,
alteramos a distancia entre os focos e a distancia entre os vértices da hipérbole.
Experimentando alteracoes nesses valores e mantendo a reta EF fixa, pode-
se observar que a “abertura” ou a excentricidade da hipérbole (representada
pela constante eno Quadro 1) nao varia; portanto, pode-se conjecturar que
a excentricidade depende apenas da inclinacao da assintota em relacao ao
eixo focal.

Figura 20 — Mecanismo “surpresa 4”



As tentativas de explicacao do funcionamento dos mecanismos foram,
em geral, informais ou muito iniciais. No caso do hiperbolégrafo, essas
explicacoes enfatizaram os elementos que garantiam a simetria entre os
ramos em cada hipérbole. As dificuldades evidenciadas pelos alunos-
professores em construir explicacoes mais completas do funcionamento dos
mecanismos podem ser, em parte, atribuidas a complexidades dos proprios
instrumentos. Podem ser também atribuida a falta de familiaridade com as
propriedades das conicas que, como ja foi observado, em geral nao sao
discutidas na escola basica. Dificuldades em construir argumentos genéricos,
baseados nas propriedades das figuras, porém, ja haviam se manifestado em
outros momentos do curso, indicando que demonstracoes em geometria
nao sao praticas comuns entre os professores.

Por outro lado, foi possivel observar um importante engajamento por
parte dos alunos-professores na atividade de construcao e exploracao dos
mecanismos. Os varios pedidos de ajuda aos colegas e professores-tutores
indicam o empenho de cada um em compreender as falhas de sua propria
construcao ou interpretacao do protocolo disponibilizado.

A disciplina de “Geometria e Trigonometria na Resolucao de Problemas”
utilizou-se de situacoes-problema para disparar o estudo de tépicos especificos
dessas duas areas da Matematica, partindo da vivéncia para a teoria. No estudo
da metodologia de resolucao de problemas, trouxemos as midias digitais para
auxiliar nas simulacoes, na visualizacao, enfim, na compreensao dos conceitos
envolvidos nas situacoes escolhidas.

Em modulo anterior da disciplina, haviamos disponibilizado protocolos
de construcao de objetos de aprendizagem com os quais era possivel explorar
as funcoes seno, cosseno e tangente no circulo trigonomeétrico. Tais objetos
sao Uteis para o ensino da trigonometria, que ¢ um tema atualmente
valorizado no Ensino Médio.

Ja o estudo dos mecanismos de desenho aqui discutidos nao € tema
presente no Ensino Médio. Na nossa proposta, a construcao e a
experimentacao dos parabolografos , elipsografos e hiperbolégrafos nao
tinham como principal objetivo o tracado das curvas , mas visavam a
familiarizacao e a investigacao de suas propriedades por parte dos alunos-



professores. Considerando as tarefas enviadas e o dialogo produzido em torno
delas, acreditamos que esse objetivo foi alcancado em relacao a maioria dos
alunos do curso.

E interessante pensar em como mecanismos tio antigos — como os que
sao atribuidos a Leonardo da Vinci — e hoje dispensaveis, do ponto de vista
pratico do tracado das curvas, podem constituir-se em modelos de ferramentas
inovadoras de aprendizagem. A memoria dos instrumentos, recuperada e
preservada pelo Museo, permite-nos compreender melhor os desafios e as
restricoes com que se confrontaram aqueles que os conceberam, em sua
época. Areconstrucao digital e a experimentacao dos mecanismos permitem-
nos reviver as descobertas desses inventores e perceber a profusao de
resultados interessantes que se podem obter quando se movimentam
extremos de segmentos, vértices de triangulos ou paralelogramos articulados
segundo trajetorias tao simples como as de uma reta ou um circulo.
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