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RESUMO
SIMULACAO DA DISPERSAO DE POLUENTES NA CAMADA LIMITE PLANETARIA
ATRAVES DA SOLUCAO DA EQUACAO DE LANGEVIN PELO METODO DE DECOMPOSICAO

Neste trabalho é apresentado uma solugao analitica para a equagao de Langevin
tridimensional e estocastica aplicada na dispersao de poluentes na atmosfera considerando
as seguintes fungoes densidade probabilidade (PDF): Gaussiana, Bi-Gaussiana e Gram-
Charlier. A solugao é obtida usando o Método de Decomposi¢ao Adomian (ADM), que
¢ um método para resolver equagoes diferenciais nao-lineares sem linearizagao. O método
de decomposicao consiste na expansao da solucao em série de fungoes e o termo nao-linear
em série de polinomios definidos por Adomian. Substituindo estas expansoes na equacao
a ser resolvida, é construido um sistema linear recursivo, que é entao resolvido de maneira
analitica. Também é apresentado um estudo de estabilidade baseado na teoria de Lyapunov,
bem como ¢é introduzido um novo indice estatistico para a validagao do modelo. Os resultados
obtidos por esta metodologia sao comparados com os dados do experimento de Copenhagen,
bem como com os resultados obtidos a partir de outros modelos Lagrangeanos: Ito, ILS e a
solugao analitica. Na comparagao com os dados experimentais obtidos pelo modelo proposto

e o método ILS foram o que apresentaram os melhores resultados.
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ABSTRACT
SIMULATION OF POLLUTANT DISPERSION IN THE PLANETARY BOUNDARY LAYER,
SOLVING THE LANGEVIN EQUATION BY DECOMPOSITION METHOD

This work presents an analytical solution of the three-dimensional stochastic Langevin
equation and applied to the dispersion of pollutants in the atmosphere considering the fol-
lowing probability density functions (PDF): Gaussian, Bi-Gaussian and Gram-Charlier. A
solution is obtained using the Adomian Decomposition Method (ADM), which is a method
for solving non-linear differential equations without the use of linearization. The decompo-
sition method consists in expanding the solution in a series of fuction and the non-linear
term in a series defined by Adomian polynomials. Upon substitution of these expansions
in the equation to be solved, one may built a linear recursive system which is then solved
analytically. Further, a study of convergence stability based on Lyapunov theory is presented
and a new statistical index for model validation is introduced. The results obtained by this
method are compared with the experimental data from Copenhagen, as well as the results
obtained from other Lagrangian models: Ito, ILS and an analytical solution. In comparison

with the experimental data the proposed model and the ILS method showed the best results.
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1. Introducao

A simulagao da dispersao de poluentes na camada limite planetaria (CLP) se torna
cada vez mais relevante para estudos de poluigao em vista dos problemas climéticos existentes
e emergentes. Umas das questoes cruciais neste desafio é a escolha do modelo matematico
para descrever o fendmeno em consideragdo, bem como as hipdteses e/ou simplificagoes
adicionais necessarias para definir o problema. Outro aspecto importante é a escolha da
metodologia de solugao.

Assim sendo, para simular a dispersao de poluentes na Camada Limite Planetaria
(CLP) através do modelo de particulas Lagrangeanas, a equacao de Langevin e a equagao de
deslocamento randémico tém sido resolvidas pelo método de Ito [Gardiner, 1985], [Rodean,
1996]. Recentemente, surgiu na literatura o método ILS (Iterative Langevin Solution), que
também resolve a equagao de Langevin, mas de forma semi-analitica ([Carvalho et al., 2005a,
[Carvalho et al., 2005b], [Carvalho et al., 2007] e [Szinvelski et al., 2006]). Também foi
resolvida esta metodologia para o problema de dispersao de contaminantes considerando
condigoes de vento fraco [Carvalho e Vilhena, 2005a].

Neste trabalho, focando a atencao na busca de uma solucao analitica, a equagao
de Langevin é resolvida pelo método de Decomposicao, considerando as seguintes funcoes
densidade probabilidade (PDF): Gaussiana, Bi-Gaussiana e Gram-Chalier. O critério desta
escolha é justificado pelo objetivo de mostrar a generalidade deste método. Cumpre também
observar, que a contribuicao deste trabalho consiste, além de resolver de forma analitica a
equacao de Langevin, apresentar uma nova analise de convergéncia baseado na idéia a teoria
de Lyapunov, bem como a introducao de um novo indice estatistico para a validagao do
modelo.

A idéia basica do método de decomposicao, consiste na expansao da solucao em série
de funcoes e o termo nao-linear em série de polinémios definidos por Adomian. Substituindo
estas expansoes na equagcao a ser resolvida, é construido um sistema linear recursivo, que é

entao resolvido de maneira analitica. Esta técnica tem sido aplicada a uma classe abrangente
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de problemas em fisica, matematica e engenharias. Para ilustracao é citado os trabalhos
relevantes para esta tese: [Adomian, 1988], [Adomian, 1996], [Adomian, 1994], [Eugene,
1993].

A simulacao da concentracao de contaminantes por esta metodologia é realizada na
superficie do solo e é comparada com os dados observacionais do experimento de Copenhagen
[Gryning e Lyck, 1984], além de serem comparado como outras solugoes obtidas através: do
método Ito [Rodean, 1996], do método ILS [Carvalho et al., 2005a] e da analitica usando
coeficientes constantes [Uhlenbeck e Ornstein, 1930].

Para atingir o objetivo proposto, este trabalho ¢é estruturado nos capitulos que
seguem: no Capitulo 2 encontra-se uma descricao dos modelos de dispersao atmosférica;
no Capitulo 3, uma breve revisao bibliografica, no Capitulo 4, a fisica da camada limite
planetaria e as sua generalidades sobre a dispersao; no Capitulo 5 sdo apresentadas as
equacoes de Langevin para as turbuléncia Gaussiana e nao-Gaussiana, onde no Capitulo
6 sao resolvidas pelo método de decomposicao; no Capitulo 7 apresenta como vai ser feita
a validacao dos modelos; no Capitulo 8, os resultados das simulagoes utilizando o método
ADM assim como a comparacao com outros modelos. No Capitulo 9 apresenta-se a conclusao

desta tese e as sugestoes para trabalhos futuros.



2. Modelos para a dispersao atmosférica:

Neste capitulo descreve-se os modelos Eulerianos e modelos Lagrangeanos, por se
tratar dos modelos utilizados no estudo da dispersao de poluentes atmosféricos. Apresenta-se
as principais caracteristicas dos modelos e mostra-se as equagoes dos mesmos. Maior atengao
¢ dada ao modelo de particulas estocastico Lagrangeano, pois representa o principal assunto

desta tese.

2.1 Modelos Eulerianos

Os modelos Eulerianos se baseiam na resolucao da equacao de conservagao da massa

da espécie quimica poluentes expressa em termos da concentragao:

aC  9C _aC aC  dud 9l Owd
U Ve Ve T ey o TS (2.1)

onde C' é a concentragao média, U, V', Z sao as componentes cartesianas da velocidade do
vento e S é o termo fonte. Os termos %,, v'd e w'c representam os fluxos turbulentos de
poluentes na direcao longitudinal, lateral e vertical, respectivamente.

O modelo mais utilizado para resolver o problema de fechamento da equagao (2.1)
¢ o emprego da teoria K, a qual assume que o fluxo turbulento é proporcional a magnitude
do gradiente de concentracao média, ou seja,

ac  aC _aCc _aC 9 (. 90\ 0 [ dC\ o (. oC
A SRR VAL A A e IR (L I i 22
o Vs TV oy T s 8x( ’”ax)+ay( y@y)+8z< Zaz)+s (22)

onde K; é o coeficiente de difusao na direcao longitudinal, lateral e vertical.

Segundo Tirabassi (2005) os modelos eulerianos s@o os mais adequados para descr-
ever os problemas da dispersao de poluentes sobre topografias complexas ou a difusao de
poluentes reativos. Entretando, as principais limitagdes deste modelos sao [Tirabassi, 2005]:

- A aproximacao numérica do termo de adveccao produz uma difusao ficticia;

- O fechamento K é uma aproximacao fundamentalmente nao correta na condicao
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de forte turbuléncia;

- As concentragoes sao calculadas como média espacial dentro da célula tridimen-
sional da grade e isto produz dificuldades no confronto com medidas efetuadas em um tnico
ponto do espaco;

- A complexidade de ligar o coeficiente de difusao K a medida experimental na
atmosfera;

- Uma correta aplicacao do fechamento K requer que a dimensao da grade deve
ser menor do que a nuvem de poluentes, e esta é uma condicao dificil de satisfazer nas

proximidades da fonte.

2.1.1 Modelos Gaussianos

O modelo Gaussiano ¢ uma solucdo analitica do modelo Euleriano (2.1), com coefi-
cientes constantes. Devido a sua simplicidade, o modelo de pluma Gaussiana é o modelo de
dispersao mais utilizado [Carvalho, 1999]. A relagao entre a taxa de emissao e a concentragao
em um determinado ponto no espaco é obtida analiticamente e nao requer a utilizacao de
grandes recursos computacionais. Em um sistema de referéncia generalizado, a equacao do

modelo Gaussiano é expressa por:

Q y2 22
_ _¥ . 2.
C(z,y,2) 2royo 0 P\ 202 ) PP\ T30 (2:3)

onde () ¢ a taxa de emissao do poluente, o, e o, sao os parametros de difusao lateral e
vertical, respectivamente, e U ¢ a velocidade média do vento.

Aplicagoes particulares dos modelos Gaussianos tém dado énfase a determinagao de
parametros que permitem a equagao (2.3) dar uma estimativa considerdvel do maximo valor
de concentracao ao nivel da superficie. Estes modelos sao também utilizados para estimar

as concentragoes médias sobre longos periodos de tempo.

2.2 Modelos Lagrangeanos

Os modelos Lagrangeanos descrevem o movimento de um conjunto de particulas
que seguem passivamente no escoamento. Estas particulas sao movidas seguindo o movi-

mento turbulento, descrevendo trajetorias aleatérias. Para explicar este comportamento, as



2 Modelos para dispersao atmosférica: 5

velocidades das particulas estao sujeitas a um forcante aleatério. Por consequéncia disto
este modelos sao do tipo estocdsticos, ou seja, as grandezas fisicas responsaveis pelo deslo-
camento das particulas sao especificadas em termos probabilisticos. A partir da distribuicao
espacial das particulas em um certo instante de tempo é possivel determinar a concentracao
do poluente emitido.

A equacao Lagrangeana para a dispersao atmosférica de um tnico poluente é dada

por:

Clat) = /0 t / Pla, t|at) S (2 ) d'dt (2.4)

onde C(z,t) é a concentragao média, = é o vetor posigao, t é o tempo, S(z’,t’) é o termo fonte e
P(z,t|2't") é a PDF (Funcao Densidade de Probabilidade), a qual representa a probabilidade
de uma particula de fluido que estava em 2’ no tempo t' alcancar x no tempo t. Para
calcular a PDF é necessario liberar um ntmero de particulas suficientemente grande, seguir
suas trajetérias e calcular quantas delas alcancam a vizinhanca de x no tempo t. Assim, a
concentracao é obtida através da densidade dos pontos de trajetérias.

Embora os modelos de particulas Lagrangeanos tenham uma base matematica com-
plexa, sua implementagcao é geralmente simples e intuitiva, permitindo levar em conta situagoes
complexas tais como, a presenca de diferentes topografias ou nao-homogeneidades do terreno,
baixas velocidades do vento e variagoes espaciais e temporais dos campos meteorologicos.
Nao existem limitacoes nem sobre as formas nem sobre as dimensoes das fontes poluentes que
podem ser simuladas pelos modelos estocasticos Lagrangeanos. E possivel simular emissoes
pontual, linha e drea de quaisquer dimensées (variando o volume inicial no qual as particulas
sao geradas) assim como emissoes continuas, varidveis no tempo e instantaneas (gerando um
numero apropriado de particulas a cada passo de tempo). Os cédlculos requerem computa-
dores de alta velocidade para simulagoes em tempo real ou préximo ao tempo real. Portanto,
o desenvolvimento e aplicagao destes modelos acompanham os avancos da tecnologia com-
putacional.

Segundo Zannetti (1990), muitos tipos de modelos podem ser classificados como
Lagrangeanos: modelos de trajetéria ou de caixa Lagrangeanos, modelos de pluma Gaussiana
segmentada, modelos de puff Gaussianos e modelos de particulas Lagrangeanos. Os modelos

de particulas Lagrangeanos constituem o assunto desta tese.
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2.2.1 Modelos de Particulas Lagrangeanos

A investigacao do processo de dispersao atmosférica utilizando modelos de particulas
Lagrangeanos é uma das ferramentas computacionais mais importantes utilizadas na dis-
cretizagdo numérica de um sistema fisico [Carvalho e Vilhena, 2005b]. Esta técnica tem sido
empregada com sucesso no estudo e na compreensao de uma grande variedade de estruturas
complexas existentes na natureza [Hockney e Eastwood, 1981]. A modelagem por simulagao
de particulas reproduz de uma maneira direta o fenomeno de transporte turbulento e evita,
desta maneira, as incertezas numéricas presentes em modelos Eulerianos [Zannetti, 1990).

Os modelos de particulas usam um certo numero de particulas ficticias (particulas
computacionais) para simular a dindmica de um parametro fisico selecionado. Estas particulas
devem ser pequenas o bastante para poderem seguir o movimento dos menores turbilhoes
(da ordem da escala de Kolmogorov) e, ao mesmo tempo, grandes o bastante para conterem
um numero elevado de moléculas [Anfossi, 1996]. Em aplicagoes que envolvem a descri¢ao da
dispersao de poluentes no ar, cada particula move-se, em cada passo de tempo, por pseudove-
locidades que levam em conta as trés componentes basicas da dispersao: o transporte devido
a velocidade média do fluido, as flutuagoes turbulentas aleatorias das componentes do vento
e a difusao molecular.

O movimento das particulas pode ser produzido por pseudovelocidades semi-aleatérias
geradas usando o Método de Monte-Carlo. No Método de Monte Carlo a evolucao do movi-
mento de uma particula difundindo-se na atmosfera forma um processo de Markov. Este
método é baseado na Equacao de Langevin, a qual é derivada a partir da hipdtese que a
velocidade da particula, em um determinado intervalo de tempo, é dada pela soma de um
termo deterministico e um termo estocastico.

A velocidade e a posicao de cada particula, a cada passo de tempo, é obtida

integrando-se numericamente as seguintes equacoes:

du; = a;(vs, w;)dt + bi(w, u;)dE(t), (2.5)
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onde o sub-indice ¢ denota a direcao horizonta, longitudinal e vertical, u; é o vetor velocidade
Lagrangeana, x; representa o vetor deslocamento, U; é o vetor velocidade média do vento,
o primeiro termo do lado direito da equagao é um termo deterministico e o segundo é um
termo estocéstico.

Neste trabalho foi escolhido uma lei de poténcia para descrever o perfil de vento,

como [Panofsky e Dutton, 1984]:

U(z) = U(10) [%] (2.7)
onde
log (U(11105)>
c= ﬁ (2.8)

e U(10) ¢ a velocidade em 10 m e U(115) é a velocidade do vento em 115 m.

A equagao (2.5) foi derivada por Paul Langevin em 1908 para estudar o movimento
Browniano e a difusao molecular como um método alternativo ao proposto por Einsten em
1905. Foi o primeiro exemplo de uma equagao diferencial estocastica e uma base matematica
adequada para a solugao da mesma nao esteve disponivel durante 40 anos, até que em 1949
Ito formulou sua teoria para equagoes diferenciais estocéasticas [Rodean, 1996].

O coeficiente deterministico a contém duas informagoes: a informacao da perda de
memoria (fading memory) da velocidade em um tempo anterior e a informagao da corregao
drift, a qual satisfaz a condi¢ao de bem misturado (se as particulas de um gas encontram-se
uniformemente distribuidas em uma camada, devem permanecer desta forma a medida que
o tempo passa). No coeficiente a, a perda de meméria é uma funcao da escala de tempo
Lagrangeana para a autocorrelacao de velocidade e a correcao drift ¢ uma funcao do desvio
padrao de velocidade. O termo a depende da PDF da velocidade turbulenta e é determinada
a partir da equagao de Focker Planck para condigbes estaciondrias (veja secgao (2.2.2)).

O coeficiente estocastico b representa a difusao turbulenta. O produto do coeficiente
b e da fungao aleatdria £(t) representa as aceleracoes aleatdrias devido as flutuagoes de
pressdo com tempos de correla¢do curtos. £(t) é um nimero aleatério proveniente de uma
distribuicao de probabilidade Gaussiana. O coeficiente de difusao é obtido a partir do termo

de Kolmogorov de isotropia local no subintervalo inercial [Monin e Yaglow, 1975], [Thomson,



2 Modelos para dispersao atmosférica: 8

1987):

N[

bl(xz,uz) = (OQ€> s (29)

onde Cj é a constante de Kolmogorov (aproximadamente 4) [Rizza et al., 2006],[Carvalho
et al., 2009] e ¢ é a taxa de dissipagdo de energia cinética turbulenta. O produto (Coa)%

pode também ser escrito como fun¢ao da variancia Lagrangeana da velocidade turbulenta

2

o7 e a escala de tempo de decorrelagao Lagrangeana 77, [Hinze, 1975], [Tennekes, 1982]:

2

Coe = 275, (2.10)
TL.

K3

Nao existe uma teoria fechada para turbuléncia o que necessita da introducao de
parametrizacao da variancia da velocidade turbulenta o? e da escala de tempo de decorrelagao
Lagrangeana 77,,. Neste trabalho ¢ utilizado o esquema de parametrizagao da turbuléncia
sugerido por Degrazia et al. (2000). Ela é vélida apenas para condigdes horizontalmente
homogénea. Esta parametrizacao dé valores continuos para CLP para toda a altura (zo <
z < h) e todas as condigoes de estabilidade do instavel até o estavel (—oo < L < 00), onde h
é a altura da CLP convectiva, neutra, ou estavel, z; é a altura da rugosidade aerodinamica
e L é o comprimento de Monin-Obukhov [Degrazia et al., 2000].

As expressoes gerais para a variancia da velocidade turbulenta o? e a escala de tempo

de decorrelagao Lagrangeana 7z, sao as seguintes:

) w? | 2.3% (0t u?
5 +

02 = (2.11)
(o) (R
e
_ 1/2
0.14 ( =L~
TL; = ) c 2/(3h _L> i3 T (2))(3)59 1/3 (2.12)
Ve | ()7 w. (ve2) [(F2)i ] (gnt)' P u,

onde w, é a escala de velocidade convectiva, u, é a velocidade de fricgao na superficie,
e = ehj/w? e " = (ekz)/u sdo as fungoes taxas de dissipagao molecular nao-dimensional,
(f2)S é frequéncia reduzida do pico do espectro convectivo, (f5)I° é frequéncia reduzida

do pico do espectro neutro e estavel,—L/h é um parametro médio de estabilidade da CLC,

k é a constante de Von Karman e ¢; = oo, (2mk)™%/3 com a,, = 0.5+ 0.05 ¢ a; = 1,4/3,4/3
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para as componenetes u, v € w, respectivamente.

Para uma CLP convectiva 1¢ =~ 0.75 [Caughey e Palmer, 1979], w, = (u.)o(—h/kL)'/3
e (f2); =2z/(Am)i € (Am); é 0 pico da onda do espetro da velocidade turbulenta. De acordo
com Kaimal et al. [Kaimal e Wyngaard, 1976] e Degrazia e Anfossi [Degrazia e Anfossi,

1998],

()‘m)u = (Am)v = 1.5z (2.13)

0.5570'.238|Z/L|v para 0 < z < ||

5.9z, para |[L| < z <0.1h
1.8h[1 — exp(—4z/h) — 0.0003exp(—8z/h)]. para 0.1h < z <h

Q

(Am)w

Para a CLP neutra e estdvel ¢”"* pode ser escrita [Sorbjan, 1989] como ¢2*° =
¢™(1 +3.72/A), onde ¢" = 1.25 e A = L(1 — z/h)1-°*1792) [Degrazia e Moraes, 1992] é o
comprimento de Monin-Obukhov local, a; = 1.5 e a2 = 1.0.

Um modelo de particulas Lagrangeano tridimensional para a dispersao em terreno
plano foi desenvolvido por Ferrero et al. (1995) o qual foi denominado LAMBDA. Este mo-
delo LAMBDA ¢ baseado na forma tridimensional da equacao de Langevin. Perfis verticais
da velocidade e direcao do vento, desvios padroes e momentos de ordem mais alta da flu-
tuacao da velocidade do vento foram incluidas neste modelo. Para testar este modelo foram
proposto dois experimentos: Copenhagen e Lillestrom [Ferrero, 1995].

Os valores de velocidade turbulenta sao determinados a partir da solucao da equacao
(2.5), os quais serao introduzidos na equacao (2.6). Esta ultima, por sua vez, é integrada
para fornecer as posicoes das particulas devido aos efeitos combinados do vento médio e da
turbuléncia. Estas equacoes determinam as sucessivas posigoes das particulas no dominio
de calculo utilizando os valores de velocidade média do vento e os valores da turbuléncia
(através das variancias das componentes de velocidade do vento), diretamente de medidas
ou simulagoes feitas por um outro modelo externo ao modelo de particulas.

Neste trabalho é usado este modelo, e o fluxo turbulento é assumido apenas nao-
homogéneo na vertical e o transporte é realizado pela componente longitudinal da velocidade

média do vento. O dominio horizontal foi determinado de acordo com as distancias do
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experimento de Copenhagen e o dominio vertical ¢é igual a altura da CLP observada.

O passo no tempo ¢ mantido constante e foi obtido de acordo com o valor da escala
de tempo da correlacao Langrangeana (At = 7 /c), onde 71, é o menor valor entre 7, 71, €
Tr,, € ¢ é um coeficiente empirico igual a 10. Na equagao (2.10), o produto Cope é calculado
em termos da variancia da velocidade turbulenta o? e da escala de tempo da correlagao
Lagrangeana [Hinze, 1975], [Tennekes, 1982] que sdo parametrizados conforme as Equagoes
(2.11) e (2.12).

Para calcular as concentragoes é tomado Q; (K g/s) como sendo a taxa de emissao de
um poluente considerado e N, o niimero total de particulas emitidas em cada passo no tempo
At(s). Dividindo o dominio de simulagao em células de dimensoes Az, Ay e Az e contando
o numero de particulas em cada célula N;, as concentragoes sao calculadas dividindo a massa

encontrada na célula N;(@);, onde

QAL
; = 2.14
Q= (2.14)
pelo volume da célula (AxAyAz), obtendo:
N; Qi
P A A 2.1
¢ AxAyAz (2.15)

ou seja, o campo de concentracao é determinado pela contagem das particulas na célula ou
no volume imaginario na posicao z, y e z. O método para resolver as integrais foi a técnica
de Romberg.

E valido notar que um numero suficiente de particulas deve ser liberado em cada
passo de tempo a fim de obter-se concentracoes significativas. Contudo, muitas particulas
requerem tempo de computagao longos e poucas particulas dao uma visao incorreta da

distribuigao de concentracao [Anfossi, 2005].

2.2.2 Bases Teodricas dos Modelos Estocasticos Lagrangeanos:

As defini¢oes de Processo Estocastico, Processo Markoviano, Processo de Ruido
Branco e Processo de Wiener formam as bases tedricas dos modelos estocasticos Lagrangenos.
Nesta secao, essas definicoes sao apresentadas com a intengao de um melhor entendimento

a respeito dos modelos estocasticos. Além disso, apresenta-se a equacao de Fokker-Planck,
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a qual ¢é utilizada para obter o termo deterministico da Equacao de Langevin.

Processo Estocastico

Entende-se por processo estocéastico, um sistema que evolui probabilisticamente com
o tempo ou, mais precisamente, um sistema em que uma certa variavel aleatéria X (t) [Car-
valho, 1999]. Do ponto de vista matemdtico, um processo estocdstico é completamente

descrito conhecendo todas as fungoes densidades de probabilidade:
P, tn; o1, tn1; -+ 522,25 1, 113) (2.16)

que representam a probabilidade que no tempo £, o processo assuma o valor z,, a pro-
babilidade que no tempo t,_; o processo assuma o valor z,_; e assim por diante. Estas
quantidades podem ser expressas em termos da funcao densidade de probabilidade condi-

cional ou de transicao:

P($n7 tn; Tn—1, tn—l; L ‘yna TnyYn—1,Tn—15- - - ;)- (217)

A densidade de probabilidade condicional representa a probabilidade que no tempo %, o
processo assuma o valor x,, dado que no tempo 7,, o processo tinha um valor ¥, e assim por
diante. Estas defini¢oes sao validas independes da ordem de grandeza do tempo, embora é

usual considerar que
tn Z tn—l Z tn—? 2 - Tn Z Tn—1 2 Tn—2 Z s (218)

Neste caso, a probabilidade condicional (2.17) realiza a previsao dos valores futuros de X ()
(Tn, Tp1,... em tempos t,,t, 1,...) dado o conhecimento do passado (yn,Yn_1,... em

tempos Tp, Tn_1, - - - )-

Processo de Markov

Em 1906 Markov formulou o processo que mais tarde levou o seu nome. O processo
de Markov pode ser definido a partir de algumas consideracoes. Supondo que o conhecimento
de um estado de um sistema em um certo tempo inicial nao descreva o sistema em tempos

sucessivos, mas permita determinar a probabilidade que o sistema atinja determinado estado.
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Se x1 é o estado inicial do sistema no instante ¢; e £ é um certo conjunto de estados do

sistema, a densidade de probabilidade do sistema ¢é definida como
P(ty,x1,t, E), (2.19)

a qual representa a probabilidade que o sistema ocupe no instante t; o estado x; e evolua
a um dos estados de E no tempo t. Se o conhecimento do estado do sistema no instante
t < t; nao altera tal probabilidade, entao esta classe de processos ¢ denominado de processos

estocasticos sem memoria ou processos de Markov.

Ruido Branco

A fungao aleatéria £(t), na Equacgao de Langevin, é também chamada de “ruido
branco”. O ruido branco é um processo estacionario, Gaussiano e estocastico, com densidade
espectral constante no eixo de frequéncias reais. A funcao £(t) é descontinua em qualquer
lugar e a sua integral é um processo continuo. As propriedades matematicas da funcao £(t)

Sao:

() =0 (2.20)

(€(s)E(t)) = o(t — ) (2.21)

onde ¢, s sdo tempos e § ¢ uma funcdo Delta de Dirac e (-) representa uma média do conjunto.
O ruido branco pode ser interpretado como uma sucessao densa de pequenos pulsos positivos

e negativos.

Processo de Wiener

O processo de Wiener é a integral no tempo do ruido branco £(¢). Representa
uma funcao continua e, por isso, é considerado melhor do que o ruido branco, o qual é
descontinuo, para uso na integragdo de equagoes diferenciais estocasticas [Carvalho, 1999].

Em 1923, Wiener estudou este processo extensivamente e, por isso, leva o seu nome. O
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processo de Wiener, W (t), estéd relacionado ao ruido branco, £(t), como segue:

W(t) = /0 “eyt, (2.22)

dW (t) = &()dt. (2.23)

A Equacgao de Fokker-Planck

A Equacao de Fokker-Planck é a equivalente Euleriana da Equacao de Langevin, a
qual é Lagrangeana. E uma equacao diferencial parcial e foi desenvolvida por Fokker em 1914
e Planck em 1917 como uma alternativa ao Modelo de Langevin para o movimento Browni-
ano. A Equacao de Fokker-Planck descreve a evolucao da funcao densidade de probabilidade

P do conjunto de todas as particulas que compoe o fluido considerado:

= — — . 2.24
0x; ou,; + 2 ou? (2.24)

)

onde ¢ = u,v,w, x é a posicao, u é a velocidade e os coeficientes a e b tém as mesmas
defini¢coes como na Equagao de Langevin. O primeiro termo do lado direito é chamado de
termo de transporte e o segundo é chamado termo de difusao. O coeficiente deterministico
a depende da Fungao Densidade Probabilidade (PDF) Euleriana, P(z;,u;), e da velocidade
turbulenta.

A equagao (2.24) pode ser dividida em duas equagoes:

PO (%P i) (2.24)
a; - = 8”1 9 i\Ti, Ui), Laa
€
06 B
- % (P 9.24

com ¢; — 0 quando u — oo. Logo, a equagao para a;(x;, u;) é:

ai (2, i) = % {aii (%P) + (bi(xi,ui)] | (2.25)

A Equacao de Fokker-Planck é utilizada como um complemento da Equacao de
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Langevin, permitindo o célculo do coeficiente deterministico a.

14



3. Revisao Histdrica:

Em 1908, Langevin publicou uma alternativa a solucao proposta por Einstein para
o movimento Browniano. Langevin escreveu a equacao que leva o seu nome. A equacao de
Langevin foi o primeiro exemplo de uma equacao diferencial estocastica - equacao diferencial
com um termo aleatério em cada solugao representa uma trajetoéria aleatoria.

Taylor, em 1921, foi o primeiro a aplicar a estatistica no movimento de particulas
Lagrangeanas para problemas de difusao turbulenta. Ele introduziu a idéia da funcao ve-
locidade de autocorrelagao .

Em 1930, Uhlenbeck e Ornstein resolveram a equagao de Langevin considerando o
caso de turbuléncia estacionaria e homogénea, assim assumiram valores constantes para a e
b.

Hanna (1979) mostrou que uma diferenga-finita equivalente a equacao de Langevin
¢ aproximadamente valida para observagoes de velocidade do vento Lagrangeana e Fuleriano
na camada limite atmosférica.

Wilson et al. (1981) foram os primeiros a propor um modelo de particulas La-
grangeano com a adi¢ao de um termo de corre¢ao, denominado ”correcao drift” (este termo
de correcao evita o cimulo de particulas em regides onde as variancias da velocidade sao
pequenas). Esta corregdo conduziu a distribuigdes de concentragdo que concordaram com
solugoes analiticas em sistemas nos quais o gradiente da variancia mudou lentamente com a
altura.

Legg e Raupach (1982) propuseram uma diferente corregao drift para a Equagao
de Langevin. Eles mostraram que quando existe um gradiente de variancia de velocidade
vertical, a Equacao de Langevin deve incluir uma forca média devido a agao do gradiente de
pressao médio sobre a particula.

Wilson et al. (1983) mostraram que os modelos de Wilson et al. (1981) e Legg e
Raupach (1982) geraram resultados similares sob certas condigoes. Eles concluiram que no

caso de turbuléncia moderadamente nao-homogénea, os dois métodos apresentaram previsoes
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similares. Ja para o caso de turbuléncia extremamente nao-homogénea, somente o modelo
de Wilson et al. (1981) apresentou resultados fisicamente razoaveis. Nos modelos de Wilson
et al. (1981), Legg e Raupach (1982) e Wilson et al. (1983), os valores da funcao aleatéria
do termo estocastico da Equagao de Langevin foram obtidos a partir de uma distribuicao
Gaussiana.

Em 1984 Thomson continuou a investigar as corregoes drift através de uma nova
aproximacao para os modelos de particulas Lagrangeanos. Esta aproximacao consistiu em
prescrever uma forma para a PDF da funcao aleatéria que dependia das condigoes da tur-
buléncia de tal maneira que num estado estacionario a PDF das particulas era a mesma
que a do ar. Assumindo uma distribuicdo Gaussiana para as flutuagoes de velocidade
das particulas, Thomson comparou a performance dos modelos de Langevin utilizando as
corregoes drift de Wilson et al. (1983) e Legg e Raupach (1982). Ele determinou que o mo-
delo de Wilson et al [Wilson et al., 1983] necessitava de uma fungao aleatéria Gaussiana, mas
o modelo de Legg e Raupach necessitava de uma funcao aleatoria nao-Gaussiana. Thomson
utilizou trés conjuntos de simulag¢bes numéricas: (1) o modelo de Wilson et al. (1983) com
uma fungao aleatéria Gaussiana, (2) o modelo de Legg e Raupach com uma fungao aleatéria
Gaussiana e (3) o modelo de Legg e Raupach com uma fungao aleatéria nao-Gaussiana. Ele
percebeu que quando a turbuléncia é moderadamente nao-homogénea, o modelo de Legg e
Raupach apresentou melhores resultados com uma funcao nao aleatéria nao-Gaussiana. Em
adicao, a performance do modelo de Legg e Raupach, com funcao aleatéria nao-Gaussiana,
foi comparavel ao modelo de Wilson et al. (1983) com funcao aleatéria Gaussiana, nos casos
de turbuléncia moderadamente nao-homogénea. Ja nos casos de turbuléncia extremamente
nao-homogénea, o modelo de Wilson et al. (1983) esteve melhor.

Van Dop et al. (1985) transformou a equagdo de Langevin transformado em seu
equivalente Euleriano, a equacao de Fokker-Planck, e determinou os coeficientes da equacao
de Langevin, relacionando o modelo de deslocamento aleatorio com as equagoes Eulerianas
para a conservacao da massa e espécies.

Baerentsen e Berkowicz (1984) desenvolveram um modelo para estudar a dispersao
em condigoes convectivas. Eles usaram um par de Equagoes de Langevin, uma para updrafts
e outra para downdrafts, cada uma com uma funcao aleatéria Gaussiana. Para preencher

a exigéncia de uma distribuicao de velocidade vertical nao-Gaussiana, a PDF da veloci-
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dade vertical foi expressa como a soma de duas distribuicoes Gaussianas com diferentes
estatisticas, uma para updrafts e outra para downdrafts.

De Baas et al. (1986) utilizaram o procedimento de Baerentsen e Berkowicz (1984)
para determinar os trés primeiros momentos de uma funcao aleatoria nao-Gaussiana e si-
mularam a dispersao em uma CLC, considerando os incrementos aleatérios de velocidade
determinados através do modelo de Thomson (1984).

Thomson (1987) examinou as relagoes entre os varios critérios para uma classe geral
de modelos e concluiu que a maioria destes critérios eram equivalentes. Ele desenvolveu um
modelo para dispersao em condicoes de turbuléncia nao-homogénea utilizando a equacao de
Langevin em conjunto com a equacao de Fokker-Planck. Na equacao de Langevin, Thomson
utilizou uma fungao aleatéria Gaussiana e introduziu um comportamento nao-Gaussiano no
termo deterministico da mesma equacao. A aproximacao de Thomson satisfez a condicao
de mistura homogénea (well-mized), mas nao tinha uma tnica solugdo em escoamentos
bidimensional e tridimensional. O modelo de Thomson (1987) é o modelo de particulas mais
utilizado atualmente.

Luhar e Britter (1989) desenvolveram um modelo baseado na aproximacao de Thom-
son (1987). A equagao para a PDF assimétrica de Baerentsen e Berkowicz (1984) foi utilizada
para derivar o modelo, o qual foi aplicado para descrever a difusao em uma CLC. Thomson
(1987) e de Luhar e Britter (1989), mostraram que a fungao aleatéria em um modelo de
particulas Lagrangeano deve ser obtida de uma PDF Gaussiana e a violacao desta exigéncia
faz com que a evolucao da velocidade Lagrangeana seja uma funcao descontinua no tempo.

A Equacao de Langevin é normalmente resolvida segunda as regras dos célculo de
Ito [Rodean, 1996]. Algumas solugoes especiais sao apresentadas por [Gardiner, 1985] e
[Rodean, 1996]. Este ultimo autor descreve a solugdo para turbuléncia estaciondria como
sugerido por Lin e Reid (1963) e Legg and Raupach (1982).

Em 1996 Anfossi et al. propuseram uma PDF Gram-Charlier que utiliza na sua
formulagao polinomios de Hermite. As vantagens desta PDF sao suas eficiéncias computa-
cionais e a habilidade de incluir diretamente informagoes sobre os momentos eulerianos [An-
fossi, 2005]. Expansoes em série Gram-Chalier podem exibir probabilidades negativas nas
caudas da distribui¢do [Anfossi, 1996]. Experimentos numéricos [Ferrero e Anfossi, 1998]

mostraram que nao existirao maiores consequéncias se estas probabilidades nao-fisicas forem
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descartadas, pois ocorrem raramente [Anfossi, 2005].

Recentemente Carvalho et al. (2005) mostrou uma metodologia alternativa para re-
solver a equagao de Langevin que foi chamada de ILS (Iterative Langevin Solution). As prin-
cipais caracteristicas deste método foram: aplicacao do procedimento de Picard na equacao
de Langevin, linearizacao do termo estocastico nao-linear, solucao do problema linearizado
interativamente e analiticamente pela idéia do método de Picard. Deste procedimento resulta

uma solucao semi-analitica para a equacgao de Langevin.



4. A Camada Limite Planetaria e as Generalidades sobre a Dispersao:

Nesta secao, defini-se Camada Limite Planetaria e sao apresentadas as suas mais
importantes caracteristicas. Além disso, descreve-se como ocorre o processo de dispersao

nesta regiao da atmosfera.

4.1 Caracteristicas da Camada Limite Planetaria

A superficie da terra é um limite do dominio da atmosfera. Processos de transporte
neste dominio modificam uma regiao da atmosfera que se estende de 100 a 3000 m, criando
a Camada Limite Planetaria (CLP). O restante da troposfera é denominado atmosfera livre.

A troposfera se estende da superficie até a altitude de 11 km, mas somente os
primeiros quilometros sao influenciados pela superficie da terra. Pode-se definir a camada
limite como aquela parte da atmosfera que é diretamente influenciada pela presenca da
superficie da terra e responde pelos forcantes da superficie com uma escala de tempo na ordem
de 1 hora ou menos. Entre estes forcantes estao incluidos: arrasto friccional, evaporacao e
transpiracao, transferéncia de calor, emissao de poluentes e modificagoes do escoamento
induzidas pelo terreno. A espessura da CLP sofre mudancas no tempo e no espaco, variando
de centenas de metros a poucos quilometros.

Indiretamente, toda a troposfera pode ser modificada em resposta as caracteristicas
da superficie, mas esta resposta é relativamente lenta fora da camada limite. Portanto, a
definicao de camada limite incluiu uma escala de tempo de aproximadamente uma hora. Isto
nao implica que uma situagao de equilibrio seja alcancada neste intervalo de tempo.

O escoamento de ar na CLP pode ser dividido em trés categorias: vento médio,
turbuléncia e ondas. Cada um pode existir separadamente ou na presenca de qualquer
um dos outros. Todos podem existir na CLP, onde o transporte de quantidades tais como
umidade, calor, momentum e poluentes é dominada pelo vento médio na horizontal e pela
turbuléncia na vertical.

O vento médio é responsavel pelo transporte rapido na horizontal (advecgao). A ru-
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gosidade da superficie da terra influencia a velocidade do vento, ocasionando valores menores
junto a superficie. Os ventos médios na direcao vertical sao menos intensos em comparacao
com os ventos na diregao horizontal (da ordem de mm a ¢m por segundo).

Ondas, as quais sao freqiientemente observadas na CLP noturna, transportam pouco
calor, umidade e outros escalares como poluentes. Elas sao, contudo, efetivas para o trans-
porte do momentum e energia. Podem ser geradas localmente pelo cisalhamento do vento
médio e pelo escoamento médio sobre obstaculos.

A turbuléncia ocorre normalmente préximo a superficie da terra e esta é uma das
caracteristicas que torna a CLP diferente do resto da atmosfera. Fora da camada limite,
a turbuléncia é encontrada em nuvens convectivas e nas proximidades de correntes de jato,
onde ocorrem intensos cisalhamentos do vento.

A CLP pode ser classificada em trés categorias, de acordo com a condi¢ao de esta-
bilidade: neutra, instavel ou convectiva e estavel. A determinacao destas categorias pode
ser feita através da taxa de variacao de temperatura com a altura:

- Na condigao neutra da CLP (Camada Limite Neutra - CLN), a taxa de variagao
de temperatura potencial é nula. Neste caso, a atmosfera nem inibe nem intensifica a tur-
buléncia. A CLN ocorre, principalmente, durante o periodo de transicao do dia para a
noite.

- A condigao instavel ou convectiva da CLP (Camada Limite Convectiva - CLC) é
provocada pelo aquecimento diurno da superficie e, devido a circulagao convectiva, alcanca
uma espessura de 1000 - 3000 m. Neste caso, a taxa de variacao de temperatura potencial é
negativa, ou seja, a temperatura potencial diminui com a altura. Isto indica uma atmosfera
instavel, onde a turbuléncia é intensificada.

- A condicao estével da CLP (Camada Limite Estavel - CLE) é, ao contrario, deter-
minada pelo resfriamento noturno da superficie da terra e alcanca uma altura de 100 - 300
m. Nesta condi¢ao, a taxa de variagao de temperatura é positiva, ou seja, a temperatura
aumenta com a altura (inversao de temperatura). Isto implica em uma atmosfera estavel,

onde a intensidade da turbuléncia é reduzida.
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4.2 A Estratificagao da Camada Limite Planetaria:

Segundo Stull (1988), sobre a superficie terrestre, nas regides de alta pressdo, a
Camada Limite Planetaria tem uma estrutura temporal bem definida durante o dia.

A Figura (4.1) mostra a evolugdo da CLP durante um periodo de 24 horas. Acom-
panhando a evolugao da esquerda para a direita da figura, observa-se que existe a formacao
de uma camada de mistura entre o meio dia e o por-do-sol. Abaixo da camada de mistura
estd a camada superficial e acima se encontra a camada de inversao. Com o por-do-sol
(periodo de transi¢do), comega a formacao de uma camada estavel junto a superficie e, logo
acima, a formacgao de uma camada residual, a qual é remanescente da camada de mistura
formada durante o dia. Com o amanhecer, a radiacao solar aquece a superficie da terra,

resultando numa nova camada de mistura.

L) &
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IIDIEiD-dia anoitecer mein-noite arnanhecer meio-dia
Ed Camada de Mistura Lona de Entranhatmento B Zona de Inversio
Ed Camada R esidual [ Catnada Superficial [JCatnada de Muvens
[C] Camada Limite Estavel

Figura 4.1 — Evolugao da camada limite planetaria [Stull, 1988]
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Normalmente, em um periodo de 24 horas, a CLP pode ser classificada nas seguintes
subcamadas:

- Camada Superficial: E definida como aquela regiao acima da superficie da terra,
na qual a variagao vertical dos fluxos turbulentos de calor e momentum é negligenciada
(variam menos do que 10% de sua magnitude). A profundidade da camada superficial varia,
aproximadamente, de 10 m (em condigoes estaveis durante a noite) até 100 m (em condigoes
instdveis durante o dia). O perfil de temperatura na camada superficial é caracterizado por
uma diminuicao da temperatura com a altura, durante o dia, e por um aumento da tempe-
ratura com a altura durante a noite (inversao de temperatura). Os parametros importantes
na camada superficial sao a altura, a tensao de cisalhamento superficial e o fluxo de calor na
superficie.

- Camada de Mistura: A camada de mistura é a regiao central da CLC. Na camada
de mistura, os perfis verticais de velocidade do vento e de temperatura sao aproximada-
mente constantes, uma conseqiiéncia da forte mistura produzida pela conveccao (turbuléncia
térmica). A altura da camada de mistura ou altura da CLC e o fluxo de calor na superficie
sao as grandezas importantes na camada de mistura. A altura da camada de mistura pode
alcancar de 1000 a 3000 m.

- Camada Estavel: A CLE é comum sobre o continente durante a noite e, neste
caso, a turbuléncia é gerada pelo cisalhamento do vento (turbuléncia mecéanica). Sob estas
condicoes a altura da CLE pode variar a partir de poucas dezenas de metros, em baixas
velocidades do vento, até varias centenas de metros, em altas velocidades do vento. O perfil
de temperatura na camada superficial é caracterizado por uma inversao de temperatura. Os
parametros importantes na camada estavel sao a altura, a tensao de cisalhamento e o fluxo
de calor.

- Camada de Entranhamento ou Camada de Interface: E a camada localizada no
topo da CLC. Ea regiao que realiza a interface entre a camada de mistura e a atmosfera
livre e é caracterizada por uma inversao de temperatura. Desta forma, constitui uma espécie
de cobertura, limitando os movimentos verticais que ocorrem na camada de mistura.

- Camada Residual: Aproximadamente meia hora antes do por-do-sol as circulacoes
convectiva (termas) cessam, permitindo o decaimento da turbuléncia na camada de mistura.

A camada resultante é chamada de camada residual, pois suas caracteristicas sao as mesmas
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da camada de mistura existente durante o dia.

4.3 Generalidades da Dispersao na CLP

No processo de dispersao atmosférica, os poluentes gasosos e particulados emitidos
na CLP sao dispersos pelo vento médio (responsavel pelo transporte) e pela turbuléncia
(responsavel pela difusao). Outros fatores importantes para a dispersao sdo: a presenga de
obstaculos, a altura de emissao, a geometria da fonte, a velocidade de emissao e o tipo de
poluente.

Os poluentes emitidos em uma camada limite noturna sofrem dispersao, sobretudo,
por acao do vento médio horizontal e podem ser transportados por centenas de quilometros

antes de alcangar a superficie (Figura (4.2)).

Caomacia
Residual

Comada Limite
Estavel

I
FPor do Sol Tempo

Figura 4.2 — Situacao de dispersao da pluma sendo emitida durante
a noite, onde existe a formacgao de uma camada residual

sobreposta a uma CLE.

Tal situagao ocorre devido a baixa capacidade de difusao da atmosfera, uma vez que
durante condigbes estaveis a intensidade da turbuléncia é consideravelmente reduzida. A
Figura (4.3) mostra, ainda, o grau de diminuigao de estabilidade com a altura (de fortemente

estdvel, junto & superficie, até aproximadamente neutra na camada residual).
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Figura 4.3 — Situacao de dispersao da pluma em uma CLE, evi-
denciando a diminuicao da estabilidade com a altura.

Figura adaptada. [Stull, 1988]

Com o amanhecer, uma nova camada de mistura evolui, alcangando pouco a pouco a
altura dos poluentes emitidos durante a noite. Estes poluentes sao rapidamente misturados

e alcangam a superficie por efeito da intensificagdo da turbuléncia (conforme Figura (4.4)).

Camacla
Residual

Comada
Limite
Fatavel

For cdo Sol Amanhecer Tempo

Figura 4.4 — Situacao de dispersao da pluma sendo emitida durante

a noite, e ao amanhacer uma nova camada se surge.
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Quando a camada de mistura esta formada, o processo de dispersao na CLP ocorre
principalmente devido as circulagdes convectivas (termas) que formam regices de fluxos de ar
ascendente (dreas de updrafts) e regides de fluxos de ar descendentes (dreas de downdrafts).

Enquanto as dreas de updrafts apresentam menor extensao espacial (~ 40%) e fluxo
de ar mais intenso, as dreas de downdrafts apresentam maior extensao espacial (~ 60%)
e fluxo de ar menos intenso. Esta configuragao gera uma distribuicao assimétrica positiva
para a flutuacao de velocidade vertical, determinando uma condicao de turbuléncia nao-
Gaussiana. Neste caso, os poluentes emitidos na camada de mistura encontrarao as areas
de updrafts e downdrafts e exibirdao uma caracteristica de looping (Figura (4.5)). Devido a
forte mistura presente na CLC, o resultado final consiste em uma distribuicao uniforme dos

poluentes, independente da altura de emissao.

Altura do Comoda Limite

Looping

Terma

Figura 4.5 — Situacao de dispersao em condicoes convectivas onde as

termas formam regioes de updrafts e downdrafts.



5. Equacoes de Langevin para turbuléncia Gaussiana e nao-Gaussiana

No estudo de dispersao turbulenta, os momentos estatisticos turbulento na Camada
Limite Planetédria (CLP) podem ser classificados de acordo com o tempo (estécionaria/nao-
estaciondria), variacao do espaco (homogénea/nao-homogénea) e de acordo com a distribuigao
da velocidade (Gaussiana/nao-Gaussiana). Usando o modelo de particulas Lagrangeano, a
turbuléncia é considerada estacionaria, homogénea e Gaussiana nas direcoes horizontais. Na
direcao vertical, a turbuléncia é estacionaria, nao-homogénea e Gaussiana ou nao-Gaussiana,
de acordo com a condicao de estabilidade. Em condigoes estaveis e neutras, a distribuicao
da velocidade é considerada Gaussiana. Durante condigoes convectiva, a distribuicao da
velocidade é nao-Gaussiana devido a assimetria (skewness) da velocidade turbulenta gerada

pelo movimento organizado dos updrafts e downdrafts.

5.1 Equagoes de Langevin para turbuléncia Gaussiana:

No caso de turbuléncia Gaussiana, a PDF é aplicada na Equagao (2.25) para obter

o coeficiente deterministico da equagao tri-dimensional de Langevin:

Coe 1902 1 (002 ,
U 0 PO (Ll 5.1
¢ (202-2)u +28x]~ +201'2 (ij " (5.1)
Substituindo o coeficiente deterministico (5.1) na equagao de Langevin (2.5) é possivel obter
du; Coe 1002 1 [0\ , 1
- i [ ? ? N C 2 i t . 52
dt +(2ai2)u 23xj+20i2 (8xj ui + (Coe)? (1) (5:2)

Re-escrevendo a Equagao (5.2):

dui

7t + oy = [+ yiud + (005)%&(?5), (5.3)
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onde
C()EE
o; = 7>,
202
1 dc?
ﬁi =3 )
2 a.’Ej

5.2 Equagoes de Langevin para turbuléncia nao-Gaussiana:

Na CLC o aquecimento da camada de ar junto ao solo gera fluxos turbulentos que
dao origem a estruturas chamadas updrafts, nos quais o movimento das particulas de ar é de
baixo para cima. Pela condi¢ao de continuidade, surgem as estruturas chamada downdrafs,
cujo movimento se da de cima para baixo. E comprovado experimentalmente que a velocidade
vertical no updrafts é maior do que no downdrafts e que, por conseguinte, a area ocupada
pelos updrafts é menor do que a area downdrafts. Portanto, a distribuicao de velocidade
vertical na CLC é assimétrica e a suposicao de turbuléncia Gaussiana, como apresentado
anteriormente, nao é correta.

Para o desenvolvimento do modelo de Langevin para a difusao turbulenta nao-
Gaussiana, deve-se utilizar uma PDF assimétrica para a velocidade vertical. A PDF as-
simétrica possui as seguintes caracteristicas:

- apresenta uma cauda mais extensa na direcao das velocidades mais altas positivas,
para indicar a presenca dos updrafts mais energéticos, mas com uma area menor sob a curva
de distribuicao;

- apresenta um pico de densidade de probabilidade centrado sobre as velocidades
negativas baixas, para indicar a presenca dos downdrafts, mas com uma area maior sob a
curva de distribuigao.

Dois tipos de PDF assimétricas sao atualmente utilizadas: a bi-Gaussiana, dada

pela combinagao linear de duas Gaussianas, e a Gram-Charlier, dada pela expansao em série
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de polinomios de Hermite.

5.2.1 PDF bi-Gausssiana:

Se a distribuicao da velocidade vertical turbulenta é nao-Gaussiana, como na camada
convectiva, a PDF da velocidade turbulenta pode ser representada pela combinacao linear de
duas distribui¢oes Gaussianas (bi-Gaussiana) [Baerentsen e Berkowicz, 1984]. Baerentsen e
Berkowicz (1984) usaram um par de Equagoes de Langevin, uma para updrafts e outra para
downdrafts, cada uma com uma funcao aleatéria Gaussiana. Para preencher a exigéncia
de uma distribuicao de velocidade vertical nao-Gaussiana, a PDF da velocidade vertical foi
expressa como a soma de duas distribui¢oes Gaussianas com diferentes estatisticas, uma para

updrafts e outra para downdrafts:
P(z,w) = A1 Pi(z,w) + Ay Pa(z, w) (5.4)

onde A; e A, sao as frequéncias relativas de ocorréncia de updrafts e downdrafts, respectiva-
mente, P; é a PDF Gaussiana das velocidades verticais em updrafts e P, ¢ a PDF Gaussiana
das velocidades verticais em downdrafts.

A equagao (5.4) pode ser escrita como:

1 A1 1 w —my 2 1 A2 1 w — Mo 2
P = Dl |2 (22T P |2 (22 .
(z,w) o exrp [ 5 ( p ) ] + = oy exp [ 5 ( p ) (5.5)

onde w ¢ a velocidade turbulenta vertical, my, ms, 01 € 09 sao respectivamente as velocidades
médias e os devios padroes nos updrafts e downdrafts. As velocidades updrafts e downdrafts

médias sao:
my = (wy) e me = (ws) (5.6)
e os devios padroes nos updrafts e downdrafts sao:
o1 = ((w%))% e oy = (<w§>)% : (5.7)

O método geral para derivar os parametros Ay, Ay, my, mo, 01 € 09 consiste em usar
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a funcao geradora de momentos

(wy) = /OO wy, Pz, w)dw (5.8)

[e.9]

para encontrar os momentos da PDF P(z, w) e depois igualar aos correspondentes momentos
de w. Calculando os momentos de zero a quatro (n = 0, 1, 2, 3, 4), o seguinte sistema é

obtido:

A+ Ay =1, (5.82)

Aimy + Aamg = 0, (5.8b)

Ay(m? + o) 4+ Ay(mi +03) = 02, (5.8¢)

A (m? 4 3mya?) + Ay(md + 3maod) = (w?), (5.8d)
Ay(m} 4 6m20? + 307) + Ay(my + 6mios + 305) = (wh). (5.8¢)

Como o sistema de equagoes (5.8) tem mais incégnitas do que equagoes, é preciso
escolher as condigoes necessarias para fechar o sistema. Luhar e Britter (1989) e Weil (1990)
sugeriram um fechamento de terceira ordem, ja Anfossi et al (1997) sugeriram um fechamento
de quarta ordem. Os fechamento propostos por Luhar e Britter (1989) e Weil (1990) sao
baseados na idéia que A; e A, estao associados com as fragoes das areas ocupadas por
updrafts e downdrafts e mio1 € maoy estao associados com flutuagoes da velocidade vertical
dentro dos updrafts e downdrafts, respectivamente. Ja os fechamentos propostos por Anfossi
et al. (1997), apontam que a informagao fisica ndo estd contida na forma especifica e/ou
no peso relativo da duas distribuicoes Gaussianas contribuindo para a PDF, mas sim nos
momentos da PDF.

Aplicando a PDF bi-Gaussiana na Equacao (2.25), a expressdo para o coeficiente
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deterministico de uma dimensao (vertical) da equac¢ao de Langevin pode ser escrita como

—. 2.9
oo 2P o? o3 2P P (5.9)

= A1P10'1 -+ A2P20'2 008 1 (A1w1P1 Ag’U}QPQ) 008 Qb

Considerando o coeficiente deterministico (5.9), a equacao de Langevin (2.5) pode
ser escrita como

d_w n AlplO'% + AQPQO'% Cogw . (A1w1P1 AQ’U}QPQ) C()E ¢

@ L (Coe)t &ult), (5.10
ar P 2P p p op +p (G &0, (5:10)

onde ¢ é obtido aplicando a PDF bi-Gaussiana na equagao (2.24b) [Luhar e Briter, 1989]:
1 ow, 0A, w — Wy
N Rk
o= (e ()

owy w2 0A, 1 Ows 0A, W — Woy
— —_— — (A
sy [0 () v g (52 e ) err (M52) +
2
+ wa Py [AQan <w_2 + 1) +w2%} .
0z \ 03

= (5.11)
Reescrevendo a Equagao (5.10) tem-se
dw 1
— T ww = By 4 7w+ (Cog) 2w (1), (5.12)
onde
" — A1 Pio? + Ay Pyo2 Coe

2 2 ’
0103 2P

ﬁw _ <A1w1P1 I A2w2p2) C()E

2 2
o1 o3 2P

_¢

5.2.2 PDF Gram-Charlier:

O uso de PDF Gram-Chalier em modelos estocédsticos Langrangeanos foi proposto

por Ferrero e Anfossi (1998). Trata-se de uma fungao que pode ser desenvolvida em um série
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de polinémios de Hermite (veja Apéndice A). O desenvolvimento em série Gram-Charlier

truncada na quarta ordem pode aproximar a PDF assimétrica das velocidades verticais:

—(r?/2)
e
P(r,z) = N (14 c3Hs + c4Hy), (5.13)
onde
1
C3 = 6/13, (514)
1
H3 = 7‘3 — 37"’ (516)
_ 4 2
Hy=1r"—6r"+3. (5.17)

er =u;/o,, e i3 e fi4 sao os momentos padronizados de w. No caso de turbuléncia Gaussiana,
a equagao (5.13) torna-se uma distribui¢do normal (c3 e ¢4 tornam-se iguais a zero). A PDF
Gram-Charlier de terceira ordem é obtida fazendo ¢, = 0. Aplicando a Equagao (5.13) na
equagao do coeficiente deterministico (2.25), tem-se:

_ Ji o Ja; g;

a(xi,ui) = h,L . O'ia—xjh—i, (518)

onde j pode ser assumido como 1, 2, 3 e j # i, 71, é a escala de tempo de correlagao

Lagrangeano e f;, g; e h; sao expressoes escritas como:

fi = =305 — 1;(15Cy + 1) + 6Csr? + 10Cy73 — Csr — Cyr?, (5.19)
g; = 1-— 04 _Tz2<1+04) —203?"? —5047";14‘037’15 +C4’l”?, (520)
hi = 1 — 3Cy — 3Csr; — 6Cyr? + Card + Cyrl. (5.21)

Usando o coeficiente deterministico dado pela Equagao (5.18), pode-se escrever a
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equacao de Langevin como:

du; fi o do; gi
= —— g; —
dt hz TL, (9xj h,

Reescrevendo a equagao (5.22) como

du;
d—i =a; + 5+ (005)%&(75),
onde
o — J100
i hz TLi’
0o, gi
b= ot I

n Ui@xj hl '

+ (Coe)2&(1).
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(5.22)

(5.23)



6. Solucao da equacao de Langevin pelo método de decomposicao Adomian

6.1 Método de decomposicao Adomian

O método da decomposicao, proposto por Adomian, é uma técnica de resolucao que
gera uma solugao analitica para uma grande classe de problemas nao-lineares sem a neces-
sidade de linearizagoes, pertubagcoes, aproximacgoes fechadas, ou métodos de discretizacao
que podem resultar numa massiva computacao numérica. Estas aproximagoes, num pro-
blema nao-linear, podem muitas vezes tornar a solug¢ao nao realista fisicamente. Em outras
palavras, a solugao do problema matematico simplificado pode nao ser uma boa aproximacao
da solugao do problema fisico original [Adomian, 1988].

O método de decomposicao por polinomios funcionais de Adomian fornece uma
construgao para resolver a equacao de Langevin de forma analitica com suas contribuicoes
deterministicas, estocésticas e a sua nao linearidade sem a necessidade de linearizacoes ou
aproximagoes que facilitam uma solugao aproximada. Vale ressaltar que a prescricao de
Adomian quando converge é exatal

O método da decomposicao é também uma aproximagao com a vantagem de repre-
sentar o termo nao-linear de uma maneira mais precisa e, por isso, torna-se mais realistico.
Uma vez que a solucao pelo método da decomposicao é uma série infinita, geralmente uma
aproximagcao de n termos é apropriada como solu¢ao pratica [Adomian, 1994]. Estando a
solugao do problema expressa em forma de série, restringe-se a sua validade as regioes onde
o comprimento do dominio seja menor que o raio de convergéncia da série [Adomian, 1994].

Para a apresentacao do método, considera-se uma equacao do tipo:
Lu(t) = G(t), (6.1)

onde £ é um operador diferencial parcial nao-linear geral, ou seja, envolvendo termos lineares
e nao-lineares e G(t) é o termo fonte.

A parte linear é entao decomposta em L + Lg, onde L} tem inversao conhecida e
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Lr é a parte restante do operador linear. Por conveniéncia, neste caso Ly, é escolhido como

o operador de maior ordem. Desta forma a Equagao (6.1) pode ser escrita como:

[:LU+£NU—|—£RU: G, (62)

onde Lyu é a parte nao-linear do operador L. Re-escrevendo a Equagao (6.2), tem-se:
Liu=G— Lyu— Lgu. (6.3)
Como a inversao de L;, é conhecida, entao
Li'Lru= LG~ L Lyu— L7 Lpu. (6.4)

Se isto corresponde a um problema de valor inicial, o operador E;l pode ser tratado como
integrais definidas de ¢y a t. Para melhor compreenssao do método de decomposicao, con-
sideramos que o operador de maior ordem, Ly, seja um operador de segunda ordem, e assim

Lgl ¢ o operador correspondente a aplicacao do operador integral duas vezes

d d
-1 o
Lo Lpu = / / il t")dt"dt" = /0 (@u(t”) T @u(t”) t//:()) dt’

du(())

= —u(0 t. 6.5

u(t) - u(0) - 5 (65)

Solucionando a Equacao (6.5) para u, pode-se obter:

du(0

u(t) = u(0) l;(t )t + LG — L Cyu — L7 LRu. (6.6)

O termo nao-linear, £yu, serd igualadoa »_ > ; a,, onde a, sdo polinémios especiais que serao
discutidos a seguir, e u serd decomposta em Y u,, com uy sendo u(0) + ¢ dt Q) 4 LG,

Entao,
[e.e] o0
Z U, =ug— L7 Cxu— L7 Lru=ug — L7 Lru— L]} Z Q. (6.7)
n=0
e, conseqiientemente,

Uy = —£ZI£3U0 - £Zla0 (67&)
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U9 = —EZIERul — ,Czl(ll (67b)

Uny1 = —L7 Lru, — L ay (6.7¢)

Os polinomios a,, sao gerados para cada nao-linearidade, tal que ay dependa s6 de
ug; a; depende somente de ug e uy; as de ug, uy e usg; e assim por diante.
Todas as componentes u,, sdo entao calculaveis e u =Y~ u,. Se a série converge,

. ~1 [ ~ . . .
a soma parcial de n termos ¢, = Y ., u; serd uma solugao aproximada, pois no limite

n=0

por defini¢ao [Adomian, 1988].
Agora, vejamos a obtencao dos polinomios a,. Para isto, considere uma equacao

para a qual u(x) é solugao, contendo um termo nao-linear:

Lyu= f(u) = Zan. (6.9)

Considere a expansao em uma espécie de série funcional de Taylor f(u) em torno

da fungao ug(x), entao

S / (U—UO)2 )
Lyu="> an= f(uo) + (u— o) f'(uo) + —r STw) (6.10)
n=0 ’
ou seja,
Zan:f(u0)+(u1+u2+u3+...)f’(u0)+.... (6.11)

n=0
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Pode-se reescrever o termo nao-linear de forma geral como

> © 1 9 (L) <\
Lyu = goan—gomaTgu 0 ZZlum

(n)
0
o0 1 n T
= lim Y /" Y ( ) ukm (6.12)
r—o00 | 0 AT m
n=0 " ki, kr {ki}y m=1
Yki=n
00 n 1 ] n—1
0 1 j
SRS M UGS SEVUED SN (AN | ¢
n=1 =2 J: ki, kn_1 tJ1 m=1
Yki=j

onde foi introduzida a notacao fén) para as n derivadas aplicadas em wug e os coeficientes
polinomiais ({k:_l},i) = (kln ,k:r) = m

E conhecido que o método de Adomian tem problemas de convergéncia e por isso
tem-se que identificar os polinomios de Adomian, a,,, de maneira que garanta a convergéncia
dos dois somatdrio da equagao (6.12). Vale ressaltar que os estes somatérios sdo de zero
a infinito e todos os termos sao conhecidos. Para identificar os termos a, reescreve-se a
expansao a direita (supondo que ela converge) reorganizando os seus indices e a sequéncia
que com os termos sao somados.

Ja na ultima linha da equacao (6.12) re-organizamos de maneira que se pode agora
visualizar quem é o primeiro termo féo) e como serao os préoximos termos da série a,,. Assim,
é possivel observar como os polindmios de Adomian sao gerados de forma que mais tarde
possamos garantir sua convergencia da série.

Em conseqiiéncia disso, tem-se as seguintes relagoes:

ao = £ = fluo), (6.12a)

d
ap = fél)ul == UI% (Uo), (612b)
0

1 1 2 d U,2 d2
as = fé Juy + §f(§ )U% = ug—— f(uo) + deL%

T Fuo). (6.12¢)
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n . n—1
1 L g J
= fPu 4> =1 D (({k~}"‘1> I1 uf,;”) . (6.12d)
=2 J: k1, kno1 v m=1

Ski=j

Assim este esquema define explicitamente as expressoes analiticas para u, € a,,
respectivamente. Como os a,, sao expressos em termos de u,s com n < j também os u; sao
conhecidos o que diz que temos uma solucao exata do problema no limite de 7 — oo caso

que hé convergéncia, o que sera verficado a seguir.

6.2 Solugao da equacgao de Langevin para PDF Gaussiana

Para resolver a equacao (5.3) utiliza-se o método descrito anteriormente, para isso
primeiramente deve-se isolar o operador diferencial de maior ordem (neste caso a derivada

de primeira ordem):

S = —aut 4 + (Coc) (D), (6.13)

Aplicando-se a inversa deste operador diferencial na equagao (6.13):

u = /Ot (—au + B+ yu* + (C’Oe)%ﬁ(t» dt. (6.14)

Expandindo u em séries, exceto o termo nao-linear u?:

Zun = /Ot (—a (Zun) + B+ yu? + (Coe)

n=0

N

5(15)) dt, (6.15)
pois o termo nao-linear deve ser expandido em séries de Taylor
Zan = f(u) = u? (6.16)
n=0
ou seja,

ap = ug, (6.16a)
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a1 = 2U1U0, (616b)

ag = upug + ul. (6.16¢)

Logo, a equagao (6.15) torna-se:

goun = /Ot <—a (Z% un> + B+ <Z an> + (Cos)ég(t)> dt, (6.17)

n=0

Expandindo as séries da equagao (6.17) e truncando-as em n termos, tem-se

t
u0+u1+u2+...+un:/ (—a(ug+up +us+ ... +uy,))dt +
t t 0 t
d +an))d Coe)2£(t) ) dt.  (6.18
[ @ [ Qaratotanas [ (Coko)a 6

Reescrevendo a equagao (6.18) num sistema linear de equagoes recursivas, tem-se:

uy = /t (B+ F(t))dt, (6.18a)
up = /t (—aug + yap) dt, (6.18Db)
Uy = /Ot (—auy + y(ay) dt, (6.18¢)

Uy = /Ot (—otp—1 + y(an—1)) dt. (6.18d)
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6.3 Solucao da equacao de Langevin para uma PDF bi-Gaussiana

Para resolver a equagao (5.12) utiliza-se o método descrito anteriormente, para isso
primeiramente deve-se isolar o operador diferencial de maior ordem (neste caso a derivada

de primeira ordem):

dw

= =+ By + T + (Co2) 6 (D), (6.19)

Aplicando-se a inversa deste operador diferencial na equagao (6.13):

w = /0 t (—aww + B + Yo + (Cog)%gw(t)) dt. (6.20)

Expandindo w em séries:

; Wy = /0 (—aww + B+ Yo + (Coe)%gw(t)) dt, (6.21)

e o termo nao-linear expandimos em séries de Taylor:

> an = f(w) = —onw + By + Y (6.22)
n=0
ou seja,
ag = _a/wowo + ﬁ’wo + /ywoa (622&)
d d d
P (—wod—%mm 4 (o) + d—wow) , (6.220)
d d d
ag = Wy (—wod—wo(@wo) — Quyy + d—wo(ﬁwo) + d—wo(%o)) +
d

2 2 2 2
wi d d d
_ 9 4 4 £ . 22
+ ( Wo dw (awo) wo (awo) + dwg (ﬁwo) + dw(g) ('Vwo)) (6 C)
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Logo, a equagao (6.21) torna-se:

an = / (Z an + C’os Ewlt )) dt. (6.23)

Reescrevendo a equacao (6.23) num sistema linear de equagoes recursivas, tem-se:

wy = /0 t ((Coz)reun)) d, (6.23a)

t
wlz/ aodt, (623b)
0
t
WQ:/ Cl1dt, (6230)
0
t
wn:/ ap—1dt, (6.23d)
0

6.4 Solucao da equacgao de Langevin para uma PDF Gram-Charlier

Aplicando-se o operador integral na equacao de Langevin para uma PDF Gram-

Charlier (5.23):

u= /Dt (a,- + 06+ (Cos)%gi(t)> dt. (6.24)

Expandindo u em séries:

Zun :/ (Z an, + Cgs &(t )) dt. (6.25)

Pode-se observar que a equagao (6.25) é a mesma equacao (6.23), mas com coe-
ficientes diferentes. Vale lembrar, que estes coeficientes sao ambos nao-lineares, assim a

solucao da equagao de Langevin utilizando a PDF Gram-Charlier é a mesma da solucao
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utilizando a PDF bi-Gausssina, apenas difere seus coeficientes.
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7. Validagao dos modelos

Neste capitulo apresenta-se uma breve descricao do Experimento de Copenhagen, as-
sim como o parametros micrometeorologicos. Para avaliar a perfomace dos modelos utiliza-se
alguns indices estatisticos, que descrevem a capacidade de representar os dados observacio-
nais. Neste capitulo, mostra-se como estes indices sao calculados e o que eles representam.

Além de fazer uma breve andlise de erros relevantes para esta validacao.

7.1 Experimento de Copenhagen:

O modelo proposto é avaliado usando os dados da concentracao medidos durante
o experimento de Copenhagen. O experimento de Copenhagen ocorreu na parte norte da
cidade de Copenhagen em condigoes neutras e instavéis. O local era principalmente residen-
cial, com rugosidade de aproximadamente 0,6 m. O tracador SFg (hexafloreto de enxofre)
foi lancado sem empuxo a partir de uma torre de 115 m e coletado no nivel da superficie e
suas imprecisoes sao na ordem de 10% [Gryning e Lyck, 1984] [Gryning et al., 1987].

Através da Figura (7.1) pode-se observar que as unidades de amostragem foram
posicionadas a uma distancia entre 2 a 6 km, a partir do ponto onde ocorreu a liberagao do

poluente.



7 Validagao dos modelos

. =
> T Fa
i ; C
M & .,c- =
e S
¥ P S
o - 5 =
/ 5
ffﬂ?' o .08 Oresund
; i o =z
L
1507 5 2 J ‘g Ry
Arco 1 \ & e ‘%
e - -
Arco 2 Y o S
i =
R bt =5
Y =
Arco 3 R E

Figura 7.1 — Experimento de Copenhagen
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Os parametros micrometeoroldgicos do experimento sao mostrados na Tabela (7.1),

onde L é o comprimento de Monin-Obukhouv (m), z; é o comprimento da camada limite

convectiva (m), u, é a velocidade de fricgao (m/s), w, é a escala

vertical, U é a velocidade do vento médio (m/s).

de velocidade convectiva

Tabela 7.1 — Parametros micrometeoroldgicos do experimento de Co-

penhagen
Exp. L 2 Uy Wi U(10) U(115)
(m) (m) (m/s™') (m/s™') (m/s™!) (m/s™!)
1 =37 1980 0.36 1.8 2.1 3.4
2 —292 1920 0.73 1.8 4.9 10.6
3 —71 1120 0.38 1.3 2.4 5.0
4 —133 390 0.38 0.7 2.5 4.6
5 —444 820 0.45 0.7 3.1 6.7
6 —432 1300 1.05 2.0 7.2 13.2
7 —104 1850 0.64 2.2 4.1 7.6
8 —56 810 0.69 2.2 4.2 9.4
9 —289 2090 0.75 1.9 5.1 10.5
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7.2 Indices Estatisticos

Os indices estatisticos servem para comparar os dados de concentragao simulados
no modelo utilizado com os dados observados no experimento de Copenhagen. Para tal
comparagao utilizou-se um programa desenvolvido por Hanna em 1989 [Hanna, 1989], que é
reconhecido pela comunidade cientifica da area de dipersao de poluentes na atmosfera, como

um procedimento padrao. Estes indices sao definidos como:

1. Erro quadratico médio normalizado: informa sobre todos os desvios entre concentragoes
dos modelos (C,) e observadas (C,). O seu valor 6timo deve ser 0. E definido como
sendo

(CO B Cp)2
CoC,

Nmse =

2. Coeficiente de correlacao: descreve o grau de associacao ou concordancia entre as

varidaveis. O seu valor 6timo deve ser 1. E definido como sendo

o C=C)(6,-G)

0o Op

onde o, e 0, sao respectivamente o desvio padrao observado e o predito pelo modelo.
3. Fator de dois (Fa2): a razao entre C, e C, tem que estar entre 0.5 e 2.

4. Fracao de Inclinacao: informa a tendéncia do modelo de superestimar ou subestimar

as concentragoes observadas. O valor étimo é zero. E definido como sendo

Fb =

-G,
0,5 (Co+Cy)
5. Desvio fracional padrao: a medida da comparacao entre o previsto e o observado da

propagacao da pluma. O valor 6timo é zero. E definido como sendo

0o — 0
Fs=2—">"""
0o+ 0y
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7.3 Consideracgoes sobre a validagao dos modelos:

Antes de apresentar os resultados obtidos pelos modelos é importante fazer uma
analise dos erros relevantes para a sua validagao, e por isso algumas consideragoes sao de-
scritas a seguir.

Os modelos (resultante de abordagens diferentes) para resolver o problema de dis-
persao de poluentes resultam de idealizacoes, de aproximacoes em relacgao a fisica do fendmeno
e adicionalmente trazem erros provenientes dos métodos utilizados para obter uma solucao.
Os modelos tém a vantagem de descrever o campo de concentracoes de forma continua. Cer-
tamente existem certas regioes onde uma ou a outra solucao descreve mais realisticamente
a distribuicao de poluentes enquanto, em outras regides, as diferencas de uma ou outra sao
maiores. Dependendo da escolha dos pontos de validagao pode haver mudangas na acuidade
com que os modelos descrevem o fenomeno.

As medicoes de um experimento de dispersao de poluentes existem apenas para
um conjunto de pontos discretos para posicoes especificas. As concentragoes determinadas
podem ser consideradas dentro de um erro da ordem de grandeza de 10% (precisao do
experimento de Copenhagen), para o lugar em consideragao. Além disso, os erros de modelo
também poderiam explicar a diferenca entre observacao e calculo, dependendo do método
utilizado também aparecem erros numéricos. No caso do método Adomian, com a sua
convergéncia comprovada, pode-se reduzir o erro essencialmente ao modelo e as hipdteses,
parametrizacoes utilizadas e erros de arredondamento.

Por causa dos demais erros em questao utiliza-se a analise do Fator 2 que indica a
percentagen dos pontos que se encontram dentro de um desvio de 100% tanto para previsto
quanto para a observacao, apesar do fato que a precisao indicada no experimento de Cope-
nhagen ser de aproximadamente de 10%. Supondo que o modelo é adequado, ou seja correto
neste caso, um valor medido menor ou maior que o verdadeiro desvia o ponto (Cp versus
Co) acima ou abaixo da bissetriz.

Além de apresentar os calculos de todos os indices estatisticos apresentados na secgao
(7.2) também sao introduzidos duas andlises adicionais. Para cada relacdo de pontos obser-
vados e calculados, o conjunto de dados foram analisados através de duas regressoes lineares.
Esta analise tem como objetivo verificar quanto o modelo se correlaciona com os dados pre-

vistos, sendo o caso ideal, quando todos os pontos encontram-se ao longo da bissetriz. Caso
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havendo erros nao correlacionados, os erros cancelam-se na média e a inclinagao determinada
pelos pontos deve ser préximo de 1.

Primeiramente é feito uma regressao linear apenas com um parametro, a inclinagao.
Esta regressao foi feita pelo fato que fisicamente na origem a observacao e medicao devem co-
incidir. Devido ao fato que quando a regressao tem apenas a inclinagdo como um parametro,
valores maiores e portanto desvios maiores tem um peso maior que os mais préximos ao
ponto (0,0), esta avaliagao foi utilizada mesmo sabendo a deficiéncia indicada.

Para garantir o mesmo peso para todos os dados independente da magnitude foi
utilizado uma segunda regressao linear onde interseccao e inclinagao eram os parametros
livres. Devido aos erros supra mencionados nao espera-se uma interseccao exatamente em
zero e é plausivel ter um desvio. Para validar um modelo vale entao a menor interseccao
e com a inclinacao mais proxima de 1. A grandeza k a seguir é medida para o desvio da
situacao ideal, que no caso ideal deve ser zero.

Seja @ a inclinacdo determinada e b a interseccao e C, = %Z? C, a média dos n

valores observados entao

b

o= faee (L) 71

O agrupamento dos dados em torno da linha reta pode ser analisado através do
coeficiente de correlagao mais préximo a 1. Quanto mais alinhados mais sintonizados sao
dados dos modelos. Vale salientar que mesmo utilizando um modelo nao-adequado para um
fenomeno em consideracao pode haver um alinhamento entre dados previstos e calculados
caso que a diferenca se manifesta principalmente de forma linear, para analisar o desvio do

modelo do ideal utiliza-se o k.



8. Resultados

Neste capitulo é apresentado os resultados obtidos pelo modelo ADM (método de
decomposi¢ao Adomian) utilizando as trés PDFs: Gaussiana, Bi-Gaussiana e Gram-Charlier.
Estes resultados sao comparados com os resultados obtidos através do método de Ito [Rodean,
1996], ILS [Carvalho et al., 2007] e por uma solugdo analitica de coeficientes constantes

[Uhlenbeck e Ornstein, 1930] .

8.1 Resultados para uma PDF Gaussiana

Na Tabela (8.1) é comparado os dados experimentais com os resultados obtido pelo
modelo sugerido (ADM - Adomian Decomposicion Method), pelo método de Ito sugerido por
Rodean (1996), e pelo método de ILS sugerido por Carvalho (2004) e pela solucao analitica
derivada por of Uhlenbeck and Ornstein (1930). Pode-se notar através desta que, os dados
obtido pelo modelo apresentam uma boa concordancia com os dados experimentais e com

os outros modelos analisados.
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Tabela 8.1 — Concentragoes obtidas pelo Experimento de Copenha-
gen e pelo modelo ADM, ILS, Ito e Analitico, usando

uma PDF Gaussiana

Distancia | Observado | Valores predicados de Cy, (ugm™2)
Exp. (m) (pgm=2) | ADM ILS Tto Analitico
1 1900 2074 2092 2770 1486 2320
1 3700 739 1281 725 1001 2026
2 2100 1722 1496 1699 1344 1290
2 4200 944 850 1489 1117 1059
3 1900 2624 2601 2710 2415 2366
3 3700 1990 1605 2136 1649 2066
3 5400 1376 1273 1328 1073 2062
4 4000 2682 2379 2726 1947 1565
5 2100 2150 2586 2138 2042 2090
5 4200 1869 1818 2484 1967 1701
5 6100 1590 1568 2206 1690 1819
6 2000 1228 951 915 872 853
6 4200 688 619 775 718 651
6 5900 567 488 673 612 622
7 2000 1608 1172 1606 1015 1320
7 4100 780 680 1290 660 1145
7 5300 535 954 933 548 1170
8 1900 1248 1228 1252 1099 726
8 3600 606 723 522 887 667
8 5300 456 489 416 737 682
9 2100 1511 1433 1660 1330 1334
9 4200 1026 884 1135 1162 1068
9 6000 855 630 894 962 1115
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Na Tabela (8.2) é mostrada convergéncia numérica do método ADM. Pode-se notar

que com poucos termos (5 ou 6 termos dependendo do experimento) a série ja converge.

Tabela 8.2 — Convergéncia numérica do ADM usando uma PDF

Gaussiana
Experimento Termos de séries Cy (ugm=2)
Up 2063.595 1289.481
U + ug 2010.773  1340.828
1 U + Uy + g 2011.426  1308.431
up + u1 + ug + u3 2092.073  1281.515
Ug + Uy + us + usz + uyg | 2092.073  1281.515
Ug 1417.238  823.5428
U + U1 1356.679  855.5662
2 ug + U1 + uo 1495.957 850.2274
ug + u1 + ug + usz 1495.957  850.2274
Ug + w1 + usg + usz +ug | 1495957  850.2274
Ug 2549.781 1563.213 1292.831
U + Uy 2615.559  1607.727  1250.595
3 Up + U + U 2600.684 1526.362 1253.927
ug + w1 + ug + us 2601.178 1604.603 1272.520
Ug + Uy + ug +us +ug | 2601.178  1604.603  1272.520
Up 2376.284
U + Uy 2444.419
4 Uy + U1 + Us 2427.065
Uy + U + Uz + us 2379.459
Ug + U1 + ug + uz + uy | 2379.459
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Ug 2134.523 1525.608 1454.858

ug + uq 2215.876  1523.247  1491.563

) Ug + U1 + U 2544.441  1794.193  1626.543
uo + U1 + uz + ug 2586.452 1817.632 1567.856

ug + uy + U + usz + ug 2586.452 1817.632 1567.856

() 959.1522  567.4748 471.1268

ug + ug 912.4229 619.4894 518.6852

6 up + U1 + U 890.4201  605.0680 454.2511
ug + U1 + ug + ug 942.7131 620.3289 483.5103

ug + uy + Uz + usz + ug 951.0098 619.3738 1488.264
ug + Uy + uo + ug + ug +us | 951.0098  619.3738  1488.264

U 1087.322  699.6638 585.6924

U + Uy 1122.203 687.8445  624.9547

7 U + U1 + U2 1098.108 682.8063 537.3536
ug + uyp + uz + u3 1171.588 679.6330 554.0372

up + U + uz + uz + uq 1171.588  679.6330 554.0372

U 1184.016  787.5058  489.2957

ug + Uy 1150.614 780.2734  502.6539

8 U + U1 + U 1228.163 722.6319  489.3400
ug + Uy + ug + us 1228.163 722.6319  489.3400

Up + U1 + Uz + usz + ug 1228.163 722.6319 489.3400

U 1404.454  853.9096  679.9700

U + Uy 1332.897 825.2356 681.6997

9 U + Uy + U 1523.163 876.8478 661.7837
up + w1 + us + us 1433.129 884.0126  630.3093

Uy + U1 + uo + uz + ug 1433.129 884.0126 630.3093

Na Figura (8.1) é apresentado o diagrama de dispersao dos dados observados experi-
mentalmente em comparacao com os dados obtidos pelos modelos ADM, ITO, ILS, Analitico
para o experimento de Copenhagen. Quanto mais proximo da bissetriz melhores sao os re-
sultados. As linhas tracejadas refere-se ao indice fator 2. Quando todos os pontos estiverem
dentro destas linhas o FFAT?2 é 1. Portanto, o modelo Analitico apresenta FFAT2 # 1, como
pode ser observado na Tabela 8.3, a qual apresenta os indices estatisticos calculados para os

quatro modelos gaussianos aqui apresentados.
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Figura 8.1 — Diagrama de Dispersao usando uma PDF Gaussiana

Tabela 8.3 — Dados estatisticos usando uma PDF Gaussiana

Modelo | NMSE  FB FS COR FAT2
ADM 0.03 0.05 0.01 0.94 1.00
ILS 0.05 —-0.11 -0.11  0.93 1.00
Ito 0.06 0.09 027 091 1.00
Analitico 0.12 —-0.03 0.15 0.72 0.91

o1
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Os resultados obtidos pelo modelo podem ser considerados satisfatorios, pois, os
valores de NMSE, FB, FS téem como valor étimo o zero e todos os valores obtidos pelo
modelo ADM estao em torno deste valor. Para FAT2, espera-se um valor entre 0,5 e 2, e o
resultado estd dentro desta faixa. J& para o indice COR o valor estd préximo de um (valor
6timo). Ainda é importante salientar que os resultados obtidos pelo ADM tem os melhores
resultados em comparagao aos outros modelos apresentados.

Na Figura (8.2) apresenta para cada modelo analisado a regressao linear com um

parametro (y = ax), ou seja, a reta foi fixada na origem.
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Figura 8.2 — Regressao linear utilizando um parametro usando uma

PDF Gaussiana

A regressao linear mais préxima da bissetriz é a reta que representa o modelo ADM,
isto pode ser comprovado observando a Tabela (8.4) onde o valor de a é mais préximo de
1, pode-se afirmar também que este modelo é o que apresentou mais concordancia com os

dados experimentais, pois apresentou R? mais préximo de 1.



8 Resultados 54

Tabela 8.4 — Comparacao entre os Modelos ADM, ILS, ITO
e Analitico através das regressoes lineares de um

parametro usando uma PDF Gaussiana

Modelo Regressao Linear

Um Parametro | R?

ADM y=0,95z | 0,91
ILS y=1,10c | 0,89
ITO y=0,8%c | 0,76

ANALITICO y = 0,95z 0,33

E apresentado na Figura (8.3) a regressao linear com dois parametros (y = ax +
b) para cada modelo analisado, vale lembrar que nesta regressao nenhum ponto é fixado.

Através do grafico, pode-se afirmar que o melhor resultado foi o modelo ADM, porque

novamente reta mais proxima da bissetriz.
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Figura 8.3 — Regressao linear utilizando dois parametros usando uma

PDF Gaussiana
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Para comprovar esta observacao também ¢é feita uma analise através da equacao que

representa estas regressoes lineares, a qual esta apresentada na Tabela 8.5. Como foi descrito

no capitulo anterior, a analise que respeita os dois parametros, a e b, e seus respectivos erros

nao é obvia. Assim sendo, se for feita uma analise rapida sobre a Tabela 8.5 pode-se afirmar

que o modelo ADM apresentou melhor resultado, pois o valor do parametro |b| é o menor, mas

em compensac¢ao também pode-se afirmar que o modelo ILS apresentou o melhor resultado

por causa do parametro a que é o mais proximo de 1. Como decidir? Por este motivo, foi

introduzido k que tem a influéncia dos dois parametros, a e b, para decidir qual modelo

apresenta o melhor resultado. A partir da analise deste valor, k, indica que o modelo ADM

apresentou melhor resultado, pois k é mais préximo de zero quando comparados aos outros

modelos gaussianos.
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Tabela 8.5 — Comparagao entre os Modelos ADM, ILS, ITO e

Analitico através

das regressoes

lineares de dois

parameétros usando uma PDF Gaussiana

Modelo Regressao Linear
Dois Parametros R? K
ADM y=0,93z 423,50 | 0,89 | 0,07
ILS y = 1,04z + 105,51 | 0,87 | 0,09
ITO y=20,70z + 296,13 | 0,83 | 0,37
ANALITICO | y = 0,62z 4 552,32 | 0,33 | 0,56

8.2 Resultados para uma PDF Bi-Gaussiana

Na Tabela (8.6) sao apresentadas as concentragoes obtidas experimentalmente e as

concentracoes obtidos pelos ADM, Ito e ILS.

Tabela 8.6 — Concentracoes obtidas pelo Experimento de Copenha-

gen e pelo modelo ADM, ILS, Ito e Analitico usando

uma PDF bi-Gaussiana

Distancia | Observado | Valores predicados de Cy, (ugm™2)
Exp. (m) (ngm=2) | ADM ILS Ito
1 1900 2074 2001 1976 1901
1 3700 739 1115 1063 1027
2 2100 1722 1335 1547 1196
2 4200 944 713 1415 799
3 1900 2624 2672 3020 2629
3 3700 1990 1586 1871 1499
3 5400 1376 1129 1399 1116
4 4000 2682 2194 3001 1877
5 2100 2150 2464 2231 2378
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4200 | 1869 | 1646
6100 | 1590 | 1377
2000 | 1228 | 1020
4200 | 688 | 476
5900 | 567 | 322
2000 | 1608 | 1104
4100 | 780 | 472
5300 | 535 | 357
1900 | 1248 | 1293
3600 | 606 | 649
5300 | 456 | 427
2100 | 1511 | 1421
4200 | 1026 | 708
6000 | 855 | 503

1945 1758
1823 1549
1044 936
945 971
552 486
1584 1021
1175 704
1072 442
1302 1118
943 700
610 532
1669 1256
1543 797
1051 600
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Na Tabela (8.7) é mostrada convergéncia numérica do método ADM. Pode-se notar

que com poucos termos (4 termos) a série ja converge.

Tabela 8.7 — Convergéncia numérica do ADM usando uma PDF Bi-

Guassiana
Experimento Termos de séries Cy (pgm=2)
Ug 1930,605 1164, 849
ug + U1 1988,625 1097, 584
1 U + U1 + U2 1923,805 1169, 695
ug + up 4+ u2 + usg 2000,73  1114,916
ug + uy + ug +uz +uyg | 2000,73  1114,916
Ug 1268,718 705, 3707
2 ug + Uy 1310,076  706,2147
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U + U + U2 1299,548  687,1277
2 Uy + Uy + us + us 1335,249 713,1350
U + U1 + U2 + uz + ug 1335,249  713,1350
U 2645,291 1388,329 934, 7424
Uug + Uy 2569,380 1520,158 1152,943
3 U + U + U 2545,731 1592,848 1132,120
ug +uy + uz + us 2671,856 1585,870 1129,320
U + U + U2 + Uz + Uy 2671,856  1585,870 1129,320
Ug 1918, 952
Uy + Uy 2183,475
4 Ug + U1 + us 2156,671
ug + w1 + u2 + us 2201, 707

Ug + Uy + ug + uz + ug 2193, 560

o 2342,774  1341,859 1061,910
uo + uy 2573,369 1572,562 1340,005

5 wo + up + g 2527,639 1664,515 1371,924
U + uy + ug + us 2585,538  1545,632 1290, 100

ug + uy +ug +ug + ug +us | 2464,081  1646,118 1376.838

o 1024,609 470,6826 312, 2561
U + U 1016,280 481,9288  311,2449

6 U 4 Uy + ug 925,6591 476,7062 308,4274
U + u1 + ug + uz 1019,558  476,3795  321,7595

Up+uy +us +us +ug | 1019,558  476,3795  321,7595

o 1048,864 510,2945 401,3791

uo + Uy 1042,545 439,8970  378,0348

7 up + Uy + uy 1012,276  479,4384 400, 1880
U + uy + ug + us 1104,080 472,1360 3572161

Uo+uy +us +us +ug | 1104,080 472,1360 357,2161

o 1280,617 646,3909 378,3521

U + U 1193,205 662,8212  402,9780

8 u + ug 4 uy 1219,809 702,0541 443,7521
o + u1 + ug + ug 1293,085 649,3011 427,3928

uo 4 uy +us +us+us | 1293,085  649,3011 427, 3928

o 1452,223  652,5918 469, 1815

uo + uy 1438,980 729,6335 493,3640

9 U + up + g 1433,919  656,2526 448, 3562
U + u1 4 ug + uz 1420,842  707,7180 503,2054

Uo + U1 + us + s + Uy 1420,842 707,7180  503,2054
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Na Figura (8.4) pode-se observar o gréfico de dispersao dos dados observados expe-

rimentalmente em comparagao com os dados obtidos pelos modelos descritos anteriormente.
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Figura 8.4 — Diagrama de Dispersao usando uma PDF Bi-Gaussiana

Como nem todos os pontos de concentragao do modelo ILS estao dentro das linhas
tracejadas, o modelo apresenta FFAT2 # 1, isto também pode ser observado na Tabela 8.8

que apresenta os indices estatisticos desses modelos.

Tabela 8.8 — Dados estatisticos usando uma PDF Bi-Gaussiana

Modelo | NMSE  FB FS COR FAT2

ADM 0.05 0.13  —-0.02 0.95 1.00
ILS 0.04 -0.11  0.01 0.94 0.96
Ito 0.07 —-0.14  0.01 0.92 1.00

A concentracoes obtidas pelo modelo ADM demostraram satisfatérios ja que os seus
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indices estatisticos estao de concordancia com os valores de NMSE, FB, FS que tem que
estar préximos de zero e os valores de FAT2 e COR proximos de 1. Ainda é importante
salientar que os resultados obtidos pelo ADM tem os melhores resultados em comparacao

aos outros modelos apresentados para os indices COR e F'AT2, ja para os indices NMSFE,

FB e F'S o modelo ILS apresentou os melhores resultados.

Nas Figuras (8.5) e (8.6) mostram a regressoes lineares com um e dois parametros,

respectivamente. Uma andlise dos gréaficos nao é ébvia, pois as retas que representam a

regressao linear sao muito similares e proximas da bissetriz.
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Figura 8.5 — Regressao linear utilizando dois parametros usando uma

PDF Bi-Gaussiana
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préximo de zero.

63

Através da Tabela (8.9) a qual mostra as equagoes da regressao linear dos dois
graficos e seus respectivos R?, também pode-se observar que o modelo ADM, ILS e ITO
apresentaram resultados semelhantes para R? nos duas regressoes analisadas. J4 analisando

o indice k pode-se perceber que o melhor modelo é o ADM, pois apresentou o resultado mais

Tabela 8.9 — Comparagao entre as regressoes lineares usando uma

PDF Bi-Gaussiana

Modelo Regressao Linear
Um Parametro | R? Dois Parametros R? K
ADM y = 0,89 0,89 | y=0,97x — 123,47 | 0,89 | 0,10
ILS y=1,08z 0,86 | y=0,93z 4 242,34 | 0.89 | 0,19
ITO y=0,87Tx 0,86 | y=0,85z+29,07 | 0.86 | 0,15

8.3 Resultados para uma PDF Gram-Charlier

Copenhagen e os resultados obtidos pelos modelos ADM, Ito e ILS.

Na Tabela (8.10) é apresentado as concentragoes observadas no

experimento de

Tabela 8.10 — Concentracgoes obtidas pelo Experimento de Copenha-
gen e pelo modelo ADM, ILS e ITO usando uma PDF

Gram-Charlier

Distancia | Observado | Valores predicados de C,, (ugm™2)
Exp. (m) (ngm=2) | ADM ILS Ito
1 1900 2074 1957 1721 2698
1 3700 739 976 761 1956
2 2100 1722 1256 1273 1222
2 4200 944 754 928 944
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1900
3700
5400
4000
2100
4200
6100
2000
4200
5900
2000
4100
5300
1900
3600
5300
2100
4200
6000

2624
1990
1376
2682
2150
1869
1590
1228
688
567
1608
780
535
1248
606
456
1511
1026
855

3426
1680
1178
2940
2855
1430
1136
1244
797
o973
1490
707
628
1074
690
495
1672
993
932

2612 2689
2069 2198
1064 1591
2754 2072
2499 1717
1658 1742
1432 1553
995 712
618 690
537 558
1201 1398
863 993
723 836
1170 1178
728 694
604 653
1550 1246
1450 1112
1281 983
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Na Tabela (8.11) é mostrada convergéncia numérica do método ADM. Pode-se notar

que com poucos termos (3 termos) a série ja converge.

Tabela 8.11 — Convergéncia numérica do ADM usando uma PDF

Gram-Charlier

Experimento

Termos de séries

Cy (pgm=2)

Ug

ug + Uy

2134,374 905, 1679
1958,222 975, 6816
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Up + Uy + ug 1957,265 976, 3862
ug +uy + uz + u3 1957,265 976, 3862
Ug 1215,582 733, 3223
up + up 1258,735 683,5825
Up + U1 + uz 1256,363  754,4139
Uup + Uy + uz + us 1256,363  754,4139
Ug 3431,128 1602,438 1114,993
Uy + Uy 3422,063 1700,270 1165,802
Up + U1 + ug 3425,766 1679,948 1177,613
up +up + uz + ug 3425,766 1679,948 1177,613
Ug 3066, 27
ug + Uy 2911, 51
up + U1 + uz 2939, 85
ug + uy + ug + ug 2939, 85
Ug 2817,202 1396,448 1075,217
up + Uy 2858,730 1434,506 1134,203
up + up + uz 2855,275 1429,748 1136, 310
up +up + uz + uz 2855,275 1429,748 1136, 310
Ug 1273,45  851,0902 525,1321
up + Uy 1304,966 797,4598 559,2511
up + U1 + uz 1243,54  797,4534 572,6406
up + U + uz + uz 1243,54  797,4534  572,6406
Ug 1461,67  672,4225 613,2297
ug + Uy 1868,749  699,8157 631,2928
up + Uy + uz 1489,976  707,4423 627,6641
up +uy + uz + uz 1489,976  707,4423 627,6641
Ug 973,0740 691,4625 512,5447
ug + Uy 1074,354 702,0862 497,4521
U + U1 + ug 1073,538  690,2837 494,8708
up + Uy + uz + ug 1073,538  690,2837 494,8708
Ug 1647,435 1054,789  898,2956
up + U1 1662,513  963,0107 883,1010
Uup + U1 + U2 1671,778  992,9380 936,4106
up +uy + uz + uz 1671,788  992,9380 932,4106
ug +up +ux +us +uq | 1671,788  992,9380 932,4106
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Na Figura (8.7) pode-se observar o gréfico de espalhamento dos dados observados
experimentalmente em comparacao com os dados obtidos pelos modelos para o experimento
de Copenhagen. Os dados estatisticos sao apresentados na Tabela (8.12). Utilizando uma
PDF Gram-Charlier o modelo ILS apresentou os melhores resultados para todos os indices

estatisticos exceto para valor do FB onde o modelo ADM apresentou o valor 6timo para o

FB.
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Figura 8.7 — Diagrama de Dispersao usando uma PDF Gram-

Charlier

Tabela 8.12 — Dados estatisticos usando uma PDF Gram-Charlier

Modelo | NMSE  FB FS COR FAT2
ADM 0.05 0.00 —-0.16 0.92 1.00
ILS 0.03 0.01 0.03 0.93 1.00
ITO 0.08 —-0.02  0.06 0.82 0.96
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Na Figura (8.8) apresenta a regressao linear apenas com a influéncia de sua in-
clinacao, ou seja, fixando o ponto 0. A partir desta Figura pode-se observar que a reta
que representa o modelo ADM é o mais préximo da bissetriz e isto pode ser comprovado
analisando o valor de a na Tabela (8.13). Também pode-se notar que R? do modelo ILS

apresenta maior valor que o modelo ADM, apesar de serem da mesma ordem de grandeza.
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Figura 8.8 — Regressao linear utilizando um parametro usando uma

PDF Gram-Chalier

Na Figura (8.9) as linhas mostram a regressao linear da forma y = ax + b para os
trées modelos: ADM, ILS e Gram-Charlier. Através do gréafico nao é possivel analisar qual é

o melhor modelo, mas através do indice x pode-se afirmar que o melhor modelo foi ADM.

Tabela 8.13 — Comparacao entre as regressoes lineares usando uma

PDF Gram-Charlier

Modelo Regressao Linear
Um Parametro | R? Dois Parametros R? K
ADM y=1,02z 0,84 | y=1,092+ 113,83 | 0,85 | 0,12
ILS y=0,97Tx 0,86 | y =0,902 4 112,17 | 0,87 | 0,13
ITO y=0,97z 0,62 | y=0,78z+ 324,52 | 0,62 | 0,33
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Figura 8.9 — Regressao linear utilizando dois parametros usando uma

PDF Gram-Charlier
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Aqui cabe ressaltar a importancia do novo parametro criado k, por este motivo na
Figura (8.10) é apresentado o grafico em colunas do modelos ADM, ILS e ITO para as trés

PDF's com os seus respectivos valores de k.
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Figura 8.10 — Comparacao dos valores de &

Como ja descrito anteriormente, a PDF que melhor modela este experimento é a
Gaussiana, isto pode-se comprovado a partir do indice x que apresenta menor resultado
utilizando o modelo ADM. Além disso, o valor de k = 0,07 esta dentro da margem de
10% da imprecisao do experimento. Vale lembrar que a solucao ADM ¢ analitica, ou seja,
os erros provenientes desta sao solugao podem da modelagem do problema fisico. Por isso,
pode-se afirmar que a utilizacao da PDF bi-Gaussiana e Gram-Charlier nao sao coerente com
o problema fisico, visto que o experimento de Copenhagen é neutro e levemente convectivo,
e assim a PDF que mais se apropria a esta situacao fisica é a Gaussiana, como pode-se

observar pelo valor do indice k.
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8.4 Critério de Convergéncia

Como a convergéncia do método de decomposi¢ao Adomian nao é garantida, resolveu-
se analisar a convergéncia das solucoes propostas desta tese. Critérios simples de con-
vergencia de séries como o de Cauchy, de D’Alembert, de Leibnitz nao sao aplicados de-
vido a dificuldade da equacgao diferencial e principalmente ao fato da equacao diferencial ser
estocéastica e nao-linear.

Com o objetivo de analisar a convergéncia desta nova solugao analitica (utilizando

o modelo ADM) é proposto um novo procedimento baseado no o critério de Lyapunov

[Boichenko et al., 2005], onde se [6Z,| = [|X52, ,,u; || denota a diferenca maxima entre
v = X% _gu;; e a solugao exata u;, onde || - || significa a norma méxima:
62Z,| = |6 20, (8.1)

onde se A < 0 entao a aproximagao usando polinémios de Adomian convergem. Isolando a
exponencial e aplicando logaritimo natural em ambos os lados da igualdade acima, o sinal

de X é determinado calculando:

A= ! In <‘5Zn‘) (8.2)
1X5_ouisll - \ 1020l

O critério de Lyapunouv determina a influéncia da variagao da condigao inicial na
solucao. Se inspirando neste critério é utilizado nesta tese este procedimento para analisar
se as solugoes encontradas sao cadticas ou se convergem para uma solugao unica. Se A > 0
para Vn > ng o comportamento da solucao com o incremento de termos é cadtico. Ja se
A < 0 para Vn > ngy entao a convergencia da solucao é bem comportada e os restantes dos
termos sao corregoes e até ngy tem-se essencialmente a solugao.

Assim, o primeiro termo da solucao ug tem o papel da condicao inicial e a partir
disso é acrescentado os outros termos da solugao. Se A for menor do que zero a partir de
um valor de ny comprova-se ha estabilidade na solucao a partir da inclusao de seus outros
termos da série. Vale ressaltar que em todos os casos analisados aqui o termo estocastico
estd presente no primeiro termo da solucao e que o primeiro termo ja é uma boa aproximacgao
da solugao convergida. Através do calculo de A observou que a partir de n = 4 para todos

os experimentos e utilizando as diferentes PDFs (Gaussiana, Bi-Gaussiana e Gram-Charlier)
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tem valor negativo, mostrando assim que a solucao converge.

72



9. Conclusao

No problema estudado com as hipdteses consideradas é obtida uma solugao analitica
para equacao do modelo proposto, considerando as seguintes PDFs: gaussiana, bi-guassiana
e Gram-Charlier. Para ressaltar a contribuicao deste trabalho, cumpre observar a nao-
linearidade bem como o carater estocastico da equagao resolvida. Por outro lado, é necessario
observar que a aplicacdo do método de Adomian com estudo de convergéncia é restrito a
problemas especificos. Portanto, para colocar em relevo a importancia do estudo de con-
vergéncia do método de decomposicao, deve-se ressaltar, que este método possui uma forte
dependéncia da escolha dos polinomios de Adomian, bem como da construgao do sistema
recursivo.

Neste trabalho é mostrado de forma geral como construir o sistema recursivo para
garantir a convergéncia do método. Este procedimento é validado pela andlise de estabilidade
da convergéncia, baseado na teoria de Lyapunov. Além da generalidade da solucao proposta
no que se diz respeito a PDF considerada, devido ao carater analitico é possivel proceder
a validagao do modelo em questao. Focando a atencao nesta direcao, é introduzido um
novo indice estatistico que descreve, em principio, o desvio da relacao entre as concentracoes
observadas e as concentracoes previstas. Baseado neste novo indice, é observado que a PDF
Gaussiana ¢ a distribuicao apropriada para descrever o experimento de Copenhagen, o que é
fisicamente esperado. Para o experimento em questao, a nova metodologia ADM destaca-se
pelos melhores resultados obtidos, decorrente da convergéncia do método.

Como trabalhos futuro, pretende-se aplicar esta metodologia para simulacao de dis-
persao de poluentes na camada limite planetaria, considerando condicoes de vento franco.
Além disso, tem-se como objetivo também estudar a convergéncia da solucao proposta,

usando resultados de analise matemaéatica para problemas nao-lineares estocasticos.
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.1 PolinOmios de Hermite

Considerando uma Gaussiana do tipo

a(r) = \/lz_wexp (—%72)

com variancia um e média zero e obtendo as derivadas de «(r)

d
504(7‘) = —ra(r),
d? )
Wa(r) = (r" = Da(r),
d? 3
ﬁ@(r) = (3r —r°)a(r),

pode-se obter, multiplicado por a(r), um polinémio genérico em r, chamado polinémio de
Chebychev-Hermite, H,(r), é definido pela identidade

dn

S (1)alr) = Haalr),

onde H,(r) tem grau n em r e o oeficiente do termo r™ é igual a 1.

Counsiderando

1 1 1 1
alr—t) = 5 CTP (—57“2 +tr — 5252) = a(r)exp (tr — 5152) ,

pelo teorema de Taylor se tem que

IRV 4
(1) t'—a(r) = Eﬁoﬁ

alr —t) =%, a5

H;(r)a(r),

tn

-1 no desenvolvimento em

onde, por consequéncia, H,(r) representa o coeficiente do termo

série da exponencial exp (tr — %tZ) . Assim, pode-se obter:

A partir da série acima é possivel determinar os infinitos polinomios de grau n, abaixo estao



listados os cincos primeiros:

H2:7”2—1,

Hy =13 —3r,

Hy=r"—6r"+3.
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