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RESUMO

Neste projeto é estudado o problema da estimagao de fase em um sistema de comuni-
cacdo digital com canal sujeito a ruido branco gaussiano aditivo e filtro casado na saida.
O problema de estimacdo de fase € solucionado de duas formas, primeiramente usando
um filtro sub-6timo, o filtro de Kalman estendido, e um filtro assintoticamente 6timo, o
filtro de particulas. A comparacdo de desempenho das solugdes € realizada através de
resultados de simulagao.

Palavras-chave: Processamento de Sinais, Filtro de Particulas, Filtro de Kalman,
Sistemas de Comunicacao Digital.



ABSTRACT

In this project the problem of phase estimation in a digital communication system
with additive white gaussian noise channel and matched filter is studied. The solution for
phase estimation is given in two different ways. The first solution is a suboptimal filter,
the Extended Kalman Filter, and the second solution is an assymptotically optimal filter,
the Particle Filter. Performance comparison between these solutions has been done based
on simulation results.

Keywords: Signal Processing, Particle Filter, Kalman Filter, Digital Communication
System.
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1 INTRODUCAO

Em sistemas de comunicagdo os estdgios de modulagdo e demodulagdo se encontram
em circuitos diferentes, correspondentes a emissdo e recep¢do, e estdo separados pelo
meio onde ocorre a transmissao. As portadoras de modulagdo e demodulacao podem pos-
suir uma defasagem devido a uma diferenca de fase inicial produzida pelos osciladores,
como € mostrado na Figura 1. Devido ao meio de transmissao, o sinal recebido também
pode ter uma defasagem em relag@o ao sinal emitido.

—— Portadora de modulagéo
— Portadora de demodulagéo

0.2r

Amplitude
o

o
)
T

S & o
(o] ()] -

'
I

0 5 10 15 20
Tempo

Figura 1: Defasagem das portadoras.

A defasagem entre as portadoras pode ser variante no tempo. Algumas razdes para que
isso acontega sdo o ruido térmico nos osciladores e a mudanga temporal das caracteristicas
do meio de transmissao.

Uma primeira motivagdo para que esta defasagem seja estimada € que ela prejudica
a recepg¢do correta das mensagens transmitidas em sistemas de comunicagdo digital. Se
a informagdo a ser transmitida for representada numa constelac@o, o principal efeito da
defasagem na recepg¢do € que ela rotaciona a constelacao, como é mostrado para uma mo-
dulagdao QPSK na Figura 2. Esta rotacdo pode causar erros na recuperacao dos simbolos
das mensagens na recepg¢ao, pois as fronteiras de decisdao do sistema nao levam em conta
esta rotacdo, visto que a fase que a produziu € desconhecida. Para que o problema seja
solucionado € preciso estimar a fase existente entre as portadoras e corrigi-la.

Outro problema em que a fase € importante é o problema de posicionamento de pre-
cisdo por satélite. Neste, deve-se estimar a posicdo de um receptor mével através de
mensagens emitidas por um emissor fixo de posi¢ao conhecida. O emissor fixo envia
através de um sistema de comunicac¢do digital uma sequéncia de simbolos para o satélite,
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® Constelagéo ideal na recepgéao

® Constelagéio com defasagem
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Figura 2: Efeito da defasagem na constelacao.

que retransmite para o receptor mével. Assim, parte da informagdo do tempo de propa-
gacdo e consequentemente da distancia estd contida na fase entre o oscilador usado para
demodulagdo no receptor mével e o sinal recebido pelo receptor mével.

Baseado nestas duas motivacdes foi proposto o estudo e a implementagdo de técnicas
de estimacdo de fase em um sistema de comunicagdo digital.

Uma das técnicas mais antigas e mais difundidas para a estimacao de fase ¢ a malha
de captura de fase, phase-locked loop em inglés. Esta técnica € baseada na realimentacao
do erro de fase, calculado de forma indireta através da multiplicagc@o do sinal recebido por
um sinal gerado através de um oscilador local. A primeira descri¢do da técnica pode ser
encontrada em (BELLESCIZE, 1932).

No inicio da década de 70 foi descoberto que a malha de captura de fase era um caso
especial de um método geral de estimacg@o sub-6tima conhecido como filtro de Kalman
estendido. Esta descoberta foi apresentada em (BUCY; CHENG; MALLINCKRODT,
1970) e ocorreu num contexto de popularizagdo das técnicas de estimagdo dindmica, apos
o surgimento do filtro de Kalman (KALMAN, 1960). Esta populariza¢do afetou também
a 4rea das telecomunicagdes onde existiam aplicacdes diretas das técnicas de estimagao
dindmica. A partir disto, parte da literatura em telecomunicagdes parece ter se disso-
ciado de aplicagdes eletronicas e comecou a de certa forma se confundir com processa-
mento estatistico de sinais e teoria da informag¢do. Um exemplo disto é perceptivel em
(VAN TREES, 1968).

Outras técnicas de estimagdo foram propostas para a estimacdo de fase. Em (AM-
BLARD; BROSSIER; MOISAN, 2003) ¢é feita uma comparacdo de desempenho de al-
gumas destas técnicas. Sao comparadas técnicas sub-6timas como a malha de Costas e
a malha de decisdo, com uma técnica que aproxima diretamente a solu¢cdo tima para a
estimagdo, conhecida como filtro de particulas.

Seguindo a mesma linha, os objetivos deste projeto sao o estudo e simulacdo de um
modelo de sistema de comunicag¢do digital, o estudo de técnicas de estimacao e a aplicagao
destas técnicas para estimar a fase.
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1.1 Estrutura

A estrutura deste relatdrio € a seguinte:

No Capitulo 2 sera realizada a modelagem do sistema de comunicacdo sendo este
mais complexo que aquele utilizado em (AMBLARD; BROSSIER; MOISAN, 2003), se
assemelhando aos sistemas usados para posicionamento global. A modelagem sera feita
com uma abordagem estocdstica.

No Capitulo 3 sdo apresentadas as técnicas de estimagdo sob a forma geral. Este
capitulo terd também como objetivo a apresentacao do problema geral de estimacdo, para
que seja possivel observar que a estimacao de fase é um caso especial da teoria geral.

No Capitulo 4 ¢ mostrado como 4 feita a aplicacdo das técnicas de estimagdo. Sao
apresentadas as aplicacdes de duas técnicas de estimacdo, o filtro de Kalman estendido
(FKE) e o filtro de particulas, sendo que este ultimo tem duas formas diferentes de imple-
mentacao, a forma comum e a forma Rao-Blackwellizada.

No Capitulo 5 sdo mostrados os resultados de simulacdes das técnicas e a andlise
comparativa de desempenho.

Por fim, no Capitulo 6 sdo apresentadas as conclusdes finais.
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2 MODELAGEM DO SISTEMA

Durante a transmissao de simbolos em um sistema de comunicacao digital , o emissor
e o receptor se encontram em circuitos eletronicos diferentes e as portadoras de modula-
cdo e demodulacdo podem ndo possuir a mesma fase, ou mesmo uma defasagem entre elas
pode ser introduzida durante a transmissao pelo canal. A estimacao desta defasagem sera
o tema principal deste projeto de diplomacao e neste capitulo serd tratada a modelagem
do sistema de comunicacdo digital através de equagdes de estado.

2.1 Esquema geral e em banda de base

O esquema geral do sistema de comunicacgdo a ser estudado € mostrado na Figura 3,
este esquema € baseado em (VILA VALLS; BROSSIER; ROS, 2009). A informacio a
ser transmitida estd contida na sequéncia de simbolos a,,, esta sequéncia é por hipotese
branca e conhecida tanto na emissdo quanto na recepcao, fazendo com que seja desne-
cessdria a sua estimagdo. Apds a modulacdo com uma frequéncia conhecida v0, o sinal
¢ transmitido pelo canal, que é constituido pelo meio de transmissdo e suas fronteiras
com os circuitos de emissdo e recep¢do. Serd considerado que as tUnicas alteragdes que
sofre o sinal emitido durante sua passagem pelo canal é a adicdo de ruido branco real
n'(t), uma defasagem e um atraso. Depois da adi¢do de ruido, o sistema é descrito nas
suas partes real e imagindria para fins ilustrativos. Nas duas partes € feita a demodulacdo
com uma frequéncia v0, e também com uma defasagem na portadora de 6 que depende
do tempo. Depois da demodulagdo ocorre a filtragem passa-baixas para obter um sinal
proximo aquele encontrado na entrada do emissor e finalmente € feita uma filtragem do
sinal na saida do receptor com um filtro casado, que serve para o aumento de desempenho,
diminuindo a interferéncia entre simbolos.

Filtragem
Ruido
branco real N\
s sy | e \
e sim S Entrada 50 |Saida— Y(D~, ¥
) 10 Demodulacio i I (-t) k
i
di";:::'a Modulagio Filtro
eizmvat — casado
Transmissio Recepeio

Figura 3: Esquema da cadeia de comunicacdo.
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O sistema de modulagdo, canal e demodulag@o que se encontra entre a entrada e saida
(indicadas na Figura 3) pode ser simplificado utilizando-se um modelo em banda de base.
Este modelo € indicado na Figura 4.

Eiﬁ{t}
Sequéncia
de simbolos Entrada - V(D ¥k
I(t) I (-t) p=——
=ll'l'l
Forma de Filtro
onda n(t) casado

Figura 4: Esquema da cadeia de comunicacido em banda de base.

No sistema descrito em banda de base, o ruido n(t) é produzido por n’(t) depois de
passar pela demodulagdo. Este ruido € branco, gaussiano e circular. Sua média é nula e
sua variancia é dada por:

o2 = NyD (1)

sendo D a banda equivalente do ruido depois da demodulacdo e da filtragem e N, a
amplitude de sua densidade espectral de poténcia.

A forma de onda utilizada para modular os simbolos é mostrada na Figura 5 que
consiste no cédigo Binary Offset Carrier (BOC). Esta forma de onda € usada no sistema
de posicionamento Galileo.

4 1)

 J

-1 T/2 T

Figura 5: Forma de onda - BOC.
A forma Non-Return-to-Zero (NRZ) também poderia ser usada como alternativa. Esta

forma de onda € mostrada na Figura 6. Esta forma de onda é utilizada no sistema de
posicionamento GPS e nota-se que as duas formas de onda sdo ortogonais.

| TI(1)

A J

0 T t

Figura 6: Forma de onda - NRZ.
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A saida analdgica do sistema y(¢) € amostrada n vezes a cada simbolo com um atraso
T e obtém-se a saida discreta sobreamostrada y,. Segundo (VILA VALLS; BROSSIER;
ROS, 2008), a sobreamostragem € utilizada para melhorar a relacdo entre a poténcia de
yx € do ruido e para respeitar o teorema da amostragem, visto que o sinal possui banda
frequencial larga.

2.2 Modelo matematico

O modelo matemdtico do sistema de comunicacdo serd obtido através da equacdo
de observagdo (ou de saida), y() , que serd depois amostrada para a obtengdo de y; e
terd seus termos explicitados em funcdo das principais caracteristicas do sistema para a
obtencdo do modelo matemadtico completo.

2.2.1 Equacao de observaciao em tempo continuo

Pode-se fazer o equacionamento matematico do sistema de comunicacio partindo da
expressdo da saida analdgica y(t):

y(t) = {

Em (2) trabalhou-se com a saida em banda de base. Assim a saida sem ruido é des-
crita pelo modulacdo dos simbolos com a forma de onda, ) a,,II(t — mT'). O ruido
em banda de base, n(t), é adicionado a soma e depois ambos sdo multiplicados pelo
termo correspondente a defasagem em banda de base, ¢*(*), onde 6(t) é a defasagem.
Para se obter a saida y(t) deve-se considerar ainda a filtragem casada a forma de onda.
A resposta impulsiva deste filtro é simplesmente a forma de onda refletida e conjugada
[T*(—t). Obtém-se a saida do filtro pela convolugdo com esta resposta impulsiva. Nota-se
também que existe uma constante 7, na expressao, esta constante serve somente para uma
conversdo de unidades.

A expressdo (2) pode ser reduzida usando:

ew(t)} s IT*(—1) )

T.) " anIl(t —mT) + nt)

b(t) = [n(t)e” D] * I1* (—t) (3)

Nesta expressdo o ruido b(t) é resultado da defasagem e da convolugdo com o filtro
casado. Assim, b(t) é um ruido complexo e colorido. A observacdo passa entdo a ser
composta pela convolucdo da sequéncia de simbolos e da forma de onda defasada com
o filtro casado e pelo ruido colorido que pode ser separado em um termo aditivo devido
a linearidade da convolu¢do. Também pela linearidade da convolucdo pode-se reescre-
ver a convolu¢do do somatério como o somatdrio das convolugdes. Isto faz com que a
observacdo possa ser expressa por:

y(t) = [Z anT, / IT* (—a) e TI(t — a — mT) doe| + b(t) 4)

Para cada simbolo pode-se associar uma fung¢@o g,,(t) de suporte [—7", 7], dada por

(5).

0
gm(t) =T, / IT* (—a)e91I(t — a — mT) do (5)

-T
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A partir desta funcao pode-se reescrever (4) de forma mais simples:
y(t) = amgm(t —mT) + b(t) 6)

Daqui em diante sera utilizada a hipétese de que a fase 0(t) possui variagdes lentas
no tempo. Esta hipétese permite que a exponencial possa ser considerada como uma
constante na convolug@o, sendo a fase 6(t) equivalente a fase no meio do intervalo entre a
recepgdo de dois simbolos. Esta hipitese leva a uma nova expressio para g,,(t) dada por:

gm(t) = 1+ (m2)g (1) )
com g¢(t) dada por:
g(t) =T, /_T " (—a)Il(t — a — mT) da (8)

A fungdo ¢(t) é a autocorrelacdo da forma de onda. No caso da forma de onda BOC
a fungdo ¢(t) é ilustrada na Figura 7 e é dada por:

(0, t<-T
(=t—=T), -T<t<=f
T
(3t+ 1), 5 <t<0 ©)

(=3t+T), 0<t<Z
(t—1T), I<t<rT
0, t>T

alt)

Figura 7: Funcao de autocorrelacao da forma de onda.

Observagdo: Se ndo fosse feita a hipdtese de que a fase tem variacdes lentas, deveria
ser calculada a integral em (5). Esta integral poderia ser expressa nas suas partes real e
imagindria por:

gm(t) =T, {/0 cos [0 (t — o+ mT)] ¢ (v, t) da +7;/0 sin[0 (t — a + mT)] ¢ (o, t) da}

-7 -
(10)
onde ¢'(«, t) é dada por:
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g (a,t) =1TI*"(—a)Il(t — a — mT) (11)

O problema poderia ser resolvido diretamente na forma continua, usando uma equacao
diferencial estocdstica para descrever a evolucao da fase e a partir disto, como é mostrado
em (JAZWINSKI, 1970), tal problema pode ser resolvido usando as equacgdes de Kush-
ner. Neste projeto de diplomacao, serd dado enfoque para o problema da estimagdo em
sistemas dinamicos a evolucao e observacao discretas necessitando assim a amostragem
da observacgdo a tempo continuo.

2.2.2 Equacio de observacao em tempo discreto

A amostragem ¢ feita n vezes a cada simbolo com um atraso 7 como j4 foi explicado
anteriormente. A saida amostrada é dada por:

T ’ T
Y (k— - 7') = Ay expw(k%+7+%) +b (k— + 7') (12)
n n
com A;, dado por:
A=>a KL fr—mT (13)
k — — md n

De forma mais simples esta equacao pode ser escrita somente em fungdo de £:

Yp = Apes + by (14)

Esta expressdo da observacao € nao linear em fungdo da fase, possui um termo variante
no tempo, causado por A; que pode ser complexo, e possui também um termo de ruido
colorido, complexo e gaussiano, by.

Para uma especificagdo completa de (14) devem ser explicitados os valores de A; em
funcdo dos simbolos e da amostragem da fungdo g(¢). Devem também ser especificadas
as caracteristicas do ruido colorido amostrado, b, em funcao das caracteristicas do ruido
continuo, b(t). Este dltimo, por sua vez, dependerd das caracteristicas do ruido n(t) e do
filtro casado IT*(—«). No final, deverd ser especificado o modelo de evolugéo a tempo
discreto da fase 6;..

2.2.3 Especificacao dos termos da observacao discreta

Primeiramente serd explicitado como podem ser calculados os coeficientes A;. Como
mostra (13), estes coeficientes dependem dos simbolos que sdo enviados, a,,, da funcio
de autocorrelagdo da forma de onda, ¢(¢), do nimero de amostras por simbolo, n, do
atraso de amostragem, 7, e do periodo entre a emissao de dois simbolos consecutivos, 7.

Considerando que 7 situa-se no intervalo [0, %} , os coeficientes A; podem ser expres-
SOS por:

A = amg (T 4+ pT) + amirg |7 — (1 — p) T (15)

Nesta expressdo p = £ mod(n)e m = | £].

Nota-se em (15) que cada A, sofre influéncia de dois simbolos e que a ponderagao
das influéncias de cada simbolo depende da fungdo g(t) e do atraso.

Um exemplo de calculo pode ser feito para n = 2. Neste caso a sequéncia de coefi-
cientes fmpares é dada por A; = a19(7) + a9 (1 —1T), A3 = azg (1) + asg (1 —1T)
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oAy = ag 19 (1) + agg (t—T), onde g (7) é dada pelo ponto p; da Figura 8
e g (1 —T) e dado pelo ponto p,. De forma semelhante, a sequéncia dos coeficientes
pares é dada por Ay = a1g (T+ %) +asg (71— L), Ay = asg(7+ L) + aug (- L)
Ay =an1g(t+ L) +ang(r—%), onde g (r+ L) é dadoporpse g(r—1T) ¢
dado por ps.

x Te

/

06 08 1

Figura 8: Célculo de Aj.

O ruido by, pode ser calculado através da amostragem de b(t). Este, por sua vez, é
obtido através da filtragem de n(¢). Calculando a convolugao (3) e considerando que n(t)
€ um ruido circular, pode-se obter:

b(t) = [n(t)e”®] = II*(—t) = /t n (a) T (o — t) dav = /O n(a +T)IT (o) da

(16)
Onde a segunda das igualdades deve-se ao fato do ruido ser circular e a expressao final
foi obtida com uma mudanca de varidveis.
O ruido a tempo continuo com expressao dada por (16) € entdo sobreamostrado. De-
compondo as integrais em somas obtém-se:

T n—1 (]+1)% T
(k) =n=X [ a(ariiar)T@a an
n n

T
7=0 IN

Como o filtro casado € linear sabe-se que a saida serd composta por ruido gaussiano.
Devido também ao fato do filtro ter uma resposta impulsiva a suporte finito, pode-se
obter o ruido amostrado b), equivalente em termos estatisticos a by, através de um filtro a
resposta impulsiva finita aplicado sobre o ruido branco n(¢) amostrado. A expressdo do
ruido equivalente b, ¢ dada por:

n—1
b= Tn(k—j—1) (18)
j=0

onde os coeficientes do filtro discreto, II;, sdo dados em fun¢do do nivel da densidade
espectral de poténcia do ruido, Vg, e da forma de onda por:

G+0ZL
I; = (NO / I (a) |2 da) (19)
j

T
N

D=



21

O ruido amostrado em funcdo de constantes do sistema de comunicacao é dado por:

(k+1) %

nk:n(k):/ n(a+7) da (20)
kx

Neste modelo a variincia do ruido discreto € unitdria, visto que sua poténcia € transfe-

rida para os coeficientes do filtro. Como o ruido é complexo, tem-se que Var [Im (ny)] =
Var [Re (ng)] = 3

5.
Os coeficientes do filtro, IT;, podem ser obtidos para as formas de onda BOC e NRZ

através de:
/T
II; =11 =4/ =Ny 2D
n

Nota-se a influéncia do nivel de ruido, do intervalo entre simbolos e do fator de so-
breamostragem. Observa-se também que todos os n coeficientes do filtro sdo iguais.

A fim de obter um modelo de ruido que possa ser usado no modelo final, representa-se
o ruido em representacdo de estados tendo como entradas um vetor de ruido branco. A
janela movel do filtro pode ser implementada através de uma representacdo a n estados e
a saida € produzida através da multiplicacdo destes estados pelos coeficientes do filtro:

Uk 0o --- 0 Vk—1 N
Vk—1 1 0 - 0 Vg—2 0
. = : . + | . (22)
0o . : : :
Vi—n+1 1 0 Vik—n 0
Vk—1
Vg
be=[T .. 1] "7 (23)
Vk—n

A tltima caracteristica do modelo, a fase 0, deve ser descrita de forma probabilis-
tica pois seu comportamento é desconhecido. Ela serd considerada como um processo
estocéstico com amplitude continua e a tempo discreto. Seus incrementos serdo indepen-
dentes e gaussianos, tendo uma evolu¢do no tempo como o movimento Browniano. Sua
representacdo pode ser feita através da equacao de diferengas estocdstica:

Qk = 91671 + Wy, (24)

onde wy, ~ N (0,02).
Assim, a transicao entre as varidveis aleatérias ©;_; para O pode ser descrita através
da densidade de probabilidade condicional dada por:

Poyler (0k0k—1) = pw,, (O — k1) = No, (0—1,0%) (25)

Como Oy trata-se de uma fase, deve-se notar que ela estd definida sempre sobre
R [—m, 7). A densidade de transi¢do Ny, (0x_1,02) é aproximadamente gaussiana neste
intervalo, visto que, se f;_; estiver préximo de 7 e sofrer um incremento positivo, serd
obtido um 6}, préximo de —.

Este modelo para a fase foi escolhido por ser um modelo linear, facil de ser simu-

lado, e que para uma dada variancia dos incrementos, o2, é aquele que adiciona menos
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informacdo, pois estes incrementos sao gaussianos. A variincia dos incrementos pode ser
obtida através do conhecimento a priori sobre a varia¢do da fase.
Ap6s a especificacdo do modelo da fase pode-se prosseguir para o modelo completo.

2.2.4 Modelo completo do sistema

As expressoes (14),(22),(23) e (24) podem ser unidas de forma vetorial para gerar a
representacdo de estados completa do sistema de comunicagdo. A evolucdo dos estados e
a nova expressao de observagdo sao dadas por:

0, 1 0 0 .- 07T 6, wy,
b 00 I --- 11 bi_1 0
Vg, B 00 - 0 Uk—1 N 26
Vg1 | | 1 vea | T 0 (26)
| Vk—nt1 | 00 -~ 0 1 0] | Yn | | 0
( B Qk T B Qk T )
bk bk
, Uk Uk
ye=Agexpqi[1 0 - O] " | +[01 0| o, (27)
. L Vk—n+1 i L Vk—n+1 1)

Observa-se que para um fator de sobreamostragem n obtém uma representacdo com
n + 2 estados complexos. A equacgdo de evolucao de estados completa com estados reais
e a sua respectiva equacao de observacdo sao dadas por:

0, 100 - 0 001 ] ]
Re (by) 000 II 0 II O I o Re (by_1) “(J)’f
Tm (by) 000 0 II 0 0 II Tm (bg—1) 0
Re () 000 0 O 0 Re (v,_1) Re (no)
Im (vy) L0 0 0 | | @) || gy ()
Re (vk-1) | = 1 0 0 | | Re(ua) |T] 0"
Im (v_1) 1 Im (vy_2) .
Re (Uk—n—i-l) Re (Uk—n) 0
| Im (Vg—nt1) [0 0 0 0 1 0 0 [Im(un) | * -
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2.3 Conclusao do capitulo

Neste capitulo foi feita a modelagem do sistema de comunica¢do com uma abordagem
estocéstica.

Devido a hipétese de que a fase possui evolugdo lenta, as equagdes foram simplifica-
das, obtendo expressoes lineares para a evolucao da fase e do ruido e uma expressao nao
linear para o modelo da observacao.

A expressao da observagdo sendo ndo linear torna o problema nao gaussiano, fazendo
com que seja necessdrio tratar o problema de estimagdo na sua forma generalizada. Isto
¢ feito no préximo capitulo, onde sdo tratados os problemas de estimacao e algumas de
suas solucdes, sem entrar no caso especifico da estimagdo de fase.
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3 ESTIMACAO

Neste capitulo serd explicado como pode ser feita a estimacgao de sinais descritos sob a
forma de processos estocdsticos, a abordagem aqui utilizada € baseada em (JAZWINSKI,
1970), (DOUCET; DE FREITAS; GORDON, 2001), (MAYBECK, 1979) e (LE GLAND,
2007).

O capitulo tem o intuito de descrever uma abordagem geral que possa ser aplicada
nao somente para a estimagdo de fase em um sistema de comunica¢do, mas também para
a estimacdo de uma ampla classe de sinais com evolugdo e observacao discreta. O capi-
tulo serd iniciado pela descricao do problema de estimac¢@o onde serdo discutidas as suas
classificacdes e as possiveis solu¢des. Depois serd apresentado um modelo de sinal mais
restrito, 0 modelo de Markov oculto (MMO), que por sua vez gerard um problema de
estimacdo com uma solucao explicita. Serd apresentada uma solucdo para um problema
de estimacdo em MMO - Filtragem. Esta € obtida pela utilizacdo de um algoritmo de
amostragem de importancia sequencial com reamostragem, conhecido como Filtro de
Resolugdo Particular, ou filtro de particulas. Serd abordado também um caso particular de
sinais descritos com MMO, onde as equacdes de estado e das observagdes sdo lineares e
apresentam perturbacdes aleatdrias gaussianas. Ainda, ao final deste capitulo, serd obtida
uma solu¢do modificada para tratar de forma sub-6tima as equacdes de estado e observa-
¢do ndo lineares.

3.1 Modelo geral de evolucao do sinal e da observacao

Um sinal multivaridvel discreto no tempo (amostrado) pode ser descrito através de
uma sequéncia de vetores Xy, onde k € K = {0,1,2,3,---} (conjunto dos naturais IV).
Quando este sinal ndo € conhecido deterministicamente, deve-se recorrer a sua defini¢ao
probabilistica. Assim, o sinal passa a ser descrito pela sequéncia de vetores aleatérios
X}, onde cada uma de suas componentes € definida sobre o espago probabilistico dado
por (2, F, P). Esta é a defini¢do de um processo estocdstico multivaridvel, onde cada
forma de onda possivel do sinal € uma realizacdo, w € (2, do processo estocdstico que o
representa.

Cada vetor x no instante k£ é uma realizacdo, w, do vetor aleatério Xj. Isto pode
ser ilustrado através da Figura 9, onde sdo representadas trés realizagdes de uma compo-
nente de um sinal multivaridvel. Nota-se que cada componente do processo estocastico
multivaridvel € uma fung¢ao da realizagao, w, e do tempo , k.

A observagdo do sinal € feita através de instrumentos de medida, que devido as suas
imperfeicdes geram um processo estocastico multivariavel, Y, com k € K* = IN* =
{1,2,3,4---}, diferente de X, mas que carrega informagdes sobre X;. Assim, cada
realizagcdo x podera gerar diversas realizacdes em y, como € ilustrado na Figura 10.
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x(w,k)

|
|
|
| Iy
_____ Y ——

w k=3

Figura 9: Representacao das realizagdes de um processo estocdstico.

.)’k

Y

Figura 10: Representacdo das realizacdes da observacao.
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O sinal e a observagdo sdo dados pelos processos estocdsticos multivaridveis X, e
Y, sendo que os vetores aleatérios que os constituem podem estar relacionados interna-
mente, tipo sinal-sinal e/ou observagao-observagao, criando redundancia temporal. Ex-
ternamente tem-se a relac@o sinal-observagado, que € responsdvel por produzir informacao
para que o sinal possa ser estimado. Uma ilustragdo do modelo do sinal € dada na Figura

000 &

Relagbes entre as variaveis aleatdrias

OO OO

Figura 11: Modelo geral do sinal e da observacao.

3.2 Os problemas de estimacao

O problema de estimag¢do em tempo amostrado ou discreto pode ser colocado da se-
guinte forma: dada a sequéncia correspondente a realizacdo y1..,, = {y1,¥2,¥3, " ,Ym}
dos vetores aleatérios Y1.,, = {Y1,Y2,Ys,---,Y,,}, onde m é um indice de tempo,
deseja-se encontrar uma estimativa do valor verdadeiro da realizacao do vetor aleatério
X, ou seja, X,.

Assim, a estimativa X,, serd uma fungao das observagdes y;.,, €, cOmo estas observa-
coes sdo realizacdes de diversos vetores aleatorios, o estimador € um vetor aleatério X,.
Este € uma funcao genérica dos vetores aleatdrios das observagdes e pode ser expresso de
forma genérica por:

X, = g (Yiom, n,m) (30)

Portanto, o problema de estimacdo consiste em encontrar uma fun¢do que relaciona
as observacdes com a estimativa do sinal, de modo que estes estejam proximos de alguma
maneira. Segundo (JAZWINSKI, 1970), dependendo da relacdo entre m e n pode-se
subdividir o problema de estimacao em trés diferentes tipos:

* Suavizacdo: quando m > n, representa o problema onde se possui maior quanti-
dade de informacao disponivel.

* Filtragem: quando m = n, representa o problema com maior quantidade de infor-
macao disponivel que pode ser solucionado online.

* Predicdo: quando m < n, representa o problema onde hd menor quantidade de
informacao.

Os trés problemas de estimacdo sao ilustrados na Figura 12.
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Instante da
estimagiio ‘J\ Suavizagio
Nt -
m k
‘. Filtragem
m k
Prediciao
Yo »
A v 4/ m k
Observacoes
disponiveis

Figura 12: Os problemas de estimacao.

3.3 A densidade de probabilidade condicional e a solucao de varian-
cia minima

A informacao sobre o vetor aleatorio X, estd contida na sequéncia de vetores aleatd-
rios Y., € consequentemente em suas realizacoes y;.,,. Devido ao carater probabilistico
do problema, toda a informacao estatistica sobre X, deve estar contida na densidade de
probabilidade condicional dada em (31)!, esta também é chamada de densidade a poste-
riori (DAP).

PX,|Y1.m (Xn ’ yl:m) (31)

Com esta densidade pode-se saber a probabilidade de um certo intervalo sobre x,,
simplesmente integrando a densidade sobre o intervalo. Esta probabilidade inclui a infor-
magcao trazida pela observacao.

Como visto anteriormente, procura-se somente um valor para a estimativa, € nao um
intervalo. De forma intuitiva pode-se utilizar a média, a moda ou ainda a mediana do
vetor condicionado para se obter X,,, sendo que o primeira gera um estimador represen-
tativo de uma regido em torno da qual a densidade de probabilidade se espalha, a segunda
gera um estimador com o ponto de densidade méxima e a terceira produz uma estimativa
com probabilidades idénticas tanto para valores maiores como para valores menores da
estimativa escolhida (MAYBECK, 1979). Quando nao € fixada a forma de (31), cada um
dos estimadores apresenta desvantagens para certos tipos de densidades.

A média tera resultados ruins quando a densidade for multimodal, a moda serd pro-
blematica quando ocorrerem picos na densidade, e a mediana por sua vez ndo produzird
bons resultados quando a densidade for muito assimétrica. Assim, levanta-se as questdes
de qual estimador escolher e se usar a densidade de probabilidade condicional é realmente
a melhor abordagem. Uma forma de responder estas questoes, € visualizar o problema sob
a forma de um problema matematico e nao usar uma abordagem completamente intuitiva.

Pode-se quantificar o quanto o estimador estd proximo da quantidade a ser estimada

IAs varidveis aleatérias aqui consideradas serdo por hipétese absolutamente continuas de forma que
todas aceitam uma densidade de probabilidade, ou seja, F' (z) = ffoo px (x) dx, e que as esperangas de

fungdes mensurdveis destas varidveis podem ser escritas por [ g (z) dP, (z) = [ g () px (z) d.
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através do erro, definido por:

£ =X, — Xy,

E=X,-X, (32)

Assim, quanto maiores sao os valores absolutos das componentes de E, maior serd o
erro de estimacdo e pior serd o estimador. Como o erro € aleatdrio, quantifica-se o seu
tamanho de forma deterministica através da esperancga da raiz quadrada do erro quadrético
ponderado. Esta, neste caso, retira o cardter aleatdrio do erro e permite a comparagcdo com
outros estimadores.

A expressao da quantidade a ser minimizada € dada por:

Cars = B (VETS2) (33)

onde S é uma matriz positiva semi-definida de ponderacdo das componentes do erro.

A funcdo c,;s € uma fungao de custo, que pode ser minimizada em relagdo a Xn para
encontrar o melhor estimador. A partir do uso de func¢des de custo pode-se expressar o
estimador de forma matematica através da expressao:

X, = argg, min{c[E]} (34)

onde ¢ (E) é uma fungdo de custo qualquer.

Além de cy, outra funcdo de custo interessante de se minimizar é dada em (35).
Nesta, o custo de um erro menor que o limite E,,,gmq € nulo. Para valores maiores,
o custo € constante refletindo o fato de que pequenos erros devem ser aceitos devido
a natureza aleatdria do problema (incerteza na observacdo). Depois de um certo valor
absoluto de erro, o custo torna-se praticamente inaceitavel, assumindo um valor grande e
constante c.

07 IEE <V 6TS€> S Emodmaz
Cminmaz = (35)
C, EE <V 5TS€> > Emodmaz

Na Figura 13 € apresentada a versao escalar das funcdes de custo. Nota-se que a fun-
cdo mais adequada seria aquela com um comportamento intermedidrio. Portanto, deveria
ser utilizada aquela que garantisse um custo negligencidvel préximo do valor absoluto do
erro igual a zero, mas que crescesse com uma taxa entre a linear e a instantanea. A fungao
de custo quadrética do erro se enquadra nestas caracteristicas e, por ser diferencidvel e
estritamente convexa, podem ser obtidos estimadores 6timos globais a partir de sua mi-
nimizacdo. A fungdo de custo quadritica € dada em (36) e uma ilustragdo de sua forma
escalar € dada na Figura 13(c).

cq =Eg (€TS€) (36)

Neste contexto, a fung¢do quadrdtica serd utilizada para encontrar o estimador 6timo
restrito pelo modelo geral de sinal e observacdo. A demonstragdo apresentada aqui foi
adaptada de (LE GLAND, 2007).

Deseja-se encontrar g (X,,, 7, m) que minimiza (36). Explorando o fato que a espe-
ranga da esperanga condicional de vetores aleatorios € igual a esperanga dos vetores
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E | E
(a) Func¢do de custo absoluta. (b) Funcao de custo minmax.

‘C

>
E

(c) Funcao de custo quadritica.

Figura 13: Fun¢des de Custo: absoluta, minmax e quadratica.

aleatorios e também somando e subtraindo dos vetores de erro o vetor aleatério H, ex-
presso por:

H = IE)(nrYPl:m (Xn | Y1:m> (37)

Pode-se expressar o erro quadratico médio de forma que algumas simplificagdes pos-
sam ser feitas. Sua expressao é dada por:

o =Ex, v, {EX”‘YW [(xn “h+h-%)"S(x,~h+h—%,)| ym] } (38)

A esperanca de (X, — H)" multiplicado por S (H — Xn>, dadas as observagoes, é

nula pois sabendo-se que H e X, ndo dependem de X,,, pode-se escrever:

EX Y1 | (%0 — h)T S(h-x,) | Y1:m} = Ex,[Y1im [(Xn - h)T | Yl:m} S <H - Xn)
(39)
E a esperancga condicional que resta pode ser separada em dois termos que se anulam
devido a linearidade da esperanca condicional e da defini¢do de H. Assim, rearranjando
os termos restantes, a fungdo de custo pode ser reescrita como:

€4 = Bx, i | (%0 = 1)" S (6, = B)| + Ex,v,,, (= %) S (h=%,)|  @0)

Como o primeiro termo a direita ndo depende de X,, a minimizacao da funcdo de
custo em relagdo ao estimador serd feita usando o segundo termo. Visto que S € positiva
semi-definida, o minimo da funcdo de custo quadratica serd atingido quando X,, for igual
a h. Portanto, o estimador 6timo em relagdo ao custo quadratico serd dado por:

Xn =g (lem, n, m) =H = Exn\Yljm (Xn | Y1;m) (41)
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Observa-se que o estimador € a média condicional. Assim, as questdes apresentadas
sobre a importancia da DAP e sobre qual estimador deve-se escolher sdo respondidas
através de (41). Desta forma, obteve-se uma relacao direta da DAP, no caso a média, com
a solucdo 6tima que minimiza o erro médio quadrético.

Além disto, nota-se que o estimador € ndo polarizado, pois

Ex, v, [EXn\YLm (%n | Y1:m)] = Ex, (x,) (42)

Deve-se observar também que o estimador encontrado produz um vetor aleatério de
erro com variancia minima, pois a nao polarizacdo e a minimiza¢ao do erro quadrético
médio acarretam a minimizagdo da variancia do erro.

3.4 Modelos de Markov Ocultos e a solucao para a filtragem

Devido a generalidade do modelo de sinal e observacao utilizados até entdo, a unica
forma de se expressar o estimador € aquela dada por (41). Uma forma de obter um estima-
dor numa forma mais explicita € utilizar um modelo de sinal e observa¢do mais restritivos
que explicitem o cdlculo da densidade condicional para cada instante n.

Para isto pode-se utilizar o Modelo de Markov Oculto (MMO). Este considera o sinal:

* Um processo estocdstico caracterizado por (43).
* O vetor aleatorio Xy, quando condicionado a Xy, ndo depende de mais nada.
e Tempo discreto com amplitude discreta ou continua.

DX Kok 1. XKp 10, Y 1om Xk | X0k—1 Xt 11 Y1) = DX Xpoy Xk | Xp—1) (43)

As observagdes a cada instante & sdo caracterizadas por:

* Um processo estocdstico caracterizado por (44).
* Quando condicionadas a Xy, ndo dependem de mais nada.
» Tempo discreto com amplitude discreta ou continua.

DY X0 Y1 Vi | X0, Y1m) = Pyx, (Ve | Xk) (44)

Nota-se que as densidades de transicao dadas em (43), e as funcOes densidades de
observacao dadas em (44), descrevem completamente o sinal com este tipo de modelo.

Um MMO pode ser representado em um grafo como mostra a Figura 14. Nele estao
ilustradas de forma clara as relagdes que existem entre os vetores que representam o sinal
e 0s vetores que representam as observagoes.

A razdo do interesse pelo MMO ndo é somente a simplificacdo da descri¢do do sinal.
Como se pode observar, equagdes de diferencas estocdsticas com varidveis observadas
indiretamente podem ser descritas por MMO. Este tipo de equacdes, mostrado em (45),
¢ usado para descrever sistemas dinamicos amostrados e a sua modelagem estocdstica €
util na estimacao dos estados do sistema.

Xk = f(Xj-1, Uy)
Yy = h(Xg, Vi) 45)
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Figura 14: Grafo do modelo de Markov oculto.

Assim, o modelo de sinal utilizado daqui em diante serda MMO.

Além disso, o problema de estimagao a ser tratado neste projeto € o de filtragem, pois
¢ o problema que pode ser solucionado online com a maior quantidade de informacao
possivel.

A solucdo da filtragem para a fun¢do de custo quadratico é descrita de forma geral
por (41), com n = m. Assim, a cada instante £k = n = IN* deve-se calcular a esperanca
condicional, e para isso deve ser obtida a DAP - px, v, (X | Y1.%)-

3.4.1 A equacio de predicao

Para obter uma forma explicita da DAP a partir das densidades de transicdo e de
observacao serd feita a decomposicao da densidade conjunta:

Xy X1, Y161 (Xk, Xk—1, YI:k—l) (46)

Utilizando o teorema de Bayes pode-se obter a seguinte densidade:

PXXk 1 Yot (Kb | X1, Y1) DXy oYy (K-t | Y1k-1) Py (V1a-1)  (47)

Num MMO, X dado X;;,_; ndo depende das observacdes anteriores, assim pode-se
obter a seguinte densidade:

PXp Xpo1, Y161 (Xkaxkfby'l:kfl) =
DX X1 Xk | Xe—1) DXy 1 Yims Kk—1 | Y1k-1) Pyrp s (Y1k—1) (48)

Por outro lado, usando o teorema de Bayes em (46) para obter condicionamento so-
mente sobre as observacoes, chega-se a seguinte expressao:

DX X1, Y11 (Xk,kaly Y1:k71> = DX, X1 Yig—1 (lexkfl ’ yl:k71>pY1:k,1 (Y1:k71)
(49)
A partir de (48) e (49) chega-se a:

PXp X1 Y1h—1 (Xlka—l | YI:k—l) = PXp|Xp_1 (Xk: | Xk—l)pXk_ﬂlek_l (Xk;—l | YI:k;—l)
(50)
Finalmente, pode-se obter a densidade marginal somente em fun¢do de X, integrando
(50).
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PXp| Y11 (Xk | YI:k—l) = /pxklxk—l (Xk | gk—l)pxk—ﬂYl:k—l (ék—l ‘ YI:k—l) dgk—l

D

A densidade dada em (51) é conhecida como densidade de predicdo, pois ela mostra

a relagdo de X, com as observacdes passadas. E importante notar que esta densidade de-

pende somente da densidade condicional no instante anterior e da densidade de transicdo,

dessa forma pode-se juntar as informag¢des do modelo (a densidade de transi¢do) com as

informacdes do estimador anterior ( a DAP passada), para predizer o que deve ocorrer no
instante da estimagao.

3.4.2 A equacio de atualizacao

Se for possivel relacionar a densidade de predicdo com a informagdo proveniente da
observacao, pode-se encontrar equagdes recursivas para a obten¢do da DAP.
Para tanto, pode-se partir de outra densidade conjunta, esta é dada por:

DX Y e, Y11 (Xk7 Yk, y1:k—1) (52)

Esta densidade serd decomposta através do teorema de Bayes para obter:

PXy Y, Y1 (Xk7 Y&, YI:kfl) =
DY X Yo (VE | Xh, Yik—1) PX4 Yooy (Xk | Y1km1) PY 1y V1e—1)  (53)

Por definicdo do MMO, a observacio no instante k£ dado X, € independente das ob-
servagdes anteriores. L.ogo, pode-se reescrever (53) como:

DX, Y Y11 (XImYImYl:k—l) = PY, X, (Yk \ Xk)pxk\lek,l (Xk: \ Yl:kz—l)lequ (YI:k—l)
(54)

Condicionando o vetor X em relacio as observagdes e usando (54) pode-se obter:

Py X, (Ve | Xk) DXy s (Xk | Yik—1) Pypg s (F1k-1)
PXp Y1 (Xk | Yix) = k1 Xk el Y1k—1 1 X 55)
Dy (YI:k)

Pode-se aplicar o teorema de Bayes sobre o denominador de (55) para obter:

Py, (Ve | Xk) Pxp v, (X | yik-1)
PXy Y1 (Xk ‘ Yl:k) - kX Kl Y1k (56)
PYy Y11 (Yk ‘ YI:k—l)

Usando uma marginaliza¢io sobre o denominador pode-se encontrar:

Py, X, (Yk \ Xxg)px,cwl:k_1 (Xk | YI:k—l)
Px, v (Xi | Yig) = (57)
W Jovex,, (Ve 1 &) pxpvia s (G| Y1) dé
Constata-se que foi possivel encontrar uma expressdo que relaciona a densidade de
predi¢cdo, a observacdo e a DAP. Assim, (51) e a equacgdo de atualizacdo (57) formam o
conjunto de equagdes recursivas que levam a obtencao da DAP, possibilitando a obtengao
do estimador.
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O estimador calculado desta forma é chamado de estimador bayesiano pois no inicio
das recursdes deve-se fixar uma densidade px, (X¢). Assim, o vetor a ser estimado recebe
um modelo a priori aleatério, coincidindo assim com as técnicas estatisticas bayesianas.

Nota-se também que mesmo tendo sido explicitada de forma recursiva a densidade
que leva ao filtro a partir das densidades de transi¢ao e observacdo do MMO, ndo pode-
se dizer que o filtro possui um numero finito de pardmetros, pois, como € discutido em
(JAZWINSKI, 1970), deve-se calcular todos os valores da densidade condicional, que de
forma geral pode possuir suporte infinito. Além disso, as integrais das equacdes da re-
cursdo e da esperanca podem nao possuir expressao analitica, tendo que ser aproximadas
numericamente. Na secdo a seguir, serd apresentada uma forma de aproximar numerica-
mente as equagdes do filtro, esta aproximacao € baseada em técnicas de integracio Monte
Carlo.

3.5 Amostragem de importancia sequencial

O estimador de minimo erro quadriatico médio para o caso da filtragem € dado em
fun¢ao da DAP por:

Xk = EXMYUC (Xk \ YI:k) = /kakal:k (Xk ’ Y1;k) dx, (58)

Para calcular esta integral pode-se usar um método Monte Carlo de integracdo. Este
método consiste em produzir amostras xj, segundo a DAP da varidvel que se deseja obter
a esperancga e depois integrar usando:

N

/kakal e (X6 | Y1) dxp & Z (59)

O método descrito acima € de dificil implementacdo pois a DAP é normalmente des-

conhecida ou mesmo muito dificil de ser amostrada. Uma forma de simplificar o problema

¢ utilizar uma outra densidade, ¢x,|x,.. 1,Y1.x (Xk | X0:k—1, Y1:k)> que seja simples de ser
amostrada. Esta nova densidade pode ser utilizada em (58) para se obter:

PXY1. (Xk \ Y1:k) X5 |1X0:0—1,Y 1.0 (Xk: | XO:kfbyl:k:)
IEXk|Y1 k Xk | Y1) = | xx dxy,

X1 X0:6-1,Y 1.1 (Xk | X0:k—15 yl:k;)
(60)

Pode-se introduzir entdo uma nova varidvel, a ponderagdo w (xy,), que é dada por:

DX Y 1 (Xk | Yl:k)

(61)
X5 |Xo:6-1,Y 1.8 (Xk | XO:k—laYl:k)

w (xy,) =

Nota-se que a nova densidade a ser amostrada deve possuir suporte maior que a DAP
para que o método e a ponderacdo sejam validos e também que ela pode depender dos
vetores aleatérios do sinal até o instante k£ — 1 e das observacgdes.

A divisdo de (60) pela integral da densidade condicional no seu suporte ndo altera (60)
pois a integral da densidade € unitéria por defini¢do. Assim, pode-se obter:

kaw (Xk)qu\XOk Y1 (Xk ’ X0:k—15 Y1: k) dxy,

(62)
fw Xk) X |Xo.—1,Y1:k (Xk ‘ X0:k—15 YI:k) dxy,

IEXMYl & (Xk | NAE k)



34

Esta dltima pode ser calculada com o método Monte Carlo para obter:

Zj:l w <x]k>

Pode-se simplificar (63) usando a ponderagdo normalizada, w (x}), dada por:

IAEXHYLk (Xk ’ Y1:k) =

A w (x},)
w (Xk) - Zé\lew <x]k> (64)

O calculo da esperanga € dado entdo por:

Exk|Y1 & Xk | yu k Z ka (65)

Observa-se que as ponderacdes normalizadas aproximam de forma discreta a DAP.
Esta aproximacao € expressa em fungdo de distribuicdes de Dirac:

DXy Y14 Xk ‘ yu k lk: Xk: Xk - X;c) (66)

||M2

Para N finito, este método de aproximagéo discreta conhecido como amostragem de
importdncia produz um estimador Exk|Y1:k (xx | ¥1.¢) polarizado, mas a lei dos grandes
numeros forte garante que este € assintoticamente ndo polarizado como € mostrado em
(DOUCET; DE FREITAS; GORDON, 2001). Além disso, a convergéncia do método
Monte Carlo ndo depende da dimensao do vetor que estd sendo integrado, podendo ser
usado para modelos de sinal com muitas componentes.

3.5.1 Forma recursiva

Usando como modelo de sinal um MMO, espera-se que o cdlculo das ponderacdes
possa ser feito usando um algoritmo recursivo, como aquele que € constituido pelas equa-
coes de predicdo e atualizagdo. Para isso, pode-se explicitar os termos da DAP e da
densidade a ser amostrada usando as equagdes de predicao e atualizacgdo.

A DAP pode ser reescrita como:

Py, X, (Yk \ Xk fpxk|xk 1 (Xk ’ Sk 1)pxk Y11 (5k 1 | Yik- 1) dfk—1
prk|Xk (yk ’ €k>pxk|Y1:k—1 (fk | Y1:k71) dfk

PXy Y (Xk | Yik) =

(67)
Sendo o denominador independente de xj, este € simplesmente uma constante no
calculo das ponderacdes. Assim, a ponderacdo € dada por:

Py, X, (Yk ’ Xk:) fpxkpck,l (Xk: ’ fkq)pxk,lwmq (fkfl \ Y1:1c71) dfx—1
X | Xoe—1,Y1: (X | X0k—1, Y1:k)

w (xg) o

(68)

Agora, a expressao da ponderacdo para cada amostra pode ser calculada usando a

ponderacdo no instante anterior e a aproximacao por distribuicdo de Dirac da DAP. A
expressao resultante é dada por:
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(69)

w (Xz) - Py, |x, (Yk‘ ’ X;c) X |Xp-1 (XE; | X{(—l) (Xi )
k k—1

X3 X g1, Y1k (Xi, | XL_17Y1:k)

O célculo das ponderacdes pode ser feito de forma recursiva através (69), de forma
que o filtro possa ser implementado online. Este algoritmo de filtragem € conhecido como
amostragem de importancia sequencial e suas etapas sdo descritas abaixo. Nota-se que
no algoritmo foi usado w (x}_,) no lugar de w (x}_,), assim tirando a necessidade de
guardar em memoria as ponderagdes sem normalizacao.

Algoritmo de amostragem de importancia sequencial

1. Inicializa¢do k = 0
Para: = 1,--- , N, amostrar o vetor aleatdrio:

Xé) ~ 4X, (XU)

2. Amostragem k
Parai = 1,--- , N, amostrar o vetor aleatorio:

Xi{ ~4X X1, Y1k (XZ | X?c—la YI:k) (70)

3. Ponderagdo
Parai =1, | N, calcular a ponderacdo usando yy.

w (Xl) _ Dy =y, |X, (Yk ‘ X@pxk\xkﬂ (X§c | X{(—l)

= (i
4% Xg—1,Y 1k (x}c | X{c—p}’l;k) w (Xk—l)

4. Normalizacdo
Parai = 1,--- , N, calcular a ponderacdo normalizada.

0 (Xz) _ w (xy,)

Z;'V:I L <X]k>

5. Estimagdo
Calcular a estimativa.

N
Xk = Z xi;ﬁ) (x;)
i=1

6. Fazer k — k + 1 e voltar a 2.

Na pratica a amostragem de importancia sequencial ndo € utilizada, pois quando al-
gumas particulas se distanciam da trajetoria média ocorre a diminui¢do drastica de sua
ponderacdo e a eficiéncia das amostras se reduz fortemente. A solucdo para este pro-
blema € o controle das trajetorias das amostras, este controle é feito por uma etapa de
reamostragem apods a ponderagao.
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3.6 Amostragem de importancia sequencial com reamostragem
Filtro de particulas

Como € explicado em (DOUCET; DE FREITAS; GORDON, 2001), o algoritmo de
amostragem de importincia sequencial possui um problema de degeneracao das amostras.
Foi também demostrado em (KONG; LIU; WONG, 1994) que a medida que k£ aumenta,
a aproximacao da DAP se torna cada vez mais estreita devido ao aumento sem limite da
variancia das ponderacoes.

Para contornar o problema acima, primeiramente € calculado um indice que mostra
de forma empirica quantas amostras efetivamente estdo sendo usadas. Este indice resulta
em N,y pequeno, quando hd poucas amostras uteis e /V.; grande, quando hd muitas. O
indice é dado por:

1
Zi]il w (Xi)z

O indice servird como gatilho para a técnica de controle das amostras, a reamostragem.

A reamostragem tem como objetivo encontrar uma nova distribui¢do das amostras de
forma que a variancia seja reduzida sem perda de informacdo. A reamostragem consiste
na replicacdo de amostras com ponderacdes altas e no desaparecimento das restantes. Ela
pode ser feita de forma deterministica ou aleatéria. Aqui sdo somente considerdas as
formas aleatorias.

Para uma implementacdo mais simples sdo consideradas as seguintes restricdes aos
métodos de reamostragem:

Ney = (71)

¢ Numero de amostras em saida constante, V.

P |
* Todas as ponderacdes em saida devem ser iguais a N

* As replicacdes das amostras devem ser feitas de forma que a seguinte expressao
seja respeitada:

~

By (ag) g, (00 (%1) , %0) = Nb (x3) (72)

onde N* é o niimero de replicacdes da amostra i.

A restri¢do do ultimo item garante que se obtenha em média a mesma distribui¢do de
ponderagdes que antes da reamostragem, mas replicando as amostras que possuem maior
ponderacdo.

Os métodos comuns de reamostragem sdo dados abaixo:

Multinomial

Residual

Sistematica

Residual Sistematica

Destes métodos, sdo descritos aqui somente o primeiro € o ultimo. O primeiro por
ser o método de mais simples compreensao e por ter sido usado no inicio da utilizacao da
reamostragem e o ultimo por ser o método mais rapido e ter sido usado na implementacao
do algoritmo de filtragem deste projeto.
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3.6.0.1 Reamostragem Multinomial

Este método de reamostragem consiste na amostragem direta da DAP aproximada por
distribui¢des de Dirac obtida através das ponderacdes. Assim, teoricamente ela consiste
em obter novas amostras X, através de:

N
=1

Através da reamostragem da DAP € possivel multiplicar as particulas com pondera-
cOes mais altas e assim controlar a variancia das ponderagdes.

Este tipo de reamostragem é chamado de multinomial pois ele € feito sobre um espago
probabilistico discreto e finito que possui uma distribuicdo de probabilidade multinomial.
Uma ilustragdo do funcionamento do algoritmo de reamostragem multinomial é dado na
Figura 15.

) .(xﬁ ) —————— -

TT? J -

?
L3
X

~1
Xp

| :Iés é%‘) - ,-?.

O
Ii————o gm0 ~i
k

- X

Figura 15: Realizacdo da reamostragem multinomial.

As ponderagdes sdo ilustradas através dos circulos cinzas, quanto maior a ponderagao,
maior o raio do circulo. E ilustrado o caso escalar onde sio reamostradas 11 amostras e
que, neste caso, a amostra com maior ponderagio , x3, é a amostra com maior nimero de
réplicas.

Na prética a reamostragem multinomial € realizada através de um algoritmo chamado

bootstrap. Este consiste na amostragem de N amostras u/ de uma densidade uniforme

5 . . . i 1~ p
U [0,1] e entdo cada amostra u/ que cair sobre o intervalo |3_, @k, S2it) wk] fard que

%] = xi, obtendo assim N amostras da DAP aproximada.
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O algoritmo de reamostragem multinomial € descrito abaixo:

Algoritmo de reamostragem multinomial

1. Amostragem

Para j =1,--- , N, amostrar a varidvel uniforme:
U’ ~U|0,1]
2. Selecdo
Para j = 1,---, N, selecionar as amostras XJ, de X}, para i que respeite a seguinte
expressao:

i i+1
(VS g wy,, E wy,
I=1 =1

3. Uniformizagdo
Paraj =1,---, N fazer:

3.6.0.2 Reamostragem residual sistemdtica

Este método de reamostragem consiste em produzir o nimero de réplicas n’ da amos-
tra de indice ¢ através da compara¢do da ponderacdo da amostra com uma varidvel de
residuos acumulados Aw’. Seu algoritmo é dado abaixo.

Algoritmo de reamostragem sistematica residual

1. Amostragem

Para j =1,---, M, amostrar a varidvel uniforme:
0 1
AU ~ U |0, —
N
2. Cdlculo do numero de réplicas e dos residuos acumulados
Paraj =1,---, N, calcular o nimero de réplicas e os residuos acumulados através
de:

n = (@] — Aw ) N|+1
Av’ = Av’ 1—|—N+wi

3. Replicagao,
Para j = 1,---, N criar n/ réplicas de x’,.

4. Uniformiza¢cdo
Paraj =1,---, N fazer (76).

Este dltimo algoritmo é apresentado em (ATHALYE et al., 2005) como sendo, dentre
os algoritmos de reamostragem citados acima, aquele que requer o menor nimero de ope-
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racdes. Nao existe ainda prova de que o algoritmo de amostragem sequencial de impor-
tancia convirja ao adicionar uma etapa de reamostragem sistematica, como ¢ mostrado
para a reamostragem multinomial em (DOUC; CAPPE, 2005) e (DOUCET; DE FREI-
TAS; GORDON, 2001), mas mesmo assim, ele € amplamente utilizado pois produz bons
resultados na prética.

A técnica de filtragem constituida pela amostragem sequencial de importancia e pelo
controle de variancia feito pela reamostragem é chamada de amostragem de importdncia
sequencial com reamostragem, mas ela € normalmente conhecida sob o nome de filtro de
particulas.

Cada amostra é chamada de particula e representa um possivel estado do sinal a ser es-
timado, estas particulas se movem conforme a densidade gx,|x,.. ,,v1.. (Xk | X0:k—1, Y1:k)-
Depois sao assimiladas probabilidades as particulas através da informacao trazida pela
observacdo. Com estas probabilidades pode-se fazer a estimagdo e finalmente passar a
ultima etapa da recursdo do filtro, a reamostragem, onde as particulas mais provdaveis sao
reproduzidas de forma que as particulas explorem regides mais provdveis de amplitude
do sinal a ser estimado.

Uma ilustragdo do funcionamento do filtro de particulas é dada na Figura 16.

Q
—o--0-0-Q___9_ _______ .
Amostragem O 'd 8 8 Q f'i;r
QXk|Xm_1,}ak(-‘}';E: Npits Vo) k-1
AELRAR

Observagio O @ --- 0O --00-——---

3 -i
Py, |X;c(._}';c )
Ponderm;ao
W ,{k Estimacio
_____ i N
Reamostragem Xk X, = zx;ﬂf‘(x;)
i=1
O
I ol
o k

Figura 16: Recursao do filtro de particulas.

Pode-se observar que € mostrado o caso escalar e que aconteceram duas reamostragens
em sequéncia pois hd particulas em £ — 1 com valores de amplitude iguais.
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QO Filtro de Particulas € dado abaixo.

Algoritmo de amostragem de sequencial de importancia com reamostragem - Filtro de particulas

1.

Inicializagcdo k = 0
Parai=1,---, N, amostrar:

X{) ~ x, (Xo)

Amostragem k
Parai =1,---, N, amostrar:

Xie ~ Gx X 1Y (Xk | Xho1, Y1n)

. Ponderacdo
Parai =1,--- , N, calcular a ponderagdo usando yy.
iy _ PYi=yi|Xy (¥ | X;C)pxkp(k—l (Xi | Xic—l) -
w (x ) = T w (qu)
IX 5| Xp1,Y 1k (Xk | Xk_1; Y1:k)
Normalizacdo
Parai =1,--- | N, calcular a pondera¢do normalizada.
. w (x
] (Xl) — ( k)
Now(x
Zj:]_ w ( k>
. Estimagdo
Calcular a estimativa.
N
Xk = X, (x},)
=1

Cdlculo do niimero de particulas eficazes
Calcular N, através de:

1

Nep=————=
Zi]\il w (X@

. Reamostragem

Se Ney < Npin, reamostrar.

. Fazer k < k + 1 e voltar a 2.
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Algumas observacdes podem ser feitas em relacao ao filtro de particulas:

Convergéncia

O filtro de particulas converge quando o nimero de particulas tende a infinito
((DOUCET; DE FREITAS; GORDON, 2001)). Ou seja, a DAP € aproximada quase
com certeza pela aproximacdo discreta. Assim, quando o nimero de particulas
tende a infinito o filtro de particulas converge para o estimador 6timo.

Modelo de sinal

Os sinais que podem ser estimados pelo filtro de particulas abrangem os MMO,
sendo assim, ndo sdo necessarias hipéteses para simplificagdo como gaussianidade
e linearidade.

Sinais continuos e discretos

Os vetores aleatorios considerados no modelo de sinal podem ser continuos, discre-
tos ou mistos, desde que a restricao de que o suporte da densidade a ser amostrada
seja maior que o da DAP seja respeitada.

Gatilho para reamostragem

O uso de um gatilho sobre a reamostragem, ao invés de sempre realizar reamos-
tragem, vem do fato que reamostragens sucessivas levam a um empobrecimento
estatistico das particulas. Este ocorre pois as particulas podem ndo ter tempo sufi-
ciente para explorar regides diferentes de amplitude, estando sempre confinadas a
uma regido especifica e diminuindo assim o tempo de convergéncia para sinais com
mudancgas bruscas.

Estimativa
Devido ao empobrecimento estatistico deve-se obter a estimativa antes da reamos-
tragem, como € aconselhado em (CHEN, 2003).

Densidade amostrada - Densidade de transi¢cdo

A densidade a ser amostrada interfere diretamente no desempenho do filtro de parti-
culas. Normalmente € usada a densidade de transi¢ao dada por (43). Esta simplifica
o célculo da ponderacdo que agora pode ser expressa por:

w (%) = py,—yux, (¥r | X5) @ (X5 y) (80)

Melhorias

Algumas melhorias podem ser feitas usando outras técnicas associadas ao filtro de
particulas. Podem ser usadas outras técnicas de amostragem para melhorar tanto
a amostragem como a reamostragem. Quando parte da evolucdo e/ou observacao
sdo lineares pode-se usar condicionamento em relacdo a outros estimadores como
filtros de Kalman ou filtros de Kalman estendidos para melhorar o desempenho do
filtro.
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3.7 Modelo linear gaussiano e o filtro de Kalman

E possivel restringir ainda mais o modelo de sinal de forma a tentar obter uma solugao
mais simples ao problema de filtragem. E considerado agora um modelo com evolugao
do sinal e observacao lineares. Este modelo possui evolucao e observacdo expressas por:

X = FiXp—1 + Uy (81)

Y. = H X, + Vi (82)

Onde F}, e Hj, sdo matrizes que podem depender de k, e Uy e V| sdo vetores aleatorios
que formam ruido branco gaussiano. Eles sao independentes entre si e da condi¢ao inicial
Xp. Suas densidades s@o expressas por:

0

Uy ~ Ny (0, Q) (83)

V. ~ Ny (0, Rg) (84)

Para a obtencao do filtro 6timo pode-se calcular a DAP de forma recursiva usando as
equagdes de predicao e atualizagdo.

A DAP no instante £ — 1 € gaussiana, pois sendo (81) e (82) lineares e Uy e V. gaus-
sianos, se obterd X, e Y, gaussianos, e entdo pode-se afirmar que a DAP € gaussiana pois
densidades gaussianas condicionadas a vetores gaussianos produzem densidades também
gaussianas. Assim a DAP no instante anterior é dada por:

PXp 1 [Yres (K1 | Y1—1) = Nxo y (Ric1je—1, Pro1pp—1) (85)

Onde x;,_; € o estimador no instante anterior € F,_1x—1 € a sua matriz de covariancia.
Pode-se utilizar (85) na equagido de predicao, (51), junto com a densidade de transi¢ao,
que neste caso € gaussiana e dada por:

PX X1 (Xk ’ kal) = ka (Fkafl, Qk) (86)

No integrando da equacdo de predi¢do (51) € possivel separar dois termos multipli-
cativos gaussianos, sendo o primeiro em funcao de &;_; e o segundo em fungdo de x;
e X;_1. Assim a integral do primeiro termo serd uma constante que multiplicard a outra
fun¢do gaussiana. Assim, a densidade de predicdo € gaussiana como j4 era esperado e ela
€ expressa por:

XYy (Xk | Y1ir-1) = Nx, (FeXp—1jk—1, FrPo1p—1 Fy + Q) (87)
A média da densidade de predi¢do serd denotada por X;;—; € a sua covariancia por
Pyjp—1.
Na equagdo de atualizacdo, (57), € utilizada a densidade de predi¢ao dada por (87) e a
verossimilhanga da observacdo dada por:

Py, X, (Yk \ Xk) = NYk (Hka, Rk) (83)

Usando também a decomposicao em dois termos gaussianos no denominador da equa-
cdo de atualizagdo e realizando a divisdo pode-se obter a DAP. Esta agora pode ser dada
por:
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PX Y14 (Xk \ Y1:k) = ka [f(k\kq + K, (Yk - Hka) ) ([ - Kka) Pk\kq] (89)

Onde [ € a matriz identidade e K}, € conhecido como ganho de Kalman, dado por:

Ky, = P HY (Hy Py 1 HY + Ry) ™ (90)

A estimativa pode ser feita utilizando a realiza¢do da observacdo e € dada em (91),
sendo a média da DAP. A covariancia de estimacao € dada (92), sendo a covariancia da
DAP, pois o filtro ndo € polarizado.

Xk = Xijo—1 + Ki (Yi — Hpxy) On

Pyp = (I — K Hg) Py 92)

Pode-se observar que o cdlculo da estimativa depende da média e covariancia da den-
sidade de predicao e esta por sua vez depende da média e covariancia da DAP no instante
anterior. Assim, a estimativa 6tima pode ser calculada de forma recursiva, somente sendo
necessarios os calculos da média e covariancia da predi¢ao e da DAP. Logo, no caso de
sinais lineares gaussianos ndo é necessdrio o cdlculo completo da densidade de predigcdo
e da DAP.

O filtro gerado pelas equagdes recursivas que levam a estimativa é conhecido como
filtro de Kalman. O algoritmo do filtro de Kalman € descrito a seguir.
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Filtro de Kalman

. Inicializa¢do k = 0
Inicializar Xo|0 € Pojo

. Predicdo k
Calcular a estimativa da predicdo a um passo através de:

Xph—1 = FrXp—1jk—1 93)

. Covaridncia do erro de predicdo k
Calcular a covariancia do erro da estimativa de predicdo a um passo através de:

Pp-1 = Fi P g B+ Qy (%94)

. Ganho de Kalman k
Calcular o ganho de Kalman através de (90).

Ky = Pop—r HY (HiPyjpr HY + Ri) ™

. Estimagao k
Calcular a estimativa através de (91).

X = Xifo-1 + Ki (i — HiXppo1)

. Covaridncia do erro de estimacdo k
Calcular a covariancia do erro de estimagao através de (92).

Py = (I — K Hy,) Py

. Fazer k «+— k + 1 e voltar a 2.
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Algumas observacdes podem ser feitas em relacio ao filtro de Kalman:

* Otimalidade
O filtro de Kalman € 6timo para o modelo de sinal considerado (linear e gaussiano),
pois calcula exatamente a média da DAP.

* Linearidade
As equagdes do filtro de Kalman sdo lineares em relagdo a observagao, sendo assim,
o filtro de Kalman € um filtro linear.

* Ndo adaptatividade
Observa-se que a estrutura do filtro ndo muda em relacao as entradas (observagdes),
logo, o filtro de Kalman ndo € um filtro adaptativo. Se ocorrer uma mudanga no
modelo ndo prevista na constru¢do do filtro, ndo ocorrera adaptacdo do filtro.

* Cdlculo prévio dos parametros
As matrizes de covariancia e ganho de Kalman podem ser calculadas previamente,
pois nao dependem da observagdo, nem da estimativa. O ganho de Kalman pode
ser calculado previamente até a convergéncia do filtro, assim diminuindo o esfor¢o
computacional a ser realizado durante a utilizacao do filtro.

* Inicializagdo
A inicializa¢do da estimativa inicial X|o deve ser feita usando algum conhecimento
a priori. O grau de desconfianca nesta estimativa inicial é usado para inicializar
Pojo-

* Ruido colorido
Sinais modelados com ruido colorido nao podem ser estimados diretamente através
do filtro de Kalman. Pode ser feita a filtragem deste tipo de sinal incluindo na
modelagem do sinal a formac¢ado do ruido colorido através de ruido branco . Assim,
o problema de estimagdo € aumentado para poder tratar do ruido colorido.

3.8 O Filtro de Kalman estendido

Para um modelo ndo linear de sinal descrito por:

X = f(Xpo1,k—1) + Uy (95)

Yy, = h(Xp, k) + Vi (96)

Onde Uy e V;, formam ruido branco gaussiano com densidades dadas por (83) e (84),
e obedecem as mesmas restricoes dos ruidos do modelo linear gaussiano.

E possivel obter uma solucio sub-6tima descrita por equagdes similares as do filtro de
Kalman.

A solucdo é baseada nas seguintes aproximacdes:

* O estimador no instante anterior, kK — 1, aproxima bem o estimador 6timo.
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* A fungdo f (Xk—1,k — 1) pode ser aproximada pela série de Taylor truncada em
torno de Xj,_j,—1. Ou seja, a expressdo (97) € valida.

fXp1,k=1) = f <Xk71|k717 k — 1) + Vixe ., (Xk—l - Xk71|k71> O7)

Onde V fx, , é ajacobiana de f (Xj;_1,k — 1) calculadaem X;,_; = Xk—uk—y

* A fungdo h (X%, k) pode ser aproximada pela série de Taylor truncada em torno de
Xpik—1- Ou seja, a expressdo (98) € vilida.

h(Xp, k) ~ h (mel, k) + Vi, <Xk . Xk,k,l) (98)

Onde Vhx, € ajacobiana de h (Xy, k) calculada em X, = Xk|k_1.

Usando as aproximagdes acima nas equagdes de predicao e atualizacao, pode-se che-
gar ao filtro sub-6timo conhecido como filtro de Kalman estendido, ver (RIBEIRO, 2004)
para a demostracdo. Este filtro é descrito abaixo.

Filtro de Kalman estendido

1. Inicializagdo k = 0
Inicializar X0 € Pp)o

2. Predicdo k
Calcular a estimativa da predi¢do a um passo através de:

Xph—1 = f (Xp—1jp—1,k — 1)

3. Covariancia do erro de predigdo k
Calcular a covariancia da estimativa de predi¢do a um passo através de:

4. Ganho de Kalman k
Calcular o ganho de Kalman através de:

5. Estimagdo k
Calcular a estimativa através de:

6. Covariancia do erro de estimagdo k
Calcular a covariancia de estimagdo através de:

7. Fazer k < k + 1 e voltar a 2.

Pyi—1 = Vo 1 P Vb 4 Qr (100)

Ky, = Py 1\ VHE (Vhy, Pag 1 VAL + Ry,) ™ (101)

Xplk = Xpjp—1 T Kg (Yk —h (f(k|kfla k’)) (102)

Puie = (I = KiVha,) Prgis (103)
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As seguintes observacdes podem ser feitas em relacdo ao filtro de Kalman estendido:

* Sub-otimalidade
O filtro de Kalman estendido € um filtro sub-6timo, pois resulta em um estimador
que ndo é necessariamente a média da DAP. Ele se aproxima da otimalidade quando
o modelo de sinal for préximo de um modelo linear.

* Ndo linearidade
O filtro € nao linear pois o estimador é uma funcao nao linear das observagdes.

* Adaptatividade
A dependéncia da predi¢do e da estimativa no célculo das covariancias e do ganho
de Kalman fazem com que o filtro de Kalman estendido seja considerado como um
filtro adaptativo.

e Cdlculo on-line dos parametros
Como o filtro € adaptativo ndo € possivel calcular o ganho de Kalman com antece-
déncia, sendo necessario o calculo online dos parametros do filtro.

* Cdlculo da jacobiana
Como foi visto, € necessdrio o cédlculo da jacobiana das fun¢des do modelo. De-
pendendo do modelo, este cdlculo pode levar a um esfor¢co computacional grande
durante a estimacao.

* Instabilidade
Como o filtro aproxima linearmente as fun¢des do modelo, se a inicializacdo da
estimativa ndo for bem feita, a covariancia real serd muito maior que a covariancia
aproximada pelo filtro, assim podendo levar o filtro a instabilidade.

3.9 Conclusao do capitulo

Neste capitulo foi tratada a estimacdo de sinais modelados sob a forma de processos
estocasticos. Primeiramente, foi considerado um modelo de sinal a ser estimado descrito
por um processo estocastico multivaridvel, que por sua vez € observado através de outro
processo estocdstico multivaridvel chamado observacdo. A partir disto foi colocado o
problema de estimacdo como sendo o procedimento para obter estimativas do sinal de
interesse a partir das observagdes. Foi visto que minimizando a fun¢do de custo quadratico
obtém-se como estimador a média do sinal a ser estimado dadas as observagdes.

Depois de obtido o estimador para o modelo geral de sinal, foi proposta a utilizacdo
de um modelo mais restrito, 0 modelo de Markov oculto. A utilizacdo deste modelo vem
do fato que diversos tipos de de sinais modelados sob a forma de equacdes de diferencas
estocasticas podem ser modelados através de MMO.

Além disto foi considerado como problema de estimacdo a ser tratado, o problema
de filtragem, ou seja, deve-se obter um estimador a partir de observagdes passadas e pre-
sentes. Esta escolha foi motivada pelo fato de que a filtragem € o problema de estimacdo
com maior quantidade de informacao disponivel que pode ser resolvido on-line.

Assim, ap6és a escolha de um modelo mais simples de sinal e do problema de estima-
cdo a ser tratado, foi encontrada a solucdo do problema. Esta solu¢do envolve o cdlculo
recursivo das equagdes de predigcdo e atualiza¢do que levam a obtengao da DAP e que por
sua vez leva ao estimador 6timo.
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O célculo recursivo da DAP e do estimador pode ser feito de forma aproximada através
do filtro de particulas e do filtro de Kalman estendido. Sendo que o primeiro faz uma
aproximacao discreta da DAP através de técnicas de integracdo Monte-Carlo e o segundo
aproxima localmente a DAP através de uma densidade gaussiana e lineariza as fungdes do
modelo para obter uma solucao similar a solucao simples e elegante para o modelo linear
€ gaussiano.

Estes dois dltimos filtros que tratam do problema de estimagdo de sinais modelados
com MMO podem ser usados para a estimacdo de fase no sistema de comunicag¢do aqui
considerado, pois este foi modelado com um MMO.
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4 ESTIMACAO DE FASE

A partir do que foi apresentado no capitulo referente a estimacao e usando o modelo
descrito no capitulo referente a modelagem do sistema, pode-se partir para a aplicagao
dos algoritmos de estimagdo ao problema de estimacao de fase.

Neste capitulo € descrito primeiramente a aplicagdo direta do filtro de particulas para
a obtencdo de uma estimativa da fase. Depois é proposta uma melhoria a este filtro, a
Rao-Blackwellizag¢do. O tltimo filtro a ser descrito € o filtro de Kalman estendido.

Antes de serem feitas as simulacdes para a obten¢do do desempenho dos filtros é
descrita brevemente a cota inferior de erro quadratico médio de Cramér-Rao Bayesiana
para o problema de estimacao de fase. Na andlise dos resultados esta cota é usada para
observar o nivel de otimalidade dos estimadores, visto que ela indica o possivel limite
maximo de desempenho que um estimador poderia alcancar.

4.1 Filtro de particulas para a estimacao de fase (FP)

Para a aplica¢do do filtro de particulas € necessario especificar a densidade a ser amos-
trada, gx,|x, .Y, (X}~C | Xh_1» ylzk), e as densidades que influem no cdlculo das ponde-

~ 7 1 1
ragocs, Py, =y, | Xy (Yk | Xk) € DXy |Xp_1 (Xk ‘ Xkfl) .

Para a simplificacdo do cdlculo das ponderacdes foi escolhida a densidade representa-
tiva da evolugdo do sinal, px,|x, , (x}c | XL_l) , como sendo a densidade a ser amostrada,
assim, a expressao das ponderagdes passa a ser dada por:

w (XZ) = wli = PY,=yi|Xs (y’f | X;c) w (X271> (104)
Para a estimacdo de fase, esta densidade é expressa por (25) e é apresentada nova-
mente:

Poyor0i , (Okl0k_1) = pw, (Ox — 0iy) = No, (01, 0%) (105)

k—1

Onde agora o valor da fase no instante anterior serd dado pela particula de fase no
instante anterior.

Assim, a amostragem da densidade se reduz a soma de uma variagdo aleatdria aos
valores das particulas de fase no instante k£ — 1 para obter as particulas de fase 0. A
variagdo aleatdria corresponde a amostras de uma varidvel gaussiana de média nula e
variancia 2.

Como a densidade de evolu¢do ndo tem mais influéncia direta sobre a ponderacdo,
resta somente apresentar a expressdo da densidade py,—y, x, (¥& | X}). Observando o
modelo, nota-se que Y é composta por duas componentes, uma real e outra imagina-
ria, e que, dado um valor especifico de fase, i, a densidade destas componentes € uma
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gaussiana a duas varidveis. Também observa-se que, dada a fase, as componentes real e
imagindria sdo independentes, fazendo que a expressao da densidade possa ser fatorada.
Sua expressao € dada por:

Py, =yi|Xs (}’k ‘ X;C) = PRe(Yy)=Re(ys)|0} (Re (yk> ’ (9116) Prm(Y,)=Im(yy)|0} (Im <yk) ’ lef)
(106)

As densidades para a parte real e imagindria sao dadas por:

PRe(Y1)=Re(y)lo;, (Re (uk) | 0}) =
N (Re (Ag) cos (6},) — Im (Ay) sin (6},) + Ere(s,) (Re (b)) ,U%{Q(Bk)) (107)

Prm(Yy)=Im(yy)|6; (Re (yk) | 92) =
N (Re (Ag)sin (6},) 4+ Im (Ay) cos (6;) + Erm(s,) (Im (b)) 70—12m(Bk)> (108)

Constata-se que para o cdlculo das densidades expressas por (107) e (108), deve-se
calcular a média e a variancia das duas primeiras componentes do vetor aleatério que
descreve o ruido colorido, Re (By) e Im (By). Como a média do ruido no canal é nula
e supondo que a condi¢do inicial das componentes do ruido colorido também seja nula,
tem-se que a média de suas componentes € nula para todos os instantes k. Resta calcu-
lar as varidncias das duas primeiras componentes, Re (Y;) e Im (Y}). Suas varilncias
correspondem aos dois primeiros elementos da diagonal da matriz de covariancia das
componentes do ruido. Como o ruido é colorido, a sua covariancia deve ser calculada
para todos os instantes k através da seguinte expressao:

COV (By) = FpCOV (B,_,) Fi + Qp (109)

onde Bj, € o vetor das componentes que representam o ruido colorido, Fiz: € a matriz que
modela a evolu¢do do ruido colorido, dada por:

IIr o0
0

N e e W )
oo o
o

oo o -do

IT
0
0
0
1

o
I

0
1
0
0
0 (110)
1

e ()p é a matriz de covariancia da entrada do modelo de ruido colorido, dada por:



00 0]

00 0
P20 0

0o 1 0

Qp = 0 0 0
o 0

L0 0 0 0 0 |
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(111)

As ponderagdes podem ser escritas através das densidades gaussianas (107) e (108),
mas pode-se desconsiderar as constantes multiplicativas, pois as ponderagdes sdo norma-

lizadas ap6s seu cdlculo. A expressdo para as ponderagdes € entdo dada por:

2 i\2
lRe (ek) glzm(Bk)+Im (€k) U}Q{e(Bk)

2

w (XZ:) — e J%{e(Bk)O-IQm(Bk) W (X?C 1)

onde Re (%) e Im (¢%,) sdo dados por (113) e (114).

Re (52) = Re (yx) — Re (Ay) cos (8,’{) + Im (Ag) sin (0,2)

Im (},) = Im (yx) — Re (4x) sin (6;) — Im (Ay) cos (6}

O algoritmo do filtro de particulas para a estimac¢do de fase € dado a seguir.

(112)

(113)

(114)
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Algoritmo do filtro de particulas para a estimagdo de fase

. Inicializa¢do k = 0
Parai =1,---, N, amostrar:

O ~ pe, (0o) = N (b0, 0%, (115)

. Amostragem k
Parai=1,---, N, amostrar:

Ok ~ oy Xp 1, Yix (O | 011, Y1) = No, (6)_1,05)

. Atualizacdo da covariancia
Atualiza-se a covariancia através de da seguinte expressao:

COV (By) = FpCOV (B,_,) Ff + Qp

. Ponderacdo
Parai =1,--- , N, calcular a ponderagdo usando yy, através das expressoes:
i\2 i\2
1Re(e}) O-IQm(Bk) + Im (g,) U%{e(Bk)
D) 2 2
wi—e 2 ORe(By) TTm(By) @
Re (},) = Re (yr) — Re (Ay) cos (6},) + Im (Ay) sin (6}) (116)
Im (},) = Im (y5) — Re (A) sin (6},) — Im (Ay) cos (6},) (117)
. Normaliza¢do
Parai =1,--- , N, calcular a ponderagdo normalizada.
~i Wi
wk. - N i
Zj:]_ k
. Estimacado

Calcular a estimativa.

N
) }: i~
ek - kak
=1

. Cdlculo do niimero de particulas eficazes
Calcular N,y através de:

. Reamostragem
Se Ne¢ < Npyin, reamostrar.

. Fazer k <+ k + 1 e voltar a 2.
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4.2 Filtro de particulas Rao-Blackwellizado (FPRB)

Uma melhoria pode ser feita no FP ao se estimar conjuntamente as componentes do
ruido colorido.

Esta melhoria € baseada numa técnica estatistica conhecida como Rao-Blackwellizacao.

Esta técnica consiste em melhorar um estimador ndo polarizado X eXpresso por:

X = §(X) (118)
Através do condicionamento por uma estatistica suficiente 7" (X) pode-se obter um
estimador, chamado de estimador Rao-Blackwellizado, expresso por:

Xrp =Ex (5(X)| T (X)) (119)

Pelo teorema de Rao-Blackwell sabe-se que € valida a seguinte expressao:

Var (XRB> <Var (X) (120)

Logo, usar esperanca do estimador ndo polarizado dada a estatistica suficiente € me-
lhor que usar simplesmente o estimador ndo polarizado.

O uso desta técnica para amostragem ponderada foi primeiramente descrito em (CA-
SELLA; ROBERT, 1996), onde suas vantagens sdo descritas. Em (DOUCET; GODSILL;
ANDRIEU, 2000), esta técnica € utilizada sobre MMO que possuem componentes li-
neares gaussianas. Nestes modelos existe uma parte do vetor aleatério a ser estimado,
X}, que sofre operagdes nao lineares e € ndo gaussiana e outra parte que sofre somente
operacdes lineares e € gaussiana. Assim, a DAP pode ser fatorada em duas densidades
condicionais, uma para a parte ndo linear e nio gaussiana, X7, e outra para a parte linear
gaussiana, X£. A DAP € entdo expressa por:

PX, Y (X | Yik) = PXEIXNE Y, (Xé | xp ", }’1:k) PXNE|Y (XivL ! Y1:k) (121)

Assim, ao invés de amostrar diretamente todas as componentes do sinal a ser esti-
mado, € amostrada somente a parte que possui relacdes ndo lineares e ndo gaussianas,
assim aproximando a densidade da parte ndo linear. Conhecendo as varidveis da parte
nao linear, pode-se obter a densidade da parte linear de forma analitica através da média
e da covariancia dadas pelo filtro de Kalman.

. NL(2 .
Escolhendo a densidade PXNLNLO) (xé\’ L | Xk_f”) como densidade a ser amostrada
k k—1

faz com que as ponderagdes sejam dadas agora por:

0:k

7 NL(% ~ i
w (Xk) = ka:yk\XNL Y1 <Yk | X0:k ( )7 Y1:k—1> w (Xk;—l) (122)

Para a estimacdo de fase, o modelo pode ser particionado nas seguintes expressoes:

XN = 0 = Oy + (123)

XE =B, = FsB 1 +wp (124)

Onde a parti¢do ndo linear corresponde a fase e a particao linear corresponde ao ruido
colorido, com Fz dado por (110) e a covariancia de w,]f/ dada por (111).
A observacdo € entdo expressa por:
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| Re(Ag)cos(©f) —Im (Ay)sin (Oy)

[t | = [ ReanE) s ima oo

Tm (Y) } + Hp'B'y (125)

A matriz Hp representa a influéncia das componentes do ruido na observagao. Ela é
expressa por:

10 --- 01 (126)

HB’:[O 1 0 - 0

Para a estimacgdo de fase a densidade calculada na ponderacdo € a densidade de Y
dados 0}; e y1.x—1. Para este condicionamento somente a parte referente ao ruido colorido
continua aleatéria. Pode-se calcular a densidade do ruido de forma analitica, sendo que
ela é gaussiana com a média e covariancia dadas pela predi¢ao de Kalman do ruido.

Portanto a estimacdo de fase agora incluird uma estimagdo do ruido, logo para cada
particula de fase serd incluida uma parte referente a predicdo e estimacgao do filtro de
Kalman para o ruido.

A Rao-Blackwellizacio para a estimacao de fase consiste em condicionar a estimacao
do ruido colorido as particulas de fase, e assim aproximar a parte gaussiana por uma
mistura de densidades gaussianas que tem interacdo com as particulas de fase através das
ponderacgdes.

Para cada particula deverd ser calculada uma iteracao do filtro de Kalman. Como é
mostrado em (DOUCET et al., 2000), este aumento computacional tem como resultado
uma variancia de estima¢do menor que a variancia obtida para o FP comum.

O algoritmo do FPRB € dado abaixo.

Algoritmo do filtro de particulas Rao-Blackwellizado para a estimagdo de fase

1. Inicializagdo k = 0

ruido colorido.

©
{ B'10|o } ~ PoyBr1, (B0, b'1)0) (127)

2. Cdlculo de Pk|k—1: Kk e Pk:\k;’ k

estimacdo através das expressoes (128),(129) e (130).

Pyjp—1 = FB’Pk71|k71FT/ +Qp (128)

“1
Ky = Po1j—1Hp (Hp Pu—1Hp) (129)
Py = (I — KyHp) Prji—1 (130)

Continua ...

Parai = 1,---, N, amostrar (127), para obter as particulas com uma particdo
correspondente a fase e outra correspondente a predi¢ao do filtro de Kalman do

Inicializar a matriz de covariancia do filtro de Kalman para o ruido colorido, Fy)o.

Calcular a covariancia do erro de predicdo, o ganho e a covariancia do erro de
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10.

Continuagdo do algoritmo

. Ponderacdo

Parai = 1,--- , N, calcular a ponderacdo usando yy, através da expressao:

1 R i ‘ T A R % .
_—{ |: © <€f) _Gbli:kl} ka_|1i_1{ |: I ¢ ngg _Gb,;@”ﬂl} )
m (g}, ), (131)

i 2] | Im(gh)
Onde Re (£}) e Re (}) foram expressos em (113) e (114), b}, sdo as com-

ponentes das particulas correspondentes a predi¢cdo do ruido e ]—:’k’“i_l € o bloco
formado pelos elementos {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)} da inversa da matriz de

covariancia do erro de predi¢do do ruido.

. Normaliza¢do
Parai =1,--- , N, calcular a ponderacdo normalizada.
~i k
Uy = =S
Zj:l Wy,
. Estimacado

Calcular a estimativa.

N
5 2 : i~
=1

Cdlculo do niimero de particulas eficazes
Calcular N,y através de:

. Reamostragem

Se Nef < Npin, reamostrar.

. Amostragem k

Parai =1,---, N, amostrar:

Ok ~ oxp 1, vix (O | 011, y1:) = No, (6),_1.02)

Cdlculo da estimagdo e predigdo do ruido k

Parai =1,--- | N, calcular a estimagdo e predicao do ruido através de:
i i Re (é‘i ) i
Y =D —l—K{{ b }—Gb' } (132)
K|k k|k—1 k Im (&%) k|k—1
Tk = Febli (133)

Fazer k <— k + 1 e voltar a 2.
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No algoritmo acima, a ordem de realiza¢do da amostragem e ponderacdo foi trocada
em relacdo ao FP, para coincidir com a ordem utilizada nas referéncias de filtros de parti-
culas Rao-Blackwellizados pesquisadas.

4.3 Filtro de Kalman estendido (FKE)

A aplicacao do FKE ¢é direta pois no capitulo referente a modelagem ja foi construida
a representacdo de estados para o modelo do sinal. Assim, basta explicitar as funcdes
f(Xk—1,k —1), Vfx, s h(xk, k) € Vhy,, € as matrizes de covariancia Q) e Ry.
O vetor aleatdrio a ser estimado pelo FKE concatena a fase e as componentes do ruido,
como € mostrado na expressao:
Ok
Xy = |: /
By
Como pode-se observar na expressio (28), o sinal a ser estimado possui evolucao
linear, logo a fungdo f (xj_1,k — 1) pode ser expressa por:

(134)

[ (Xp-1, k= 1) = Fipxpq (135)
onde F}, € expressa por:
1 0 0 --- 0 7
000 I O II O IT 0
000 O II O 0 II
000 0 O 0
000 0
F = 1 0 0 (136)
1
|00 0 --- 0 1 0 0]

Devido a linearidade, a jacobiana da fungo f (x;_1,k — 1) é F}, e ndo depende dos
estados, como € expresso por:

V fxo oy = Fi (137)

A fung@o h (xy, k) é ndo linear em fun¢do da fase e dependente da sequéncia de coe-
ficientes Ay. Ela pode ser expressa por:

Re (Ag) cos (0y) — Im (Ay) sin (6)

h (Xp, k) = h (0, Ag) = [ Re (A) sin (6),) + Im (A4}) cos (6;,)

} + Gby, (138)

A jacobiana Vhy, depende de forma ndo linear da fase e ela é expressa por:

B | —Re(Ag)sin (0y) —Im (Ax)cos(6) 1 0 --- 0
Vs, = H (0, A) = [ Re (Ay) cos (6) — Tm (Ag)sin(6) 0 1 0 - 0
(139)

A matriz de covariincia () € constante e expressa por:
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o2 0 0
0 O 0
0 .- 0
1
0 - 0 0
Qr=Q = 2 (140)

0 = 0 0

2

0
00 0 O 0

A matriz de covariancia Rj ndo existe para este problema pois o ruido colorido é
estimado junto com a fase.

O algoritmo do FKE € dado abaixo.

Algoritmo do Filtro de Kalman estendido para a estimagado de fase

1. Inicializa¢do k = 0
Inicializar Xo|g € Fopo

2. Predicdo k
Calcular a estimativa da predi¢ao a um passo através de:

k-1 = FrXp_1jk—1 (141)

3. Covaridncia do erro de predicdo k
Calcular a covariancia do erro da estimativa de predi¢do a um passo através de:

Pyp—1 = FiPrap FE +Q (142)

4. Ganho de Kalman k
Calcular o ganho de Kalman através de:

Ky = Pyp1 H (ék|k—17Ak>T {H (ékz|kz—17Ak> Pyp—1 H (ékk—l,Ak>T] h (143)

5. Estimacdo k
Calcular a estimativa através de:

Xk = Xijp—1 + Ki { { IP:E 8]13 } —h <ék\k—17 Ak)} (144)

6. Covariancia do erro de estimagdo k
Calcular a covariancia do erro de estimacao através de:

Py = |1 = KuH (Bi1, A ) | P (145)

7. Fazer k «— k + 1 e voltar a 2.
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4.4 Cota inferior de Cramér-Rao Bayesiana

Para a andlise do desempenho dos algoritmos de estimagdo de fase deve-se ter al-
gum valor que indique a proximidade do desempenho do algoritmo em relagao ao melhor
desempenho possivel.

A cota inferior de erro quadratico médio de Cramér-Rao Bayesiana (CCRB) € uma
cota inferior de desempenho de estimadores Bayesianos pois ela garante a seguinte desi-
gualdade:

]EYUC,XHC {[ﬁlzk - Xl:k] [f(m - Xl:k]T} > CCRB (146)

Sendo assim, um estimador que esteja proximo do Otimo estard proximo da cota,
mas ndo hd garantias de que se um estimador for 6timo, ele terd o mesmo valor da cota.
Somente no caso em que o estimador atinge o valor da cota pode-se dizer que ele € 6timo.

O desenvolvimento que segue é baseado em (VILA VALLS; BROSSIER; ROS, 2008)
onde os detalhes das demonstragdes sdo apresentados.

A CCRB pode ser obtida através da matriz Bayesiana de informagao , MBI:

CCRB = MBI, , (147)

Onde a CCRB para k observagdes é dada pelo elemento (k, k) da inversa da MBI
Os elementos da MBI sao dados por:

0%1 . .
MBI, = Ey,, x., {— BPY Koo (Y1cks Xask) } (148)
’ T 8Xin
A densidade que € utilizada para o cdlculo da MBI pode ser fatorada:
PY X (Vi X1k) = Py Xes (Vi | Xiw) Px,, (X1) (149)
De forma que a MBI torna-se a soma de duas matrizes, e € entdo expressa por:
MBI = B” + B (150)

A matriz BP corresponde a informago trazida pela observagio e a matriz B corres-
ponde a informacao trazida pela informacgdo a priori usada na estimacdo. As expressoes
de seus elementos em funcao das densidades de probabilidade sdo dadas por:

*Inpy,,x. (Yir | X1
B’fj =By, X {_ = kgcxkx( - | 1 k)} (151)
iXj
0?1 .
BF, = By, x., {— ng’;f;,(xl"“)} (152)
iX;j

Para a estimagdo de fase, X, é a fase ©1.; e Y., sdo as observagdes complexas
corrompidas pelo ruido colorido.

Pode-se calcular B através de (152) usando o modelo browniano da fase. Conside-
rando que ndo existe informacao a priori para a estimacdo da fase no primeiro instante.
Assim, obtém-se:
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1 -1 0 0
o2 o
BP=— 10 . 0 (153)
-1 2 -1
0 0 -1 1 |

A matriz BP é dada elemento por elemento pela expressio:

By, = 2Re (A ATy 1) (154)
onde I' € a covariancia do ruido colorido complexo By, e W € dada por (155).
1
Uiy = =5 (T + 20 —25) (155)

onde Y. é a matriz de covariancia da evolugdo da fase.

Assim, a partir do célculo destas matrizes pode-se obter a MBI e o elemento (k, k) de
sua inversa representa a CCRB até o instante k.

Para a andlise do desempenho a CCRB utilizada sera sempre aquela correspondente
ao ultimo instante de simulacdo N, sendo assim, ela serd usada somente para a andlise
do desempenho assintético dos algoritmos de estimacao de fase.

Para a comparagdo do desempenho assintdtico, serdo realizadas vdrias simulacdes
com sequéncias de simbolos a; diferentes, logo, a CCRB para andlise do desempenho
assintotico serd o valor minimo das CCRB calculadas.

4.5 Conclusao do capitulo

Foram apresentados trés filtros como soluc@o para o problema de estimac¢do de fase
considerado neste projeto. Os dois primeiros sao filtros de particulas que aproximam a
DAP de forma discreta, sendo que um dos filtros resulta da aplicacdo direta do filtro de
particulas comum (FP), e o outro aproxima a parte gaussiana através de filtros de Kalman,
trazendo assim uma possivel melhoria de desempenho. O ultimo filtro considerado € o
filtro de Kalman estendido que aproxima a DAP através de linearizacdes sucessivas do
modelo em torno da estimacao.

Para a posterior andlise de desempenho foi estudada a cota de Cramér-Rao Bayesiana
para o problema. Esta indica o possivel limite mdximo de desempenho dos estimadores
de fase, mostrando assim a proximidade dos filtros ao 6timo desempenho.

Constata-se que o FP e o FPRB realizam um niimero muito maior de operagdes que o
FKE, sendo assim, para que seja justificivel o seu uso € necessdrio que o seu desempenho
seja melhor.

No préximo capitulo sdo mostrados os resultados da simulacdo dos filtros e € feita a
comparacao de desempenho.
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5 RESULTADOS

Neste capitulo sdo apresentados os resultados da simulacdo dos filtros € usando como
base estes resultados € feita a andlise de desempenho.

Primeiramente sdo descritas as condi¢cdes em que foram feitas as simulagdes, depois
sdo apresentadas as estimativas do erro quadritico médio em funcio do tempo para um
caso especifico de simulacao e sdo analisadas as vantagens e desvantagens dos algoritmos.
E feita também a simulacfo para diversos nimeros de particulas dos filtros de particulas
e para diversos niveis de ruido. Ao final, € mostrada a simulacdo para uma fase nao
browniana com o objetivo de explicitar as vantagens dos filtros de particulas.

5.1 Condicoes de simulacao

A simulag¢ao dos algoritmos e do modelo do sistema foram feitas em MATLAB.

O periodo dos simbolos T' e a constante de conversao 7, foram mantidos constantes
com valor unitdrio, de forma que a relagdo de poténcia entre o sinal observado e o ruido
fosse controlada diretamente pelo nivel da densidade espectral de poténcia do ruido no
canal, N,. O atraso 7 foi considerado nulo.

Foram escolhidos dois simbolos possiveis para a mensagem, 1 ou -1, formando uma
modulagdao BPSK. Os simbolos foram gerados de forma aleatdria sendo que os dois pos-
suiam a mesma probabilidade de ocorréncia.

A sobreamostragem n escolhida foi de 4 amostras por simbolo, esta sobreamostragem
¢ aconselhada em (VILA VALLS; BROSSIER; ROS, 2008) por ser a sobreamostragem
minima que garante que os erros na estimacao de fase sejam pequenos.

A forma de onda escolhida foi a BOC e a variancia do ruido de fase 2 foi escolhida
como sendo 0,001rad?. Esta variincia corresponde a uma fase de variagio média, se
encontrando entre os valores de variancia para fase de variagdo rapida e fase de variacdo
lenta dados em (VILA VALLS; BROSSIER; ROS, 2009).

O nivel de ruido utilizado nas simula¢des onde ele é constante foi escolhido como
sendo Ny = 0, 1. Este valor faz com que a variancia do ruido colorido complexo tenha
um valor assintético de o7 = 0, 1, podendo ter realizagdes maximas provaveis de 30, =
0, 94. Para uma amplitude dos simbolos unitaria isto poderia acarretar erros de fase de até
54,35°, um valor grande se comparado as varia¢des de fase de 1,81° que os estimadores
terdo que seguir.

Os resultados sdo dados em fun¢do de uma estimativa do erro quadratico médio. Para
tanto sdo simuladas sequéncias de 100 simbolos, gerando 400 amostras no tempo das
observacdes de saida e da fase simulada. Estas s@o fornecidas aos algoritmos de estimagao
que geram sequéncias de 400 estimativas de fase. Sado geradas 100 realizacdes destas
sequéncias para que possa ser feita uma estimativa do erro quadritico médio para cada
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instante. Assim para cada instante k, a estimativa do erro quadritico médio serd dada por:

N,
. 1 <N/ . A2
_ i pi
BQM; = > (1 - 01) (156)
r j=1

Onde 6 e éi sdo os valores simulados e estimados da fase para a amostra k da reali-

zacdo j e N, é o numero de realizagdes da simulacao.
As caracteristicas gerais das simulacdes sdo apresentadas de forma compacta na Ta-

bela 1.

Tabela 1: Caracteristicas gerais das simulacdes

Parametro Simbolo | Especificidade
Periodo de amostragem T 1
Constante de conversao T, 1
Atraso T 0
Simbolos da mensagem A, {1,-1}
Sobreamostragem n 4
Forma de onda I1(t) BOC
Varincia do ruido fase o2 0.001 rad?
Nivel de ruido Ny 0.1
Numero de simbolos por realizacao Ngim 100
Numero de amostras por realiza¢ao Ny 400
Numero de realizagdes N, 100
Estimativa do erro quadratico médio | EQM | Dado por (156)

5.2 Comparacao de desempenho em convergéncia e assintotico

Foram realizadas simulacdes para a obten¢ao de estimativas de erro quadratico médio
para os filtros descritos anteriormente. O nimero de particulas usadas nos filtros de parti-
culas foi 50 e o gatilho de reamostragem foi escolhido como sendo 6 particulas efetivas.

Os resultados da simulagdo sao dados na Figura 17. Onde FPRB, FKE e FP indicam
respectivamente, as estimativas de erro quadratico médio obtidos para os filtros.

Para esta simulagdo, observa-se que o FKE tem o pior resultado em tempo de conver-
géncia mas o melhor desempenho apds convergéncia, ou seja, ele possui a menor estima-
tiva do erro quadratico médio assintético.

Comparando os desempenhos simulados dos dois filtros de particulas, constata-se que
o FP é o mais rdpido em convergéncia, pois seu EQM .. se estabiliza logo nos primeiros
instantes. Depois da convergéncia, o FP possui erro assintético maior que o do FPRB.

5.3 Comparacao do desempenho assintdtico - Niumero de particulas

Foi feita também a comparacdo de desempenho assintético dos filtros variando o nu-
mero de particulas. A estimativa EQM .. fol calculada para 5, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70,
100, 200 e 300 particulas. Depois da estabilizacdo de EQM .. fol calculada a sua média
temporal para a obten¢do de uma estimativa do erro quadratico médio assintético com
menor variancia.
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Figura 17: Erro quadratico médio simulado.

Os resultados da simulagdo sdo dados na Figura 18.

1.6 . , . —— FPRB
-=== FKE
1.4 — FP
-=-=-- CCRB
1.2r 1
8 1t -
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=
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Figura 18: EQM assintético em fun¢do do numero de particulas.

Para fins de comparagdo sdo também mostradas na Figura 18 a estimativa do erro
assintotico do FKE e da CCRB.

Pode-se observar que o desempenho de todos os filtros se encontra acima da cota,
como ja era esperado, e que o FP teve os piores resultados.

A partir de 15 particulas foi obtido para os filtros de particulas um desempenho as-
sintético préximo ao desempenho do FKE. O desempenho assint6tico simulado do FPRB
se aproxima do desempenho do FKE a medida que o nimero de particulas aumenta, tal
resultado parece ndo ocorrer para o FP.
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5.4 Comparacao de desempenho assintético - Nivel de ruido

Uma sequéncia de simulacdes foi feita para obter o desempenho assintético dos filtros
mudando o nivel de ruido Ny. Como foi dito anteriormente, este parametro serve para
controlar diretamente a variancia do ruido colorido.

Foi variado o nivel de ruido de forma que a quantidade RSR' = 10log ) equi-

0
valente a uma relagdo sinal ruido, aumente linearmente partindo de O até 20 em intervalos

de 5.

A mudanca de nivel de ruido foi incorporada aos filtros, de modo que nao foi analisada
aqui a robustez a erros de modelagem.

Na Figura 19 sdo mostrados os resultados de simulagao.

35 .

— FPRB

EQMx 100

Figura 19: EQM assintdtico em func¢do do nivel de ruido.

Constata-se que a CCRB assintética diminui lentamente de valor a medida que RS R’
aumenta, mostrando que o problema de estimacdo pode ser resolvido com menor erro
assintético a medida que a relagdo sinal ruido aumenta.

Observa-se também que todos os estimadores se aproximam da CCRB a medida que
RS R’ aumenta, e que a diferenga de desempenho assint6tico entre os estimadores também
diminuiu.

Mesmo com pouca diferenca em alguns casos, nota-se que o FKE é melhor em de-
sempenho assintético para todas as simulagdes feitas.

5.5 Teste com fase nao browniana

Com o intuito de mostrar em qual situacdo os filtros de particulas podem ser melho-
res que o filtro de Kalman estendido, foi acrescentada na variagdo de fase uma pequena
variac@o poissoniana W7, de distribui¢do de probabilidade expressa por:

0.2%ke 02
WP~ =2 (157)

P
wy,!

onde w} € IN.
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Este ruido poissoniano produz pequenas variacdes bruscas de fase.

Foi incorporado aos filtros de particulas a mudanca no modelo da fase, mas o filtro de
Kalman estendido se manteve o mesmo, devido a impossibilidade de incorporar a ele a
informacao de que o modelo € ndo gaussiano.

A variancia da parte gaussiana do ruido de fase, o2, foi reduzida para 0,0001 rad? para
que a variacao causada pela fase poissoniana fosse mais visivel. O nimero de particulas
dos filtros de particulas foi aumentado para 200, para que a multimodalidade da fase possa
ser representada pela aproximacao discreta.

O resultado de uma realizacdo da estimacdo € mostrada na Figura 20.

18— Fase simulada
— FPRB
18 - FkE
1.4 PP
12+
2
©0.8r
|8

150 200 250 300 350 400
Tempo(k)

Figura 20: Simulagdo com fase ndo browniana.

Para a realizacdo dada na Figura 20, nota-se que a fase estimada pelos filtros de parti-
culas acompanha melhor as variagdes bruscas da fase simulada. Observa-se entre os ins-
tantes 350 e 400 que o FKE tende lentamente a acompanhar a variagcao da fase, enquanto
os filtros de particulas conseguem acompanhar a fase alguns instantes apds a ocorréncia
da variacao brusca.

Neste caso, a possibilidade de incorporacao de um modelo ndo gaussiano fez com que
os filtros de particulas pudessem simular as mudancas bruscas, enquanto o FKE converge
lentamente devido as suas aproximagdes gaussianas.

5.6 Conclusao

Neste capitulo foram mostrados os resultados das simulacdes dos filtros para estima-
cdo de fase.

Nas simulagdes realizadas o FKE obteve os melhores resultados em relagio a desem-
penho assintético, mas o pior em relacdo ao tempo de convergéncia. Isto se deve ao fato de
que a lineariza¢ao do modelo feita pela filtro de Kalman € incorreta nos instantes iniciais
da estimacao, apds convergir para um valor préximo ao verdadeiro a otimalidade é quase
atendida, pois para variacdes suaves da fase as func¢des seno e cosseno da observacdo sao
quase lineares.

Os filtros de particulas mostraram melhor desempenho em convergéncia pois eles
aproximam a DAP em todos os instantes de forma quase 6tima. Assim, para os filtros
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de particulas nio existe a restricdo de estar préximo ao 6timo em relagdo ao tempo de
convergéncia ou em relacido a desempenho assintético.

O desempenho assintético melhor para um filtro sub-6timo como o FKE ocorreu nes-
tas simulacdes pois os filtros de particulas s6 tendem ao desempenho 6timo quando o
nimero de particulas € muito grande. Isto indica também que possivelmente o filtro de
Kalman estendido estd préximo do desempenho assintético 6timo, pois mesmo aumen-
tando o nimero de particulas o desempenho assintético dos filtros de particulas foi pior.

Dentre os filtro de particulas, aquele que mostrou melhor desempenho foi o FPRB.
O fato de estimar o ruido através do filtro de Kalman parece ter acarretado uma melhor
assimilacdo das flutuacdes do ruido a partir da informacao trazida pela observacao.

O teste com fase ndo browniana mostrou o problema encontrado pelo FKE em repre-
sentar densidades nao gaussianas. Neste caso, 0 modelo também nao pode ser linearizado
em torno da estimativa, pois mesmo que as fun¢des do modelo sejam facilmente lineariza-
das a ndo gaussianidade na densidade de evolugdo da fase acarretard a ndo gaussianidade
da DAP. Assim, se fosse necessario acrescentar a variagdo poissoniana ao modelo para
que a filtragem fosse robusta a pequenas variacdes bruscas ndo existentes nos modelos
de origem, seria possivel e simples de fazer com os filtros de particulas e provavelmente
impossivel de fazer com o FKE.

A comparag¢do com a CCRB mostra que o erro quadratico médio dos filtros deve ter
a mesma ordem de grandeza que o erro quadritico médio do filtro 6timo. Fazendo uma
comparacao para nivel de ruido Ny = 0, 1, tem-se que a CCRB indica um desvio padrao
de erro na estimagdo de fase ndo menor que 0,,;, = 1/0,0033 = 0,057rad ou 3,29°
enquanto para o FKE a simulacdo resultou em uma estimativa de desvio padrdo de 4,36°
e para os filtros de particulas com 50 particulas de 4,72° para o FPRB e de 5,67° para o FP.
Isto mostra que nestas simulagdes os filtros conseguiram ter desvios padrdes relativamente
proximos aos da CCRB, considerando que o ruido colorido causa uma perturbacdo de
desvio padrao de 17,55° na fase das observacoes.
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6 CONCLUSOES FINAIS

Neste projeto foram apresentadas solucdes ao problema de estimacgao de fase sobrea-
mostrada e com filtro casado na recepc¢do. Estas solu¢des foram baseadas em técnicas
conhecidas de estimacao: o filtro de Kalman estendido e o filtro de particulas.

A técnica que mostrou-se mais eficaz em desempenho assintético foi o filtro de Kal-
man estendido enquanto os filtros de particulas mostraram melhores resultados em tempo
de convergéncia. Mesmo com um tempo de convergéncia maior, o filtro de Kalman es-
tendido parece mais apto a aplicacdes em tempo real pois ele pode ser implementado com
um nimero menor de operacdes que os filtros de particulas.

A principal contribuicdo deste projeto foi a comparacdo de desempenho em estima-
cdo de fase sobreamostrada de uma técnica sub-6tima, o filtro de Kalman estendido, que
aproxima bem a solug¢do 6tima apds convergéncia, com uma técnica que aproxima a so-
lucdo 6tima para todos os instantes, o filtro de particulas. Para a estimagdo de fase, esta
comparagao ja havia sido feita, mas sem considerar, no modelo do sistema, a sobreamos-
tragem das observacoes e o filtro casado na recepgao.

Em trabalhos futuros poderiam ser estudadas as solucdes para os outros problemas de
estimagdo, a suavizacdo e a predi¢cdo, assim mostrando quais sdo as vantagens e desvan-
tagens de possuir quantidades diferentes de informacao que aquelas usadas na filtragem.

Outra possibilidade seria tornar o0 modelo mais complexo, de forma a se aproximar
mais do modelo usado em sistemas de posicionamento.



67



68

REFERENCIAS

AMBLARD, P.-O.; BROSSIER, J.-M.; MOISAN, E. Phase tracking: what do we gain
from optimality? particle filtering versus phase-locked loops. Signal Processing,
Amsterdam, v.83, n.1, p.151-167, 2003.

ATHALYE, A.; BOLIC, M.; HONG, S.; DJURIC, P. M. Generic Hardware
Architectures for Sampling and Resampling in Particle Filters. EURASIP Journal on
Applied Signal Processing, New York, v.2005, n.17, p.2888-2902, 2005.

BELLESCIZE, H. de. La réception synchrone. L’Onde Electrique, Paris, v.11,
p-230-240, Junho 1932.

BUCY, R. S.; CHENG, S. Y.; MALLINCKRODT, A. J. A design study for an optimal
non-linear receiver/demodulator. Greenbelt, MD, USA: NASA Goddard Space Flight
Center, 1970.

CASELLA, G.; ROBERT, C. P. Rao-Blackwellization of sampling schemes.
Biometrika, London, v.83, n.1, p.81-94, 1996.

CHEN, Z. Bayesian Filtering: from kalman filters to particle filters, and beyond.
Ontario: McMaster University, 2003.

DOUC, R.; CAPPE, O. Comparison of resampling schemes for particle filtering. In:
IMAGE AND SIGNAL PROCESSING AND ANALYSIS, 2005. ISPA 2005.
PROCEEDINGS OF THE 4TH INTERNATIONAL SYMPOSIUM ON, 2005, Zagreb.
Anais. .. IEEE Signal Processing Society, 2005. p.64—69.

DOUCET, A.; DE FREITAS, N.; GORDON, N. Sequential Monte Carlo Methods in
Practice. New York: Springer-Verlag, 2001.

DOUCET, A.; FREITAS, N. de; MURPHY, K. P.; RUSSEL, S. J. Rao-Blackwellised
Particle Filtering for Dynamic Bayesian Networks. In: UAI *00: PROCEEDINGS OF
THE 16TH CONFERENCE ON UNCERTAINTY IN ARTIFICIAL INTELLIGENCE,
2000, San Francisco, CA, USA. Anais... Morgan Kauffman Publishers Inc., 2000.
p.176-183.

DOUCET, A.; GODSILL, S.; ANDRIEU, C. On sequential Monte Carlo sampling
methods for Bayesian filtering. Statistics and Computing, Hingham, MA, USA, v.10,
n.3, p.197-208, 2000.

JAZWINSKI, A. H. Stochastic Process and Filtering Theory. New York: Academic
Press, 1970.



69

KALMAN, R. E. A New Approach to Linear Filtering and Prediction Problems.
Transactions of the ASME-Journal of Basic Engineering, New York, v.82, n.Series
D, p.35-45, 1960.

KONG, A.; LIU, J. S.; WONG, W. H. Sequential Imputations and Bayesian Missing
Data Problems. Journal of the American Statistical Association, Alexandria, VA,
USA, v.89, n.425, p.278-288, Marco 1994.

LE GLAND, F. Introduction au Filtrage en Temps Discret - Filtrage de Kalman et
Modéles de Markov Cachés. 2007.

MAYBECK, P. S. Stochastic models, estimation, and control. New York: Academic
Press, 1979. (Mathematics in Science and Engineering, v.1).

RIBEIRO, M. I. Kalman and Extended Kalman Filters: concept, derivation and
properties. 2004.

VAN TREES, H. L. Detection, estimation and modulation theory. New York: John
Wiley and Sons, Inc., 1968.

VILA VALLS, J.; BROSSIER, J.-M.; ROS, L. On-line Bayesian Cramer-Rao Bound for
Oversampled Dynamical Phase Offset Estimation. In: IEEE INTERNATIONAL
SYMPOSIUM ON COMMUNICATION CONTROL AND SIGNAL PROCESSING,
ISCCSP’08, 2008, St-Julians. Anais... HAL - CCSD, 2008.

VILA VALLS, J.; BROSSIER, J.-M.; ROS, L. Extended Kalman Filter for Oversampled
Dynamical Phase Offset Estimation. In: IEEE INTERNATIONAL CONFERENCE ON
COMMUNICATION (ICC’09), 2009, Dresden. Anais... HAL - CCSD, 2009.



