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RESUMO

BRUCH, A. R. Anilise de lajes em balanco em forma de L. 2009. 93 f. Trabalho de
Diplomagdo (Graduagdo em Engenharia Civil) — Departamento de Engenharia Civil.
Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre.

Nos escritorios de projeto de Engenharia, diferentes métodos sdo empregados para a solucao
de problemas estruturais. Dentre os mais utilizados nos programas de computador para analise
de placas, destacam-se o0 Método dos Elementos Finitos e a Analogia de Grelha. O primeiro
analisa a placa de forma bidimensional, dividindo-a em elementos discretos onde a sua
continuidade ¢ mantida. O segundo, representa a placa através de uma grelha composta por
elementos unidirecionais de barras, os quais precisam ser calibrados para que fornegam bons
resultados. Muito apreciadas pelos arquitetos e cada vez mais freqliente em edificagdes
residenciais, as sacadas formadas por lajes em balango em forma de L necessitam de uma
analise bem realizada de seus esfor¢os e deslocamentos, pois sua configuracao nao ¢ simples
como a de uma laje com um balango unidirecional. Este trabalho tem como objetivo a anélise
e comparagdo de resultados obtidos para lajes que apresentam esta configuracdo quando
calculadas segundo os diferentes métodos. O autor visa também a calibragdo dos elementos de
barra utilizados na Analogia de Grelha para a obtencdo de resultados satisfatorios quando
comparados aos obtidos através do Método dos Elementos Finitos, testando estas calibragdes
obtidas em problemas com outras caracteristicas para avaliar a sua validade conforme a

geometria e a vinculagdo das placas.

Palavras-chave: placa; elementos finitos; analogia de grelha; calibracao; balango em L.
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1 INTRODUCAO

Em um mercado cada vez mais disputado, o engenheiro depara-se quotidianamente com
novas exigéncias estéticas e economicas impostas por seus clientes. Assim, desafios cada vez
maiores t€ém aparecido na vida do projetista estrutural. Com o grande avango tecnoldgico das
ultimas décadas, novos métodos vém sendo desenvolvidos para ajudar na solugdo destes
problemas. No entanto, mesmo com a grande disponibilidade de ferramentas existentes, ainda
nao h4 um consenso entre os profissionais sobre qual ¢ mais adequada para resolver cada tipo
de problema, e nem sempre o profissional dispde de tempo para analisar o caso através de

diversas formas diferentes, que permitam uma comparacao entre os resultados obtidos.

Dentro deste contexto, diferentes modelos t€ém sido aplicados no dimensionamento de lajes
planas. Entre eles, os modelos de grelha e de placa sdo os mais utilizados pelos softwares
disponiveis no mercado. Por ser mais fécil a interpretagdo dos resultados obtidos, em casos
mais simples, onde j& se tem uma boa noc¢do de como a estrutura vai se comportar, costuma-se
optar por softwares que realizam a andlise através da Analogia de Grelha. Neste, a laje ¢
representada nas suas duas diregdes principais através de barras, fomando uma estrutura

reticulada tipo grelha, simulando o comportamento da laje, suas solicitagdes e deslocamentos.

Porém, sabe-se que os modelos de placa representam melhor o comportamento de lajes do que
os modelos de barra, ja que para estes ¢ necessaria a calibragdo das propriedades das barras,
como a sua rigidez a tor¢ao. Esta calibragdo necessaria na Analogia de Grelha nem sempre ¢
evidente e torna-se indispensavel, em certos casos, a realizagdo de uma andlise através de

modelos de placa.

No caso de lajes em balango formando um L, ndo ¢ simples a configuracao de um modelo de
barra que simule de forma fiel o comportamento da estrutura. Mesmo para alguns programas
comerciais, se ndo houver uma boa andlise critica sobre os resultados obtidos, patologias

sérias podem vir a acontecer.

Frente a isto, o trabalho tem por proposta a comparacdo dos resultados do dimensionamento

de uma placa com essas caracteristicas pelo Método dos Elementos Finitos e pela Analogia de

André Reinert Briich. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2009
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Grelha. Neste ultimo caso, sendo necessario encontrar um coeficiente de calibracdo que

permita uma analise confiavel deste tipo de problema.

O trabalho ¢ dividido em seis capitulos. Cabe a este primeiro, introduzir o tema do trabalho, e
ao segundo capitulo, apresentar seu método de pesquisa, tratando de questdo de pesquisa,

objetivos primarios e secundarios, pressupostos, delimitagdes, limitacdes e delineamento.

O terceiro capitulo ¢ sobre as placas. Descreve sua classificacdo e as diferentes teorias de
analise, das quais a Teoria de Kirchoff, para placas finas no dominio elastico, e a Teoria das
Charneiras Plasticas, no dominio plastico, serdo abordadas. O quarto capitulo trata de
solugdes de placas. Comenta sobre solucdes analiticas de placas através de séries de Fourier,
do Método dos Elementos Finitos e da Analogia de Grelha. Sao apresentados também neste

capitulo, os elementos utilizados nos modelos de placa e de barra realizados neste trabalho.

O quinto capitulo apresenta o problema proposto e algumas formas de trata-lo: a idéia da
solugdo analitica através do desmembramento do problema, a solugdo do balango
unidirecional, as solucdes através do Método dos Elementos Finitos e da Analogia de Grelha,
solucdo com o software do mercado TQS, além de estudos complementares sobre os
coeficientes de calibracao obtidos para os deslocamentos da placa, comparacdes e andlise dos

resultados obtidos.

O sexto capitulo, consideragdes finais, expde as conclusdes que englobam todas as andlises
realizadas no trabalho, assim como dos resultados obtidos a partir dos distintos métodos

utilizados e as calibragdes encontradas para o modelo de grelha.

Analise de lajes em balanco em forma de L
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2 METODO DE PESQUISA

2.1 QUESTAO DE PESQUISA

A questdo de pesquisa deste trabalho é: pode-se encontrar solugdes com modelos de barra que
fornecam bons resultados na anélise de lajes em balanco em forma de L quando comparados

com resultados obtidos com modelos de placa?

2.2 OBJETIVOS DO TRABALHO

Os objetivos do trabalho estao classificados em principal e secundarios e sdao apresentados nos

proximos itens.

2.2.1 Objetivo principal

O objetivo principal deste trabalho ¢ o encontro da calibracdo de modelos de grelha que
fornega uma boa aproximacao do comportamento de estruturas de lajes em balango em forma

de L quando comparado com resultados obtidos com modelos de placa.

2.2.2 Objetivos secundarios

Os objetivos secundarios deste trabalho sdo:

a) analise de placas através de solucdes analiticas;
b) solucao de problemas de placas através da analogia de grelha;

¢) solugao de problemas de placas através do método dos elementos finitos.

André Reinert Briich. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2009
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2.3 PRESSUPOSTOS

E pressuposto no trabalho que o Método dos Elementos Finitos, quando devidamente

utilizado, fornece bons resultados na analise de placas finas.

2.4 DELIMITACOES

O trabalho delimita-se ao estudo de lajes em balango em forma de L que serdo calculadas pelo
método da Analogia de Grelha e comparadas com resultados obtidos em andlises realizadas

através do Método dos Elementos Finitos.

2.5 LIMITACOES

A pesquisa serd realizada apenas com resultados obtidos através de andlise computacional,

utilizando o programa ANSYSS para ambos os métodos de analise.

2.6 DELINEAMENTO

As etapas definidas no trabalho de pesquisa estdo descritas abaixo:

a) pesquisa bibliografica: leitura e coleta de material utilizado na pesquisa;

b) treinamento do programa de elementos finitos realizado junto ao professor
orientador;

¢) definicdo das estruturas estudadas;

d) solucdo de problemas utilizando elementos de grelha e elementos de placa, com
o software escolhido;

e) analise dos resultados obtidos;

f) estudo comparativo dos resultados encontrados através dos dois métodos de
analise propostos;

g) conclusdes e consideracdes finais.

Analise de lajes em balanco em forma de L
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Uma representagao esquematica do delineamento em diagrama que relaciona as etapas do
trabalho ¢ apresentado na figura 1.

Pesquisa
bibliografica

Treinamento

do programa

Definicédo das Conclusdese
estruturas consideracdes finais
Solugéo de Analise dos Comparacéo dos
problemas resultados resultados obtidos

Figura 1: representagdo esquematica do delineamento da pesquisa

André Reinert Briich. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2009
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3 PLACAS

Placas sdo elementos tridimensionais sendo que uma de suas dimensdes, a espessura, €
pequena em relagdo as outras duas e as cargas sao todas perpendiculares ao seu plano médio
(AZEVEDO, 2003). No caso de carregamentos constituidos por momentos fletores, o vetor
representativo do momento aplicado estard contido no plano médio da placa (GROEHS,
2002). As placas podem ter diversas formas: retangulares, circulares, elipticas, triangulares.
Sao muito utilizadas na pratica da Engenharia Civil como pavimentos de edificios e paredes

de reservatorios (OLIVEIRA NETO, 1998).

As placas podem diferenciar-se pela sua geometria, pelo tipo de apoio (pontual ou linear),
pela sua vinculagdo (engaste, apoio simples, borda livre), e podem estar submetidas a

diferentes tipos de carregamentos (carga pontual, uniformemente distribuida, hidrostatica).

3.1 CLASSIFICACAO

Pode-se classificar uma placa em dois diferentes tipos: finas e espessas. Esta classificagdo
pode ser feita a partir da relagdo entre a sua espessura e suas demais dimensdes. Segundo
Groehs (2002), esta classificacdo ¢ dada através do raio R da maior circunferéncia que pode

ser inscrita no plano da placa e a sua espessura t, conforme ¢ apresentado na figura 2.

C  1¢t

b

Figura 2: raio R da maior circunferéncia que pode ser inscrita no plano da placa
(GROEHS, 2002)
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A relacao R/t classifica a placa da seguinte forma (GROEHS, 2002):

a) 1% >10 - placa fina ou média;

b) 1% <10 - placa espessa.

A principal diferenca entre os dois tipos € a consideragdo da influéncia das tensodes
transversais devido ao esfor¢o cortante das cargas atuantes na placa. Na analise de placas

finas, esta influéncia costuma ser negligenciada, a partir de hipoteses simplificadoras.

De acordo com o material do qual a placa ¢ constituida, ela pode ser classificada como
anisotropica, com propriedades diferentes em qualquer diregdo, ortétropa, com propriedades
diferentes em duas dire¢des perpendiculares, ou isotropa, com propriedades iguais em todas

as dire¢des (OLIVEIRA NETO, 1998).

3.2 TEORIAS DE CALCULO

Para o célculo dos esforcos nas placas existem dois grupos de métodos: classicos e de ruptura.
Os métodos cléssicos sdo fundamentados na Teoria da Elasticidade. Estes supdem que o
material ¢ homogéneo, isoétropo e se comporta elasticamente. Os métodos de ruptura,
fundamentados na Teoria da Plasticidade, supdem o material comportando-se como um corpo

rigido-plastico (HENNRICHS, 2003).

Dentre os métodos classicos, duas teorias principais foram desenvolvidas para a anélise do
comportamento das placas: a teoria de Kirchoff e a teoria de Reissner e Mindlin. A primeira,
com suas hipoteses simplificadoras, analisa apenas placas finas, admitindo quatro variaveis de
contorno do problema, resultando numa equacao diferencial de 4* ordem. A teoria de Reissner
e Mindlin, considerando as deformacgdes por cisalhamento, leva a uma equagdo diferencial de

6" ordem, podendo ser utilizada também para placas espessas (OLIVEIRA NETO, 1998).

Para os métodos de ruptura, destaca-se a teoria das Charneiras Plasticas. Esta consiste na
admissdo de que uma laje, sob ac¢do da sua carga de ruptura, se divide em painéis que giram
em torno de linhas ao longo das quais atua um momento igual ao que a laje resiste na ruptura,

segundo a direcdo normal a estas linhas (MULLER, 2000).
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3.3 TEORIA DE KIRCHOFF

A teoria de Kirchoff para flexdo de placas ¢ baseada nas seguintes hipdteses (AWRUCH;
MORSCH, 2009):

a) a espessura da placa ¢ constante e pequena em relagdo as outras duas
dimensoes;

b) o material da placa ¢ elastico, obedece a lei de Hooke e ¢ homogéneo e
continuo, podendo ser isétropo ou ortétropo;

c¢) as deflexdes da placa sdo pequenas, ndo causando alteracdo na geometria da
mesma,

d) a superficie média da placa ¢ inicialmente plana e ndo sofre deformagdes
especificas na flexao;

e) planos normais a superficie média antes da flexdo, permanecem planos apds a
flexdo;

f) as componentes de tensao transversais a superficie média da placa sao pequenas
e podem ser negligenciadas;

g) somente sdo consideradas cargas transversais a placa.

Considerando-se uma placa fina retangular que sofre uma deformagao devida a agdo de forcas

transversais € um ponto qualquer desta placa com coordenadas iniciais (x,y,z) e finais
(x+u,,y+u,,z+u. ) como mostra a figura 3. Os giros da superficie média nas dire¢des x e

y sdo respectivamente aauz e oy (AWRUCH; MORSCH, 2009).

X oy

Estes giros sdao positivos, € como diminuem ao longo do sentido positivo dos eixos, suas
derivadas segundas sdo negativas. Estas derivadas segundas representam as curvaturas da
linha eléstica da placa. Como os deslocamentos sdo considerados infinitesimais, as inversas
dos raios de curvatura rx e ry da superficie da placa em planos normais aos eixos x € y podem

ser aproximados como mostram as equagdes 1:

Analise de lajes em balanco em forma de L
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=— == (equagdo 1.a)

1 0ou o'w .
P o =- e (equagdo 1.b)

Figura 3: placa delgada retangular e sua deflexdo devido a agdo de forgas
transversais (AWRUCH; MORSCH, 2009)

Na equagdo 1, w equivale ao deslocamento na dire¢ao z normal ao plano da placa. A figura 4

representa os sinais de curvaturas indicados nesta equagao.
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Figura 4: diminui¢do do valor do giro na dire¢@o positiva dos eixos x ¢ y

(AWRUCH; MORSCH, 2009)

Uma caracteristica importante da placa ¢ o efeito de tor¢do, que representa a variagdo do giro
em uma dire¢do em relagdo a uma dire¢do ortogonal a esta. Deste efeito de tor¢ao obtém-se a

equagdo 2 e a sua interpretagdo € mostrada na figura 5 (AWRUCH; MORSCH, 2009):

(equagdo 2)

Figura 5: a geometria do giro de torgao
(AWRUCH; MORSCH, 2009)
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Considerando-se o deslocamento de um ponto A qualquer, situado a uma distancia z do plano

médio da placa, tem-se a representacdo da figura 6.

Figura 6: deslocamento de um ponto A situado a uma distancia z do plano médio da
placa (AWRUCH; MORSCH, 2009)

Levando em conta apenas o efeito de flexao, estes deslocamentos nas dire¢des X € y se devem
apenas a rotacdo da normal ao plano médio e suas componentes sdo representadas pelas

equagoes 3 (AWRUCH; MORSCH, 2009):

u,(x,y) __ owlx,y)
ox ox

u.(x,y,z)=-z (equacdo 3.a)

ou_(x,y) ___ owix,y)

u,(x,y,z)=-z (equagdo 3.b)

”z(xay’z):W(x’y’Z) (equac;ﬁo 30)
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Utilizando as equacdes 1, 2 e 3 obtém-se as componentes das deformagdes especificas

expressas nas equacoes 4:

e = ou, _ _ 0*w __Z (equagio 4.a)
T ox ox’ r,
= Ou, — 822" -_Z (equacdo 4.b)
oy y )
2 ~
y. = ou, + ou, - ow _ . Z (equagdo 4.c)
Y0y ox Ox0Oy r

xy

Considerando que o material ¢ homogéneo, isdtropo e cumpre a lei de Hooke (AWRUCH;

MORSCH, 2009), as componentes das tensdes sdo dadas pelas equagdes 5:

o, =- Ez azwﬂ)azw ___Ez iﬂ)i (equagdo 5.a)
“ 1-02{ ox? oy? -0\ r, r,
2 2 ~
Gy =— Ez [0 w+08 wl___Ez iﬂ)i (equacdo 5.b)
1—vlor:” ae ) 1-vtlr,on
o —— Ez | Z 0*w _ 2Gs 0*w _ Ez i (equagdo 5.¢)
v 1-v? Ox0y oxoy  l+or,
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Utilizando as equacdes 5 para as tensdes, pode-se entdo calcular os momentos fletores e

tor¢ores por unidade de largura (AWRUCH; MORSCH, 2009), como demonstram as
equacoes 6:

% 2 2
Enh? o“w o“w
M, = .I[/O'xedZ =T 12(1 _02)( P tu P J (equagdo 6.a)
/2
% 2 2
Enh? ow ow
M, = v}[O-yyZdZ - 12(1 _ Uz)( o v Ox? j (equagdo 6.b)
2
" >
En? o“w
M, = _.hf/axyZdz =" 12(1— 02)( —0) o0y (equagdo 6.¢)
2

Em forma matricial, a relagdo constitutiva para placas finas, escritas em termos de resultantes
de momentos e deformacdes especificas, ¢ dada pela equacdo 7 € os momentos Myy, Myy €

Myy, assim como os esforgos cortantes Qxx € Qyy estdo representados na figura 7:

B o*w
M. 1 v 0] &
_EW o*w N
[T (—0) 10 K- o' (equagdo 7)
w I-v 3 o*w
oxy
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Figura 7: momentos e esforcos cortantes na placa plana
(AWRUCH; MORSCH, 2009)

Aplicando uma carga distribuida p(x, y), normal ao plano da placa, e escrevendo as equacdes
de equilibrio para as forcas na dire¢ao vertical z € momentos em torno de x e y, obtém-se as

equagoes 8 € 9:

0 00,
o +—Q” -p=0 (equagdo 8)
ox oy
oM, oM, y
o + & -0,=0 (equacao 9.a)
oM, oM
a—y +—=>-0.=0 (equagdo 9.b)
)y ox

Analise de lajes em balanco em forma de L



27

Utilizando as equagdes 6 em 9, obtém-se:

0 En? 83w+ o*w ( 3o 10.2)
== equagdo 10.a
12—\ ax* oxoy? auag
0 En? o*w N o*w ( 30 10.b)
- acdo 10.
P 12(1-0?) ovox? oy? eduag

Derivando as equagdes 9 em relagdo a x e a y, substituindo os termos correspondentes obtidos

na derivagdo pela equacdo 8, e somando ambas expressdes, obtém-se a equagdo 11:

2 2
azMxx + 2 a MX}’ + a Myy
ox? ox0Oy ox?

+p=0 (equagdo 11)

Inserindo as equagdes 6 na equagdo 11, tem-se a equacdo que governa o problema de flexao

de placas finas (AWRUCH; MORSCH, 2009):

otw o'w  o*w  12(1-0%)
+ = p

= +28x28y2 o e (equagdo 12)

Esta equacdo foi obtida por Lagrange e define a relagdo fundamental da teoria das placas

finas, valida para materiais em regime elastico-linear (HENNRICHS, 2003).
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Segundo Groehs (2002), a equacdo 12 possui duas incoeréncias produzidas pelo objetivo de
transformar um problema tridimensional em um problema bidimensional de estado plano de

tensoes:

a) com a consideragdo ¢, =¢,_ =0, implica-se, devido a lei de Hooke,
0. =0, =0. Apesar disso, essas tensdes citadas foram utilizadas ao longo do
processo dedutivo apresentado;

b) foi adotado que o_ =0, assim como &_ =0, mas pela lei de Hooke resulta
para o_ =0, na equagao 13:

1

.= Z [0 - v(axx +to, )] = —%(am + ayy) (equagado 13)

No caso mais geral o, #0 ¢ o, #0 com mesmo sinal, resultando em ¢_ #0, sendo

incoerente com a hipétese adotada (GROEHS, 2002).

Essas incoeréncias sdao toleradas porque estes valores nao nulos, resultado de uma andlise
tridimensional do problema, sdo pequenos quando comparados aos valores correspondentes as
demais tensdes e deformacdes especificas, o que € observado em placas finas com valores de

deslocamentos w maximos menores que a metade da sua espessura t (ROSA, 2008).

A equacdo 12 pode ser escrita também na forma Laplaciana (TIMOSHENKO;
WOINOWSKY, 1959):

Viw= (equacdo 14)

O =
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Onde:

’w 0w N
Viw= e (equagdo 15)
D= 30 16
12(1 _ UZ) (equagao )

Para a solugcdo do problema, € necessario estabelecer as condigdes de contorno. Segundo
Timoshenko e Woinowsky (1959), as seguintes condi¢des devem ser verificadas para uma

borda de comprimento a paralela ao eixo x, segundo os diferentes tipos de apoio em x=a:

Para um engaste:

W),y =0 [@j o

ox

Para um apoio simples:

(W), =0 Ow ,  w
e +v e =0

Para a primeira condi¢do de contorno de uma borda livre ser respeitada, a soma das forgas
reativas de cisalhamento devido ao esforgo cortante € ao momento torsor da placa deve ser
nula. A segunda condi¢do de contorno para uma borda livre é que, assim como para o caso de

um apoio simples, 0 momento M,y deve ser nulo ao longo da borda x=a, resultando:

3 3 2 2
AL % SCALE ALY
ox oxoy” ) _ ox ) .
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3.4 TEORIA DAS CHARNEIRAS PLASTICAS

A finalidade da Teoria das Charneiras Plasticas ¢ a determinacdo dos momentos de
plastificacdo que se devem atribuir a laje em estudo para que sua ruina nao se dé€ sob a agdo de
cargas inferiores as impostas pelo projetista, ja multiplicadas pelos respectivos coeficientes de

seguranca (LANGENDONCK, 1970).

Admitindo-se que a ruptura em um soélido tensionado ocorra quando uma certa fungao das
tensdes aproximar-se de um valor limite, deduz-se que a ruptura devera iniciar-se em pontos
isolados do sdlido. No caso dos materiais plésticos, que carecem de capacidade de absorver
tensdes acima de um certo limite, a plastificagdo propaga-se as regides vizinhas tdo logo esta

carga externa seja aumentada (JOHANSEN, 1962).

No regime de ruptura, o aco entra em escoamento ao longo de linhas de ruptura denominadas
charneiras plasticas, enquanto as partes intermedidrias da placa, compreendidas entre estas
linhas, mantém-se ainda no regime elastico. Pode-se entdo desprezar as desformacgdes das
partes em fase eldstica, em presenga as deformacgdes plasticas das linhas de ruptura. Nestas
condigdes, a configuracao da superficie média da placa rompida sera poliédrica e as linhas de
ruptura serdo retas. As unicas deformagdes existentes serdo, portanto, rotagdes relativas de
partes adjacentes a uma linha de ruptura em torno desta. As partes ndo rompidas executam
giros em torno de certos eixos, cuja posi¢do depende das condigdes de apoio da placa
(JOHANSEN, 1962). A figura 8 apresenta a configuracao das charneiras plasticas em uma

placa retangular com bordas simplesmente apoiadas sob a acdo de um carregamento uniforme.

Figura 8: configuragdo das charneiras plasticas
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As lajes de concreto armado, quando submetidas a flexdo, podem atingir a ruina de duas
maneiras: por ruptura do concreto a compressdao ou por escoamento da armadura de flexdo.
No primeiro caso, as lajes sdo chamadas super-armadas. Tais pegas devem ser evitadas pois,
além da sua caracteristica anti-economica, ha a possibilidade da ruina ocorrer sem que sejam
visiveis os sintomas da sua iminéncia. No segundo caso, as lajes s3o chamadas sub-armadas.
Nestas, a presenca de fissuragdo excessiva do concreto e as grandes deflexdes sdo indicativos
visiveis da possibilidade de ruina (PINHEIRO, 1983 apud MULLER, 2000). A Teoria das

Charneiras Plésticas aplica-se apenas as lajes de concreto armado ditas sub-armadas.

Sabe-se que as pegas de concreto sub-armadas submetidas a esforcos de flexdo simples
apresentam deformacdes angulares que obedecem a lei semelhante a apresentada na figura 9a.
O diagrama que a representa tem dois trechos iniciais praticamente retilineos correspondentes
as deformacgdes no estadio I e no estadio II, e um terceiro trecho quase paralelo ao eixo das
deformagdes, que vai do inicio do escoamento da armadura de tragdo até a ruptura por
compressdao do concreto, com consequente ruina da pega. O momento fletor M,
correspondente ao inicio deste trecho ¢ o que se considera como momento de plastificagao,
admitindo-se que ele se mantenha constante durante a deformagao plastica da pega. Por serem
pequenas as deformacdes elasticas em face as plasticas, estas sdo desprezadas. Desta forma, o
diagrama ideal a ser usado nesta teoria ¢ o de material rigido-plastico, como apresentado na

figura 9b (LANGENDONCK, 1970).

Mp

3 2
curvatura curvatura

Figura 9: diagrama real e diagrama rigido-plastico
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Nas aplicagdes da Teoria das Charneiras Pléasticas sdo consideradas apenas as chamadas
cargas proporcionais. Elas sdo as que se mantém proporcionais entre si, variando de zero até
os seus valores maximos. Admite-se sempre como satisfatoria a capacidade de rotacao das
charneiras plasticas até o colapso final da laje. Além disso, para a determinagdo da carga de
ruina ao longo das charneiras, sdo considerados apenas os momentos fletores de plastificacao,

desprezando-se qualquer eventual influéncia de for¢as normais e cortantes (FUSCO, 1995).

O célculo da carga ultima da laje correspondente a determinados momentos de plastificagdo €
feito pela aplicagao do Principio dos Trabalhos Virtuais, imaginando que as rotagdes estejam
concentradas nas charneiras plésticas. Das diferentes possiveis configuragdes de equilibrio

plastico, a que fornecer o valor minimo da carga ¢ a solu¢do verdadeira (FUSCO, 1995).
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4 SOLUCOES DE PLACAS

A andlise de placas pode ser feita de diversas formas, cada uma com suas limitagdes em
termos de resultado, velocidade de resolucao e facilidade na interpretacao dos dados obtidos.
Nos casos de configuracdo em que se dispde de varias possibilidades de andlise, cabe ao

projetista escolher a forma que ele domine e lhe agrade mais trabalhar.

O problema descrito pela equacdo bi-harmdnica nao homogénea de Lagrange apresenta
poucas solucdes, se restringindo somente a casos simples de geometria da placa e seu
carregamento. Alguns exemplos em que se pode obter estas solugdes sdo placas circulares e
retangulares simplesmente apoiadas ao longo de suas bordas, com carregamento
uniformemente distribuido (HENNRICHS, 2003). Porém, com a utilizacdo de técnicas
numéricas de solugdo de sistemas de equagdes diferenciais, pode-se ampliar os casos de
andlise e estudar placas com geometria, carregamento e vinculagdes mais complexas
(OLIVEIRA NETO, 1998). Apesar das vantagens apresentadas pelos métodos numéricos, €
preciso saber as limitagdes dos mesmos para que seja possivel emprega-los de forma segura e
responsavel. Isto implica no perfeito conhecimento da formulacdo empregada e das

simplificagdes existentes (MASUERO; GONZALEZ, 2001).

Atualmente dispdem-se de trés métodos numéricos. Dois sdo denominados métodos de
dominio, o Método das Diferencas Finitas (MDF) e o Método dos Elementos Finitos (MEF),
0s quais associam pontos no dominio € no contorno do problema em suas formulagdes. O
mais recente, Método dos Elementos de Contorno (MEC), ¢ formulado com equacionamento
integral ao longo do contorno do problema, em contraposi¢do aos anteriores (OLIVEIRA

NETO, 1998).

Além disso, costuma-se realizar a andlise de placas através de analogias com sistemas de
barras dispostas em uma ou duas dire¢des no plano da placa. Este ¢ chamado de Analogia de
Grelha. Hennrichs afirma que, embora o MDF facilite o célculo das placas, outros métodos,
como o MEF e a Analogia de Grelha, costumam ser mais utilizados na formulacao de

programas de analise e projeto estrutural.
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4.1 SOLUCAO ANALITICA

Em muitos problemas fisicos importantes, existem duas ou mais varidveis independentes, de
modo que o modelo matematico correspondente envolve equacdes diferenciais parciais, em
vez de ordindrias. Além disso, as aplicagdes fisicas levam, muitas vezes, a um outro tipo de
problema, no qual o valor de uma variavel dependente y ou de sua derivada ¢ especificado em
pontos diferentes. Tais condigdes sao chamadas condi¢gdes de contorno (BOYCE; DIPRIMA,
2002).

Um método importante para se resolver equagdes diferenciais parciais ¢ o método de
separacdo de variaveis. Sua caracteristica essencial ¢ a substitui¢do da equagdo diferencial
parcial por um conjunto de equagdes diferenciais ordinarias, que devem ser resolvidas sujeitas

a condigdes iniciais ou de contorno (BOYCE; DIPRIMA, 2002).

A solucdo desejada da equacgdo diferencial parcial é expressa, entdo, como uma soma, uma
série infinita, em geral, formada por solu¢des das equagdes diferenciais ordinarias. Em muitos
casos, lida-se com séries em senos e/ou co-senos. Essas séries trigonométricas sdo chamadas
séries de Fourier. As séries de Fourier sao andlogas as séries de Taylor, uma vez que ambos os
tipos de séries fornecem um modo de se expressar fungdes bastante complicadas em termos

de certas fungdes elementares familiares (BOYCE; DIPRIMA, 2002).

Para determinados tipos de configuracao de placas, em termos de forma, carregamento e
condi¢des de contorno, existem solucdes por séries que descrevem o comportamento da
mesma, seus esfor¢os e deslocamentos. Quando ¢ possivel esta forma de abordagem, diz-se

que o problema tem solucdo fechada, ou seja, existe solugdo analitica.

Esta abordagem analitica do problema de placas finas ¢ apresentada no apéndice A para uma
laje retangular com duas bordas opostas simplesmente apoiadas, a terceira borda engastada e a
quarta livre, com um carregamento uniformemente distribuido transversal ao plano da placa.
A solugdo da equagdo diferencial, frente as suas condi¢des de contorno para este problema, ¢

obtida através de séries desenvolvidas por Timoshenko e Woinowsky (1959).

No entanto, para muitos tipos de problemas, como o balango em forma de L, ndo existem

solugdes fechadas e a andlise deve ser realizada através de outros métodos.
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4.2 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

4.2.1 Descri¢ao do método

Em muitas areas da Engenharia, a solugdo de tensdes e deformacdes no dominio da
elasticidade ¢ necessaria. Os diferentes casos podem variar de problemas planos de tensdes ou
deformacdes, solidos axissimétricos, flexdo de uma placa ou uma casca, solidos

tridimensionais (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 1989).

A modelagem destes sistemas fisicos frequentemente resulta em equacdes diferenciais
parciais que ndo podem ser resolvidas analiticamente ou sdo desprovidas de uma solucao
exata devido a complexidade das condigdes de contorno ou do dominio do problema. Nestes
casos, um método numérico deve ser usado para resolver o problema. O Método dos
Elementos Finitos costuma ser julgado o método mais adequado pela facilidade de introdugao

das condig¢des de contorno (FARIA, 2006).

Apesar de muitas técnicas utilizadas no Método dos Elementos Finitos serem conhecidas a
bastante tempo, ¢ referido por varios autores que a publicagdo mais antiga sobre este método
data de 1960 e tem como autor Ray Clough (AZEVEDO, 2003). Portanto, este método ¢
relativamente recente quando comparado a outros métodos de analise estrutural. O Método
dos Elementos Finitos surgiu como uma nova possibilidade para resolver problemas da Teoria
da Elasticidade, superando as dificuldades e problemas inerentes aos métodos de Rayleigh-

Ritz, Galerkin, Diferengas Finitas, Residuos Ponderados e outros (ASSAN, 1999).

Este consiste ndo apenas em transformar o continuo em uma associacdo de elementos
discretos e escrever as equagdes de compatibilidade e equilibrio entre eles, mas admitir
fungdes continuas que representam, por exemplo, o campo de deslocamentos no dominio de
um elemento e, a partir dai, obter o estado de deformagdes correspondente que, associado as
relagdes constitutivas do material, permitem definir o estado de tensdes em todo o elemento.
A essa divisdo do dominio dd-se o nome de malha de elementos finitos. A malha desse
reticulado pode ser aumentada ou diminuida variando o tamanho dos elementos. Os pontos de
intersec¢do das linhas sdo chamados nés (ASSAN, 1999). A figura 10 ilustra uma malha de

elementos finitos em uma placa retangular.
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Figura 10: malha de elementos finitos interligados em seus nos

Ao invés de buscar uma fun¢do admissivel que satisfaca as condigdes de contorno para todo o
dominio, no Método dos Elementos Finitos as fun¢des admissiveis sdo definidas no dominio
de cada elemento. Assim, para cada elemento ¢ montado um Funcional, que somado aos dos
demais elementos, formam o Funcional para todo o dominio do problema (ASSAN, 1999). A
Formulacdo Variacional consiste na localizacdo de um conjunto de valores, as Varidveis de
Estado, de sorte que para esse conjunto de valores um dado Funcional ¢ minimo, ou de forma
mais geral, estacionario. O Funcional ¢ uma fun¢ao integral, que ¢ uma funcdo de fungdes
desconhecidas. No ambito da analise estrutural linear, as Variaveis de Estado sdo os
deslocamentos, ¢ o Funcional ¢ a Energia Potencial Total da Estrutura, que ¢ dada pela
diferenca entre a Energia de Deformagao e o Potencial das Cargas Aplicadas. O Potencial das
Cargas Aplicadas ¢ calculado pelo Trabalho das Forgas Aplicadas, considerando-as constantes
durante o deslocamento da estrutura, desde a condi¢do inicial até a condi¢do final de

equilibrio (ALVES FILHO, 2000).

Através da compatibilidade de equilibrio entre os nds dos elementos, a Formulagdo
Variacional permitira localizar o conjunto dos deslocamentos nodais, de sorte que para este
conjunto de valores a estrutura encontra-se em equilibrio. Assim, a partir do conhecimento
dos deslocamentos dos nds, pode-se calcular o comportamento interno de cada elemento e da

estrutura como um todo (ALVES FILHO, 2000).

O uso consciente de programas de analise e projeto estrutural tem possibilitado a obtengao de
solucdes extremamente criativas, inovadoras e otimizadas, que dificilmente poderiam ser
concretizadas de outra forma (MASUERO; GONZALEZ, 2001). Nas ultimas décadas, o

desenvolvimento dos modernos computadores tornou o Método dos Elementos Finitos uma

Analise de lajes em balanco em forma de L



37

das ferramentas de andlise mais importantes na Engenharia, o qual tem sido utilizado com
sucesso em muitas aplicagdes, tais como transférencia de calor, mecanica dos fluidos,

eletromagnetismo, acustica e mecanica da fratura (FARIA, 2006).

4.2.2 Elemento SHELL 63

As condicdes de convergéncia e a precisdo do Método dos Elementos Finitos dependem nao
apenas da formulagdo, mas também da escolha da malha e do tipo de elemento utilizado na
discretizagdao do problema. Nao basta apenas utilizar programas bem desenvolvidos, com bons
algoritmos numéricos. E necessario também que a modelagem do problema seja adequada.
Estas afirmagdes sdo validas também para outros métodos de solucdo de problemas, como a

Analogia de Grelha (HENNRICHS, 2003).

O elemento escolhido para a anélise deve representar bem a estrutura e simular de forma fiel
suas tensdes e deformagdes. Os elementos que serdo utilizados neste trabalho sdo os mesmos
utilizados por Rosa (2008) para a andlise de lajes quadradas e retangulares simplesmente
apoiadas nas quatro bordas através de modelos de placa e de barra no software ANSYS, ja

que estes trouxeram resultados satisfatorios em sua pesquisa.

Para a solugdo com modelo de placa, sera utilizado o elemento SHELL 63. Este ¢ um
elemento de casca, uma combinac¢do de uma placa de Kirchoff com um elemento de Estado
Plano de Tensodes. Pode absorver esforcos de flexdo (Kirchoff) e de membrana (EPT)
(NELSON; WANG, 2009). E definido por quatro nos, cada um com uma possibilidade de
espessura diferente, e seis graus de liberdade: trés rotacdes e trés translagdes, segundo as
dire¢des X, y e z. Sua geometria, nds e sistema de coordenadas estdo representadas na figura
11 (ANSYS, 2000 apud ROSA, 2008). Neste trabalho, a rigidez de membrana do elemento

nao sera considerada, comportando-se assim, como uma placa de Kirchoff.

Por padrao, a orientagdo dos eixos locais deste elemento ¢ definida da seguinte forma: o eixo
x local do elemento ¢ paralelo ao seu lado I-J. O eixo z ortogonal a superficie do elemento,
sendo seu sentido determinado pela regra da mao direita em torno do elemento de no I para J,
para K. Este sistema de eixos locais do elemento pode ser rotacionado por um angulo &

(ANSYS INCORPORATION, 2007).
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Os numeros circulados na figura 11 definem a face em que o carregamento serd aplicado.
Pressdes positivas atuam diretamente no elemento: as pressdes nas bordas sdo aplicadas como
uma forga por unidade de comprimento e o carregamento lateral pode ser uma carga
equivalente do elemento considerado aplicada nos ndés ou distribuida sobre a face deste

elemento (ANSY'S, 2000 apud ROSA, 2008).

K.L

J
X @ . Triangular Option

Figura 11: elemento SHELL 63 (ANSYS, 2000 apud ROSA, 2008)

Os dados de saida do elemento sdo fornecidos de acordo com seus eixos locais. A figura 12
apresenta suas tensoes normais e tangenciais, momentos fletores e torsores. A convencao de
momento ¢ dada da seguinte forma: o momento My ¢ 0 momento que causa tensdes na dire¢ao
do eixo x local do elemento (ANSYS INCORPORATION, 2007). E importante chamar a

atencao desta convengdo para que nao haja erros de interpretagdo na leitura dos resultados.
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SX(TOP)
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SX {BOT}

e
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Figura 12: dados de saida do elemento SHELL 63
(ANSYS INCORPORATION, 2007)

4.3 ANALOGIA DE GRELHA

4.3.1 Descri¢ao do método

A Analogia de Grelha para placas ¢ um método muito utilizado por engenheiros, ndo apenas
para problemas onde ndo ha solucao fechada, mas para todos os tipos de problemas onde o
seu uso ¢ possivel, ja que ¢ um procedimento rapido quando comparado a outros métodos, e
os resultados s3o mais simples de compreender pelo usuério devido a divisdo da laje em vigas
(HAMBLY, 1976 apud ALTO QI, 2009a). Representando a laje através de faixas, o
lancamento das armaduras torna-se muito mais facil para o projetista estrutural. Além disso,

este método tem apresentado resultados satisfatorios em se tratando de edificagdes de muitos

pavimentos (STRAMANDINOLLI, 2003).

Este método consiste em simular uma placa através de elementos de barras formando uma
grelha. Este procedimento ¢ utilizado desde os primérdios da Engenharia Estrutural, tendo
sido utilizado por muitos pesquisadores como Euler, em 1766, para a solu¢do de problemas de

membranas elésticas, e Hrennikoff, em 1941, para a andlise de placas (ALTO QI, 2009a).
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Para a andlise de uma placa através da Analogia de Grelha, deve-se discretiza-la em uma série
de faixas com determinada largura. Estas faixas devem ser representadas em seus eixos por

elementos de barras com comprimento e se¢do transversal iguais aos da faixa (ALTO QlI,
2009a).

Figura 13: barras representando faixas de uma placa em uma diregdo (ROSA, 2008)

A estrutura formada pelo conjunto de barras, interconectadas em seus nds ou pontos nodais,
pode ser resolvida através dos métodos classicos de andlise estrutural como o método das
forcas ou dos deslocamentos (ALTO QI, 2009a). As propriedades das barras, como as
rigidezes a flexdo e a tor¢ao devem ser determinadas de forma que, quando a estrutura for
analisada através da Analogia de Grelha, os resultados obtidos sejam satisfatorios ao serem

comparados com resultados obtidos através do modelo de placa para o mesmo problema.

A rigidez da placa, como apresentada na equagdo 16, depende do coeficiente de Poisson v, o
que nao acontece para a rigidez a flexdo de barras, como se observa na equagdao 17
(HAMBLY, 1976 apud STRAMANDINOLI, 2003). Portanto, segundo estas expressdes, a
priori, a placa ¢ mais rigida do que a barra (ROSA, 2008).

D= bh? (equagdo 17)
12

Ao substituir uma placa por uma série de barras ortogonais que se cruzam, os resultados
obtidos podem diferir-se consideravelmente da distribuicao verdadeira devido a influéncia da

rigidez a tor¢ao utilizada para as barras (PARK; GAMBLE, 1980 apud ALTO QI, 2009a).
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Para pecas retangulares submetidas a tor¢ao, como as barras que representam as faixas da
placa, o fenomeno de empenamento, no qual se¢des transversais originalmente planas deixam
de ser planas, ¢ significativo. E aconselhado entdo, como propriedade da segdo transversal,
uma substituicdo do momento de inércia polar por um momento de inércia torcional, o qual
ndo ¢ um momento de inércia segundo a geometria das massas, mas uma relacdo entre as

dimensdes da secdo (MASUERO; CREUS, 1997). Seu dimensionamento ¢ apresentado na

equacao 18:
ab? (equagdo 18)
Jp=—
Onde:
J, ¢ o momento de inércia torcional,
a=3+ 18 n=2
n b

Sendo a e b as dimensdes da se¢do retangular, a deve ser maior que b para qualquer elemento,
ou seja, quando a largura da faixa for menor que a altura, a largura passa a ser b na equagao
18. Isto devido ao fato de as tensdes maximas dadas por um esfor¢o de tor¢do em uma se¢ao
retangular ocorrerem nos pontos médios dos lados maiores (MASUERO; CREUS, 1997),
pontos P e P’ na figura 14.

L

ar2

a

Figura 14: secdo retangular e seus pontos de tensdo maxima devido a um esforgo de
torcdo (MASUERO; CREUS, 1997)
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Outros autores sugerem diferentes calibragdes para as barras. Para Montoya (1973 apud
ALTO QI, 2009b), ao modelar uma placa como uma estrutura de grelha, substituindo-a por
vigas nas suas duas diregdes principais, deve-se adotar para cada barra um momento de
inércia a flexdo como descrito na equacao 19 e uma inércia a tor¢do correspondente ao dobro

do valor obtido para a inércia a flexdo da viga.

_bh? (equagdo 19)
12

1

4.3.2 Elemento BEAM 4

Para o modelo de barra, sera utilizado o elemento BEAM 4, apresentado na figura 15. Este
corresponde a uma viga de Bernoulli, que assim como a placa de Kirchoff, ndo considera as
tensdes tangenciais devidas ao esfor¢o cortante (NELSON; WANG, 2009). Trata-se de um
elemento uniaxial que pode ser representado através de dois ou trés nds, com capacidade de
absorver esforcos de tracdo, compressao, flexao e tor¢do. Seus ndés possuem os mesmos graus
de liberdade que o elemento de placa SHELL 63. Devem ser definidas sua espessura, area da
se¢do transversal, inércias a flexdo I,y e I, inércia a tor¢do I, € dngulo de orientagdo 0. Seu
eixo ¢ orientado do nd i para o nd j (ANSYS, 2000 apud ROSA, 2008). Como pode-se
observar na figura 15, o eixo x local do elemento ¢ sempre o seu eixo longitudinal, nao
importando a sua orientagdio em relacdo ao eixo global do sistema (ANSYS

INCORPORATION, 2007).
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. K (optional)

(it node ¥ is omitted and S = 0°,
the element y avis is parallel to
the global X-Y plane )

i
/’ffi =

A

@

T T4 T

A ¥
r‘?. ﬂ
Tl
Ld Il

®76 48

x 1
T2.T6 ig_ 'r|-:_y'_...| 13,77

Figura 15: elemento de barra BEAM 4 (ANSYS, 2000 apud ROSA, 2008)
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5 ANALISE DO PROBLEMA PROPOSTO

O problema de uma placa em balango em forma de L pode aparecer nas mais diversas areas
da Engenharia. Na Engenharia Civil, por exemplo, encontra-se frequentemente em edificacdes
residenciais, sacadas em balanco em forma de L. Desta forma, a auséncia de um pilar na ponta
do balango proporciona uma vista mais clara do exterior através das janelas, e por isso € uma

configuragdo muito apreciada pelos arquitetos. Esta situagdo ¢ ilustrada na figura 16.

Nao havendo solu¢do fechada para o problema de uma placa com um balango em forma de L,
cabe ao engenheiro projetista a escolha do método a ser utilizado na andlise deste problema,

de forma que se obtenha resultados satisfatorios de tensdes e deformagdes da estrutura.
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Figura 16: ilustragdo de um prédio com sacadas em balango em L
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5.1 DESCRICAO DO CASO ESTUDADO

O problema de placa utilizado neste trabalho, suas dimensdes e vinculagdes estdao ilustrados

na figura 17 e tem a seguinte configuragdo de propriedades e carregamento:
a) carga superficial q, perpendicular ao plano médio da placa, uniformemente
distribuida de 7000 N/m?;
b) modulo de elasticidade E = 28x10° Pa;
¢) coeficiente de Poisson = 0,3;

d) espessura t =0,10 m.
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Figura 17: problema proposto no trabalho

Pode-se classificar a placa a partir da figura 18. Verifica-se que a razdo entre o raio dos
circulos inscritos no seu plano médio e sua espessura ¢ 10. Portanto, trata-se de uma placa
fina e a Teoria de Kirchoff a principio ¢ valida e apresenta bons resultados, desde que a flecha

maxima da estrutura ndo ultrapasse 5 cm (metade da espessura da placa).

André Reinert Briich. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2009



46
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Figura 18: circulos inscritos no plano da placa

5.2 SOLUCAO ANALITICA

Nao havendo solucdo analitica para um problema com a complexidade da laje em balanco em
forma de L, pensou-se em desmembrar o problema em outros menores € mais simples, para,
apds a sua solugdo, reagrupar os resultados obtidos de forma que se tenha uma solucao
satisfatoria para todo o problema em questdo. Esta simplificacdo de andlise na qual uma laje
de formato irregular ¢ separada em lajes retangulares componentes, algumas se engastando
em outras, ¢ bastante utilizada em projeto, em especial em escadas, visto permitir o emprego
de solucdes analiticas para lajes retangulares, as quais sdo facilmente encontradas para as

mais variadas situagdes de vinculagdo e carregamento (MASUERO; GONZALEZ, 2001).

Neste caso, pensou-se em desmembrar o problema como esta representado na figura 19.
Assim, poderia se resolver a laje 1, com uma configuragdo mais simples de geometria, € entao
partir para a solucdo das lajes 2 e 3, aplicando em suas bordas livres, aonde o
desmembramento ocorreu, as reagdes de forca e momento que foram obtidas nos engastes da

laje 1, com o sinal contrario, garantindo entdo, a continuidade de esforcos entre as trés lajes.
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Figura 19: desmembramento da laje em L

No entanto, foi verificado que para o problema de uma laje com duas bordas ajdacentes
engastadas, e as outras duas livres, como mostra a figura 20, a solugdo também nao € possivel.
A tentativa de solu¢do através de séries de Fourier utilizando as condi¢cdes de contorno

descritas por Timoshenko e Woinowsky (1959), ¢ apresentada a seguir:

3 W O . Wl W i, W W W e P

e W e W W P W,

-
£

a

Figura 20: laje com duas bordas adjacentes engastadas e as outras duas livres
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Como ja foi apresentado no final do item 3.3, as duas condi¢des de contorno necessarias para

uma borda engastada sdo as seguintes:

(W), =0 [@j o

ax x=0

A solugdo deste problema para o deslocamento w através de séries de Fourier pode ser dada

pelas seguintes combinagdes trigonométricas:

~ mm m
Z Ksen 2 sen 2 (equagdo 20.a)
13,5,. a b

m=

mny

Z Ksen 2% cos 2 (equacao 20.b)
m=1,3,5,. a b
- m
z K cos % gen 1Y (equacao 20.c)
m=1,3,5,.. a b
- m
z K cos 2 cos 2 (equacdo 20.d)
m=1,3,5,. a b

Aplicando a primeira condi¢ao de contorno em que, ao longo do eixo y (x=0), o deslocamento
deve ser nulo, as equacdes 20.c e 20.d sdo descartadas. Derivando as equagdes 20.a ¢ 20.b em

relagdo a X, para a aplicacdo da segunda condi¢@o de contorno obtém-se:
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(equacao 21.a)

(equacgdo 21.b)

Analisando as equagdes 21.a e 21.b observa-se que nenhuma das duas satisfazem a segunda
condi¢do de contorno para uma borda engastada. Portanto, verificou-se que ndo ha solu¢ao no
dominio eléstico para este problema através de séries de Fourier. No entanto, a idéia de
desmembramento do problema ¢ valida. Se o projetista dispor de um software que limita-se
apenas a resolver lajes retangulares, ou seja, incapaz de resolver a laje em L de uma s6 vez,
este processo ¢ uma forma possivel e eficiente de solugdo do problema, desde que

devidamente empregado. Esta abordagem ¢ apresentada no item 5.6.

5.3 SOLUCAO PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

A identificagdo dos pontos e das bordas que serdo analisados neste trabalho est4 representada
na figura 21. Como o problema proposto apresenta um eixo de simetria, a andlise sera
realizada apenas sobre os pontos 1, 5 € 6, e sobre as bordas 5 e 6, tanto para o Método dos

Elementos Finitos quanto para a Analogia de Grelha.

Para a solugdo do problema através do MEF, foram utilizadas quatro malhas diferentes: 50x50
cm, 25x25 cm, 12,5x12,5 cm e 6,25x6,25 cm. A figura 22.a apresenta a estrutura definida pela
malha mais grosseira, composta de elementos de 50x50 cm e a figura 22.b mostra sua malha

mais refinada, formada por elementos de 6,25x6,25 cm.
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Figura 21: identificagdo de elementos da placa

Figura 22: modelo com elementos de 50x50 cm e de 6,25x6,25 cm

BORDA 2

50

Analise de lajes em balango em forma de L



51

O Me¢étodo dos Elementos Finitos baseado em deslocamentos garante a continuidade dos
deslocamentos nos n6s da malha, mas ndo ha garantia da continuidade das tensdes, o que pode
resultar numa distribuicdo de tensdes nao uniforme de acordo com a qualidade da malha.
Portanto, a analise de erro de malha sempre se faz necessaria. O MEF apresenta problemas em
casos de cargas concentradas, em vinculagdes pontuais e em descontinuidades geométricas.
Como o problema proposto apresenta descontinuidade geométrica algumas vezes ao longo de
seu contorno, ha chances de se obter erros significativos nestes pontos. A figura 23 demonstra
a localidade onde os erros de calculo ocorreram nas analises menos e mais refinadas (figuras

23a e 23b, respectivamente).

Figura 23: estimativa de erro na malha menos e mais refinada

Observa-se que foram encontrados erros significativos nos elementos conectados no ponto 4
da placa, ponto de encontro das bordas 4 e 5 da laje. Para a avaliagdo das tensdes obtidas
neste ponto, realizou-se mais um modelo, formado com elementos de 3,125x3,125 cm. As

tensdes neste ponto da placa podem ser obtidas através da equagao 22:

(equacao 22)
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O quadro 1 apresenta os valores obtidos para os momentos e tensdes do elemento cujo vértice
superior esquerdo estd conectado ao ponto 4 da placa. Observa-se que o erro relativo
permaneceu muito alto ao longo do refinamento da malha. O grafico da figura 24 apresenta
como este momento aumenta conforme sdo utilizados elementos menores no modelo. Nota-se
que conforme a malha vai sendo refinada, as tensdes neste ponto da placa crescem
exponencialmente. Outra forma eficiente de analisar a distribui¢cdo de valores obtida ¢ através
do coeficiente de variagao da amostra. Este permite avaliar o peso do desvio padrao sobre a
distribuicao de resultados obtida. O quadro 2 apresenta os valores obtidos para a média,
desvio padrao e coeficiente de variacdo destes resultados. Com base neste conjunto de
informagdes, nas analises comparativas apresentadas ao longo deste trabalho, os valores
obtidos neste ponto foram descartados, tanto para a solugdo através do MEF quanto da
Analogia de Grelha, pois estes apresentam erros significativos, ndo condizendo com a

realidade do problema.

Malha Mx=My Tenséao erro relativo
(cm) (Nm/m) (Mpa) (%)
50x50 17408 10,44 34,27%
25x25 26485 15,89 30,25%
12,5x12,5 37971 22,78 28,36%
6,25x6,25 53005 31,80 27,56%
3,125x3,125 73167 43,90 -

Quadro 1: momentos e tensdes obtidos no ponto 4 da placa

100000
| —e—serie 90000
ﬁl» 80000
» 70000
6,25| 60000
Py 50000
- 40000
" 30000
20000
10000

T T T T T T T T T 0
50 45 40 35 30 25 20 15 10 5 0

Tamanho do elemento (cm)

Mx=My (Nm/m)

Figura 24: variagdo dos momentos do ponto 4 com o tamanho dos elementos
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. Desvio Coeficiente de
Média . .
Padrao Variagao
41607,20 22098,84 53,11%

Quadro 2: média, desvio padrio e coeficiente de variagdo dos momentos obtidos no

A figura 25 apresenta os deslocamentos obtidos para a malha mais refinada, com elementos
de 6,25x6,25 cm. Nota-se que o ponto 1 ¢ onde ocorre o maior deslocamento. Observa-se que

o valor obtido para o deslocamento maximo da placa ¢ inferior a 5 c¢cm, portanto ela se

ponto 4

53

encontra dentro do dominio para o qual a Teoria de Kirchoff fornece bons resultados. Nota-se

também, a simetria dos deslocamentos obtidos segundo o eixo representado na figura 21. O

Quadro 3 apresenta os deslocamentos do ponto 1 para as quatro malhas utilizadas. Observa-

se, segundo os valores obtidos e seus erros relativos, a rapida convergéncia dos deslocamentos

para este problema, o que demonstra que mesmo a malha mais grosseira nao ¢ ruim.

-.015302 -.011202

—-.013e02 -.010z201

Figura 25: deslocamentos obtidos na malha mais refinada

-.008501

-.005101
-.006801

—-.0o17
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Malha PONTO 1 erro relativo
(cm) (cm) (%)
50x50 1,51 0,00%
25x25 1,51 0,66%
12,5x12,5 1,52 0,65%
6,25x6,25 1,53 -

Quadro 3: deslocamentos no ponto 1

Nas figuras 26a e 26b estdo representadas as distribuicdes dos momentos My e M,
respectivamente, para a placa modelada com elementos de 25x25 cm. A figura 27 apresenta
seus momentos torsores My,. Observa-se que as figuras 26a e 26b sdo rebatidas em relagdo ao
eixo de simetria do problema e que a distribui¢do dos momentos torsores também € simétrica,

como €ra esperado .

Para a andlise da convergéncia dos momentos, € para a posterior compara¢ao com a Analogia
de Grelha, foi feita uma média aritmética simples dos momentos My ao longo da linha 5 e dos
momentos My ao longo da linha 6. Foi verificado também o momento por metro nos pontos 5
e 6, que representam os pontos médios das linhas 5 e 6, respectivamente. Os quadros 4 e 5
ilustram estes valores. Observa-se que os momentos obtidos nos pontos médios 5 e 6 sdo
muito proximos das médias obtidas ao longo das suas bordas. Este estudo de andlise e
convergéncia dos momentos fletores foi realizado ao longo das bordas engastadas pois sdo
estes os momentos utilizados para projetar as armaduras superiores necessarias para o
dimensionamento das lajes de concreto armado em balancgo, ja que ¢ na borda engastada onde

se obtém o maior momento negativo.

Malha BORDA 5 erro relativo BORDA 6 erro relativo
(cm) (Nm/m) (%) (Nm/m) (%)
50x50 -6854,66 14,23% -3165,11 17,59%
25x25 -7992,33 7,37% -3840,70 9,70%
12,5x12,5 -8628,09 3,63% -4253,10 5,01%
6,25x6,25 -8953,06 - -4477 57 -

Quadro 4: momentos fletores ao longo das bordas 5 e 6 (modelo de placa)

Malha PONTO 5 erro relativo PONTO 6 erro relativo
(cm) (Nm/m) (%) (Nm/m) (%)
50x50 -6290,10 14,62% -2985,30 16,39%
25x25 -7367,33 7,54% -3570,68 8,68%
12,5x12,5 -7968,29 3,83% -3910,23 4,37%
6,25x6,25 -8285,21 - -4088,84 -

Quadro 5: momentos fletores nos pontos 5 e 6 (modelo de placa)

Andlise de lajes em balango em forma de L
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Nota-se que os resultados para a malha de 6,25x6,25 cm correspondem a resultados em
momento com erro inferior a 5%, o que ja ¢ adequado para fins praticos. O quadro 6 apresenta

o resumo dos resultados obtidos para a malha mais refinada. Estes dados serdo utilizados

como referéncia para a analise dos resultados obtidos através da Analogia de Grelha.

Malha PONTO 1 BORDA 5 PONTO 5 BORDA 6 PONTO 6
(cm) (cm) (Nm/m) (Nm/m) (Nm/m) (Nm/m)
6,25x6,25 1,53 -8953,06 -8285,21 -4477,57 -4088,84

Quadro 6: resumo dos resultados obtidos para a malha mais refinada

L — 2
- 630334 40Es BLEG L3464
7 EELT 1111% L=13

Z0511

Figura 26: momentos M, e M, da placa com elementos de 25 cm

4

Figura 27: momentos My, da placa com elementos de 25 cm
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5.4 SOLUCAO PELA ANALOGIA DE GRELHA

Sabe-se que nos escritdrios de céalculo estrutural ¢ usual utilizar barras de 50 e 25 cm de
largura para representar a placa. Na solu¢do do problema através da Analogia de Grelha, além
destas duas dimensodes, foi utilizado também um modelo com barras de 12,5 cm de largura

para fins comparativos. A figura 28 apresenta o modelo com barras de 50 cm.

Figura 28: modelo com barras de 50 cm de largura

Na Analogia de Grelha, como o continuo passa a ser representado por barras que se cruzam,
sabe-se que a calibragio da inércia a torgdo destas barras merece um cuidado especial. E usual
entdo, para a obtengao dos momentos fletores maximos, os quais serao utilizados para o
dimensionamento da laje, utilizar valores muito pequenos para a inércia a tor¢ao destas barras,
de forma que os momentos fletores dos elementos em uma direcdo ndo sejam absorvidos
pelos esfor¢os de tor¢ao dos elementos perpendiculares a estes. Os quadros 7 e 8 apresentam
os valores obtidos com a calibraco Ixx = 1x102° m*, para os momentos fletores ao longo das
bordas 5 e 6 e dos pontos 5 e 6, respectivamente. A figura 29 apresenta o grafico de
momentos obtido para o modelo com barras de 50 cm. Observa-se que a distribui¢do destes
esforcos se da em relacdo aos eixos locais das barras. Por isso a disposicdo do gréafico difere-
se das apresentadas para os momentos My € M, através do modelo de placa, ja que as barras

estao dispostas nas duas dire¢des do plano xy e seus eixos locais sao ortogonais.

Analise de lajes em balanco em forma de L



57

@ — . I—
-23395 -1B0ES -12735 -T404 -2074

-20730 -15400 -10070 -4TE8 580.9248

Figura 29: distribuigdo de momentos fletores no modelo com barras de 50 cm

L Barra BORDA 5 BORDA 6
(cm) (Nm/m) (Nm/m)
50 -7558,26 -3911,97
25 -8589,95 -4013,04
12,5 -9167,62 -4046,81

Quadro 7: momentos fletores ao longo das bordas 5 e 6 (modelo de barras)

L Barra PONTO 5 PONTO 6
(cm) (Nm/m) (Nm/m)
50 -9031,00 -3950,40
25 -8684,90 -4002,46
12,5 -8761,18 -4025,90

Quadro 8: momentos fletores nos pontos 5 ¢ 6 (modelo de barras)

Nota-se que os momentos obtidos nos pontos 5 e 6 ficaram muito perto dos valores médios
obtidos para as bordas 5 e 6, como ja visto e esperado nos modelos de placa. Observa-se que
as médias dos momentos fletores ao longo das bordas foi aumentando conforme que a largura
das barras foi diminuida nos modelos. Observa-se também que estes valores ficaram proximos

dos obtidos através da andlise realizada pelo Método dos Elementos Finitos. Esta comparacao

sera apresentada no fim deste capitulo.
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Para a obten¢do dos momentos fletores maximos, como ja foi dito, utiliza-se uma rigidez a
tor¢ao das barras muito pequena. J& para a obtencdo dos deslocamentos através da Analogia
de Grelha, ¢ necessaria uma calibragdao diferenciada desta propriedade. Diferentes estudos
demonstram que essa calibragdo varia de acordo com a geometria e vinculagdo do problema,
ndo havendo uma referéncia fixa a qual utilizar. O quadro 9 apresenta os resultados obtidos
para o deslocamento méximo no ponto 1 para diferentes calibragdes da inércia a torcao das
barras da grelha para os trés diferentes modelos, utilizando como referéncia o deslocamento

obtido no modelo mais refinado de placa com elementos de 6,25x6,25 cm.

deslocamento maximo de referéncia w = 1,53 cm

L barras =50 cm L barras = 25 cm L barras =12,5cm

Ixx W max erro XX W max erro Ixx W max erro

(cm) (%) (cm) (%) (cm) (%)
1x10™° 2,84 85,62% 1x10™%° 2,74 79,08% 1x10™° 2,70 76,27%
1lyy 2,26 47, 71% 1lyy 2,20 43,79% 1lyy 2,18 42.22%
2lyy 1,93 26,14% 2lyy 1,88 22,88% 2lyy 1,86 21,57%
3lyy 1,71 11,76% 3lyy 1,66 8,50% 3lyy 1,64 7,32%
4lyy 1,54 0,65% 4lyy 1,50 1,96% 4lyy 1,48 3,27%
5lyy 1,41 7.,84% 5lyy 1,37 10,46% 5lyy 1,35 11,65%
Jt 1,61 5,23% Jt 1,62 5,88% Jt 1,70 11,11%

Quadro 9: deslocamentos obtidos para diferentes calibragdes das barras

Com a inércia a tor¢do igual a 1x10%°, os deslocamentos foram muito superiores aos obtidos
no modelo de placa. Isto reafirma que a calibragdo utilizada para a obtencdo dos esforcos das
barras ndo deve ser a mesma para a verificacdo dos deslocamentos. A calibra¢do sugerida por
Montoya (1973 apud ALTO QI, 2009b), utilizando a inércia a tor¢ao igual a duas vezes a
inércia a flexdo também nao trouxe resultados satisfatorios para este problema, com erros em
torno de 23%. Utilizando como calibracdo o momento de inércia torcional Jt, obteve-se um
erro em torno de 6% para os resultados obtidos. No entanto, a calibracdo que trouxe os
melhores resultados foi utilizando uma inércia a tor¢do para as barras quatro vezes maiores
que a sua inércia a flexdo. Nota-se que para esta calibragdo, os melhores resultados foram
obtidos no modelo com barras de 50 cm. A figura 30 ilustra os deslocamentos obtidos com
esta calibragdo no modelo de barras com 25 cm de largura. Observa-se que a distribuicdo dos
deslocamentos na figura assemelha-se muito a apresentada para o modelo de placa. A figura
31 apresenta as curvas para os deslocamentos obtidos conforme as diferentes calibragdes nos
trés modelos utilizados. Nota-se que quanto menor o valor utilizado como calibra¢do, menos

rigida ¢ a barra, e portanto, maiores sdo os deslocamentos obtidos.
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Figura 30: deslocamentos obtidos no modelo com barras de 25 cm

Deslocamento (cm)

—e—50cm
—B—25cm
12,5cm
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Calibragao (Ixx=n*lyy)

Figura 31: curva dos deslocamentos obtidos para diversas calibragdes das barras
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5.5 SOLUCAO CONSIDERANDO UM BALANCO UNIDIRECIONAL

Sabe-se que a principal dificuldade na anélise do problema do balanco em L € o canto onde as
lajes se encontram (laje 1 da figura 19). Outra possivel abordagem para a solucdo deste
problema ¢, ainda no dominio elastico, mas fazendo uma analogia as linhas de ruptura da
Teoria das Charneiras Plasticas, tratar o problema como um balanco unidirecional. Para isso,
ao estudar esta area, considera-se uma linha de ruptura como indicada na figura 32. Esta
configuragdo ¢ bastante intuitiva para este problema e pode-se confirmar este comportamento
da laje observando as figuras 25 e 30, que representam a deformada da placa obtida na

solugdo do problema pelo Método dos Elementos Finitos € Analogia de Grelha.

e W P W P

KA E LIS LLE LSS
=1

i e e e P e e e e e e e T

Pl BB ETETTPEE S

Figura 32: linha de ruptura r

Para determinar o momento que atua em torno do eixo representado pela linha de ruptura r,
multiplica-se a resultante da carga de superficie aplicada sobre o triangulo formado pelo brago
de alavanca d. Este brago de alavanca ¢ a distancia perpendicular a linha de ruptura tomada
entre ela e o centro geométrico do triangulo. A figura 33.a ilustra a geometria do problema

através desta configuragdo que considera um balanco unidirecional para o vértice da laje.

Andlise de lajes em balango em forma de L
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Figura 33: geometria do triangulo e momento distribuido ao longo da
linha de ruptura

Multiplicando a carga de 7000 N/m? pela area de 8 m? do triangulo, obtém-se uma carga
resultante de 56000 N. Multiplicando esta carga pelo brago de alavanca d, tem-se um
momento de 52600 Nm. Dividindo entdo este momento pela hipotenusa do tridngulo, chega-
se a um momento de 9300 Nm/m uniformemente distribuido ao longo da linha de ruptura
considerada. Embora seja claro deduzir que neste problema o momento ndo € constante ao
longo da linha r, ¢ bem usual os projetistas fazerem esta simplificacdo nos escritorios de
calculo. Este momento negativo ilustrado na figura 33.b ¢ o momento de servico que devera

ser utilizado para o dimensionamento da armadura da laje de concreto armado.

Girando os eixos locais dos elementos em 45 graus, € possivel obter os momentos M; da placa
para comparar com os momentos obtidos através da analise simplificada proposta. Da mesma
forma que anteriormente, foi feito uma média aritmética simples dos valores obtidos dos
elementos ao longo da linha r, afim de se obter uma distribui¢do uniforme de momentos em
torno desta. Para esta andlise, também foi utilizado um modelo de placa com elementos de
3,125x3,125 cm. Os momentos para as diferentes malhas estdo apresentados no quadro 10. A
figura 34 ilustra a curva obtida para os momentos ao longo em que a malha ¢ refinada. O

quadro 11 apresenta a média, desvio padrao e o coeficiente de variagao dos resultados.
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Malha Momento M1 erro relativo
(cm) (Nm/m) (%)
50x50 6970,30 9,00%
25x25 7659,98 6,28%

12,5x12,5 8173,21 4,24%
6,25x6,25 8534,91 2,85%
3,125x3,125 8785,21 -

Quadro 10: momentos M, obtidos nos modelos de placa

12000,00

- 11000,00

+ 10000,00

6000,00

Momento M1 (Nm/m)

- 5000,00
+ 4000,00

T T T T T 3000,00
60 50 40 30 20 10 0

Tamanho do elemento (cm)

Figura 34: variagdo dos momentos M; com o tamanho dos elementos

s Desvio Coeficiente de
Média . .
Padrao Variagao
8024,72 725,52 9,04%

Quadro 11: média, desvio padrdo e coeficiente de variagdo para os momentos M;

Observando estes resultados, nota-se que a média dos momentos ao longo do eixo r para a
malha com elementos de 3,125x3,125 cm corresponde a 94% do valor obtido na abordagem
proposta, ou seja, a solugdo do balango unidirecional forneceu um valor muito proximo do
obtido para a malha mais refinada. O quadro 10 e a figura 34 demonstram que os valores
obtidos para esta média dos momentos estd convergindo. Além disso, nota-se o pequeno erro
para o valor obtido nesta malha, além de um pequeno coeficiente de variagdo para estes
valores. Assim, pode-se concluir que esta abordagem ¢ valida para o dimensionamento da
estrutura, chegando a 6timos resultados através de um procedimento simples. A distribui¢ao
dos momentos M; na malha de 25x25 estd representada na figura 35. Nota-se que os

resultados sdo simétricos, como esperado.
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Figura 35: momentos M, obtidos para a malha de 25x25

5.6 SOLUCOES COM DESMEMBRAMENTO DA PLACA

Como comentado no item 5.2, uma possibilidade de abordagem do problema do balango em
forma de L é o desmembramento da placa em uma placa quadrada e duas retangulares.
Embora hoje em dia a maioria dos softwares utilizados no mercado sejam capazes de resolver
placas com as mais diversas geometrias, alguns softwares mais simples limitam-se apenas a

resolver lajes retangulares.

Assim, este estudo sera realizado da seguinte forma, baseado na figura 36: primeiro, a placa 1
serd calculada como engastada-engastada livre-livre, € em seguida, as reagdes de momento e
esfor¢o cortante obtidas ao longo dos nds da borda 2 serdo aplicadas como carregamento nos
respectivos nds da borda 4 da placa 2. Como o problema incial apresenta simetria, ¢ suficiente
a analise apenas nas placas 1 e 2, ndo necessitando realizé-la na terceira. As solucdes através

do Método dos Elementos Finitos e da Analogia de Grelha estdo apresentadas a seguir.
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Figura 36: identificacdo de elementos da placa na solugdo por desmembramento

5.6.1 Elementos Finitos

Da mesma forma que anteriormente, foram geradas quatro malhas para este problema, com as
dimensdes dos elementos variando de 50 a 6,25 cm. A figura 37 apresenta os deslocamentos
para a malha de elementos de 6,25 cm e o quadro 12 apresenta os resultados obtidos para os

deslocamentos do ponto 1 nas diversas malhas utilizadas da placa 1.

—. 001205 -.001482 -.001058 —.635E-03 —.212E-03
-.001694 = 00127 —.847E-03 —-.423E-03

Figura 37: deslocamentos obtidos na malha mais refinada para a placa 1
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solugdes do problema.

Malha PONTO 1 erro relativo
(cm) (cm) (%)
50x50 0,194 1,25%
25x25 0,192 0,42%
12,5x12,5 0,191 0,16%
6,25x6,25 0,191 -

Quadro 12: deslocamentos no ponto 1 da placa 1

Malha BORDA 2 erro relativo PONTO 2 erro relativo
(cm) (Nm/m) (%) (Nm/m) (%)
50x50 -2361,17 20,44% -2295,65 20,75%
25x25 -2967,60 11,10% -2896,68 11,01%
12,5x12,5 -3338,14 5,72% -3254,88 5,58%
6,25x6,25 -3540,50 - -3447,25 -

Quadro 13: momentos fletores ao longo da borda 2 e do ponto 2 da placa 1

(modelo de placa)

Figura 38: momentos M, e M,y para placa 1 com elementos de 25 cm
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As distribui¢des dos momentos My e M,y para a placa 1 com elementos de 25 cm estdo
apresentadas nas figuras 38a e 38b. O quadro 13 apresenta os resultados obtidos para a média

dos momentos ao longo da borda 2 e os momentos por metro no ponto 2 para as diferentes
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Malha PONTO 1 BORDA 2 PONTO 2
(cm) (cm) (Nm/m) (Nm/m)
6,25x6,25 0,19 -3540,50 -3447,25

-.008241

-.007663

Quadro 14: resumo dos resultados obtidos para a malha mais refinada da placa 1

-.006386

-.003832
—.005102

-.002554

Figura 39: deslocamentos obtidos na malha mais refinada para a placa 2

Malha PONTO 3 erro relativo
(cm) (cm) (%)
50x50 1,16 0,69%
25x25 1,15 0,17%
12,5x12,5 1,15 0,09%
6,25x6,25 1,15 -

Quadro 15: deslocamentos no ponto 3 da placa 2

mais refinada da placa 2 est4 apresentado no quadro 18.
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O quadro 14 apresenta o resumo dos resultados obtidos para a solu¢do com a malha mais

refinada da placa 1. Estes dados serdo utilizados como referéncia para posterior comparagao.

A distribui¢do dos deslocamentos do ponto 3 da malha mais refinada da placa 2 estd

apresentada na figura 39. O quadro 15 apresenta os resultados obtidos para as demais malhas.

-

.135E-08

As figuras 40 e 41 ilustram os momentos My e My da placa 2 para a solugdo com elementos de
25 cm, respectivamente. O quadro 16 apresenta a média dos resultados obtidos para os
momentos fletores nas demais solugdes da placa retangular ao longo das bordas 5 ¢ 6 € o

quadro 17, o momento fletor nos pontos 5 € 6. O resumo dos resultados obtidos para a malha
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Figura 40: momentos M para placa 2 com elementos de 25 cm

Figura 41: momentos M, para placa 2 com elementos de 25 cm

Malha BORDA 5 erro relativo BORDA 6 erro relativo
(cm) (Nm/m) (%) (Nm/m) (%)
50x50 -9722,35 12,58% -3769,16 14,77%
25x25 -11121,64 6,52% -4422,43 8,50%
12,5x12,5 -11897,23 3,30% -4833,01 4,47%
6,25x6,25 -12303,14 - -5059,28 -
Quadro 16: momentos fletores ao longo das bordas 5 e 6 da placa 2
(modelo de placa)
Malha PONTO 5 erro relativo PONTO 6 erro relativo
(cm) (Nm/m) (%) (Nm/m) (%)
50x50 -8457,25 10,85% -3520,80 12,67%
25x25 -9486,85 5,71% -4031,75 6,97%
12,5x12,5 -10060,90 2,93% -4334,00 3,55%
6,25x6,25 -10364,79 - -4493,53 -

Quadro 17: momentos fletores nos pontos 5 e 6 da placa 2 (modelo de placa)

Malha PONTO 1 BORDA 5 PONTO 5 BORDA 6 PONTO 6
(cm) (cm) (Nm/m) (Nm/m) (Nm/m) (Nm/m)
6,25x6,25 1,15 -12303,14 -10364,79 -5059,28 -4493,53

Quadro 18: resumo dos resultados obtidos para a malha mais refinada da placa 2
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5.6.2 Analogia de Grelha

Para a abordagem do problema através do desmembramento da placa foram feitos dois
modelos de barras, com elementos de 50 e de 25 cm de largura. Da mesma forma, para a
obtencdo dos momentos fletores maximos nas barras, sua inércia a tor¢ao foi entrada como
Ixx = 1x10™? no programa. O quadro 19 apresenta os valores obtidos para estes momentos ao
longo da borda 2 e do ponto 2 da placa 1. A figura 42 apresenta o grafico de momentos

fletores obtido para o modelo com barras de 25 cm.

L Barra BORDA 2 PONTO 2
(cm) (Nm/m) (Nm/m)
50 -5049,52 -4941,70
25 -5033,23 -4890,98

Quadro 19: momentos fletores ao longo da borda 2 e do ponto 2 da placa 1
(modelo de barra)

-2616 -2034 -1452
-2325 -1743 -1161

-Z88.589%9
-372.485 Z.Z8s6

-870.341

Figura 42: momentos fletores no modelo com barras de 25 cm da placa 1

Para o estudo dos deslocamentos da placa 1, diferentes calibragdes da inércia a tor¢ao foram
testadas. O quadro 20 apresenta os valores obtidos para o deslocamento maximo no ponto 1
segundo as diferentes calibragdes para ambos os modelos de barra utilizados, tendo como

referéncia o valor encontrado no modelo de placa mais refinado.
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deslocamento maximo de referéncia w = 0,19 cm
L barras = 50 cm L barras = 25 cm

Ixx W max erro X W max erro

(cm) (%) (cm) (%)
1x10%°| 0,38 99,48% | 1x10%°| 0,42 121,05%
1lyy 0,25 31,23% 1lyy 0,26 36,84%

2lyy 0,19 1,47% 2lyy 0,20 2,89%

3lyy 0,16 16,01% 3lyy 0,16 15,79%
4lyy 0,14 26,51% 4lyy 0,14 26,32%
5lyy 0,12 37,01% Slyy 0,12 36,84%
Jt 0,14 26,51% Jt 0,15 21,05%

Quadro 20: deslocamentos da placa 1 obtidos para diferentes calibragdes das barras
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Diferentemente do problema anterior, a calibracdo que trouxe os melhores resultados para os

deslocamentos da estrutura foi utilizando para a inércia a tor¢cdo das barras o dobro de sua

inércia a flexdo. Desta vez, utilizando o momento de inércia torcional Jt, os erros ficaram em

torno de 23%. A figura 43 ilustra os deslocamentos obtidos para o modelo de barras com 25

cm de largura com a calibragdo que trouxe os melhores resultados, I = 2Iyy. A figura 44

apresenta as curvas para os deslocamentos obtidos conforme as diferentes calibragdes nos

dois modelos.

LZ18E-03

436E-03

.871E-03

. 633E-03

.00108s

001307

L.00174z2
L001525

Figura 43: deslocamentos obtidos para placa 1 com barras de 25 cm
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Figura 44: curva dos deslocamentos obtidos para diversas calibragdes das barras da
placa 1

Aplicando as reagdes de momento e esforco cortante obtidas ao longo dos nds da borda 2 da
placa 1 como carregamento ao longo dos respectivos nds da borda 4 da placa 2, obteve-se a
solucdo com os modelos de barras de 50 e 25 cm. Os quadros 21 e 22 apresentam os valores
obtidos para a média dos momentos fletores ao longo das bordas 5 e 6, e para 0 momento por
metro nos pontos 5 e 6 da placa 2, respectivamente. Na figura 45 pode-se verificar a
distribuicdo dos momentos fletores para o modelo com barras de 25 cm. O quadro 23
apresenta o estudo dos deslocamentos realizado com as diferentes calibragdes utilizadas.
Assim como na solugdo da placa 1, a calibragdo que trouxe melhores resultados foi utilizando
a inércia a tor¢ao equivalente a duas vezes a inércia a flexao das barras. A figura 46 apresenta
o resultado dos deslocamentos obtidos para o modelo de barras com 25 cm de largura

utilizando Ix=2l,y na placa 2. A figura 47 apresenta as curvas para os deslocamentos obtidos.

L Barra BORDA 5 BORDA 6
(cm) (Nm/m) (Nm/m)
50 -14666,28 -3282,80
25 -15055,69 -3348,54

Quadro 21: momentos fletores ao longo das bordas 5 e 6 da placa 2

(modelo de barras)

L Barra PONTO 5 PONTO 6
(cm) (Nm/m) (Nm/m)
50 -10030,70 -3358,00
25 -10204,40 -3384,10

Quadro 22: momentos fletores nos pontos 5 e 6 da placa 2 (modelo de barras)
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-12630 -9821 -7012 -4203 -1394
-11226 -8416 -5607 -2798 10.85

Figura 45: momentos fletores no modelo com barras de 25 cm da placa 2

deslocamento maximo de referénciaw = 1,15 cm
L barras = 50 cm L barras = 25 cm
W max erro W max erro
Ixx Ixx
(cm) (%) (cm) (%)

0 2,00 73,91% 0 2,20 91,30%
1lyy 1,41 22,61% 1lyy 1,47 27,83%
2lyy 1,14 0,87% 2lyy 1,17 1,74%
3lyy 0,97 15,65% 3lyy 0,99 13,91%
4lyy 0,85 26,09% 4lyy 0,86 25,22%
5lyy 0,77 33,04% Slyy 0,77 33,04%

Jt 0,90 21,74% Jt 0,95 17,39%

Quadro 23: deslocamentos da placa 2 obtidos para diferentes calibracdes das barras

[ [ S T—
0 002605 .005209 007814 .010418
.001302 .003907 .006511 009118 011721

Figura 46: deslocamentos obtidos para placa 2 com barras de 25 cm
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Figura 47: curva dos deslocamentos obtidos para diversas calibra¢des das barras da
placa 2

5.7 SOLUCAO COM TQS

Na andlise de edificagcdes de multiplos pavimentos, o TQS ¢ um dos softwares mais utilizados
nos escritorios de calculo estrutural do Brasil. Neste, o calculo das lajes ¢ feito através da
Analogia de Grelha. Para uma comparagdo dos resultados obtidos através dos modelos de
placa e barra realizados no ANSYS, com os resultados do TQS, foram feitos dois modelos,

com barras de 50 e 25 cm de largura.

Para a calibracdo da inércia a tor¢do neste programa, pode-se entrar com um fator de divisao
do momento de inércia torcional das barras. E sugerido a entrada de valores entre 2 a 4 para a
obtenc¢do de resultados proximos aos obtidos através do MEF, sendo 4 o valor utilizado em
alguns escritorios de projeto. Para a andlise dos momentos, foi utilizado 4 como fator de
divisdo da inércia a tor¢do. A figura 48 apresenta um gréafico de distribuicdo de momentos
fletores ao longo das barras obtido para o modelo com barras de 25 cm. Os quadros 24 e 25
apresentam os valores obtidos para os momentos fletores ao longo das bordas 5 e 6 e dos
pontos 5 e 6, respectivamente. Para o estudo dos deslocamentos, foram testados como
divisores de inércia, os valores 2 e 4. O quadro 26 apresenta os valores obtidos. Observa-se
que para ambas as calibragdes, os valores ficaram muito longe do valor de referéncia para o

deslocamento maximo da placa no ponto 1.
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Figura 48: momentos fletores obtidos no TQS no modelo com barras de 25 cm

L Barra BORDA 5 BORDA 6
(cm) (Nm/m) (Nm/m)
50 -8346,94 -4750,00
25 -9238,10 -4714,29

Quadro 24: momentos fletores ao longo das bordas 5 e 6 (TQS)

L Barra PONTO 5 PONTO 6
(cm) (Nm/m) (Nm/m)
50 -9071,43 -4500,00
25 -8857,14 -4500,00

Quadro 25: momentos fletores nos pontos 4 ¢ 5 (TQS)

deslocamento maximo de referéncia w = 1,53 cm

L barras = 50 cm

L barras = 25 cm

Fator de

W max

erro Fator de W max erro

divisdo (cm) (%) divisdo (cm) (%)
2 2,21 44,44% 2 2,35 53,59%
4 2,61 70,59% 4 2,70 76,47%

Quadro 26: deslocamentos obtidos no TQS

5.8 ESTUDOS COMPLEMENTARES

foram testados outros problemas, variando sua geometria e carregamento.

73

Para testar a validade dos coeficientes de calibragdo encontrados na andlise da placa em

balanco em forma de L e nas analises das placas do tipo engastada-engastada livre-livre,
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Para a laje em balango em forma de L foram realizadas trés andlises com as seguintes

caracteristicas cada:

a) mesma geometria, mesma espessura, carregamento 1,5 vezes maior
b) mesma geometria, 8§ cm de espessura, mesmo carregamento

c)bordas 1 e2 com 9 m,3e6com3 me4eScomb6m, mesma espessura,
metade do carregamento

Os quadros 27 a 29 apresentam os resultados obtidos para o deslocamento maximo no ponto 1

da placa para os trés problemas propostos.

Malha PONTO 1
(cm) (cm)
6,25x6,25 2,30
L Barra
(cm) valor obtido erro
50 2,32 1,18%
25 2,25 1,83%

Quadro 27: deslocamentos obtidos na placa em L para o caso a

Malha PONTO 1
(cm) (cm)
6,25x6,25 2,99
L Barra
(cm) valor obtido erro
50 3,02 1,17%
25 2,94 1,61%

Quadro 28: deslocamentos obtidos na placa em L para o caso b

Malha PONTO 1
(cm) (cm)
6,25x6,25 3,88
L Barra
(cm) valor obtido erro
50 3,79 2,37%
25 3,71 4,31%

Quadro 29: deslocamentos obtidos na placa em L para o caso ¢

Observa-se que a mesma calibragdo encontrada para o problema inicial da placa em L
Ix=41yy, apresentou bons resultados quando testada com outras configuragdes de geometria e
carregamento, apresentando erros em torno de 2% quando comparados aos valores obtidos no

modelo de placa com elementos de 6,25x6,25 cm.
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Para a laje retangular engastada-engastada livre-livre também foram realizadas trés analises

com as seguintes caracteristicas cada:

a) mesma geometria, mesma espessura, carregamento 1,5 vezes maior
b) mesma geometria, 8§ cm de espessura, mesmo carregamento

c) bordas 3 e 5 com 6 m e 4 e 6 com 3 m, mesma espessura, mesmo carregamento

Os quadros 30 a 32 apresentam os resultados obtidos para o deslocamento maximo no ponto 3

da placa para os trés problemas propostos.

Malha PONTO 3
(cm) (cm)
6,25x6,25 0,69
L Barra
(cm) valor obtido erro
50 0,74 7,99%
25 0,74 7,27%

Quadro 30: deslocamentos obtidos na placa retangular para o caso a

Malha PONTO 3
(cm) (cm)
6,25x6,25 0,90
L Barra
(cm) valor obtido erro
50 0,97 7,86%
25 0,96 7,19%

Quadro 31: deslocamentos obtidos na placa retangular para o caso b

Malha PONTO 3
(cm) (cm)
6,25x6,25 2,32
L Barra
(cm) valor obtido erro
50 2,50 7,49%
25 2,48 6,93%

Quadro 32: deslocamentos obtidos na placa retangular para o caso ¢

Nota-se que a mesma calibracdo encontrada para o problema inicial da placa retangular
L=2Iyy, apresentou resultados satisfatorios, com erro em torno de 7%, quando testada com
outras configuragdes de geometria e carregamento. Observa-se que todas as seis placas
analisadas neste item classificam-se como placas finas e seus deslocamentos foram todos

inferiores as metades de suas espessuras.
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5.9 COMPARACAO E ANALISE DE RESULTADOS

Para a solu¢dao do problema do balango em forma de L formulado como um todo, obteve-se
valores para os momentos ao longo das bordas engastadas muito préximos entre as solugdes
realizadas através de modelos de barra e placa, como pode ser visto nos quadros comparativos
33 e 34. O erro dos momentos obtidos na solugdo de barras ao longo das bordas 5 e 6 ficou
em torno de 10%, e ao longo dos pontos 5 e 6 em torno de 4%. Estes erros seriam
tranquilamente superados pelos coeficientes de seguranca impostos a estrutura. J& para a
verificagdo dos deslocamentos da estrutura, a busca da calibragdo ideal teve que ser realizada
através de diversas iteragdes, mas uma vez que se encontrou o coeficiente adequado I=4ly,
a resposta da estrutura foi semelhante para ambos os modelos de barras utilizados, onde o erro
encontrado foi em média 2%, como apresentado no quadro 35. A partir destes dados, pode-se
concluir que a solucdo deste problema através da Analogia de Grelha ¢ valida, desde que o

usuario tenha controle dos fatores de calibragao.

Malha BORDA 5 BORDA 6
(cm) (Nm/m) (Nm/m)
6,25x6,25 -8953,06 -4477 .57
L Barra (cm) valor obtido erro valor obtido erro
50 -7558,26 15,58% -3911,97 12,63%
25 -8589,95 4,06% -4013,04 10,37%
12,5 -9167,62 2,40% -4046,81 9,62%

Quadro 33: comparagdo dos resultados obtidos entre modelos de placa e barra ao

longo das bordas 5 e 6

Malha PONTO 5 PONTO 6
(cm) (Nm/m) (Nm/m)
6,25x6,25 -8285,21 -4088,84
L Barra (cm) valor obtido erro valor obtido erro
50 -9031,00 9,00% -3950,40 3,39%
25 -8684,90 4,82% -4002,46 2,11%
12,5 -8761,18 5,74% -4025,90 1,54%
Quadro 34: comparagéo dos resultados obtidos entre modelos de placa e barra nos
pontos 5 e 6
Malha PONTO 1
(cm) (cm)
6,25x6,25 1,53
L Barra (cm) valor obtido erro
50 1,54 0,65%
25 1,50 1,96%
12,5 1,48 3,27%

Quadro 35: comparago dos deslocamentos obtidos entre modelos de placa e barra

Andlise de lajes em balango em forma de L
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Uma andlise bem refinada dos problemas ¢ sempre o ideal, mas com a realidade em que os
escritorios de calculo estrutural se encontram hoje, com muita pressdo para cumprir 0s prazos,
e nem sempre com muito tempo disponivel para uma andlise critica dos resultados
apresentados pelos programas do mercado, a analogia do balanco unidirecional apresentada
no item 5.5 provou ser uma forma rapida e eficiente para o projetista obter os esforgos
atuantes na estrutura. Como ¢ visto no quadro 36, o valor obtido para esta solug¢do apresentou
um erro de 5% em relagdo ao valor da malha mais refinada obtida na solucdo através do

Método dos Elementos Finitos.

Malha Momento M1
(cm) (Nm/m)
3,125x3,125 8785,21
balanco valor obtido erro
unidirecional 9300,00 5,86%

Quadro 36: comparagéo dos resultados obtidos entre a analogia do balango
unidirecional e modelo de placa

Na solucdo realizada por etapas, utilizando a idéia do desmembramento da placa, os
resultados obtidos através dos modelos de placa ao longo dos engastes nas bordas 5 e 6 e dos
pontos 5 e 6 foram muito superiores aos obtidos quando o problema foi resolvido como um
todo, como mostram os quadros 37 e 38. Analisando os resultados obtidos, conclui-se que a
idéia ¢ valida, porém ela se mostrou anti-econdmica. Ja na andlise dos deslocamentos no
ponto 1 da estrutura, os resultados obtidos foram inferiores aos obtidos anteriormente, com
um erro de 12%, como mostra o quadro 39. Para chegar no resultado do deslocamento do

ponto 1, somou-se o valor encontrado no ponto 3 da placa 2 ao obtido no ponto 1 da placa 1.

Malha BORDA 5 BORDA 6
(cm) (Nm/m) (Nm/m)
6,25%6,25 -8953,06 -4477 .57
placa 2 valor obtido erro valor obtido erro
6,25x6,25 -12303,14 37,42% -5059,28 12,99%

Quadro 37: comparacdo dos resultados obtidos para a solugao através do
desmembramento da placa ao longo das bordas 5 e 6

Malha PONTO 5 PONTO 6
(cm) (Nm/m) (Nm/m)
6,25x6,25 -8285,21 -4088,84
placa 2 valor obtido erro valor obtido erro
6,25x6,25 -10364,79 25,10% -4493,53 9,90%

Quadro 38: comparacdo dos resultados obtidos para a solugao através do
desmembramento da placa nos pontos 5 ¢ 6
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Malha PONTO 1
(cm) (cm)
6,25x6,25 1,53
placa 1 valor obtido erro
6,25x6,25 1,34 12,42%
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Quadro 39: comparacdo dos resultados obtidos para a solugao através do
desmembramento da placa no ponto 1

Para a solugdo através do desmembramento da placa segundo a Analogia de Grelha,
verificou-se que ja na placa 1 os resultados foram muito diferentes dos obtidos para a mesma
placa utilizando o M¢étodo dos Elementos Finitos. Os momentos obtidos ao longo dos
engastes foram muito superiores aqueles obtidos segundo o modelo de placa. Para a
verificagdo dos deslocamentos, as diversas iteragdes demonstraram que a boa calibragdo para
este tipo de geometria e vinculagdo € utilizando I=2Iy,. Desta forma, os resultados obtidos
para os deslocamentos no ponto 1 apresentaram um erro de 2% quando comparados aos
valores obtidos na solucdo de placa. Os quadros 40 a 42 permitem a comparagdo dos
momentos e deslocamentos encontrados na solugdo da placa 1 entre os modelos de placa e

barra.

Malha BORDA 2
(cm) (Nm/m)
6,25x6,25 -3540,50
L Barra (cm) valor obtido erro
50 -5049,52 42,62%
25 -5033,23 42,16%

Quadro 40: comparagao dos resultados obtidos entre modelos de placa e barra ao

longo da borda 2 da placa 1

Malha PONTO 2
(cm) (Nm/m)
6,25x6,25 -3447,25
L Barra (cm) valor obtido erro
50 -4941,70 43,35%
25 -4890,98 41,88%

Quadro 41: comparacdo dos resultados obtidos entre modelos de placa e barra no

ponto 2 da placa 1

Malha PONTO 1
(cm) (cm)
6,25x6,25 0,19
L Barra (cm) valor obtido erro
50 0,19 1,47%
25 0,20 2,89%

Quadro 42: comparagao dos resultados obtidos para o deslocamento da placa 1
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Analisando a placa 2 através da Analogia de Grelha, os valores encontrados ao longo do
engaste da borda 5 foram superiores aos encontrados para a mesma placa através do Método
dos Elementos Finitos, ou seja, muito superiores aos valores originais encontrados na borda 5
quando a estrutura foi calculada como um todo. Ja para a borda 6, os valores obtidos foram
inferiores, tanto aos encontrados na placa 2 pela solu¢do de desmembramento, quanto aos
encontrados na solug¢do original, como pode ser verificado nos quadros 43 e 44. A partir
destes resultados, conclui-se que a idéia do desmembramento através de modelos de barra
também funciona, mas se mostrou muito mais anti-econdmica para a borda 5 e perigosa para a
borda 6. J4 para a verificacdo dos deslocamentos, a calibragdo encontrada para os modelos de
barra da placa 2 foi a mesma que para placa 1, com I=2l,y. A comparagdo entre os valores

obtidos para esta calibracao com os obtidos no modelo de placa pode ser vista no quadro 45.

Malha BORDA 5 BORDA 6
(cm) (Nm/m) (Nm/m)
6,25x6,25 -12303,14 -5059,28
L Barra (cm) valor obtido erro valor obtido erro
50 -14666,28 19,21% -3282,80 35,11%
25 -15055,69 22,37% -3348,54 33,81%

Quadro 43: comparagao dos resultados obtidos entre modelos de placa e barra ao
longo das bordas 5 e 6 da placa 2

Malha PONTO 5 PONTO 6
(cm) (Nm/m) (Nm/m)
6,25x6,25 -10364,79 -4493,53
L Barra (cm) valor obtido erro valor obtido erro
50 -10030,70 3,22% -3358,00 25,27%
25 -10204,40 1,55% -3384,10 24,69%

Quadro 44: comparagdo dos resultados obtidos entre modelos de placa e barra nos
pontos 5 e 6 da placa 2

Malha PONTO 3
(cm) (cm)
6,25x6,25 1,15
L Barra (cm) valor obtido erro
50 1,14 0,87%
25 1,17 1,74%

Quadro 45: comparag@o dos resultados obtidos para o deslocamento da placa 2
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No estudo do problema no TQS utilizando o fator de divisdo de inércia a tor¢do igual a 4,
verificou-se que os valores encontrados para os momentos ficaram dentro da margem
esperada, apresentando uma pequena diferenga quando comparado aos modelos de placa e
barra realizados no ANSYS. Os quadros 46 e 47 apresentam uma comparacao dos resultados

obtidos no ANSYS com os obtidos no TQS para o modelo com barras de 50 cm, e os quadros

48 e 49, a comparagdo para o modelo com barras de 25 cm.

Malha BORDA 5 BORDA 6
(cm) (Nm/m) (Nm/m)
TQS L=50cm -8346,94 -4750,00
ANSYS valor obtido erro valor obtido erro
6,25x6,25 -8953,06 7,26% -4477,57 5,74%
Barra 50cm -7558,26 9,45% -3911,97 17,64%

Quadro 46: comparagao dos resultados obtidos ao longo das bordas 5 e 6 no modelo
do TQS com barras de 50 cm

Malha PONTO 5 PONTO 6
(cm) (Nm/m) (Nm/m)
TQS L=50cm -9071,43 -4500,00
ANSYS valor obtido erro valor obtido erro
6,25x6,25 -8285,21 8,67% -4088,84 9,14%
Barra 50cm -9031,00 0,45% -3950,40 12,21%

Quadro 47: comparagao dos resultados obtidos nos pontos 5 € 6 no modelo do TQS

com barras de 50 cm

Malha BORDA 5 BORDA 6
(cm) (Nm/m) (Nm/m)
TQS L=25cm -9238,10 -4714,29
ANSYS valor obtido erro valor obtido erro
6,25x6,25 -8953,06 3,09% -4477,57 5,02%
Barra 25cm -8589,95 7,02% -4013,04 14,87%

Quadro 48: comparacgado dos resultados obtidos ao longo das bordas 5 e 6 no modelo
do TQS com barras de 25 cm

Malha PONTO 5 PONTO 6
(cm) (Nm/m) (Nm/m)
TQS L=25cm -8857,14 -4500,00
ANSYS valor obtido erro valor obtido erro
6,25x6,25 -8285,21 6,46% -4088,84 9,14%
Barra 25cm -8684,90 1,94% -4002,46 11,06%

Quadro 49: comparagao dos resultados obtidos nos pontos 5 € 6 no modelo do TQS

com barras de 25 cm
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Com relacdo aos deslocamentos, os valores obtidos tanto com o fator de divisdo de inércia a
tor¢do igual a 2 quanto igual a 4 foram bem superiores aos obtidos através do MEF e
Analogia de Grelha, como apresentado no quadro 26. Sendo o TQS um pacote fechado, fica
dificil a andlise dos possiveis motivos destas divergéncias, j& que nao se sabe ao certo todos

os parametros e procedimentos realizados no programa.

Com base nos testes realizados sobre as calibragdes encontradas nas andlises adicionais com
as placas em forma de L e retangular, conclui-se que uma vez que a boa calibragdo ¢
encontrada, segundo a geometria e vinculacao da placa, esta calibracao pode ser utilizada para
problemas com outras caracteristicas de geometria e carregamento. Isto reafirma a
importancia do controle dos fatores e da utilizagdo da boa calibragdo para a obtencdo de bons

resultados segundo a Analogia de Grelha.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Com base nos dados obtidos através da solu¢ao da laje em balango em forma de L como um
todo, pode-se afirmar que a Analogia de Grelha fornece bons resultados na simulagdo de uma
placa fina quando comparado aos resultados obtidos através do Método dos Elementos
Finitos, desde que corretamente calibrado. Pode-se dizer também, que a idéia de se obter uma
solucdo para este problema através do desmembramento da laje, tanto para os modelos de
placa quanto para os modelos de barra, ¢ valida, embora os resultados tenham se mostrado

anti-econdmicos.

Sobre a calibragdo das barras utilizadas na Analogia de Grelha, verifica-se que para a
obten¢do dos momentos fletores, deve-se utilizar a menor inércia a tor¢ao possivel, para que
os momentos fletores dos elementos em uma direcao nao sejam absorvidos pelos esforcos de
tor¢ao dos elementos perpendiculares a estes, obtendo-se assim, os valores maximos possiveis
para a flexdo nas barras. Ja para a obtencdo dos deslocamentos da estrutura, conclui-se que
nem a sugestdo de Montoya (1973 apud ALTO QI, 2009b), utilizando a inércia a tor¢ao igual
a duas vezes a inércia a flexdo, nem o momento de inércia torcional Jt, podem ser utilizadas
como regras de calibragdo, apesar da primeira ter sido o coeficiente encontrado para placas
engastada-engastada livre-livre, e a segunda ter se aproximado bem quando a laje em L foi

calculada como um todo.

Sobre a calibracdo dos modelos de barra quanto ao deslocamento da estrutura, o que se pode
afirmar ¢ que cada caso ¢ um caso. Em seu trabalho com lajes retangulares simplesmente
apoiadas ao longo das quatro bordas, Rosa (2008) encontrou um coeficiente de calibragao
L«=3Iyy. Trabalhando com modelos de barra para simular lajes nervuradas em uma diregdo,
Stramandinoli (2003) encontrou I,=2,81,,. Neste trabalho, analisando a laje em forma de L
foi encontrado como calibragdo I,x=4,0l,, e analisando placas retangulares engastada-

engastada livre-livre, encontrou-se I=2,01yy.

Como continuagao desta pesquisa, sugere-se a busca de coeficientes para a calibragao de lajes
com diversas configuragdes de geometria e vinculagao. Sugere-se também, um estudo sobre o

comportamento da Analogia de Grelha na anélise de lajes planas com e sem capitel.
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Exemplo de solucio analitica

Para complementar o estudo da teoria de Kirchoff e da aplicagdo da equagdo diferencial que
governa o problema das placas finas apresentada por Lagrange, este apéndice apresenta a

solug@o de um problema de placa desenvolvida por séries de Fourier.

Para o caso de uma laje retangular com duas bordas opostas simplesmente apoiadas, a terceira
borda engastada, e a quarta livre, como mostra a figura A1, Timoshenko e Woinowsky (1959)
fornecem uma solugdo por séries para o deslocamento w de qualquer ponto na placa, segundo

um carregamento uniforme q, através do conjunto de equagdes Al a A7.

g T R N O I I T o T B e N LT L L LT R

I e

b
simplesmente apoiada
simplesmente apoiada

engastada

* P i e e T P i i i i i

e
=

1] 1]
A A

a

Figura Al: placa engastada-apoiada-apoiada-livre
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Assim, as equagdes sdo (TIMOSHENKO; WOINOWSKY, 1959):

4qa ST | mmx > mx
w= —sen——+ Y sen—— equagdo Al
ﬂ-SD VVI;S,... m5 a mgi... a ( q (; )
4
Y = ﬂ(/lm cosh 2 B, 0 senh ™2 CmsenhM +D, % cosh Mj (equagdo A2)
D a a a a a a

A4, =- (equacdo A3)

4 (3+v)1-v)cosh® B, +2vcosh B, —v(l—v)B, senhp, —(1 —02)

B, = equagio A4

°m’ B+o)ll-v)cosh? g, +(1-v) B> +([1+0v) (equag )
4 (B+v)(1-v)senhf, cosh B, +v(1+v)senhf, —v(1-v)B, cosh B, —(1-v)’p, .
Co="53 2 252 2 (equagdo AS)
T°m B+v)1-v)cosh” B +(1-v) B, +(1+0)
D =-C, (equacdo A6)
B, = mab (equagdo A7)
a
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Onde:

a ¢ a dimensao referente aos lados engastado e livre [m];

b ¢ a dimensao referente aos lados simplesmente apoiados [m];
x ey as coordenadas do sistema [m];

D ¢ o modo de rigidez a flexdo da placa [Nm];

q ¢ a carga uniforme aplicada na placa [N/m?].

Através da equacdo do deslocamento w, pode-se obter facilmente as equagdes resultantes para
os momentos My, My e M,y, a partir das equagdes 6 da teoria de Kirchoff e de um software
como o MAPLE para ajudar na solugdo e simplificacao algébrica das derivadas parciais. As
equagdes A8 fornecem as séries correspondentes aos momentos My, My e My,

respectivamente.

No quadro A1, Timoshenko e Woinowsky (1959) fornecem os valores para o deslocamento w
maximo, o momento My em x=a/2, y=b e o momento M, em x=a/2, y=0 para uma laje

retangular qualquer, segundo a relacdo entre suas duas principais dimensdes, b € a.

bla W méx. x=a/2,y=Db x=a/2,y=0
Mx My
0 0,125qb*/D 0 -0,500qb?
13 0,094gb*/D 0,0078qa> -0,428qb>
12 0,0582qb*/D 0,0293qa> -0,319qb>
2/3 0,0335gb*/D 0,0558qa> -0,227qb?
1 0,0113gb*/D 0,0972qa? -0,119gb?
3/2 0,0141ga*/D 0,123ga? -0,124qa?
2 0,0150qa*/D 0,131qa> -0,125qa>
3 0,0152qa*/D 0,133qga? -0,125qa?
0 0,0152qa*/D 0,133qa> -0,125qa>

Quadro Al: valores para w, M, e My segundo alguns valores de b/a

Observa-se que quando a dimensao engastada a ¢ muito maior que b, ou seja, a relagdao b/a
aproxima-se de zero, a influéncia das bordas simplesmente apoiadas deixa de existir no meio
da placa. Assim, em x = a/2, a estrutura pode ser tratada como uma laje em balango em uma
unica dire¢do e a equacao para o deslocamento maximo na borda livre neste ponto ¢ a mesma

que se usa para uma viga engastada em balanco.
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|+ 20m°7° Bm cosh("22)a + vm® 7° Bmysenh(222)
a a

| —2m’ 7’ Bm cosh(M)a - m67réBmysenh(M)
a a

1 mmx mny
— (qasen(——)(—4a - m’7° Am cosh(—=)a
T"m a a
— m67z6Bmysenh(M) -m’r’ Cmsenh(w)a
a

— m®7° Dmy cosh(Z2) + om* ° Am cosh(Z22 )a
a a

+om’z’ Cmsenh(w)a +2om’ 7’ Dmsenh(w)a
a a

+ om®7° Dmy cosh(C22)))
a

1 mmx m
— (qasen(——)(4av +vm’ > Am cosh(%)4
T’m a a
+ UmﬁﬂﬁBmysenh(w) + UmSﬁSCmsenh(M)a
a a

+ om® 7 Dmy cosh(22) — m’ ° Am cosh(Z2Ya
a a

— msﬂsCmsenh(M)a — 2m57z5Dmsenh(M)a
a a

— m*z°Dmy cosh(22)))
a

gam’n’ (COS(M)(Amsenh(M)a
a a

+ Bmsenh(M)a + Bm cosh(M)mﬂy

(-1+v) N a4

+Cm cosh(w)a + Dm cosh(w)a
a a

+ Dmsenh(w)m y
a
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(equacdo A8.a)

(equagao A8.b)

(equacdo A8.c)
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O problema apresentado neste apéndice tem as seguintes caracteristicas:
a) carga superficial q, perpendicular ao plano médio da placa, uniformemente
distribuida de 7000 N/m?;
b) médulo de elasticidade E = 28x10° Pa;
¢) coeficiente de Poisson = 0,3;
d) espessura t =0,10 m.
e)a=6,00m
f) b=4,00m
Os resultados para uma solucdo deste problema com apenas trés termos nas séries estao

representados nas figuras A2 a A6. O erro relativo obtido foi de 0% para o deslocamento w,

0,72% para o momento M,, 0,37% para o momento My ¢ 0,24% para 0 momento My,.

A figura A2 possibilita uma visualizag@o espacial dos deslocamentos na placa. Para isso, os
valores obtidos para o deslocamento foram plotados como negativos ao longo do eixo z, ja
que as equagoes fornecem os valores absolutos para o mesmo. Além disso, na figura A2, foi
feita uma rotagdao da placa em torno do eixo z para se obter uma melhor visualizagdo da sua

borda livre.

Deslocamento we [m]

1-0.07

4-0.015

-0.02

y [m]

% [m]

Figura A2: demonstragédo espacial do deslocamento ao longo da placa obtido por
solu¢do analitica com o software Matlab
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y [m]

i [rm]

Deslocamento w [m)

¥ [m]

10.015

40.01

Figura A3: deslocamento w ao longo da placa obtido por solugdo analitica com o

software Matlab

Maomento mx [Mmdm]

i [m]

14000

12000

10000
£ 43000
-1B000
14000
12000

Figura A4: momento Mx ao longo da placa obtido por solucao analitica com o

software Matlab
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i [rm]

i [rm]

Maomento my [Mmdm]

i [m]
Figura A5: momento My ao longo da placa obtido por solucdo analitica com o
software Matlab

homenta mxy [Mmifm)

2000

4-2000

Figura A6: momento Mxy ao longo da placa obtido por solugdo analitica com o
software Matlab
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O quadro A2 fornece os resultados obtidos em determinados pontos da placa para o
deslocamento w e os momentos My, My e M, para solugdes com diferentes termos utilizados
nas séries. Observa-se que a solugdo simplificada proposta por Timoshenko ¢ Woinowsky
(1959) apresentada no quadro Al forneceu resultados entre as solugdes com sete € com nove

termos. O quadro A3 apresenta o erro relativo obtido para as diferentes solugdes.

x=a/2 x=al2 x=al2 x=0
ponto (x,y)
y=b y=b y=0 y=b

m w (cm) Mx (Nm/m) My (Nm/m) | Mxy (Nm/m)

1 2,36 15126,62 -26420,41 -6779,21

3 2,34 13868,58 -25219,47 -7006,56

5 2,34 14145,10 -25479,53 -7053,90

7 2,34 14044,29 -25384,75 -7071,13

tabela 2,34 14061,60 -25424,00 -

9 2,34 14091,72 -25429,34 -7079,12

11 2,34 14065,74 -25404,92 -7083,68
Quadro A2: resultados obtidos para m termos nas séries
erro relativo (%)

m w Mx My Mxy
1 0,85% 9,07% 4,76% 3,24%
3 0,00% 1,95% 1,02% 0,67%
5 0,00% 0,72% 0,37% 0,24%
7 0,00% 0,34% 0,18% 0,11%
9 0,00% 0,18% 0,10% 0,06%
11 0,00% 0,11% 0,06% 0,04%

Quadro A3: erro relativo para m termos nas séries
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