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RESUMO

Neste trabalho desenvolvemos um algoritmo para a geracao de malhas
quadtree com o objetivo de utiliza-las na simulacao de escoamento de fluidos, onde
muitas vezes faz-se necesséario o uso de malhas finas. A idéia central da geracao das
malhas quadtree estd baseada na estrutura de arvore quaternéria em que cada nodo
possui quatro filhos. Assim uma estrutura de arvore estd associada a uma malha

que pode ter espacamento uniforme ou refinamento em regioes especificas.

Para evitar problemas de discretizacao, uma malha quadtree deve sa-
tisfazer um critério chamado de balanceamento e este é tratado de forma detalhada
no desenvolvimento do trabalho. Podemos destacar também outro ponto importan-
tissimo na implementacao de malhas quadtree, que é a busca de vizinhos dos nodos.
Além disso apresentamos a discretizacao dos operadores em diferencas finitas, que é
feita a partir do conhecimento dos vizinhos dos quadrantes da malha e de técnicas

de interpolacao.

A ordem do método é verificada a partir de testes com a equacao do
calor, tanto para malhas uniformes quanto para malhas com niveis de refinamento
diferenciados e concluimos, assim, que o método desenvolvido e apresentado é satis-

fatorio.
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ABSTRACT

In this work we developed an algorithm to generate meshes quadtree
in order to use them to simulate fluid flow, which often makes it necessary to use
fine meshes. The central idea of the generation of quadtree meshes is based on the
quaternary structure of the tree, where each node has four children, and thus a tree

structure is associated with a mesh that can be evenly or locally refined.

To avoid problems of discretization, a quadtree mesh must satisfy a
criterion called the balancing and this is addressed in detail in the development
of this work. We also highlight another important point in the implementation
of quadtree meshes, which is the search for neighboring nodes. Additionally, we
present the finite differences discretization of operators, which uses the knowledge

of the mesh quadrant neighboors and interpolation techniques.

The order of the method is checked by tests with the heat equation
for both uniform meshes and for meshes with different levels of refinement and we

conclude that method here presented is satisfactory.



1 INTRODUCAO

Os métodos de diferencas finitas e volumes finitos sao os mais utilizados
na busca da solucao numérica de equacoes diferenciais parciais, pois sao de facil
entendimento [5, 7, 11] e a discretizacdo dos operadores é diretamente aplicada
em dominios computacionais que apresentam contornos verticais e horizontais e
cujas interseccoes sao angulos retos, como: dominios quadrados, fluxo em torno de

obstaculos quadrados, dutos, cavidades.

Alguns problemas computacionais surgem na simulagao do escoamento
de um fluxo em torno de um obstaculo circular. E por isso algumas técnicas surgiram

com o intuito de sanar estes problemas. Dentre elas podemos citar:

e diferencas finitas generalizadas: com o objetivo de suavizar o contorno
do obstaculo uma malha ortogonal é gerada se ajustando ao objeto.
A geracao das malhas pode tornar-se complicada e é necessaria uma

formulagao diferente para o problema [19, 21, 33].

e malhas triangulares: utilizando este tipo de malhas podemos discretizar
o dominio mais facilmente de forma a contornar o objeto. Entretanto
o método dos elementos finitos se adapta melhor a formulacao dessas

malhas [12, 2, 20].

e método dos contornos virtuais: utiliza-se uma malha cartesiana e simula-
se a presenca do obstaculo através do correto dimensionamento de ter-
mos fonte. Se a malha nao for refinada suficientemente préxima do
objeto, a aproximacao pode ser inadequada, nao simulando de forma

correta o problema [26, 22, 30|.



e aproximacoes livres de malha (“meshfree”): a malha nao é gerada,
porém discretizagoes especificas devem ser obtidas para uma nuvem

de pontos [23, 25, 24|.

e refinamento adaptativo com malhas estruturadas: malhas cartesianas
(ou triangulares) sdo obtidas e proximo do objeto a malha é refinada de
forma a suavizar o contorno do objeto (que continuara de certa forma

como um reticulado quadriculado).

Os métodos apresentados acima apresentam vantagens e desvantagens.
O objetivo deste trabalho é estudar e explorar o refinamento localizado com malhas

estruturadas, para num trabalho futuro desenvolvermos malhas adaptativas.

1.1 Malha Quadtree

O termo quadtree é usado para descrever a classe de estrutura de da-
dos cuja propriedade comum é o principio de decomposicao recursiva do espaco.
Primeiramente, os algoritmos quadtree foram utilizados no processamento de ima-
gem e recentemente seu potencial como geradores de malha tem sido reconhecido.
A abordagem mais estudada da representacao de uma regiao em quadtree é baseada
na subdivisdo sucessiva do dominio da malha (ou limites da imagem) em quatro

quadrantes de mesmo tamanho [32].

Assim, para a geracao de uma malha adaptativa bidimensional (“quadtree”),
primeiramente subdivide-se o dominio em uma malha cartesiana com espacamentos
uniformes. O obstéculo deve ser definido através de uma curva suave por partes, e
em seguida a malha inicial é refinada num processo iterativo, de tal forma a subdi-
vidir os quadrilateros onde a curva esti presente. Para um dominio tridimensional

(“octree”), a subdivisao é feita em cubos.



No presente trabalho, estamos interessados em dominios bidimensio-
nais, assim a cada varredura da malha, cada quadrilatero, que contém a curva, é
subdividido em quatro quadrados iguais, sucessivamente. Tal forma de subdivisao
resultard em uma malha estruturada que serd armazenada numa estrutura de dados
chamada drvore quaterndria ou quadtree. Assim a primeira questao relevante é a
armazenagem de forma dinamica e eficiente de tal estrutura, que na prética deve
seguir alguns critérios como, por exemplo, a eficiéncia no acesso a células vizinhas

de qualquer célula da malha e de qualquer nivel [27].

O critério de refinamento pode tornar-se complicado, pois ao refinar um
certo quadrilatero podemos ter que refinar os seus vizinhos e assim sucessivamente,
por todo o dominio. O refinamento é feito como pré-processamento para a simulacao
porém tal técnica pode ser utilizada para refinar partes do dominio onde a solugao

possuir gradiente alto, obtendo assim uma melhor aproximacao.

Existem alguns métodos de decomposicao planar, em [32] encontramos
uma justificativa para a decomposicao quadtree em quadrados. Quadrados sao usa-

dos porque a decomposicao resultante satisfaz duas propriedades:

e cla produz uma particao que ¢ um padrao repetido infinitamente para

que ela possa ser usada em dominios de qualquer tamanho;

e cla gera uma particao que ¢ infinitamente decomposta em padroes cada
vez mais finos o que resulta numa regiao mais refinada e portanto,

curvas por parte cada vez mais suaves.

Uma decomposicao em quadtree em quatro triangulos equilateros tam-
bém satisfaz estes critérios. No entanto, ao contrario da decomposi¢ao em quadra-
dos, eles nao tém uma orientacao uniforme. Ja a decomposicao em hexagonos, por

exemplo, possui uma orientacao uniforme, mas nao satisfaz a segunda propriedade.



Algumas das vantagens de utilizacao de uma malha quadtree, sao as
seguintes: sao geradas automaticamente sobre qualquer dominio, nao importando
a complexibilidade e irregularidade, fornecendo regioes de alta resolucao onde es-
tas forem necessarias; por exemplo, a malha é fina em regioes onde o gradiente
tem grandes variacoes. A estrutura hierarquica permite obter informacao de forma
estruturada de qualquer célula, além de ser robusta e de eficiente implementacao

[14, 34].

Veja a figura 1.1 que mostra um exemplo de uma malha quadtree com
obstaculos circulares, onde proximo aos circulos a malha é mais refinada e conforme
os quadrados afastam-se desta regiao, os espacamentos aumentam. Desta forma
é possivel obter uma malha com uma boa resolucao sem refinamento completo do

dominio.

091 1] T T ]

0.7F =

0.6 T xlx xlx T

08T 171717 T
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0.3F ]

0.1 I —

Figura 1.1: Exemplo de uma malha quadtree.

As malhas quadtree possuem grande aplicacao nos problemas de dinamica

de fluidos, onde sao necessarias malhas muito finas que sejam eficientes na captacao



de vortices, pois geralmente nestes problemas ha grandes variacoes dos gradientes

envolvidos.

1.2 Estrutura da Dissertacao

Neste trabalho desenvolvemos uma estrutura de dados “quaternéria”
para a geracao de malhas quadtree. Para isto usamos FORTRAN 90 como linguagem
de programacao e os programas MATLAB e Visual [18] para o pos-processamento de

imagens.

No capitulo 2 iniciamos com algumas defini¢oes basicas sobre estrutura
de dados e apresentamos os termos usados ao longo da dissertacao. No que se refere
especificamente a estrutura da arvore quaternéaria implementada, apresentamos o
sistema de numeracao de nodos adotado no desenvolvimento do trabalho e um dos
pontos altos na implementacao deste tipo de arvore, que é a busca de vizinhos dos
nodos. Os algoritmos de inicializacao da arvore, subdivisao de um nodo e busca de

vizinhos sao apresentados de forma resumida.

Em seguida, diferentes processos de refinamentos sao apresentados no
capitulo 3. Diferentes tipos de malhas sao geradas através do desenvolvimento de
subrotinas que refinam ao longo de retas, circulos, rosaceas, regioes. A geracao das
malhas quadtree deve satisfazer o critério de “balanceamento” que indica a relagao
de subdivisao que existe entre nodos vizinhos, de forma a evitar problemas de insta-
bilidade e discretizacao de operadores. A metodologia empregada na implementacao
do algoritmo que realiza o balanceamento da malha é explicada com alguns detal-
hes. Ressaltamos que nao estamos apresentando, talvez, a forma mais eficiente de
implementagao, pois 0 nosso interesse, num primeiro momento, esta focalizado no
desenvolvimento de um algoritmo que seja capaz de gerar malhas quadtree e indicar

as discretizagoes de operadores nestas malhas.



Um ponto crucial no desenvolvimento das malhas quadtree sao as inter-
polacoes das variaveis entre quadrantes com espacamentos diferentes. Dois tipos de
interpolacoes sao descritas no capitulo 4, bem como as discretizagoes em diferencas

finitas para derivadas de primeira e segunda ordem sao apresentadas.

Finalmente no capitulo 5 apresentamos os resultados obtidos na simu-
lacao da equacao do calor e de escoamento de fluidos através da equagao de Navier-
Stokes. Inicialmente os modelos matematicos e as metodologias adotadas na resolu-
cao e discretizacao das equagoes sao apresentadas, juntamente com as condicoes de
contorno e condic¢oes iniciais dos problemas propostos. Logo em seguida, a ordem
do método é verificada, primeiro para o caso da malha quadtree uniforme e depois

para malhas com diferentes espacamentos entre os quadrantes.



2 ESTRUTURA DE DADOS

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes importantes para a
compreensao dos algoritmos que serao tratados ao longo dos capitulos. Estas de-
finicoes sao baseadas em [15], [17] e [8]. Primeiramente definiremos o conceito de
“arvore”, uma das estruturas de dados mais importantes em computacao, bem como

a terminologia utilizada no tratamento do modelo.

2.1 Definicoes

Uma arvore pode ser representada graficamente como mostra a figura
2.1, onde temos um conjunto de nodos representados na figura pelas letras K, L,
M, N, O, P, Q, R e S ligados através de linhas que indicam como os nodos
estao relacionados. A terminologia para o tipo de relacionamento entre os nodos
nao é padronizada, portanto apresentaremos a seguir a terminologia adotada neste

trabalho.

()

\
AN

Figura 2.1: Exemplo da representacao de uma drvore.

A raiz da arvore é representada no topo e cresce de cima para baixo, ou

seja, na figura 2.1 a raiz é indicada pela letra K. E importante observar que todos os



nodos da arvore estao associados a sua raiz, portanto o acesso a qualquer nodo pode
ser feito a partir da raiz. Na figura 2.1 vemos que a forma de relacionamento entre
os nodos K e M é diferente do existente entre os nodos K e Q. A primeira relagao
é dita direta e a segunda indireta e os nodos relacionados sao chamados de nodos
descendentes. Costuma-se chamar o descendente direto de um nodo de nodo filho,
e 0 nodo em questao de nodo pai. Assim, os nodos de mesmo pai sao chamados de
nodos irmaos. Por exemplo, na figura 2.1, os nodos P, Q, R e S sao irmaos entre
si e filhos do nodo pai M, que por sua vez é nodo filho do nodo K, que também é

avo dos nodos P, Q, R e S.

E necessario fazer distincao entre os nodos da arvore com relacao a
existéncia de filhos: os nodos que possuem filhos sao chamados de nodos interiores
e 0s que nao possuem, de nodos folha ou externos. Quando um conjunto de nodos
estd associado a um nodo folha, chamamos este conjunto de subdrvore e o nimero
de subarvores associadas a um nodo é chamado de grau de um nodo, ou podemos
definir o nimero de filhos de um nodo como o seu grau. No exemplo da arvore
representada na figura 2.2 os nodos 2, 5, 8, 9 e 10 formam uma subérvore da raiz

que tem grau 3.

Nivel 1

Nivel 4

Figura 2.2: Exemplo da representacao de uma drvore e subdrvores.

Assim, também é possivel definir o grau de uma arvore, que é o niimero

maximo de filhos dentre os nodos da arvore. O grau da arvore representada na



figura 2.2 é, portanto, 3. Outra definicao muito importante é o nivel de um nodo.
Sabemos que os nodos estao ligados por linhas, o niimero de conecgoes de um nodo
com outro até a raiz acrescido de 1 é dito o nivel deste nodo. Usando ainda a arvore
da figura 2.2 como exemplo, temos que os nodos folha 8, 9 e 10 estao no nivel 4, ja
que existe um caminho de cada um desses nodos até a raiz constituido de 3 linhas
e, portanto, acrescido 1, obtemos o nivel do nodo. Desta forma, a raiz sera sempre

o primeiro nivel.

Este trabalho estid focado num tipo de arvore chamada quadtree, ou
seja, uma arvore onde cada nodo pai possui quatro filhos. Como o objetivo aqui, é
construir malhas quadtree, podemos associar uma arvore com um quadrante no plano
cartesiano, onde a raiz, inicialmente, serd um quadrado de lado 1 com os vértices
nos pontos (0,0),(1,0),(1,1) e (0,1). Assim podemos construir malhas uniformes

ou nao, com o numero de nodos desejado.

E importante numerar os quadrantes gerados (nodos filhos e folhas) e
associa-los com a arvore. Antes disso, cada novo quadrante é associado com um ro-
tulo que representa uma direcao dependendo de sua localizagao. Esta representacao

é mostrada na figura 2.3. Ao conjunto dos quatro quadrantes chamaremos de bloco.

NO | NE

SO | SE

Figura 2.3: Cada quadrante € associado com um rétulo: NO para os que estao na
regiao noroeste do referido bloco, NE para os da regiao nordeste, SO
para sudoeste e SE para os se encontram na regiao sudeste.
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O sistema de numeracao adotado consiste em numerar os nodos da
seguinte forma: 1 para a raiz e cada quadrante gerado, ou seja, os filhos sao nu-
merados na ordem NO-NE-SO-SE em cada nivel. Este esquema de indexacao é
conhecido como Z-Ordering. Veja o exemplo, mostrado na figura 2.4, onde ocorre a
numeracao dos nodos comegando pela raiz (nivel 1) até a geracao de nivel 3. Outra

forma de numeracao pode ser encontrada em [15].

10 (11

2 3 912 (13

1 141518 |19
4 > 16 |17 (20|21

Figura 2.4: Exemplo do sistema de numeracao iniciando com a raiz até o nivel 3
para o caso de uma malha uniforme.

Agora, podemos associar o quadrante no plano cartesiano com a repre-
sentacao de uma arvore, seguindo o sistema de numeracgao acima. Desta forma, toda
malha gerada pode ser associada a uma &arvore e, assim, representada graficamente,

como mostra a figura 2.5.

1

53 //\\

06

05

z;; // \

01

L L L L L L L L
0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 07 08 0.9 1

Figura 2.5: Malha nao uniforme de nivel 3 (a esquerda) e sua representagdo grdfica
através da estrutura de wma drvore (4 direita).
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Para o caso de uma malha quadrada uniforme de nivel n teremos 4" *

7 ) — n__ 7
nodos gerados com um niimero total de Y . ; 4! = £=L nodos na drvore, gerando

assim uma malha n X n com espacamento dr = dy = 2n1—1-

Segundo [14], [15] e [29] é desejavel que o nivel maximo entre nodos
adjacentes (vizinhos) nao exceda 2 (para vizinhos de aresta a diferenca é 1 e de
vértice 2), caso contrario a discretizagdo dos operadores torna-se muito complexa, o
que pode dificultar a convergéncia. Quando uma malha satisfaz este critério dize-
mos entao, que se trata de uma quadtree balanceada. A figura 2.6 apresenta um
exemplo onde o critério de balanceamento é satisfeito. Os detalhes deste critério

serao apresentados no capitulo 3.

0.9 1 0.9

0.8 1 0.8

0.7 1 0.7

0.6 1 0.6

0.5 0.5

0.4 1 0.4

0.3 1 0.3

0.2 1 0.2

0.1 1 0.1

Figura 2.6: Quadtree balanceada: a esquerda malha com niveis 2 e 4, a direita
quadtree balanceada com niveis 2, 3 e 4.

2.2 Encontrando os Vizinhos

Cada nodo ou quadrante possui, no maximo, quatro vizinhos de aresta
e quatro vizinhos de vértice, onde os de aresta sao chamados Norte, Sul, Leste ou
QOeste e os de vértice sao chamados Noroeste, Sudoeste, Nordeste e Sudeste, veja a
figura 2.7. Temos interesse em saber quais sao os vizinhos de aresta (observe na

figura 2.7), pois estes serao usados na discretizacao das equagoes.
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Noroeste Norte Nordeste

Quadrante de Leste
Oeste Referéncia

Sudoeste Sul Sudeste

Figura 2.7: Possiveis vizinhos de um quadrante: vizinhos de aresta (negrito) e vizi-
nhos de vértice (itdalico).

Este é um ponto crucial na construcao das malhas quadtree. Em pesquisa
realizada encontramos basicamente duas maneiras para encontrar os vizinhos de
aresta, que podem ser conferidas em [32, 31, 14, 15, 3, 29]. As duas primeiras
referéncias mostram a mesma técnica, apresentada com mais detalhes no capitulo
3 em [32]| que por isso nos serviu de base para o desenvolvimento do algoritmo. O
grande diferencial é que esta técnica nao depende do sistema de numeracgao adotado,
nem das coordenadas dos nodos, nem do tamanho dos quadrantes, sendo assim, um

método mais geral.

O método para encontrar vizinhos é baseado na localizagao do ances-
tral comum mais prozimo. Primeiramente precisamos definir algumas fungoes im-
portantes que envolvem operacoes entre blocos de quadrantes com suas arestas e

vértices, bem como algumas notagoes.

Funcao ADJ(D,Q): retorna verdadeiro (V) se, e somente se, a aresta ou
vértice do bloco é adjacente (ou vizinho) a outro bloco, tomando como referéncia
o quadrante @) na diregdo D, e retorna falso (F) para o caso contrario. A tabela
2.1 mostra estas relagoes. Outra maneira de entender esta relacao é tomando por

base a direcao e o quadrante, ou seja, quando eles forem do mesmo “tipo” de rétulo
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usamos verdadeiro. Por exemplo, ADJ(N, NE)=V, pois N e NE sao do mesmo “tipo”,

ja que ambos possuem a direcao norte no rotulo.

Direcao \ Quadrante
NO | NE | SO | SE
N \Y A% F F
E F V F |V
S F F V |V
@) \Y% F V | F
NO V F F F
NE F V F F
SO F F V | F
SE F F F |V

Tabela 2.1: Tabela de adjacéncia

Funcao PAI(i): retorna o pai de cada nodo 7.

Funcao TIPO_FILHO(i): retorna o tipo de filho ao qual o nodo 7 esta
associado. Sendo assim, pode ser: NO, NE, SO ou SE.

Funcao FILHO(i, D): retorna o filho de ¢ na direcao D.

Funcao REFLETE(D,Q): espelha o quadrante () na direcao D, isto vale
para blocos de mesmo tamanho, ou seja, os blocos podem ser irmaos ou nao. Este
espelhamento pode ser através das arestas ou dos vértices dos quadrantes. A tabela

2.2 mostra estas relagoes.

Funcao ARESTA_COMUM(D, Q): retorna a aresta comum entre () e seu
vizinho contido no bloco de mesmo tamanho na direcao D, onde D pode ser enten-

dido como o vértice do quadrante. Veja a definicao na tabela 2.3.
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Direcao \ Quadrante
NO | NE | SO | SE
N SO | SE | NO | NE
L NE | NO | SE | SO
S SO | SE | NO | NE
W NE | NO | SE | SO
NO SE | SO | NE | NO
E SE | SO | NE | NO
SO SE | SO | NE | NO
SE SE | SO | NE | NO

Tabela 2.2: Tabela de reflexao

Direcao \ Quadrante

NO | NE | SO | SE
NO ID | N O | ID
NE N [ID |ID | L
SO O | ID|ID| S
SE ID L S | ID

Tabela 2.3: Tabela de aresta comum, onde ID significa valor indefinido.
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Vejamos um exemplo do uso das funcoes apresentadas. Consideremos

uma malha de nivel 2 e a arvore associada a ela, como mostra a figura 2.8.

A5 A A

NORTE
6 7 10 11
NO NE NO NE
8 9 12 13
SO SE SO SE

14 15 18 19

HHwnEO
e NN N

NO NE NO NE
16 17 20 21

SO SE SO SE
SUL

Figura 2.8: Malha e drvore associada para exemplificar a aplica¢ao de algumas
funcoes importantes na busca de vizinhos.

e ADJ(SE, SE) = V. Veja na figura 2.8, que o bloco que contém os nodos
6,7,8 e 9 correspondente ao nodo 2 como pai. Queremos saber se o
quadrante SE deste bloco (é importante observar que isto acontece em
todos os blocos) é adjacente a outro bloco na dire¢do SE. Que neste
caso é verdadeiro, pois na direcao especificada existe o bloco de qua-
drantes 18,19,20 e 21. Mas se mudarmos a direcao para NO, temos

que ADJ(NO, SE) = F, pois na direcao especificada estamos tratando
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de um quadrante dentro de um mesmo bloco, no caso, o nodo 6 que

nao pertence a um bloco vizinho, portanto nao ha adjacéncia.

e PAI(21) = 5, significa que o nodo pai do nodo folha 21 é o nodo 5.
Para observar esta relacao, veja a arvore na figura 2.8, basta tomar o

nodo folha 21 e subir um nivel na arvore, e logo, o pai é encontrado.

e FILHO(4, SE) = 17, ou seja, o filho do nodo 4 na direcao SE é o nodo
folha 17.

e TIPO_FILHO(5) = SE, que significa que o nodo 5 é um filho do tipo SE

ja que esta na direcao SE do bloco ao qual pertence.

e REFLETE(S, S0) = NO. Observe o nodo 8 na figura 2.8 que é um qua-
drante SO. Agora tome a direcao S. Encontramos o nodo 14 que
pertence a outro bloco, e é do tipo NO. Portanto a funcao reflete o

nodo SO na dire¢ao S e encontra um nodo do tipo NO.

e ARESTA_COMUM(NO, S0)= 0. Veja a figura 2.8, consideremos o nodo 12
que é um quadrante rotulado por SO e que pertence ao bloco constitui-
do pelos nodos 10, 11,12 e 13. Na direcao NO encontramos o quadrante
7 que pertence a outro bloco (constituido pelos nodos 6,7,8 e 9), por-
tanto a aresta comum a estes blocos é a aresta da direcao oeste com

relacao ao nodo e na direcao especificados.

2.3 Implementacao Basica

Nesta secao detalharemos a implementacao em FORTRAN 90 da inicia-
lizagao da arvore, insercao de nodos e a procura de vizinhos utilizando as fungoes

definidas anteriormente.
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2.3.1 Inicializando a Arvore

A implementacao foi feita utilizando a declaracao de um objeto chamado

de No através do comando type. As propriedades de cada No sao:
no%Nivel: nivel do nodo.

no%NE, no%SE, no%N0, no%S0: define-se os nodos filhos em cada di-

recao. No inicio, atribui-se zero para cada um destes nodos.

no%pai: pai do nodo em questao. Como o nodo raiz nao possui pai,

entao atribui-se zero.

no%x, noky: valor das coordenadas z e y do canto inferior esquerdo do

nodo pai.

no’%dx, no’%dy: comprimento dos lados do quadrante definido pelo nodo
pai nas direcoes x e y. Na subrotina INICIALIZA_ARVORE apresentada logo a seguir,

temos dx = dy = 1, portanto o nodo pai é um quadrado de lado 1.
no’cx, no’%cy: valor das coordenadas = e y no centro do quadrante.

Foram criadas vérias subrotinas arquivadas em um module. Iniciemos
com a subrotina que inicializa a drvore, INICTALIZA_ARVORE, ou seja, cria o primeiro

quadrante com todas as informagoes necessérias ao longo da implementacao.
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ALGORITMO: INICIALIZA ARVORE
1 Define no.pai = 0
no.nwel =1
no.NE =no.NW = no.SE =no.SW =0
no.x =no.y =0

no.dr = no.dy =1

S Ot e W N

no.cx = no.cy = 0.5

A subrotina SUBDIVIDE_NO é responsavel por inserir novos nodos na
arvore, seguindo a ordem apresentada na secao anterior, bem como para refinar um
nodo ou todos os nodos que derivam da subérvore gerada por esse nodo. Ela também
serd usada por outras rotinas que refinarao ao longo de uma reta, por exemplo. Isto
serd mostrado no capitulo 3 que trata do refinamento. Os passos resumidos desta

subrotina sao:

ALGORITMO: SUBDIVIDE NO
Entrada: pai = NO;
1 SE o nodo pai nio possui filhos, ENTAO
2  PARA cada filho F € {NO,NE,SO,SE}
Define F.x e Fly
F.dx = I%dz e Fldy = padey
F.nivel = pai.nivel + 1
F.opai =1
FNE=FNW =FSE=FSW =0
Define F.tipofilho

co N O ot ks W
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2.3.2 Procurando Vizinhos

O algoritmo abaixo foi reescrito de [32] e as fungoes auxiliares foram
implementadas conforme defini¢oes apresentadas na secao 2.2. Algumas corregoes
foram feitas, como por exemplo: quando procura-se o vizinho de um nodo ¢ da
fronteira, o que significa que, em pelo menos uma das direcoes, digamos D, nao ha
vizinho, o algoritmo retorna 0 quando for solicitado o vizinho do nodo ¢ na dire¢ao

D.

ALGORITMO: VIZINHO
Entrada: NO;, Dir = Direcao
1 SE AD.J(Dir, NO;), ENTAO
2 Define E como o vizinho do pai do No na direcao Dir
3 SENAO
4  Define E como o pai do nodo.
5 SE F possui nodos filhos, ENTAO
6  Define saida = FILHO(E, REFLETE(Dir,NO;))
7 SENAO
8  Define saida =0

E importante salientar que o algoritmo VIZINHO(i, dir), onde i de-
nota o nodo e dir a direcao, encontra vizinhos considerando duas situacdes com

relacao a diferenca de niveis:

1. Procura-se o vizinho de um nodo que estd num nivel superior. Por
exemplo, veja a malha da figura 2.9. Deseja-se determinar o vizinho na

direcao leste do nodo 23, ou seja, VIZINHO(23, °’E ’), que é o nodo 7.

2. Procura-se o vizinho de um nodo que estd num nivel inferior. Um

exemplo, é considerar o nodo 12 da malha representada na figura 2.9 e
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procurar seu vizinho na direcao oeste. Neste caso, o algoritmo “sobe”
na arvore e procura um nodo de mesmo tamanho. Entao VIZINHO(12,

>0 ?)= 9, pois 9 é o0 nodo pai dos nodos 26, 27, 28 e 29.

22 | 23
7 10 11
24 | 25
26 | 27
8 12 13
28 | 29
30 | 31
14 15 19
32 | 33
34 | 35
16 17 20
36 | 37

Figura 2.9: Malha de niveis 3 e 4 com a numeracao de seus respectivos quadrantes.

O vizinho de um nodo da fronteira sera, por convencao, 0, quando nao

houver vizinho na direcao especificada. Por exemplo, VIZINHO(11, ’E ’)= 0.
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3 REFINAMENTO E BALANCEAMENTO

Este capitulo trata da implementacao das subrotinas utilizadas para a
geragao de malhas quadtree com niveis diferentes, e ainda apresenta o critério de

balanceamento da quadtree e sua implementacao.

3.1 Refinamento

Apo6s gerarmos a malha quadtree e até conseguirmos refiné-la em di-
ferentes quadrantes através da subrotina SUBDIVIDE_NO, tornou-se necessario fazer
o refinamento de forma mais rapida e mais especifica, como por exemplo refinar
os quadrantes ao longo de uma reta dada. Com esta idéia, o proximo objetivo do
trabalho foi criar subrotinas que refinam ao longo de um circulo e de uma regiao

para assim obtermos diferentes tipos de malhas.

ALGORITMO: REFINA
1 Calcula-se as coordenadas (z;,y;) utilizando a fungao especificada.
2 Para cada ponto (z;,y;)
3 Encontra-se as folhas
4 SE o ponto (z;,%;) esta dentro do nodo, ENTAO
5 executa SUBDIVIDE NO
6 Faca o mesmo para os nodos NO, NE, S0 e SE

3.1.1 Refinando ao Longo de uma Reta

A subrotina REFINA_RETA(i,a,b) refina ao longo de uma reta de incli-
nacao a e coeficiente linear b, comecando do nodo ¢. A subrotina percorre a arvore
iniciando do nodo pai até folhas onde é feito o refinamento. Veja na figura 3.1 uma

malha gerada a partir desta subrotina, com a = —2 e b = 0.9.
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Figura 3.1: Malha de nivel 5 com refinamento ao longo da reta y = —2x + 0.9.

E importante ressaltar que as subrotinas de refinamento podem ser
aplicadas mais de uma vez na mesma regiao ou em regioes diferentes, obtendo assim
diferentes tipos de malha. A figura 3.2 mostra uma malha refinada ao longo de retas
com inclinagoes diferentes. Ja a malha apresentada na figura 3.3, possui refinamento
duplo ao longo da reta de inclinagao 2.5 e coeficiente linear 1, ou seja, a subrotina
REFINA_RETA(i,a,b) foi executada duas vezes, com isso é possivel obtermos malhas

com maior resolucao. A malha da figura 3.4 apresenta regioes ainda mais refinadas.
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09 1

0.8F =

0.5

0.4 1

0.3F =

0.2E i

Figura 3.2: Malha de nivel 5 com refinamento ao longo das retas y = x ey =
—1x + 1.
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Figura 3.3: Malha de nivel 5 com duplo refinamento ao longo da reta y = 2.5x + 1.
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Figura 3.4: Malha de nivel 5 com triplo refinamento ao longo das retas y = —1.5z+
0.3 ey = 1.6z — 0.66.
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3.1.2 Refinando a Partir de Equagoes Polares

Com o auxilio da subrotina que subdivide um nodo é possivel gerar
malhas com refinamento na forma de circulos, rosiceas, cardidides, entre outros.
Para isto basta utilizar as equacoes apropriadas que geram estas figuras. Para

rosaceas, por exemplo, as equacgoes sao definidas pelo raio:
r = acos(nd) e r = asin(nf) (3.1)

onde n =1,2,3,... e que possuem

e 2n pétalas, se n é par,
e n pétalas, se n é impar.
A figura 3.5 mostra uma malha uniforme de nivel 7 com refinamento

ao longo de uma rosacea de 5 pétalas, ja na figura 3.6 temos uma malha uniforme

de nivel 6 com um refinamento na forma de um cardioide.

0.9F =

0.8

0.7
0.6E %:: HH

0.5 H ==

0.3

0.2

0.1F =

Figura 3.5: Malha de nivel 7 com refinamento em forma de uma rosdcea de 5 pétalas.
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0.9F 5

0.7¢

0.6

0.5

0.4F

0.2E E

0.1F s

Figura 3.6: Malha de nivel 6 com refinamento em forma de um cardidide.

Se desejarmos regioes bem definidas, basta utilizarmos a subrotina
repetidamente até alcancarmos a resolugao desejada. Um exemplo disto pode ser
visto na figura 3.7 que apresenta uma malha com um refinamento triplo na forma
de um limacon. Nas figuras 3.8 e 3.9 temos exemplos de malhas com refinamentos

ao longo de circulos.
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0.8F B

0.7

0.6F

0.5

0.2

0.1F i

Figura 3.7: Malha de nivel 6 com triplo refinamento em forma de um limagon.

0.9E

0.8

0.7

0.6 F

0.5

0.4E

0.3

0.2

0.1F

Figura 3.8: Malha de nivel 7 com duplo refinamento ao longo dos circulos de centro
(0.5,0.5) e raios 0.2 e 0.4.
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0.9

Figura 3.9: Malha de nivel 5 com triplo refinamento ao longo dos circulos: raio 0.2
e centro (0.2;0.2) e raio 0.3 e centro (0.4;0.5).

Com os exemplos apresentados até o momento ja é possivel entendermos
e identificarmos o poder de uma malha quadtree. Em outras palavras, com o uso
das subrotinas apresentadas até aqui podemos gerar malhas com uma boa resolugao
contendo obstéaculos circulares, o que torna o método uma oOtima alternativa na

geracao de malhas.
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3.1.3 Refinando uma Regiao

Para o refinamento de uma determinada regiao, como um quadrado ou
retangulo, basta informarmos os pontos que determinam os extremos da diagonal
do quadrilatero que define a regidao de interesse, denotados por (zi,yi) e (zf,yf)
para a subrotina REFINA_REGIAQO(i,xi,xf,yi,yf) e, entao toda a regiao conforme

a figura 3.10 é refinada.

()

Figura 3.10: Esquema da delimitacao da regiao a ser refinada.

Um exemplo da aplicagao desta subrotina pode ser vista na figura 3.11
que apresenta uma malha, inicialmente, de nivel 6 com refinamento em duas regioes,

gerando, assim uma malha com dois niveis de refinamento.
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0.9E =

0.8

0.7

0.6 =

0.5

0.3

0.2

0.1F =

Figura 3.11: Malha de nivel 6 com refinamento das regioes com diagonais definidas
pelos pontos: (0,0), (0.15,1) e (0.85,1), (0.15,1), gerando assim, uma
malha com dois niveis de refinamento, 6 e 7.
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3.2 Quadtree Balanceada

Como foi dito anteriormente no capitulo 2, que tratou da estrutura
de dados na arvore, o nivel entre nodos adjacentes nao pode exceder 2 |14, 15, 29|,
mais especificamente, o nivel méximo entre vizinhos de aresta é 1 e entre vizinhos de
vértice ¢ 2. Quando uma malha satisfaz esta condigao, dizemos que se trata de uma
quadtree balanceada. Esta condicao proporciona um equilibrio entre a flexibilidade
da grade e a precisao. Por exemplo, na interface entre células de diferentes tamanhos
os vizinhos de aresta devem ter diferenca de até 1 nivel, pois isto reduz os possiveis
erros de interpolacao através das discretizacoes, enquanto permite que a densidade

da grade varie significativamente em pequenas distancias.

A primeira ideia que surgiu no inicio da implementagao do algoritmo
que tem por funcao balancear a quadtree, foi percorrer a arvore comparando o nivel
dos vizinhos, mas isto nao foi suficiente. Para entendermos melhor, consideremos a
malha da figura 3.12 que necessita ser balanceada, pois ha nodos adjacentes de nivel

3 e 6 0 que nao pode acontecer.

09
0.8

0.7 +
0.6 _‘_

0.5

04

0.3

0.2

0.1

Figura 3.12: Malha de niveis 3, 4, 5 e 6 nao balanceada.
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A primeira tentativa de balanceamento pode ser verificada na malha
da figura 3.13. O que acontece é que os nodos marcados pela letra “A” também
deveriam ter sido subdivididos, mas isto nao acontece, pois apenas os nodos pais
desses quadrantes sao verificados pela subrotina de balanceamento. Logo, nao é
suficiente compararmos apenas os niveis dos vizinhos, mas devemos também verificar
através da subrotina de balanceamento os novos nodos que sao gerados a partir da

necessidade de balanceamento da malha.

09 R

0.8 E
I HH i

0.7 ==

0.6 + i

A

BS

0.4} :

0.3F R

0.2 R

0.1p R
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.13: Resultado da primeira tentativa de balanceamento. Os nodos marcados
com a letra “A” também deveriam ter sido refinados.

Portanto, para corrigir este problema devemos incluir a procura dos
vizinhos dos novos nodos durante a execucao da subrotina e inclui-los na arvore
imediatamente apos a subdivisao de um quadrante, e entao aplicar a subrotina de
balanceamento para os quatro nodos mais recentes. De forma resumida apresenta-

mos 0s passos para esta subrotina.
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ALGORITMO: BALANCEAMENTO QUADTREE
Entrada: NO;
1 SE NO; possui filhos, ENTAO
2 PARA cada direcao € {leste, oeste, norte, sul}
3  SE o nivel do vizinho na direcao é maior do que o nivel do NO;

em uma unidade, ENTAO

4 Subdivide o No vizinho.
5) Recalcula os vizinhos de cada NO da arvore.
6 Faca o balanceamento dos quatro novos nodos.

E o resultado obtido pode ser verificado na malha da figura 3.14, onde os niveis dos
vizinhos de arestas satisfazem a condicao de 1 nivel de diferenca e entre vizinhos de

vértice de no maximo 2 niveis.

0.9

0.8

0.7 +

0.6 +
0.5 +

0.4

0.3

0.2

0.1F

Figura 3.14: Malha da figura (3.12) balanceada.
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Na figura 3.15 apresentamos duas malhas com refinamento ao longo
de uma determinada reta, sendo uma na forma balanceada através da subrotina

apresentada nesta segao.

0.8F *

0.6 b

0.5

0.4 b

0.3F *

0.2 i

0.1f b

0.9 |

0.7F E

0.5

0.4 b

0.3F ,

0.2F |

0.1F b

Figura 3.15: Malha de niveis 4 a 8 nao balanceada (acima) e quadtree balanceada

(abaizo).
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De forma semelhante, a malha da figura 3.16 mostra a diferenca entre
duas malhas com refinamento ao longo de duas retas, sendo que uma das malhas,

mais exatamente a malha inferior estd satisfazendo o critério de balanceamento.

0.9

b

L]

07} e ]

BHE

i

0.5 $

0.3f

e

]

0.1f =

o

©

‘I
Hi

Hil

0.8f HH

0.6f HH E

04} &= |

0.2F H R

B

HEH

Figura 3.16: Malha de niveis 4 a 7 nao balanceada (acima) e quadtree balanceada

(abaizo).
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Na figura 3.17 temos uma malha com 5 niveis de refinamento numa
regiao retangular proxima a borda da dire¢ao norte e também o resultado obtido apos
o balanceamento da quadtree, gerando assim uma malha com os padroes esperados

de balanceamento.

0.9

0.8 b

0.7f b

0.6 ]

0.5

0.3f ]

0.1f b

0.9 e b e

0.8F =

0.6 b

0.5

0.4 b

0.2} b

Figura 3.17: Malha de niveis 4 a 8 nao balanceada (acima) e quadtree balanceada
(abaizo).
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Confirmando a eficiéncia da subrotina que realiza o balanceamento da
quadtree, temos na figura 3.18 a diferenca entre duas malhas com refinamento ao
longo de um circulo de raio 0.2 e centro (0.5,0.5) apos a verificagao feita através da

subrotina BALANCEAMENTO_QUADTREE.

09t
08F
I I
07k 11T -
06l
0.5 F -
04f H -
[ J \ |
03F i
[ [ [ |
02k
o1l
0 L L L L L L L L
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 07 0.8 0.9 1
1
09t
08F
‘ T T T T ‘
07k
TTT 1T
| |
06l I
05 . mm .
04l — — T —
[ [
1T 1T
03F
[ HH |
02f
o1l
0 L L L L L L L L
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 07 0.8 0.9 1

Figura 3.18: Malha de niveis 5 a 9 nao balanceada (acima) e quadtree balanceada

(abaizo).
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Aumentando a complexidade da malha, temos na figura 3.19 uma malha

com refinamento na forma de uma rosacea de 4 pétalas fora do critério de balancea-

mento, e também o resultado obtido quando esta satisfaz o critério de balancea-

mento.
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Figura 3.19: Malha de niveis 5 a 8 nao balanceada (acima) e

(abaizo).
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E, para finalizar com estes exemplos, na figura 3.20 apresentamos uma
quadtree balanceada com refinamentos mistos, mais especificamente, refinamentos

ao longo de uma rosacea de 8 pétalas contida na interior de um circulo.

o [

BEE|
.
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0.5

04F [
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e = ,

0.1f
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0.9
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+

0.7E FH
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0.4

0.2F 1

0.1

Figura 3.20: Malha de niveis 5 a 8 nao balanceada (acima) e quadtree balanceada

(abaizo).
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4 INTERPOLACAO E DIFERENCAS FINITAS
NA QUADTREE

Como estamos trabalhando em malhas nao uniformes, faz-se necessario
o uso de interpolacoes dos valores das func¢oes utilizadas numa simulacao. Na biblio-
grafia pesquisada encontramos algumas maneiras de fazer isso, como em (34, 14, 27,
1, 13]. Além disso, neste capitulo também trataremos da discretizagao das derivadas

em diferencas finitas para o caso das malhas quadtree.

4.1 Interpolacao

Trabalhamos com dois tipos de interpolagao para o caso de vizinhos em

niveis diferentes:

Tipo 1 - Interpolacao para um nivel inferior - faz-se a média dos valores da

funcao nos nodos filhos e guarda-se no nodo pai.

Tipo 2 - Interpolagao para um nivel superior - usa-se interpolagao linear con-

forme [34].

Lembramos que os valores das varidveis sao guardados no centro de cada quadrante.

4.1.1 Interpolacao do Tipo 1

Neste caso pretendemos interpolar valores de vizinhos de um nivel su-
perior para um nivel inferior conforme esquema representado na figura 4.1. Desta
forma os valores que serao usados na interpolacao estao num quadrante mais refinado
que o seu vizinho e sao utilizados para encontrar o valor da funcao num quadrante

de um nivel inferior através da média aritmética. Na figura 4.1 podemos observar
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que os pontos marcados com (e) representam os valores da fungao nos nodos filhos,
e portanto através da média desses quatro pontos obtemos o ponto representado por

(o) no quadrante de um nivel inferior.

Figura 4.1: Esquema da interpolacao do tipo 1.

Assim é possivel obter a derivada de uma funcao em diferencas finitas
em relagao a x, por exemplo, utilizando os pontos indicados por (o) na figura 4.1,
pois estes encontram-se num mesmo nivel. Para implementar o algoritmo com esta
primeira interpolacao sao necessarias duas subrotinas: uma que contenha a férmula
da média dos quatro pontos e outra que percorra a arvore comparando os vizinhos

e aplicando a média onde for necessaria (subrotina recursiva).

4.1.2 Interpolacao do Tipo 2

Para interpolar os valores das variaveis que estao num nivel inferior em
comparacao a um dos seus vizinhos, utilizando 3 pontos, usamos interpolacao linear

conforme [34]. A figura 4.2 mostra que os pontos PE1l e PE2 sao interpolados
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utilizando os pontos E1, E2 e P. A vantagem desta interpolacao é que sao usados

os valores dos vizinhos mais préoximos aos pontos dos quais deseja-se interpolar.

PE1 El
u [}
P
[ ]
PE2 E.2

Figura 4.2: Esquema da interpolagao do tipo 2.

A interpolacao linear consiste em determinar a equacao da reta que
passa por dois pontos conhecidos. Em outras palavras, se dois pontos de coordenadas
(2o, f(x0)) e (z1, f(z1)) s@ao conhecidos, entao para zy < x < z; temos que f(z) ao

longo da reta é dado pela equagao

f(an): : i(%) _ f(ff;) : i(i’?o} (4.1)

ou seja,

F(@) = flao) + (x — o) LB =S (@0), (42)

1 — Zo

Passo 1: consideremos inicialmente um ponto K como mostra a figura
4.3 de coordenadas (xy, f(zx)) tal que

f(zm) . f(zm2)

f(xk) = 9 9

(4.3)
onde as coordenadas de F; e Es sdo, respectivamente, (zg1, f(xg1)) € (Tg2, f(TE2)).

Passo 2: considere um ponto (z,,f, f(zms)) localizado entre os pontos

P e K de tal forma que esteja a % do ponto P e a % do ponto K, veja a figura

4.3. Sejam (xo, f(x0)), (21, f(x1)) e (x, f(z)) dados por (0, f(zp)), (1,f(zx)) e

(2, f(zmy)), respectivamente. Portanto pela rela¢do 4.2 o valor de f(z,s) ¢ dado
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J
173
®

E2

Figura 4.3: Esquema de pontos auziliares para a obtencao das formulas de interpo-
lagao.

por

Flemg) = 3 f(ex) + 3 () (1.4

e substituindo (4.3) em (4.4) obtemos

f(emg) = 3 m) + 3 o) + 57 (@) (4.5

Observe a figura 4.4, onde é possivel observarmos que ligando os pontos
PFE1 e E2 de coordenadas (xpg1, f(zpr1)) € (TEo, f(Tg2)) através de uma reta, esta

passa por my, sendo este o ponto médio entre PE1 e E2.

PEL | m
------------- L R
PE2 | E2

Figura 4.4: Representacao da uma reta auxiliar para a obtenc¢ao das formulas de
interpolacao.

Assim, podemos obter outra relagdo para o valor de f(z,,r) que é dada

por

F(eng) = 5 (epi) + 3 F o) (46)
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Substituindo (4.5) em (4.6) e fazendo as simplificagoes necessarias, obte-
mos a relacao de interpolacao do ponto PE1 que depende dos pontos P, E1 e E2

como desejavamos, e é dada por

f(zpm) = ;f(l’P) + ;f(fEEl) - %f(xm)- (4.7)

Através de um procedimento andlogo, obtemos o valor de PE2

flopes) = 3 f(op) + 5 Fwpa) = 5 (m). (4.

Os pontos PE1 e PE2 chamaremos de pontos ficticios, pois eles serao
usados apenas como pontos auxiliares na discretizacao das derivadas. Como vimos,
o quadrante que contém o ponto P no centro pode ser dividido de tal forma que
obtemos 4 quadrantes ficticios de mesmo tamanho que os quadrantes com os pontos
E1 e E2. Desta forma os quadrantes que contém os pontos PE1 e PE2 sao do

mesmo tamanho que seus vizinhos na diregao leste.

Como cada quadrante possui 4 vizinhos de lado podemos ter 8 pos-
siveis pontos ficticios. Para facilitar a discretizacao dos operadores na direcao = e
y utilizamos pontos ficticios nas duas direcoes, dependendo do tipo de vizinho do

quadrante como mostra o esquema 4.5.

Na dire¢ao horizontal (vizinhos leste e oeste) temos 4 possiveis pontos
ficticios que denominaremos por: pelz, pe2x, pe3x e pedx. Analogamente, na dire¢ao
vertical (vizinhos norte e sul) temos pely, pe2y, pe3y e pedy como os possiveis pontos
ficticios. Para estas interpolacgoes, primeiramente foram criadas duas subrotinas,
uma para as interpolacoes na direcao x e outra para a direcao y. A idéia é verificar

0s trés possiveis casos.

Por exemplo, na direcao = temos os vizinhos leste e oeste, sendo assim

consideramos trés possibilidades:

1. os dois vizinhos estao no mesmo nivel;
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pely | pe2y
pe3y | pedy
pelx | pe2x pelx | pe2x
pe3x | pedx pe3x | pedx
pely | pe2y
pe3y | pedy

Figura 4.5: Esquema da distribui¢ao dos pontos ficticios nas diregoes x e y.

2. apenas o vizinho leste esta refinado;

3. apenas o vizinho oeste esta refinado.

Considerando estes trés casos, apresentamos o resumo da implemen-

tacao dos algoritmos de interpolacao.

ALGORITMO: INTERPOLA HORIZONTAL

Entrada: pai = NO
1 SE os vizinhos leste e oeste estdo num nivel maior ENTAO
2 Calcule pelz, pe2z, pedx e pedwx.
3 SENAO, SE o vizinho leste est4 num nivel maiorENTAO
4 Calcule pe2z e pedz.
5  Defina pelx =0 e pedz =0
6 SENAO, SE o vizinho oeste estd num nivel maiorENTAQO
7 Calcule pelx e pe3x.
8  Defina pe2x =0 e pedx =0
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ALGORITMO: INTERPOLA VERTICAL
Entrada: pai = NO
1 SE os vizinhos norte e sul estio num nivel maior ENTAO
2 Calcule pely, pe2y, pedy e pedy.
3 SENAO, SE o vizinho norte esta num nivel maiorENTAO
4 Calcule pely e pe2y.
5  Defina pe3y =0 e pedy =0
6 SENAO, SE o vizinho sul est4 num nivel maiorENTAO
7 Calcule pedy e pedy.
8  Defina pely =0 e pe2y =0

H4 a necessidade de que os nodos vizinhos sejam comparados com re-
lacao a diferenca de niveis. Assim a subrotina INTERPOLA_ARVORE executa esta ope-
racao aplicando as interpolagoes verticais e horizontais quando forem necessarias, e
ainda guarda os valores interpolados na arvore ao longo das simulagoes. Quando os

pontos ficticios nao sao necessarios, atribui-se 0.

ALGORITMO: INTERPOLA ARVORE

Entrada: pai = NO
1 SE um dos vizinhos estad num nivel maior ENTAO
2 Chame INTERPOLA HORIZONTAL e INTERPOLA VERTICAL.
3 SENAO

4  Defina os pontos ficticios como 0.
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4.2 Diferencas Finitas

O grande diferencial da discretizagao das derivadas na malha quadtree é
que necessitamos conhecer os vizinhos de cada quadrante e utilizar as interpolacoes
adequadas. Para tornar o algoritmo mais rapido, os vizinhos de cada quadrante sao
armazenados na arvore logo apos a geracao da malha. Esta afirmagao é verificada

através de um teste no capitulo 5.

Da maneira como tratamos as interpolagoes, nao ha maiores dificul-
dades para discretizar as derivadas, pois estaremos sempre utilizando quadrantes
de mesmo tamanho. Como exemplo, consideremos a malha mostrada na figura 4.6,
onde deseja-se calcular as derivadas de primeira e segunda ordem nos pontos e e
o, ou seja, nos nodos folhas da arvore. E importante ressaltar que, para que ten-
hamos os valores das derivadas nos nodos folhas é necessario percorrer toda a arvore.

Portanto as derivadas sao calculadas em todos os nodos de todos os niveis.

° o d L4
o o
° ° °
o o
° ° ° °
o o
° ° °
o o

Figura 4.6: Malha quadtree com representacao dos pontos centrais de cada quad-
rante.
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Primeiramente vamos considerar os pontos e. Note que os pontos mar-
cados pelas letras A, B, C, D, E, F' e G na figura 4.7, tém pelos menos um dos
vizinhos num nivel diferente. Por exemplo, o ponto G possui vizinhos na direcao
oeste que estao num nivel superior. Logo para o cédlculo das derivadas em alguma
das direcoes x ou y nesses pontos, faz-se necessario utilizar a interpolacao do tipo
1. Veja na figura 4.7 a representacao dos pontos interpolados a partir dos pontos

representados por o na figura 4.6.

A

° ° L4 °

B C

[ ] [ ] ___’___ — Py
D E

[ ] [ ] [ ) [ ]
BN

E ------- &~ ° °

Figura 4.7: Malha quadtree com representacao dos pontos interpolados.

Desta forma, em qualquer ponto P (e) da malha da figura 4.7, as

derivadas de primeira e segunda ordem de uma funcao f sao dadas por:

ofp _ fi—Jo
or  2dx (4.9)
8fP ~ fn - fs
< e (4.10)

Pfe _ hi—=2fp+ fo
0x? dx?
>*fp o n=2fp+ [
o2 dy?

L

(4.11)

(4.12)
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onde

fp € o valor de f no quadrante que contém P.

fi € o valor de f no quadrante vizinho ao que contém P na direcao leste.
fo € o valor de f no quadrante vizinho ao que contém P na dire¢ao oeste.
fn € o valor de f no quadrante vizinho ao que contém P na direcao norte.

fs € o valor de f no quadrante vizinho ao que contém P na direcao sul.

%’; é a aproximacao da derivada de primeira ordem de f em P na direcao x.

Baﬁ é a aproximacao da derivada de primeira ordem de f em P na direcao y.
Y

2 . ~ . . ~
%ff é a aproximacgao da derivada segunda de f em P na direcao x.
X

8;521” é a aproximacao da derivada segunda de f em P na diregao y.

Como nosso objetivo ¢ calcular as derivadas nos nodos folhas, ainda
resta obté-las nos pontos o da malha da figura 4.6. Neste caso é utilizada a in-

terpolacao do tipo 2 e os pontos ficticios sao gerados como mostra a figura 4.8.

®  [Tiees| 3 | P4 |pedE
; o o
i pely | pe2y
o i Lo .
pedy | pedy :
| pe2x Ipz
IP@’ ](’)l P pe]lxE
AT PRt *
o) %‘ pexi

Figura 4.8: Malha quadtree com representacao dos pontos ficticios.
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Assim, a discretizacao das derivadas nos pontos P1, P2, P3 e P4 uti-

lizando os pontos ficticios é dada pelas aproximacoes:

Ofpr fi— fne
or 2dx
afPQ ~ fpelx fo
or 2dx
Ofps  _ Ji — Jfpea
or 2dx
afP4 ~ fpe3a: fo
or 2dx
afPl ~ fpe3y fs
oy 2dy
afP2 ~ fpe4y fs
oy 2dy
afP?; —~ fn B fpely
oy 2dy
Ofpa_ Jn— Jpeay
dy - 2dy
9% fp1 fi = 2fp1 + fpe2a
Ox? dx?
9% fp2 N frete —2fp2+ fo
ox2 dx?
Pfrs _ fi—2fps + fpeaa
ox2 dx?
Pfra _ foese = 2fPat fo
ox2 dx?
> fp1  Jpesy —2fp1+ Js
0y? - dy?
fpa _ fpeay — 2fp2 + fo
o2 dy?
*fps o Jn—2fp3+ fpery
o dy?
Pfra_ fo— 2fpat frezy
o2 dy?

onde

fpi € o valor de f no quadrante que contém Pi, com i =1,2,3 e 4.

(4.13)
(4.14)
(4.15)
(4.16)
(4.17)
(4.18)
(4.19)

(4.20)

(4.21)
(4.22)
(4.23)
(4.24)
(4.25)
(4.26)
(4.27)

(4.28)

fpeiz € 0 valor de f no quadrante que contém o ponto peix, com ¢ =1,2,3 e 4 .

fpeiy € 0 valor de f no quadrante que contém o ponto peiy, com 7 =1,2,3 e 4.
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% é a aproximacao da derivada de primeira ordem de f em Pi na dire¢ao z, com
1=1,2,3ed4.

8};—’; é a aproximacao da derivada de primeira ordem de f em Pi na direcao y, com
1=1,2,3ed4.

% é a aproximacao da derivada segunda de f em Pi na direcao x, com i =1,2,3
e 4.

% é a aproximacao da derivada segunda de f em Pi na direcao y, com i = 1,2,3

e 4.

Os passos béasicos para a implementacgao das derivadas nas direcoes x e

Y sa0 o0s seguintes:

ALGORITMO: DERIVADAS DIRECAOX
Entrada: NO;
1 SE o nivel de NO; é maior que o nivel do seu vizinho leste ENTAO
2 Use as formulas adequadas.
3 Defina as derivadas nos nodos da fronteira como 0.
4 SENAO, SE o nivel de NO; é maior que o do seu vizinho oeste ENTAQO
5  Use as formulas adequadas.
6  Defina as derivadas nos nodos da fronteira como 0.
7 SENAO, SE o nivel de NO; é igual ao dos seus vizinhos ENTAO
8  Use as formulas adequadas.

8 Defina as derivadas nos nodos da fronteira como 0.

ALGORITMO: DERIVADAS DIRECAOY

Entrada: NO;
1 SE o nivel de NO; é maior que o nivel do seu vizinho norte ENTAO
2 Use as formulas adequadas.

3 Defina as derivadas nos nodos da fronteira como 0.
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4 SENAO, SE o nivel de NO; é maior que o do seu vizinho sul ENTAO
5  Use as formulas adequadas.

6  Defina as derivadas nos nodos da fronteira como 0.

7 SENAO, SE o nivel de NO; é igual ao dos seus vizinhos ENTAQ

8  Use as formulas adequadas.

8 Defina as derivadas nos nodos da fronteira como 0.

Nos passos 1, 4 e 7 dos algoritmos apresentados acima, é necessario
garantir que os vizinhos em alguma das direcoes leste, oeste, norte ou sul sejam
diferentes de zero, pois no caso em que algum dos vizinhos é 0 temos nodos que
estao na fronteira do dominio e por convencao as derivadas nestes pontos devem ser

especificadas por 0.
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5 TESTES E RESULTADOS
COMPUTACIONAIS

Apoés o desenvolvimento da malha quadtree torna-se necessario testar-
mos sua eficiéncia. Portanto neste capitulo estudaremos alguns aspectos impor-
tantes, como a ordem do método, utilizando a equacao do calor. Também faremos
algumas comparacoes com uma malha cartesiana em relacao ao tempo de execugao.
Em seguida apresentaremos alguns resultados obtidos na simulagao do problema da
cavidade quadrada e de um duto reto. Para tais testes, inicialmente, definiremos
de forma direta as equacoes dos problemas simulados: conducao de calor e Navier-
Stokes. Para um estudo mais detalhado dos fendémenos e dos termos das equacoes

indicamos [28, 6, 9, 4].

5.1 Equacao do Calor

Apresentaremos aqui nesta se¢ao a metodologia adotada para a simu-

lacao da conducao de calor.

5.1.1 Modelo Matematico

A equacao do calor, também conhecida como equacao de difusao, de-
screve a densidade de u ao longo do tempo de alguma quantidade como calor, con-

centracao quimica, etc. A equacao homogénea é dada por

ou *u O
I E 1
o 02 o (5:1)
e a equacao do calor nao homogénea por
0 0? 0?
i (5.2)

ot a2 0y?
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Temos t > 0, u € R%. Sendo € como a regidao 0 < z,y < 1 e 92 como o contorno
dessa regiao. Na realizagao dos testes foram consideradas 6 condi¢oes de contorno

com suas respectivas condigoes iniciais. Sao elas:

Caso 1
u(z,0,t) =0, u(z,1,t)=1, para0<zxz<1,t>0 (5.3)
uw(0,y,t) =0, wu(l,y,t)=0, para0<y<1,t>0 (5.4)
u(z,y,0) = paral<z<1l0<y<1 (5.5)

Caso 2
u(z,y,t) = x+y, para (x,y) € 0Q,t>0 (5.6)
uw(z,y,0) = 0, para (z,y) € Q (5.7)

Caso 3
u(z,y,t) = 2® -+ para (z,y) € 0Q,t>0 (5.8)
w(z,y,0) = z+y, para(x,y) € (5.9)

Caso 4
u(z,y,t) = 2°+y° para(z,y) € 0Q,t>0 (5.10)
u(z,y,0) = z*+1vy° para (z,y) € (5.11)

Caso 5
u(z,y,t) = a*+y* para (z,y) € 0Q,t >0 (5.12)
u(z,y,0) = 2°+y° para (z,y) €Q (5.13)

Caso 6
u(z,y,t) = 0, para (z,y) € 00,t >0 (5.14)
u(z,y,0) = 0, para (z,y) € € (5.15)

Com condigdes interiores: se (z—x.)*+ (y —y.)* < r entdo u(z,y) = 1,

onde (z.,7.) sao das coordenadas do centro de um circulo de raio .
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5.1.2 Algoritmo

O método de Fuler que emprega diferencas de primeira ordem é uti-

lizado para a discretizacao da derivada temporal e é representado por

a n+1 u;’b-{-l o U/;FL
) N (5.16)
ot ], ot
Aplicando 5.16 em 5.2 obtemos
ultt = Ot(Au+ f) 4 ul;. (5.17)

A primeira subrotina necessaria contém a equagao a ser iterada e as condi¢oes de

contorno e ¢ resumida pelos passos apresentados a seguir.

ALGORITMO: EQ CALOR
Entrada: pai = NO

1 Para cada no folha da arvore

2 Calcule v usando 5.17

3 Use as condicoes de contorno para u.
4 Calcule a norma residual de u.
5

Atualiza o valor de u™.

A préxima subrotina gerencia a EQ_CALOR e chama outras subrotinas

necessarias para esta simulacao.

ALGORITMO: ITERA CALOR

Entrada: pai = NO, kmax, tol
1 t=0,7res=0
2  ENQUANTO k < kmaz e ||res|| > tol
3 Chame INTERPOLA ARVORE.
4 Chame INTERPOLA MEDIA.
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Chame DERIV ADAxzx.
Chame DERIV AD Ayy.
Chame LAPLACTANO.
Chame EQ CALOR.

© oo N O ot

Calcule o novo res.

10 k=k+1.

As subrotinas DERIVADAxx, DERIVADAyy calculam as derivadas de se-
gunda ordem de u conforme discretizagoes apresentadas no capitulo anterior. Para

calcular Au é utilizada a subrotina LAPLACIANQ.

5.2 Equacao de Navier-Stokes

Nesta secao sao apresentadas as equacoes de Navier-Stokes para a sim-
ulacao de escoamento de fluidos e também o algoritmo PRIME utilizado para

encontrar a solucao do problema.

5.2.1 Modelo Matematico

Em coordenadas cartesianas bidimensionais, para fluxos laminares de
fluidos incompressiveis e isotérmicos, as equacoes de Navier-Stokes sao representadas
pela equacao da continuidade que reflete o principio fisico da conservacao de massa,
e pelas equacoes de momento nas direcoes x e y, que representam a aplicacao da

segunda lei de Newton ao fluido, que sao respectivamente

ou Ov

T =0 (5.18)
2 2

Ou  Oluw) Oww) _ _Op 1 (0w O (5.19)

ot ox oy Or  Re \0z2  Oy?

(5.20)

dv  d(uv)  I(vv) ap 1 (Pv O
ot ox dy 0Oy Re
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onde u e v sao as velocidades nas direcoes x e y, respectivamente e Re ¢ um nimero
adimensional conhecido como nimero de Reynolds, que indica razao entre as forcas

inerciais e as forcas viscosas na camada limite fluidodinamica, e é dado por

o OOL
Re = Pt (5.21)
L

onde ps € Uy representam a densidade e a velocidade caracteristica do escoamento,
L é o comprimento caracteristico e p é a viscosidade dinamica. Para valores de Re
grandes, ha a prevaléncia das forcas inerciais, ja para valores pequenos, as forgas

viscosas sao dominantes.

Seja 2 aregiao 0 < x,y < 1 e 02 o contorno dessa regiao. As condigoes
de contorno para as componentes da velocidade no caso da simulacao do problema
da cavidade sao condicoes de Dirichlet, ou seja, nos pontos de contorno as solugoes

sao especificadas por

w(z,0,t) =0, wu(z,1,t)=1, para0<zx<1,t>0 (5.22)
uw(0,y,t) =0, wu(l,y,t)=0, para0<y<1,t>0 (5.23)
v(z,0,t) =0, v(z,1,t)=0, para0<zx<1,t>0 (5.24)
v(0,y,t) =0, v(l,y,t) =0, para0<y<1,t>0. (5.25)

No caso do problema do duto, temos tanto condicoes de Dirichlet como
condicoes de Neumann para as componentes da velocidade, mais especificamente

definidas por

u(z,0,t) = 0, wu(zx,1,t)=0, para0<z<1,t>0 (5.26)
9
w(0,9,1) = 1, a—u(l,y,t) —0, para0<y<1,6>0 (5.27)
X
v(x,0,t) = 0, wv(z,1,t)=0, para0<z<1,t>0 (5.28)
)
v(0,y,t) = 0, So(1,y,¢) =0, para0<y<1,t>0. (5.29)

ox



28

As condigoes de contorno para a pressao sao condicoes de Neumann

tanto para o problema da cavidade quanto para o caso do duto. E sao definidas por

0 0

a—g(x,(),t) = 0, a—p(x, 1,t) =0, para0<z<1,t>0
dp ou

—(0,y,t) = 1, —(1,y,t) =0 O<y<1,t>0.
5y (0¥ 1) » 5 (Lyst) =0, para0<y<1,

As condigoes iniciais para tais problemas sao as seguintes

u(z,y,0)
v(x,y,0)

p(z,y,0)

5.2.2 Algoritmo

1 para (z,y) € 2
0 para (z,y) € Q

1 para (z,y) € Q.

(5.30)

(5.31)

(5.32)
(5.33)
(5.34)

A solugao das equagoes de Navier-Stokes é encontrada com a utilizagao

do algoritmo PRIME - (PRessao Implicita, Momento Explicito) conforme

[19], [16].

Iniciamos discretizando as derivadas temporais nas equacoes do mo-

mento através da equagao (5.16) e obtemos

un-i—l —

n 1

n 1

n+1

9%u

0x?
0%v

da?

0*u d(uu)  O(uwv)  Ip
83/2) 9 9y %]
0% J(uv)  O(vv)  Jp

3_1/2)_ ox Oy _3_3/]'

Em seguida utilizamos as velocidades intermediérias

1
e n ot | —
U U+ [Re
1
" = "+ Ot | —
v v lRe

e, desta forma podemos escrever as equagoes (5.35) e (5.36) como

unJrl

n+1

0%u N 0%u ~ O(uu)  I(w)
ox?  Oy? ox oy
*v N v\ O(w)  9(vv)
ox?  Oy? ox dy
B . apn—i—l

n+1
B

0y

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)
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Derivando as equagoes (5.39) e (5.40) e substituindo na equagao (5.18) obtemos

op"tt g™ttt 1 (aan a@n)

02 Top " @ai\or oy (5-41)

Assim, obtemos o acoplamento pressao-velocidade representado pela
equacao (5.41). Note que a pressao é dada implicitamente em (5.39) e (5.40),
enquanto que os componentes da velocidade sao calculados explicitamente, sendo

corrigidos através do gradiente de pressao.

Para a implementacao do algoritmo PRIME na malha quadtree sao
necessarias mais algumas subrotinas além das que foram apresentadas ao longo deste

trabalho.

ALGORITMO: PRIME

1t=0,n=0

2 Defina as condicoes iniciais para u, v e p.

3 ENQUANTO t <ty

4 De acordo com o critério de convergéncia, escolha At.
Calcule u e 0.
Use as condigoes de contorno para i e 0.
ENQUANTO it < itmaz e ||[res > €].

Use o método do ponto fixo.

© oo N O Ot

Calcule ||res|| da pressao.

10 it =1t +1

11  Use as condicoes de contorno para a pressao.
12 Calcule u™™! e v"T1,

13 Use as condicoes de contorno para u"™! e v" "1,
14 t=t+ At

15 n=n+1
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De acordo com [19], temos que escolher At de modo a garantir a es-
tabilidade e evitar oscilagoes na solucao. Para isto sao usadas trés condi¢oes para

estimar o valor de At, que sao

2At 1 1\
[Umaz | AL < AZ,  |Umae| A < Ay e e = (Am2 + Ay2) (5.42)

onde as duas primeiras sao conhecidas como condicoes de Courant-Friedrichs-Lewy
(CFL), com |tUmaz| € |Umaz| representando os valores méaximos absolutos da veloci-
dade na malha. Estas condicoes significam que uma particula nao pode se mover a

uma distancia maior que o espacamento da malha em um intervalo de tempo At .

Desta forma, At deve ser escolhido de maneira a satisfazer as trés

condigoes. Colocamos

. ([ Re 1 1 Ax Ay
At =71 — 4
o ( 2 (Al‘2 - AyQ) , |umaﬂc|’ |Umam|> ’ (5 3)

onde 0 < 7 < 1 é chamado de fator de segurancga. O valor de At é fixado no inicio

das iteracoes.

5.3 Tempo de Execucdo com os Vizinhos na Arvore

O moédulo com as subrotinas para o caso da simulacao da equacao do
calor tem em torno de 1500 linhas e em torno de % das subrotinas utilizam os vizinhos
dos nodos. Sendo assim, duas perguntas basicas surgiram: o tempo de execucao
muda se os vizinhos forem guardados na arvore ao invés de serem procurados quando

necessarios? Tudo indica que sim, mas diminui de forma significativa?

Com o intuito de responder estas questoes fizemos um pequeno teste.
Utilizamos um computador Intel(R) Celeron(R) CPU 2.13 GHz com memoria RAM
de 2 GB. O tempo médio de execucao de 5 simulacoes foi de 232.260633s para o
caso de procura dos vizinhos dos nodos em cada subrotina em que eram necessarios
e de 64.672180s utilizando a subrotina que procura e guarda os vizinhos logo apo6s

a geracao da malha.
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Isto confirma que a resposta para a nossa primeira questao realmente
foi positiva, o tempo realmente diminui, e pelos resultados podemos afirmar que

diminui significativamente, pois ha uma diferenca de cerca de 72%.

Mas precisamos, ressalta que no primeiro caso, a memoria necessaria
é de 56 bytes para cada no6 e de 72 bytes para o segundo caso. Este célculo esta
baseado no armazenamento dos valores das variaveis basicas como: pai, nivel, dz,
dy, cz, cy, x e y, sendo as primeiras variaveis definidas por ntimeros inteiros e as
demais por numeros reais. Portanto para uma malha uniforme de nivel n ha um
aumento da quantidade de memoria necessaria de 16 - % bytes. Sendo assim, no
caso de uma malha de nivel 5, por exemplo, teremos um aumento de 5456 bytes.
Portanto, mesmo que tenhamos que utilizar mais memoria, o ganho de tempo ¢é

significativo para o caso apresentado.

5.4 Comparando Malha Cartesiana com Malha Quadtree

Durante o desenvolvimento do trabalho surgiram certas perguntas, tais
como: “Em que situacoes vale a pena pagar o preco por uma malha quadtree?” Neste
secao buscaremos resposta a esta pergunta ou pelo menos, algumas pistas sobre esta

questao.

Iniciamos simulando o problema da equacao do calor com condicoes
de contorno 5.3 e 5.4, e condicao inicial definida por 5.5 da subsecao 5.1.1 deste
capitulo. O problema foi iterado até que se obtivesse a solu¢ao permanente, ou seja,
até que g—"j = 0. Desta forma estamos obtendo a solucao da equacao de Poisson sem
dependéncia no tempo. Na figura 5.1 temos o resultado com 10423 iteracoes com
tempo de execugao de 24.13s para a malha cartesiana de 64 x 64 pontos e na figura
5.2 temos o resultado para uma malha quadtree de nivel 7, onde foram necessérios
119.74s com o mesmo nimero de iteracoes da malha cartesiana. Para ambas as

malhas a tolerancia especificada foi de 1 x 1075,
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Figura 5.1: Solucao estaciondria do problema de condugao de calor através de uma
malha cartesiana uniforme.

Figura 5.2: Solucao estaciondria do problema de condu¢ao de calor através de uma
malha quadtree de nivel 7.
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A figura 5.3 mostra uma malha quadtree com 3 niveis, sendo que aprox-
imadamente 50% da malha estd no nivel 5 e os outros 50% nos niveis 6 e 7 e na
figura 5.4 temos a solucao do problema de conducao de calor simulada utilizando a
malha 5.3 com a mesma tolerancia do teste anterior. Neste caso, foram necessérias

10211 iteracoes com tempo de execucao de 32.95s.

0.9F

0.8F

0.7

0.6F

0.5

0.4

0.3F

0.2F

0.1

Figura 5.3: Primeira malha quadtree de niveis 5,6 e 7.

No proximo teste foi utilizada uma malha com 3 niveis de refinamento
nas proporcoes indicadas na figura 5.5. Com 10112 iteragoes num tempo de execucao

de 32.26s obtivemos a solucao, veja na figura 5.6.

Diminuindo um pouco mais a proporcao do nivel 7 e aumentando a do
nivel 5 gerou-se a malha conforme a figura 5.7 e a solucao apresentada na figura 5.8

foi obtida ap6s 18.97s num total de 9920 iteragoes.
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Figura 5.4: Solucao estaciondria do problema de conducao de calor utilizando
malha da figura 5.3.

0.9F =

0.8

0.7

0.6 b

0.5

041 1

0.3F *

0.1 b

Figura 5.5: Segunda malha quadtree de niveis 5,6 e 7.
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Figura 5.6: Solucao estaciondria do problema de conducao de calor utilizando a
malha da figura 5.5.

0.9F =

0.8 R

0.6 b

0.5

041 1

0.3F *

0.1 b

Figura 5.7: Terceira malha quadtree 3 de niveis 5,6 e 7.
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Figura 5.8: Solugao estaciondria do problema de condugao de calor utilizando a
malha da figura 5.7.

Podemos concluir que quando a malha quadtree uniforme 64 x 64 é
comparada com uma malha cartesiana, nao h&4 nenhuma vantagem. Pelo contrario
com a malha cartesiana obtemos o mesmo resultado em um tempo menor. Este teste
também nos ajudou a verificar que o nimero de iteracoes nos dois casos foi 0 mesmo.
Isto mostra que estamos obtendo exatamente a mesma solucao apesar de estarmos

usando estruturas matematicas diferentes (malha quadiree e malha cartesiana).

Ja quando utilizamos malhas com niveis diferentes e portanto, menos
nodos folha, podemos observar dois aspectos. Primeiro, nao ha grandes pertur-
bacoes, pelo menos visiveis, proximo a mudanca de niveis. Isto indica que as in-
terpolagoes estao funcionando de forma desejavel. Claro que nao podemos concluir
algo definitivo apenas com este teste, mas ele ¢ um bom indicador. O segundo
aspecto é que nos 3 casos apresentados a malha quadtree foi mais eficiente que a
malha cartesiana uniforme no que se refere ao niimero de iteragoes necesséarias para

a obtencao da solucao. No ultimo caso, a malha quadtree superou inclusive o tempo

de execucao.
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Com este pequeno teste percebemos que a malha quadtree nem sempre
é vantajosa, pois uma malha cartesiana é simples de ser gerada, enquanto que uma
malha quadtree requer um pouco mais de tempo de trabalho. Mas se torna um bom

instrumento quando queremos uma solugao utilizando uma malha nao uniforme.

Podemos salientar também que uma das grandes vantagens na utiliza-
cao de malhas quadtree é que, com muito menos pontos na malha podemos obter
a mesma solugao, com o mesmo nivel de acuricia. Para isto devemos concentrar
pequenos quadrados proximos da regiao do dominio onde a solucao possuir maior

gradiente e quadrados maiores onde a solucao nao tiver grandes variacoes.

5.5 Verificando a Ordem

Pelos testes apresentados até aqui, tudo indica que a malha quadtree
funciona de forma aceitavel. Agora, vamos verificar o que acontece com a ordem do
método quando utilizamos a malha quadtree construida neste trabalho. Conforme
definido no capitulo anterior, o problema de conducao de calor é usado nesta secao,

portanto os graficos que serao mostrados referem-se a solucao deste problema.

5.5.1 Malha Quadtree Uniforme

Inicialmente apresentaremos os resultados para a malha uniforme, pois
neste caso nao ha a necessidade de utilizar as subrotinas de interpolagoes. A ideia
é obter a solucao da equacgao do calor através de malhas uniformes com 32 x 32,
64 x 64 e 128 x 128 pontos partindo da solucao exata do problema. Sendo assim, se
conhecemos a solu¢ao u da equagao (5.2), podemos obter f e usando u como condi¢ao

de contorno podemos verificar o quao boa esté a aproximagao obtida numericamente.

Seja u = x+y a solugdo da equagao (5.2), entao f = 0 e as condigoes de

contorno e iniciais sao especificadas por 5.6 e 5.7, respectivamente. Assim, é possivel
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calcular o erro e gerar graficos que mostrem a evolucao do erro com o passar das
iteracoes. Observe os graficos 5.9, 5.10 e 5.11 que mostram como o erro se comporta

ao longo das iteragoes para o caso em que a solugdo de (5.2) é u = x + y.

5.695444116327053E-013

Figura 5.9: Grdfico do erro versus o nimero de iteracoes com f = 0 e malha com

espacamento dx = dy = 3%, com a indicacao do valor do erro quando a

solucao estaciondria € obtida.
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Figura 5.10: Grdfico do erro versus o niumero de iteragoes com f =0 e malha com
espacamento dr = dy = é, com a indicacao do valor do erro quando
a solucao estaciondria € obtida.
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4.587441537751147E-013 —]

Figura 5.11: Grdfico do erro versus o numero de iteracoes com f =0 e malha com
espacamento dx = dy = 518, com a indicacao do valor do erro quando
a solucao estaciondria € obtida.
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Agora consideremos a solucao da equacao 5.2 como u = x? + y2. Logo
f =4 e as condicoes de contorno e iniciais sao dadas por 5.8 e 5.9, respectivamente.
Da mesma forma como no caso anterior, fizemos a simulagao utilizando malhas com

espacamentos dr = dy = 3—12, dr =dy = L edr = dy = % Veja a figura 5.12

64 28"
que mostra o decaimento do erro com o passar das iteracoes para o caso em que o

1

espagamento da malha é dz = dy = 5.

10°

4.325428903E-013

-14 | |

10

Figura 5.12: Grdfico do erro versus o numero de iteragoes com f = 4 e malha com
espacamento dr = dy = Fls’ com a tndicac¢ao do valor do erro quando
a solucao estaciondria € obtida.
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O grafico da figura 5.13 representa a evolugao do erro ao longo das

1

25 € a solugao

iteracoes para o caso em que o espacamento da malha é do = dy =
da equacao de calor é u = 2% + 33, com condicdes de contorno definidas por 5.10 e

condicgao inicial 5.11.

10

-2

10

4

10

10°

-8

10

10—10 |

-12 |

10

1.47881768800709E—01#

10 : :
0 5 10 15

Figura 5.13: Grdfico do erro versus o niumero de iteragoes com f = 6x+ 6y e malha
com espacamento dv = dy = ﬁ, com a indicacao do wvalor do erro
quando a solucao estaciondria € obtida.
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Os erros obtidos até o momento sao da ordem do erro de maquina,
portanto é interessante ainda verificarmos o que acontece quando a solucao é u =
x* + y*. Agora vemos pelos gréficos 5.14, 5.15 e 5.16 que o erro diminui conforme
as iteragoes aumentam, mas é maior que o erro de maquina, portanto neste caso ha

presente também erro da discretizacao do método.

10°

-1

10 °F 1

10 °F E
2.693761548012708E-004

1074 L L
0 5 10 15

x 10*

Figura 5.14: Grdfico do erro versus o nimero de iteracoes com f = 12x2% + 6y° e

malha com espa¢amento dv = dy = %, com a ndicacao do valor do

erro quando a solug¢ao estaciondria € obtida.
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Figura 5.15: Grdfico do erro versus o mimero de iteragoes com f = 12x% 4+ 122 e
malha com espa¢amento dv = dy = é, com a ndicacao do valor do
erro quando a solugcao estaciondria € obtida.
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1.770350673863108E—0Ct5
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x 10*

10

Figura 5.16: Grdfico do erro versus o nimero de iteragoes com f = 12x% + 12y° e
malha com espagcamento dx = dy = ﬁ, com a indicacao do valor do
erro quando a solugcao estaciondria € obtida.
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Segundo [10], um método apresenta a ordem p desejada na regiao
hmin < h < hpas, que varia com o problema estudado. Desta forma, quando
estamos nesta regiao a ordem do método pode ser aproximada da seguinte maneira.

Para um determinado ¢ = T™ fixo, considere:

e a solucao u(7™),

a solucdo obtida com espacamento h, denotada por u”,

a solugao obtida com espacamento %, denotada por u%,

a solucao obtida com espacamento %, denotada por u%,

e e assim por diante.

Entao podemos estimar p diretamente de

log (u;—ugl|||)
~ (5.44)

b log 2

Neste caso, através de (5.44) e os dados obtidos nas simulagoes obtemos

_log(2.6937 x 10~*) — log(1.7703 x 10~9)
log(35) — log(135)

~ 1.96. (5.45)

Isto significa que o método é de ordem 2.

5.5.2 Malha Quadtree com Niveis Diferentes

Procedendo da mesma maneira como nos casos da malha uniforme, aqui

utilizaremos as malhas conforme as figuras 5.17, 5.18 e 5.19, onde estas apresentam 3

1

niveis de refinamento, sendo que os niveis mais refinados apresentam dz = dy = 3,

de =dy =L edr = dy =

6 respectivamente, ou seja, os espacamentos dessas

L
1287

malhas diminuem em %”‘“ de uma para outra, como fizemos no caso anterior.
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011 q

Figura 5.17: Malha utilizadas para testar a ordem do método com o menor espaca-
mento dx = dy = 3%

09F E|

0.8

0.7 =

0.6F =

0.5

0.3F |

021 |

Figura 5.18: Malhas utilizadas para testar a ordem do método com o menor espaca-

mento dr = dy = 6%1.
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0.9

0.8

0.7F -

0.6F =

0.5

0.3 q

0.21 i

Figura 5.19: Malhas utilizadas para testar a ordem do método com o menor espaga-
mento dx = dy = -

128"

Para o caso em que a solu¢ao é u = x + y as condi¢oes de contorno sao
conforme 5.6 e condicao inicial 5.7. O erro apresentado nos resultados é da ordem
de maquina. Veja para o caso mais refinado apresentado na figura 5.20 como o erro

se comporta ao longo das iteragoes.

Procedendo da mesma maneira como no caso anterior, mas agora con-
siderando as condigoes de contorno definidas por 5.8 com condigao inicial dada por
5.9, percebemos pelo grafico da figura 5.21 que o erro diminui até certo ponto e
depois comeca a aumentar, mas se estabiliza. E comparando com o caso uniforme,

percebemos que agora o erro do método j& aparece para o polindbmio de grau 2.
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5.511147094239277E—01$

10 : :
0 5 10 15

Figura 5.20: Grdfico do do erro versus o niumero de iteragoes com f = 0 e malha com

1 1 1 . . ~
espagamentos 55, &1 € 155, COm a indica¢ao do valor do erro quando a

solucao estaciondria € obtida.

10°

10 F E

10°F E
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107k 1
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Figura 5.21: Grdfico do erro versus o numero de iteracoes com f =4 e malha com

1 1 1 . . ~
espagamentos 55, 7 € 155, COM a indicagao do valor do erro quando a

solugao estaciondria € obtida.
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Usando a relagao 5.44 com os dados obtidos nas simulagoes obtemos

_ 1og(5.4605 x 107%) — log(1.5318 x 10~)
log(35) — log(35)

~ 0.9169 (5.46)

0 que mostra que o erro para este caso é de ordem 1. Para os casos u = 23 + 3 e

u = z* + y* a ordem obtida também é proxima a 1.
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5.5.3 Conclusao dos Testes

Retomando, temos que para o caso da malha uniforme obtivemos ape-

P _ 2.2 _ 3.3 T4 _ 44

nas o erro de maquina para u = r+y, u = x°+y° eu = x°+y°. Ja parau = x*+y
o erro é de ordem 2. Para entendermos melhor isso, vamos lembrar como obtemos a
discretizacao de uma funcao para a derivada de segunda ordem em diferenca central

através da série de Taylor. Considere as expansoes

2 3 h4
pl+h) = pl)+hf (@) + 50" (@) + 50" (@) + 5 @ (z) + O(h*) (5.47)

0 % h
ple—h) = pla) = b (@) + 50" () — 5o"(@) + V() + O (5.45)

Somando 5.47 e 5.48 obtemos
h? 1/ h (4) 4
p(x +h) +plz —h) =2p(x) + 25 (x) + 2zp (x) + O(h?) (5.49)
isolando a derivada de segunda ordem em 5.49 temos
h)—2 —h

p"(w) _ p(ﬂ? + ) p(ﬂ?) —i—p(ﬂ? ) + O(h2>p(4)(l') (550)

12
que representa a discretizacdo utilizada nos testes. Lembramos que o termo O(h?)

refere-se & constante da derivada de quarta ordem.

Voltando a nossa analise, temos que as derivadas de quarta ordem das
funcdes u = x +y, u = 22 + y? e u = 2® + y® sdo iguais a zero, portanto todos
os termos restantes da série sao nulos e por isso nos testes encontramos apenas o
erro de maquina. J4 para o caso de u = z* + y*, a derivada quarta é diferente de
0 e, portanto existe um erro, que conforme 5.50 é de ordem 2 como constatado nos

testes.

Para a malha nao uniforme estamos utilizando interpolacoes de primeira
: _ 2 2 ;
ordem, e por iSso o erro aparece para o caso u = z~ + y~ que é de ordem 1. Logo a

ordem do método diminui devido ao tipo de interpolacao utilizada.
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5.6 Exemplos

Nesta secao sao apresentados alguns exemplos de resolucao de proble-
mas utilizando malhas quadtree diversas. No primeiro exemplo temos a solucao da
equacao de calor 5.2 para o caso de uma malha uniforme 64 x 64 e com condi¢ao
de contorno especificadas por 5.14 e condi¢ao inicial dada por 5.15, com r = 0.2 e

coordenadas do centro do circulo dadas por (0.5,0.5). Veja a figura 5.22.

Figura 5.22: Solu¢ao para a conducgao de calor.

Agora, resolvendo o caso anterior numa malha conforme a figura 5.23
de nivel 2 e aplicando 4 vezes a subrotina que refina ao longo de circulo de raio 0.2

e com centro (0.5,0.5), obtemos a solu¢ao conforme a figura 5.24.
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Figura 5.23: Malha quadtree refinada ao longo de um circulo de raio 0.2 e centro

(0.5,0.5).

Figura 5.24: Solu¢ao da equacao do calor utilizando a malha da figura 5.23.
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Analisando os resultados apresentados nas figuras 5.22 e 5.23 é possivel
perceber que com menos quadrados na malha, obtemos a mesma solucao. Isto
indica uma grande vantagem das malhas quadtree, pois com menos quadrados, menos

memoria e menos tempo sao necessarios.

Utilizando uma malha como da figura 5.25 de nivel 4 e refinada 4 vezes
ao longo do circulo de raio 0.2 e centro (0.5,0.5), obtemos a solu¢ao conforme a

figura 5.26 para o mesmo problema anterior.

0.9

0.8F

0.7k

0.6

0.5

0.4

0.3F

0.2F

0.1F

Figura 5.25: Malha quadtree refinada ao longo de um circulo de raio 0.2 e centro
(0.5,0.5).



83

Figura 5.26: Solu¢ao da equagao do calor utilizando a malha da figura 5.25.

Os proximos exemplos sao casos de simulagao de fluidos através das
equagoes de Navier-Stokes (5.19) e (5.20). Primeiro, mostraremos os resultados
obtidos na simulacao de escoamento de um fluido em uma cavidade quadrada, cujas
condicoes de contorno sao definidas por 5.22, 5.23, 5.24 e 5.25 para a velocidade e

para a pressao por 5.30 e 5.31, com condi¢oes iniciais conforme 5.32, 5.33 e 5.34.

A figura 5.27 mostra a solucao obtida para a simulagao do escoamento
de um fluido em uma cavidade quadrada com Re = 100, onde é possivel identificar-
mos os vortices que sao padrao deste tipo de simulacao, ou seja, um vortice maior

na regiao mais central da cavidade e dois vortices menores nos cantos inferiores.

Na figura 5.28 temos o grafico de vetores da velocidade obtido na sim-

ulacao de escoamento de um fluido no interior de uma cavidade quadrada com

1

125, onde ¢é possivel

Re = 400 utilizando uma malha uniforme com espacamento
identificarmos o vortice principal e os dois vortices secundérios no inferior da cavi-

dade.
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0.5
T

¢ 0.3 1

Figura 5.27: Solugao da equagao do escoamento em uma cavidade quadrada com
Re = 100 wutilizando uma malha uniforme 128 x128. Grdfico dos vetores
velocidade.

Figura 5.28: Solugcao da equacao do escoamento em uma cavidade quadrada com
Re = 400 utilizando uma malha uniforme 128 x128. Grdfico dos vetores
velocidade.
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Também realizamos testes de simulacao do problema da cavidade com
malhas nao uniformes. A primeira malha utilizada esta representada na figura 5.29,
onde hé trés niveis de refinamento sendo o menor deles com espacamento 6%1 nos
cantos do dominio. E; os resultados obtidos para os nimeros de Reynolds Re = 100

e Re = 400 estao representados através do grafico de vetores da velocidade nas

figuras 5.30 e 5.31, respectivamente.
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0.6F
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0.2
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Figura 5.29: Malha quadtree nao uniforme para a simula¢ao do problema da cavi-
dade.
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Figura 5.30: Solug¢ao da equac¢ao do escoamento em uma cavidade quadrada com

Re =100 wutilizando uma malha conforme a figura (5.29). Grdfico dos
vetores velocidade.

~ ~
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Figura 5.31: Solug¢ao da equagao do escoamento em uma cavidade quadrada com

Re = 400 utilizando uma malha conforme a figura (5.29). Grdfico dos
vetores velocidade.
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Na figura 5.32 temos a proxima malha utilizada nos testes de simulagao
de escoamento no interior de uma cavidade, cuja solucao pode ser verificada na

figura 5.33.

0.9F

0.5

0.2F El

0.1F

Figura 5.32: Malha quadtree nao uniforme com refinamento nas extremidades para
a stmulacao do problema da cavidade.
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Figura 5.33: Solu¢ao da equagao do escoamento em uma cavidade quadrada com
Re =100 utilizando a malha conforme a figura (5.32).
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Continuando as simulagoes de fluidos através da equacao de Navier-
Stokes, mas agora utilizando as condi¢oes de contorno e iniciais apresentadas na
subsecao 5.2.1 para o duto, obtemos o gréifico de vetores da velocidade da figura
5.34 como solugao do escoamento de um fluido no interior de um duto reto quadrado
para Re = 100, onde é possivel identificarmos a camada limite e também o perfil

parabodlico esperado neste tipo de escoamento.
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Figura 5.34: Solu¢ao da equagao do escoamento em um duto quadrado com Re = 100
utilizando uma malha uniforme 64 X 64. Grdfico dos vetores velocidade.

O ultimo teste realizado é de um duto reto 3 x 3 com um obstéaculo
circular e Re = 500 utilizando uma malha quadtree uniforme 256 x 256 pontos, o

resultado obtido é mostrado na figura 5.35.

As solugoes dos graficos 5.27, 5.28 e 5.34 tem por objetivo mostrar que
a malha quadtree para o caso uniforme implementada neste trabalho é eficiente na
simulagao de escoamento de fluidos, cuja implementacao numa malha cartesiana

ja é, por si s6, um caso complexo. Este tipo de simulagao numa malha quadtree

torna-se um pouco mais complexa, pois para o caso de uma malha com espagamen-
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Figura 5.35: Solugao da equacao do escoamento em um duto quadrado com Re =
500 wtilizando uma malha uniforme 256 X 256 com obstdculo circular.
Grdfico dos vetores velocidade.

tos diferentes, precisamos usar interpolagoes para todas as variaveis envolvidas no
problema, mas também sabemos que na simulacao de fluidos ¢ essencial termos uma
malha refinada onde ha maior variacao de gradiente e, que ao mesmo tempo, seja

eficiente.
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6 CONCLUSAO

O estudo de geracao de malhas é um tema muito importante no que se
refere a simulacao de escoamento de fluidos, pois uma boa solucao é obtida quando
utiliza-se uma malha de qualidade. Nosso objetivo foi estudar as malhas quadtree,
por acreditarmos que estas sejam uma alternativa na geracao de malhas eficientes
na simulacao de fluxos. Em pesquisa realizada durante o desenvolvimento deste
trabalho, percebemos que ha um crescente interesse neste tipo de malha, princi-
palmente em malhas que se adaptam automaticamente ao longo de uma simulagao

conforme critérios estabelecidos.

O algoritmo implementado e apresentado ao longo desta dissertagao
supriu as nossas expectativas, pois conseguimos gerar malhas com diversos tipos de
refinamento, o que ja é um bom comeco. Nosso interesse nao foi criar o algoritmo
mais eficiente, mas sim criar uma alternativa inicial de geracao de malhas quadtree,
para em trabalhos futuros desenvolvermos malhas adaptativas e até quem sabe,

malhas tridimensionais octree.

A ordem do método para malhas quadtree nao uniformes verificada no
capitulo 5 pode ser melhorada se utilizarmos interpolacoes de maior ordem. Um
exemplo disto pode ser encontrado em [27], onde interpolagoes de segunda ordem

sao utilizadas na discretizacao do operador gradiente.

Enfim, podemos concluir que o método apresentado neste trabalho é
uma boa ferramenta, pois possui uma grande diversidade de malhas com refina-
mentos que a principio podem ser definidos pelo usuario, mas que podem, como ja
dissemos serem geradas automaticamente. Mesmo da forma apresentada ja podemos
identificar sua relevante importancia na geragao de malhas com contornos circulares,
por exemplo, pois como dissemos na introducao, este tipo de malha requer um trata-

mento especial.
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