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Resumo

Neste trabalho estudamos dois modelos de tunelamento quantico em sistemas de condensados de Bose-
Einstein: os modelos de trés e quatro pogos. Para os dois casos citados, foi realizada uma andlise das solu¢oes
exatas obtidas através do Método Algébrico do Ansatz de Bethe, fazendo uma discussao a respeito da inte-
grabilidade dos sistemas a partir do comportamento das solugdes exatas encontradas frente a Algebra de
Yang-Baxter e, apds isso, apresentamos todas as quantidades conservadas em cada um dos sistemas estudados.
Na sequéncia, conduzimos um estudo acerca da dindmica quantica dos sistemas para diferentes parametros de
acoplamento dos hamiltonianos, expondo os diferentes regimes de tunelamento dos sistemas. Por fim, a partir
da identificacdo de regimes de tunelamento ressonante, fomos capazes de determinar hamiltonianos efetivos

em termos das quantidades conservadas dos sistemas, interpretando-as fisicamente em funcao das dinamicas.



Abstract

In this work we study two models of quantum tunneling in Bose-Einstein condensates systems: the three
and four well models. For the two cases mentioned, an analysis of the exact solutions obtained through the
Algebraic Bethe Ansatz was performed, discussing the systems integrability from the behavior of the exact
solutions found regarding Yang-Baxter algebra and, after that, we present all the conserved quantities in each of
the studied systems. Then, we conducted a study about the quantum dynamics of the systems for different
hamiltonian coupling parameters, exposing different tunneling regimes of the systems. Finally, from the
identification of resonant tunneling regimes, we were able to determine effective Hamiltonians in terms of the

conserved quantities of the systems, interpreting them physically as function of the dynamics.
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Capitulo 1

Introducao

4

“Eu ndo sou o que me aconteceu. Sou o que escolho me tornar’

— Carl Gustav Jung

A condensacgao de bésons é um fen6meno que foi previsto teoricamente em 1924 por Albert Einstein [1],
como consequéncia dos estudos desenvolvidos por S. N. Bose acerca da mecanica estatistica do gas de f6tons [2].
O condensado seria um estado da matéria em que a maioria dos d&tomos atingiria um mesmo estado quéntico,
o estado fundamental, em temperaturas préximas do zero absoluto, da ordem de nK. Mais tarde, este fendmeno
receberia o nome de Condensado de Bose-Einstein (CBE), em homenagem aos dois grandes cientistas do
século XX. Entretanto, foram necessdrios mais de 70 anos de aprimoramento tecnolégico, desde a sua predicao
tedrica, para que fosse possivel obter uma realizacao experimental para o fendmeno, que foi realizada em um
experimento com vapor de 8’ Rb resfriado a 170nK em 1995 pelos cientistas Eric Cornell, Wolfgang Ketterle e
Carl Wieman [3]. A descoberta permitiu a abertura de um grande leque nas pesquisas de sistemas compostos
por atomos ultrafrios, entre eles, os sistemas integraveis de CBEs acoplados por tunelamento quantico, que sao

o foco principal deste trabalho.

O estudo de sistemas integraveis teve origem junto ao desenvolvimento e consolidacdo da mecénica classica
por Newton no século XVII. Sistemas integraveis seriam caracterizados pela possibilidade em se determinar
solucoes exatas para suas equacdes de movimento ndo-triviais, como, por exemplo, o problema de Kepler de
dois corpos e o oscilador harménico, ambos solucionados pelo préprio Newton. Dois séculos depois, ap6s a
reformulacdo da mecénica newtoniana por Hamilton e Lagrange, a nocdo de integrabilidade foi aprimorada por
Liouville, de forma que um sistema descrito por um hamiltoniano com N graus de liberdade seria dito integréavel
se possuisse um conjunto de N integrais de movimento independentes que comutassem com respeito aos

paréntesis de Poisson [4].

Com o surgimento da mecéanica quantica no inicio do século XX, também iniciou-se a busca por sistemas
quanticos exatamente soltiveis, que surgem a partir do artigo de Schrodinger [5], no qual ele demonstra uma
solucdo completa e analitica para o 4&tomo de hidrogénio nao-relativistico, cujos resultados para espectro de
energia concordam com as previsoes tedricas feitas por Bohr, décadas antes. Entretanto, os sistemas quénticos
exatamente soliiveis sdo extremamente raros, principalmente quando sdo formados por um grande niimero
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de particulas, de forma que o seu tratamento analitico se torna muito dificil. Historicamente, é atribuido a
H. Bethe [6] o surgimento de solu¢Ges exatas para sistemas quanticos de muitos corpos, tais como o modelo
de Heisenberg unidimensional, que consiste em uma cadeia unidimensional de spins 1/2 espacialmente fixa-
dos, admitindo interacdo dos spins em vizinhanca imediata, e levando-se em conta condi¢des de contorno
periddicas. A partir desse trabalho que o conceito do Ansatz de Bethe passou a ser difundido e amplamente
utilizado em casos em que se deseja obter os autovalores de energia de um hamiltoniano exatamente soltvel.
Dependendo de varios pardmetros livres, sdo impostas restricoes de forma que o Ansatz seja um autovetor do
hamiltoniano, tendo como consequéncia um conjunto de equacdes a serem satisfeitas, denominadas Equacoes
do Ansatz de Bethe (EAB). O tratamento de sistemas quinticos com muitas particulas é extremamente dificil,
visto que muitas vezes nao é possivel aplicar métodos de aproximacdo, como, por exemplo, teorias de campo
médio e de perturbacdo. Nesse contexto, os sistemas integraveis se mostram muito eficientes, ja que admitem

solucdes exatas sem a necessidade do uso de métodos de aproximacao.

A partir dos trabalhos de Bethe, diversos problemas puderam ser solucionados de maneira exata, entre os
quais o modelo continuo de gas de bésons de Lieb-Liniger, em 1963 [7], que consiste na descri¢do de um géas
de bésons interagentes, movendo-se liviemente em uma dimensao, e o modelo bidimensional de 6-vértices,
também por Lieb, em 1967 [8] e generalizado para o modelo de 8-vértices por Baxter [9]. Nesta mesma época,
também surgiu a equacao de Yang-Baxter (EYB), que fornece as condi¢des necessdrias para a construgao
de modelos integraveis com base em sua solucdo. Uma das caracteristicas fundamentais da EYB reside na
possibilidade de construcdao de uma familia de matrizes mutuamente comutativas, chamadas matrizes de
transferéncia, que facilitam a aplicacdo do Ansatz de Bethe. Dessa forma, com base nos trabalhos realizados
por estes cientistas, o estudo de sistemas exatamente soliveis continua a prosperar bastante nos dias de hoje,
abrangendo diversas dreas da fisica, como mecénica estatistica[10], fisica da matéria condensada[l1], teoria de

campos|[12], fisica atdmica e molecular[13], fisica nuclear[14], entre outras.

Na década seguinte, com base nos trabalhos de L. Faddeev e a escola russa, é desenvolvido o Método do
Espalhamento Quantico Inverso (MEQI), também conhecido como método algébrico do Ansatz de Bethe, como
o resultado de uma sintese de duas tradicdes no estudo dos sistemas integraveis que, até 1978, se desenvolviam
de forma bastante independente, o Ansatz de Bethe e o Método do Espalhamento Classico Inverso [15]. A partir
dessa formulagdo, uma série de modelos puderam ser resolvidos exatamente, impulsionando a pesquisa em
busca de novos modelos quanticos integraveis, entre eles, sistemas compostos por d&tomos ultrafrios em redes

Opticas, cujo estudo se mostra promissor em ambos 0os campos, tedrico e experimental.

O estado de um sistema composto por 4tomos ultrafrios é de natureza puramente quantica, devido a con-
densacao de Bose-Einstein onde, em geral, ndo se consegue aplicar teorias de campo médio e de perturbacao
com eficiéncia, devido as grandes flutuacdes quanticas dos sistemas. Dessa forma, nesses sistemas o método
algébrico do Ansatz de Bethe se faz ndo apenas ttil, como também necessério. Dentre os estudos de sistemas
de datomos ultrafrios podemos citar a observacao experimental dos fendmenos de auto-aprisionamento e
tunelamento Josephson entre dois CBEs, realizado pelo grupo do Prof. Oberthaler [16]. Do ponto de vista
tedrico, esses fendmenos sao descritos pelo modelo de Bose-Hubbard de dois sitios, este que, por se tratar
de um modelo integrével, admite solucao exata para os autovalores de energia do sistema através do método
algébrico do Ansatz de Bethe [17].
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Com a consolidacdo, teérica e experimental, dos resultados para o modelo de dois pocos, o foco da pesquisa
se voltou para a sua generalizacdo em modelos de mais pogos, entretanto, os modelos de Bose-Hubbard de mais
pocos nao sdo integraveis, de maneira que nao é possivel obter o espectro completo de energias dos modelos
utilizando apenas o MEQI. Portanto, a partir da proposicdo de um novo modelo integravel de trés pocos [18][19],
surge uma extensao ao método, que se dé a partir da definicdo e utilizacdo de um novo operador. Dessa forma,
além da obtencao do espectro completo de energias do modelo, também foi determinada uma nova quantidade
conservada do sistema, que acaba por desempenhar um papel importantissimo na descricao da dinamica
quantica deste. Ademais, verificou-se que, com a quebra da integrabilidade do modelo, é possivel estabelecer
um controle sobre o tunelamento de particulas, constituindo um dispositivo tipo interruptor. Na sequéncia,
foi proposto um modelo integravel de quatro pogos dispostos em um anel [20], em que a extensao feita ao
método também se mostrou eficiente na obten¢ao do espectro completo de energias e de todas as quantidades
conservadas dos modelos. Recentemente, foi proposto um novo dispositivo atomotronico tipo interferémetro
utilizando o modelo de quatro pogos, evidenciando novamente a posicao de destaque dos sistemas ultrafrios

dentro da vanguarda tecnolégica, e é neste cendrio que o presente trabalho foi desenvolvido.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: iniciamos apresentando o modelo de Bose-Hubbard de
dois sitios no capitulo 2, logo apds fazemos uma discussdo acerca dos modelos de mais pocos, apresentando
algumas caracteristicas e possiveis aplicacdes tecnolégicas destes. Na sequéncia apresentamos o hamiltoniano
geral do modelo de m + n pogos, apresentando os seus termos e discutindo sobre a sua condicao de integrabili-
dade. No capitulo 3 realizamos uma discussao sobre o conceito de integrabilidade, remontando a sua origem
dentro da mecanica classica e expondo as dificuldades que surgem naturalmente na tentativa de sua defini¢do
para sistemas quanticos. Seguimos apresentando o Método do Espalhamento Quantico Inverso e aplicando ele
em dois modelos, os modelos de trés e quatro pocos, em que foi possivel determinar o espectro de energias
dos modelos e também todas as suas quantidades conservadas. Por fim, no capitulo 4, conduzimos um estudo
sobre a dindmica quantica dos dois modelos, identificando os regimes dinamicos que atingem para diferentes
valores dos parametros de acoplamento do hamiltoniano, de maneira que foi possivel observar o surgimento
de um regime de tunelamento ressonante e determinar hamiltonianos efetivos que descrevem a dindmica do

regime para ambos os modelos estudados.



Capitulo 2

Modelos Integraveis de Tunelamento

Quantico

Desde a realizacao experimental dos condensados de Bose-Einstein (CBE), um dos sistemas mais relevantes
no contexto de d&tomos ultrafrios é o modelo de Bose-Hubbard de dois sitios, que descreve bem-sucedidamente
o fendmeno de tunelamento e auto-aprisionamento de &tomos entre dois CBEs. Um modelo simples do tipo
Bose-Hubbard que caracteriza dois CBEs acoplados por tunelamento Josephson é dado por[21]:

K A €
H= 2 (N1 = Np)? = =Ny = No) — - (afaz + ),

onde a:.r e a; denotam, respectivamente, os operadores criagdo e aniquilagdo de bosons no pogo i, N; = aja,-

representa o operador ntimero de bésons no i-ésimo pogo. O pardmetro K é a amplitude de espalhamento de
ondas-s entre 4&tomos de um mesmo condensado, Ay é o potencial externo e €; é a amplitude de tunelamento
de atomos entre os condensados. As previsoes desse modelo estdo de acordo com resultados experimentais
posteriores [16], e, além disso, verificou-se que o modelo é exatamente soltivel pelo método algébrico do Ansatz
de Bethe [17], de maneira que é possivel estabelecer conexdes entre as solugdes exatas e as propriedades fisicas
do modelo[22].

Desde a consolidacao dos resultados para o modelo de dois pocos, a aten¢do naturalmente se voltou para a
busca da generalizacao do método em modelos de mais pocos conectados por tunelamento quantico. Neste
seguimento, o préximo passo foi a proposicdo de um modelo integravel de trés pocos alinhados [23], que
apesar de apresentar termos de tunelamento entre os po¢os, ndo contempla a interagdo entre as particulas,
algo que é fundamental para uma discussao fisica do problema. Na sequéncia, foi proposto um novo modelo
integravel de trés pocos alinhados acoplados por tunelamento Josephson [18], que considerava a interagdo entre
as particulas e, pela primeira vez, ndo foi possivel determinar todo o espectro de energias do sistema utilizando
apenas o MEQI, de forma que foi necessdrio realizar uma extensao ao método, através da utilizacdo de um
novo operador, que possibilitou a obtenc¢do de todo o espectro de energias do sistema. Além disso, foi possivel
determinar explicitamente uma nova quantidade conservada do sistema, que se mostrou fundamental na
descricdo da dindmica quantica de tunelamento do modelo, que é dada em termos do novo operador utilizado

na extensao feita ao método. Com base no estudo dos regimes dindmicos no modelo de trés pogos, foi mostrado

10
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[19] que a partir da quebra de integrabilidade do modelo, é possivel controlar o tunelamento de particulas,
constituindo um dispositivo atomotronico tipo interruptor, consolidando os sistemas de tunelamento quéntico
como importantes candidatos para novas implementag¢des tecnolégicas no campo da atomotrénica. Além
disso, recentemente, também foi possivel calcular a entropia de emaranhamento gerada pelo modelo de trés
pocos [24], esta que é uma propriedade quantica importantissima, pois dd suporte a uma grande parcela das

novas propostas de dispositivos quéanticos.

A extensao feita ao método no modelo de trés pogos também se mostrou eficiente para um novo modelo
proposto de quatro pogos dispostos em um anel. Novamente foi determinado todo o espectro de energias
do sistema, s6 que desta vez obtiveram-se duas novas quantidades conservadas em vez de apenas uma, de
forma que foi possivel obter um nimero de quantidades conservadas no sistema igual a quantidade de graus
de liberdade do hamiltoniano, satisfazendo uma das mais importantes condi¢des para a integrabilidade de
sistemas [20]. Recentemente, o modelo de quatro pogos foi utilizado na proposicdo de um dispositivo tipo
interferometro [25], a partir da produgao e identificacdo de interferéncias em estados NOON [26], responsaveis
pelas mais sensiveis deteccoes de mudanca nos sistemas, demonstrando mais uma vez a relevancia dos modelos

no ambito tecnoldgico.

O fato da extensao feita ao método se mostrar eficiente para ambos modelos descritos acima ndo € coin-
cidéncia, afinal, eles fazem de um conjunto de modelos de CBEs acoplados por tunelamento quantico [27],
que, sob certos vinculos, correspondem a modelos integraveis. O conjunto de modelos é caracterizado pelo

hamiltoniano geral de n + m pocos [27]:

Hym=U(N4— Np)*+ u(Na— Np) + J(A'B+ AB")
) n.m by (2.0.1)
=U(Na— Np)*+ u(Na— Np) + Zi Zlfi,j(aibj +a;bj),
i=1j=
onde A = Z?zl a;a;, B= Z;?“:I Bjbj, coma;,B; €R, e Ny e Np correspondem, respectivamente, a soma dos

operadores niimero de bésons nas classes “A” e “B” de pocos, dados por:

n m
Na=) Ngi» Ng=) Npj (2.0.2)

i=1 j=1
com Ny ; = a:.rai eNpj= bj. b;. Na equagdo (2.0.1), U representa o termo de interagdo entre os bésons de um
mesmo condensado e condensados vizinhos, u € o potencial externo e J;; = Ja;f; representa a amplitude de

tunelamento entre os i-ésimo e j-ésimo condensados. Os operadores bosdnicos também estao divididos por
T
i
quanto b;r. e b;j denotam-nos no j-ésimo condensado da classe “B”. Por construgdo, temos que a integrabilidade

classe, a; e a; denotam os operadores criagdo e aniquilagdo de bésons no i-ésimo condensado da classe “A”, en-

dos modelos componentes do conjunto € garantida para as seguintes condi¢des de a; e §; [27]:

W 2=1 (2.0.3)
Zai—z,ﬁj— . .0.
i=1 j=1

Fisicamente, pode se dizer que o hamiltoniano (2.0.1) descreve o tunelamento Josephson para sistemas
bosonicos de (n + m) pocos e cada escolha de {n, m} origina um sistema distinto, com aplicacdes fisicas particu-

11



Capitulo 2. Modelos Integréaveis de Tunelamento Quantico

lares, como discutido anteriormente.

A partir do conjunto de modelos descritos pelo hamiltoniano (2.0.1), no Capitulo 3 iremos determinar as
solucdes exatas (obtidas pelo método algébrico do Ansatz de Bethe) dos autovalores de energia, comparando-os
com os resultados obtidos através da diagonalizacdo exata do hamiltoniano e também obteremos todas as

quantidades conservadas dos sistemas para dois casos particulares:
1. n=2, m=1: trés pocos alinhados;
2. n=2, m=2: quatro pocos dispostos em anel.

Por fim, iremos conduzir uma discussdo acerca da dindmica quantica dos modelos, identificando regimes
de tunelamento e interpretando fisicamente as quantidades conservadas “extras” dos sistemas em termos das

dinamicas, tudo isso exposto em detalhes no Capitulo 4 deste trabalho.

12



Capitulo 3

Integrabilidade

Dentre todas as dreas da fisica, a mecanica cldssica é, com certeza, uma das disciplinas com maior grau
de maturidade, tendo seu desenvolvimento completamente estabelecido em teoremas matemaéticos e bases
axiomadticas e serve como um recorrente exemplo de “como as coisas deveriam funcionar idealmente”, de
forma que é muito comum recorremos a ela como base referencial para qualquer tipo de formulacao dentro
da mecanica quantica. Um dos pontos fundamentais dentro do estudo da dindmica de sistemas classicos
é o conceito de integrabilidade. De acordo com o Teorema de Liouville-Arnold [4], um sistema descrito por
um hamiltoniano H(p, q) com n graus de liberdade € dito integrdvel se existirem n quantidades conservadas
(primeiras integrais de movimento) independentes I;, i = 1,..., n, definidas no espaco de fase e em involucio,
de forma que:

{I;,H}={1;,1;}=0, i,j=1,..,n,

onde {, } representam os parénteses de Poisson [28]. Assim existe uma transformacao candnica para coordenadas
de agdo-angulo, {w;,...,wn, J1,..., Ju}, em que o hamiltoniano transformado depende apenas das coordenadas
de acao, H= H(Jy,..., Jn), as solucoes das equacdes de movimento para as coordenadas de agao sao constantes

e as coordenadas de angulo evoluem linearmente no tempo, ou seja:
Ji = constante, () =wi(0)+vit, k=1,..,n,

onde vy = 0H/0J. Assim, as equacdes de movimento, p(t) e g(t), do sistema podem ser resolvidas em qua-
draturas se a transformacao canonica for explicitamente conhecida. Com base nessas definicoes, os sistemas
classicos podem ser divididos entre sistemas integrdveis e sistemas nao-integraveis (cadticos), que apresentam

comportamentos fisicos totalmente diferentes.

Entretanto, apesar da integrabilidade ser um conceito muito bem estruturado dentro da mecénica cléssica,
é surpreendente que ainda nao seja possivel realizar uma perfeita equivaléncia no contexto quantico, devido
as diferencas fundamentais em suas formulagdes. Um ponto que se mostra importante para esta discussao é
diferenca na maneira de contar graus de liberdade na mecénica quantica e na mecanica cldssica. Na mecanica
quantica, a discretizacdo dos niveis de energia de um sistema nos permite trabalhar com espacos de Hilbert
de dimensao finita, j4 que os auto-estados dos operadores podem ser rotulados com um nimero quantico
discreto, tomando um conjunto finito de valores e assim temos que o nimero de graus de liberdade de um
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sistema quéntico é comumente referida como a dimensionalidade do seu espaco de Hilbert associado. Em
contrapartida, na mecanica clédssica, contamos graus de liberdade a partir da quantidade necessaria de pares
conjugados de varidveis no espaco de fase para especificar a configuracao do sistema, onde cada variavel
pode assumir valores continuos. Em qualquer correspondéncia quantica-cldssica, associariamos, portanto, o
ntmero de graus de liberdade cldssicos com a multiplicidade de infinidades da dimensédo do Espaco Hilbert.
Esse assunto permanece em debate atualmente, através de inumeras propostas feitas para a integrabilidade

quantica [29].

Neste trabalho iremos adotar uma defini¢ao de integrabilidade quantica que melhor se relacione com a
definicdo cléssica, adotando a quantidade de nimeros quanticos que determinam univocamente os vetores
de base do hamiltoniano como a quantidade de graus de liberdade dos modelos estudados aqui. Portanto, de
forma a provar a integrabilidade dos modelos, vamos utilizar o Método do Espalhamento Quéantico Inverso
(MEQI), desenvolvido pela escola russa e apresentado pela primeira vez em 1979 no artigo de L. Faddeev [15]
(que também é conhecido como método algébrico do Ansatz de Bethe). De forma sucinta, o método consiste

em trés pontos principais:
1. Determinar a matriz R que satisfaca a equacdo de Yang-Baxter

2. Determinar a matriz de monodromia 7' (u), associada aos operadores de Lax, que satisfaca a dlgebra de

Yang-Baxter e a partir da qual seja possivel definir a matriz de transferéncia 7 (u)

3. Encontrar as equacoes do Ansatz de Bethe e, a partir delas, determinar os autovalores da matriz de

transferéncia, de forma que se torna possivel obter o espectro completo de energias dos modelos.

Nas préximas sessoes iremos encontrar as solucoes exatas para os modelos de trés pogos alinhados e quatro
pocos dispostos em um anel através do MEQI. Além disso, através de uma extensao feita ao método, também
seremos capazes de determinar todas as quantidades conservadas dos modelos, que desempenhardo um papel

fundamental na descri¢ao de suas dindmicas, exploradas no préximo capitulo.

3.1 INTEGRABILIDADE QUANTICA DO MODELO DE TRES POCOS

Iniciamos apresentando o hamiltoniano para o modelo de trés pocos alinhados, que € obtido através da
escolha n =2 e m = 1 no hamiltoniano geral (2.0.1), acoplados por tunelamento quantico:

H=U(N; - N + N3)? + (N1 — No + Ns) + Jy (@l az + a1 @) + J3(a) as + az a), (3.1.1)

onde a:.r e a; sdo, respectivamente, os operadores criagdo e aniquilagdo de bosons no i-ésimo poco, N; = ajai,
(i =1,2,3) sdo os operadores niimero de bdsons em cada pogo, sendo N = Nj + N, + N3 o niimero total de bésons,
que é uma quantidade conservada do sistema. O parametro U é devido a interacdo de contato e interacao
dipolar entre os bésons de um mesmo pogo e também entre bésons de pogos vizinhos, ja 1 é o potencial
externo e J; = Ja;, (i = 1,2,3) é a amplitude de tunelamento entre os pocos vizinhos, como pode ser visualizado

esquematicamente na figura (3.1):
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Figura 3.1: Representacdo esquemadtica do modelo de trés pocos alinhados. J; e /3 representam as amplitudes de tunela-
mento entre os condensados.

Podemos observar que a troca dos indices 1 e 3 mantém o hamiltoniano invariante. Outra caracteristica do

hamiltoniano a ser observada é a sua atuacdo no espaco de Fock, que é varrido pelos vetores:

(@)™ (a})"2 (al)"s

onde |0,0,0) representa o vidcuo bosénico do espaco de Fock. Dessa forma, a atuacao dos operadores niimero

|n1, no, nz) = 10,0,0), (3.1.2)

sobre os vetores de Fock ocorre da seguinte maneira:

Nj|ny, no, n3) = ny|ny, np, n3),
N> |ny, no, n3) = na|ny, no, n3), (3.1.3)

N3 |ny, np, n3) = nzlny, no, n3) .

Como os vetores de base sdo determinados univocamente pelos niimeros quanticos 1,7, € n3, ou seja, pelo
nimero de bésons em cada um dos condensados, podemos concluir que o modelo tem trés graus de liberdade
e portanto, o hamiltoniano deve apresentar trés quantidades conservadas independentes para que se trate de
um modelo integravel. O nimero total de particulas, N = Z‘?:l N;, é uma quantidade conservada do sistema e,
portanto, comuta com o hamiltoniano. Para cada valor fixo de N, a dimensao do espaco de Hilbert associado,

Vn, se torna [18]:
2+N)!

2!N!

Além disso, ja que o hamiltoniano ndo apresenta dependéncia temporal, temos que a energia total do

dim(Vy) = = %(N+ DN +2). (3.1.4)

sistema € conservada. A terceira quantidade conservada, necessaria para que o modelo seja integravel, sera
apresentada posteriormente.

3.1.1 Meétodo do Espalhamento Quéantico Inverso (MEQI)

Nosso primeiro objetivo é estabelecer que o hamiltoniano (3.1.1) pode ser obtido através do MEQI. Portanto,

comecamos através da definicdo da matriz R com invariancia SU(2):

1 0 0 0
= _U_
Ro|0 P a0 b =g (3.1.5)
0 cw bw 0 cw =
0o 0 o0 1
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onde b:C — C, c:C — C, u é o parametro espectral e n € C é um parametro arbitrario, a ser escolhido

posteriormente. Podemos verificar que a matriz R satisfaz a equacdo de Yang-Baxter:
Rip(u—v)R13(1) Ro3 (V) = Ro3(v) Ryz (W) Ry2(u—v). 3.1.6)

A equagdo (3.1.6) atua no produto direto de trés espagos V1 ® V> ® V3. R; j(u) denota a atua¢do da matriz R
ndo trivialmente sobre os i-ésimos e j-ésimos espacos e como identidade no espaco restante. Dando sequéncia,
devemos escolher adequadamente os operadores de Lax, L, (u) e L, (u), essenciais ao método. Uma de suas

representacoes se dd em termos dos operadores bosonicos (a;, a;.L), que estdo sujeitos a dlgebra de Heisenberg:
la;,a')=68;;, laia;l=lal,al]=0 (3.1.7)
12 ] L] 1284} i’ ] . oL

Dessa forma, os operadores de Lax sao definidos como:

I+n(Ny + N- A I+1nN-
T L= " (3.18)
Al n ' ay n '

onde I representa o operador identidade, A e A" sdo combinacdes lineares dos operadores criacio e aniquilacdo

de bésons nos pocos 1 e 3, dados por:

1
A=klma +azas), A’ =k(aia] +asza)), k=—=—. (3.1.9)

[ 2 2
a1+a3

Por definicao, adotaremos a% + a§ = 1. Os operadores componentes dos operadores de Lax satisfazem as
seguintes relacdes de comutagao:

[N;,a;]=—a;é;j, [Ni,a;]=a;r.5ij, [ﬂi,a;]:‘sij’ (3.1.10)
[A,AT1=1, [N;+ N3, Al=—A, [Ni+N;, AT =A%

Como dito anteriormente, estamos interessados em determinar a matriz de monodromia T'(u), associada
aos operadores de Lax. Para que a condicdo da integrabilidade seja satisfeita, € necessario que ela também

satisfaca a equacao de Yang-Baxter, assim dizendo:
Rip(u—=v)Th () T2 (v) = To(v) T1 (w) Ri2(u - v). 3.1.11)

Portanto, com base na realizacao dos operadores de Lax (3.1.8) em termos dos operadores bosonicos,

definimos a matriz de monodromia como:

T(w)=La(u+w)Lp(u-w) = (3.1.12)

Aw) Bw)
Cw) Dw)|

onde w é um parametro a ser definido posteriormente. Portanto, a partir da multiplicacdo dos operadores de
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Lax, é possivel realizar a identificagao dos operadores que compdem a matriz de monodromia:

AW =[(u+ o) [+ 7Ny + N3)][(u— ) [+nNa] + Agal,
B(w) =[(u+ )+ 10Ny + N3)laz +1"' Aq,

Cw) =[(u-w)+nNx] +n""al,

(3.1.13)
D(u) ZALQZ + rfzI.

Finalmente, definimos a matriz de transferéncia, 7(#) da maneira tradicional, como o trago da matriz de
monodromia, ou seja:
T(u) =Tr(T(w) =Au)+D(u)=cp+cru+ czuz, (3.1.14)

onde as constantes c; sdo identificadas como:

H 2N2 2 -2
= 0)=—+ _— + L
co=J7(0) 7 Ut
c —iT(u)I =2nN (3.1.15)
l_du u=0— TI ) -1
2
Cr = WT(M)M:O =1

onde novamente I é o operador identidade, N é o niimero total de bosons e H é o hamiltoniano (3.1.1). A partir

das constantes, temos que os pardmetros de acoplamento do hamiltoniano sdo identificados como:
] 2
U:—Zn , H=-Jnw. (3.1.16)

Pode-se mostrar que a matriz de transferéncia comuta para diferentes valores do parametro espectral

através da equacdo de Yang-Baxter(3.1.11), assim dizendo:

[z(w),T(»)] =0, VYu,veC, (3.1.17)

e assim, temos que o modelo obtido através da matriz de transferéncia é integravel. Usando as expressoes
obtidas para os parametros de acoplamento e as constantes, podemos reescrever o hamiltoniano em func¢ao da
matriz de transferéncia 7(u):

)
H:](T(u)+(w2—u2—7)2)1— ut' () — - () ) (3.1.18)
Portanto, segue que o espectro de energias do sistema é dado por:
2N2
E= ](}Ll(u) +o?— -t —upN-" ; ) 1=0,..,N, (3.1.19)

onde A;(u) sdo os autovalores da matriz de transferéncia.

3.1.2 Pseudo-vacuo e o Ansatz de Bethe

A utilizacdo do Método do Espalhamento Quantico Inverso “tradicional” consiste na utilizacdo do préprio

vacuo bosdnico do espaco de Fock |0, 0,0) como pseudo-vacuo, entretanto, ao utilizarmos este, ndo conseguimos
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obter as trés quantidade conservadas do sistema. Por esse motivo, é necessdrio fazer uma extensdo do método,
modificando os pseudo-vacuos utilizados, de forma a se determinar todas as quantidades conservadas e todas
as energias do sistema [27][18], chamaremos essa extensdo feita ao método de Método do Espalhamento
Quantico Inverso Estendido (MEQIE). Tendo optado pela realizacao dos operadores de Lax dada por (3.1.8),
devemos escolher pseudo-viacuos adequados para o modelo e, para isso, iniciamos definindo o operador I'

como uma combinacao linear dos operadores bosdnicos dos pogos 1 e 3:
I'=asa; —ayas, (3.1.20)

que em conjunto com o operador A, satisfaz as seguintes relacdes de comutacgao:

[T, A =0, [T, az] =0,
[rf, A1=o0, (', a1 =0,

[Ny + N3, (THl1=100h!, (N, h1 =0, (3.1.21)
[t Bw)] = -nI'a,, [T, B(w)] =l ay,

rf,cw] =0, [T, C(w)] = 0.

Como visto anteriormente, o vacuo bosonico do espaco de Fock é definido como:
|0y =10,0,0) = 107) ®|02) ®]03), (3.1.22)
e é caracterizado pela seguinte propriedade do operador destrui¢do de bésons no j-ésimo poco:
ajl0y=0, j=12,3. (3.1.23)

Portanto, de maneira a satisfazer as condicoes necessdrias impostas ao pseudo-vacuo para a aplicacdo do

método (veja apéndice A), definimos os pseudo-vacuos através da utilizacdo do operador I', como:
g =Ny, =N, (3.1.24)

em que cada valor de [ estd associado a um pseudo-véacuo diferente e é dado pela quantidade de b6sons no

poco dois. Assim, temos que os pseudo-vacuos satisfazem as seguintes propriedades:

AW ) = (u-w)(u+w+n)idp,
B(uw) ¢ =0,

Cwlen #0,

D)y =n"%1¢).

(3.1.25)

Dessa forma, podemos definir os estados de Bethe, em termos dos pseudo-vacuos adequadamente selecio-

nados, que sdo dados por:

N-1
[Tcwnley, I<N
lyp) =4 i=1 (3.1.26)

lpNY, I=N,
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onde {v;} sdo o conjunto de solucdes da equacao do Ansatz de Bethe, que serd apresentada na sequéncia. Como
visto anteriormente, o hamiltoniano do modelo pode ser escrito em termos da matriz de transferéncia, 7(u),
(3.1.19). Com isso, € possivel afirmar que se um estado é auto-estado da matriz de transferéncia, também
serd auto-estado do hamiltoniano, e vice-versa. Os estados de Bethe sdo, por definicao, auto-estados do
hamiltoniano, ou seja, espera-se que também sejam da matriz de transferéncia 7 (u), portanto, iremos utiliza-los

para determinar os autovalores da matriz de transferéncia 1;(u), de maneira:
Ty =W lyp). (3.1.27)
Para [ = N, encontramos os seguintes autovalores para a matriz de transferéncia:
AN(u)z(u+w+nN)(u—w)+n_2. (3.1.28)

Japara l < N, obtemos:

u-— vl+17

N—-
A1) = (u+w+nl)(u—w) ]‘[ (3.1.29)

Vi =1 U—-VUi .
Para que o estado de Bethe seja, de fato, um auto-estado da matriz de transferéncia, é necessario que
algumas condigGes sejam satisfeitas (veja apéndice A para mais detalhes). Com isso, obtemos uma nova
equacao, denominada de Equagado do Ansatz de Bethe (EAB), dada por:
N-ly;—vi—n
Pwi+o+nhw-0) = [[ ———, i=1,.,N-1, (3.1.30)
j#I ViT Uit
onde o conjunto de parametros {v;} sdo as solu¢oes da equacao. Com as solu¢des da EAB em maos, podemos
determinar todos os autovalores da matriz de transferéncia (3.1.30) e, consequentemente, todo o espectro de

energias do modelo.

3.1.3 Solucdo Exata e Carga Conservada
3.1.3.1 Solucdo Exata

Como visto anteriormente, somos capazes de determinar os autovalores da matriz de transferéncia utili-
zando as equacoes (3.1.29) e (3.1.30). Sendo assim, utilizando o conjunto de solucdes calculados pela equacao
(3.1.31), podemos obter o espectro de energia do sistema utilizando a equacéo (3.1.20). Portanto temos que

para [ = N, a energia do sistema serd dada por:

E=UN?-puN. (3.1.31)
Jd para [ < N, teremos:
N-1 N-I
—-vi+ —-vi+
E=J|(u+w+n)(u—-w) w+n72 UZvivn
i=1 U Vi i=1 UV
_ (3.1.32)
22 2 n°N
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Para [ = N, podemos ver que existe uma classe de auto-estados que admite uma forma simples para a
energia, que nao depende do parametro de tunelamento J. J& para [ < N, utilizando vérios pseudo-vacuos,
obtemos todos os demais autovalores do sistema e, consequentemente, todo o espectro de energia para o

modelo integravel de trés pogos alinhados.

3.1.3.2 Carga Conservada

O modelo que estamos trabalhando possui trés graus de liberdade, ou seja, a condicao para a integrabilidade
do sistema requer que existam trés quantidades conservadas independentes. Como vimos, o MEQI apenas nos
fornece duas quantidades conservadas, o nimero total de bésons N e a energia total do sistema. A terceira
quantidade conservada do sistema é obtida pela extensao feita ao método e é expressa em termos do operador

I', sendo:
Q= r'r= (agaI - 051(/1:1:)(053(11 —aiaz) = agNl + CZ%N?, - 051053(&.{613 + agal), (3.1.33)
Q= a%Nl + (X%Ng - alag(airag + agal).
Podemos verificar que o operador Q satisfaz as seguintes relacdes de comutacgio:
[H,Q1=0, [N,Q]=0. (3.1.34)

Dessa forma, os operadores H, N e Qformam um conjunto de trés quantidades conservadas e independentes,
satisfazendo a condi¢do de integrabilidade do sistema. Também podemos ver que o operador Q também satisfaz

a seguinte relacdo de comutacao:
[Q,C(w)] =0, (3.1.35)

ou seja, podemos dizer que cada estado de Bethe |¢;) é um auto-estado do operador Q com autovalor:

Qlyp =llyp. (3.1.36)

A interpretacdo fisica da quantidade conservada Q serd apresentada o capitulo seguinte, onde estudaremos

os regimes dindmicos para o modelo de trés pocos.

3.1.4 Comparativo entre MEQI e Diagonalizacao Exata

Uma das caracteristicas fundamentais dos sistemas integraveis € a possibilidade de obtencado de uma
solucdo exata para o espectro de energia dos sistemas de muitos corpos, sem a necessidade do uso de métodos
numéricos para aproximacao. De maneira a exemplificar essa propriedade, realizamos uma comparacao entre
as energias obtidas através da utilizacdo do MEQI e as energias obtidas através da diagonalizacao exata do
hamiltoniano (3.1.1) para um sistema com u=w = =0, J=1.0, U = 1.0 e N = 3. Para essa configuracdo do

sistema, temos que os autovalores da matriz de transferéncia, 1;(u«), sdo dados por:

13t vj+2i
- Z J — 1<3
A(w) = =1 Vi (3.1.37)
1
-z, 1=3.
4
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Dessa forma, a partir da utilizacao das equacgoes (3.1.32) e (3.1.33), obtemos as energias do sistema:
1 $-lyj+2i
= (37 -T1 -2 ) 1<3
E={4 j=1 Vi
9, l = 3r

(3.1.38)

onde os parametros v; sdo obtidos através da equagdo de Bethe (3.1.31). A representa¢do matricial do hamilto-

niano sobre os estados |ny, 1y, n3) nessa configuracio se torna:

9 V3/2 0 0 0 0 0 0 0 0

v3izZ 1 V2 0 1/Vv2 0 0 0 0 0
0 V2 1 V32 0 1 0 0 0 0
0 0 V32 9 0 0 V32 0 0 0

e 0 1/v2 0 0 9 1 0 0 0 0 (3.1.39)

0 0 1 0 1 1 1 1 0 0
0 0 0 V32 o0 1 1 0 V2 0
0 0 0 0 0 1 o0 9 1/vV2 0
0 0 0 0 0 0 V2 1/vV2 1 V32
0 0 0 0 0 0 0 0 V32 9

Fazendo a diagonalizagdo exata de (3.1.40), calculando o conjunto de pardmetros v; e utilizando-os em
(3.1.39), montamos a tabela (3.1), de forma a comparar os resultados de energia obtidos através da utilizacdo

das duas abordagens.

1 | Solucoes das EAB Energias (A) Energias (D)
0 | v =-2.0246i, v, = —4.1927i, v3 = —0.0147i Ey; =9.4641 E; =9.4641

0 | v =-1.9952i, v» = —-4.1165i, v3 =0.01503i E» =9.2915 E» =9.2915

0 | v;1=0.2096 +0.022i, v, = —2.8122i, v3 = —(v1) * E3 =2.5359 E3 =2.5359

0 | v1 =0.48944 -0.5438i, v = —0.2335i, v3=—(v1)* | E4=-1.2915 Ey=-1.2915
1| vy =-4.1213i, v, = —2.0035i E5 =9.24977 E5 =9.24977
1 | vy =-2.6545i, v, =—-0.0178i Eg=2.27334 Eg=2.27334
1| vy =-1.2052i, v = —-0.0331i E; =-0.52311 | E; =-0.52311
2 | v1 =0.06155i Eg=0.876894 | Eg=0.876894
2 | v =-4.0615i Eq9=9.12311 Eq9=9.12311
3 E10=9.0 E10=9.0

Tabela 3.1: Solucdes e energias para o modelo de trés pocos, com N=3. A representa as energias obtidas pelo método

algébrico do Ansatz de Bethe e D representa as energias obtidas através da diagonalizagdo exata do hamiltoniano.

Com isso, demonstramos a capacidade do método para obter solugdes exatas para o espectro de energias

do sistema.
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3.2 INTEGRABILIDADE QUANTICA DO MODELO DE QUATRO POCOS FECHADO

Considerando a escolha n = 2 e m = 2 no hamiltoniano geral (2.0.1), obtemos o hamiltoniano para o modelo

de quatro pocos fechados, acoplados por tunelamento quantico, dado por:

H=U(N; - N2 + N3 — Ny)* + p(Ny — N + N3 — N4)+]12(a1a2 + dldg) +]14(ﬂ1rd4 + dldD G.2.1)
+]23(d; a +as a;) + ]34(61; as+as dD,

onde os termos sdo identificados da mesma forma que em (3.1.1), com excec¢do ao pardmetro de tunelamento,
que agora assume a forma J;; = Ja;aj, determina a amplitude de tunelamento entre o i-ésimo e o j-ésimo pogo.
A partir de diferentes valores para as constantes a;, podemos identificar diferentes regimes de tunelamento,
tanto isotropicos quanto anisotrépicos. No decorrer dessa sessdo, iremos considerar apenas o caso isotrépico,
tal que a; = @2 = a3 = a4 = 1/v/2. Na figura (3.2) apresentamos uma representagio esquematica do modelo de
4 pocos.

Figura 3.2: Representacdo esquemaética do modelo de quatro pocos.

Podemos observar que dessa vez o hamiltoniano se mantém invariante perante as trocas 1 — 3 e 2 — 4,

também temos que o espaco de Fock, onde se d4 a atuacdo do hamiltoniano, é varrido pelos vetores:

(ah™ (a})™ (ah)™ (ah"

\/I’ZI! \/ﬂg! \/I’lg! \/n4!

onde |0,0,0,0) é o vicuo bosonico do espaco de Fock. Dessa forma, temos que os operadores ntimero atuam

|ny, Nz, n3, ng) =

|Oy 0, 0; 0) ’ (322)

sobre os vetores de Fock de maneira andloga ao modelo de trés pocos (3.1.3):

Ny |my, n, n3, ng) = ny [Ny, np, n3, ng),
Na|ny, np, n3, ng) = np |ny, np, ng, Ny,

(3.2.3)
N3 |ny, no, n3, ng) = n3|ny, no, nz, na),

Ny, no, n3, ny) = ng|ny, N, N3, Na)

Para o modelo de quatro pocos, os vetores de base sao determinados univocamente pelos quatro niimeros
quanticos n;, {i = 1,2,3,4}, portanto, o modelo deve apresentar quatro quantidades conservadas independentes,

ja que o hamiltoniano possui quatro graus de liberdade, para que seja de fato um modelo integréavel. O niimero
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total de particulas N = Z‘i*:l N; é uma das quantidades conservadas do sistema e, para cada valor fixo de N, a

dimensao do espaco de Hilbert associado Vjy é dada por [20]:

(N +3)!

dim(Vy) = =5,

= é(N+3)(N+2) (N+1). (3.2.4)

Novamente o hamiltoniano nédo apresenta dependéncia temporal, portanto, a energia total do sistema é
outra das quatro quantidades conservadas do modelo de quatro pocos. As duas quantidades conservadas

restantes serdo apresentadas e interpretadas na sequéncia deste trabalho.

3.2.1 Meétodo do Espalhamento Quéantico Inverso

Para o modelo de quatro poc¢os, iremos seguir a mesma abordagem utilizada no modelo de trés pocos ao
implementarmos o MEQI. A matriz R é definida da mesma forma (3.1.5) e como visto anteriormente, ela satisfaz
a equacao de Yang-Baxter (3.1.6). Entretanto, a diferenca na implementacao do MEQI para o modelo de quatro

pogos reside nos operadores de Lax, que sdo definidos como:

ul+nN A ul+nN; A
L3 () = ? 13 _113 L L@Y = ? 24 _2f , (3.2.5)
A1,3 n 1 A?_’4 n I
onde I é o operador identidade e os operadores que os compdem sdao dados por:
N;j=Ni+Nj, Ajj=aia;+ajaj, Al .:aiaj+ajaj., (3.2.6)

i\j

onde a? + a? = 1. Assim, podemos novamente definir a matriz de monodromia T (u), com base na realizacdo

adotada para os operadores de Lax, como:

A B
T = 199 (u+ ) L2 (u—) = [ 1 B0 , (3.2.7)
C(u) D(u)
tal que suas componentes sao identificadas como:
A(w) =((u+w) I+ nNy3) (4 —w) I+ 1Nz 4) + A1,3A;4,
B(w) =((u+w)[+nN13) Aga +1" " Arg,
(3.2.8)

Cw) =Al (- ) [++7Naa) +7 7' A]

D) =Al ;A4 +17°1.

Segue que a matriz de monodromia T () para o modelo de quatro pocos também satisfaz a equacao de
Yang-Baxter (3.1.12) e novamente temos que a matriz de transferéncia, 7(u), é definida como o trago da matriz
de monodromia (3.1.15) com as constantes identificadas como em (3.1.16) e a partir destas, temos a mesma
identificacdo dos parametros de acoplamento do hamiltoniano (3.1.17). Novamente é possivel mostrar que a
matriz de transferéncia comuta para diferentes valores do parametro espectral, como em (3.1.18), sendo assim,
temos que o modelo é integrével pelo MEQI e podemos escrever o hamiltoniano (3.2.1) em termos da matriz de

transferéncia:
2 NZ

H=7|tw+@* -2 21-upn " (3.2.9)
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Portanto, as energias do sistema sao dadas por:

E=J(Ae) +0? -2 —n? —unN -~ = (3.2.10)

onde A; (1) denotam os autovalores da matriz de transferéncia. Estamos interessados agora em obter esses

autovalores para termos uma solucao exata para o modelo.

3.2.2 Pseudo-vacuo e o Ansatz de Bethe

Conforme discutido anteriormente, o MEQI por si s6 ndo é capaz de fornecer todas as quantidades con-
servadas do sistema. Portanto, se faz necessaria realizar novamente uma extensao ao método, de forma a
obter as duas quantidades conservadas restantes. Essa extensdo se dard novamente através da escolha de

pseudo-vacuos adequados, e para isso, iniciamos definindo os operadores:
— T _ T
M= -aa, T),=aia,-aa, (3.2.11)

que em conjunto com os operadores componentes da matriz de monodromia (3.2.8) e os operadores A; ; (3.2.6),

satisfazem as seguintes relacoes de comutacao:

[FJ{,3’ A13] =0, [1";4» Az4] =0,
[I‘I,g’ A2,4] = Or [r;A, AI,S] = 0,

(N13, (T} )1 =107 )Y [Naw, (T R = k(@] ¥,

(T13,Bw)]=nl13424,  [T24,BWw)]=0, (3.2.12)
!, Bl =T 424, [T}, B =0,

[rl,?)) C(u)] = Or [F2'4,C(u)] = nr2’4A—{’3,

[T} 5 Cwl =0, [T}, Cw)] = —nT54 AL,

Assim, definimos o pseudo-vacuo para o modelo de quatro pogos através da utilizagdo dos operadores I'; ;,
como:
e = @) IS PFI0), 1+k=N, (3.2.13)

onde |0) representa o vacuo bosodnico do espago de Fock e cada valor de [ e k estd associado a um pseudo-vacuo
diferente, que satisfaz as seguintes condicdes:

AW i) = w+w+kn)(u—w+In)ldi),
B(w) |k, =0,

C) g, #0,

D) pr,1) =1 1pic1) -

(3.2.14)
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Com isso, podemos definir o estado de Bethe a partir dos pseudo-vacuos, como:

N-I-k
Cw)loix), k+I<N
Wiy =1 i=1 (3.2.15)

lprr), k+I1=N.

De maneira a determinar o espectro de energias para o modelo, é necessario que encontremos os autovalores
da matriz de transferéncia, conforme descrito pela equagao (3.2.10). Os estados de Bethe sdo, por definicdo,
auto-estados do hamiltoniano e, como visto anteriormente, se um estado é auto-estado do hamiltoniano,
também devera ser auto-estado da matriz de transferéncia. Dessa forma, utilizando os estados de Bethe,

podemos encontrar os autovalores A; (1) da matriz de transferéncia 7 (u):
T(W) e = Ape(w) e . (3.2.16)
Para [ + k = N, encontramos os seguintes autovalores para a matriz de transferéncia:
A =(u+w+kn)(u-ow+In) + n72, Il+k=N. (3.2.17)

Japaral+ k < N, os autovalores da matriz de transferéncia sao dados por:

N-I-k
AW = (u+o+knu-w+In []
i=1

N—l-k ¢ _ vi—n

.
UZUidn 2 , (3.2.18)

Uu-—v; o] u-v;

onde os parametros v; sdo o conjunto de solu¢des da Equacao do Ansatz de Bethe (EAB), obtida pela imposicao
de que |y k) seja um auto-estado de 7(u), computada por:

Pwi+tw+kpw —w+in= []

— i=1,.,N-I-k. (3.2.19)
jA ViTvjtn

Com os parametros v; calculados pela equacao (3.2.19), somos capazes de determinar os autovalores da
matriz de transferéncia e, dessa forma, obter o espectro de energia do modelo pela equacao (3.2.10).

3.2.3 Solucao Exata e Cargas Conservadas
3.2.3.1 Solucdo Exata

A partir do conjunto de parametros calculados pela equacdo (3.2.19), somos capazes de determinar os
autovalores da matriz de transferéncia utilizando as equacoes (3.2.17) e (3.2.18). Sendo assim, podemos obter o

espectro de energia do sistema utilizando a equacdo (3.2.10). Para [ + k = N, a energia do sistema serd dada por:

ZNZ
E=J|ntlk+ (- kon- "1

(3.2.20)
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Japaral+ k< N, teremos:

N=l-k y—p: + -
E=]|(u+w+nk)(u—w+nl) H —]vn H —
j=1 ! j=1 ! (3.2.21)
n2N2
4

ku—v] n

+0? —u? —unN-n"2-

Para [+ k = N, podemos ver que existe uma classe de auto-estados que admite uma forma simples e fechada
para a energia, que ndo depende dos pardmetro de tunelamento J;;. Jd para [ + k < N, utilizando vérios pseudo-
vacuos, obtemos todos os demais autovalores e, consequentemente, todo o espectro de energia para o modelo
de quatro pocos.

3.2.3.2 Cargas Conservadas

Como visto anteriormente, os vetores base do hamiltoniano (3.2.1) sdo univocamente determinados por
quatro nimeros quanticos n;, {i = 1,2, 3,4}, portanto, a integrabilidade do sistema requer que existam quatro
quantidades conservadas independentes, todavia, o método de espalhamento quantico inverso (MEQI) aplicado
ao sistema apenas nos fornece duas quantidades conservadas, energia total e niimero total de particulas. De
fato, € a extensdo feita ao MEQ)], através da introducdo dos operadores I'; j, que nos fornece as duas quantidades

conservadas restantes, que sdo os operadores dados por:

2 2
Q3= 1“4{31“1,3 = a3N1 + (ZlNg - (Xlag(a'{ag + agal),

+ ) ) + + (3.2.22)
Q4= 1“2,41“2'4 =ayNo +a;Ny— azag(a,as+ a,az).
Como se tratam de quantidades conservadas, satisfazem as seguintes relacoes de comutagao:
[Q1,3,Q2,al = [H, Q1,31 = [N, Q1,31 = [H, Qz,4] = [N,Q2,4] =0. (3.2.23)

E dessa forma, os operadores Q; 3 € Q2,4, junto com o hamiltoniano H e o nimero total de particulas N,
formam o conjunto de quatro operadores conservados do modelo integravel de quatro pocos. Além disso,

seguem as seguintes relacées de comutacao:
[Q1,3,C(W)] = [C(w), Q4] =0. (3.2.24)

E assim temos que o Estado de Bethe (3.2.15) é simultaneamente um auto-estado de Q13 € Q4, com 0s
respectivos autovalores:
Quslyi) =klyii),

Qo alyi) =1y .

(3.2.25)

3.2.4 Comparativo entre MEQI e Diagonalizacao Exata

Como discutido anteriormente, uma das caracteristicas fundamentais dos sistemas integraveis é a possibili-
dade de obtencdo de uma solucdo exata para o espectro de energia dos sistemas de muitos corpos. De maneira
a exemplificar essa propriedade, realizamos uma comparacgao entre as energias obtidas através da utilizagcao do

MEQI e as energias obtidas através da diagonalizacao exata do hamiltoniano (3.2.1) para um sistema com N = 2,
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U=05J=l,a1=a2=as=ay4 = 1/V2e 1 =u=w=0. A partir das equagdes (3.2.17) e (3.2.18), os autovalores

da matriz de transferéncia sio:

2-1-k 5. _ 2-1-k .
ki T] D2 ] 220 vk<2
Ark(u) = i=1 Vi i=1 Vi (3.2.26)
kin* +n72, I+k=2.
J4 as energias do sistemas sdo dadas por:
1 221k p;i + /20
E (5 - l_[ ]— , l+k<2
E= j=1 Y (3.2.27)
1
E(l—k)z, l+k=2,

onde os parametros v; sdo obtidos através da equagdo de Bethe (3.2.19). A representagdo matricial do hamilto-

niano sobre os estados |n;, ny, n3, ny) nessa configuragao se torna:

2 1/V2 0 0 0 0 IvV2 0 0 0

1/v2 0  1/vV2 1/72 0 0 0 1/2 0
0 1/vV2 2 0 1/vV2 1 0 0 0
0 1/2 0 2 172 0 /2 0 1/2 0

e 0 0 1/v2 1/2 0 1/vV2 0 1/2 0 0 (3.2.28)

0 0 0 1/vV2 2 0 0 1/vV2 0

1/v2 o 0 1/2 0 0 0 1/2 0 1/V2
0 1/2 0 0 1/2 0 /2 2 1/2 0
0 0 0 1/2 0 1vV2 0 1/72 0 1/V2
0 0 0 0 0 0 1/V2 0 1/vV2 2

Fazendo a diagonalizagao exata de (3.2.27) e calculando o conjunto de parametros v; através da EAB (3.2.19),

montamos a tabela (3.2), de forma a comparar os resultados de energia obtidos por diagonalizacao exata com

os obtidos através do método algébrico do Ansatz de Bethe:

1 & k | Solucoes das EAB Energias (Ansatz) | Energias (D)
1=0, k=0 | v;=0.293i, v, = -1.701i E =2 E =2
1=0, k=0 | v; =-2.044i, vp = —0.245i E, =3.23607 E, =3.23607
1=0, k=0 | v; =-0.566+0.437i, v» = —(v1)* | E3=-1.23607 E3 =-1.23607
1=0, k=1 | v; =-1.70711i E,=2.41421 E,=2.41421
1=0, k=1 | v; =0.292893i Es =-0.414215 Es =-0.414215
=1, k=0 | v; =-1.70711 Eg =2.41421 Eg =2.41421
1=1, k=0 | v; =0.292893i E; =-0.414215 E; =-0.414215
1=2, k=0 Eg=2 Eg=2
1=1, k=1 Eg=2 Eg=2
1=0, k=2 Ei0=0 Epp=0

Tabela 3.2: Solucgoes de energias para o modelo de quatro pogos, com N=2
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Novamente, fomos capazes de demonstrar a capacidade do método na obtencao da solugdo exata para
o espectro de energias do sistema, encontrando valores exatamente iguais aos valores obtidos através da

diagonalizagdo exata do hamiltoniano (3.2.1).
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Capitulo 4
Dinamica Quantica

Nosso objetivo neste capitulo é conduzir um estudo acerca da dindmica quantica de tunelamento dos
modelos, de maneira que se torne possivel identificar e classificar diferentes regimes de tunelamento de
particulas entre os pocos. Sendo assim, abordaremos a dindmica da maneira usual, através da variacao
temporal dos valores esperados do nimero de particulas em cada um pocgos. A evolucao temporal de toda

quantidade fisica é regida pelo operador evolucao temporal, que é dado por:

d .
U@ =Y e By (yal, 4.0.1)

n=1
onde 7 = t/h, d é adimensao do espaco de Hilbert, {E,;} e {|y,,)} sdo os autovalores de energia e os auto-estados
do hamiltoniano, respectivamente. Dessa forma, a evolucdo temporal de qualquer estado pode ser calculada

por:
d )
W) =U@) lwo) = Y. ane B |y, (4.0.2)

n=1

onde a, = (W,|yo) e |wo) representa o estado inicial, expresso em termos dos vetores base do espago de Fock.

A evolucao temporal do valor esperado de um observével A é obtida através da utilizagdo de A em sua

representacdo matricial e das equacdes (4.0.1) e (4.0.2), de forma que:
(A@) = (Y@ AI¥(7)). (4.0.3)

Assim, temos que a evolucao temporal do valor esperado para a populagdo de particulas em cada um dos
pocos é computada por:
(N;i(1)) =Y (@I N; [¥ (7)) (4.0.4)

Com isso, podemos investigar as dindmicas relativas ao hamiltoniano, de maneira a identificar a ocorréncia
de regimes de tunelamento. No que segue, é interessante definirmos alguns regimes dindmicos, caracterizados

por valores dos pardmetros de acoplamento dos hamiltonianos dos modelos estudados.
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4.1 REGIMES DINAMICOS

Seguindo uma classificagdo anéloga a [21], os modelos atingem diferentes regimes dindmicos através da
escolha dos parametros. E evidente que a dependéncia do parametro de interacdo, U, dos hamiltonianos nos
revela caracteristicas distintas em regimes da dindmica quantica dos modelos. No que se segue, caracterizamos

cada um desses regimes por meio de limites do valor do parametro y = UN/]J.

4.1.1 Regime de Rabi

Regime de interacdo fraca ( y <« 1). O regime de Rabi € caracterizado por 2N + 1 niveis de energia com alto
grau de degenerescéncia. O intervalo entre dois niveis de energia diminui com o aumento do parametro de

interacdo. No extremo do regime de Rabi (U = 0), os niveis de energia sdo dados por:
Es=Js, s=-N,-N+1,..,0,.., N-1,N, (4.1.1)

tal que a diferenca de energia entre dois niveis adjacentes é constante e vale AE = J.

4.1.2 Regime de Josephson

Regime de interacdo intermedidria (1 < y < N?). Ja no regime de Josephson a diferenca de energia entre
dois niveis é quase inexistente, de maneira que o espectro de energia é praticamente continuo. Entretanto,
uma estrutura de bandas comeca a emergir a partir de y = 1. A quantidade de bandas de energia depende do

parametro de interagdo e aumenta com ele.

4.1.3 Regime de Fock

Regime de interacao forte ( y > N?). O espectro de energia do regime de Fock é inteiramente caracterizado
pela estrutura de bandas, e estas sdo finas, bem definidas e distantes das bandas adjacentes. No limite y — oo, 0

ntamero de bandas é (N +2)/2 se N é par e (N +1)/2 se N for impar. As energias dos niveis sdo dadas por:
Es= U(N—Zs)z, s=0,1,2,...,int(N/2), (4.1.2)

onde int(IN/2) representa a parte inteira de N/2.

4.2 DINAMICA DO MODELO DE TRES POCOS

4.2.1 Distribuicao de Energia do Hamiltoniano

De maneira a elucidar a discussdo acerca dos regimes dinAmicos para diferentes valores dos parametros de
acoplamento, foram tragados gréaficos da distribuicdo de niveis de energia do hamiltoniano do modelo de trés
pocos. Observa-se na figura 4.1 a representacdo ordenada dos niveis de energia do hamiltoniano para diferentes
valores do pardmetro de interagdo. Para U = 0, existem 2N + 1 niveis de energia e podemos observar intervalos
uniformes AE = J entre niveis de energia adjacentes, com alto grau de degenerescéncia, como € caracteristico
do regime de Rabi. Quando temos U = 0.05, observa-se uma distribuicdo aproximadamente continua dos niveis

de energia do sistema, indicando que o sistema atinge o regime de Josephson. Entretanto, podemos perceber
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o surgimento da estrutura de bandas para os niveis mais energéticos de U = 0.1. Ja para U = 0.3, é possivel
observar claramente a estrutura de bandas em niveis menos energéticos do sistema, para valores maiores do
parametro de interacgao, a distribui¢do de niveis de energia apresentaria predominantemente as estruturas de
bandas, caracteristicas do regime de Fock.

120 e ant———
100 N
80 1 —
60 ——
=
w
p———
40 | —
p— --.—-
/-
] /
o0
_20 -
T T T T T
0 50 100 150 200
n

Figura 4.1: Niveis de energias do hamiltoniano ordenados para um sistema com N = 20. A linha vermelha representa
U =0.3, alinha amarela U = 0.1, alinha verde U = 0.05 e alinha azul U = 0.

Para complementar a discussdo sobre os niveis de energia para diferentes valores dos parametro de acopla-
mento, tracamos um gréfico da distribuicéo niveis de energia do hamiltoniano do modelo de trés pocos em

funcgéo dos valores de UN/J:

Elj

Figura 4.2: Distribui¢do dos niveis de energia em fun¢do do parametro UN/J para um sistema com N = 20. As linhas
vermelhas representam U = 0.05, U =0.1e U =0.3.
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Para UN/J =0, o sistema apresenta alto grau de degenerescéncia em seus niveis de energia, assim como
intervalos de energia uniformes entre eles. Com o crescimento do valor de U, podemos observar que os niveis
de energia do sistema vdo se misturando até atingir uma distribuicdo aproximadamente uniformeem UN/J = 1.
Aumentando ainda mais o valor de U, somos capazes de visualizar o surgimento das estruturas de bandas
de energia, presente nos niveis mais energéticos do sistema quando UN/J =2 e também ja em niveis menos
energéticos quando temos UN/J = 6, estando de acordo com os resultados da figura 4.1 e com a discussdo

acerca dos regimes dinamicas feita na secao anterior.

4.2.2 Dinamica Quéntica do Hamiltoniano

Queremos agora investigar a dindmica quantica de tunelamento do modelo de trés pocos, que se dd através
da diagonalizacao exata do hamiltoniano (3.1.1). Para isso, iremos considerar o estado inicial mais geral do

espaco de Fock:

(@)N=F (ah)! (a)*

Como visto anteriormente, a evolu¢do temporal do valor esperado do ntimero de bésons em cada um dos

lwo)=IN—-1-k,1,k) = 0,0,0), [=0,1,..,N, 0<sk=N-L (4.2.1)

condensados é computada por (4.0.4) e, como isso, podemos obter a dindmica de tunelamento das particulas
para diferentes condicdes iniciais, de maneira a investigar a influéncia de diferentes populagdes iniciais em
cada um dos pogos sobre a dindmica quantica do sistema. Na figura 4.3 foram tracados graficos da evolugdo
temporal do valor esperado de particulas em cada um dos pogos para N = 20, J = 1.0, u = 0 e diferentes valores

do parametro de interagdo U, considerando o estado inicial |20, 0, 0):

207 — <>
15 — <y
A A —L <M>
Z o (I Z 10
v H ||”“ I SRR e v
e 5|
0 : :
20 20
15 15 A
A A
= 10 = 10
\' V'
5 5
0+ T T . T | 0 T T T T
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
Jt Jt
(@) U =0.001(superior) e U = 0.01(inferior) (b) U = 0.08(superior) e U = 0.3(inferior)
P p

Figura 4.3: Evolucdo temporal do valor esperado para o ntimero relativo de particulas entre os condensados para diferentes
valores do parametro de interacdo, considerando um sistema com N = 20.

Podemos ver na figura 4.3 que quando temos U = 0.001, predomina o termo de tunelamento do hamil-
toniano, ocasionando um aumento na frequéncia de tunelamento e um acumulo de particulas no poco 2.
Quando U = 0.01, parece existir um equilibrio de forcas entre o termo de interacao e o termo de tunelamento do

hamiltoniano, de forma que a fase transiente é rapida, seguida de um estado estével prolongado, que é sucedido
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pelo ressurgimento da dindmica de tunelamento dos bésons entre os pocos, caracterizando um fen6meno
de colapso e reaparicdo da dindmica. Ja para maiores valores do parametro de interagdo, U, observamos seu
dominio sobre o parametro de tunelamento, J, de forma que se torna possivel perceber que o valor esperado
de particulas no pogo 2 se torna constante, ou seja, a dindmica de tunelamento ocorre apenas entre os bo-
sons dos pocos 1 e 3. E conhecido que no modelo de dois pocos as particulas ficam aprisionadas nos pocos
quando UN > ] [30]. Tratando os pocos 1 e 3 como uma classe tinica de pocos (denominada classe “1,3”),
o sistema assume uma estrutura de dois modos, dessa forma, como nosso estado inicial possui particulas
apenas na classe de pogos “1,3”, o ntimero de particulas N; 3 serd conservado, pois elas ficam aprisionadas
no subsistema de pocos 1 e 3 e, consequentemente, o niimero de particulas no poco 2 também sera conser-
vado, o que implica em (N,) = 0. Como o hamiltoniano ndo possui termo de interacdo entre os pocos 1 e 3
(um termo ~ Nj N3), efetivamente, os pocos 1 e 3 funcionam como sistema de pogo duplo nao interagente,

e por isso os bdsons tunelam entre eles, dando origem a um regime de tunelamento ressonante quando UN > J.

Outra caracteristica importante da dindmica do sistema se manifesta ao inserirmos uma populacdo inicial
de particulas no poco 2, fazendo [ # 0. Com essa insercao, observamos uma alteragdo no comportamento da
dindmica de tunelamento, de maneira que, com o aumento do valor de /, podemos observar oscilacées no valor
esperado de particulas no pogo 2, sugerindo que o tunelamento passa a nao ocorrer apenas entre os pocos 1 e 3,

conforme pode ser visualizado na figura 4.4.

201 — <m> 207 — <M

15 — <My 15 — <>
A — N> A — <Ny
= 10 = 10
v v

54 54
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0 T T T T 0 T T T T

201 201

151
A A
= 10 =2
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54

0

T T T T
0 100 200 300 400 500
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(a) 20,0, 0) (superior) e |18,2,0)(inferior) (b) |16,4,0) (superior) e |14, 6, 0) (inferior)

Figura 4.4: Evolucao temporal do valor esperado para o namero relativo de bésons entre os condensados com U = 0.3,
N =20, e diferentes estados iniciais

Arazdo para a variacdo do valor esperado de particulas no poco 2 pode ser visualizada no gréfico das bandas
de energia na figura 4.5, onde cada uma das bandas é determinada pela populacdo inicial de bésons no pogo 2,
ja que todos os estados dentro das bandas de energia possuem, aproximadamente, (N>) = [ ou (N2) = N—1. O
regime ressonante sé ocorre quando temos a banda separada e bem definida, ou seja, para cada escolha do
valor de /, teremos um limite diferente do parametro U para que o regime de tunelamento ressonante entre
as particulas dos pocos 1 e 3 aconteca, de forma que o valor esperado de particulas no poco 2 se mantém

constante. Sendo assim, temos que a condi¢ado para a ocorréncia do regime ressonante se torna U|N — 2| > J.
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Elf

Figura 4.5: Distribuicao de energia do sistema como funcao do parametro de interagao y, considerando N = 20. A linha
vermelha representa y = 6.

Podemos observar que para / =0, a banda de energia é separada e bem definida para y = 6, entretanto, para
[ =6, ndo temos uma banda de energia separada e bem definida, o que causa a varia¢édo no valor esperado de

particulas no poco 2.

A partir da identificacdo do regime de tunelamento ressonante das particulas e da condicdo para sua
ocorréncia, estamos interessados agora em determinar um hamiltoniano efetivo que descreva sua dindmica

Ccom sucesso.

4.2.3 Hamiltoniano Efetivo e Interpretacao da Carga Conservada

Como vimos, o regime de tunelamento ressonante das particulas entre os pogos 1 e 3 ocorre quando o termo
de interacdo do hamiltoniano (3.1.1) domina sobre o termo de tunelamento, dessa forma, podemos considerar
o termo de tunelamento como uma pequena perturbacdo frente ao termo de interagao. Sendo assim, podemos
reescrever o hamiltoniano para y =0, como:

H=H;+V, H;=UWN-2N;)%, V=]Jlal,a+ajays), 4.2.2)

onde H; representa a parte de interacao e V representa a parte de tunelamento do hamiltoniano. Usando a
condicao inicial N; 3(¢ =0) = N, temos que para o termo de interac3o:

H;|Ny, Np, N3) = UN? [Ny, Na, N3, (4.2.3)

ou seja, a menos de uma constante global UN?, é possivel obter um hamiltoniano efetivo que leve apenas
os termos de tunelamento em consideracdo. No regime ressonante temos que (NN} 3) é aproximadamente

constante, como nossa condic¢do inicial é N; 3 = N, o tunelamento dos bésons vai acontecer apenas entre 0s
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pocos 1 e 3, de forma que o hamiltoniano efetivo do regime assume a forma:
Hefr = Jefr(al as + alay). (4.2.4)

J& que é possivel considerar o termo de tunelamento como uma pequena perturbagdo, podemos usar teoria
de perturbacao dependente do tempo para investigar a taxa de transicao entre dois estados, considerando
processos de segunda ordem. Lembrando que a taxa de transicao entre os estados |s) — | f), em i-ésima ordem,

é dada por:
W =21 fIVO 1) *6(Ef ~ Ey). 4.2.5)
Em primeira ordem, temos que V") = V (regra de ouro de Fermi). J4 para as transi¢des de segunda ordem,
temos que:
|4 14
vo =y Vim){m|V. (4.2.6)
Es—Em

Para encontrar o hamiltoniano efetivo, iremos calcular explicitamente os elementos de matriz para V e Heg
de mais baixa ordem e ndo nulos, fazendo uma igualdade entre os resultados obtidos, de maneira a determinar
o parametro de tunelamento efetivo, Je. Utilizando o potencial perturbativo, a taxa de transi¢do em primeira
ordem entre os estados |[N—1,1,0) e |[N—1[—1,1,1) é dada por:

w =27 (N-1-1,,11VV|N-1,1,0,
w® =27 (N-1-1,1,1|VIN-1,1,0), (4.2.7)
w® =o.

Ou seja, nao hé transicao de primeira ordem entre as particulas dos pocos 1 e 3 considerando o potencial

perturbativo V. Considerando agora transicoes de segunda ordem para o potencial perturbativo, a taxa de

transicao entre os estados é calculada por (4.2.6) e (4.2.7), da forma:

Z <N_l_1y lrll V|N1!N2rN3> <N1)N2!N3| V|N_ lr er>

N NoNs EN-1,1,0 = ENy, N2, N5

w® =27

) (4.2.8)

onde a soma é realizada sob a restricdo do nimero total de particulas do sistema, N; + N> + N3 = N. Portanto,
em segunda ordem, a taxa de transicdo entre os estados é dada por (os detalhes completos do célculo sdo

expostos no apéndice B):

J? I+1 1

W@ =270 ,a1a5VN—-1, A;=-— - .
4U\N-21-1 N-=-2]+1

(4.2.9)

Agora, considerando transi¢coes entre os estados [N —1,1,0) e [N —1—1,1,1) em primeira ordem utilizando o
hamiltoniano efetivo (4.2.5), obtemos que a taxa de transi¢ao resulta em:

w® =27 (N-1-1,,1|HJIN-1,1,0),
WW =2m(N-1-1,1,1| HetIN - ,1,0), (4.2.10)
wW =27 7.4VN-I.

Comparando os resultados obtidos para as taxas de transicdo de mais baixa ordem e ndo-nulas, em (4.2.10)
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e (4.2.11), obtemos a seguinte relagdo para o parametro de tunelamento efetivo:

2
]( L+l : ) (4.2.11)

=Aaias, Aj=-— -
Jr=himas, A= m N o1 T No2ie1

Com o parametro J¢¢ determinado, temos que o hamiltoniano efetivo que governa a dindmica do regime
ressonante entre as particulas dos pocos 1 e 3 é dado por:
J? I+1 l

Her= Maras(alas + alay), Aj=-— -
et =Minas(@yas+asm), A= | T N 21

. 4.2.12)

Portanto, de maneira a verificar a validade dos resultados obtidos para o regime ressonante, iremos realizar
uma comparacao entre as dindmicas quénticas governadas pelo hamiltoniano (3.1.1) e pelo hamiltoniano

efetivo (4.2.13). Para esta comparacao, foram tracados os gréaficos abaixo, para o estado inicial |18,2,0) e U = 1.2:

<n;>
<n;>

0.0 1

T
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Jt Jt
@ay=az=1/v2 ) a1 =1/V3, a3 =v2/V3

Figura 4.6: Comparacao das dindmicas descritas pelo hamiltoniano original (3.1.1) e pelo hamiltoniano efetivo (4.2.13).
Temos o caso isotrépico na esquerda e o anisotrépico na direita.

Pela figura 4.6, podemos ver que o hamiltoniano efetivo obtido através de teoria de perturbacao dependente
do tempo descreve bem a dindmica do hamiltoniano original para o caso isotrépico. Entretanto, quando
tratamos do caso anisotrépico, é perceptivel que a utilizacdo do hamiltoniano efetivo ndo concorda com
a dindmica do hamiltoniano original. Isso ocorre pois a expressao de Heg envolve apenas um termo de
tunelamento comum a todos operadores bosdnicos, o que ndo leva em conta possiveis anisotropias do sistema.
Por conta dessa discrepancia no caso anisotrépico, percebemos que a modelagem correta para um hamiltoniano
efetivo, levando em consideracdo o caso isotrépico e o anisotrépico, se dé pela utilizacdo da carga conservada

Q (3.1.34), sendo:
J? I+1 1
Hen=-MQ M= 5 \ 521 " No2it1)’

(4.2.13)

Entretanto, a verificacdo da validade do uso da carga conservada Q como hamiltoniano efetivo se d4 apenas
de maneira numérica, ndo sendo possivel realizar qualquer conexao algébrica partindo da expressao para Q de

forma a se obter uma equac¢do completa para Hegs.
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<n>
<n;>

T
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Jt Jt
(@ar=a3=1/V2 () a1 =1/V3, a3=V2/V3

Figura 4.7: Comparacdo das dindmicas descritas pelo hamiltoniano original (3.1.1) e pelo hamiltoniano efetivo (4.2.15).

Dessa forma, é possivel perceber pela figura 4.7 a equivaléncia entre as dindmicas descritas pelo hamilto-
niano original e por —1;Q, contemplando possiveis anisotropias do sistema. Portanto, pela equacgao (4.2.14),
temos que a carga conservada Q, enquanto operador de translacdo temporal, corresponde ao hamiltoniano

efetivo sob as condicdes para a ocorréncia do regime ressonante.

4.3 DINAMICA DO MODELO DE QUATRO POCOS

4.3.1 Distribuicao de Energia do Hamiltoniano

Novamente podemos realizar uma andlise sobre os regimes dinamicos do sistema, desta vez para o modelo
de quatro pogos, com base nos niveis de energia do hamiltoniano que o descreve. Sendo assim, tracamos
gréaficos da distribuicdo ordenada dos niveis de energia do hamiltoniano (3.2.1) para diferentes valores do
parametro de interacdo U na figura 4.8, onde € possivel visualizar um comportamento bem semelhante ao
modelo de trés pocos. Para U = 0 observamos niveis energéticos altamente degenerados e com intervalos
uniformes de energia entre niveis adjacentes, caracterizando o regime de Rabi. Quando temos U = 0.05, o
sistema apresenta um espectro aproximadamente continuo dos seus niveis de energia, representando o regime
Josephson de tunelamento. Para maiores valores do pardmetro de interacdo, conseguimos observar novamente
o surgimento de bandas de energia, presentes nos niveis mais energéticos quando U = 0.2 e também em niveis

menos energéticos quando U = 0.5, estruturas caracteristicas do regime de Fock.

A discussdo é complementada com a figura 4.9, onde tragamos a distribuicdo de energia do hamiltoniano
em funcao dos valores do parametro de interacdo. Observa-se o alto grau de degenerescéncia e intervalos
uniformes de energia para U = 0. Quando temos U = 0.05, visualizamos uma distribuicao aproximadamente
uniforme, sucedida pelo surgimento das estruturas de bandas para valores maiores do pardmetro de interagao,
que se manifestam nos niveis mais energéticos do sistema quando U = 0.2. Para U = 0.5, a distribuicdo dos
niveis de energia é praticamente toda caracterizada pela estrutura de bandas de energia, estando de acordo
com os resultados da figura 4.8.
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Figura 4.8: Distribuicao ordenada dos niveis de energia do hamiltoniano para um sistema com N = 20. A linha vermelha
representa U = 0.5, alinha amarela U = 0.2, a linha verde U = 0.05 e a linha azul U = 0.

UNJJ

Figura 4.9: Distribuicao dos niveis de energia do hamiltoniano em funcdo do pardmetro U para um sistema com N = 20. As
linhas vermelhas representam U = 0.05, U =0.2 e U = 0.5.

4.3.2 Dinadmica Quéntica do Hamiltoniano

Novamente, estamos interessados em conduzir um estudo acerca da dindmica de tunelamento no modelo
de quatro pocos, que se da através da diagonalizacdo exata do hamiltoniano (3.2.1). Definimos um estado
inicial geral para o sistema em termos dos vetores base do espaco de Fock, dado por:

(@M=t (@ahP* (a)! (@h*

N Y Y A @31

lwo) =
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onde M denota a quantidade de particulas nos pocos 1 e 3 e P denota a quantidade de particulas nos pocos
2 e 4. Novamente, a evolucdo temporal do valor esperado do nimero de particulas em cada um dos pocos
é computada por (4.0.4) e assim, somos capazes de estudar a dindmica do modelo de quatro pocos para
diferentes condic¢des iniciais, identificando a influéncia de populagdes iniciais distintas nos pogos sobre o0s
regimes dindmicos do sistema. Iniciamos realizando a dindmica do sistema considerando o estado inicial
IN,0,0,0) para diferentes valores do parametro de interacdo, U. Na figura 4.10 foram tracados os graficos da
evolucdo temporal do valor esperado do nimero de particulas em cada um dos pocos para N =20, u=0, /=1

ear=az=az=as=1/V2:

.‘l\ ]
= 10 4
o v
54
: . : 04+ :
100 200 300 0 100
Jt
(a) U = 0.001(superior) e U = 0.01(inferior) (b) U = 0.08(superior) e U = 0.5(inferior)

Figura 4.10: Evolucdo temporal do valor esperado do nimero de particulas em cada um dos pocos para diferentes valores
do parametro de interagdo e N = 20.

Para U = 0.001, o termo de tunelamento do hamiltoniano domina sobre o termo de interacao, ocasionando
em um aumento da frequéncia de tunelamento, causando um acumulo de bdsons nos pocos 3 e 4, que inici-
almente estavam vazios e também percebe-se que a dindmica cessa quando o sistema atinge (N;) = (N3) e
(No) = (INy). Japara U = 0.01, observamos que existe um equilibrio entre o termo de tunelamento e o termo de
interacdo, de forma que a fase transiente é extremamente rapida, seguida de um estado estavel prolongado,
que dé lugar ao ressurgimento da dindmica de tunelamento das particulas entre os pocos. Quando temos
valores maiores de U, visualizamos um claro dominio do termo de interacdo sobre o termo de tunelamento
do hamiltoniano, de forma que a frequéncia de tunelamento diminui consideravelmente e o valor esperado
de particulas nos pocos 2 e 4 tende a zero, indicando novamente o surgimento de um regime de tunelamento

ressonante entre os bésons dos pocos 1 e 3.

Como visto anteriormente, o regime de auto-aprisionamento das particulas nos pocos ocorre quando o
termo de interagao domina sobre o termo de tunelamento no modelo de Bose-Hubbard de dois sitios. Assim,
podemos novamente organizar o sistema em uma estrutura de dois modos, com os po¢os 1 e 3 formando a
classe de pocos “1,3” e os pocos 2 e 4 formando a classe de pocgos “2,4”. Portanto, como o estado inicial s6 contém
particulas na classe de pogos “1,3”, a quantidade N 3 serd conservada, ja que as particulas permanecerao

aprisionadas nesse subsistema de pocos, de forma que o tunelamento de bdsons ocorrerd apenas entre 0s pogos
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1 e 3. Consequentemente, a quantidade N, 4 também serd conservada, implicando em (N> 4) = 0 e concordando

com os resultados do painel (d) da figura 4.10, caracterizando o regime de tunelamento ressonante. Quando

consideramos o estado inicial apenas com particulas na classe de poc¢os “2,4”, podemos observar que o regime

ressonante ocorre entre os pocos 2 e 4, de forma que (N} 3) = 0, conforme pode ser visualizado na figura 4.11:

— =Ni1>
— <N;>
- < N3>

<Ng>

20+

15 1

<Np>
<N;>

- <N3>

<Ng>

201
\ PR / \ ;’/
\\ 'jr \-‘l \ :‘, ll‘\‘

151\ 4 ; ——
\\ / / | If / \\ :" } ff \‘\ f / \\ .'f
\/ ' \ L/ \ \ /
N \/ \ f’ \/ yl A \ ff \ /
= 101 { ] ¥ | ? 10 1 \ ] \ |
' \ / \ /

T T
300 400 500

Jt Jt

(a) 120,0,0,0) (b) 10,20,0,0)

Figura 4.11: Dinamicas do regime ressonante para diferentes estados iniciais, considerando U = 0.5.

Outro detalhe fundamental na compreensdo da dindmica do regime ressonante se da ao utilizarmos estados
iniciais que contenham particulas em ambas as classes de condensados. Podemos observar na figura 4.12 que
ao utilizarmos um estado inicial com particulas no poco 2, visualizamos uma alteracao no comportamento
da dindmica do sistema, em que é possivel ver uma diminuicao gradual na amplitude de tunelamento até
que o sistema atinge (N — N3) = (N> — Ny) = 0 no instante t,, = 1602.21/J. Em seguida, a dindmica do sistema

ressurge, aumentando a amplitude de de tunelamento gradualmente, caracterizando um regime de colapso e

reaparicdo do tunelamento no sistema.

204

T T T T
1500 2000 2500 3000

Jt

500 1000
Figura 4.12: Evolucao temporal do valor esperado de particulas para o estado inicial |18,2,0,0) e U = 1.0.
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Portanto, estamos novamente interessados em obter hamiltonianos efetivos que descrevam a dinadmica
do regime ressonante para o modelo de quatro pocos, tomando o cuidado para que eles sejam capazes de

descrever com sucesso os fendmenos de tunelamento expostos nas figuras 4.11 e 4.12.

4.3.3 Hamiltoniano Efetivo e Interpretacao das Cargas Conservadas

No regime de tunelamento ressonante, o termo de interagdo do hamiltoniano (3.2.1) domina sobre o termo
de tunelamento, de maneira que podemos considerar o tltimo como uma pequena perturbagdo. Sendo assim,
realizando um procedimento anélogo ao feito para o modelo de trés pocos, podemos reescrever o hamiltoniano

para u =0, amenos de uma constante global U N2, como:

H=H;+V
N ; ¢ + (4.3.2)
H;=—-4U(N1 + N3)(N2 + Ng), V=] |(1a; +azas)(azaz + asas) + (a2a, + asa,)(a1a; + azas) |,

onde H; representa o termo de interagdo e V o termo de tunelamento do hamiltoniano. Para o termo de

interacao vale que:
Hi |N1,N2,N3, N4> = EN1,N2,N3,N4 |N1!N2r N3)N4> ’ EN1,N2,N3,N4 = _4U(Nl + NB)(NZ + N4)r (433)

e assim podemos determinar um hamiltoniano efetivo que leve em conta apenas o termo de tunelamento
do hamiltoniano. De acordo com a equagdo (4.2.3), o hamiltoniano pode ser expresso em uma estrutura de
dois modos, de forma que o sistema apresenta um regime de auto-aprisionamento para UN >> J. Ou seja,
para o estado inicial | N, 0,0,0), os b6sons permanecerdo aprisionados nos pocos da classe “1,3”, tunelando
entre eles de forma ressonante. Ja para o estado inicial |0, N,0,0), os bésons permanecerdo aprisionados
nos poc¢os da classe “2,4”, novamente em um regime de tunelamento ressonante. Estamos interessados em
obter hamiltonianos efetivos que descrevam a dindmica de cada um dos regimes, portanto, definimos os dois

hamiltonianos efetivos como:
HYS = 1’3(61’;&13 + agal),

eff — Zeff

4.3.4
H“—]”(a*a +aTa) (4.34)
eff — Jeff (244 T BU2),

onde H;f’s denota o hamiltoniano efetivo do regime ressonante para o estado inicial |N,0,0,0) e Hff'f para o
estado inicial |0, N, 0,0). Repetindo o procedimento feito na se¢ado (4.2.3), considerando o hamiltoniano efetivo

e os estados |N,0,0,0) e [N —1,0,1,0), obtemos que, em primeira ordem, a taxa de transicdo entre os estados é

dada por:
w® =27 (N-1,0,1,0lH IN,0,0,0),
w® =27 (N-1,0,1,0l HIN,0,0,0), (4.3.5)
w® =27 3V/N.

Ja para o potencial perturbativo, considerando transi¢cdes de primeira ordem, obtemos:

w® =27(N-1,0,1,0 VP |N,0,0,0),
wW =27(N-1,0,1,0| V|N,0,0,0), (4.3.6)
w® =,
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e vemos que nao existe transicado em primeira ordem entre os estados | N,0,0,0) e [N —1,0,1,0). Considerando
as transicoes de segunda ordem, obtemos que a taxa de transicao entre os estados, calculada por (4.2.6) e (4.2.7),

é dada por:

N-1,0,1,0| V|Ny, N2, N3, Ng) (N1, N2, N3, N4| V|N,0,0,0
W(2)=2nz< | VIN1, Na, N3, Ng) (N1, N2, N3, N4| V| >’

(4.3.7)
N1, N>, N3, Ny En,0,00— EN];NZvN3vN4

tal que a somatdria é feita sob a restricdo do ntimero total de particulas do sistema N; + N> + N3+ Ny = N. Dessa
forma, a partir dos termos ndo-nulos da soma, encontramos que a taxa de transi¢do em segunda ordem resulta

em:

we =2n R (4.3.8)
4UN-1)
Comparando os resultados (4.3.7) e (4.3.10), obtemos uma expressao para o parametro de tunelamento
efetivo:

o) A Ui 3.9

P=Amas, A=-——. 4.3.
Toie 1as3 WN-D ( )

Dessa forma, temos que o hamiltoniano efetivo para a classe de pogos “1,3” assume a forma:

Hy? = Aaras(ajas + ajan). (4.3.10)

De maneira anéloga, considerando os estados |0, N,0,0) e |0, N — 1,0, 1), encontramos que o hamiltoniano
efetivo que descreve o regime de tunelamento ressonante para a classe “2,4” é:

HZp = Aasay(ajas+ ajas). 4.3.11)

De maneira a verificar a validade dos resultados obtidos, fizemos a comparacgao entre as dindmicas regidas
pelo hamiltoniano efetivo (4.3.12) e pelo hamiltoniano original (3.2.1), para o caso isotrépico e para o caso

anisotrépico, considerando o estado inicial |20,0,0,0) e U = 0.5.

o] 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

Jt Jt

@aj=az=az=as=1/v2 b aj=ax=1/V3,a3=a4=v2/V/3

Figura 4.13: Comparacao das dindmicas descritas pelo hamiltoniano original e do hamiltoniano efetivo da classe “1,3”.
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Como podemos ver na figura 4.13, o hamiltoniano efetivo obtido através da teoria de perturbagdo depen-
dente do tempo novamente nao descreve a dindmica do sistema anisotrépico de maneira satisfatéria. Por
essa discrepancia, percebemos por inspecao numeérica que, para o regime ressonante, a dindmica de tunela-

mento entre os condensados da classe “1,3” é governada pela quantidade conservada Q; 3, que atua como um

hamiltoniano efetivo:

Jt Jt

@aj=az=az=as=1/v2 b ar=ax=1/V3,a3=a4=v2/V/3

Figura 4.14: Comparacdo das dinamicas descritas pelo hamiltoniano original e pela quantidade conservada Qy 3.

A andlise da figura 4.14 deixa claro que a carga Q; 3, enquanto operador de translagdo temporal, atua como
o hamiltoniano efetivo para o regime de tunelamento ressonante para o estado inicial | N, 0,0,0). Os mesmos
resultados sao obtidos através da utilizacao de ijf e Q24. Sendo assim temos que os hamiltonianos que

descrevem a dindmica para o regime ressonante para os estados iniciais | N, 0,0,0) e |0, N, 0,0) sdo dados por:

]2

HP=-AQus, H3=-AQ, A=—n—.
Q1,3 p Q24 IN-D

eff — e (4.3.12)

Ao determinarmos os hamiltonianos efetivos levamos apenas em consideracdo estados iniciais que contém
particulas apenas em uma das classes de pocos, de forma que esses falham ao tentar descrever a dindmica do
regime ressonante para um estado inicial geral que possua particulas em todos os pocos. Sendo assim, estamos
interessados agora em determinar um hamiltoniano efetivo que descreva da dindmica do regime ressonante
para um estado inicial geral, dado por (4.3.1). Novamente iremos utilizar teoria de perturbacdo dependente do
tempo para encontrar as taxas de transi¢do, em primeira e segunda ordem, entre dois estados, mas desta vez
iremos considerar a transicao de estados para quatro casos distintos, de maneira a obtermos uma expressao

completa para o hamiltoniano efetivo:

@ IM-IL,P-KILK)—|M-1-1,P-K,l+1,K);
i M-LP-KILKy—|M-I,P-K-1,1,K+1);

(4.3.13)
(i) IM-L,P-K,,Ky—-|M-1+1,P-K-1,1-1,K+1);

(iv IM-IL,P-K,LK)y—|M-1+1,P-K+1,1-1,K-1).
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De maneira a simplificar a notacao, iremos utilizar sy e f 0y para denotar o estado inicial e final de cada

um dos casos considerados. Para a transicao entre os estados do caso (i), o hamiltoniano efetivo assume a

forma:
He(:l) ](ff(al as + “3 a). (4.3.14)
J& para os estados do caso (ii), temos:
HE) = ]33 (@bas + ajay). (4.3.15)

Para os estados do caso (iii), temos o seguinte hamiltoniano efetivo:

HY = 1 (4l ayasal + ayaalay). (4.3.16)

E, finalmente, para os estados do caso (iv), o hamiltoniano efetivo é dado por:

Hgf‘f’) ]gf‘?(a a2a3a4 +a a2a3a4) (4.3.17)

Novamente iremos calcular a taxa de transicao entre os estados utilizando a equacio (4.2.6) e comparar os
resultados de mais baixa ordem utilizando os hamiltonianos efetivos e o termo de tunelamento do hamiltoniano
como potencial perturbativo do sistema. Em primeira ordem, temos a regra de ouro de Fermi e para transicoes
de segunda ordem, o potencial perturbativo é dado pela equacao (4.2.7). Em primeira ordem, temos que as

taxas de transicao entre os estados, considerando o potencial perturbativo, sdo:
<f(i)| V(l) |s(i)> — <f(ii)| V(l) |S(ii)> — <f(iii)| V(l) |s(iii)> =0. (4.3.18)

Ou seja, em primeira ordem, ndo existe transicao entre os estados para nenhum dos trés casos. J4 para as

transi¢des de segunda ordem do caso (i), encontramos (ver apéndice B para o célculo exposto em detalhes):

2
P+2 P
0@ sy = I - VI+DM-1). 43.19
A s = 16U |M-P-1 M-P+1 ( A ) ¢ )
Agora calculando a taxa de transicdo entre os estados do caso (i) em primeira ordem, usando o hamiltoniano
efetivo (4.3.15), obtemos:

1sWy = JO /(I + 1) (M - (4.3.20)

{ f(l) | H(l) eff

eff

Comparando os resultados obtidos em (4.3.19) e (4.3.20), determinamos o parametro de tunelamento

efetivo, que é dado por:

2
o [Ptz P ] (4.3.21)
eff T 16U [M—P-1 M-P+1
Portanto, o hamiltoniano efetivo para o caso (i) é dado por:
M - prz __ P (alas +alay). (4.3.22)
eff 16U M-P-1 M-P+1] ! 3

Repetimos todo o processo para os estados do caso (ii), em que a taxa de transicao em segunda ordem,
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considerando o potencial perturbativo, é dada por:

2
M M+2
(fI) Y@ 5y = I - VK +1)(P-K). (4.3.23)
16U |M-P-1 M-P+1

Ja para o hamiltoniano efetivo (4.3.16), encontramos que a taxa de transicao é:
(I HD sy = 80/ (K + D(P-K). (4.3.24)

Comparando os dois resultados obtidos para o caso (ii), encontramos a expressdo para J (“):

2
s~ I [ M M+2 (4.3.25)

eff 16U |M—P-1 M-P+1

Ou seja, o hamiltoniano efetivo que descreve o tunelamento entre os estados do caso (ii) € dado por:

N-P N-P+2

i _ J 3
N-2P-1 N-2P+1

eff = 16U

(aas + a} a). (4.3.26)

Por fim, considerando os estados do caso (iii), repetimos o processo e encontramos que a taxa de transicao

em segunda entre os estados, considerando o potencial perturbativo, é

1
N-2P-1 N-2P+1

<f(111)|V(2)| (111)) \/(N P-1+1)(P-KIK+1)

(4.3.27)

Calculando diretamente a taxa de transicdo entre os estados do caso (iii) utilizando o hamiltoniano efetivo,
obtemos:

f““’|H(“”|s““)> ](‘“)\/(M I+D)(P-KIK+1). (4.3.28)

Novamente, comparando os dois resultados, obtemos uma expressao para ]gflfl), que é dado por:

(iii) _ 1
] =
eff 16U M—-P-1 M-P+1

(4.3.29)

E assim, temos que o hamiltoniano efetivo para o tunelamento entre os estados do caso (iii) é dado por:

i _ J° 1
eff ~ 16U |M-P-1 M-P+1

(a’{agagal +m a;agm). (4.3.30)

Para os estados do caso (iv), o célculo é similar ao caso (iii) e resulta no mesmo resultado para Jes, de forma
que o hamiltoniano efetivo se torna:

i _ J7 1
ef “ 16U |M-P-1 M-P+1

(a1a2a3a4+ ay a2a3a4) (4.3.31)

Como cada um dos casos considerados representa a transicao entre dois estados distintos, podemos escrever

um hamiltoniano efetivo geral que descreva o regime de tunelamento ressonante para todos os casos, a partir
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da soma dos quatro hamiltonianos efetivos obtidos, dado por:

M M+2
M-P-1 M-P+1

Hest

P [( P+2 P
16U |[\M-P-1 M-P+1

)(a’{a3+a§a1)+( )(a;a4+a1a2)

(4.3.32)

1 1
+ (M_P_ e ) (@ alasas + ol arasal + ayalalas + ayaralal

Nota-se que o hamiltoniano efetivo obtido € invariante frente a troca dos indices 1 — 2 e 3 —— 4, junto
com P — M. Podemos expressar o hamiltoniano efetivo em funcéo das cargas conservadas do sistema,

fazemos isso a partir das seguintes identificacoes:

2Q13=N1+ N3 — aIag + alag =M- aIag + alag,
2Q24=No+Ny—alas+ aal = P-alas+ aal, (4.3.33)
4Q1,3ng4 =MP—-P(M - 2Q1,3) —M(P—-2Q4)+ a’{agagcu + al’azaga]; + ala;agm + alazagai.

Com isso, somos capazes de reescrever o hamiltoniano efetivo como:

2
Hegr = / 1 [(N+1D(Q1,3+Q24) —2Q13Q24 + (M ~1)M+(P-1)P+ MP]. (4.3.34)

4U (M- P)? -
Dessa forma, a menos de uma constante, o hamiltoniano efetivo que descreve a dindmica do regime

ressonante para um estado inicial geral, é dado por:

J? 1

Heg=Q(N+1 + -2Q , Q=————s—.
eff = QN+ 1)(Q1,3 + Q2,4) Q1,3Q24 20 M —PE_1

(4.3.35)

Portanto, com o hamiltoniano efetivo calculado, somos capazes de realizar uma comparacio entre a
dinamica descrita por ele e pelo hamiltoniano original (3.2.1), de maneira a verificar a validade dos resultados
obtidos. Para isso, foi tracado o gréafico abaixo, que ilustra a comparacao entre as dindmicas, considerando o
estado inicial |18,2,0,0) e U = 1.0:

20

=== H
- Hef
| I i
- —
s, o
LN AR
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AL TN AR
SR T R N N A W U B O O
v NNV R N T A N
S A I oo
AR Voo 5
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WY o
\oV Voo
\ v

0- v
0 SOID ].DIDO ].SIDO 2 DIDO 2 SIDD 30 IDO

Jt

Figura 4.15: Comparac¢do da dindmica descrita pelo hamiltoniano original e pelo hamiltoniano efetivo, considerando o
sistema com N = 20.
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Na figura 4.15 podemos observar uma excelente concordancia entre as dinadmicas descritas pelo hamiltoni-
ano original e pelo hamiltoniano efetivo, de forma que o regime dindmico de colapso e reaparicao pode ser
explicado pelo termo proporcional a Q;,3Q-,4 da expressao (4.3.35), dando origem aos “batimentos” na dinamica
de tunelamento do sistema. Além disso, através do resultado obtido para o hamiltoniano efetivo, diversos
resultados analiticos sdo possiveis, dentre eles, podemos ressaltar a obtencao de uma expressao analitica para a
evolucdo temporal do valor esperado do desequilibrio entre as populacdes dos pocos 1 e 3 (célculo exposto em

detalhes no apéndice C), considerando um estado inicial | M, B,0,0), dada por:
(N; — N3) = Mcos[(M + 1)Qt][cos(Qn)]”. (4.3.36)

A partir da expressdo (4.3.36), observamos que o sistema atinge (N} — N3) = (N, — Ny) = 0 periodicamente,

em instantes de tempo dados por:
tm=——--—, nez, (4.3.37)

caracterizando o regime de colapso e reapari¢do na dindmica de tunelamento do regime ressonante do sistema.
Podemos visualizar esse fendmeno na figura 4.16, em que tragamos o grafico da evolugao temporal do valor
esperado do nimero de particulas em cada um dos pogos para um intervalo de tempo maior do que o utilizado

na figura 4.12, considerando o estado inicial |18,2,0,0), U = 1.0:

20 7 — <=N1>
— = Nz>

- < N3=

T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Jt

Figura 4.16: Fenomeno de colapso e reaparicdo da dindmica no modelo de quatro pocos com N = 20 no regime ressonante.
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Conclusao

Nesse trabalho, realizamos um estudo sobre dois modelos integraveis de tunelamento quéntico, compostos
por condensados de Bose-Einstein, os modelos de trés e quatro pogos. Para cada um deles, determinamos o
espectro completo de energias, através do método algébrico do Ansatz de Bethe, e todas as suas quantidades
conservadas. Além disso, analisamos a dinAmica quantica dos modelos para diferentes valores dos parametros
de acoplamento do hamiltoniano e diferentes condicdes iniciais, de forma que foi possivel identificar o surgi-
mento de regimes de tunelamento ressonante e obter hamiltonianos efetivos que descrevem a sua dinamica,

dados em termos das cargas conservadas dos modelos.

No capitulo 2 abordamos brevemente o modelo de Bose-Hubbard de dois sitios, apresentando seu hamilto-
niano e identificando seus termos. Ademais, discutimos a sua generalizacdo em modelos de mais pogos, os
modelos de trés e quatro pocos, cujas solucdes exatas sdo obtidas através de uma extensao feita ao método, e
suas aplicacoes tecnoldgicas em sistemas atomotronicos. Apds isso, mostramos que os dois modelos, que sdo o
foco principal deste trabalho, sdo casos particulares de um modelo geral que descreve um conjunto de modelos
de m+ n pogos, ligados por tunelamento quantico, que, sob certas condicdes, se tratam de modelos integraveis.

Entdo, ja no capitulo 3, realizamos uma revisdo sucinta do conceito de integrabilidade cldssica, abordando
as condicoes necessdrias para que um sistema cldssico seja integravel, também expomos as dificuldades que
surgem naturalmente ao tentarmos implementar o conceito em sistemas quanticos. Dessa forma, adotando
uma definicdo especifica para a integrabilidade quantica, que se da a partir da defini¢do da quantidade de
graus de liberdade do sistema como a quantidade de nimeros quinticos que determinam univocamente os
vetores base, fomos capazes de aplicar o Método do Espalhamento Quantico Inverso para obter, explicitamente,
expressoes analiticas para o espectro de energias dos hamiltonianos dos dois modelos estudados, sem que
houvesse a necessidade de suas diagonalizacdes. A obtencado desses resultados sé foi possivel através de uma
extensdo feita ao método, por meio da utilizacdes de operadores extras, que acabaram por possibilitar a defini-
¢ao dos pseudo-vécuos utilizados. Além disso, esses mesmos operadores também nos fornecem todas as cargas
conservadas dos modelos, satisfazendo a definicao de integrabilidade quantica adotada aqui. Entdo, realizamos
comparacdes entre as energias obtidas através do método e as energias obtidas pela diagonalizacdo exata
dos hamiltonianos, de maneira que ambos os resultados mostraram excelente concordéancia, comprovando a

capacidade do método na obtengdo das solucdes exatas para os espectros de energias dos sistemas.
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Finalmente, no capitulo 4, conduzimos um estudo acerca da dindmica quantica dos dois modelos, em que
foi possivel identificar diferentes regimes de tunelamento nos modelos através da variacdo nos valores dos
parametros de acoplamento de seus hamiltonianos, demonstrados por meio de suas distribuicoes de energia.
Além do mais, através da evolucao temporal do valor esperado de particulas em cada um dos pocos, consegui-
mos analisar o comportamento da dindmica de tunelamento dos modelos, considerando diferentes valores do
pardmetro de interacao e diferentes condicdes iniciais, de maneira que observamos o surgimento de regimes
de tunelamento ressonante, quando o sistema apresenta UN > J. Por fim, fomos capazes de determinar
hamiltonianos efetivos que descrevem a dindmica dos regimes ressonantes para cada um dos modelos, que
sdo dados em termos de suas cargas conservadas, de modo que se tornou possivel analisar comportamentos
particulares dos sistemas, como, por exemplo, investigar a influéncia de uma populagao inicial no pogo 2 sobre
a dindmica do regime ressonante no modelo de trés pogos e a identificacao e obtencao de expressodes analiticas

do regime de colapso e reaparicdo no modelo de quatro pocos.

Durante a realizacao deste trabalho, além dos tépicos e resultados abordados aqui, outros assuntos acaba-
ram sendo estudados, levantando dividas e despertando nossa curiosidade. Isso nos permitird explora-los em
producdes futuras, indicando um caminho com potencial muito rico para a sequéncia da pesquisa. Entre eles,
podemos destacar o célculo da dindmica de emaranhamento gerada nos modelos, que € um recurso quantico
fundamental, ja que sustenta grande parte das propostas para implementacao de novas tecnologias quanticas,
computada através da entropia de Von-Neumann|31], utilizando duas abordagens distintas para o cdlculo das
matrizes de densidades dos sistemas [32][33], e também um estudo sobre a dependéncia par-impar do nliimero

de particulas sobre a dindmica dos modelos.
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Apéndice A

Método Algébrico do Ansatz de Bethe

A.1 EQUACAO DE YANG-BAXTER E RELACOES DE COMUTACAO

Neste apéndice, estamos interessados em obter as relagdes de comutacao para os operadores componentes
da matriz de monodromia, T'(u), necessdrios para a aplicacdo do método algébrico do Ansatz de Bethe, a partir
da equacdo de Yang-Baxter (3.1.11). Para isso, inciamos definindo os operadores de Lax, LAw) e LB (w), parao
hamiltoniano (2.0.1):

1A = (u+17NA A
AT n—l

LB = (u+77NB B ) (A.1.1)
BT -1

n

Como visto anteriormente, a matriz de monodromia é dada por:

T = LA u+ o) Pu-w) = | B(u)) = (Tll(u) Tzl(”)), (A.1.2)
Cw) Dw) \TZw) T:w)
que por sua vez, deve satisfazer a Equagdo de Yang-Baxter (3.1.11):
Ri(u-v)T(w1(w) = L) Th (WRi2(u—-v). (A.1.3)
A equacao (A.1.3), escrita em forma matricial, assume a forma:
Ru-v)T(w)® T(w) =(Tw) e T()°°R(u-v), (A.1.4)

onde (...)°P denota a operagido de permutacdo da ordem dos operadores em cada entrada da matriz T (u) ® T (v).

Dessa forma, temos que o produto tensorial T(u) ® T(v) é dado por:

Ti T Ti T!
o 5] sl 5
Twe T(v) = 11 21 11 21 ) (A.1.5)
, [Tl T} , [Tiw) T}
I7 (W 2 2 I; W 2 2
T?(v) T2(v) T2 (v) TZ(v)
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TIWT () TIWTL W) LT LW,
T e T() = THWTH) TIWTiw) T,wTw) T, wTi(v) ' AL6)
T*wT!(wv) T*WT,w) T:wWTlw TiwT;Ww)
T2 T?(v) TEWTiw) TiwTAw) TiwTi(v)
Atuando (A.1.6) sobre (A.1.4), obtemos:
1 0 0 0\ (Tl Tl w) TWTy(v) T}WT () T)wT,(v)
0 bu-v) clu-v) O||TIWTiv) TlWTiv) T)WT () T)wWTi(v)
0 clu-v) bu-v) O||T?WTl W) T*WT}v) T¢WT(v) TZwWT}(v)
0 0 0 Y\T2wT?(v) T2 T2(w) T2wT?(w) T2 T2 (v)
TTWTw T,WTw TIWTw T, w) (1 0 0 0
| T oL TTohw Gow|[0 bu-v) cu-v) 0 AL
TIWT?w) TFwTHw TIwT2w TWT2w||0 cu-v) bu-v) 0f o
T2 THw) TiWTHw) TEWTi(w) Ti(w)Ti(w))\o 0 0 1

A partir do produto de matrizes em (A.1.7), obtemos diversas igualdades e somos capazes de determinar
vdrias relacdes de comutacao, através da identificacao dos operadores em (A.1.2). Dentre elas, destacamos as
relacdes mais relevantes:

[A(w), A(v)] = [B(w), B(v)] = [C(w), C(v)] = [D(w), D(v)] = 0,

u—v+17 n
AWClw) = —CW)A(u) - ——C(w)A(v),
u—rv u

— (A.1.8)

n Uu—-v+n
D(v)C(u) = ——C(v)D(u) - —— C(u)D(v).
v-u v-u

Com estas relagoes de comutagdo determinadas, somos capazes de realizar o cédlculo dos autovalores da
matriz de transferéncia, 7(u), fundamentais para a aplicacdo do método algébrico do Ansatz de Bethe, conforme
serd exposto na secdo seguinte deste apéndice.

A.2 AUTOVALORES DA MATRIZ DE TRANSFERENCIA E A EQUACAO DO Ansatz
DE BETHE

O método algébrico do Ansatz de Bethe nos possibilita encontrar os autovalores de energia do hamiltoniano
do sistema. Isso se dd com base na definicdo dos estados de Bethe, que sao, por definicdo, auto-estados do
hamiltoniano, portanto, como podemos escrever o hamiltoniano em termos da matriz de transferéncia, 7(u),
impomos que o estado de Bethe também seja um auto-estado da tltima. A partir dessa imposigdo, surge
naturalmente uma condicdo para sua satisfacdo, chamada de equacéo do Ansatz de Bethe, cuja solucdo nos

fornece os parametros necessdrios para o cdlculo dos autovalores da matriz de transferéncia.
Os estados de Bethe sao definidos em termos dos pseudo-vacuos dos sistemas. Como cada um dos modelos

estudados neste trabalho possui um pseudo-vacuo diferente, iremos calcular os autovalores da matriz de

transferéncia em detalhes para cada um deles.
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A.2.1 Modelo de Trés Pocos
Como visto anteriormente, o estado de Bethe para o modelo de trés pocos é dado por:

N-1
[Tcwolen, I<N
Iy =< i=i (A.2.1)

lpnD, I=N,

onde |¢;) = a@hH0y, {I < N} sdo os pseudo-vécuos e {v;} sdo o conjunto de solu¢des da equacao do Ansatz de
Bethe, que serd apresentada na sequéncia. Aplicando o estado de Bethe (A.2.1) sobre a matriz de transferéncia,
T(u) = A(u) + D(u), obtemos:

T(W) |y ) = (A(w) + D) [y = A(w) [y . (A.2.2)

Para I = N, encontramos 0s seguintes autovalores para a matriz de transferéncia:

T(W) W) = An@W) on) = [(u+o+nN) (- o) +17 2] dn)

(A.2.3)
AnW) = (w+w+nN)(u—-w)+n72, [=N.
Japara I < N, temos:
N-1
(W) lyp =A1(w) ly;) = (A(w) + D(w)) H Cvy) lpp
=l (A.2.4)
N-1 N-1
= A(w) H C(vi) ¢ +D(u) H Cwi)lop
i=1 i=1
Utilizando as relacdes de comutacdo em (A.1.8), obtemos que:
N Nl y—vi+n . .
A(u) H Cvp)lpp = l_[ ——C(vy) A(u) |¢p;) + termos indesejados
i=1 i=1 U—Vi
(A.2.5)
N-ly—vi+n ) .
=u+w+nh)(u-o) H — C(v;) l¢p;) + termos indesejados
i=1 Vi
N-1 N=ly_p;—q
Dw) [] cwnlgy = [] ———Cwi)Dw)|¢;) + termos indesejados
i=1 i=1 U~V (A2.6)

2N—l u-vi-n
=n" ]_[ — C(v;) |¢p;) + termos indesejados.
i=1 u—uvj

Para que o estado de Bethe seja, de fato, um autovetor da matriz de transferéncia, é necessério que os termos
indesejados em (A.2.5) e (A.2.6) se cancelem. Esse cancelamento nos fornece mais uma equacdo, denominada
de Equacdo do Ansatz de Bethe, dada por:

Nlvi—vj—n

Pwi+o+n)wi-w) =[]

, i=1,.,N-1I (A.2.7)
j#i Vi Vit

onde o conjunto de parametros {v;} sdo as solu¢des da equagao e, com eles, podemos determinar os autovalores

52



Apéndice A. Método Algébrico do Ansatz de Bethe

restantes da matriz de transferéncia, que sao dados por:

N- — -
Ai(w) = (w+w+nD)(u-w) H Uz+17 u-vi—n (A.2.8)
il uU-v; o] U—v;
A.2.2 Modelo de Quatro Pocos
O estado de Bethe para o modelo de quatro pogos é definido como:
N-I-k
[T Cwdlgpiry, k+I<N
lyie) =4 i=1 (A.2.9)
lprk), k+l1=N

onde |¢y ;) = (F’; 3)l (1“;r 4)k |0), {I{ + k = N}, denotam os pseudo-vacuos do sistema. Aplicando o estado de Bethe
sobre a matriz de transferéncia, obtemos:

Ty =AW +DW) i) =AWy i (A.2.10)
Para [ + k = N, encontramos os seguintes autovalores para a matriz de transferéncia:

W W) = W) 1) = [(u+o+kn)(w—ow+In) +n72] ¢ 1)

(A.2.11)
/ll,k(u):(u+w+k17)(u—w+ln)+n_2, l+k=N.
Japara [+ k < N, encontramos:
N-I-k
T Y1) = Ak pe) = (Aw +Dw) ] Cwlgre)
=1 (A.2.12)
N-I-k N-I-k
= A(w) H Cw)lpid+Dw) [T Cwilgyed
i=1 i=1
Usando as relagdes de comutagdo em (A.1.8), obtemos:
N-l-k —1- ;
Aw [] Cwlpie) = H C(U)A(u)l([)lk)+term0s1ndese]ados
=1 =1 (A.2.13)
Nol=k 3y y; 47
=u+w+knu-w+lin) 1_[ u—yC(vi)l(pl'k)+termos indesejados
-V
N-l-k N=l=k ;, _ vit+n
D(u) H Cw)lorx) = H u_—lv_C(v,-)D(u)Igbl,k)+termos indesejados
=1 =1 . ' (A.2.14)
l_[ i1 C(vl)l(/)l k) + termos indesejados.

Vi

Novamente, é necessario que os termos indesejados das equacdes (A.2.13) e (A.2.14) se cancelem para que o
estado de Bethe (A.2.9) seja de fato um auto-estado da matriz de transferéncia. A partir dessa condicao, obtemos
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a equacdo do Ansatz de Bethe para o modelo de quatro pocgos, que é dada por:

) N-lok y; —pj—7
"wi+o+kpwi-w+ip= [| ———, i=1,.,N-I-k. (A.2.15)
jA ViT Vit

Com a equacao (A.2.15), somos capazes de calcular os parametros {v;} e determinar os autovalores restantes
da matriz de transferéncia, computados por:

_Vz+77

—1- == ;
Apk(w) = (u+w+kn)(u-w+In) ]'[ ]'[ aenmh (A.2.16)
i=1 i=1

U-—v; u-—1v;

Com os autovalores da matriz de transferéncia em maos, somos capazes de determinar os autovalores de
energia do hamiltoniano.
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Apéndice B

Calculo dos Hamiltonianos Efetivos

A partir da identificacdo dos regimes de tunelamento ressonante nos dois modelos estudados, estamos
interessados em determinar hamiltonianos efetivos que descrevam as suas dindmicas. Como visto anterior-
mente, o regime ressonante ocorre para valores altos do pardmetro de interacdo, U, de forma que o termo de
interacdo do hamiltoniano domina sobre o termo de tunelamento. Sendo assim, podemos considerar o termo
de tunelamento como uma pequena perturbacao do hamiltoniano e utilizar teoria de perturbacdo dependente
do tempo para calcular a taxa de transicao entre dois estados. A taxa de transicao entre os estados |s) — | f), em

i-ésima ordem, é dada por:

W = 2m|(fIVD1) 6 (Ey ~ E). (B.0.1)
Em primeira ordem, temos que V! = V (regra de ouro de Fermi). J4 para as transicoes de segunda ordem,
temos que:
174 |74
ye -y Vim mlV, (B.0.2)
m Es—Em

Com isso, a partir da identificacdo das taxas de transicao, somos capazes de determinar os hamiltonianos
efetivos que descrevem a dindmica dos regimes ressonantes para cada um dos modelos estudados, que tém os

célculos expostos em detalhes nas proximas secoes deste apéndice.

B.1 MODELO DE TRES POCOS

Para o modelo de trés pogos, podemos reescrever o hamiltoniano (3.1.1), para u = 0, como:
H=H;+V, Hi=UWN-2Np)? V=]al,a+alais), (B.1.1)

onde H; representa a parte de interacdo e V representa a parte de tunelamento do hamiltoniano. Usando a

condicao inicial N; 3(f = 0) = N, temos que para o termo de interacdo:
H; Ny, N2, N3) = UN? [Ny, N2, N3), (B.1.2)
ou seja, a menos de uma constante global UN?, é possivel obter um hamiltoniano efetivo que leve apenas os

termos de tunelamento em consideracdo. No regime ressonante, o tunelamento dos bosons acontece apenas
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entre os pocos 1 e 3, de forma que o hamiltoniano efetivo do regime assume a forma:
Hefr = Jefr(al as + alay). (B.1.3)

Para que seja possivel determinar a expressao completa para o hamiltoniano efetivo do modelo, iremos
calcular explicitamente os elementos de matriz de mais baixa ordem ndo-nulos, para V e Heg, considerando a
transicdo entre os estados [N —1,1,0) e [N -1 —1,1,1), e a partir da igualdade entre ambos, iremos determinar o
parametro de tunelamento efetivo, Je¢. Em primeira ordem, temos que a taxa de transicao entre os estados é

dada por:
w =27(N-1-1,1,1|]VIN-1,1,0)

=2n1ivVIIN-I+1)(N-1-1,,L1|N-1+1,1,0)
+2nivVU+D(IN-D(N-1-1,,1|IN-1-1,1,0)

+21)3VI(N-1-1,1,1|IN—-1,1,1) = 0.

(B.1.4)

Ou seja, considerando o potencial perturbativo, nao existe transi¢cdo em primeira ordem. Ja para as transi-

¢oes de segunda ordem, obtemos:

N-1-1,1,1|V|ny, ne,n3){ny,ny,n3| VIN-1,1,0
W® = og Z ( | Vi, ng, ng) (n1,ng, n3| V| )’ (B.1.5)

ni,ng,n3 EN*l,l,O_EnlnnZvn?)

onde a soma é realizada sob a restricdo do niimero total de particulas do sistema, n; + nz + n3 = N. Iniciamos

fazendo:
(N=1-1,,L1|]V=(N-1-1,1,1] [(]1“1 + J3as) ay + (haf +13“§) “2]

=hVIN=-I-DU+D(N-I1-2,1+1,1|+J3VI+1(N-1-1,1+1,0] (B.1.6)
+VIIN=-D(N=LI-1,1|+ 3V2I(N-1-1,1-1,2|.
Fazendo o sanduiche, obtemos:
(N=1-1,11|VIny,na,n3)y =1ivV(IN=I=1)(I+1)O0N-1-2,1,0141,1,01,n3
+J3VI+16N_1-1,m01+1,1,00,15

(B.1.7)
+NIVIN = DON-1,n,01-1,n,01,n3
+ I3V 208 N_1-1,m,01-1,1, 02,5
Seguimos com:
VIN-LL0O)=/h1VvVU+D(N-DIN-1-1,1+1,00+ hVIIN-I+1)[N-1+1,1-1,0) (B.18)
.1.8

+VIIN=1,1-1,1).
Fazemos novamente o sanduiche e encontramos:

(n,ng,m3| VIN=1,1,0) = J1vV(U+1)(N=D08,, N-1-10 15,1410 13,0
+AVIIN=1+1)6,, N-14101y,1-10 13,0 (B.1.9)
+ J3VIIN=L1=1,1)8 1, N- 180,110 g1 -
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Utilizando os resultados (B.1.7) e (B.1.9) em (B.1.5), os Ginicos termos nao-nulos da somatdria sao:

(A m=N-1-1, np=1+1, ns =0,
(B) nlzN—l, }'Ig:l—l, I’lgzl.

Portanto, temos que a taxa de transicao em segunda ordem é dada por:

[+1 l
N-I1-1,L1|]VOIN=1,1,00= J1J3VN -1 + . B.1.10
( | | y=T1J3 Es—Ex  Es—Ep ( )
Calculando as energias, obtemos:
Es=UN-20)2, Ea=U(N-21-2)? Eg=UNN-2l+2)° (B.1.11)

Encontramos, portanto, que a taxa de transicdo em segunda entre os estados, considerando o potencial

perturbativo, é dada por:

J? I+1 1

W(2)=27'[/11(,¥1053\/N—l, /1[2— - .
4U\N-21-1 N-21+1

(B.1.12)

Considerando agora as transi¢des entre os estados em primeira ordem, utilizando o hamiltoniano efetivo

(B.1.3), obtemos que a taxa de transicdo resulta em:

wW =2m(N-1-1,1,11H IN-1,1,0),
W(l):27[<N—l—l,l,1|Heff|N_l)l)0>’ (B113)
WO =274V N-1.

Comparando os resultados obtidos para as taxas de transicdo, obtemos a seguinte relacdo para o parametro

de tunelamento efetivo:

-1 R _ B.1.14
Jr=Aimas, A= m |\ N T No2ie ( )

J? ( I+1 l )
Com o parametro J¢f determinado, temos que o hamiltoniano efetivo que governa a dindmica do regime

ressonante entre as particulas dos pocos 1 e 3 é dado por:

J? I+1 !

Heg=Aja aTa+aTa, A =— -
et =i as(ayds+azan), A= | T T NCal

. (B.1.15)

B.2 MODELO DE QUATRO POCOS

Para o modelo de quatro pocos, iremos utilizar a mesma abordagem de dividir o hamiltoniano original
em dois termos, um termo de interacdo e um termo de tunelamento, que ird atuar como uma perturbacao.

Portanto, temos:
H=Hy+ H;

)i (B.2.1)
Hy=U(N,—No+N3—Ny)?, H, = 5 (@l +al)(ar + as) + (@) + a)) (a1 + as)
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Para o modelo de quatro pocos, o estado inicial do sistema é dado por:
\¥)=|N-I-PP-K,K), [=01,.,N-P K=0,1,.,B P=0,1,..,N. (B.2.2)
Vemos que nosso estado inicial é um auto-estado do termo de interacdo do hamiltoniano, com autovalor:
Hy|¥)=HyIN-I1-PP—-K,I,K)=U(N-2P)*|¥). (B.2.3)

Novamente iremos utilizar teoria de perturbacdo dependente do tempo para encontrar as taxas de transicao
entre dois estados, em trés casos distintos, de maneira a obtermos uma expressdo completa para o hamiltoniano

efetivo:
i |IN-I-PP-K,,KY—|N-I-P-1,P-K,I+1,K)

(i) |[N-I-PP-K,LK)—|N-1-PP-K-1,,K+1)
Gi) |IN-I-BP-K,LK)y—|N-1-P+1,P-K-1,l-1,K+1);
(ivv IN-I-PP-K,LK)—|N-I-P+1,P-K+1,l-1,K-1).
Para simplificar a notacdo dos célculos a seguir, iremos utilizar sy e f (y para denotar o estado inicial e

final de cada um dos casos considerados. Para a transicdo entre os estados do caso (i), 0 hamiltoniano efetivo

assume a forma:

Hett = Jet(al as + ala). (B.2.4)

J& para os estados do caso (ii), temos:
Hefr = Jetr(ayas + aj az). (B.2.5)
Para os estados do caso (iii), temos o seguinte hamiltoniano efetivo:

HEY =18 (@] azasay + aralalay). (B.2.6)

E, finalmente, para os estados do caso (iv), o hamiltoniano efetivo é dado por:

Hélf? = ]élf‘f’) (“1“3 azas + a1 a a; aD- (B.2.7)

Novamente iremos calcular a taxa de transicdo entre os estados utilizando a equacao (B.0.1) e comparar os
resultados de mais baixa ordem utilizando os hamiltonianos efetivos e o termo de tunelamento como potencial
perturbativo do sistema. Em primeira ordem, temos a regra de ouro de Fermi e para transicdes de segunda

ordem, o potencial perturbativo é dado pela equagao (B.0.2). Considerando os estados do caso (i), temos que a
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taxa de transicao é dada por:

wW=(N-1-P-1,P-K,I+1,K|HyIN-1-PP-K,LK)

:é[\/(p_K)(N—P—l+1)(f|N—P—l+l,P—K—l,l,K>

+VK(N-P-I+D(fIN-P-1+1,P-K,[,K—1)
+VU+DP-K)(fIN-P-1,P-K-1,1+1,K)
+V(I+DK(fIN-P-1,P-K,[+1,K—1) (B.2.8)
+VP-K+1D)(N-P-D{fIN-P-1-1,P-K+1,1,K)
+VIP-K+1){(fIN-P-L,P-K+1,I-1,K)
+V(K+1)(N-P-D{(fIN-P-1-1,P—K,[,K+1)
+VK+DI(fIN-P-1,P-K,[-1,K+1)| =0.

Ou seja, em primeira ordem, nao existe transicao entre os estados do caso (i). O mesmo resultado também é

obtido considerando os estados dos casos (ii) e (iii). J4 para as transicoes de segunda ordem, fazemos:

we -y (fOVHy |ny, na, n3, na) (ny, na, na, nal Hy |s9) 52.9)
nizea EN-1-pP-K,1,k — Eny,ng,ns,n4
Iniciamos fazendo:

Hlls(i)>:£[\/(P—K)(N—P—l+1)|N—P—l+1,P—K—1,l,K)
+VK(N-P-1+1)[N-P-1+1,P-K,[,LK-1)
+V(U+1)(P-K)IN-P-1,P-K-1,1+1,K)
+VU+1)KIN=-P-1,P-K,I+1,K-1) 5.2.10)
+V(P-K+)(N-P-)IN-P-1-1,P-K+1,1,K)
+VIP-K+1)IN-P-1,P-K+1,1-1,K)
+V(K+1)(N-P-D)IN-P-1-1,P-K,[,K+1)
+V(K+DIIN-P-1,P-K,I-1,K+1)

<f“)|H1=£[\/(P—K)(N—P—l)<N—l—P—1,P—K—1,l+1,K|
+VK(IN-=P-D)(N-P-1L,P-K,[+1,K—-1]
+VU+2)(P-K)(N-P-1-1,P-K—-1,1+2,K|
+V(U+2)K(N-P-1-1,P-K,[+2,K—1]| B2

+V(P-K+1)(N-P-1-1)(N-P-1-2,P-K+1,1+1,K|

+v{I+DP-K+1)(N-P-1-1,P-K+1,[,K]

+VEK+1)IN-P-I-1)(N-P-1-2,P-K,[+1,K+1|

+vVEK+D(UI+D)(N-P-1-1,P-K,[,K+1]|.
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Fazendo os sanduiches, obtemos:

by _J
(g, g, nal Hy 159 = 5 [ /(P = KON =P =1+ D8 1y, N-p- 1618, p- k-1 1 18
+VKN=P—1+1)6,, N-p-14101n,,P-KO 3,10 ns, k-1
+V I+ 1D(P-K)bp N-P-101ny,P-K-10 13,1+10 ng K

+V I+ 1)K6y N-p-101ny,P-KO 13,1410 1y, k-1

(B.2.12)
+ V(P ~K+1)(N =P~ D8ny,N-p-1-18 1y, p-K+10 15 10y K
+VIP—=K+1bpn, N-p-10n,,P-k+1015,1-10ny K
+ VK +DWIN=P~=1D6,, N-P-1-101,,P- KO 13,10 ns, K +1
+ V(K + 116, N-P-101,,P-KOn3,1-10 ny K +1| -
(FOVH Iy, g, n3,na) = é |V =B N=P=DON-p-1-1,1,8P-K-1m.51+1,050 ko1

+ VKN =P = DEN-p-1,m8P—K,ny 0141150k +1,ms

+ VI +2) (P~ KIS N-p—1-1,m O P— K110 12,150 K,y

+ VU +2)KON-p-1-1,m0P-K,m0 142,00 K114 (B.2.13)

+V(P=K+1)(N=P—1—=18N-p_i1-2,m 8 p-K+1,1,0 141,150 K,y
+VU+DP-K+1DON-p-i1-1,00P-K+1,m0 1,130 K, ns
+V(K+1D)(N=P—1—D8N-p_i1-2,m 8 p—K,ns01+1,n50 K +1,ms

+ VE+DU+DON-P-1-1,m0P-K,n01,n30K+1,n4 | -

Dessa forma, os tinicos termos ndo-nulos da somatéria sdo:

(A) m=N-P-I, n=P-K-1, ng=1+1, ng=K,
(B) m=N-P-1-1, np=P—-K+1, ng=1, ng =K,
C) m=N-P-1-1, n,=P-K, ng=1, ng=K+1,
(D) m=N-P-1, n,=P-K, ng=1+1, ng=K-1.

Portanto, temos que a taxa de transicdo entre os estados do caso (i) em segunda ordem é dada por:

2
; : P-K P-K+1 K+1 K
GOV sy = L -poD + + + : (B.2.14)
4 Es—E, Es—Ep Es—Ec Es—Ep

Calculando as energias, obtemos:

Es=UIN-2P)%, EoA=U(N-2P+2)? Ep=U(N-2P-2)? B2.15)
2.15
Ec=UN-2P+2)?, Ep=U(N-2P-2).
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Encontramos, portanto:

2
(FI V@ 50y = L [_P+2 P VI DIN=P-)). (B.2.16)

16U |[N-2P-1 N-2P+1

Agora calculando a taxa de transicdo entre os estados do caso (i) em primeira ordem, usando o Hegr, obtemos:

(fO Hege sy = JQ(N—1-P-1,P-K,1+1,K|(a}as + aja)) IN- |- P~ K, 1K)

(fO1 Hege 159y = JO /(I + DN =P = D).

Comparando os resultados obtidos em (B.2.15) e (B.2.16), determinamos o pardmetro de tunelamento

efetivo ]gf)f,

(B.2.17)

que é dado por:
pP+2 p
N-2P-1 N-2P+1

2
W _ 7
To . (B.2.18)

T 16U

Dessa forma, temos que o hamiltoniano efetivo que descreve o tunelamento entre os estados do caso (i) é

dado por:
P+2 P

N—2P—1 N-2P+1

w_ S
eff 16U

(alas +alay). (B.2.19)

Repetimos todo o processo considerando os estados do caso (ii). A taxa de transicao entre os estados, em

segunda ordem, € calculada como:

(f(u)l Hl |nly np, ns, n4> (nl) np, ns, n4| Hl |S(H)>

w@= 3y (B.2.20)
2.4 En_1-pP-K,1,k — Eny,np,ns,ns
Inciamos fazendo:

(f(ﬁ)lHl:g[\/(P—K)(N—P—l)<N—l—P—l,P—K,l,K+1|
+V(K+2)(N-P-D)(N-P-1-1,P—-K-1,1, K+2|
+V(IN-P-I+1)(P-K-1)(N=-P—1+1,P-K-2,1, K+1]
+vV((IN-P-I+1)(K+1){(N-P-1+1,P-K-1,,K

VI )(K +1)¢ | B.2.21)

+VP-K-D(I+1)(N-P-1,P-K-2,1+1,K+1]|
+VIP-K)(N-P-1,P-K,[-1,K+1]|
+VIK+2)(N-P-1,P-K-1,l-1,K+2|

+vVEK+D)(I+D)N-P-,P-K-1,l+1,K]|]|.
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Fazendo o sanduiche, obtemos:

i J
SOy, ng, 3, ) = 5 [V P =K (N =P = DON-p-1-1,1,8p- K SOk
+V(K+2)(N=P=DON-p-1-1,m0P-Kk-1,n,01,n0 k+2,n,
+V(N=P—=1+1)(P~K~=18N_p_141,mOP-K-2,m01n;0K+1,m,
+V(N=P =1+ DK +1)8N-pi+1,m0P-K-1,1,01,130 K,y

(B.2.22)
+VP-K-1DU+1D)N-pP-1,m0P-K-2,10141,n30K+1,n4
+VIP=K)ON-P-1,m,0P-K,n,01-1,n30 K+1,n4
+ VIK+2)0N-p-1,n,0P-K-1,101-1,n30K+2,n4
+ VE+DU+DON-P-1,m0P-K-1,n0141,n0K,n4 | -

Para os estados do caso (ii), os termos nao-nulos da somatdria sao:
() m=N-P-1+1, n=°P-K-1, ng=1, ny=K,
(F) I’I,1=N—P—l—1, I’ngP—K, n3=l, }’l4=K+1,
(G) n1=N—P—l, n2=P—K, I’l3=l—1, I’l4=K+1,
(H) m=N-P-I, n=P-K-1, ng=1+1, ng=K.
Portanto temos que a taxa de transi¢cdo entre os estados é dada por:
2
" " N-P-I+1 N-P-1 l I+1
(fD V@ sty = L Jerne-K + + + : (B.2.23)
4 E;—-Eg Es—-Er Es—Eg E;—Egy
Calculando novamente as energias, obtemos:
Es=U(N-2P)?, Eg=U(N-2P+2)?, Ep=U(N-2P-2)
(B.2.24)
EG=U(N-2P-2)%, Eg=U(N-2P+2)
Encontramos, portanto:
N i, 2 N-P N-P+2
)| y@ g6y - I - V(k+1)(P-K). B.2.25
i S 16U |[N-2P-1 N-2P+1 ( N ) ( )
Calculando a taxa de transicao em primeira ordem para os estados do caso (ii), utilizando Heg:
(fP) Hegrls™) = J§H (N = 1= RP-K=1,1, K+1|(a}as + a}ap) IN- 1= BP~K, LK) .
.. . . (B.2.26)
(O Hegt |57 = Tig V(K + D (P - K.
Comparando os dois resultados obtidos para o caso (ii), encontramos a expressdo para ]gflf) :
2
" N-P N-P+2
I (B.2.27)

eff 16U [ N-2P-1 N-2P+1
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Ou seja, o hamiltoniano efetivo que descreve o tunelamento entre os estados do caso (ii) é dado por:

i J? N-P N-P+2

T t
= - a,as+a,a). B.2.28
off “ 160 |N—2P—1 N_2p+1] 2%t da) ( )

Por fim, considerando os estados do caso (iii), repetimos o processo calculando a taxa de transicao em

segunda ordem, dada por:

<f(111)| Hl |nl) np, ns, n4> (nlv np, ns, n4| Hl |s(”l)>

wo=y (B.2.29)

n1,2,3,4 EN-1-pP-K,1,k = Eny,ng,n3,n4

Iniciamos fazendo:

(fUD) oy = g [\/(P—K—1)(N—P—l+2)(N—l—P+2,P—K—2,l—1,K+1|

+VEK+1)IN-P-1+2)(N-P-1+2,P-K-1,1-1,K|
+VIP-K-1)(N-P-1+1,P-K-2,1,K+1]
+VIK+1)(N-P-1+1,P-K-1,1,K|
+V(P-K)(N-P-1+1)(N-P-L,P—K,I-1,K+]1]|
+VU-)P-K(N-P-1+1,P-K,1-2,K+1]

+V(IN-P-I+1)(K+2)(N-P-1,P-K—-1,1-1,K+2|

+VK+2)(I-1))(N-P-1+1,P-K-1,1-2,K+2]|.

(B.2.30)

Fazendo o sanduiche, obtemos:

J
S Hy I, ng, s, ) = 2 |V P= K= DN =P = 14200 N-p- 12,1, 0p-K-2m0 11,1 0K+,

+V(K+ DN =P = 1+28Np 1221 0P-K-1,1,01-1,m 0K ns
+VIP =K =DON-p-141,m0P-K-2,m01,ns O k1,15

+ VUK +DON-p-141,m0P-K-1,10 1,030 K 14
+V(P=K)(N=P—1+1)0N p1,m,6p—K,ny01-1,m 0K +1,m4
+VUI=1)(P-K)ON-p-1+1,m OP-K,n01-2,n30K+1,n4
+V(N=P =1+ 1)(K+2)8N-p—1,n, 0 P-K-1,1,01-1,n30 K+2,ms
+ VK+2) U=V N-p_141,mOP-K-1,m0 12,130 K+2m | -

(B.2.31)

Para os estados do caso (iii), os termos nao-nulos da somatéria sdo:

) m=N-P-1+1, n=P-K-1, ng=1, ng=K,
() mp=N-P-1, n,=P-K, ng=1-1, ng=K+1.

Dessa forma, temos que a taxa de transi¢cdo entre os estados é dada por:

2
<f“ﬁ)|v<2>|s<ﬁ”>=Jz\/(N—P—lH)(P—K)l(KH) SR (B.2.32)

Es—E; Es—E;|
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Calculando as energias, encontramos:
E;=UN-2P+2)?% E;=UN-2P-2)? (B.2.33)

Com as energias calculadas, temos que a taxa de transicdo entre os estados do caso (iii) é:

Ui —/(IN-P-1+1)(P-K)I(K+1) ! - ! (B.2.34)
16U N-2P-1 N-2P+1]|’ -

f(111)| V(Z) | s(m)) _

Calculando diretamente a taxa de transicao entre os estados do caso (iii) utilizando H, ff obtemos:

(fU0] Hegr| sy = JO\/(N= P— 1+ 1) (P = K) I(K +1). (B.2.35)
Novamente, comparamos os dois resultados e obtemos uma expressao para Jef, que é dado por:

(iii) _ 1
] =
eff 16U N—2P-1 N-2P+1

(B.2.36)

E assim, temos que o hamiltoniano efetivo para o tunelamento entre os estados do caso (iii) é dado por:

(i) _ 1

eff 16U N-2P-1 N-2P+1

(a{agagai +a a;a§a4). (B.2.37)

Para a transi¢do entre os estados do caso (iv), o cdlculo é similar ao caso (iii), de forma que obtemos o
mesmo valor para Je¢ € 0 hamiltoniano efetivo se torna:
1

eff = 16U N-2P-1 N-2P+1

Tt

(i) _ (ajayazas + ay (12(13 a4) (B.2.38)

Como cada um dos casos representa um regime de tunelamento diferente, podemos escrever um hamiltoni-

ano efetivo geral que englobe todos os casos:

N-P N-P+2
N-2P-1 N-2P+1

t tat
1a2a3a4 +aya,azas + a1a2a3a4)

(a£a4 + alag)

J? P+2 P
Hegr = [(

16U [\N-2P-1 N-2P+1

) (airag + agal) + (
(B.2.39)

1 1
+ - aaaa +a
(N—ZP—l N—2P+1)( 172035
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Apéndice C
Dinamica do Desequilibrio de Populacoes

Neste apéndice, estamos interessados em determinar uma expressdo analitica para a evolugdo temporal
do valor esperado do desequilibrio de populacdes entre os pocos, considerando o modelo de quatro pocos no
regime de tunelamento ressonante. Como visto anteriormente, o regime ressonante ocorre quando o termo
de interacdo, U do hamiltoniano (3.2.1) domina sobre o termo de tunelamento, /, e podemos observar que o
tunelamento de particulas ocorre apenas entre pocos da mesma classe. Foi mostrado que a dinamica quantica
do regime ressonante, considerando um estado inicial do tipo |M, B,0,0), é descrita por um hamiltoniano

efetivo, que assume a forma:

J? 1

= TP (C.0.1)

Her = Q(N +1)(Q1 +Q2) —2Q01Q2, Q

onde as quantidades Q; e Q» representam as cargas conservadas do modelo de quatro pocos e sdo dadas por:

1 1o t
Q=7 (N1 +N3) = —(a a3+ a1a;)
(C.0.2)

1 1o t
Q= E(NZ +Ng) - §(a2a4+ aa,).

E facilmente encontrado, através de transformacdes de Bogoliubov, que o espectro de energias de Heg, é:

]2
S = TGN =2P)2 — 1]

[((N+1)(q1+g2) —2q142], (C.0.3)

onde q; e g» representam os autovalores de Q; e Q,, respectivamente. De maneira a simplificar os célculos,

iremos construir uma auto-base de {Q, Q2}, denotada por {|N, P, g1, q2}} e definida como:

C _p_ _
IN.B.q1, 62} = —==(a; +a)"""" " (a] - a) T (a] + a)" " (a] - a))* |0), (C.0.4)

V2N

tal que Het| N, P, q1, G2} = ¢4,,4,IN, B q1, g2}, C = 1/\/q1!(N— P—q1)!g2!(P - g2)! e |0) denota o vacuo bosonico
do espaco de Fock. Seguimos reescrevendo os estados definidos na equacgao (C.0.4) como:

IN,B.q1, g2} = C(bDN =P~ (b)) 1 (b]) P~ (b)) %2 |0}, (C.0.5)
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onde os operadores b; sdo definidos como:

1 1
by = — (a1 + az); by = — (a1 — as);

\{z \{E (C.0.6)
b3=ﬁ(a2+a4); b4=ﬁ(ﬂz—a4)-

Dessa forma, as expressoes para o desequilibrio de populagdo entre os pocos 1-3 e 2-4, em termos de b;, se

tornam:

Ny~ N3 =bby + b1 b};

(C.0.7)
Ny — Ny = b§b4 + bgbl

Aplicando (N} — N3) sobre o estado (C.0.5), obtemos:

(Ni =N3)IN,B g1, g2} =/ q1(M—=q1 + 1)IN,Pgq1 =1, g2} + /(M —q1)(q1 + 1)IN, P, q1 + 1, g2}, (C.0.8)

onde usamos as seguintes propriedades dos operadores: [b;, (blT)j 1=7 (b:f)f ~le b; |0) = 0. De maneira similar,
ao aplicarmos (N2 — Ny) sobre |N, P, g1, g»}, encontramos:

(No = NJIN,Pq1,q2} =/ q2(P— g2+ 1)IN, P q1,q2 — 1} + /(P = q2) (g2 + 1)IN, B q1, g2 + 1}, (C.0.9)

propriedades que serdo usadas na sequéncia deste apéndice. Além disso, podemos reescrever o estado da

equacao (C.0.4) como:

C(=1)N+a M- ql lh
|Nqu1)q2}_

—h ( )( D (@) (a)M =11 @) (ah)h I

V2N i= 0 j= O )
P- ﬂz 612 pP—
"2 (qlz)( 1! (¥ (alh)P~ "k al)! (al) %" oy
k 0 l 0
(C.0.10)
_C= 1)”71+sz ? ‘71 M~ (@ JHle B+ M—ief
e —— (=1 (a)) " (as)
V2N i= 0 j= O
P- 112 qZ pP—
QZ (qz) )k+l(aZ)P—k—l|0>’
k 0 l 0 l
onde consideramos a expansao do binémio de Newton: (x+y)" =}."" O(n) n=iyi Sendo assim, utilizando a
i

propriedade do operador criagdo de bdsons, (@’ 10y = v7!|r), somos capazes de calcular a seguinte relacao:

C(-1)N+a M_a @

M
> 2= 1)1( lql)(c?)\/(M—i—j)!(i+j)!5i+ij

<M)R070|N)qurq2} =

VeN % %
P-q2 g2 pP—
)y Z(—D’( qu) ("lz) V(P =k =Dk + D kssp
k=0 1=0
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Substituindo C por sua expressao e simplificando as somatoérias com o delta de Kronecker, obtemos:

M!P!
2N g1 /(M = 1) g2\ (P — g2)!”

<M)R0,0|N1quyq2}:\/ (CO].].)

Podemos obter, de maneira similar, uma expressao para (M, 0,0, P|N, P, g1, -}, utilizando os resultados da

equacao (C.0.10), que se torna:

C(=1)N+% M-a1 @1 [ M= i — DI+
(M,0,0,P|N, P.q1, g2} = % > (—1)J+z( i 0 qjl) VIM—i- PG+ P6itjo
i=0 j=0
P-q2 q» pP—
5 Z( 672) (qz (P—k=DWk+ D61 p.
k=0 =0\ k !

Novamente, simplificando as somatoérias e substituindo C, obtemos o seguinte resultado:

M!P!

. (C.0.12)
2N g (M = q1)!q2! (P — g2)!

<M;0;0yP|Nyqu1;CI2} = (_1)q2\/

Usando o hamiltoniano efetivo, Heg, descrito pela equacao (C.0.1), podemos calcular a evolucao temporal

do operador (V] — N3), dada por:
(N1 = N3) (1) = e et (N — Ng) e Hett!

M P M P
=Y Y Y Y eCnntan)|N, B py, poHN, B p1, pal(Ny = N3)IN, B.g1, G2}{N, P. 1, ol
p1=0p2=041=04G2=0

M P M P
=Y Y Y ¥ eCrntaw)|N,Bpy, pH{N, P p1, p2l
p1=0p2=041=04g2=0 (C.0.13)

WVaM—-qg1+DIN,Bq1 - 1,2} + (M —q1)(g1 + DIN,P,q1 +1,q){N, P q1, q2|
M P,
= Z Z (e_’(efh'qz_equ,qz)t /CII(M—671+_1)|N,P,671—1,672}
q1=042=0

+e Caa 1)t (M —q))(q, + 1IN, p,q1 +1, 6]2}) {N,P.q1,q>l.

A dindmica do desequilibrio de populacao é obtida através da escolha de um estado inicial |y ), tal que
(N1 — N3) (£) = (wol (N7 — N3)(8)|y). Considerando o estado inicial [y) = [M, P,0,0), e definindo Ae} = ¢4;,4, —
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Cq+1,q2 € €] =gy 4, —€g,-1,4,» ObtEMOS:

P M L
(M-N)@) =Y | Y e ™" /qi(M—q +1){M,B0,0|N,P,q, - 1,45}
qZIO th:l
M-=1
+ Y e A /(M= q1)(q1 + 1)(M,P0,0IN,P,.q1 + 1, G2}
q1=0

_mp P 1 f e—iAelr\/ @M —q1 +1)
2N =0 @2l (P - )/ 1\ (M = g)! \ 4= (g1 =DM —q1 +1)!

ML e (M-q1)(q1 +1)
+ Z e erlt\/
Q=

{N,P,.q1,q21M, B,0,0).

0 (1 + DM —-q1-1)!

_ M i 1 3 it 0
2N 20 42! (P - g @ (M= q)! \gi=h (g = DI(M — qn)!

+Mz_"1 e—iAeI't M-q
G1=0 qll(M—ql—l)!

M!P! P 1 M e—iAeIt M-1 e—iAeI't
TN (P — 1P “DIM- > I(M—q; —1)!

2V 20 (Pt \ g = (=DM —q)! 4= 1! (M —q1 - 1)!
_ M 1 M 1 (e—iAel‘t +eiAe]‘t)

2N 220 @2 (P = 42)! (2 (g1 — DUM — q1)!

mp! L 1 M 1 _
= > cos (Aey t).

2N = (P = )t = (qn = DIM - q1)!

Seguimos calculando explicitamente A¢] utilizando a equacéo (C.0.3):

Aey =eq,q —Cqi-1,42
]2
T AUM-P)?—1]
]2
T AU(M-P)2—1]

[(N+D(q1+g2) —2q1g2 — (N+ 1) (g1 + G2 — 1) + 2(q1 — 1) g2]

[(N+1)-2q2] =Q[(N+1)-2g3],
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Utilizando o resultado da equacdo (C.0.15) na equacao (C.0.14), obtemos:

(N1 — N3 () = M!P! i cos([N+1-2q,| Q1) M 1
S Y (P = ) (g1 - D!(M = g1)!
42=0 qz- qz): q=1q1— 1) q1)!
Pl & ocos([N+1-2q2]Qe) M=1 M(M - 1)!
VL= @l P! Sl M -1 —q!
_ul P cos([N+1-2g.]Qt)
2= @lP-q)!
p P ei(N+1—2q2)Qt+e—i(N+1—2qz)Qt
:M2P+1 Z (P = q>)!
G2=0 qz! qz2):
1 . P P! . . P p! .
=M i(N+1)Qt N -2iQtqn +e—l(N+1)Qt N eZtthg
N P+l (P —qg»)! (P = qg»)!
2 G220 42!(P = g2)! G220 42!(P — g2)!

1 ; 0,1P ; 0P
_ M2P+1 (ez(N+l)Qt [1+e—21m] 4 e iN+DQL [1+ezmr] )

1 : . » .
:M2p+1 (ez(N+1)Qte iPQt |, z(N+1)QtezPQt)2P(COSQt)P

= A—/I(coth)P (ei(M+1)Q[+ e—i(M+1)Qt)‘
2

Finalmente, simplificando a ultima expressao, encontramos que evolucao temporal do valor esperado do

desequilibrio de populagéo entre os pogos 1 e 3, que é dada por:
(N7 — N3) () = M cos[(M +1)Qt][cos(QD)]F. (C.0.16)

Além disso, podemos utilizar a simetria M — P para determinar a expressdo analitica para o desequilibrio

de populacgdo entre os pocos 2 e 4, que resulta em:

(N3 — Ny) (1) = Pcos[(P + 1)Qt][cos(Q)] M. (C.0.17)
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