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“The amount of theoretical work one has to cover before being able to solve
problems of real practical value is rather large, but this circumstance is likely
to become more pronounced in the theoretical physics of the future.”

P.A.M.Dirac
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The principles of Quantum Mechanics,
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Capitulo 1

Introducao

Os dois pilares da fisica moderna, a teoria da Relatividade Geral e a Mecanica
Quantica, provaram-se incompativeis e aplicaveis apenas em escalas distintas.
A busca por uma teoria mais geral que as englobe, uma teoria quantica da
gravitacao, data de mais de 70 anos e ainda é uma area de intensa pesquisa
com uma grande variedade de abordagens distintas. Muitos dos resultados ja
obtidos, indicam que dificilmente sera possivel evitar esse problema, tornando
necessaria uma teoria geral para explicar a termodinamica de buracos negros,
o desenvolvimento do universo em seus estdgios iniciais, a estrutura do espago
tempo na escala de planck e outros fenémenos que apresentem propriedades
quanticas e onde nao se possa desconsiderar efeitos gravitacionais. Maiores
detalhes sobre a historia da busca pela Gravitacao Quéantica pode ser encontrada
em [11] e sobre as diferentes abordagens de uma forma geral em [10].

Além de problemas técnicos, como resolver complicadas equagoes de vinculo
em espagos de métricas e lidar com a nao-linearidade naturalmente exigida pela
relatividade geral, parte da dificuldade em se obter a unificagdo é conceitual,
nao se sabe ao certo o que esperar de uma teoria da gravitagao quantica ou o que
é precisamente quantizar uma teoria classica. Isso e o fato das teorias serem
escritas de formas bem distintas, tratando de diferentes aspectos do espago-
tempo e de campos, estimula o desenvolvimento de novas metodologias e a
construgao de modelos especificos “menos realistas” aonde testa-las.

Uma das areas recentes na qual muitos modelos podem ser testados é a de
gravitagao quantica em 2 4+ 1 dimensoes. Reduzindo o nimero de dimensoes
do espago-tempo de 3 + 1 (3 dimensoes espaciais, 1 temporal) para 2 + 1,
muitas das equagoes sao simplificadas, algumas até ficando soliveis. Além disso,
nesse contexto podem ser mais facilmente aplicados os resultados de geometria
diferencial e topologia algébrica de superficies, areas que ja foram amplamente
trabalhadas na matematica e que possuem mais resultados conhecidos. Técnicas
e exemplos diversos em 2 + 1 dimensdes encontram-se em [1].

O presente trabalho avalia, em um modelo com topologia especifica bem
definida, o caminho tomado em [1] para a gravitagdo quéntica. Para maior
especificacao dos objetivos, se faz necesséria a introdugao de algumas defini¢oes
e teoremas que serdo apresentados nas se¢oes a seguir.

Ao longo do texto serd utilizada a convencao de Einstein para soma de
indices, isto é, a ocorréncia de indices repetidos com um sendo superior (con-
travariante) e outro inferior (covariante) significard a soma em todos os valores



do indice. Para tensores definidos no espago tempo, indices gregos representarao
todas as componentes espaco-temporais, enquanto latinos apenas componentes

.o . 'l k . . .
espaciais. Dessa forma teremos que A4B;, e C’jkD significam, respectiva-
mente:

AYBy, = A%Byo + ALBoy + A2Byo + ... + AV B, x

Ci D" =Cl D' + ClyD* + ...+ Ciy DV

para um espaco-tempo N + 1 dimensonal.
Foi adotado também o sistema de unidades de Planck, isto é: G = c=h = 1.

1.1 Relatividade Geral

A teoria da Relatividade Geral descreve a geometria de um espago-tempo. Mais
precisamente, o espaco-tempo deve ser uma variedade n-dimensional conexa M,
na qual estd definida uma métrica lorentziana g, , isto é, uma métrica pseudo
riemanniana tal que para qualquer p € M e uma base B ortonormal do espago
tangente T, M (dados v;,v; € B |g(v;,v;)| = d;;) existe tnico v € B cuja norma
(induzida pela métrica) é negativa, g(v,v) = —1.

Mais ainda, seja T}, o tensor de energia-momentum, um campo tensorial que
descreva o fluxo de energia e momentum em M. A métrica devera satisfazer as
Equagoes de Campo de Einstein:

1
RNV - igMVR + Ag;u/ = SWTHV (11)
com R,, sendo a curvatura de Ricci da métrica g,,, dada por:
ory,  ory
= £ PR P TA P A
we oxP B W + FP)\FVH - FV)\Fpu (12)

onde usamos os simbolos de Christoffel associados & conexao de Levi-Civita
da métrica g,

rr = 1gpa (aglw + 99ov . ag;w)
N2

2 ox? ozt 0x°

R = g""R,, é o escalar de Ricci e A a constante cosmoldgica do universo.
Em particular, no caso do vécuo, T}, = 0 , métrica e curvatura satisfarao:

1
Ry = ig“VR +Agu =0

Dado um ponto da variedade, um vetor tangente X nesse ponto é dito do
tipo tempo se g(X, X) < 0. Definimos uma relagao de equivaléncia entre vetores
tangentes do tipo tempo tal que X ~Y < ¢g(X,Y) < 0. Essa relacdo determina
duas classes de equivaléncia que chamaremos direcdo futura e dire¢do passada.

Uma variedade M, com métrica lorentziana g, serd chamada de temporal-
mente orientavel se uma designacao continua das diregoes futura e passada puder
ser feita em toda a variedade.



1.1.1 Formulagao como teoria de campos

Como visto acima, a varidvel da Relatividade Geral é a métrica do espago-
tempo. Trata-se de um campo tensorial definido sobre uma variedade. Existe
uma particular descricao, dada a seguir, de teoria lagrangiana de campos que
sera utilizada mais tarde.

Como em todo este trabalho, as variedades sao assumidas dotadas de al-
guma (pseudo)métrica g,,, e a forma de volume com respeito a qual as integrais
sao calculadas é a naturalmente induzida pela métrica, isto é, aquela que em
qualquer sistema de coordenadas (2, ...,2™) vale /|g|dz' A ... A dz™, onde g é
o determinante da métrica na base de (z!,...,2").

Seja ¢ um campo tensorial definido sobre um variedade M e S um funcional
sobre o espago de campos tensoriais ao qual 1 pertence. Tomando 1, uma
familia a um parametro de campos tal que existam diy/dA (que denotaremos
por 07) e dS/d\ para qualquer possivel familia. Definimos a derivada funcional
de S, caso exista, como o campo tensorial 6.5/09|, que satisfaz

ﬁ_/ 95
xSy 00

Caso a 9 que satisfaca dada equagao de campo seja tal que S é um extremo,
isto é
g—s =0 (1.3)
Yl
entdo chamamos S de acdo para essa teoria de campos.
Para obter as equacoes de Einstein do vdcuo, podemos utilizar como campo
a inversa da métrica, g"” e como acao o funcional

S[g"] = /M V=g(R —=2A)dz' A ... A dz"

O integrando Lg = \/—g(R—2A) é chamado Densidade Lagrangiana. Segue-
se, como pode ser visto em [3], que

% = /M (RW - %ng + Agw> SgM/—gdazt A ... A da™
supondo-se que sejam nulas no bordo as derivadas covariantes V,(dg,. ), ou,
alternativamente, somando-se um termo a agao cuja derivada cancele os termos
de bordo. Assim, impondo 65/dg"” = 0 teremos as equagoes 1.1.
Para o caso de termos uma distribuicao T},, # 0 podemos considerar o
funcional S + Sjs, onde Sy seja tal que

1 0Sum

Ty = ———— L
" 8m\/—g g

1.2 2 + 1 dimensoes

A primeira principal diferenga entre a Relatividade Geral em 3 + 1 e 2 + 1
dimensoes é a relagao entre o tensor de curvatura e o tensor de Ricci. Seja
V uma derivada covariante em M (utilizaremos sempre a derivada covariante
compativel com a métrica V,g,, = 0). O tensor de curvatura é definido por:



RS, " = (V,V, — V,V, )0°

wvp

g

a partir do qual usualmente se define o tensor de Ricci Ry, = Rj,,,

equivale a 1.2.
Em 2 + 1 dimensoes o tensor de curvatura depende linearmente do tensor
de Ricci:

que

R;u/po = gupRuo + guaRup - ngRuo - guoRup - %(gupguo - guogup)R
significando que qualquer solucao das equagoes de campo de Einstein para o
vacuo e A = 0 é plana e A # 0 implica em curvatura constante.

Um dos resultados mais importantes da area é o teorema devido a Mess que
garante, caso M seja uma variedade compacta tridimensional, com uma métrica
Lorentziana plana, temporalmente orientdvel e bordo do tipo espago (a métrica
ali induzida é positivo-definida) entdo M tem necessariamente a topologia

M =~[0,1] x ¥

onde ¥ é uma superficie fechada homeomorfa a uma das componentes do
bordo de M. Isso significard que a topologia das superficies espaciais esta fixa,
nao mudando com a passagem do tempo. O prdéximo passo serd a escolha de
tal X.

1.3 O Toro: Definicao e propriedades

Nesta secao definimos a superficie que serd utilizada como parte espacial do
espaco-tempo: o toro. Apresentamos também suas principais propriedades e
espacos relacionados que estarao presentes na dinamica classica e na posterior
quantizacao.

Seja 7 € C com Sm(7) > 0 e considere a relagdo de equivaléncia ~ no plano
complexo dada por u ~ v < I(m,n) € Z x Z tal que u = v + m + Tn. Seja
T = C/ ~ o espago das classes de equivaléncia por essa relagdo. T pode ser
visualizado pelo paralelogramo no plano complexo determinado pelos segmentos
[0, 1] e [0, 7] com as arestas identificadas, como na Figura 1.1. A cada ponto
v € C dentro do paralelogramo corresponde um ponto em 7', e cada ponto fora
do paralelogramo mas que possa ser escrito como v + m + 7n corresponde ao
mesmo ponto em T'. As arestas do paralelogramo representam curvas fechadas
em 7.

Naturalmente T' é uma variedade diferencidvel de dimensao 2 e possui uma
métrica riemanniana de curvatura nula induzida pelo plano complexo, por ex-
emplo Sm(7)7t|dz + 7dy|>. Chamaremos de Toro um espago com a mesma
topologia de T, mais especificamente, qualquer variedade riemanniana homeo-
morfa a 7.

Sejam M e N duas variedades com métricas riemannianas gy e gy, respec-
tivamente. Dizemos que (M, gyr) e (IV, gn) sdo conformemente equivalentes se
existe um difeomorfismo f : M — N e uma fungao suave ¢ : M — R tal que
o pull-back f*gn de gy por f é exp(p)gy em M, significando, intuitivamente,
que o angulo entre curvas Cy e Cy em M dado por gps € igual ao angulo dado
por gy entre as curvas f(Cy) e f(Cs) em N.



Figura 1.1: Regiao fundamental para acdo do grupo de translagdes v — u—+m-+
7n no plano. Toro como quociente do plano por essa agao.

Pode ser demonstrado [2] que todo o toro R é conformemente equivalente a
outro toro T, = C/Z @ 7Z definido da maneira acima, como o espago quociente
do plano complexo pela acao do grupo {m + ™n|m,n € Z}, onde 7 € H = {z €
C|Sm(z) > 0}. O conjunto H é conhecido como espago de Teichmiiller do toro.

Dessa forma, cada classe de equivaléncia conforme de toro com métricas rie-
mannianas esta representada por um elemento do espago de Teichmiiller 7 € H.
Mas essa representacao nao é unica devido ao seguinte teorema cuja demon-
stragdo pode ser vista em [2]:

Teorema: Pra cada dois pontos 7,7/ € H os dois toros T e T, serao
conformemente equivalentes se e somente se existem inteiros a, b, ¢ e d, com
ad—bc=1e

at +b
= p— (1.4)

Denomina-se,

PSL(2,7Z) = {’)/(T) = %\a,b, c,d € Z,ad — bc = 1}

mais conhecido como grupo modular, que é um grupo discreto de isometrias
do espacgo hiperbdlico e age sobre H através de 1.4. Segue que o conjunto M
de todas as classes de equivaléncia conforme de toros é identificado como o
quociente

M ~H/PSL(2,7)

M é o chamado espaco de médulos do toro (o espago de todas as classes
de equivaléncia de métricas pela acao de difeomorfismos que preservam a ori-
entagdo). Devido & relagdo acima, M pode ser visualizado através da regido
fundamental para a agdo de PSL(2,Z) em H, fazendo as identificagoes z — z+1
e z +— —1/z como na figura (1.2). Cada médulo 7 nessa regido representa uma
estrutura riemanniana distinta.
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Figura 1.2: Regiao fundamental para a agao do grupo PSL(2,Z) em H.

1.4 Objetivos

Chamamos de N o conjunto minimo de varidveis (no sentido de nao existir
redundéancia) que descrevam a estrutura do espago-tempo M, cuja dindmica é
consistente com a Relatividade Geral. O candidato usual para tal conjunto é
M, o espaco de médulos (apresentado para o toro na segao 1.3) de hipersu-
perficies espaciais de M e assim é trabalhado na linha de pesquisa de gravitagao
quantica. Isso se deve ao fato de que difeomorfismos do espago-tempo signifi-
cam meramente mudangas de coordenadas, nao representando espagos fisicos
diferentes. Dessa forma, ao invés de se lidar com o espago das métricas como
sendo o espaco de variaveis fisicas, se utiliza o quociente desse espago pela agao
de difeomorfismos. No caso do toro, vimos acima que esse espago tem dimensao
2, o que auxilia enormemente o desenvolvimento das contas para descricao da
dindmica classica e a posterior quantizagao, como sera discutido nos préximos
capitulos.

Neste trabalho estudamos o caso no qual o espago-tempo possui topologia
[0,1] x T, com T, o toro. Seguindo o trabalho feito no caso geral por Carlip
[1], Moncrief [13], entre outros, desenvolvemos a versdo hamiltoniana da teoria
da Relatividade Geral e resolvemos equagoes de vinculos que aparecem nat-
uralmente nesse formalismo para obter uma dinamica no espago de mddulos.
Posteriormente analisaremos uma possibilidade de versao quantica do sistema
assim obtido.



Capitulo 2
Dinamica Classica

A teoria da Relatividade Geral, brevemente introduzida no capitulo anterior,
nao estd ali descrita como um sistema hamiltoniano. Historicamente, a primeira
quantizacao definida, a quantizagao candnica, era obtida a partir da formulagao
hamiltoniana da mecanica classica. Seguimos, nesse capitulo o procedimento
usual [3] [9] [10] de escrever a Relatividade Geral em sua versao hamiltoniana,
devido, em sua forma original, a Arnowitt, Deser e Misner, motivo pelo qual foi
adotado o nome de formalismo ADM.

2.1 Formulacao Hamiltoniana da Relatividade
Geral

A principal caracteristica que distingue a teoria da Relatividade Geral é que
ela independe de uma escolha particular de tempo que seja parametro para a
evolugao de quaisquer quantidades. Para realizar sua formulagao hamiltoniana
precisamos ver as equagoes de Einstein como um sistema dinamico.

Uma possibilidade, comumente adotada na literatura, é tomar uma folheagao
do espaco-tempo (M, g,,,) por uma familia de hipersuperficies bidimensionais >,
com parametro t : M — R, uma funcao diferencidvel sobre M, tal que a métrica
induzida em cada X; é riemanniana, isto é, positivo-definida. A existéncia de tal
folheagdo no caso geral exige, naturalmente, hipdteses sobre (M, g,.,) (a saber
hiperbolicidade global é condigao suficiente), mas aqui usaremos do teorema de
Mess, apresentado em 1.2, que j& garante a estrutura ¥ x [0, 1] para M.

Seja 77 um campo de vetores unitario normal as hipersuperficies 3; e n seu
dual, n(7) = —1. A métrica espacial induzida em cada ¥; é dada por

h=g+n®n

Denotando suas componentes por hy,,, observamos que hj, representa a projegao
no espaco tangente a ;. Para verificar isso, decompomos um vetor v € T, M,
com p € ¥, em parte tangente e parte normal a ¥;. Em componentes v¥ =
vin’ + vﬁ’, onde nyvl’" =0e v, = —nyuv”. Segue que

ha¥ = (gh +nynt )’ =o' —v nt = v"l‘



Seja ¢ o campo de vetores tal que Vt(g ) = 1. Podemos interpretar esse campo
como representando o fluxo do tempo t através do espaco-tempo. Decompomos
{ em uma parte normal e parte tangente a cada ¥, fazendo ¢ = Nii+N. Ou seja,
chamando t e N* as componentes de ¢ e N em algum sistema de coordenadas,
definimos:

N = —g(t,71) = n(t)
N# = Bttt

N mede a taxa de passagem de tempo proprio em relagao a t, para uma trajetoria
normal as ¥;. Podemos escrever,
1 -

=_ LN
ii = (- ¥)

e a inversa da métrica fica dada por
g" = B —nfn¥ = B — N72(t* — N*)(t" — N")

Assim vemos que, dada uma folheacdo de M, para cada ¢t o conjunto de
valores (h*”, N, N") determina g"”, o que sugere que escolhamos esse con-
junto de parametros como variaveis da teoria de campos correspondente. Para
obter a densidade lagrangiana L = /—g(R — 2A) em termos desses valores,
primeiramente definimos o tensor curvatura extrinseca das hipersuperficies ¥,
pela projecao da derivada covariante aplicada em n:

K, = hVon,

Seja 2V a derivada covariante associada & métrica hyu, isto é, a tinica tal
que (2)V(,hw, = 0. Da definigao de tensor de Riemann temos para a curvatura
de ¥, dado um vetor arbitrario v no espago tangente a >;

(Z)RZUVUV — _(Q)Vl(f)vgvﬂ +(2) VSZ)VMUP

Vale também que PV 08 = hﬁhg @)IV,v7, ou seja, PV é a projecio de V
ao espago tangente a ;. Dal que,

AOVDV,0r = WAV, (RIS V 50%)

n'toc'n
= WRER)V Vg™ + hPng K,sh2V gv® + bl K shfnPV gv*

O ultimo termo é antissimétrico em p e o pois envolve h‘f,K,“; = K0, logo
serd eliminado no calculo de (Q)wa,,. Observemos ainda que

noh2V sv® = hPV 5(nav®) — hv®Vgn, = —Kyav®
pois n,v® = 0. Logo teremos:

(Q)Rp = —h; hﬁhV (V’Yvﬁ - Vﬁv"/)va + (KSKUQ - KgKua)va

nov a'lolly

= (WOhERI SR gs + KA K gy — KEK 0"

a'loltpltytly

De onde sai, denotando K = K} que

@R, =hhThS

a'’u'v

Rys + KLK,, — KK,,



ou, reescrevendo,
@R = (¢" + n'n" )R, = hgh“R%a + K"K, — K*
onde o primeiro termo no lado direito da equacao é dado por
5y 5,y B\ pa Y, 0
(¢°7 +n°n")(gap + nan”) Sps = R+ 2R sn'n
Mas o segundo termo do lado direito podemos expressar como
nRY 0’ = —n(V,V, = V.V, )n"
= V,(n'V,nt) =V, (n'V,n") — V,n V' + (V,n7)?
= V'V nH) =V, (n'V,nt) + K? — K, K"
que nos da, substituindo na equacgao anterior, a expressao para a curvatura
R=% R - K? 4 K,,K" 4+ V,(n"V,n") — V,(n'V, n")

Agora podemos expressar a densidade Lagrangiana em termos de (hy,,, N, N*)
e suas derivadas, observando que /—¢ = NV/h e que as curvaturas extrinsecas
sao dadas por

_ 1 (O 9 @)
KW_2N< 2 ,N, -2 U,N,

Dai que
Eg _ N\/E ((Q)R _ K2 + KWKW + V#(Tﬂvyn“) _ Vﬁy(nﬂyvlm“) — 2A)

A passagem de uma teoria de campos lagrangiana para hamiltoniana, dada
uma folheacao de um espago-tempo M ocorre naturalmente da seguinte forma
geral.

Um funcional H|[g, 7] definido no fibrado cotangente ao espago dos campos
tensoriais ao qual ¢ pertence, serd chamado Hamiltoniano, caso a equacao de
campo 1.3 seja equivalente as equagoes

o
¢ = o

0H
Po= 2.1
P= % (21)

que s@o as equagoes de Hamilton. Uma maneira de obter tal funcional é
definindo

My
_

Caso seja possivel resolver a equacao acima para ¢ em funcao de q e m,
definimos

H(g,7)=7m¢— L

10



e fazemos H = th ‘H. Para ver a equivaléncia entre as equagoes de Hamilton

e 1.3, definamos
J= /Hdt: /dt H
3¢

Y- faf [t

Mas também vale que J = —S + [ dt fEt g, logo

:/dt/zt[—fréq—i—qdw]— a5

Fazendo dS/d\ = 0, obtemos as equagbes desejadas.
No caso da densidade Lagrangiana da Relatividade Geral, definimos

0Lg
Ohyu
que sao os momenta canonicamente conjugados aos h,,. Como Lg nao

depende das derivadas de N e N, seus momenta conjugados sao iguais a zero.
Invertendo 2.2 obtemos:

De onde temos

T =

= Vh(K"™ — Kh') (2.2)

W _ i T _ p
KM = \/E( h* 1) (2.3)

que, substituindo na expressao para Lg nos da
Hg = 7"h,, —Lg
1
= —h'2NAR 4 Np1/2 {WWWW - 27{4’} + 27 DY, N,
1
= hl/? {N [—(Z)R +h T, — 2h_17r2] — 2N, [(Q)Vy(h_lﬂﬂ"“’)}
+229, (12N, w4 }
Utilizando essa densidade, a acao fica, a menos de termos de bordo
/dt/ (nWh,'w —h1/2{ { AR 4 h iy, h }
b
—2N, [(Q)Vy(hfl/%r‘“’)] }) dxt A dx? (2.4)
As derivadas de S com respeito a N e N,, levam, respectivamente, as
equagoes:
2) “1_uw L1 o
—*R+h""7H Wﬂy—ih ™ =0 (2.5)

AV, (h=12xm)y =0 (2.6)

11



Como analisado em [3], o primeiro vinculo estd relacionado com o fato de que
folheamos M. O segundo tem a ver com a condigao de que h,, seja invariante
por difeomorfismo, o que sugere que se tome como espago de configuracoes o
espaco das classes de equivaléncia por difeomorfismo da métrica induzida h,,,
que é o que faremos na proxima secao.

2.2 Espaco de Fases Reduzido

Seguimos aqui o caminho de Moncrief [13], para a passagem ao espago de fases
reduzido. Utilizaremos também, como discutido na se¢ao 1.3, o fato de que toda
a métrica h;; no toro é conforme a uma métrica de curvatura nula hy; = e**h;;,
que pertence a uma classe de equivaléncia Bij (7)) no espago de médulos. Aqui,
como em 1.3, 7,, a = 1,2 sao coordenadas que parametrizam o espaco de
médulos (através do médulo 7 = 71 + i1a).

Também ¢é possivel decompor os momenta conjugado [8] na forma

- 1. — . oL
7 =2 pY + ih”ﬂ- + \/thhf’“(kal + ViV — hgh™"V,,Y,) (2.7)

onde Y* é um campo de vetores, nao unicamente determinado pela decom-
posicao, e p* tem trago nulo com respeito a h;j, isto é

higp =0
e também vale V,;pJ = 0.

Com essa decomposigao, os vinculos 2.5 e 2.6 ficam, respectivamente:

1 — —
0 = ———e 2722 1 2VRAN+ 2V RA

2V'h
1 I — _ oL
+7€_2>‘hikhﬂ(p” N RRRIN (VY 4 Vi Yim — BBV, Y)) X
h
KRRk RL (% = _ 7 jtug
x(p™ + VARPRY(V,Y, + VY, — hpgh' V. Y,))
(2.8)

— 1 oy~
VIR ;Y + e Vi(e ) = 0 (2.9)

Andersson, Moncrief e Tromba mostraram [12] que, para 2 + 1 dimensdes,
existe uma funcao tempo 7' : M — R, como descrito na secao anterior, tal que
cada superficie espacial possui curvatura extrinseca constante K = h**K,, =
—T. Substituindo em 2.3 obtemos T = h~1/2¢=2 7, que implica, junto de 2.9
e 2.7 que

i — e—2X {pij + ;Bijﬂ]

ou seja, os momenta ficam determinados pela sua parte com traco nulo p*.
Definindo

p*(T)= [ da' Ada?p? Lahij

Xr Ta
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podemos reescrever a agao 2.4 na forma

s= [ar{ - i)

tornando-se uma ag¢ao no espago de fases reduzido - o espaco cotangente ao
espaco de médulos. Além disso, a equagdo 2.8 se torna uma equagdo para o
fator A:

V32N — %(T2 —4MN)e* + % [ﬁil]}ij(Ta)ﬁkl(Ta)pik(pa)pjl(pa) e (2.10)

Que deve ser resolvida para que se possa determinar o hamiltoniano no
espaco de fases reduzido

Hr(ﬂp,T):/ dzt A dz?V he2A TP T) (2.11)
7

2.3 Evolucao temporal

Como em 1.3, tomaremos no toro a métrica plana ilij induzida pelo plano com-
plexo 7p|dx + 7dy|?, de forma que o paralelogramo na figura 1.1 tenha 4rea 1.
Ela pode ser representada matricialmente por

7_—1 1 T1
2 ) |7_|2

_ E uma possivel parametrizagao de p¥ tal que estejam satisfeitas a condicdo
hijp*” = 0 e também a definicao de p“ seria

1 (8 = 73)p? —2mimap’ mop' — Tip?
2 Tapt — T1p? p’

Como apresentado por Moncrief em [13], toda a métrica no toro é global-
mente conforme a uma métrica de curvatura constante, o que implica que a
equagao 2.10 se reduz a

2 ~

DN

SR S—
T2 — 4A

que equivale, utilizando os parametros 7, e p%, a

ij /lezpikpjl

1 1/2
2 2 2
e = ————T +
T2 A 2 [p1 p2]
e, portanto
Hy= — 1, [p? +p3) (2.12)
VG T

Para resolver a dinamica agora, fazemos ainda a mudanca de parametros
dt 1

T=¢e +Ae7t, —=—o——

dl' /T2 — 4\
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que implica, pelas equagoes de Hamilton 2.1, em

dri  (dt\ tdn  (dt\VdH, 5, g1
a (dT) ar = \ar) ap el e
drs dt\ ' dH, ~1/2

o (d_T> _dp2 =T2 [p% +p§] P’

dpy _ (dt\T'dH, _

a— \dT') dr'

dpo 1/2

e [P} + p3]

Com a solugao geral, facilmente verificavel:

71 = [+ atanh(t — o)
T2 = asech(t —tp)

p1 = constante

p? = —p'sinh(t —to)

onde tg,a, 3,p' sdo constantes de integracdo. Verifica-se também que as
trajetorias satisfazem a equagao de circulo no plano complexo:
(n— B + 7 = a2

que sdo geodésicas no plano hiperbélico (o conjunto H = {z € C|Sm(z) > 0}
2 2
munido da métrica ds? = dxy;zdy) [6]. Fig 2.1.

Figura 2.1: Geodésica do plano hiperbdlico e sua representagao em uma regiao
fundamental para acdo do grupo modular.
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Capitulo 3
Dinamica Quantica

Como discutido nos capitulos anteriores, a Relatividade Geral trata-se de uma
teoria de campos, pois a sua varidavel natural é a métrica do espago tempo, ou
alternativamente a métrica das superficies espaciais de uma folheacao, que é um
campo tensorial. Desta forma, no caso geral, é dificil que se consiga desvincular
possiveis modelos de gravitagao quantica de uma teoria quantica de campos que
os descreva.

No modelo apresentado no capitulo anterior, para a gravitacao em 2 + 1
dimensoes, considerando o modelo particular onde as superficies espaciais sao
Tori e o espago-tempo tem topologia [0,1] x T, reduzimos a dinamica a um
espaco bidimensional, o espaco de médulos. Dessa forma surge a possibilidade
natural de se tentar descrever a dindmica quantica a partir das varidveis do
espaco de fases reduzido, o que, se possivel, forneceria uma alternativa para
teorias de campo quénticos, conhecidas por singularidades e problemas em sua
construgao (incluindo em particular o caso da gravitagdo quéantica)

Neste capitulo serd feita uma breve retomada da formulagao candnica da
mecanica quantica, como em [14], e posterior descri¢do da dindmica a partir do
hamiltoniano H, do espaco de fases reduzido 2.12.

3.1 Sistemas quanticos

Um sistema, por exemplo uma particula se movendo no R”, com dindmica a ser
descrita pela mecanica quantica consistird de um espago vetorial complexo de
Hilbert (usualmente o espaco das fungdes médulo quadrado integraveis L?(R™))
e de operadores auto-adjuntos que representam os observaveis do sistema. O
estado do sistema poderd ser expresso como combinacao dos autovetores de dado
observavel.

Em particular a dindmica serd determinada por um operador auto-adjunto
que represente a energia do sistema, o operador hamiltoniano H , via equacao
de Schrodinger:

0y -
i % Hq

Dada uma teoria cldssica, descrita em termos de um hamiltoniano H(q', Dj)
(fungéo) o problema de se achar um operador H tal que o limite classico da teoria
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quantica obtida seja essa teoria classica, é chamado o problema da quantizagao.
No geral, é possivel que nao exista uma solugao, ou que nao seja tnica. A saida
usual, amplamente sugerida pelo sucesso de teorias quanticas assim obtidas para
diversos sistemas, é definir o operador H(¢’, p;), com mesma dependéncia em G
e p; que H(q",p;), sendo os operadores ¢' multiplicativos e p; diferenciais, isto
é

g =q'v
0
by = iz

3.2 O Laplaciano de Maass
Seguindo os resultados obtidos para a dinamica no espago de médulos no capitulo

2 e procedendo como descrito na segao anterior, definimos os operadores sobre
L*(H),

oD
pe= O0Tq,
e a partir do hamiltoniano 2.12, escrevemos a equacao de Schrodinger
AU(rt) 8?2 92 \'?
) AL/2 — 4~ 1
! ot V(rt) =7 ott + T3 v (3.1)

Onde A é o Laplaciano associado & métrica hiperbdlica em H, conhecido
como Laplaciano de Maass de peso zero. E sabido [1] que A é auto-adjunto,
com autovalores positivos. O operador A e suas autofuncoes, chamadas de
formas de Maass, sao invariantes pela agao do grupo modular, descrito na segao
1.3 o que é consistente com sua aplicagao no espago de médulos.

Um estado ¢(7) deve ser invariante pela acdo do grupo modular para estar
bem definido no espago de médulos, isto é ¥(y(7)) = ¥(r), Vy € PSL(2,Z).
Caso satisfaga essa condi¢ao podera ser expandida como

$(r) =S e (r)

onde ¢, (7) s@o as formas de Maass,

A()OV (T) = AI/ Pv (T)

Como os autovalores sao positivos, podemos definir a acdo de A2 em 1
através da expressao

AV2p(r) =Y e\ 0, (7) (3.2)

de forma que a solucao de 3.1 fica dada por
_ial/2
b(rt) = 3 e, g, (1) (3.3)

Uma solugdo bem definida no espaco de médulos, logo podendo descrever a
dindmica quéantica do médulo 7 em funcao do tempo.
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Capitulo 4

Analise e perspectivas

O método apresentado nas tultimas paginas permitiu a determinagao de uma
dindmica no espago de moédulos coerente com a descricao quéantica que de-
sejavamos e em particular representa certa aplicabilidade da postura conhecida
como “constrain then quantize”, que significa resolver as equagoes de vinculo
do formalismo hamiltoniano e depois obter a mecanica quantica a partir da
dinamica resultante. Essa metodologia é apenas uma das diversas empregadas
na linha de pesquisa em gravitacao quantica, se opondo ao método de quan-
tizacao de Dirac, por exemplo, “quantize, then constrain ”, que se baseia em
representar os momenta conjugado 7% como operadores diferenciais sobre algum
espaco de Hilbert e depois impor os vinculos a partir de regras de comutagao
[10].

O procedimento demonstra também a possibilidade de se trabalhar com os
graus de liberdade globais da relatividade na quantizacao. Em 2 + 1 dimensoes,
nao aparecem ondas gravitacionais, logo graus de liberdade locais referentes a
métrica ndo estdo presentes [1]. Essa caracteristica pode ser vista como argu-
mentagao para se opor a possivel hipétese de que a gravitagao quantica deva se
basear estritamente em particulas referentes aos quanta de ondas gravitacionais.

Apesar disso, devido as imposicoes e escolhas feitas, o0 maximo que se pode
dizer sobre o caminho seguido é que se trata de meramente uma face de alguma
potencial teoria quantica consistente ainda a aparecer. A comecar na definicdo
da acdo do operador A'/2 na qual fizemos a escolha da raiz positiva dos auto-
valores, sendo que nao tem algum motivo pra se escolher, na teoria quantica,
ou um ou outro sinal.

O problema maior, entretanto, tem a ver com a escolha da folheagao por
curvatura extrinseca constante, que foi o caminho tomado para chegar no espaco
de parametros bidimensional. Primeiramente, essa escolha se opoe ao principal
ganho conceitual introduzido pela Relatividade, que seria a independéncia que
a teoria possui da escolha de um referencial particular, de um tempo especifico
sobre o espago-tempo. Além disso, apesar das descricoes classicas a partir de
diferentes escolhas de folheagao serem equivalentes, tal equivaléncia nao deve se
manter na teoria quantica obtida. Por tltimo, o hamiltoniano que descreve a
dinamica classica depende da curvatura extrinseca, se tornando dependente do
tempo nessa descrigao e sugerindo o acréscimo de mais uma varidvel candnica
para o desenvolvimento da dinamica.

Uma alternativa, ainda sendo estudada pelo autor, se baseia em manter a
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descricao da folheag@ao sem uma escolha particular de funcao tempo e deixar a
dindmica determinar o médulo e o fator conforme juntamente. Isso parece ser
possivel de acordo com a formulagdo desenvolvida por Fischer e Marsden [9],
[7] na qual se trabalha com as equagbes de Lagrange referentes as equagoes
de Hamilton obtidas pelo formalismo ADM. Nessa versao permanecem trés
parametros para a métrica, logo seis graus de liberdade. A projecao do movi-
mento em duas varidveis (no espaco de médulos) deve reproduzir as geodésicas
obtidas neste trabalho. Essa mesma metodologia pode ser estendida, em principio,
para o caso de superficies com genos maior que um, como o bitoro. A andlise
desses casos faz parte das perspectivas de trabalho futuro.
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