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Resumo

Neste trabalho estudaremos alguns resultados propostos por Eric Toubiana em suas

notas “Note sur les variétes homogènes de dimension 3” [Tou07]. Apresentamos a

classificação das variedades homogêneas simplesmente conexas tridimensionais pela

dimensão do grupo de isotropia. Quando o grupo de isotropia tem dimensão 1, esses

espaços são chamados de E3(κ, τ). Nos espaços E3(κ, τ), vamos calcular a curvatura

seccional e encontrar as isometrias E3(κ, τ).

Palavras-chave: 3-variedades homogêneas, classificação, isometrias, campo de Kil-

ling, curvatura seccional.



Abstract

In this work, we will study some results proposed by Eric Toubiana in his notes “Note

sur les variétes homogènes de dimension 3” [Tou07]. We present the classification of

simply connected homogeneous manifolds of dimension three dimensions by the size of

the isotropy group. When the isotropy group has dimension 1, these spaces are called

E3(κ, τ). In the spaces E3(κ, τ), we will calculate the sectional curvature and find the

isometries E3(κ, τ).

Keywords: homogeneous 3-manifolds, classification, isometries, Killing fields, sectio-

nal curvature.
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1.3.1 Variedades homogêneas tridimensionais . . . . . . . . . . . . . . 9
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INTRODUÇÃO

Esta dissertação teve como base as notas de Eric Toubiana “Note sur les Vari-

etes Homogenes de Dimension 3” [Tou07]. As variedades homogêneas tridimensionais

e simplesmente conexas estão todas classificadas. Essas variedades têm grupo de iso-

metrias de dimensão seis, quatro ou três. No caso em que a dimensão do grupo de

isometria é quatro, essas variedades são chamadas de espaços E3(κ, τ). Tais variedades

são fibrações sobre uma forma espacial bidimensional. As fibras são geodésicas e existe

uma famı́lia a um parâmetro de translações ao longo das fibras, geradas por um campo

de Killing unitário, também chamado de campo vertical. Os E3(κ, τ) são classificados,

a menos de isometrias, pela curvatura κ da superf́ıcie base da fibração e a curvatura

do fibrado τ , onde κ e τ são números reais satisfazendo κ − 4τ 2 6= 0. O principal ob-

jetivo do trabalho é encontrar as isometrias dos E3(κ, τ). Além disso, também vamos

fazer a classificação e encontrar as curvaturas seccionais. Nesse trabalho vamos admi-

tir que o leitor tenha conhecimentos básicos de Topologia, Variedades Diferenciáveis e

Geometria Riemanniana. Os caṕıtulos foram organizados da seguinte forma:

O caṕıtulo 1 é uma preliminar, onde vamos listar resultados importantes para

a sequência do trabalho. Na primeira seção, iniciaremos com a definição de um grupo

de Lie, e depois vamos revisar alguns tópicos de Submersões Riemannianas e Espaços

Homogêneos.

No capitulo 2, discutiremos mais a fundo os espaços E3(κ, τ), incluindo a sua

estrutura métrica e curvaturas seccionais.

Por fim, no caṕıtulo 3 vamos mostrar como obter as isometrias dos Espaços

E3(κ, τ), a partir da separação em dois casos: primeiro pra os espaços em que τ 6= 0 e

depois para τ = 0.



1 Preliminares

Neste primeiro caṕıtulo, daremos algumas noções e resultados de Grupos de Lie,

Fibrações, Submersões Riemannianas e Variedades Riemannianas homogêneas que são

importantes para seguimento do trabalho. Vamos admitir que o leitor tenha algum

conhecimento de topologia, variedades diferenciáveis e de geometria Riemanniana.

1.1 Grupos de Lie

Um Grupo de Lie é uma variedade diferenciável que admite uma estrutura de

grupo, em que as operações multiplicação e inversão são diferenciáveis.‡

Definição 1.1.1 (Grupo de Lie). Um grupo de Lie G é uma variedade diferenciável

munida de uma estrutura de grupo de modo que as aplicações

G× G→ G G→ G

(g, h) 7→ g · h g 7→ g−1

sejam diferenciáveis.

A seguir vamos adotar a convenção da justaposição g · h = gh da operação

do grupo no grupo de Lie, exceto em certos grupos abelianos aditivos, como Rn. É

tradicional denotar o elemento de identidade de um grupo de Lie arbitrário pelo śımbolo

e, e seguimos esta convenção, exceto em exemplos espećıficos em que há notações mais

comuns (como 1n para a matriz identidade em um grupo de matrizes, ou 0 = (0, . . . , 0)

para o elemento identidade em Rn). Por simplicidade, vamos nos referir aos grupos

apenas por G ao invés de (G, ∗), isso quando os grupos forem bastante conhecidos e

não acarretarem ambiguidade da operação ∗.

Exemplo 1.1.2. O conjunto dos números reais R é uma variedade suave unidimen-

sional e também um grupo comutativo com respeito a adição. Note dado a, b ∈ R, as

operações (a, b) 7→ a + b e a 7→ −a são suaves. Logo R é um grupo de Lie. Ana-

logamente Rn e Cn também são grupos de Lie comutativos. Na verdade todo espaço

‡A menos que indicado de outra forma, quando expressamos que algo é diferenciável, o conside-
raremos como sendo de classe C∞.
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vetorial de dimensão finita com sua estrutura de grupo aditivo é um grupo de Lie. Por

exemplo, o conjunto das matrizes de ordem m× n com entradas reais Mat(m× n,R),

é um espaço vetorial com estrutura de grupo aditivo, sendo isomorfo a Rmn.

Exemplo 1.1.3 (Grupo Linear das matrizes inverśıveis reais de ordem n × n). O

grupo GL(n,R) = {A ∈ Mat(n,R) : det(A) 6= 0} é uma variedade diferenciável n2-

dimensional, pois é uma subvariedade aberta de Mat(n,R), GL(n,R) ⊂ Mat(n,R) ∼=
Rn

2
. De fato, se det : Rn

2 → R é a função determinante de uma matriz, então

GL(n,R) = det−1(R − {0}). Assim sendo, como R \ {0} é aberto e o determinante

é uma função cont́ınua, segue que GL(n,R) é um aberto de Rn
2
, e portanto uma subva-

riedade de mesma dimensão que Rn
2
. Agora note que as operações de multiplicação e

inversão abaixo

θ : GL(n,R)× GL(n,R)→ GL(n,R), (A,B) 7→ AB = C ondeCij =
n∑
k=1

AikBkj

e

Θ : GL(n,R)→ GL(n,R), A 7→ A−1 :=
Adj(A)

det(A)

são diferenciáveis. A multiplicação é suave porque as entradas da matriz C = AB são

polinômios nas entradas de A e B, e a inversão é uma aplicação suave, pois as entradas

de A−1 são funções racionais das entradas da matriz A. Logo, GL(n,R) é um grupo de

Lie.

Com o próximo resultado temos uma maneira prática de encontrar um grupo

de Lie.

Teorema 1.1.4 (Teorema do subgrupo fechado de Cartan [Hal15]). Se H é um subgrupo

fechado de um grupo de Lie G, então H é uma subvariedade de G e, consequentemente,

um subgrupo de Lie de G.

Pelo teorema anterior, todo subgrupo fechado de GL(n,K) também é um grupo

de Lie. Disto segue que SL(n,K), O(n,K) e SO(n,K) e suas intersecções são grupos de

Lie para todo n ≥ 1. Assim como o subgrupo fechado Z do grupo aditivo R, sendo um

grupo discreto. Veremos isso a seguir no caso do grupo linear especial SL(n,R).

Exemplo 1.1.5 (O grupo linear especial SL(n,R)). O grupo linear especial SL(n,R) =

{A ∈ GL(n,R) : det(A) = 1} é um grupo de Lie matricial, pois é um subgrupo fechado

GL(n,R). De fato, pois f : GL(n,R) → R∗, onde f(X) = detX é um homomorfismo

de grupos de Lie. Note que SL(n,R) = ker f , sendo o núcleo do homomorfismo e,

consequentemente, um subgrupo mergulhado. Portanto SL(n,R) é um grupo de Lie de

dimensão n2 − 1.
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Para n = 2, podemos escrever SL(2,R) da seguinte forma

SL(2,R) =

{(
a b

c d

)
: a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1

}

SL(2,R) é homeomorfo a R2 × S1 e é um grupo de Lie de dimensão três não

compacto. O quociente SL(2,R)/{12,−12} também é um grupo Lie de matriz, denotado

por PSL(2,R) e chamado de grupo linear especial projetivo, e pode ser identificado

com o grupo das transformações de Mobius do plano complexo com coeficientes reais{
z ∈ C 7→ az+b

cz+d
| ad− bc = 1

}
. O subgrupo {12,−12} ∼= O(1) é normal e discreto.

Assim, tem dimensão zero e, consequentemente, PSL(2,R) também tem dimensão 3.

O recobrimento universal de PSL(2,R) e de SL(2,R) será denotado por ˜SL(2,R), que

é um grupo de Lie de dimensão 3, simplesmente conexo. O ˜SL(2,R) é uma variedade

importante, que será discutida mais adiante.

Exemplo 1.1.6. O grupo Heisenberg Nil3 é um grupo de Lie de dimensão 3, munido

da operação de multiplicação de matrizes

Nil3 =

A ∈ GL(3,R) : A =

1 a c

0 1 b

0 0 1


 .

Como Variedade, Nil3 é difeomorfo ao R3 através da função φ : Nil3 → R3,1 x y

0 1 z

0 0 1

 7→ (x, y, z). Note que essa aplicação é bijetiva e suave, pois como a matriz

tem entradas suaves sua imagem por φ tem entradas suaves. Logo, a aplicação é suave

com inversa suave. Assim, {(Nil3, φ)} é um atlas para Nil3, que define uma estrutura

C∞ em Nil3 tal que φ é um difeomorfismo. Agora note que se

X =

1 a c

0 1 b

0 0 1

 ∈ Nil3 então X−1 =

1 −a ab− c
0 1 −b
0 0 1

 ∈ Nil3.

Além disso, os mapas Φ : Nil3×Nil3 → Nil3 e Ψ : Nil3 → Nil3 dados por Φ(X, Y ) = XY

e Ψ(X) = X−1 são suaves. De fato, φ ◦ Φ ◦ (φ× φ)−1 : R3 × R3 → R3 dada por

φ ◦ Φ ◦ (φ× φ)−1((a, b, c); (d, e, f)) = (a+ d, ae+ c+ f, b+ e) ∈ R3

é C∞. Agora φ ◦ Ψ ◦ φ−1 : R3 → R3 dada por φ ◦ Ψ ◦ φ−1((a, b, c)) = (−a,−b, ab − c)
também é C∞. Logo, Nil3 é um grupo de Lie, matricial que não é abeliano.
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Figura 1.1: Submersão

1.2 Submersão Riemanniana

Nessa seção vamos revisar os conceitos de submersão e de submersão Rieman-

niana. Sejam M
m+n

e Mn variedades diferenciáveis de dimensões m + n e n, respec-

tivamente. Lembre-se que uma aplicação Π : M
m+n → Mn é chamada submersão se

dΠ for sobrejetiva (tiver posto n) e em cada ponto p ∈ M e dΠ têm dimensão n. Um

dos aspectos mais fundamentais das submersões é o fato que para cada p ∈ M, a fibra

Π−1(p) = Fp é uma subvariedade mergulhada de M.

Seja Π : M → M uma submersão. Um vetor é vertical se for tangente a alguma

fibra Fp, p ∈ M. Um vetor ortogonal a uma fibra é horizontal, e um campo horizontal

é constitúıdo por vetores horizontais. Se (M, ḡ) é uma variedade Riemanniana, então

TpM em cada p̄ tem a seguinte decomposição em soma direta:

TpM = (TpM)h ⊕ (TpM)v

onde (TpM)v = ker(dΠ(p)) = TpFp é o espaço vertical e (TpM)h é o complemento

ortogonal do espaço vertical, chamado de espaço horizontal. Logo, todo vetor u ∈
TpM pode ser escrito como

u = uh + uv uh ∈ (TpM)h uv ∈ (TpM)v

Se X é um campo de vetores em M, então existe um único campo de vetores X

em M tal que X ∈ (TpM)h e dΠ(X) = X. Chamamos X o levantamento horizontal de

X. Dizemos que p e p são Π-relacionados assim como X e X, se Π(p) = p e dΠ(X) = X.

Definição 1.2.1 (Submersão Riemanniana). Sejam (M, ḡ), (M, g) variedades Rieman-

nianas. Uma submersão Π : M
m+n → Mn é chamada uma submersão Riemanniana

se para todo p ∈ M a restrição de dΠ a vetores horizontais preservar a métrica, isto é,

se, dΠ|(TpM)h : (TpM)h → TΠ(p)M for uma isometria linear.
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Proposição 1.2.2 ([Hel78]). Uma submersão Riemanniana cujo espaço total uma

variedade Riemanniana completa é uma fibração localmente trivial.

Proposição 1.2.3 ([KN69]). Se G é um grupo de Lie métrico e H um subgrupo fechado

de G. Então existe uma única métrica Riemanniana em G/H (chamada métrica da

submersão), tal que o mapa de projeção π : G→ G/H é um submersão riemanniana.

A seguir vamos apresentar um resultado de submersões Riemanniana que pode

ser encontrado em [O’N66].

Proposição 1.2.4 ([O’N66]). Se Π : M → M é uma submersão Riemanniana e

X, Y, Z campos de vetores em M com levantamentos horizontais X,Y , Z, respectiva-

mente. Então

1. ∇XY = ∇XY + 1
2
[X,Y ]v, onde [X, Y ]v a componente vertical de [X, Y ] e ∇, ∇

a conexão de Levi-Cita em M, e em M, respectivamente.

2. (∇XY )h = ∇XY e, consequentemente, (∇XY )v = 1
2
[X,Y ]v.

3. 〈[X,Y ], Z〉 = 〈[X, Y ], Z〉 e 〈X,Y 〉 = 〈X, Y 〉.

4. [V,X] é vertical e 〈[X,Y ], V 〉 = 2〈∇XY , V 〉, onde V é um campo vertical em M.

5. K(X, Y ) = K(X,Y ) +
3

4
||[X,Y ]v||2, onde K e K denotam a curvatura seccional

de M e M, respectivamente.

6. [X,Y ]h é Π-relacionado com [X, Y ].

Definição 1.2.5 (Levantamento e Levantamento Horizontal de Curvas). Seja c :

[a, b] → B uma curva suave por partes. Uma curva c : [a, b] → M é um levanta-

mento de c passando por p ∈ Π−1(c(a)) quando Π ◦ c = c e c(a) = p. E se, além disto,

c é uma curva horizontal (i.e., se c′(t) ∈ (Tc(t)M)h para todo t ∈ [a, b]), dizemos que c

é o levantamento horizontal de c partindo de p.

Observe que se Π : M → M é uma submersão Riemanniana, c[a, b] → M é uma

curva suave e c é um levantamento horizontal de c, então pela Proposição 1.2.4 Item 1

temos

∇γ′γ
′ = ∇γ′γ′ +

1

2
[γ′, γ′]v = ∇γ′γ′

Em particular, fica demonstrada a seguinte proposição:

Proposição 1.2.6 ([CE75]). Se Π : M→ Σ é uma submersão riemanniana, γ : [0, 1]→
Σ e γ : [0, 1]→ M um levantamento horizontal de γ. Então γ é geodésica se, e somente

se, γ for.

Vamos agora definir a submersão de Killing. Tal submersão é importante pelo

fato que os espaços homogêneos com grupo de isometria de dimensão quatro são um

caso particular das submersões de Killing.
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Definição 1.2.7 (Submersão de Killing [HR10]). Uma submersão riemanniana Π :

(M3, g)→ (M2, h) tal que:

1. cada fibra é uma geodésica completa,

2. as fibras são curvas integrais de um campo vetorial unitário Killing em M3

será chamada de submersão do Killing.

Se V é um campo vertical de Kiling então ∇V V = 0 e isso implica que as fibras

da submersão são geodésicas de M3, que serão chamadas de geodésicas verticais.

Definição 1.2.8 (Isomorfismo). Sejam Π : M3 → M2 e Π′ : M′3 → M′2 duas submersões

Killing. Um isomorfismo de submersões Killing de Π para Π′ é um par (f, h),

onde h : M2 → M′2 é uma isometria e f : M3 → M′3 é uma isometria, de modo que

Π′ ◦ f = h ◦ Π.

M3 M′3

M2 M′2

f

Π Π′

h

Observe que se (f, h) é um isomorfismo de submersões Killing, então f mapeia

as fibras de M3 em fibras de M′3 e, se considerarmos um campo vetorial Killing vertical

unitário V em M3, então dpf(V ) também é um campo vetorial Killing vertical unitário

em M′3.

1.3 Espaços homogêneos e variedades homogêneas

Nesta seção vamos descrever um novo tipo de variedades de maneiras simples

e elegantes. Dado um grupo de Lie G e um subgrupo fechado K, é posśıvel construir

uma variedade diferenciável no conjunto G/K = {gK : g ∈ G} de todos as classes

laterias à esquerda de K em G. Além disso, veremos que o grupo G age de maneira

natural e transitiva em G/K. Uma variedade com essa ação será chamada de variedade

homogênea.

Definição 1.3.1. Um espaço homogêneo é um espaço topológico X com uma ação

transitiva de um grupo topológico† G. Se X for uma variedade diferenciável e G for um

grupo de Lie, então X é chamada de variedade homogênea.

Os próximos resultados são importantes para o desenvolvimento do trabalho e

podem ser encontrada em [Lee13]. Muitas vezes os espaços homogêneos não são grupos

de Lie, mas são difeomorfos a quocientes de grupos de Lie.

†Um grupo topológico é um espaço topológico que também é grupo, onde as operação do grupo e
a inversão são continuas.
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Teorema 1.3.2 (Teorema da construção do espaço homogêneo [Lee13]). Seja G um

grupo de Lie e seja H um subgrupo fechado de G. O espaço G/H é uma variedade

topológica de dimensão igual a dimG− dimH e tem uma estrutura suave única tal que

o mapa de quociente π : G → G/H é uma submersão suave. A ação à esquerda de G

em G/H, torna G/H um espaço homogêneo.

Teorema 1.3.3 (Teorema da Caracterização do Espaço Homogêneo[Lee13]). Seja G

um grupo de Lie que age transitivamente sobre um espaço homogêneo M e seja p qual-

quer ponto de M. O grupo de isotropia Gp é um subgrupo fechado de G, e a aplicação

F : G/Gp → M definido por F (gGp) = g · p é um difeomorfismo.

Com esses resultados podemos construir espaços homogêneos e caracterizá-los

em termos de grupos de Lie que atuam sore M. Também podemos saber mais in-

formações sobre o próprio grupo G que atua transitivamente sobre M.

Proposição 1.3.4 ([War83][GJ10]). Se M é uma variedade homogênea simplesmente

conexa com uma ação transitiva de um grupo de Lie G, então G0, a componente conexa

da identidade de G, age transitivamente em M.

O resultado anterior é importante, pois muitas vezes teremos que trabalhar

com a componente conexa de G, pois não estamos supondo que G seja conexo. A

seguir vamos definir variedade Riemanniana homogênea que são variedades completas

conforme [DC15].

Definição 1.3.5. Uma variedade Riemanniana (M, g) é dita homogênea se dados p, q ∈
M existe uma isometria ϕ ∈ Isom(M, g) que leva p em q, isto é, ϕ(p) = q.

Qualquer grupo de Lie métrico M = (G, 〈, 〉) é uma variedade homogênea: se

x, y ∈ M são dois dados elementos, a aplicação Lyx−1 é uma isometria de M que leva x

em y.

A seguir vamos enunciar um teorema clássico que afirma que o grupo de isome-

tria de uma variedade homogênea Riemanniana é um grupo de Lie.

Proposição 1.3.6 (2º Teorema de Myers-Steenrod [MS39]). O grupo de isometrias G

de uma variedade Riemanniana (M, g) é um grupo de Lie de dimensão finita. Além

disso, Isom(M, g) é compacto se M for compacta.

Conforme [KN69] a dimensão máxima do grupo de isometria de uma variedade

Riemanniana homogênea simplesmente M é dim Isom(M, g) = n(n+ 1)/2. Nesse caso a

variedade M é um espaço forma de curvatura constante.

Proposição 1.3.7 ([GJ10]). Se M é homogênea, os grupos de isotropia são todos con-

jugados e isomorfos.
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Demonstração. De fato, sejam x, y ∈ M. Então, existe g ∈ G = Isom(M), tal que y = gx.

Sejam Isomx(M) = Gx e Isom(M)y = Gy, a seguir mostremos que Gy = gGxg
−1. De fato,

se h ∈ Gx temos

ghg−1(y) = ghg−1g(x) = gh(x) = g(x) = y,

assim, gGxg
−1 ⊆ Gy. Revertendo e com os mesmo argumentos mostramos que gGyg

−1 ⊆
Gx ou Gy ⊆ gGxg

−1. Agora, defina φh : Gx → Gy por φh(g) = hgh−1. Note que φh é um

homomorfismo diferenciável, i.e, (homomorfismo de grupos de Lie) e, analogamente,

ψh(g) := h−1gh é um homomorfismo diferenciável e também é a aplicação inversa de

φh. Portanto, Gx é isomorfo à Gy.

Teorema 1.3.8 ([KN69]). Seja (M, g) uma variedade homogênea. Para um ponto p, o

grupo de isotropia de M é isomorfo a um subgrupo de O(n), onde n = dim(M).

Demonstração. Para uma isometria ϕ ∈ Isomp(M), o mapa diferencial dϕ : TpM→ TpM

deve satisfazer g(X, Y )p = g(dϕX, dϕY )p e é, portanto, uma transformação ortogonal.

O mapa ϕ 7→ d(ϕp) é uma imersão suave (representação de isotropia em p) de Isomp(M)

em O(n).

Uma importante consequência do Teorema 1.3.8 é o seguinte resultado, que

afirma que o grupo de isotropia de qualquer ponto de uma variedade homogênea é

compacto.

Corolário 1.3.8.1 ([KN69]). Seja (M, g) uma variedade homogênea. Para um ponto

p, o grupo de isotropia Isomp(M) é compacto.

1.3.1 Variedades homogêneas tridimensionais

Nessa seção, vamos estudar variedades homogêneas tridimensionais. Primeira-

mente, observamos que, em dimensão dois, a classificação das variedades homogêneas

simplesmente conexas é bem conhecida. Uma variedade homogênea Riemanniana M2

possui curvatura de Gauss constante. Portanto, existem apenas três tipos de varie-

dades homogêneas simplesmente conexas: espaço euclidiano R2, esferas de curvatura

seccional constante S2(κ) e espaços hiperbólicos H2(κ). A prova dessa classificação

pode ser encontrada em [Thu97] e [Sco83].

As variedades riemannianas homogêneas tridimensionais simplesmente conexas

têm um grupo isometria com dimensão 6, 4 ou 3. A lista completa desses espaços é a

seguinte:[FM10]

• Os espaços com o grupo de isometria 6-dimensional são os espaços-forma: o

espaço euclidiano R3, o espaço hiperbólico H3(κ) e a esfera padrão S3(κ). Para

simplificar, assumiremos que κ = ±1 e escreveremos H3 = H3(−1) e S3 = S3(1).
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• Os espaços E3(κ, τ) com o grupo de isometria de dimensão 4 são fibrações sobre

os espaços-forma de espaço dimensão 2. São os espaços produto H2×R e S2×R,

as esferas de Berger, o espaço de Heisenberg Nil3 e a cobertura universal do grupo

Lie PSL(2,R).

• Os espaços com grupo de isometria tridimensional são uma certa classe de grupos

de Lie dotado de uma métrica invariante esquerda; entre eles citamos especial-

mente o espaço Sol3. O espaço Sol3 (que é a única geometria de Thurston com

grupo de isometrias tridimensional, veja [Thu97]) é um grupo de Lie que pos-

sui, uma famı́lia a 2-parâmetros de métricas invariantes a esquerda, e cada qual

destas métricas possui um grupo de isometrias de dimensão três. Veja também

[Mil76, MIP11] para maiores detalhes sobre Sol3 e sobre outros grupos de Lie com

grupo de isometrias de dimensão três.

A partir de agora vamos seguir a construção apresentadas em [Tou07]. No que

segue, M3 é uma variedade homogênea, simplesmente conexa de dimensão três e seja G

o grupo de isometrias. Então, pelo Teorema 1.3.8 e seu corolário, segue que, para cada

p ∈ M3 o grupo de isotropia Gp é um subgrupo compacto de O(TpM3) ∼= O(3), sendo

um subgrupo de Lie de O(3). Assim, a dimensão máxima do grupo de isotropia é 3.

Consequentemente, temos dim(G) ∈ {3, 4, 5, 6}, pois dim M3 = 3 = dimG − dimGp,

mas mas o caso dim(G) = 5 não acontece, como mostraremos a seguir.

Lema 1.3.9. O grupo de Lie O(3) não admite subgrupo bidimensional.

Demonstração. Suponha que H seja um subgrupo de Lie de O(3) de dimensão dois.

Portanto, existe uma subálgebra de Lie bidimensional h da álgebra de Lie de O(3).

Note que a álgebra de Lie de O(3) é o(3) = {X ∈ gl(n,R) |X + XT = 0} o espaço

vetorial das matrizes anti-simétricas. Mas o(3) é isomorfa a (R3,×) a álgebra de Lie

dotada do produto vetorial de vetores do R3, através do mapa Θ : (o(3), [ , ])→ (R3,×)

A 7→ î

B 7→ ĵ

C 7→ k̂,

que é um isomorfismo de álgebra de Lie, ou seja, um isomorfismo linear que preserva

colchetes de Lie, onde {̂i, ĵ, k̂} é a base canônica do R3 e A,B,C são matrizes dadas

por

A :=

 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 , B :=

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0

 e C :=

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ∈ o(3).

Portanto, Θ(h) seria uma subálgebra de Lie (R3,×) de dimensão 2, que é uma con-

tradição dado que para quaisquer dois vetores u, v ∈ R3 linearmente independentes
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u× v é ortogonal ao espaço gerado por {u, v}.

No que segue chamamos de H a componente conexa da identidade de G e K =

(Gx)
0 a componente conexa da identidade do subgrupo de isotropia de G no ponto x.

Note que K é isomorfo a algum subgrupo de SO(3). Assim podemos enunciar o seguinte

resultado.

Proposição 1.3.10 ([Tou07]). Então existem três casos posśıveis para K:

(1) dimK = 3 e, então, K ' SO(3).

(2) dimK = 1 e, portanto, K ' SO(2) ' S1.

(3) dimK = 0 e, portanto, K = {Id}, em que Id é a aplicação identidade de M3.

Demonstração. Se dimK = 3, como K é conexo, basta olhar para sua álgebra de Lie,

que tem que ser so(3) (matrizes anti-simétricas) que é a mesma álgebra de Lie de SO(3).

Se dimK = 0, então K = {Id}. Se dimK = 1, então K é um grupo de Lie compacto

e conexo de dimensão 1. Portanto, deve ser abeliano e consequentemente isomorfo a

S1.

Pelos Teorema 1.3.2, Teorema 1.3.3 e Proposição 1.3.4, temos que dimH −
dimK = 3 e assim, com os últimos resultados, podemos deduzir o seguinte resultado.

Proposição 1.3.11 ([Tou07]). Existem três possibilidades para H:

1. dimH = 6 e, neste caso, dimK = 3 e K ' SO(3).

2. dimH = 4 e, neste caso, dimK = 1 e K ' SO(2) ' S1.

3. dimH = 3 e, neste caso, K = {Id}, onde Id é a identidade de M3.

A seguir, vamos comentar algumas das caracteŕısticas de M3 para cada uma das

posśıveis dimensões de H. Se dimH = 6, então dimK = 3 e dáı K ' SO(3). Em

particular, para qualquer p ∈ M3, dados dois planos U, V ⊂ TpM3 existe uma isometria

em K que leva U em V . Isso mostra que a curvatura seccional de M3 é uma constante

κ, e portanto, como M3 e simplesmente conexa, temos três possibilidades:

1. (M3, g) é isométrico à R3 se κ = 0.

2. (M3, g) é isométrico à H3(κ) se κ < 0.

3. (M3, g) é isométrico à S3(κ) se κ > 0.

Se dimH = 3, então K é trivial. Nesse caso, temos M = G0 e, portanto, M3 é um

grupo de Lie de dimensão 3, simplesmente conexo.

Por fim, quando dimH = 4, dimK = 1 e K ∼= SO(2). Esses espaços são de

interesse desta dissertação, e serão mais bem descritos na Seção 2.3. Eles são comu-

mente classificados a partir de dois parâmetros reais κ e τ que satisfazem κ− 4τ 2 6= 0

e usualmente denotados por espaços E3(κ, τ).



2 Espaços E3(κ, τ )

Nesse caṕıtulo, estudaremos alguns aspectos dos espaços E3(κ, τ), apresentando

sua definição e mostrando que toda variedade homogênea, simplesmente conexa, cujo

grupo de isometrias possui dimensão 4 é isométrica a um desses espaços. Um ponto

crucial nessa demonstração é o fato que toda variedade que cumpre essas hipóteses

possui um campo de Killing invariante por um subgrupo a um parâmetro de isometrias.

2.1 Definição

Sejam κ, τ ∈ dados satisfazendo κ − 4τ 2 6= 0. O espaço E3(κ, τ) é o espaço

total de uma fibração Riemanniana Π : E3(κ, τ) −→ Σ2(κ) sobre uma superf́ıcie Σ2,

simplesmente conexa de curvatura constante κ, com curvatura de fibrado τ . As fibras

são geodésicas e existe uma famı́lia a um parâmetro de translações ao longo das fibras,

gerada por um campo de Killing V , também chamado de campo vertical. As translações

ao longo das fibras são isometrias. Portanto, o campo Killing V gera um subgrupo de

G = Isom(E3(κ, τ)). Além disso, se τ denota a curvatura do fibrado de Π, vale a relação

κ− 4τ 2 6= 0.

Observamos que, E3(κ, τ) fica unicamente determinada, a menos de isometrias,

por κ e τ e veremos que para todo X ∈ X(E3) temos ∇XV = τ(X ∧ V ), onde ∧
representa o produto vetorial em E3(κ, τ) (conforme Lema 2.6.2), cujo sinal depende

da orientação escolhida. Agora, dado p ∈ E3(κ, τ), podemos utilizar a estrutura da

submersão Π : E3(κ, τ)→ Σ2(κ) para decompor TpE3(κ, τ) em suas partes horizontal e

vertical. Primeiramente, observamos que (TpE3)v = ker(dπp) = span{V } e

(TpE
3(κ, τ))h = {v ∈ TpE3(κ, τ) : 〈v, V (p)〉 = 0}.

Se κ > 0 , então Σ2(κ) é topologicamente S2, em particular a base é compacta

e E3 pode ser difeomorfa a S3 (quando τ 6= 0, cada fibra é difeomorfa a S1 e E3(κ, τ)

é isométrico às esferas de Berger) ou topologicamente um produto S2 × R (quando

τ = 0), com fibra R. Quando quando κ se aproxima de 4τ 2 as métricas das esferas de

Berger se aproximam da métrica redonda de S3 com curvatura constante κ.

Se κ ≤ 0, então a base é sempre difeomorfa a R2 e as fibras difeomorfas a R, de

modo que o espaço E3(κ, τ) é topologicamente R3. Quando τ = 0 e κ ≤ 0 obtemos um
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produto Riemanniano Σ2(κ)×R) e quando (κ, τ) se aproximam de (0, 0), a métrica de

E3(κ, τ) converge para a métrica plana do R3.

Explicitamente, podemos definir os espaços E3(κ, τ) da seguinte forma:

Definição 2.1.1. Os espaços (E3(κ, τ), g) são o espaço total de uma submersão de

Killing sobre uma forma espacial (Σ2(κ), ds2) de curvatura constante κ. Mais especifi-

camente, sejam

λ(x, y) =

 2
1+κ(x2+y2)

se κ 6= 0,

1 se κ = 0.

e

Σ2(κ) =

(D(1/
√
−κ), λ2(dx2 + dy2)) se κ < 0,

(R2, λ2(dx2 + dy2)) se κ ≥ 0,

onde denotamos, R > 0, D(R) o disco de raio R.

Então se κ ≤ 0 ou se τ = 0, E3(κ, τ) = (Σ2(κ)× R, g), com

g =

λ2(dx2 + dy2) + (2τλ(y dx− x dy) + dt)2 se κ 6= 0,

dx2 + dy2 + (τ(y dx− x dy) + dt)2 se κ = 0,

no caso κ > 0, τ 6= 0 o espaço E3(κ, τ) é difeomorfo a S3 e (Σ2(κ)×R, g) é um sistema

de coordenadas para o complemento de um ponto.

Definição 2.1.2 (Curvatura do Fibrado). Seja Π : E3(κ, τ) −→ Σ2(κ) uma fibração

riemanniana com fibras geodésicas. Sua curvatura do fibrado τ é um aplicação τ :

Σ2 → R dado por

τ(y) :=
1

2
〈[X,RX], V 〉

onde [X,RX]v = 2τ(y)V , X é um campo unitário horizontal arbitrário ao longo de

π−1(y) e R é uma rotação de π/2 em (TpE3)h.

Observação 2.1.3. Como Σ2 é orientado, existe uma rotação de angulo π/2 em TyΣ
2,

e isso induz uma rotação R de π/2 em (TpE3)h.

Vamos mostrar mais adiante que se M é uma variedade homogênea, tridimensi-

onal, simplesmente conexa com grupo de isometria com dimensão 4, que cumpre essas

hipóteses então M é isométrica a um dos espaços E3(κ, τ). Antes disso, na próxima

seção vamos mostrar como obter um campo de vetores V (que mostraremos ser um

campo de Killing no Caṕıtulo 4 do trabalho) que é crucial para obtermos a estru-

tura de espaço total de um fibração Riemanniana Π : M3 → Σ2(κ) em uma superf́ıcie

simplesmente conexa de curvatura constante κ, Σ2(κ).
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Tabela 2.1: Espaços E3(κ, τ)

curv. κ < 0 κ = 0 κ > 0
τ = 0 H2 × R − S2 × R

τ 6= 0 ˜SL(2,R) Nil3 S3
Berger

Figura 2.1: Os espaços E3(κ, τ), de acordo com os parâmetros κ e τ satisfazendo κ−4τ2 6= 0. Quando
τ = 0, temos os produtos Riemannianos S2(κ)×R, quando κ > 0 e H2(κ)×R, quando κ < 0. No caso
τ 6= 0, temos o grupo de Heisenberg Nil3 quando κ = 0, o recobrimento universal do Grupo Especial

de matrizes, ˜SL(2,R), quando κ < 0 e finalmente as esferas de Berger S3
Berger, quando κ > 0. A

curva destacada representa os casos κ− 4τ2 = 0, onde a métrica converge para um espaço homogêneo
cujo grupo de isometrias tem dimensão seis, a saber a 3-esfera S3(κ) de curvatura κ > 0 ou o espaço
euclidiano R3 quando κ = τ = 0.

2.2 Construção do campo vertical unitário V

SejaM uma variedade homogênea simplesmente conexa cujo grupo de isometrias

G = Isom(M) tenha dimensão 4. Ao longo da seção, assim como fizemos no final do

caṕıtulo 1, vamos chamar de H a componente conexa da identidade de G e K = (Gp)
0

a componente conexa da identidade do subgrupo de isotropia de G no ponto p.

Lema 2.2.1. Se dimH = 4 ou seja, K ' SO(2), então existe um campo unitário

V ∈ X(M) tal que

dpgVp = Vp.

∀ g ∈ K.
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Demonstração. Seja g ∈ K, g 6= Id. Observe que (g)∗, a aplicação linear tangente de g

em p é uma isometria de TpM em si mesmo, com uma rotação em torno de uma reta

passando pela origem em R3, que é um elemento de SO(3). Além disso, o determinante

dessa aplicação é 1 e, como, estamos na dimensão 3, um dos autovalores é 1, em

virtude das propriedades de SO(3). Assim, existe um autovetor Vp ∈ TpM associado

a 1: dpg(Vp) = (Vp), cujo o auto-espaço denotamos por Lp = {tVp ∈ M : t ∈ R}.
Considere agora outra isometria h no estabilizador de p, h ∈ K. Como K ' SO(2)

deduzimos que o grupo K é comutativo, portanto g ◦ h = h ◦ g. Isso nos dá

dpg(dph(Vp)) = dp(g ◦ h)(Vp) = dp(h ◦ g)(Vp) = dph(dgp(Vp)) = dph(Vp).

Assim, dph(Vp) também é um autovetor de dpg e ‖dphVp‖ = 1, pois h é uma isometria.

Assim, ‖V ‖ = 1. Deduzimos que dph(Vp) = ±Vp. Como g e h pertencem K ' SO(2),

que é conexo por caminhos, isso nos permite tomar um caminho continuo α, que leve

g a h, ou seja, um mapa

α : [0, 1]× K −→ K

(t, y) 7−→ αt(y)

que satisfaz

αt(y) =


g, se t = 0;

h, se t = 1;

p, se t ∈ (0, 1).

Note que dpα0Vp = dpgVp = Vp, assim, pela continuidade e pela conectividade, temos

que dpαtVp = Vp para todo t ∈ [0, 1]. Portanto, deduzimos que dph(Vp) = Vp, ∀h ∈
K.

Lema 2.2.2 ([Tou07]). Para todo g ∈ G e V como obtido no Lema anterior, temos:

dpg(Vp) = ±Vg(p), ∀p ∈M.

Além disso, para todo g ∈ G0 = H, temos:

dpg(Vp) = Vg(p), ∀p ∈M.

Demonstração. Sejam g ∈ G, p ∈ M e f ∈ G0
g(p). Como Gg(p) = gGpg

−1, existe h ∈ Gp

de tal forma que f = ghg−1. Como f pertence à componente conexa da identidade de

Gg(x), a isometria h deve estar na componente conexa da identidade de Gp. Então pelo
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Lema 2.2.1, h ∈ G0
p implica dph(Vp) = Vp. Assim temos:

dp(f ◦ g)(Vp) = dp(g ◦ h)(Vp)

= (dh(p)g ◦ dph)(Vp)

= dpg(Vp).

Deduzimos, portanto:

dg(p)f(dpg(Vp)) = dpg(Vp).

Como resultado, dpg(Vp) é um autovetor de dg(p)f associado ao autovalor 1. Ao escolher

f 6= Id, conclúımos que dgp(Vp) = ±Vg(p). Agora, se g ∈ G0, existe um caminho cont́ınuo

que liga g a Id em G0. Portanto, devemos ter dpg(Vp) = Vg(p), que encerra a prova.

Agora como o campo unitário V é invariante à esquerda por H, ele é completo

e gera um fluxo global ϕ em Mϕ0(x) := x

d
dt

(ϕt(x)) = Vϕt(x)

(2.1)

para cada (t, x) ∈ R ×M. Esse fluxo determina uma folheação F unidimensional (co-

dimensão 2). Cada folha dada por Fx := {ϕt(x) : t ∈ R} é uma variedade unidimensi-

onal conexa, e portanto, é difeomorfa a R ou S1. A saber, a aplicação t→ ϕt(x) é uma

curva integral para Vx passando por x. Uma propriedade útil desse fluxo é apresentada

abaixo:

Lema 2.2.3 ([GJ10]). A ação de H sobre M comuta com o fluxo (2.1). Mais explici-

tamente

ϕt ◦ g(x) = g ◦ ϕt(x) (2.2)

para todo t ∈ R, todo g ∈ H e todo x ∈M.

Demonstração. Vamos mostrar que dados x ∈ M e g ∈ H a aplicação t 7→ gϕt(x) é

uma curva integral para Vgx passando por x. Agora, aplicando a regra da cadeia temos

d

dt
(gϕt(x))

∣∣∣
t=0

= dgϕ0(x)

(
d

dt
ϕt(x)

∣∣∣
t=0

)
= dgxϕ

′
0(x)

= dgxVx

= Vgx.
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agora para t = s, temos que

d

dt
(gϕt(x))

∣∣∣
t=s

=
d

dt
(gϕt(ϕs(x))

∣∣∣
t=s

= Vgϕs(x).

Note que a última igualdade é garantida pela H-invariância do fluxo. Pela unicidade

da curva integral, o resultado segue.

Decorre do lema acima que o fluxo preserva as folhas.

Observação 2.2.4. O subgrupo de isotropia de um elemento na submersão é igual ao

longo de toda fibra, portanto fixa toda a fibra.

De fato, dado g ∈ Hx tem-se gx = x, por definição. Pelo Lema 2.2.3, temos

gϕt(x) = ϕt(gx) = ϕt(x), o que implica em g ∈ Hϕt(x). Portanto, Hx ⊆ Hϕt(x) e

trocando x por ϕt(x) temos Hx ⊇ Hϕt(x) e, enfim, Hx = Hϕt(x).

Definição 2.2.5. Um campo de 2-planos sobre M é uma aplicação, P : x 7→ Px,

que a cada ponto x ∈ M da variedade corresponde um plano seccional, Px, isto é, um

subespaço vetorial de TxM bidimensional.

Um campo de 1-plano é também chamado de campo de retas. No inicio da

seção vimos que o campo unitário V determina um campo de retas L : x → Lx, onde

Lx := {kVx : k ∈ R} é o subespaço unidimensional de TxM , que é o mesmo que TxF .

Considere o complemento ortogonal de Lx em TxM , que é dado por Px = {v ∈ TxM :

〈v, Vx〉 = 0} = (Lx)⊥, onde podemos induzir um produto interno e uma norma em

cada Lx e Px.

Proposição 2.2.6 ([Alm03]). A folheação F é invariante pela ação de H.

Demonstração. Sejam v ∈ TxF = Lx = {kVx : k ∈ R} e g ∈ H, basta mostrar que

dg(v) ∈ Tg(x)F . Observe que se hgx ∈ Hgx, existe um elemento hx ∈ Hx tal que

hgx = ghxg
−1 e como v ∈ TxF = Lx = {kVx : k ∈ R} temos dhx(v) = v para todo

hx ∈ Hx. Agora note que

dhgx(dg(v)) = d(ghxg
−1)(dg(v)) = dg(dhx(v)) = dg(v)

Logo, dg(v) fica fixo pela ação de Hgx e portanto pertence a TgxF .

Seja P um campo de plano de dimensão 2, ortogonal a F em algum ponto de

M3 (ou ortogonal ao campo de reta L). Observe que P é invariante pela ação de H, já

que F e a métrica riemanniana são.

Lema 2.2.7 ([GJ10]). O campo de planos P é H-invariante, i.e, dxg(Px) = Pgx para

todo g em H e todo x ∈M .
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Demonstração. De fato, dados g em H, x ∈ M e v ∈ TgxM , temos que v = dxg(u) ∈
dxg(Px). Por definição, u pertence a Px se, e somente se, 〈u, Vx〉 = 0⇔ 〈dxg(u), dxg(Vx)〉 =

0 ⇔ 〈dxg(u), Vgx〉 = 0 se, e somente se, dxg(u) pertence a Pgx. Portanto, dxg(Px) =

Pgx.

Lema 2.2.8 ([GJ10]). Sejam o fluxo ϕt, L e P , como vimos acima. Então, o fluxo

preserva

i) o campo de retas L, i.e., dxϕt(v) ∈ Lϕt(x) para todo v ∈ Lx,

ii) o campo de planos P , i.e., dxϕt(u) ∈ Pϕt(x) para todo u ∈ Px,

iii) e o fluxo preserva a ortogonalidade entre L e P , i.e., e u ⊥ Vx implica dxϕt(u) ⊥
dxϕt(Vx).

Demonstração. i) Primeiramente, observe que o fluxo preserva o campo de retas L,

pois o fluxo é uma curva integral desse campo.

iii) Tome g em Hϕt(x), tal que dyg seja uma rotação de ângulo π em torno de

Vy = Vϕt(x). Pela Observação 2.2.4, temos que g pertence a Hx, uma rotação de ângulo

π em torno de Vx, logo dxg(u) = −u. Como o fluxo comuta com a ação de H

dyϕ
−1
t · (dyg · dxϕt · u) = dx(ϕ

−1
t gϕt) · u

= dxg · u = −u

Logo, devemos ter dxϕt · u ⊥ Vϕt(x), v = dxϕt · u.

ii) Seja v um vetor em Px ⊂ TxM , onde x é um ponto de M , e seja y = ϕt(x),

para um t ∈ R. Escreva w = dxϕt(v) ∈ TyM como w = wF + wP , onde wF ∈ TyF e

wP ∈ Py. Suponha por absurdo que wF seja não nulo. Nesse caso, o vetor (dxϕt)
−1(wF)

seria um vetor não nulo de TyF , já que ϕt é um difeomorfismo que preserva TF . Mas

isso seria um absurdo porque (dxϕt)
−1(w) = v. Logo, wF é nulo, ou seja, w ∈ Py.

Proposição 2.2.9 ([GJ10]). O fluxo ϕ age por isometrias sobre as folhas Fx, ou seja,

sobre o campo de retas Lx.

Demonstração. Fixando x ∈ M3, v ∈ TxF = Lx, t ∈ R e dxϕt(x)Vx = Vϕt(x) temos:

〈dx(ϕt(x))v, dx(ϕt(x))v〉 = 〈dx(ϕt(x))kVx, dx(ϕt(x))kVx〉
= 〈kdx(ϕt(x))Vx, kdx(ϕt(x))Vx〉
= 〈kVx, kVx〉
= k2 = 〈v, v〉
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A seguir vamos enunciar um resultado importante sobre o campo vetorial V,

mas por enquanto vamos adiar essa prova, deixando isso para o final do trabalho, no

Caṕıtulo 4.

Proposição 2.2.10 ([Ple12],[eBK10]). Seja Π : M → Σ2(κ) uma submersão Rieman-

niana com fibras geodésicas, então o campo vetorial V é um campo Killing.

2.3 Fibração Riemanniana

Nesta seção, vamos demonstrar que M é isométrica a algum espaço E3(κ, τ)

como definidos na Seção 2.1. O primeiro ponto, crucial na argumentação, é o de

utilizar o campo V e as suas principais propriedades apresentadas na Seção 2.2 para

mostrar que existe κ ∈ R e uma submersão Riemanniana Π : M → Σ(κ), onde Σ(κ) e

a superf́ıcie simplesmente conexa de curvatura constante κ.

Tendo definido o campo V , obtemos uma folheação F de M em que as folhas

são variedades unidimensional conexas, e portanto, todas difeomórfas a R ou a S1.

Seja x ∈M e seja h ∈ K (componente conexa da identidade do grupo de isotropia Gx),

observe que h fixa cada ponto de Fx. Além disso, h atua próximo a x como uma rotação

em torno de Fx, portanto, a folha Fx não pode acumular (F é SO(2)-invariante).

Por outro lado, V é um campo de Killing, conforme o Teorema 4.1.1 e também

em [Tou07] e [Thu97]. Consequentemente, o fluxo de difeomorfismos gerados por V

consiste em isometrias de M . Isso mostra que duas folhas separadas não podem se

acumular (se mantém a uma distância positiva). Logo para cada duas folhas dadas,

existe uma isometria g que leva uma folha na outra, levando-se em conta que g já é uma

isometria e também uma isometria com a métrica induzida nas folhas. Por conseguinte,

todas as folhas são isométricas a S1 ou a R. Além disso, F são grupos de Lie com ação

transitiva e livre sobre cada folha. Portanto, o quociente de M por essa foliação nos

fornece uma superf́ıcie Σ2(κ) : Σ2 = M/F .

Nessas condições podemos fornecer a Σ2 uma métrica que faça da projeção

Π : M → Σ2(κ) = M/F uma submersão riemanniana. Seja F uma isometria de

E3(κ, τ), e seja f a isometria de Σ2 induzida por F , como dado pelo Lema 3.0.4. Assim

as isometria preservam as fibras.

Como F atua transitivamente em Σ2(κ) e o espaço total M é simplesmente

conexo e as fibras são conexas temos uma estrutura de fibrado principal (Π,M,Σ,F).

Assim podemos mostrar que Σ2 também é homogênea e simplesmente conexa, uma vez

que M é seu recobrimento e Π é um mapa de cobertura. Logo, temos que a curvatura

de Gauss de Σ2 é constante, portanto Σ2 é isométrica a R2, H2(κ) com κ < 0 ou S2(κ)

com κ > 0. Com isso fica demonstrado o próximo resultado.

Teorema 2.3.1. Seja M uma variedade homogênea, simplesmente conexa de dimensão

três cujo grupo de isometrias tenha dimensão quatro. Então existe uma submersão
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Riemanniana Π : M → Σ2(κ) de M para uma superf́ıcie simplesmente conexa Σ2(κ)

de curvatura constante κ.

2.4 Sistema de coordenadas

A partir de agora o nosso norte é obter as conexões em M e depois a estrutura

métrica. Sendo assim, para todos os casos posśıveis de Σ2, consideramos as coordena-

das isotermais∗ (x, y) de Σ2, portanto, a métrica ds2 de Σ2 tem a seguinte expressão:

ds2 = λ2(x, y)(dx2 + dy2), com λ(x, y) =

 2
1+κ(x2+y2)

se κ 6= 0

1 se κ = 0

onde (x, y) ∈ R2 no caso κ = 0, (x, y) ∈ S2 no caso κ > 0 e (x, y) ∈ D2(1/
√
−κ) no

caso κ < 0, onde, para cada r > 0, D(r) = {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 < r2}.
Observe que se Σ2 é isométrica a R2 ou a H2(−κ), existe um campo global em

Σ2 de vetores ortonormais (E1, E2), tais que

E1 =
1

λ
∂x E2 =

1

λ
∂y. (2.3)

No caso em que Σ2 é isométrica a S2(κ), este campo é definido como S2 sem um

ponto, por exemplo o Polo Norte, ou seja M , sem uma fibra. (Considerando a projeção

estereográfica)

Agora pela Proposição 1.2.2 a submersão Π : M → Σ2(κ) é Localmente trivial.

Portanto, podemos considerar em cada ponto de M uma carta local U no formato U×I
em que U ⊂ Σ2(κ) é simplesmente conexo e aberto de Σ2(κ) e I ⊂ R é um intervalo de

R. Ao chamar (x, y), as coordenadas de U e z, de I, a projeção Π tem a expressão:

Π(x, y, z) = (x, y), ∀(x, y, z) ∈ U.

Podemos encontrar um referencial associado à trivialização local anterior (E1, E2) em

U e um campo de dois vetores horizontais (E1, E2) em U de maneira única (dΠ(Ei) =

Ei, i = 1, 2). Observe que, pela construção E1 e E2 são unitários, ortogonais e ambos

ortogonais a V (pois, Span(V )⊥ = Span{E1, E2}), o campo unitário tangente às folhas

de F , isto é, as fibras da fibração Π : M → Σ2(κ). Portanto, (E1, E2, V ) é um

referencial ortonormado em U ⊂M .

∗são coordenadas locais em que a métrica é conforme à métrica euclidiana.
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2.5 Conexão Riemanniana

Seja ∇ a conexão riemanniana em M . Temos para todos os campos X,Y de U

horizontais ([CE75]):

〈[X,Y ], V 〉 = 〈∇XY −∇YX,V 〉
= X〈Y , V 〉 − 〈Y ,∇XV 〉 − Y 〈X,V 〉+ 〈X,∇Y V 〉
= 〈X,∇Y V 〉 − 〈Y ,∇XV 〉

Como X〈Y , V 〉 = 0 = Y 〈X,V 〉, temos:

〈[X,Y ], V 〉 = 〈X,∇Y V 〉 − 〈Y ,∇XV 〉

Como V é um campo Killing de M , então para todos os campos A, B de X(M):

〈∇AV,B〉+ 〈A,∇BV 〉 = 0 ou 〈A,∇BV 〉 = −〈B,∇AV 〉

Assim

〈[X,Y ], V 〉 = 2〈X,∇Y V 〉 (2.4)

Por outro lado, a componente vertical de [X,Y ] para um ponto p ∈M depende apenas

do valor dos campos X e Y em p e não da extensão em torno de p. Além disso, para

todos os pontos p, q ∈M , existe uma isometria positiva (preserva a orientação) f ∈ G0

tal que

f(p) = q e dpf(E1(p)) = E1(f(p)) = E1(q).

pois dfpE1(p) também é horizontal. Agora como V é G0-invariantes e por Definição 2.1.2

temos:

〈[E1, E2], V 〉(p) = 2τ

assim, temos

〈[E1, E2], V 〉(q) = 〈[df(E1), df(E2)], df(V )〉(p) = 〈[E1, E2], V 〉(p) = 2τ (2.5)

Logo a componente vertical de [E1, E2] denotada por [E1, E2]v é 2τV em todos os

lugares.

Sendo κ e τ definidos, os próximos argumentos são para encontrar a estrutura

métrica de M , demonstrando que M é de fato isométrica ao espaço E(κ, τ).

Proposição 2.5.1 ([CE75]). Sejam campos X, Y, Z ∈ X(M) e sejam X,Y , Z suas
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leituras horizontais respectivamente em U . Então temos:

〈∇XY , Z〉 = 〈∇XY, Z〉 (2.6)

onde ∇ é a conexão de Σ2(κ).

Demonstração. Usando que Z é horizontal e pelos item 2) e 3) da Proposição 1.2.4

temos:

〈∇XY , Z〉 = 〈(∇XY )h + (∇XY )v, Z〉
= 〈∇XY + (∇XY )v, Z〉
= 〈∇XY , Z〉+ 〈(∇XY )v, Z〉
= 〈∇XY , Z〉+ 0

= 〈∇XY, Z〉

Proposição 2.5.2. Seja {∂x, ∂y} referencial ortonormal na base do fibrado Σ2(κ) e

seja ∇ a conexão Riemanniana em Σ2(κ), segue que

∇∂x∂x =
λx
λ
∂x −

λy
λ
∂y

∇∂y∂x = ∇∂x∂y =
λy
λ
∂x +

λx
λ
∂y

∇∂y∂y = −λx
λ
∂x +

λy
λ
∂y.

Demonstração. Como Σ2(κ) admite coordenadas isotérmicas, temos que a métrica é:

ds2 = λ2(dx2 + dy2),

podemos encontrar as conexões da seguinte forma:

∇∂x∂x = a ∂x + b ∂y a, b ∈ R.

Assim,

〈∇∂x∂x, ∂x〉 = 〈a ∂x + b ∂y, ∂x〉 = a〈∂x, ∂x〉 = aλ2

pois pela matriz gij temos 〈∂x, ∂x〉 = λ2, 〈∂y, ∂y〉 = λ2 e 〈∂x, ∂y〉 = 〈∂y, ∂x〉 = 0. Agora,

usando a fórmula de Koszul temos:

〈∇∂x∂x, ∂x〉 = aλ2 ⇔ 1

2
∂x〈∂x, ∂x〉 = aλ2 ⇔ 1

2
∂x(λ

2) = aλ2 ⇔ a = λx/λ

Temos ainda que 〈∇∂x∂x, ∂y〉 = bλ2, usando Koszul novamente chegamos em b =



23

−λy/λ. Logo para a, b, c, d, e, f ∈ R, temos

∇∂x∂x = a ∂x + b ∂y ⇒ a =
λx
λ

e b = −λy
λ

∇∂x∂y = c ∂x + d ∂y ⇒ c =
λy
λ

e d =
λx
λ

∇∂y∂y = e ∂x + f ∂y ⇒ e = −λx
λ

e f =
λy
λ
.

Assim, as conexões são:

∇∂x∂x =
λx
λ
∂x −

λy
λ
∂y

∇∂y∂x = ∇∂x∂y =
λy
λ
∂x +

λx
λ
∂y

∇∂y∂y = −λx
λ
∂x +

λy
λ
∂y.

Usando (2.3) temos:

∇E1E1 =
1

λ
∇∂x

(
1

λ
∂x

)
=

1

λ2
∇∂x∂x −

λx
λ3
∂x = −λy

λ3
∂y.

Assim, da mesma forma, podemos encontrar todas as conexões:

∇E1E1 = −λy
λ2
E2 ∇E2E1 =

λx
λ2
E2

∇E1E2 =
λy
λ2
E1 ∇E2E2 = −λx

λ2
E1.

Agora fazendo Γ
k

ij = 〈∇Ei
Ej, Ek〉, com a troca E3 = V e com (2.6), podemos encontrar:

Γ
1

11 = 〈∇E1
E1, E1〉 = 〈∇E1E1, E1〉 = 0 (2.7)

Γ
2

11 = 〈∇E1
E1, E2〉 = 〈∇E1E1, E2〉 = −λy

λ2
(2.8)

em seguida, usando que V é Killing temos

〈∇E1
E1, V 〉 = E1〈E1, V 〉 − 〈E1,∇E1

V 〉 = −〈E1,∇E1
V 〉 = 〈E1,∇E1

V 〉

o que implica

2〈E1,∇E1
V 〉 = 0⇒ Γ

3

11 = 〈∇E1
E1, V 〉 = 0 (2.9)
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Consequentemente, usando (2.7), (2.8) e (2.9) obtemos:

∇E1
E1 = (0) · E1 −

λy
λ2
· E2 + (0) · V = −λy

λ2
E2. (2.10)

De forma análoga, usando (?), temos

Γ
1

22 = 〈∇E2
E2, E1〉 = 〈∇E2E2, E1〉 = −λx

λ2
(2.11)

Γ
2

22 = 〈∇E2
E2, E2〉 = 〈∇E2E2, E2〉 = 0 (2.12)

Γ
3

22 = 〈∇E2
E2, V 〉 = 0 (2.13)

que implica

∇E2
E2 = −λx

λ2
E1. (2.14)

Agora novamente usando (2.6), temos

Γ
1

21 = 〈∇E2
E1, E1〉 = 〈∇E2E1, E1〉 = 0 (2.15)

Γ
2

21 = 〈∇E2
E1, E2〉 = 〈∇E2E1, E2〉 =

λx
λ2

(2.16)

assim

〈∇E2
E1, V 〉 = E2〈E1, V 〉 − 〈E1,∇E2

V 〉 = −〈E1,∇E2
V 〉

= 〈E2,∇E1
V 〉 = −〈∇E1

E2, V 〉

que implica

〈∇E2
E1, V 〉 = −〈[E1, E2] +∇E2

E1, V 〉
= −〈[E1, E2], V 〉 − 〈∇E2

E1, V 〉

isso é:

Γ
3

21 = 〈∇E2
E1, V 〉 = −1

2
〈[E1, E2], V 〉 = −τ (2.17)

assim por (2.15), (2.16) e (2.17) temos

∇E2
E1 =

λx
λ2
E2 − τV. (2.18)

Γ
1

12 = 〈∇E1
E2, E1〉 = 〈∇E1E2, E1〉 =

λy
λ2

(2.19)
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Γ
2

12 = 〈∇E1
E2, E2〉 = 〈∇E1E2, E2〉 = 0 (2.20)

〈∇E1
E2, V 〉 =

1

2
{E1〈E2, V 〉+ E2〈E1, V 〉 − V 〈E1, E2〉

+ 〈[E1, E2], V 〉 − 〈[E1, V ], E2〉 − 〈[E2, V ], E1〉}

Γ
3

12 = 〈∇E1
E2, V 〉 =

1

2
〈[E1, E2], V 〉 = τ (2.21)

logo

∇E1
E2 =

λy
λ2
E2 + τV. (2.22)

Pela Proposição 1.2.4 item 4, o campo [X,V ] deM é vertical e, assim, deduzimos

que 〈[E1, V ], E2〉 = 0, portanto, obtemos:

〈∇VE1, E2〉 = 〈∇E1
V + [E1, V ], E2〉

= 〈∇E1
V,E2〉

= E1〈V,E2〉 − 〈∇E1
E2, V 〉 =

= −〈∇E1
E2, V 〉

=− (〈∇E2
E1 + [E1, E2], V 〉)

= −(−τ + 2τ) = −τ.

isso é Γ
2

31 = −τ . Como Γ
1

31 = 0 e Γ
3

31 = 0 temos:

∇VE1 = −τE2. (2.23)

Usando o fato da conexão ser simétrica, subtraindo ∇E1
V em ambos lados de (2.23)

temos

∇VE1 −∇E1
V = [V,E1] = −τE2 −∇E1

V

que implica em

0 = 〈[V,E1], E2〉 = −τ〈E2, E2〉 − 〈∇E1
V,E2〉 ⇒ 〈∇E1

V,E2〉 = −τ

Logo

∇E1
V = −τE2. (2.24)
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de forma análoga, chegamos em 〈∇VE2, E1〉 = τ e assim

∇VE2 = τE1 = ∇E2
V. (2.25)

por fim, utilizando as equações de Killing e o fato que 〈V, V 〉 é constante. Seja X

qualquer campo de vetores. Então

〈∇V V,X〉 = −〈∇XV, V 〉 = −1

2
X〈V, V 〉 = 0

Logo,

∇V V = 0. (2.26)

Confirmado o fato das fibras serem geodésicas. Portanto, podemos reunir todas as

conexões encontradas

∇E1
E1 = −λy

λ2
E2 ∇E2

E1 =
λx
λ2
E2 − τV ∇VE1 = −τE2

∇E1
E2 =

λy
λ2
E1 + τV ∇E2

E2 = −λx
λ2
E1 ∇VE2 = τE1

∇E1
V = −τE2 ∇E2

V = τE1 ∇V V = 0

Como a conexão é simétrica, podemos calcular os comutadores da seguinte forma

LXY = [X,Y ] = ∇XY −∇YX

[E1, E2] =
λy
λ2
E1 −

λx
λ2
E2 + 2τV [E1, V ] = 0 [E2, V ] = 0.

onde λx
λ2

= −κx, λy
λ2

= −κy.

2.6 Estrutura métrica

Agora com a carta U = U × I de M e a projeção Π : M → Σ2(κ) tal que

Π(x, y, z) = (x, y), temos, em todo ponto de U :

dΠ(∂x) = ∂x dΠ(∂y) = ∂y V = ∂z

Isso mostra que ∂x (respectivamente ∂y) é uma combinação linear de ∂x e V (respeti-

vamente ∂y e V ). Vamos chamar {∂x, ∂y, ∂z} de referencial adaptado.
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Assim como dΠ(E1) = E1 = (1/λ)∂x e da mesma forma para E2, encontramos:∂x = λE1 + cV = λE1 + c∂z

∂y = λE2 + dV = λE2 + d∂z
(2.27)

onde c e d são funções em U .

Para todos os campos A, B em M e para todas as funções f, g em M , pelo

comutador temos:

[fA, gB] = fg[A,B] + fA(b)B − gB(f)A.

Lembre-se de que λ não depende de z e, portanto, V (λ) = 0. Então temos:

[∂x, V ] = [λE1 + cV, V ]

= [λE1, V ] + [cV, V ]

= λ[E1, V ] + c[V, V ]− V (c)V

= −V (c)V

Como [∂x, V ] = 0 (porque (x, y, z) são coordenadas e V = ∂z) deduzimos que V (c) = 0,

isto é, digamos que c depende apenas de (x, y) e não de z. Da mesma forma, como

[∂y, V ] = 0 deduzimos que d é independente de z. Também temos:

[∂x, ∂y] = [λE1 + cV, λE2 + dV ]

= [λE1, λE2] + [λE1, dV ] + [cV, λE2] + [cV, dV ]

= λ2[E1, E2] + λE1(λ)E2 − λE2(λ)E1 + λE1(d)V − λE2(c)V

= λyE1 − λxE2 + 2λ2τV + (∂x − cV )(λ)E2 − (∂y − dV )(λ)E1

+ (∂x − cV )(d)V − (∂y − dV )(c)V

= λyE1 − λxE2 + 2λ2τV + λxE2 − λyE1 + dxV − cyV
= (dx − cy + 2λ2τ)V.

Novamente, como [∂x, ∂y] = 0, pois são campos coordenados, obtemos:

dx − cy = −2τλ2 (2.28)

Além disso, vamos expressar a métrica ds2 = g de M nas coordenadas (x, y, z) a carta
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U = U × I de M . Assim temos:

g(∂x, ∂x) = g(λE1 + cV, λE1 + cV ) = λ2 + c2

g(∂x, ∂y) = dc

g(∂y, ∂y) = λ2 + d2

g(∂x, ∂z) = g(∂x, V ) = c

g(∂y, ∂z) = g(∂y, V ) = d

g(∂z, ∂z) = 1

A métrica de M , portanto, tem a expressão:

ds2 = (λ2 + c2) dx2 + (λ2 + d2) dy2 + dz2 + 2dc dxdy + 2c dxdz + 2d dydz

= λ2(dx2 + dy2) + (c dx+ d dy + dz)2

a matriz de (gij) é dada por:

(gij) =

λ2 + c2 cd c

cd λ2 + d2 d

c d 1


a matriz inversa é

(gij) = (gij)
−1 =

1

λ2

 1 0 −c
0 1 −d
−c −d λ2 + c2 + d2


Verificamos que, começando pela métrica e definindo E1 e E2 usando (2.27), depois

calculando as derivadas covariantes ∇Ei
Ej e ∇Ei

V restauramos as expressões espera-

das se, e somente se, as funções d e c satisfizerem (2.28).

Agora seja d̃, c̃ : U ⊂ Σ2 → R duas funções (de x, y) satisfazendo (2.28):

d̃x − c̃y = −2τλ2.

Então temos:

(d− d̃)x = (c− c̃)y

Vamos colocar f := d− d̃ e g := c− c̃, temos:

fx = gy
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A métrica se torna:

ds2 = λ2(dx2 + dy2) + (c̃ dx+ d̃ dy + dz + g dx+ f dy)2

Além disso:

d(g dx+ f dy) = d(g) dx+ d(f) dy = gydy ∧ dx+ fxdx ∧ dy = (gy − fx)dx ∧ dy = 0

a última igualdade deve-se a (2.28). Deduzimos que a forma g dx+ f dy é fechada em

U . Como U é simplesmente conexo, essa forma é exata: existe uma função ψ em U tal

que g dx+ f dy = dψ. Observe que a aplicação F : U × R→ U × R definida por

F (x, y, z) = (x, y, z + ψ(x, y))

é um difeomorfismo que preserva as fibras (x, y, ·). Existe, portanto, um intervalo real

J tal que F (U × I) = U × J . Seja t = z + ψ(x, y), nas novas coordenadas (x, y, t) a

métrica é escrita:

ds2 = λ2(dx2 + dy2) + (c̃ dx+ d̃ dy + dt)2.

Observe finalmente que, no caso κ 6= 0, as funções definidas em U por

d(x, y) = −2τxλ(x, y)

c(x, y) = 2τyλ(x, y)

são soluções de (2.28). De fato:

dx − cy = −4τλ− 2τ(xλx − yλy)

= −4τλ− 2τ

(
−4κx2 − 4κy2

(1 + κ(x2 + y2))2

)
= −4τλ+ 8τ

(
κ(x2 + y2)

(1 + κ(x2 + y2))2

)
= −4τλ+ 8τ

(
1 + κ(x2 + y2)

(1 + κ(x2 + y2))2
− 1

(1 + κ(x2 + y2))2

)
= −4τλ+ 4τ

2

(1 + κ(x2 + y2))
− 2τ

4

(1 + κ(x2 + y2))2

= −4τλ+ 4τλ− 2τλ2

= −2τλ2

No caso em que κ = 0, temos λ ≡ 1 e escolhemos as funções d(x, y) = −τx e

c(x, y) = τy. Claramente (2.28) também está satisfeito.
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Com essa escolha, as métricas se tornam:

ds2 =

λ2(dx2 + dy2) + (2τλ(y dx− x dy) + dz)2 se κ 6= 0

dx2 + dy2 + (τ(y dx− x dy) + dz)2 se κ = 0
(2.29)

Com isso, acabamos de demonstrar que M é isométrica a um dos espaços

E3(κ, τ). A partir de agora, vamos usar a notação M = E3(κ, τ). Assim, podemos

voltar a Tabela 2.1 e ver que no caso em que τ = 0 temos que E3(κ, τ) = Σ2 × R e

a métrica em E3(κ, τ) é a métrica produto ds2 = ds2
Σ + dt2. Quando κ ≤ 0 e τ qual-

quer, temos uma fibração trivial e E3(κ, τ) é topologicamente uma variedade produto

e difeomorfa a R3.

No caso que κ > 0 e τ 6= 0 E3(κ, τ) é compacta e não é topologicamente um

produto de variedades. Sobre esse último caso vamos apresentar o seguinte resultado.

Lema 2.6.1 ([Tou07]). Suponha κ > 0 e τ 6= 0. Nessas condições, E3(κ, τ) é homeo-

morfo a S3, mas E3(κ, τ) fibra em ćırculos acima de S2(κ) e cada fibra tem um com-

primento igual a
4τ

κ
(2π). Portanto, se (x, y) for uma carta de S2(κ), para todo t ∈ R

os pontos (x, y, t) e
(
x, y, t± 4

τ

κ
2π
)

são identificados. Em particular, se κ− 4τ 2 = 0,

então E3 é a esfera de raio 1/τ = 2/κ e encontramos a fibração de Hopf. Se κ−4τ 2 6= 0,

encontramos as esferas de Berger.

Vamos justificar a primeira parte do lema e deixar a discussão da segunda parte

para próxima seção. Vamos considerar π : E3 → S2 ∼= CP 1 pois precisamos de uma vari-

edade base com curvatura positiva. Primeiro considere as projeções estereográficas ΠN

e ΠS de S2(κ) em C com relação ao polo norte e sul, que escreveremos respectivamente

ΠN(x1, x2, x3) =
(

Rx1
R−x3 ,

Rx2
R−x3

)
(respectivamente. ΠS(x1, x2, x3) =

(
Rx1
R+x3

, Rx2
R+x3

)
). Ao

definir R = 1/
√
κ, podemos encontrar os mapas inversos para todo z ∈ C:

Π−1
N =

(2R2Re z, 2R2Imz,R(|z|2 −R2))

|z|2 +R2

Π−1
S =

(2R2Re z, 2R2Imz,R(R2 − |z|2))

|z|2 +R2

Escolhemos os seguintes mapas de S2(κ) : ψ1(z) = Π−1
N (z) e ψ2(z) = Π−1

S (z̄) para todos

os z ∈ C. Portanto, as mudanças de cartas são suaves e dadas por:

ψ−1
1 ◦ ψ2 : C∗ → C∗

z 7−→ R2

z

e

ψ−1
2 ◦ ψ1 : C∗ → C∗
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z 7−→ R2

z

Chame respectivamente (u, v) e (x, y) as coordenadas de (C,S2(κ)−{N}) e (C,S2(κ)−
{S}). Vamos chamar w (resp. t) a coordenada de R no espaço aberto (S2(κ)−{N})×R

(resp. (S2(κ)− {S})× R). Nas coordenadas (u, v, w), a métrica de E3 é dada por:

ds2
1 = du2 + dv2 + (τ(v du− u dv) + dw)2

e nas coordenadas (x, y, t):

ds2
2 = dx2 + dy2 + (τ(y dx− x dy) + dt)2

Observe que as alterações de coordenadas trocam essas duas métricas. Além disso, elas

têm a forma (x+iy, t) 7→
(

R2

x+iy
, g(x, y, t)

)
= (u, v, w), onde g é uma função tal que para

todos os x, y, t1, t2, devemos ter g(x, y, 0) = f(x, y) ∈ C e g(x, y, t2)−g(x, y, t1) = t2−t1.

Como resultado, g tem a forma g(x, y, t) = t+f(x, y). Assim calculando podemos obter

os seguintes resultados:

u =
R2x

x2 + y2
(2.30)

v = − R2y

x2 + y2
(2.31)

du = R2 y2 − x2

(x2 + y2)2
dx− 2R2 xy

(x2 + y2)2
dy (2.32)

dv = 2R2 xy

(x2 + y2)2
dx+R2 y2 − x2

(x2 + y2)2
dy (2.33)

du2 + dv2 =
R4

(x2 + y2)2
(dx2 + dy2) (2.34)

Como R = 1/
√
−κ, temos que

du2 + dv2 =
1

κ2(x2 + y2)2
(dx2 + dy2) (2.35)

com o fator conforme λ definido anteriormente, temos

λ(u, v) = κ(x2 + y2)λ(x, y) (2.36)

Por causa disso multiplicando ambos os lados de (2.35) por λ2(u, v) e usando (2.36)

temos:

λ2(u, v)(du2 + dv2) = λ2(x, y)(dx2 + dy2)
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Agora por (2.25), (2.26), (2.27), (2.28) e w = g = t+ f temos:

2τλ(u, v)(v du− u dv) + dw = 2
τ

κ
λ(x, y)

(
−y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy

)
+ fxdx+ fydy + dt

Então, gostaŕıamos de ter ds2
1 = ds2

2fx − 2τλ(x, y) y
κ(x2+y2)

= 2τyλ(x, y)

fy + 2τλ(x, y) x
κ(x2+y2)

= −2τxλ(x, y)

isto é: 
fx =

4τy

κ(x2 + y2)

fy = − 4τx

κ(x2 + y2)

(2.37)

Considerando que a coordenada complexa ζ = x+ iy, (2.37) é equivalente a:
fζ = 2i

τ

κζ

fζ = −2i
τ

κζ

(2.38)

note que obtemos (2.38) usando fζ = 1
2

(
∂
∂x
− i ∂

∂y

)
f e fζ = 1

2

(
∂
∂x

+ i ∂
∂y

)
f . Logo além

de uma constante aditiva, temos que a solução de (2.38) é†:

f(ζ) = 2i
τ

κ
log

ζ

ζ
= 2i

τ

κ

(
log

∣∣∣∣ζζ
∣∣∣∣+ i arg

ζ

ζ

)
= −4

τ

κ
arg ζ.

Vamos definir a faixa do valor principal como estando no intervalo aberto-fechado

[0, 2π). Isso mostra que, para todos os (x, y, t), os pontos (x, y, t) e
(
x, y, t± 4

τ

κ
2π
)

são identificados em E3. Logo, E3(κ, τ) fibra em ćırculos acima de S2(κ) e cada fi-

bra tem um comprimento igual a
4τ

κ
(2π). Além disso, topologicamente, E3 é a união

disjunta de R2×S1 com a fibra passando pelo polo norte de S2 (isto é, um circulo home-

omorfo a S1). Note que R2×S1 pode ser deformado continuamente para R3−{eixo-z}
que é homeomorfo a S3 \ S1 via projeção estereográfica. Logo, E3(κ, τ) \ π−1(N) é

homeomorfa a S3 \ S1. Isso mostra que reunindo a fibra, E3 é homeomorfa a S3, sendo

uma variedade compacta, conhecida como esfera de Berger S3
Berger(κ, τ). Como estamos

na dimensão 3, podemos afirmar que a esfera de Berger tridimensional é difeomorfa à

S3. Note que a última declaração do lema segue do cálculo das curvaturas seccionais

de E3(κ, τ), que faremos na próxima seção, considerando que os estabilizadores de um

ponto x tem dimensão 1 e não 3, sendo assim, E3(κ, τ) não é isotrópica.

†usando também que log f(ζ) = log |f(ζ)|+ i arg f(ζ) e arg( ζ

ζ
) = 2θ = 2 arg(ζ)
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Assim considerando todas as possibilidades para τ e κ deduzimos o seguinte resultado:

1. Se τ = 0, a fibração é metricamente trivial, com a fibra é F = R, pois caso

contrário Σ2 × S1 não seria simplesmente conexo. Logo temos, a menos de iso-

metria:

a) E3(κ, τ) = S2(κ)× R no caso κ > 0 e G = Isom(S2)× Isom(R).

b) E3(κ, τ) = H2(κ)× R no caso em que κ < 0 e G = Isom(H2)× Isom(R).

Observe que, no caso em que κ = 0, teŕıamos E3(κ, τ) = E3(0, 0) = R2 × R

com a métrica canônica do R3, mas o grupo de isometrias de E3(κ, τ) não é

máximo, porque está contido (estritamente) no grupo de isometria do R3 que

tem dimensão 6, conforme já discutimos no caṕıtulo anterior. Logo teŕıamos

isometrias de Isom(R3) que não estariam em Isom(E3(κ, τ)), assim este caso não

nos interessa.

2. Se τ 6= 0, a fibração não é metricamente trivial e nós temos, a menos de isometrias:

a) Se κ < 0, então E3 fibra acima de H2(κ) em retas e temos E3 é difeomorfo a

R3 com a métrica (2.29), ou seja:

g = λ2(dx2 + dy2) + (2τλ(y dx− xdy) + dt)2.

E3(κ, τ) também pode ser visto como o recobrimento universal de SL(2,R),

ou seja, o recobrimento universal do fibrado tangente unitário (em ćırculos)

de H2(κ), ˜SL(2,R) ' ŨH2. Sabemos que UH2 = {(p, v) ∈ TH2 : |v| = 1} é

difeomorficamente um fibrado trivial H2 × S1, mas a cobertura universal de

H2×S1 é H2×R, logo ˜SL(2,R) ' H2×R do ponto de vista do difeomorfismo

e não métrico. Logo π : ˜SL(2,R)→ H2 é uma submersão Riemanniana.

b) Se κ = 0, então E3(κ, τ) fibra acima de R2, com fibras que são linhas retas

F = R, pois F não pode ser S1 em virtude R2 ser contrátil e assim o grupo

fundamental de E3 seria isomorfo ao grupo fundamental de S1, que seria um

absurdo em virtude de E3 ser simplesmente conexo. Logo temos E3 ' R3

(difeomorfo a R3). Assim consideramos E3 com a métrica

g = dx2 + dy2 + (τ(y dx− x dy) + dt)2.

como (Nil3, gτ ), com Π : (Nil3, gτ ) → R2, onde Nil3 é chamado de espaço

Heisenberg.

Observe que, se κ > 0, então E3(κ, τ) é a esfera de berger e é difeomorfo à esfera

S3 com a métrica (2.29), com fibra em um ćırculo acima de S2(κ), em virtude da
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fibra não poder ser R em vista que obteŕıamos E3(κ, τ) como um recobrimento

do fibrado tangente unitário.

A esfera S3 é o recobrimento universal de SO(3,R), o qual pode ser identificado

com US2 o fibrado tangente unitário à esfera S2. De fato, o grupo de isome-

tria SO(3,R) age transitivamente em US2, enquanto o estabilizador de qualquer

ponto em US2 é o trivial. O fibrado tangente unitário US2 pode ser dotado

com a métrica canônica induzida no fibrado TS2. De fato, é sabido que há um

difeomorfismo entre ŨS2 e S3 que envia a projeção ŨS2 → S2 para a fibração

Hopf. A identificação S3 ' ŨS2 envia a métrica de S3 redimensionando a métrica

de ŨS2 por um fator na direção as fibras, para que as fibras agora tenham um

comprimento de 8πτ/κ.

Mas, nesse caso, o grupo de isometrias G de SBerger fornecido com essa métrica g

está contido (estritamente) no grupo de isometrias de S3 com a métrica canônica

(redonda). De fato, nesse caso, G é o grupo de isometrias das esferas de Berger

é G = U(2) = {A ∈ O(4) : AJ = ±JA}, onde J =

(
J1 0

0 J1

)
e J1 =

(
0 −1

1 0

)
(S1 × SU(2) diefo. U(2)). Essas variedades são obtidas deformando a métrica da

esfera redonda de maneira que a fibração de Hopf seja preservada, mas modifique

o comprimento das fibras. Note que SBerger não é S2 × S1 (não é simplesmente

conexa), logo a fibração Π : SBerger → S2(1/
√
κ) não é trivial.

Esses espaços são de grande interesse na geometria riemanniana e fornecem bons

exemplos. Por exemplo, eles serviram como contra-exemplos de uma conjectura

de Klingenberg sobre geodésica fechada e das conjecturas do primeiro autovalor

do Laplaciano nas esferas.

O próximo lema nos trás uma forma de obter a derivada covariante do campo

V na direção de um campos X ∈ X(E3(κ, τ)).

Lema 2.6.2. Suponha que a dimensão dos estabilizadores seja 1. Para qualquer vetor

tangente X ∈ X(E3(κ, τ)), temos:

∇XV = τ(X ∧ V ).

onde ∧ é o produto vetorial de TE3(κ, τ).

Demonstração. Por linearidade, basta mostrar o enunciado para os campos unitários

E1, E2 e V . Observe que temos:

E1 ∧ E2 = V, E1 ∧ V = −E2, E2 ∧ V = E1.

Usando as relações (2.27), obtemos:

∇E1
V = −τE2 = τ(E1 ∧ V )
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em seguida

∇E2
V = τE1 = τ(E2 ∧ V )

Finalmente temos

∇V V = τ(V ∧ V ) = 0

que termina a prova.

O Lema anterior torna natural a definição de submersão de Killing onde as fibras

são geodésicas. Por um lado, as geodésicas de E3 podem ser divididas em três tipos

diferentes: verticais, horizontais (que são elevações horizontais das geodésicas de Σ2) e

aquelas que não são verticais nem horizontais, cada uma das quais forma um ângulo

constante com a vertical direção.

Lema 2.6.3. As Geodésicas em E3(κ, τ) fazem um ângulo constante com o campo

vetorial vertical de Killing.

Demonstração. Dada uma geodésica γ em E3, podemos computar

d

dt
〈γ′, V 〉 = 〈∇γ′γ

′, V 〉+ 〈γ′,∇γ′V 〉

O primeiro termo do lado direito é nulo por γ ser geodésica, e o segundo também zero

pelo lema anterior.

2.7 Cálculo das curvaturas seccionais

Nosso objetivo agora é calcular a curvatura seccional K(P ) de qualquer plano

gerado por X, Y ∈ X (E3(κ, τ)). Como E3(κ, τ) é homogênea, basta calcular K(P ) em

um ponto escolhido.

Fixe um ponto p ∈ E3(κ, τ) e considere um plano P ⊂ TpE3(κ, τ), suponha que

P não seja horizontal. Como as rotações em torno do eixo vertical (o eixo gerado pelo

campo vertical E3) são isometrias, podemos supor que, a interseção entre P e o plano

horizontal passando por p ∈ E3(κ, τ) (que é o plano gerado por E1(p) ∈ TpE3(κ, τ) e

E2(p) ∈ TpE3(κ, τ)) é o eixo gerado pelo campo E1.

Assim, podemos supor que P seja gerado pelo vetor E1(p) ∈ TpE3(κ, τ) e

aE2(p) + bE3(p) ∈ TpE3(κ, τ), onde a2 + b2 = 1 por K(P ) a curvatura seccional

(conforme a [DC15]) em relação a P . Assim, vamos provar o seguinte resultado:

Lema 2.7.1. Seguindo as notações acima, temos:

K(aE2 + bV, E1) = a2(κ− 3τ 2) + b2τ 2.

Em particular K(E1, E2) = κ − 3τ 2 e K(E1, V ) = τ 2. Além disso, como κ − 4τ 2 6= 0

a curvatura seccional não é constante.
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Demonstração. Pela definição de curvatura seccional, temos:

K(P ) = K(aE2 + bV, E1)

= 〈R(aE2 + bV, E1)(aE2 + bV ), E1)〉

porque (aE2 +bV, E1) é uma base ortonormal de P , e 〈·, ·〉 é o produto escalar fornecido

pela métrica g. Por linearidade obtemos:

〈R(aE2 + bV, E1)(aE2 + bV ), E1)〉 = a2〈R(E2, E1)E2, E1〉
+ ab(〈R(E2, E1)V,E1〉+ 〈R(V,E1)E2, E1〉)
+ b2〈R(V,E1)V,E1〉

= a2〈R(E2, E1)E2, E1〉+ 2ab〈R(E2, E1)V,E1〉
+ b2〈R(V,E1)V,E1〉

pois

〈R(V,E1)E2, E1〉) = 〈R(E2, E1)V,E1〉.

Assim, obtemos que

K(P ) = a2K(E1, E2) + b2K(V,E1) + 2ab〈R(E2, E1)V,E1〉. (2.39)

Usando, por um lado, o fato de V ser um campo Killing e, por outro lado, o

cálculo das derivadas covariantes dos vetores E1, E2 e V entre eles para obter:

〈R(E2, E1)V,E1〉 = 〈∇E1
E2V,E1〉 − 〈∇E2

E1V,E1〉+ 〈∇[E2,E1]V,E1〉
= 〈∇E1

τE1, E1〉 − 〈∇E2
(−τE2), E1〉 − 〈∇E1

V, [E2, E1]〉

= −τ λx
λ2

+ τ
λx
λ2

= 0.

Então:

K(V,E1) = 〈R(V,E1)V,E1〉
= 〈∇E1

∇V V,E1〉 − 〈∇V∇E1
V,E1〉+ 〈∇[V,E1]V,E1〉

= −〈∇V (−τE2), E1〉 − 〈E1V, [V,E1]〉
= τ 2,
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e também:

K(E1, E2) = 〈R(E1, E2)E1, E2〉
= 〈∇E2

∇E1
E1, E2〉 − 〈∇E1

∇E2
E2, E1〉+ 〈∇[E1,E2]E1, E2〉

=

〈
∇E2

(
−λy
λ2
E2

)
, E2

〉
−
〈
∇E1

(
λx
λ2
E2 − τV

)
, E2

〉
+

〈
∇(

λy

λ2
E1−λx

λ2
E2+2τV

)E1, E2

〉
= −E2

(
λy
λ2

)
〈E2, E2〉 −

λy
λ2
〈∇E2

E2, E2〉

− E1

(
λx
λ2

)
〈E2, E2〉 −

λy
λ2
〈∇E1

E2, E2〉+ τ〈∇E1
V,E2〉

λy
λ2
〈∇E1

E1, E2〉 −
λx
λ2
〈∇E2

E1, E2〉+ 2τ〈∇VE1, E2〉

= −E2

(
λy
λ2

)
− E1

(
λx
λ2

)
− τ 2 −

(
λy
λ2

)2

−
(
λx
λ2

)2

− 2τ 2

= −1

λ

∂

∂y

(
λy
λ2

)
− 1

λ

∂

∂x

(
λx
λ2

)
−
(
λy
λ2

)2

−
(
λx
λ2

)2

− 3τ 2

K(E1, E2) = −1

λ

(
λyy
λ2
−

2λ2
y

λ3
+
λxx
λ2
− 2λ2

x

λ3

)
−
(
λy
λ2

)2

−
(
λx
λ2

)2

− 3τ 2

= −λxx + λyy
λ3

+
λ2
x

λ4
+
λ2
y

λ4
− 3τ 2

= −∆ log λ

λ2
− 3τ 2

= κ− 3τ 2.

Note que κ = −∆ log λ

λ2
= −λxx + λyy

λ3
+
λ2
x + λ2

y

λ4
, é a curvatura de Σ2(κ).

Assim, a curvatura seccional de um plano de P = span(aE2 + bV, E1) é:

K(aE2 + bV, E1) = a2(κ− 3τ 2) + b2τ 2.

Na demonstração do Lema 2.6.1, vimos que a curvatura de um plano vertical é

τ 2 e a curvatura do plano horizontal é κ−3τ 2, portanto, com a = 1 e b = 0, encontramos

a fórmula de O’Neill ([CE75] página 66):

K(E1, E2) = K(E1, E2)− 3

4
||[E1, E2]v||2

porque K(E1, E2) = κ e ‖[E1, E2]v‖ = 2τ .
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Portanto, esses resultados mostram que a curvatura seccional é constante se, e

somente se, κ− 4τ 2 = 0, mas neste caso o estabilizador é de dimensão 3 e não 1.



3 Isometrias dos Espaços E3(κ, τ )

Nesta seção, trataremos das isometrias dos espaços E3(κ, τ), seguindo os passos

de [Tou07] na seção 4 de suas notas. Primeiramente vamos lembrar alguns resultados

importantes:

Proposição 3.0.1. Seja F uma isometria de E3. Se u ∈ TxE3 é um vetor vertical,

então dxF (u) ∈ TF (x)E3 também é vertical.

Demonstração. Seja u um vetor vertical, logo u = λVx ∈ TxE3 para algum λ ∈ R.

Assim,

dxF (u) = dxF (λVx) = λdxF (Vx)

= λ(±VF (x)) = ±λVF (x),

logo dxF (u) é vertical.

Proposição 3.0.2. Seja F um isometria de E3. Se v é horizontal v ∈ (TxE3)h, então

dFx(v) ∈ TF (x)E3 também o é.

Essa proposição é uma consequência direta do fato de que isometrias também

preservam vetores horizontais.

Proposição 3.0.3. Seja F uma isometria de E3. Então se x, y ∈ E3 satisfazem que

Π(x) = Π(y), também temos Π(F (x)) = Π(F (y)). Em outras palavras, toda isometria

de E3 preserva a estrutura das fibras de Π.

Demonstração. Sejam x, y ∈ E3(κ, τ) como acima e z = Π(x) = Π(y). Então, γ1 =

Π−1(z) é uma geodésica em E3(κ, τ). Seja γ2 = Π−1(F (x)). Então, γ2 é a geodésica

de E3(κ, τ) passando por F (x) com vetor tangente VF (x), tal que dxF (Vx) = ±VF (x).

Observe que F (γ1) = γ2, pois são duas geodésicas com mesmas condições iniciais.

Agora, como y ∈ γ1, F (y) ∈ γ2 então, Π(F (y)) = Π(F (x)).

Lema 3.0.4. Toda isometria F em E3 induz uma isometria f : Σ2 → Σ2, de modo que

o diagrama a seguir seja comutativo

E3 E3

Σ2 Σ2

F

Π Π

f
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Ou seja, existe uma isometria f de Σ2 em Σ2 tal que Π ◦ F = f ◦ Π.

Demonstração. Defina f(z) = Π(F (x)) onde x ∈ Π−1(z). Pelo Proposição 3.0.3 f está

bem definida e satisfaz Π ◦ F = f ◦Π. Assim basta mostrar que f é uma isometria de

Σ2.

Fixe z ∈ Σ2, u, v ∈ TzΣ
2, queremos mostrar que 〈u, v〉z = 〈dzfu, dzfv〉f(z).

Primeiramente escolha x ∈ Π−1(z) e escreva u = dxΠ(ũ), v = dxΠ(ṽ), com ũ, ṽ ∈
(TxE

3)h. Então, como Π e uma submersão Riemanniana e F e uma isometria, temos

que 〈u, v〉z = 〈ũ, ṽ〉x = 〈dxF ũ, dxF ṽ〉F (x). Mas observe que, pelo Proposição 3.0.2,

temos que os vetores dxF ũ e dxF ṽ são horizontais, e então:

〈dxF ũ, dxF ṽ〉F (x) = 〈dF (x)Π(dxF ũ), dF (x)Π(dxF ṽ)〉Π(F (x)) = 〈dx(Π◦F ) ũ, dx(Π◦F ) ṽ〉f(Π(x))

Porem, por definição, Π ◦ F = f ◦ Π, e então

〈u, v〉z = 〈dx(f ◦ Π) ũ, dx(f ◦ Π) ṽ〉f(z)

= 〈dΠ(x)f(dΠx ũ), dΠ(x)f(dΠx ṽ)〉f(z)

= 〈dzf u, dzf v〉f(z)

mostrando que f é uma isometria.

Vamos identificar o espaço euclidiano R2 com o conjunto de números complexos

C, mais precisamente z = x + iy ≈ (x, y) (são coordenadas conformes em Σ2). Logo

podemos escrever F da seguinte forma:

F (z, t) = (f(z), h(z, t)),

onde f : Σ2 → Σ2, F : E3(κ, τ)→ E3(κ, τ) e h : E3(κ, τ)→ R. Como f é uma isometria

de Σ2(κ) nas suas coordenadas conformes, temos que ou f = (f1, f2) é conforme† ou

f = (f1,−f2) é conforme.

A partir de agora vamos dividir o problema em dois casos quando κ 6= 0 e

quando κ = 0.

3.1 Isometrias no caso κ 6= 0

Suponha inicialmente que κ 6= 0, vamos enunciar o primeiro teorema da seção,

com E3(κ, τ) com a seguinte métrica:

ds2 = λ2|dz|2 + (iτλ(zdz − zdz) + dt)2.

†Uma função conforme é uma função que preserva localmente os ângulos , mas não necessariamente
comprimentos. Equivalentemente, dizemos que uma função complexa f : U → C é conforme se é
holomorfa e sua derivada não é nula num aberto U em C.
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Teorema 3.1.1 (Isometrias de E3(κ, τ), κ 6= 0). Seja f uma isometria de Σ2(κ), então

F = (f, h) : E3(κ, τ)→ E3(κ, τ) é uma isometria se:

h(z, t) =

 t+ 2τ
κ

arg f ′(z) + c, se f preserva a orientação,

−t− 2τ
κ

arg f ′(z) + c, se f reverte a orientação,
(3.1)

onde c é uma constante real. Além disso, toda isometria de E3(κ, τ) é produzida dessa

forma.

Demonstração. A função h : E3(κ, τ) → R, portanto, precisamos determinar a função

h e verificar se ela satisfaz o teorema.

Seja F : E3(κ, τ) −→ (E3(κ, τ), ds2), sabemos que F é uma isometria da forma

F (z, t) = (f(z), h(z, t)) = ((f1, f2), h) onde f é uma isometria de Σ2(κ). Então, com o

pullback da métrica temos:

F ∗(ds2) = ds2. (3.2)

F ∗(λ2|dz|2 + (iτλ(z)(zdz − zdz) + dt)2) = λ2|dz|2 + (iτλ(z)(zdz − zdz) + dt)2

como f é isometria de Σ2, e portanto

F ∗(λ2|dz|2) = λ2|dz|2.

Então:

F ∗(iτλ(zdz − zdz) + dt) = ±(iτλ(zdz − zdz) + dt).

Suponha primeiro que:

F ∗(iτλ(zdz − zdz) + dt) = iτλ(zdz − zdz) + dt. (3.3)

Assim, se f preserva a orientação (sendo holomorfa), e os diferenciais são df(z) =

f ′dz, df(z) = f ′ dz e dh = hzdz + hzdz + htdt, então temos:

(3.3)⇐⇒ iτλ(f(z))(fdf − fdf) + dh = iτλ(z)(zdz − zdz) + dt

⇐⇒ iτλ(f(z))(ff ′dz − ff ′dz) + hzdz + hzdz + htdt = iτλ(z)(zdz − zdz) + dt

⇐⇒


iτλ(f(z))ff ′ + hz = iτλ(z)z

iτλ(f(z))ff ′ − hz = iτλ(z)z

ht = 1

⇐⇒

iτλ(f(z))ff ′ + hz = iτλ(z)z

ht = 1.
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Consequentemente, h é uma função da forma h(z, t) = ϕ(z) + t onde ϕ é uma

função real, em virtude de t ∈ R e h(z, t) toma imagem em R. Assim temos:

ϕz = iτ(λ(z)z − λ(f(z))ff ′). (3.4)

assim, temos

(3.4)⇐⇒ ϕz = iτ

(
2z

1 + κzz
− 2ff ′

1 + κff

)
⇐⇒ ϕz = i

2τ

κ
(log(1 + κzz)− log(1 + κff))z

⇐⇒ ϕ = −i2τ
κ

log

(
1 + κff

1 + κzz

)
+ ψ,

onde ψ é uma função holomórfa (ψz = 0). Por outro lado, as isometrias positivas de

Σ2(κ) para κ 6= 0 têm a forma

f(z) =
az − c/κ
cz + a

, (3.5)

onde a, c ∈ C verifica aa+ cc/κ = 1, |z| < 1/
√
−κ se κ < 0 e z ∈ C ∪ {∞} se κ > 0.

Verificamos que, para todo z, temos:

1 + κff

1 + κzz
=

1

|cz + a|2
= |f ′(z)|,

assim,

(3.4)⇐⇒ ϕ = −i2τ
κ

log |f ′(z)|+ ψ,

e

ϕ+ i
2τ

κ
log |f ′(z)| = ψ, (3.6)

temos que ψ é holomorfa, ϕ é real, log f ′(z) = log |f ′(z)| + i arg f ′(z) é holomorfa e

log |f ′(z)| é a harmônica conjugada de − arg f ′(z). Como a harmônica conjugada é

única a menos de adição de uma constante, conclúımos que:

ϕ(z) =
2τ

κ
arg f ′(z) + c,

onde c é uma constante real. Portanto

h(z, t) = t+
2τ

κ
arg f ′(z) + c.
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Se agora f é uma isometria negativa de Σ2(κ) (anti-holomorfa‡), então f = g em que

g é uma isometria positiva (holomorfa). Temos:

(3.3)⇐⇒ iτλ(f(z))(fdf − fdf) + dh = iτλ(z)(zdz − zdz) + dt

⇐⇒ iτλ(g(z))(gdg − gdg) + dh = iτλ(z)(zdz − zdz) + dt

⇐⇒ iτλ(g(z))(gg′dz − gg′dz) + hzdz + hzdz + htdt = iτλ(z)(zdz − zdz) + dt

⇐⇒


−iτλ(g(z))gg′ + hz = iτλ(z)z

iτλ(g(z))gg′ + hz = −iτλ(z)z

ht = 1

⇐⇒

hz = iτ(λ(g(z))gg′ + λ(z)z)

ht = 1.

Novamente, h tem, portanto, a forma h(z, t) = ϕ(z) + t, onde ϕ é uma função real que

satisfaz:

ϕz = iτ(λ(g(z))gg′ + λ(z)z).

Como g cumpre (3.5), temos:

ϕz = i
2τ

κ
(log(1 + κzz) + log(1 + κgg))z.

Portanto, ϕ satisfaz:

ϕ(z) = i
2τ

κ
(log(1 + κzz) + log(1 + κgg)) + ψ,

reescrevendo em termos de g′ como anteriormente, temos

ϕ(z) = i
2τ

κ
(log(1 + κzz)2 + log |g′(z)|)︸ ︷︷ ︸

∈R

+ψ,

logo,

ψ = u(x, y) + iv(x, y) = ϕ(z)− i2τ
κ

(log(1 + κzz)2 + log |g′(z)|).

Como log |g′(z)| é uma função harmônica, ϕ é real e ψ é holomórfa, implica

na função log(1 + κzz̄)2 ser harmônica, o que é falso, pois: P = log(1 + κzz̄)2 =

2 log(1 + κ|z|2), e |z|2 = x2 + y2, assim teremos Pxx + Pyy 6= 0. Isso mostra que na

condição (3.3), a função f deve ser uma isometria positiva de Σ2(κ), com isso, temos

a primeira parte do teorema.

‡Dizemos que uma função é anti-holomorfa se ela for derivável com respeito a z. Ou seja, se f(z)
for holomorfa.
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Suponha agora que:

F ∗(iτλ(zdz − zdz) + dt) = −iτλ(zdz − zdz) + dt. (3.7)

Assim, se f é uma isometria negativa de Σ2(κ), então f = ḡ onde g esteja no

formato (3.5) (positiva). Temos:

(3.7)⇐⇒ iτλ(f(z))(fdf − fdf) + dh = −iτλ(z)(zdz − zdz)− dt
⇐⇒ iτλ(g(z))(gdg − gdg) + dh = −iτλ(z)(zdz − zdz)− dt
⇐⇒ iτλ(g(z))(gg′dz − gg′dz) + hzdz + hzdz + htdt = −iτλ(z)(zdz − zdz)− dt

⇐⇒


−iτλ(g(z))gg′ + hz = −iτλ(z)z

iτλ(g(z))gg′ + hz = iτλ(z)z

ht = −1

⇐⇒

hz = iτ(λ(g(z))gg′ − λ(z)z)

ht = −1.

Assim, h tem a forma h(z, t) = ϕ(z)− t, onde ϕ é uma função real, que satisfaz:

ϕz = iτ(λ(g(z))gg′ − λ(z)z).

Como g cumpre (3.5), temos:

ϕz = i
2τ

κ
(log(1 + κgg)− log(1 + κzz))z,

assim,

ϕ(z) = i
2τ

κ
(log(1 + κgg)− log(1 + κzz)) + ψ,

ϕ(z) = i
2τ

κ
log |g′(z)|+ ψ,

onde ψ é holomórfa. Por outro lado, fazendo os mesmos cálculos, obtemos

h(z, t) = −t− 2τ

κ
arg g′ + c,

onde c é uma constante real.

Portanto, f não pode ser uma isometria positiva de Σ2(κ), o que prova a segunda

parte.
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3.2 Isometrias no caso κ = 0

Agora vamos estudar o caso que κ = 0 e τ 6= 0, lembrando que E3(0, τ) é o

grupo de Heisenberg Nil3, com a métrica:

ds2 = dx2 + dy2 + (τ(ydx− xdy) + dt)2 = |dz|2 +
(
i
τ

2
(zdz − zdz) + dt

)2

.

Da mesma forma que na Seção 3.1, qualquer isometria de E3(0, τ) tem a forma

F (z, t) = (f(z), h(z, t))

onde f : R2 → R2 é uma isometria. Portanto, f tem uma das duas formas:

f(z) = eiθz + a+ ib ou f(z) = eiθz + a+ ib,

onde a, b, θ ∈ R. Isso nos permitirá determinar as isometrias de E3(0, τ).

Teorema 3.2.1. As isometrias dos espaços de Heisenberg (Nil3), E3(0, τ), têm a forma:

F (z, t) = (eiθz + a+ ib, t+ τ Im

(
(a− ib)eiθz

)
+ c) (3.8)

ou então

G(z, t) = (eiθz + a+ ib,−t− τ Im

(
(a+ ib)e−iθz

)
+ c) (3.9)

com a, b, c, θ ∈ R.

Demonstração. Se F é uma isometria de E3(0, τ), então:

i
τ

2
(fdf − fdf) + dh = ±

(
i
τ

2
(zdz − zdz) + dt

)
.

Suponhamos primeiro que f seja uma isometria positiva de R2. Temos:

i
τ

2
(fdf − fdf) + dh = i

τ

2
(zdz − zdz) + dt, (3.10)
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(3.10)⇐⇒ i
τ

2
(fdf − fdf) + dh = i

τ

2
(zdz − zdz) + dt

⇐⇒ i
τ

2
(ff ′dz − ff ′dz) + dh = i

τ

2
(zdz − zdz) + dt

⇐⇒ i
τ

2
((e−iθz + a− ib)eiθdz − (eiθz + a+ ib)e−iθdz)

+ hzdz + hzdz + htdt = i
τ

2
(zdz − zdz) + dt

⇐⇒

i τ2eiθ(e−iθz + a− ib) + hz = i τ
2
z

ht = 1

⇐⇒

hz = −i τ
2
eiθ(a− ib)

ht = 1.

O que mostra que h tem o formato h(t, z) = t+ϕ(z), onde ϕ é uma função real

que verifica

ϕ = −iτ
2
eiθ(a− ib)z + ψ,

com ψ holomorfa. Com argumentos análogos aos usados para a prova do Teorema 3.1.1,

temos:

ψ = u(x, y) + iv(x, y) = ϕ(z)− τ

2
Im

(
(eiθ(a− ib)z

)
+
iτ

2
Re

(
eiθ(a− ib)z

)

ϕ(z) = τ Im

(
eiθ(a− ib)z

)
+ c

h(z, t) = t+ τ Im

(
eiθ(a− ib)z

)
+ c.

Assim, F é da primeira forma declarada no teorema.

Agora, se f é uma isometria negativa de R2, temos

(3.10)⇐⇒ i
τ

2
((e−iθz + a− ib)eiθdz − (eiθz + a+ ib)e−iθdz)

+ hzdz + hzdz + htdt = i
τ

2
(zdz − zdz) + dt

⇐⇒

−i τ2 (z + e−iθ(a+ ib)) + hz = i τ
2
z

ht = 1

⇐⇒

hz = iτz + i τ
2
e−iθ(a+ ib)

ht = 1.

O que mostra que h tem o formato h(t, z) = t+ϕ(z), onde ϕ é uma função real

que verifica

ϕ(z) = iτzz + i
τ

2
e−iθ(a+ ib)z + ψ,
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com ψ holomorfa. Isso causaria, por exemplo, que a função zz fosse harmônica, o que

é falso. Deduzimos que, no caso (3.10), as isometrias são da primeira forma declarada.

Finalmente assumimos que:

i
τ

2
(fdf − fdf) + dh = −

(
i
τ

2
(zdz − zdz) + dt

)
. (3.11)

Mostraremos que, neste caso, f deve ser uma isometria negativa de R2. Então, temos:

(3.11)⇐⇒ i
τ

2
((e−iθz + a− ib)eiθdz − (eiθz + a+ ib)e−iθdz)

+ hzdz + hzdz + htdt = −iτ
2

(zdz − zdz)− dt

⇐⇒

−i τ2 (z + e−iθ(a+ ib)) + hz = −i τ
2
z

ht = −1

⇐⇒

hz = i τ
2
e−iθ(a+ ib)

ht = −1.

Portanto, h tem a forma h(t, z) = −t+ ϕ(z), onde ϕ é uma função real que verifica

ϕ(z) = i
τ

2
e−iθ(a+ ib)z + ψ,

em que ψ é holomorfa. Portanto, devemos ter:

ϕ(z) = −τ Im

(
e−iθ(a+ ib)z

)
+ c

onde c é uma constante real. A isometria F é, portanto, da forma:

F (z, t) = (eiθz + a+ ib,−t− τ Im

(
eiθ(a+ ib)z

)
+ c),

que termina a prova.

Observação 3.2.2. Conhecendo todas as isometrias de E3(κ, τ), podemos montar o

grupo G = Isom(E3(κ, τ)) e verificar que essas variedades são homogêneas.



4 Prova de que o campo V é um

campo Killing

A seguir vamos mostrar que V é um campo de Killing, seguindo os passos da

prova de Eric Toubiana em [Tou07].

4.1 Teorema do Campo de Killing nos Espaços E3(κ, τ )

Teorema 4.1.1. Seja M3 uma variedade simplesmente conexa da dimensão 3 com

uma métrica ds2. Seja J um grupo de Lie agindo transitivamente em M3 por isometrias

(assim (M3, ds2) é homogênea). Assumimos que exista um campo vetorial unitário V

em M3, de modo que, para todo g ∈ J, tenhamos dxg(Vx) = Vg(x) para todos os x ∈ M3.

Supomos ainda que, para todo x ∈ M3, exista um subgrupo Hx ⊂ Stab(x) ⊂ J isomorfo

a SO(2) e contido no estabilizador de x. Nessas condições, temos uma e apenas uma

das seguintes possibilidades:

1. V é um campo Killing.

2. V não é um campo Killing e (M3, ds2) é de curvatura seccional constante e nega-

tiva. Portanto (M3, ds2) é isométrica a um espaço hiperbólico H3(−µ2), µ > 0.

Em particular, se J = Isom(M3) é o grupo de isometrias de M3 e se dim stab(x) = 1

para todo x ∈ M3 (onde Stab(x) = Isomx(M3) é o estabilizador de x em J), então V é

um campo Killing.

Demonstração. As hipóteses nos indicam que dimHx = 1 e que existe V ∈ X(M3),

unitário que é invariante a esquerda pela ação de J. Logo V gera um fluxo que determina

uma folheação de F de M3 definido pelas curvas integrais de V . Observe que nessa

situação as hipóteses mostram que qualquer isometria g ∈ J preserva F , conforme

mostrado na Proposição 2.2.6.

Para todo x ∈ M3, chamamos Fx ⊂ M3 a folha (curva integral) passando por x.

Em particular, se h ∈ Hx, temos h(Fx) = Fx. Seja φt o fluxo de V . Como o campo V

é unitário, o comprimento da curva Fx, entre x e φt(x) é |t|. Ao orientar cada folha

Fx por V , temos g(Fx) = Fg(x) e a orientação de Fg(x) induzida por V é a mesma que

induzida pela orientação de Fx e g, para todo o g ∈ J.
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Seja x ∈ M3 e seja g ∈ J , para todo t ≥ 0 o ponto g(φt(x)) é o ponto na folha

Fg(x) tal que o comprimento do arco desta folha delimitado por g(x) e g(φt(x)) seja t

e a orientação dada por g(x)→ g(φt(x)) é igual à orientação de Fg(x) fornecida por V .

Portanto, temos g(φt(x)) = φt(g(x)) para todos os x ∈ M3 e todos os t ≥ 0. Mostramos

que isso também é válido para todos os t < 0 da mesma maneira. Então temos:

g ◦ φt = φt ◦ g

para todo t ∈ R e todo g ∈ J .

Em particular, se h ∈ Hx, teremos h(y) = y para todos os y ∈ Fy. Isso mostra

que as folhas de F são todas geodésicas.

Agora seja F qualquer folha, ou x ∈ F e h ∈ Hx. Infinitesimalmente temos

Dxh(Vx) = Vx e para qualquer vetor Ux ∈ TxM3 ortogonal a Vx, a imagem vetorial

Dxh(Ux) ∈ TxM3 ainda é ortogonal a Vx. Assim, h se comporta próximo a x como

uma rotação de eixo F = Fx. Assim, h se comporta próximo a x como uma rotação

de eixo F = Fx. Como cada ponto de F é fixado em h, isso mostra que F não pode

acumular-se quando t→ ±∞.

Proposição 4.1.2. Seja x ∈ M3, t ∈ R e seja gt ∈ G de modo que gt(φt(x)) = x. Para

todo h ∈ Hx, temos:

h ◦ gt = gt ◦ h
h ◦ (gt ◦ φt) = (gt ◦ φt) ◦ h (4.1)

Assim, o diferencial dx(gt ◦ φt) comuta com todas as rotações do eixo TxFx =

VxR = Lx(campo de retas). Consequentemente, dx(gt ◦ φt) é ele próprio uma rotação

do mesmo eixo, seguido, possivelmente, por uma homotetia na direção ortogonal a Vx.

Nota: Se um elemento de J leva um ponto x em outro ponto y, então este elemento

comuta com todo elemento de Hx = Hy. Note gt ◦ φt fixa x de modo que sua derivada

em x é um automorfismo de TxM3. Assim a derivada é a identidade ao longo do eixo de

rotação da ação de Hx e comuta com os elementos de Hx. Logo, a derivada deve ser uma

rotação longo deste eixo possivelmente composta com uma expansão ou contração.

Demonstração. Agora seja f := g−1
t ◦ h ◦ gt ∈ Hx, ou seja, h ◦ gt = gt ◦ f . Deduzimos

que:

h ◦ (gt ◦ φt) = gt ◦ f ◦ φt = (gt ◦ φt) ◦ f (4.2)

Mostraremos que f = h, isso mostrará as relações (4.1) e, portanto, que h e gt comutam.

Vamos escolher um mapa Ω̃ de M3 em torno de x, de modo que, chamando

(u, v, t) das coordenadas de Ω̃. O campo V corresponde ao campo ∂t e, no ponto
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x = (u0, v0, t0), a famı́lia (∂u, ∂y, ∂t) é uma base ortonormal de TxM3. Como dx(gt ◦
φt)Vx = Vx, deduzimos que, no ponto x, a matriz M do diferencial dx(gt ◦ φt) na base

(∂u, ∂v, ∂t) está no formato:

M =

a p 0

b q 0

c r 1


chamando α ∈ R (resp. β ∈ R) o argumento da rotação dxh (resp. dxf), a matriz A

(resp. B) de dxh (resp. dxf) está no formato:

A =

cosα − sinα 0

sinα cosα 0

0 0 1

 B =

cos β − sin β 0

sin β cos β 0

0 0 1


onde a, b, c, p, q, r ∈ R. A relação (4.2) mostra que temos:

AM = MB

Ao equalizar os coeficientes dessas duas matrizes, obtemos seis equações que apresen-

tamos em três sistemas de duas equações.

(S1) =

a cos θ + p sin θ = a cosα− b sinα

p cos θ − a sin θ = p cosα− q sinα

(S2) =

b cos θ + q sin θ = a sinα + b cosα

q cos θ − b sin θ = p sinα + q cosα

(S3) =

(1− cos θ)c− sin θ r = 0

sin θ c+ (1− cos θ)r = 0

Considere (S3) como um sistema em que as incógnitas são c e r. O determinante é

(1 − cos θ)2 + sin2 θ. Observe que, se h 6= Id, teremos f 6= Id. Supondo que h 6= Id

temos que (1 − cos θ)2 + sin2 θ 6= 0. Portanto, deduzimos que a única solução de (S3)

é c = r = 0.

Vamos resolver (S1) em cos θ e sin θ. O determinante é −(a2 + p2), é diferente

de zero porque M é uma matriz invert́ıvel. Então temos:cos θ = cosα− (ab+pq)
a2+p2

sinα

sin θ = (aq−bp)
a2+p2

sinα

Da mesma forma, resolvemos (S2) em cos θ e sin θ. O determinante é - (b2 + q2) e é
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diferente de zero porque M é invert́ıvel. Temos:cos θ = cosα + (ab+pq)
a2+p2

sinα

sin θ = (aq−bp)
a2+p2

sinα

Observe que aq − bp 6= 0 porque det(M) 6= 0. Ao equalizar os dois valores do seno

encontrados, obtemos a2 + p2 = b2 + q2. Portanto, existem reais p > 0 e y, z tais quea = ρ cos y

p = ρ sin y

q = ρ cos z

b = ρ sin z

Ao igualar os dois valores de cos θ, obtemos ab + pq = 0, ou seja, substituindo acima

chegamos em: sin(z + y) = 0 e, portanto, z + y = kπ para um número inteiro k. Pela

conexidade do fluxo φt, cada φt preserva a orientação, o mesmo ocorre para gt ◦ φt.
Portanto, temos det(M) > 0, ou seja, aq− bp > 0. Ao substituir, obtemos cos(y+z) >

0. Portanto, temos z = −y + 2kπ para um número inteiro k. Deduzimos que cos θ =

cosα então sin θ = sinα, ou seja, f = h e, consequentemente, h◦ (gt ◦φt) = (gt ◦φt)◦h.

Finalmente, a matriz M tem a forma:

M =

ρ cos z −ρ sin z 0

ρ sin z ρ cos z 0

0 0 1


Consequentemente, dx(gt ◦ φt) é da forma anunciada. �

Observação 4.1.3. Seja x ∈ E3 ou h ∈ Hx e g ∈ G de modo que g(x) ∈ Fx (e,

portanto, g(Fx) = Fx). Observe que a proposição anterior mostra que g e h comutam:

g ◦ h = h ◦ g.

Afirmação 1. Existe um µ real tal que para todo t ∈ R e para qualquer vetor

Ux ∈ TxM3 ortogonal a Vx temos:

‖dx(gt ◦ φt)(Ux)‖ = eµt‖Ux‖

e portanto:

‖dxφt(Ux)‖ = eµt‖Ux‖

Demonstração. Como M3 é homogênea, deduzimos do exposto que para todo x ∈ M3,

para todo t ∈ R e para todo Ux ∈ TxM3 ortogonal a Vx existe um real α(t) tal que

‖dxφt(Ux)‖ = α‖Ux‖.
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Para todos os reais t0, t ∈ R, temos, portanto:

‖dxφt0+t(Ux)‖ = α(t+ t0)‖Ux‖.

Além disso:

‖dxφt0+t(Ux)‖ = ‖dφt0 (x)φt(dxφt0(Ux))‖ = α(t)‖dxφt0(Ux)‖ = α(t)α(t0)‖Ux‖.

Portanto, temos α(t + t0) = α(t)α(t0) para todo reais t e t0. Definindo µ = logα(1) e

observando que α é cont́ınuo, deduzimos que α(t) = eµt para todo t ∈ R, o que mostra

a afirmação. �

Agora considere um sistema de coordenadas Ω ⊂ R3 de M3 de tal forma que,

chamando x, y, t como as coordenadas de Ω, o campo V seja ∂t. Podemos supor que

Ω = D × I em que D ⊂ R2 seja o disco unitário aberto e I ⊂ R seja um intervalo

aberto centrado em 0. A métrica ds2 lida em Ω tem a forma:

ds2 = Adx2 +Bdy2 + dt2 + 2αdxdt+ 2βdydt+ 2γdxdy

= (A− α2)dx2 + (B − β2)dy2 + 2(γ − α3)dxdy + (αdx+ βdy + dt)2 (4.3)

Onde A,B, α, β, γ : Ω → R. Na carta Ω, o fluxo local φt tem a expressão: φt(p) =

p+ (0, 0, t) para todos os p ∈ Ω e todos os t em que isso está definido.

Observação 4.1.4. Observe que V é um campo Killing se, e somente se, o fluxo φt

for formado por isometrias, ou seja, se, e somente se, µ = 0.

Afirmação 2. As funções α e β são independentes de t e, portanto, dependem apenas

de x e y.

Demonstração. Para mostrar isso, lembremos que as curvas integrais de V são geodésicas.

Como o campo V é unitário, temos, portanto, ∇V V = 0 onde ∇ é a conexão rieman-

niana de (M3, ds2). Na carta Ω, temos, portanto, ∇∂t∂t = 0. Como x, y e t são

coordenadas que temos ∇∂x∂t = ∇∂t∂x. Então temos:

0 = 〈∇∂t∂t, ∂x〉 =
∂

∂t
〈∂t, ∂x〉 − 〈∂t,∇∂t∂x〉

=
∂

∂t
α− 〈∂t,∇∂t∂x〉

=
∂

∂t
α− 1

2

∂

∂x
〈∂t, ∂t〉

=
∂

∂t
α

que mostra que α não depende de t. Mostramos de maneira análoga que β não depende

de t. �
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Afirmação 3. Para todo p0 = (x0, y0, t0) ∈ Ω e todo t, como p0 + t ∈ Ω (onde, por

simplicidade, p0 + t representa p0 + (0, 0, t)), temos:

(A− α2)(p0 + t) = 22µt(A− α2)(p0)

(B − β2)(p0 + t) = 22µt(B − β2)(p0)

(γ − αβ)(p0 + t) = 22µt(γ − αβ)(p0)

Demonstração. A qualquer momento p ∈ Ω, a métrica ds2 nas coordenadas (x, y, t) é

dada pela matriz:

G(p) :=

A γ α

γ B β

α β 1


Consequentemente, para todos os vetores ~u = a∂x + b∂y + c∂t e ~v = a1∂x + b1∂y + c1∂t

em TpM3 temos:

〈~u,~v〉 = ~uTG(p)~v = (a, b, c) ·G(p) ·

a1

b1

c1


= (a, b, c) ·

Aa1 + γb1 + αc1

γa1 +Bb1 + βc1

αa1 + βb1 + c1

 (p)

= a(Aa1 + γb1 + αc1) + b(γa1 +Bb1 + βc1) + c(αa1 + βb1 + c1) (4.4)

Lembre-se de que para qualquer vetor U ∈ TpΩ ortogonal a ∂t, temos:

‖dp(φt)U‖2
p+t = e2µt‖U‖2

p (4.5)

para todo t ∈ R, como p+ t ∈ Ω.

Aplicaremos essa propriedade aos campos vetoriais:

U1 := ∂x − α∂t
U2 := ∂y − β∂t
U3 := (γ − αβ)∂x − (A− α2)∂y + (β(A− α2)− α(γ − αβ))∂t

Podemos verificar facilmente usando (4.4) se os campos vetoriais U1, U2 e U3 são

ortogonais a V = ∂t. Além disso, para todos os t ∈ R como p0 + t ∈ Ω, temos
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dp0(φt)∂x(p0) = ∂x(p0 + t) e o mesmo para campos ∂y e ∂t. Então temos:

dp0(φt)U1 = ∂x(p0 + t)− α(x0, y0)∂t(p0 + t)

dp0(φt)U2 = ∂y(p0 + t)− β(x0, y0)∂t(p0 + t)

dp0(φt)U3 = ((γ − αβ)∂x − (A− α2)∂y + (β(A− α2)− α(γ − αβ))∂t)(p0 + t)

Portanto:

‖dp0(φt)U1‖2
p+t = 〈dp0(φt)U1, dp0(φt)U1〉p0+t

= (1, 0,−α)(p0) ·

A(p0 + t)− α(p0 + t)α(p0)

γ(p0 + t)− β(p0 + t)α(p0)

α(p0 + t)− α(p0)


= (1, 0,−α)(p0) ·

(A− α2)(p0 + t)

(γ − αβ)(p0 + t)

0


= (A− α2)(p0 + t)

onde usamos o fato de que α e β não dependem de t. Aplicando a propriedade (4.5),

obtemos:

(A− α2)(p0 + t) = e2µt(A− α2)(p0) (4.6)

para todo t ∈ R, como p+ t ∈ Ω.

Aplicando a propriedade (4.5) ao campo U2, obtemos da mesma maneira:

(B − β2)(p0 + t) = e2µt(B − β2)(p0) (4.7)

Por fim, aplique a propriedade (4.5) ao campo U3, obtemos:

‖dp0(φt)U3‖2p+t = 〈dp0(φt)U3, dp0(φt)U3〉p0+t

= ((γ − αβ),−(A− α2), (β(A− α2)− α(γ − αβ)))(p0)

·

A(p0 + t)(γ − αβ)− γ(p0 + t)(A− α2) + α(p0 + t)(β(A− α2)− α(γ − αβ))

γ(p0 + t)(γ − αβ)−B(p0 + t)(A− α2) + β(p0 + t)(β(A− α2)− α(γ − αβ))

α(p0 + t)(γ − αβ)− β(p0 + t)(A− α2) + (β(A− α2)− α(γ − αβ))


Continuando esse cálculo, após a simplificação e o usando novamente do fato de que

α e β são independentes de t, obtemos:

‖dp0(φt)U3‖2p+t =

(A− α2)(p0 + t)(γ − αβ)2 − 2(γ − αβ)2(p0 + t)(A− α2) + (B − β2)(p0 + t)(A− α2)2

(4.8)
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onde as funções são avaliadas no ponto p0 quando nada é indicado. Usando a propri-

edade (4.5) e as relações (4.6) e (4.7), obtemos:

(γ − αβ)(p0 + t) = e2µt(γ − αβ)(p0) (4.9)

para todos os t ∈ R, como p0 + t ∈ Ω, que mostra a asserção. �

Além disso, um cálculo análogo ao que fornece a relação (4.8) fornece:

‖dp0(U3)‖2
p0

= (A− α2)(p0)((A− α2)(B − β2)− (γ − αβ)2)(p0)

isso mostra que

((A− α2)(B − β2)− (γ − αβ)2)(p0) > 0 (4.10)

para todos os p0 ∈ Ω. Além disso, o resultado anterior mostra que a métrica ds2, ver

(4.3), tem a seguinte forma:

ds2(x, y, t) = e2µt(ã(x, y)dx2 + b̃(x, y)dy2 + 2c̃(x, y)dxdy) + (αdx+ βdy + dt)2 (4.11)

onde ã(x, y) := (A−α2)(x, y, 0), b̃(x, y) := (B−β2)(x, y, 0) e c̃(x, y) := (γ−αβ)(x, y, 0).

Deduzimos de (4.10) que ã(x, y)dx2 + b̃(x, y)dy2 + 2c̃(x, y) dxdy é uma métrica

em D ⊂ R2. Com uma mudança de parâmetros fechados de D, pode-se supor que essa

métrica seja conforme. Nessas novas coordenadas, que continuamos chamando de x e

y (t não mudou), a métrica ds2 tem a forma:

ds2(x, y, t) = e2µtλ2(x, y)(dx2 + dy2) + (α dx+ β dy + dt)2 (4.12)

onde α, β e λ são apenas funções de x e y e mais λ > 0.

Afirmação 4. Temos:
〈∇∂x∂x, ∂x〉 = e2µtλλx + ααx 〈∇∂y∂x, ∂x〉 = e2µtλλy + ααy 〈∇∂t∂x, ∂x〉 = e2µtλ2

〈∇∂x∂x, ∂y〉 = (αβ)x − e2µtλλy − ααy 〈∇∂y∂x, ∂y〉 = e2µtλλx + ββx 〈∇∂t∂x, ∂y〉 = 1
2
(βx − αy)

〈∇∂x∂x, ∂t〉 = αx − e2µtλ2 〈∇∂y∂x, ∂t〉 = 1
2
(αy + βx) 〈∇∂t∂x, ∂t〉 = 0

(4.13)
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〈∇∂y∂y, ∂x〉 = (αβ)y − e2µtλλx − ββx 〈∇∂t∂y, ∂x〉 = −1

2
(βx − αy)

∇∂y∂y, ∂y〉 = e2µtλλy + ββy 〈∇∂t∂y, ∂y〉 = e2µtλ2

〈∇∂y∂y, ∂t〉 = βy − e2µtλ2 〈∇∂t∂y, ∂t〉 = 0

(4.14)

Portanto, temos:

∇∂x∂x =
(
λx
λ

+ µα
)
∂x +

(
−λy

λ
+ µβ + α (βx−αy)

e2µtλ2

)
∂y

+(αβ (αy−βx)

e2µtλ2
+ β λy

λ
− αλx

λ
+ αx − µ(e2µtλ2 + α2 + β2))∂t

∇∂y∂x = ∇∂x∂y =
(
λy
λ

+ α
2

(αy−βx)

e2µtλ2

)
∂x +

(
λx
λ

+ β
2

(βx−αy)

e2µtλ2

)
∂y

+
(

(α2−β2)
2

(βx−αy)

e2µtλ2
− αλy

λ
− β λx

λ
+ 1

2
(αy + βx)

)
∂t

∇∂t∂x = ∇∂x∂t = µ∂x + 1
2

(βx−αy)

e2µtλ2
∂y −

(
µα + β

2

(βx−αy)

e2µtλ2

)
∂t

(4.15)



∇∂y∂y =
(
−λx

λ
+ β (βx−αy)

e2µtλ2

)
∂x +

(
λy
λ

+ µβ
)
∂y

+(αβ (βx−αy)

e2µtλ2
+ αλx

λ
− β λy

λ
+ βy − µ(e2µtλ2 + α2 + β2))∂t

∇∂t∂y = ∇∂y∂t = 1
2

(αy−βx)

e2µtλ2
∂x + µ∂y −

(
βµ+ α

2

(αy−βx)

e2µtλ2

)
∂t

∇∂t∂t = 0

(4.16)

As relações de (4.13) e (4.14) são mostradas usando a métrica. Por exemplo

〈∇∂x∂x, ∂y〉 =
∂

∂x
〈∂x, ∂y〉 − 〈∂x,∇∂y∂x〉

=
∂

∂x
〈∂x, ∂y〉 −

1

2

∂

∂y
〈∂x, ∂x〉

= (αβ)x −
1

2

∂

∂y
(e2µtλ2 + α2)

= (αβ)x − e2µtλλy − ααy

A métrica ds2 é dada pela matriz:

G =

e2µtλ2 + α2 αβ α

αβ e2µtλ2 + β2 β

α β 1


A matriz inversa é

G−1 =
1

e2µtλ2
=

 1 0 −α
0 1 −β
−α −β e2µtλ2 + α2 + β2


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Consequentemente, para qualquer vetor ~u = a∂x + b∂y + c∂t, temos:ab
c

 = G−1 ·

〈~u, ∂x〉〈~u, ∂y〉
〈~u, ∂t〉


As fórmulas (4.15) e (4.16) são mostradas usando essas identidades e as relações (4.13)

e (4.14).

Agora 
E1 =

1

eµtλ
∂x −

α

eµtλ
∂t

E2 =
1

eµtλ
∂y −

β

eµtλ
∂t

(4.17)

Observe que (E1, E2, ∂t) é um campo de referências ortonormais em Ω = D × I.

Afirmação 5. Temos:

∇E1
E1 =

1

eµtλ

(
µβ − λy

λ

)
E2 − µ∂t, ∇E1

E2 =
1

eµtλ

(
λy
λ
− µβ

)
E1 +

(αy − βx)
2e2µtλ2

∂t

∇E2
E1 =

1

eµtλ

(
λx
λ
− αµ

)
E2 +

1

eµtλ

(βx − αy)
2e2µtλ

∂t, ∇E2
E2 =

1

eµtλ

(
µα− λx

λ

)
E1 − µ∂t

∇∂tE1 =
(βx − αy)
2e2µtλ2

E2, ∇∂tE2 =
(αy − βx)
2e2µtλ2

E1

∇E1
∂t = µE1 +

(βx − αy)
2e2µtλ2

E2, ∇E2
∂t =

(αy − βx)
2e2µtλ2

E1 + µE2, ∇∂t∂t = 0

(4.18)

e, portanto:

[E1, E2] =
1

eµtλ

(
λy
λ
− µβ

)
E1 −

1

eµtλ

(
λx
λ
− αµ

)
E2 +

(αy − βx)
e2µtλ2

∂t

[E1, ∂t] = µE1

[E2, ∂t] = µE2

(4.19)

As fórmulas (4.18) são mostradas usando as relações (4.15) e (4.16). As relações (4.19)

são deduzidas diretamente de (4.18).

Agora vamos calcular em cada ponto de Ω a curvatura seccional do 2-plano

horizontal P gerado por span(E1, E2).
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Afirmação 6. Temos:

K(E1, E2) = −3e−4µt

(
αy − βx

2λ2

)2

+ e−2µt
(
κ+

µ

λ2
(αx + βy)

)
− µ2 (4.20)

em que κ denota a curvatura gaussiana de Σ2 fornecida com a métrica em conformidade

λ2(dx2 + dy2), isto é (∆ é o Laplaciano euclidiano):

κ = −∆ log λ

λ2
= −λxx + λyy

λ3
+
λ2
x + λ2

y

λ4
.

De fato, por definição, temos:

K(E1, E2) = 〈∇E2
∇E1

E1 −∇E1
∇E2

E1 +∇[E1,E2]E1, E2〉.

O resultado de (4.20) é obtido usando a fórmula acima e as relações (4.18) e (4.19).

Agora podemos concluir a prova do teorema. Por suposição, para todos os

pontos p1 = (x1, y1, t1) e p2 = (x2, y2, t2) de Ω, existe uma isometria g ∈ J, tal que

g(p1) = p2 e dp1g(V (p1)) = V (p2), lembre-se de que na carta Ω temos V = ∂t. Portanto,

temos dp1gP (E1, E2)(p1) = P (E1, E2)(p2). Como g é uma isometria, deduzimos que

a curvatura seccional do 2-plano horizontal P (E1, E2) é independente de ponto. Em

particular K(E1, E2) é independente de t em Ω, pois a curvatura seccional é constante

ao longo do campo de planos. Deduzimos de (4.20) (Derivada em relação a t é zero)

que temos:

µ = 0 ou (∗)

αy − βx = 0

κ+ µ
λ2

(αx + βy) = 0

Se µ = 0, o campo vetorial V é, portanto, um campo Killing.

Agora suponha que µ 6= 0, usando (∗) e (4.20), tenhamos K(E1, E2) = −µ2 em

cada ponto de Ω. Portanto

K(E1, ∂t) =

(
αy − βx
2e2µtλ2

)2

− µ2.

Novamente, usando (∗), deduzimos que κ(E1, ∂t) é constante e igual a −µ2 em cada

ponto de Ω.

Finalmente, em uma isometria de Hx, em cada ponto de Ω, todos os 2-planos
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terão a forma span(aE2 + b∂t, E1) com a2 + b2 = 1. Logo:

K(aE2 + b∂t, E1) = a2κ(E2, E1) + b2κ(∂t, E1) + 2ab〈R(∂t, E1)E2, E1〉
= −a2µ2 − b2µ2 + 2ab〈R(∂t, E1)E2, E1〉
= −µ2 + 2ab〈R(∂t, E1)E2, E1〉

Usando (∗), calculamos facilmente que R(∂t, E1)E2 = 0. Isso mostra que em Ω e,

portanto, em M3, a curvatura seccional é constante e igual a −mu2, portanto M3 é

isométrica a H3(−µ2).



CONSIDERAÇÕES FINAIS

Conhecendo a estrutura métrica, a curvatura seccional e as isometrias dos

espaços E3(κ, τ) podemos obter outros resultados e outras aplicações. Uma outra

abordagem pode ser dada, analisando a imersão I : M2 −→ E3(κ, τ). Benôıt Da-

niel obteve uma condição necessária e suficiente para uma superf́ıcie M2 ser localmente

imersa isometricamente em E3(κ, τ)[Dan05]. Essa abordagem tem sido muito estudada

nos últimos anos e é um tema quente em geometria diferencial. Um outro tema im-

portante é a busca de superf́ıcies mińımas em E3(κ, τ). Nos últimos anos, o interesse

em superf́ıcies com Curvatura Média Constante (CMC) está crescendo especialmente

em espaços homogêneos tridimensionais. Existem vários trabalhos que tratam de sua

representação, como, por exemplo em Abresch e Rosenberg [AR05].
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A Um pouco mais sobre grupos de

Lie

Neste apêndice vamos lembrar alguns resultados e exemplos para um melhor

entendimento do trabalho.

A.1 Outros exemplos

Exemplo A.1.1. O grupo C∗ com a multiplicação de números complexos C∗ = GL(1,C)

é um grupo de Lie de dimensão 2. Note que as operações são suaves: dado z1 =

x1 + iy1, z2 = x2 + iy2 ∈ C∗ = C \ {0}, temos que as aplicações z1 · z2 7→ x1x2 −
y1y2 + i(x1y2 + x2y1) e z = x + iy ∈ C∗ temos z−1 7→ x− iy

x2 + y2
são diferenciáveis. O

circulo (ou complexos unitários) S1 = U(1) = {z ∈ C : |z| = 1} ⊂ C∗ é uma variedade

diferenciável compacta de dimensão 1 e, com a operação de multiplicação de números

complexos induzida por C∗ é um grupo de Lie.

Exemplo A.1.2. O produto cartesiano de dois grupos de Lie é também um grupo de

Lie, ou seja, se G e H são grupos de Lie, então G×H é um grupo de Lie, pois o produto

cartesiano G× H admite a estrutura de variedade produto e a estrutura de grupo com

a operação do grupo sendo o produto direto que é suave (g, h)(g′, h′) = (gg′, hh′). O n-

torus, Tn, é um grupo de Lie formado pelo produto cartesiano de S1 por si, n vezes.

Também Rn é o produto de n cópias de R.

Exemplo A.1.3. O recobrimento universal de um grupo de Lie conexo é um grupo de

Lie.

A.2 Translações à esquerda e à direita

Fixando um elemento y ∈ G dado. Definimos, respectivamente, as translações

à esquerda e à direita por y, por

Ly : G→ G Ry : G→ G

x 7→ yx x 7→ xy.
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Esses mapas são suaves de G a G e, portanto, difeomorfismos de G, pois Ly−1 e

Ry−1 são C∞ e Lx ◦Ly = Lxy, Lx ◦Lx−1 = Le = IdG. Se U for um conjunto, denotamos

por gU o conjunto Lg(U). Se U é aberto, gU também o é, uma vez que Lg é um

homeomorfismo.

A.3 Morfismos

Definição A.3.1 (Morfismos [Laf15]). Sejam G e H grupos de Lie. Um mapa f de G

para H é chamado de homomorfismo de grupo de Lie se:

1. é um homomorfismo de grupo; e

2. é um mapa C∞ de variedades diferenciáveis.

Se, além disso, f for um isomorfismo de grupos e um difeomorfismo de variedades

diferenciáveis, então é chamado de isomorfismo de grupo de Lie, que denotaremos
∼=.

Proposição A.3.2 ([Lee13]). Todo homomorfismo de grupo de Lie tem posto cons-

tante.

Em geral, define-se um subgrupo de Lie de um grupo de Lie G como um subgrupo

H ⊂ G que também é um subconjunto fechado. É posśıvel mostrar que tal subgrupo

fechado H herda uma estrutura variedade diferenciável do grupo de Lie G e, portanto,

ele próprio se torna um grupo de Lie.

Definição A.3.3. Um subgrupo de Lie H de um grupo de Lie G é um subgrupo abstrato

de G que tem uma estrutura suave e é uma subvariedade de G.

Proposição A.3.4 ([Lee13]). Se F : G → H um homomorfismo de grupo, então o

ker(F ) ⊆ G é um subgrupo de Lie mergulhado de G, com codimensão igual ao posto de

F .

Proposição A.3.5 ([Lee13]). Se F : G → H é um homomorfismo de grupo de Lie

injetivo, a imagem de F tem uma estrutura única de variedade diferenciável tal que

F (G) é um subgrupo de Lie de H e F : G→ F (G) é um isomorfismo de grupos de Lie.

Proposição A.3.6. Todo subgrupo aberto de um grupo Lie é fechado.

Demonstração. Uma classe lateral gH de H é obtida de H por uma translação à es-

querda. Portanto, se H é aberto, o mesmo ocorre com gH. Mas o grupo G é a união

de H com as classes laterais gH, g /∈ H. Isso significa que o complementar de H em G

é uma união de abertos, e, a partir disso, segue que H é fechado.
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Note que a rećıproca não é verdadeira. Por exemplo, o ćırculo unitário S1 é

um subgrupo fechado de C∗ que não é aberto (conforme Exemplo A.1.1), pois, seu

complementar não é fechado.

Definição A.3.7. Um grupo de matriz G é um subgrupo fechado de GL(n,K).

Observação A.3.8. Conforme o Teorema 2.1[Tap16], qualquer grupo de matrizes pode

ser visto como um grupo de matrizes real. Por exemplo, GL(n,C) é isomorfo a um sub-

grupo de GL(2n,R) e GL(n,H) é isomorfo a um subgrupo de GL(2n,C). Daqui, resulta

que GL(n,H) é isomorfo a um subgrupo de GL(4n,R). A justificativa vem da construção

dos homomorfismos injetivos: ρn : GL(n,C)→ GL(2n,R) e Ψn : GL(n,H)→ GL(2n,C).

Note que ρ1 : GL(1,C)→ GL(2,R) z = x+ iy 7→

(
x −y
y x

)
e Ψ1 : GL(1,H)→ GL(2,C)

q = x+ iy+ jz+ kw 7→

(
v1 v2

−v2 v1

)
, onde v1 = x+ iy e v2 = z+ iw. Considerando os

subgrupos U(1) ∼= S1 ⊂ GL(1,C) e SO(2), a aplicação ρ1 é um isomorfismo de grupos.

De forma análoga, considerando subgrupos, a aplicação Φ1 é um isomorfismo de grupos

dos quatérnios unitário para SU(2).

Exemplo A.3.9 (Homomorfismo de grupos de Lie). Seja R o grupo de Lie aditivo

de números reais e S1 o grupo multiplicativo dos números complexos de módulo 1. A

aplicação f : R → S1, t 7→ f(t) = e2πit = (cos 2πt, sin 2πt) é um homomorfismo de

grupos de Lie.

O mapa f é um homomorfismo de grupos pois,

f(t1 + t2) = e2πi(t1+t2) = e2πit1e2πit2 = f(t1)f(t2)

e f é um mapa C∞ de variedades diferenciáveis, pois as coordenadas sin e cos são

suaves. Note que que f é sobrejetiva, pois se eiθ ∈ S1 então:

eiθ = ei2π(
θ
2π ) = f

(
θ

2π

)
.

No entanto, f não é injetiva, pois ker(f) = Z, logo não temos um isomorfismo de

grupos e, consequentemente, esses grupos não são isomorfos como grupos de Lie. A

função f−1 também não é cont́ınua, pois para qualquer ε > 0 pequeno, os pontos 2π−ε
e 2π + ε são levados em pontos distantes por f−1. Logo, as variedades são diferentes,

não sendo homeomorfas†.

Proposição A.3.10 ([Lee13]). O quociente de um grupo de Lie por um subgrupo nor-

mal fechado é um grupo de Lie.

†Note ainda que S1 é compacto e R não é.
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Pelo 1º teorema dos isomorfismo, temos G/ ker f ' Imf = S1. Assim R/Z e

S1 são isomorfos como grupos. Seja R/Z = {[t] : t ∈ R} com a topologia quociente

induzida pelo mapa g : R → R/Z tal que g(t) = [t] (g é um mapa quociente, pois

é cont́ınua sobrejetiva). Então o mapa f induz um homeomorfismo f̃ : R/Z → S1,

[t] 7→ e2iπt caracterizado por f = f̃ ◦ g. Como estamos na dimensão 1‡, f̃ : R/Z → S1

é um difeomorfismo e, consequentemente, R/Z e S1 são grupos de Lie isomorfos.

Proposição A.3.11 ([Lee13]). Se G é um grupo de Lie conexo e Γ é um subgrupo

discreto, então G/Γ é uma variedade suave e a aplicação de quociente f : G → G/Γ é

um mapa de cobertura suave.

Exemplo A.3.12. O grupo R é o recobrimento universal do grupo circular S1.

A seguir veremos um outro exemplo importante de isomorfismo de grupos Lie

envolvendo S1 e um grupo de matrizes.

Exemplo A.3.13 (SO(2) ∼= S1). O grupo ortogonal especial SO(2) e S1 são isomorfos

como grupos de Lie.

De fato, por definição, SO(2) = {M ∈ O(2) | det(M) = 1}. Então, como

M ∈ O(2) se, e somente se, suas colunas são vetores ortonormais de R2. Para cada

M =

(
a b

c d

)
∈ SO(2) existe um único θ ∈ [0, 2π) tal que M =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
e

obtemos que

SO(2) =

{(
a b

c d

)
: a, b, c, d ∈ R, a2 + c2 = b2 + d2 = 1, ab+ cd = 0, ad− bc = 1

}

=

{(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)}
∼= O(2) ∩ SL(2,R) ⊂ GL(2,R)

e

S1 = {z ∈ C : |z| = 1} ⊂ C∗ ∼= GL(1,C)

Agora considere a representação real de GL(1,C)

ρ : GL(1,C)→ GL(2,R), a+ ib 7→

(
a −b
b a

)

A aplicação ρ é um homomorfismo de grupos (conforme a Observação A.3.8) e também

um mapa suave entre duas variedades diferenciáveis.

‡Nas dimensões 1, 2, 3, qualquer par de variedades diferenciáveis homeomorfas são difeomorfas.
Para dimensões maiores que 3 é posśıvel encontrar um par de variedades homeomórficas que não sejam
difeomorfas. John Milnor ganhou a Medalha Fields em 1962, em parte, por dar o primeiro exemplo
de um par de variedades diferenciáveis que são homeomorfas, mas não difeomorfas.
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Lema A.3.14 ([Sha01]). Seja um mapa suave de variedades φ : M → N . M0 e N0 são

subvariedades em M e N , respectivamente, e φ(M0) ⊂ N0. Então, o mapa induzido

φ|M0
é suave.

Assim ρ|S1 também é suave. Além disso a aplicação ρ|S1 : S1 → SO(2), (cos θ+i sin θ) 7→(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
é uma bijeção e, consequentemente, um isomorfismo de grupos.

Por fim, temos que a inversa também é suave, pois considerando a aplicação g :

R4 → R2, g(x, y, z, w) = (x, y) que é suave, um vez que suas coordenadas o são. Como

S1 ⊂ GL(1,C) ⊂ C ∼= R2 e SO(2) ⊂ GL(2,R) ⊂ Mat(2,R) ∼= R4, sendo subvariedades

de R2 e R4 respectivamente. Logo definido a inversa como g|SO(2)
: SO(2) → S1, temos

uma aplicação suave entre essas subvariedades. Portanto SO(2) e S1 são difeomorfos

e isomorfos como grupos de Lie.

Note que T1 ∼= R/Z ∼= S1 ∼= SO(2) e Tn ∼= Rn/Zn ∼= SO(2)× · · · × SO(2)︸ ︷︷ ︸
n vezes

. A

seguir veremos um outro isomorfismo de grupos de Lie importante no trabalho.

Exemplo A.3.15. O grupo unitário U(n) = {A ∈ GL(n,C) |A = A
T} e o grupo

especial unitário SU(n) = {A ∈ U(n) : detA = 1} são subgrupos de Lie de GL(n,C).

Podemos representar SU(2) da seguinte maneira

SU(2) =

{(
a −b̄
b ā

)
: a, b ∈ C, |a|2 + |b|2 = 1

}
.

Considere o homomorfismo de grupos Φ : H → Mat(2,C). Assim como o exemplo

anterior, se considerarmos a restrição de Φ aos quatérnios unitários, temos que Φ é

um isomorfismo de grupos de S3 ∼= {q ∈ H (quatérnios unitários ) : |q| = 1} para

SU(2), pois a aplicação Φ : S3 → SU(2), tal que

Φ(x0 + ix1 + jx2 + kx3) =

(
x0 + ix1 −x2 + ix3

x2 + ix3 x0 − ix1

)
∈ SU(2)

está bem definida e é uma bijeção, que satisfaz Φ(q1q2) = Φ(q1)Φ(q2). Agora considere

f : R4 → R8, f(x1, x2, x3, x4) = (x1, x2, x3, x4, x1, x2, x3, x4)

e

g : R8 → R4, f−1 = g(x1, x2, x3, x4, x1, x2, x3, x4) = (x1, x2, x3, x4)

que são suaves. Com isso podemos considerar Φ e sua inversa como as restrições de f

e g as subvariedades S3 ⊂ H ∼= R4, SU(2) ⊂ Mat(2,C) ∼= R8, sendo elas por conta disso

suaves. Logo SU(2) ∼= S3.

Aqui estão alguns isomorfismos de esferas com grupos de Lie de matriz: O(1) ∼=
S0, SO(2) ∼= U(1) ∼= S1 e SU(2) ∼= S3.
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A.4 A Componente conexa da identidade

A Componente conexa da identidade G0 de um grupo G refere-se ao sub-

grupo conexo de G que contém o elemento identidade. Ela tem propriedades bastantes

significativas, G0 é um subgrupo normal e fechado de G e consequentemente é um grupo

de Lie. Os outros componentes conexos são todos classe laterais deste subgrupo.

Proposição A.4.1 ([Sti08]). Se G é um grupo de Lie, a componente conexa da iden-

tidade G0 de G é um subgrupo normal de G.

Corolário A.4.1.1 ([AB15]). As componentes conexas de G têm a forma gG0, para

g ∈ G. Além disso, para qualquer vizinhança aberta U de e, G0 =
⋃
n∈N Un, onde

Un := {g±1
1 · · · g±1

n : gi ∈ U}.

A prova da primeira parte do corolário decorre do fato que as translações à

esquerda em G são homeomorfismos e levam conexos em conexos, preservando as com-

ponentes conexas. A segunda parte decorre de que G0 é um subgrupo normal, aberto

e fechado em G.

Exemplo A.4.2. Se G = O(2), então G0 = SO(2).

Observe que se G é um grupo de Lie, então a única componente conexa de G que

é um subgrupo é G0. Para ver esse fato, basta observar que se g /∈ G0, então e /∈ gG0.

A.5 Ações de grupos

As ações dos grupos produzem resultados importantes, em virtude disso, vamos

revisar alguns aspectos importantes para o futuro. Sejam G um grupo eM uma varie-

dade diferenciável. Uma ação à esquerda de G sobreM é uma aplicação diferenciável

ψ :G×M→M
(g, x) 7→ g · x

tal que, para todos g1, g2 ∈ G e para todo x ∈ M, temos g1 · (g2 · x) = (g1g2) · x e

e · x = x, onde e é o elemento neutro do grupo G.

Quando um grupo G age sobre uma variedade M, definimos a órbita de um

elemento x como o conjunto

G · x = {g · x | g ∈ G}.

A ação é transitiva se para cada par x, y ∈M existir um g ∈ G tal que gx = y,

isso e equivalente aG · x =M, para todo x ∈M.
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Figura A.1: A ação do grupo SO(3) em S2 e por meio de rotações de R3 em torno da origem 0, que
deixam a esfera S2 invariante.

Dada a ação de um grupo G em algum espaço M e dado um ponto x ∈ M,

o grupo estabilizador ou grupo de isotropia de x é o subgrupo de G que deixa x

invariante.

Gx = {g ∈ G | g · x = x}

Dizemos que a ação de G emM é livre se todos os estabilizadores forem triviais.

E se
⋂
x∈M Gx = eG a ação é efetiva.

Exemplo A.5.1. O grupo SO(3) atua transitivamente sobre a esfera S2. O grupo de

isotropia de cada ponto p ∈ S2 é o grupo de rotações de R3 que deixam a reta ligando p

a −p fixa. Assim, para cada p ∈ S2, SO(3)p e isomorfo a SO(2), portanto a ação não

é livre. Porém, podemos ver que a ação é efetiva, dado que se q ∈ S2/{p,−p} temos

SO(3)p ∩ SO(3)q = {e}.

Definição A.5.2. Uma ação de um grupo G em uma variedade M é propriamente

descont́ınua se todo p ∈ M possui uma vizinhança U ⊂ M tal que U ∩ g(U) = ∅,
para todo g ∈ G, com g 6= e.

Quando G age emM, a ação determina uma relação de equivalência ∼ emM,

onde p ∼ q se, e só se, p = gq, para algum g ∈ G. Equivalentemente, p ∼ q se q ∈ Gp.

A.6 Campos invariantes

A seguir, denotaremos por X(G) o conjunto de campos vetoriais em G. Para

cada ponto x ∈ G, definimos a aplicação linear d(Ly) : Tx(G)→ Tyx(G) como aquela que

envia um vetor tangente em ∈ G para um vetor tangente yx em G. Chamaremos essa

aplicação de mapa diferencial ou push-forward da translação à esquerda, que mapeia

o espaço tangente TxG para o espaço tangente TyxG. Em particular, dLy mapeia um

vetor qualquer u ∈ TeG para o vetor d(Ly)u ∈ TyG, dando origem ao campo vetorial
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ũy = d(Ly)u. A aplicação d(Ly) : TeG → TyG é um isomorfismo de espaços vetoriais.

Em seguida, veremos que o campo ũy é o que chamamos de invariante à esquerda.

Definição A.6.1 (Campos vetoriais invariantes à esquerda). Um campo de vetores

X ∈ X(G) em um grupo de Lie G é dito invariante à esquerda se for invariante por

translações à esquerda, i.e., se (La)∗Xh = Xah para todo a, h ∈ G. Ou se X(f ◦ La) =

X(f) ◦La, f ∈ C∞. Vamos denotar o conjunto dos campos invariantes à esquerda em

um grupo de Lie por X(G)L.

Um campo invariante à esquerda fica completamente determinado quando se

conhece Xe, isto é, seu valor na identidade de G, pois Xa = d(La)Xe. Logo, dado um

vetor u ∈ TeG, podemos definir o campo invariante à esquerda ũ através de

d(Lg)(ũ)h = d(Lg) ◦ d(Lh)u = d(Lg ◦ Lh)u = d(Lgh)u = ũgh.

Chamamos ũ de campo vetorial invariável à esquerda de G gerado por u ∈ TeG.

Observação A.6.2. Como observado acima, todo grupo de Lie vai admite um campo

de vetores tangente globalmente definido e sem singularidades. Em particular, isso nos

permite demonstrar que S2 (e S2 × R entre outros exemplos) não é um grupo de Lie.

Proposição A.6.3 ([Hel78]). Se E1, E2 são dois campos invariantes à esquerda em

um grupo de Lie G, então o seu colchete [E1, E2] é também invariante à esquerda.

Exemplo A.6.4. Seja grupo de Lie aditivo Rn. Os campos vetoriais invariantes à

esquerda são simplesmente os campos vetoriais constantes X =
∑

i αi

(
∂
∂xi

)
, αi ∈ R.

O colchete de quaisquer dois de tais campos vetoriais é nulo.



B Álgebra de Lie

Neste apêndice, vamos associar a cada grupo de Lie uma única álgebra de Lie.

Inicialmente, apresentaremos a definição abstrata de uma álgebra de Lie.

B.1 Definição

Definição B.1.1. Uma álgebra de Lie g é um espaço vetorial V sobre um corpo F

junto com um mapa [ , ] : V × V de tal modo que para todos X, Y, Z ∈ g e a, b ∈ K

valha:

1. [X, Y ] = −[Y,X], (anti-comutatividade)

2. [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0, (identidade de Jacobi)

3. [aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z]. (K-bilinearidade)

Exemplo B.1.2. Seja M uma variedade diferenciável de dimensão finita. O conjunto

de todos os campos vetoriais diferenciáveis X(M) em M , junto com o colchete de Lie

sobre R, constituem uma álgebra de Lie, cuja dimensão é infinita.

Definição B.1.3. Seja g uma álgebra de Lie. Uma subálgebra de g é um subespaço

vetorial h de g que é fechado pelo colchete, isto é, [X, Y ] ∈ h, se X, Y ∈ h.

Note que o conjunto X(G)L dos campos invariantes pela esquerda é um subespaço

vetorial real de dimensão finita de X(G), com as operações de soma e produto por escalar

usuais. De fato, seja a, b ∈ R, A,B ∈ X(G)L ⊂ X(G), então, para g, h ∈ G

d(Lg)(aA+ bB)h = (aA+ bB)gh = aAgh + bBgh = d(Lg)(A)h + d(Lg)(B)h

Pela Proposição A.6.3, temos que, se A,B ∈ X(G)L, então [A,B] ∈ X(G)L. Portanto,

uma combinação linear de campos vetoriais invariantes à esquerda ainda é invariante

à esquerda, e o colchete dos campos vetoriais invariantes à esquerda ainda é invariante

à esquerda. Com essas duas propriedades, X(G)L torna-se uma subálgebra de Lie de

dimensão finita dos campos vetoriais em X(G).

Definição B.1.4. A álgebra de Lie de um grupo de Lie G é o conjunto g de todos

os campos invariante à esquerda por translação no grupo G junto com a operação do

colchete de Lie.
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Como um campo invariante à esquerda fica unicamente determinado pelo seu

valor em um dado ponto, existe uma identificação canônica entre a álgebra de Lie de

G e TeG, dada pela aplicação α : g→ TeG tal que α(X) = Xe que é um isomorfismo de

espaços vetoriais, assim dim g = dimTeG = dimG. Assim, a álgebra de Lie pode ser

pensada como o espaço tangente na identidade munido do colchete de Lie em TeG.

Exemplo B.1.5. A álgebra de Lie do espaço Euclidiano Rn é também Rn com colchete

de Lie nulo, i.e, [X, Y ] = 0, para todo X, Y ∈ Rd.

Exemplo B.1.6. A álgebra de Lie de GL(n,R) é o espaço vetorial de todas as matrizes

quadradas de tamanho n× n com coeficientes reais, gl(n,R), com a operação [A,B] =

AB −BA para todo A,B ∈ gl(n,R). Em particular, se G é um grupo de matrizes, g é

uma álgebra de matrizes, i.e., uma subálgebra de Lie de gl(n,R).

Exemplo B.1.7. Seja g = R3 e considere [x, y] = x × y o produto vetorial de R3.

Então (g, [ , ]) é uma R-álgebra de Lie.

Exemplo B.1.8. Algumas subálgebras de gl(n,R):

(A) sl(n,R) = {X ∈ gl(n,R) | tr(X) = 0}

(B) o(n) = so(n,R) = {X ∈ gl(n,R) |X +XT = 0}

(C) u(n) = {X ∈ gl(n,C) |X + X† = 0}, onde X† significa a transposta conjugada

da matriz X.

(D) su(n) = {X ∈ u(n) | tr(X) = 0}

Exemplo B.1.9. Existe um campo vetorial unitário tangente T em S1 que é posi-

tivamente orientado em relação à orientação induzida pelo normal externo em cada

ponto de S1. Como as translações esquerdas são rotações que preservam T, então T

é invariante à esquerda e T gera g(S1). A álgebra de Lie é unidimensional e abeliana

⇒ g(S1) ∼= R.

Proposição B.1.10. Sejam g1 e g2 as álgebras de Lie de dois grupos de matrizes.

Uma transformação linear f : g1→ g2 é chamada homomorfismo de álgebra de Lie se

para todos A,B ∈ g1,

f([A,B]) = [f(A), f(B)].

Se f também é bijetiva, então f é chamada isomorfismo de álgebras de Lie.

B.2 Correspondência grupo-álgebra

Os próximos resultados são conhecidos como teoremas da correspondência entre

o grupo de Lie e a álgebra de Lie. A correspondência entre o grupo de Lie e a álgebra

de Lie permite estudar grupos de Lie, em termos de álgebras de Lie, que são objetos

lineares.
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Teorema B.2.1 (Teorema do Homomorfismo [Hal15]). Se φ : g → h é um homo-

morfismo de álgebra de Lie e se G for simplesmente conexo, então existe um único

homomorfismo de grupo de Lie f : G→ H de tal modo que φ = df .

Teorema B.2.2 (Teorema do subgrupo-subálgebra de Lie [Hal15, Hel78]). Seja G um

grupo de Lie com álgebra de Lie g, e h seja uma subálgebra de Lie de g. Então, existe

um único subgrupo de Lie conexo H de G com álgebra de Lie h.

Teorema B.2.3 (Terceiro Teorema de Lie [Hal15]). Toda álgebra de Lie real de di-

mensão finita é a álgebra de Lie de algum grupo de Lie simplesmente conexo.

Alguns Grupos de Lie importantes

G Abeliano π1(G) Compacto dimG g

(R,+) Sim Trivial Não 1 R

S1 ∼= SO(2) Sim Z2 Sim 1 R

SU(2) ∼= S3 Não Trivial Sim 3 su(2)

Nil3 Não Trivial Não 3 ∼= (R3,×)

˜SL(2,R) Não Trivial Não 3 sl(2,R)

Tabela B.1: Alguns Grupos de Lie importantes (π1(G) é o grupo fundamental).



C Grupos de Lie métricos

Como um grupo de Lie G é uma variedade diferenciável e um grupo, é habi-

tual usar métricas Riemannianas que vinculam a geometria de G à sua estrutura de

grupo. A seguir vamos mostrar como transformar um grupo de Lie em uma variedade

Riemanniana.

C.1 Métricas invariantes à esquerda e métricas bi-

invariantes

Uma métrica g que tem a propriedade de que as translações à esquerda La :

G → G são isometrias (La)
∗g = g para todos os a ∈ G é chamada de invariante à

esquerda.†

Definição C.1.1. Uma métrica riemanniana em um grupo de Lie G é chamada de

invariante à esquerda se 〈u, v〉x = 〈d(La)u, d(La)v〉x para todos os a, x ∈ G e

u, v ∈ TxG.

Para introduzir em G uma métrica invariante à esquerda, tome um produto

interno qualquer 〈 , 〉e em g e defina

〈u, v〉x := 〈(dLx−1)x u, (dLx−1)x v〉e. (C.1)

Também observamos que toda métrica invariante à esquerda em um grupo G satisfaz

(C.1), de modo que esta equação é condição necessária e suficiente para que 〈 , 〉 seja

invariante à esquerda.

Um grupo de Lie munido de uma métrica invariante à esquerda é chamado de

grupo de Lie métrico.

Definição C.1.2. Uma métrica em G que é invariante à esquerda e invariante à direita

é denominada bi-invariante.

Proposição C.1.3 ([Lee18]). Todo grupo de Lie compacto admite uma métrica Rie-

manniana bi-invariante.

†Da mesma forma, g é invariante à direita se for invariante em todas as translações à direita e
bi-invariante se for invariante à esquerda e à direita.
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A seguir vamos lembrar de duas definições da geometria Riemanniana.

Definição C.1.4. O tensor curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma cor-

respondência que associa à cada par X, Y ∈ X(M) uma aplicação R(X, Y ) : X(M)→
X(M) dada por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z

Definição C.1.5 (Curvatura seccional). Se M é uma variedade Riemanniana, p ∈M
e X, Y ∈ TpM são vetores ortogonais e unitários, K(X, Y ) é a curvatura seccional do

plano gerado por {X, Y }, definida por

K(X, Y ) = 〈R(X, Y )X, Y 〉.

Pode-se mostrar (veja, por exemplo, [DC15]) que K(X, Y ) independe da base

escolhida para o plano gerado em TpM. Mais precisamente, se X̃ e Ỹ são outros vetores

ortogonais e unitários que geram o mesmo espaço que X e Y , vale que K(X̃, Ỹ ) =

K(x, y).

A próxima proposição apresenta alguns resultados geométricos dos grupos de

Lie com métrica bi-invariante.

Proposição C.1.6 ([CE75]). Seja G seja um grupo de Lie com uma métrica bi-

invariante. Então para X, Y, Z ∈ g

1. 〈[X, Y ], Z〉 = −〈Y, [X,Z]〉

2. A conexão riemanniana é dada por ∇XY = 1
2
[X, Y ].

3. A geodésicas de G começando na identidade são os subgrupos de um parâmetro

de G.

4. R(X, Y )Z = 1
4
[[X, Y ], Z].

5. Se X e Y são ortonormais, a curvatura seccional do plano gerado é K(σ) =
1
4
‖[X, Y ]‖2.
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