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Resumo

Neste trabalho estudaremos alguns resultados propostos por Eric Toubiana em suas
notas “Note sur les variétes homogenes de dimension 3” [Tou07]. Apresentamos a
classificacao das variedades homogéneas simplesmente conexas tridimensionais pela
dimensao do grupo de isotropia. Quando o grupo de isotropia tem dimensao 1, esses
espacos sao chamados de E3(k, 7). Nos espagos E*(k,7), vamos calcular a curvatura
seccional e encontrar as isometrias E3(k, 7).

Palavras-chave: 3-variedades homogéneas, classificacao, isometrias, campo de Kil-

ling, curvatura seccional.



Abstract

In this work, we will study some results proposed by Eric Toubiana in his notes “Note
sur les variétes homogenes de dimension 3”7 [Tou07]. We present the classification of
simply connected homogeneous manifolds of dimension three dimensions by the size of
the isotropy group. When the isotropy group has dimension 1, these spaces are called
E3(k, 7). In the spaces E3(k, ), we will calculate the sectional curvature and find the
isometries E*(k, 7).

Keywords: homogeneous 3-manifolds, classification, isometries, Killing fields, sectio-

nal curvature.
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INTRODUCAO

Esta dissertagao teve como base as notas de Eric Toubiana “Note sur les Vari-
etes Homogenes de Dimension 3” [Tou07]. As variedades homogéneas tridimensionais
e simplesmente conexas estao todas classificadas. Essas variedades téem grupo de iso-
metrias de dimensao seis, quatro ou trés. No caso em que a dimensao do grupo de
isometria é quatro, essas variedades sao chamadas de espacgos E3(k, 7). Tais variedades
sao fibragoes sobre uma forma espacial bidimensional. As fibras sao geodésicas e existe
uma familia a um parametro de translacoes ao longo das fibras, geradas por um campo
de Killing unitdrio, também chamado de campo vertical. Os E3(k, 7) sao classificados,
a menos de isometrias, pela curvatura s da superficie base da fibracao e a curvatura
do fibrado 7, onde k e T sao nimeros reais satisfazendo k — 472 # 0. O principal ob-
jetivo do trabalho é encontrar as isometrias dos E*(k, 7). Além disso, também vamos
fazer a classificacao e encontrar as curvaturas seccionais. Nesse trabalho vamos admi-
tir que o leitor tenha conhecimentos basicos de Topologia, Variedades Diferenciaveis e
Geometria Riemanniana. Os capitulos foram organizados da seguinte forma:

O capitulo 1 é uma preliminar, onde vamos listar resultados importantes para
a sequéncia do trabalho. Na primeira secao, iniciaremos com a definicao de um grupo
de Lie, e depois vamos revisar alguns tépicos de Submersoes Riemannianas e Espagos
Homogéneos.

No capitulo 2, discutiremos mais a fundo os espacos E?(k, 7), incluindo a sua
estrutura métrica e curvaturas seccionais.

Por fim, no capitulo 3 vamos mostrar como obter as isometrias dos Espacos
E3(k,T), a partir da separacao em dois casos: primeiro pra os espagos em que 7 # 0 e

depois para 7 = 0.



1 Preliminares

Neste primeiro capitulo, daremos algumas nocoes e resultados de Grupos de Lie,
Fibragoes, Submersoes Riemannianas e Variedades Riemannianas homogéneas que sao
importantes para seguimento do trabalho. Vamos admitir que o leitor tenha algum

conhecimento de topologia, variedades diferencidveis e de geometria Riemanniana.

1.1 Grupos de Lie

Um Grupo de Lie é uma variedade diferencidavel que admite uma estrutura de

grupo, em que as operacoes multiplicacao e inversao sao diferencidveis.*

Defini¢ao 1.1.1 (Grupo de Lie). Um grupo de Lie G € uma variedade diferencidvel

munida de uma estrutura de grupo de modo que as aplicagoes

GxG—=G G—G

(9,h) = g-h g— g

sejam diferencidveris.

A seguir vamos adotar a convencao da justaposicao g - h = gh da operagao
do grupo no grupo de Lie, exceto em certos grupos abelianos aditivos, como R". E
tradicional denotar o elemento de identidade de um grupo de Lie arbitrario pelo simbolo
e, e seguimos esta convengao, exceto em exemplos especificos em que ha notagoes mais
comuns (como 1, para a matriz identidade em um grupo de matrizes, ou 0 = (0, ...,0)
para o elemento identidade em R™). Por simplicidade, vamos nos referir aos grupos
apenas por G ao invés de (G, %), isso quando os grupos forem bastante conhecidos e

nao acarretarem ambiguidade da operacao .

Exemplo 1.1.2. O conjunto dos niumeros reais R é uma variedade suave unidimen-
stonal e também um grupo comutativo com respeito a adi¢ao. Note dado a,b € R, as
operacoes (a,b) — a+b e a — —a sio suaves. Logo R é um grupo de Lie. Ana-

logamente R™ e C" também sao grupos de Lie comutativos. Na verdade todo espago

fA menos que indicado de outra forma, quando expressamos que algo é diferencidvel, o conside-
raremos como sendo de classe C'°.



vetorial de dimensao finita com sua estrutura de grupo aditivo € um grupo de Lie. Por
exemplo, o conjunto das matrizes de ordem m X n com entradas reais Mat(m x n,R),

¢ um espago vetorial com estrutura de grupo aditivo, sendo isomorfo a R™".

Exemplo 1.1.3 (Grupo Linear das matrizes inversiveis reais de ordem n x n). O
grupo GL(n,R) = {A € Mat(n,R) : det(A) # 0} € uma variedade diferencidvel n?-
dimensional, pois € uma subvariedade aberta de Mat(n,R), GL(n,R) C Mat(n,R) =
R™. De fato, se det : R — R € a funcio determinante de uma matriz, entdo
GL(n,R) = det ' (R — {0}). Assim sendo, como R\ {0} ¢ aberto e o determinante
¢ uma fungao continua, seque que GL(n,R) € um aberto de R"Q, e portanto uma subva-
riedade de mesma dimensao que R™. Agora note que as operagoes de multiplicacdo e

inversao abaizo

6 : GL(n,R) x GL(n,R) — GL(n,R), (A, B) = AB = CondeC;; = » _ AyBy;
k=1

_ Adj(A)
' 1.
©: GL(n.R) = GL(n.R), A= 4™ := T

sao diferencidaveis. A multiplicacao € suave porque as entradas da matriz C = AB sdo
polinomios nas entradas de A e B, e a inversao € uma aplicacao suave, pois as entradas

de A™! sao fungoes racionais das entradas da matriz A. Logo, GL(n,R) é um grupo de
Lie.

Com o préoximo resultado temos uma maneira pratica de encontrar um grupo
de Lie.

Teorema 1.1.4 (Teorema do subgrupo fechado de Cartan [Hall5]). Se H é um subgrupo
fechado de um grupo de Lie G, entao H € uma subvariedade de G e, consequentemente,
um subgrupo de Lie de G.

Pelo teorema anterior, todo subgrupo fechado de GL(n,K) também é um grupo
de Lie. Disto segue que SL(n,K), O(n,K) e SO(n,K) e suas intersecgoes sao grupos de
Lie para todo n > 1. Assim como o subgrupo fechado Z do grupo aditivo R, sendo um

grupo discreto. Veremos isso a seguir no caso do grupo linear especial SL(n,R).

Exemplo 1.1.5 (O grupo linear especial SL(n,R)). O grupo linear especial SL(n,R) =
{A € GL(n,R) : det(A) = 1} é um grupo de Lie matricial, pois é um subgrupo fechado
GL(n,R). De fato, pois f : GL(n,R) — R*, onde f(X) = det X € um homomorfismo
de grupos de Lie. Note que SL(n,R) = ker f, sendo o nicleo do homomorfismo e,
consequentemente, um subgrupo mergulhado. Portanto SL(n,R) é um grupo de Lie de

dimensao n? — 1.



Para n = 2, podemos escrever SL(2,R) da seguinte forma

b
SL(2,R) = {(“ d) . a,b,c,d €R, ad — be = 1}
C

SL(2,R) ¢ homeomorfo a R? x S' e é um grupo de Lie de dimensdo trés nao
compacto. O quociente SL(2,R)/{1s, —15} também é um grupo Lie de matriz, denotado
por PSL(2,R) e chamado de grupo linear especial projetivo, e pode ser identificado
com o grupo das transformacoes de Mobius do plano complexo com coeficientes reais
{zreCwr gjis |ad —bc=1}. O subgrupo {15,—1,} = O(1) é normal e discreto.
Assim, tem dimensao zero e, consequentemente, PSL(2,R) também tem dimensao 3.

—_——

O recobrimento universal de PSL(2,R) e de SL(2,R) serd denotado por SL(2,R), que

¢ um grupo de Lie de dimensao 3, simplesmente conexo. O SL(2,R) é uma variedade

importante, que serd discutida mais adiante.

Exemplo 1.1.6. O grupo Heisenberg Nil3 ¢ um grupo de Lie de dimensao 3, munido

da operacao de multiplicacao de matrizes

Nil; = { A € GL(3,R): A =

o O =
o = 2
= o0

Como Variedade, Nils é difeomorfo ao R® através da fungio ¢ : Nil; — R3,
1 =z vy
0 1 2|~ (x,y,2). Note que essa aplicagao € bijetiva e suave, pois como a matriz

0 01
tem entradas suaves sua imagem por ¢ tem entradas suaves. Logo, a aplicacdo € suave

com inversa suave. Assim, {(Nils,¢)} é um atlas para Nil3, que define uma estrutura

C> em Nils tal que ¢ é um difeomorfismo. Agora note que se

1 —a ab—c

1 a ¢
X=101 b|eNily entio X'=10 1 —b | € Nils.
00 1 0 0 1

Além disso, os mapas ® : Nilg x Nil3 — Nilz e U : Nil; — Nily dados por ®(X,Y) = XY
e U(X) = X! sdo suaves. De fato, po®o (¢ x ¢)~1 : R x R® — R® dada por

po®o(px¢) H(a,b,c);(de,f))=(a+daet+c+fb+e)ER?

¢ C>®. Agora poVop~!:R>— R3 dada por ¢ o Wo ¢~ '((a,b,c)) = (—a,—b,ab— c)

também é C*°. Logo, Nilg é um grupo de Lie, matricial que nao € abeliano.
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Figura 1.1: Submersao

1.2 Submersao Riemanniana

Nessa secao vamos revisar os conceitos de submersao e de submersao Rieman-
. . —=m-+n . . .. . ~
niana. Sejam M e M" variedades diferenciaveis de dimensoes m + n e n, respec-

. . ~ mtn
tivamente. Lembre-se que uma aplicacao I : M

— M" é chamada submersao se
dIl for sobrejetiva (tiver posto n) e em cada ponto p € M e dII tém dimensdo n. Um
dos aspectos mais fundamentais das submersoes é o fato que para cada p € M, a fibra
II-!(p) = F, é uma subvariedade mergulhada de M.

Seja II: M — M uma submersao. Um vetor é vertical se for tangente a alguma
fibra F,, p € M. Um vetor ortogonal a uma fibra é horizontal, ¢ um campo horizontal
é constituido por vetores horizontais. Se (M, ) ¢ uma variedade Riemanniana, entdo

ToM em cada p tem a seguinte decomposicio em soma direta:

onde (T,M)* = ker(dIl(p)) = T,F, é o espago vertical e (T;M)" é o complemento
ortogonal do espaco vertical, chamado de espago horizontal. Logo, todo vetor u €

T;M pode ser escrito como
u=u"+u" W e (TM" u’ e (TM)"

Se X é um campo de vetores em M, entdo existe um tnico campo de vetores X
em M tal que X € (T,M)" e dII(X) = X. Chamamos X o levantamento horizontal de
X. Dizemos que p e p sdo Il-relacionados assim como X e X, se I1(p) = pe dI(X) = X.

Definigao 1.2.1 (Submersido Riemanniana). Sejam (M, g), (M, g) variedades Rieman-

. ~ mtn . - . .
nianas. Uma submersao I1 : M — M™ € chamada uma submersao Riemanniana
se para todo p € M a restricao de dIl a vetores horizontais preservar a métrica, isto €,

se, AUy : (T;M)" — T M for uma isometria linear.



Proposicao 1.2.2 ([Hel78]). Uma submersio Riemanniana cujo espaco total uma

variedade Riemanniana completa € uma fibracdo localmente trivial.

Proposigao 1.2.3 ([KN69]). Se G é um grupo de Lie métrico e H um subgrupo fechado
de G. FEntdo existe uma dnica métrica Riemanniana em G/H (chamada métrica da

submersao), tal que o mapa de projecio m: G — G/H é um submersdao riemanniana.

A seguir vamos apresentar um resultado de submersoes Riemanniana que pode

ser encontrado em [O'NG6].

Proposigao 1.2.4 ([O'N66]). Se I1 : M — M ¢é uma submersdo Riemanniana e
X.Y,Z campos de vetores em M com levantamentos horizontais X,Y,Z, respectiva-

mente. Entao

1. VY = VxY + 3[X,Y]", onde [X,Y]" a componente vertical de [X,Y] e V, V
a conexdo de Levi-Cita em M, e em M, respectivamente.

2. (VxY)' =VxY e, consequentemente, (VY )" = 1[X,Y]".

3. {[X,Y],Z) = (X,Y],Z) e (X,Y) = (X,Y).

4. [V, X] é vertical e {[X,Y],V) = 2(VxY,V), onde V é um campo vertical em M.

3 _
5. K(X,)Y)=K(X,Y)+ ZH[X’ Y°||?, onde K e K denotam a curvatura seccional

de M e M, respectivamente.
6. [X,Y]" é U-relacionado com [X,Y].

Definicao 1.2.5 (Levantamento e Levantamento Horizontal de Curvas). Seja ¢ :
l[a,b] — B uma curva suave por partes. Uma curva ¢ : [a,b] — M é um levanta-
mento de ¢ passando por p € 117 (c(a)) quando IloT = ¢ e ¢(a) = p. E se, além disto,
¢ € uma curva horizontal (i.e., se @(t) € (TuyM)" para todo t € [a,b]), dizemos que €

¢ o levantamento horizontal de ¢ partindo de p.

Observe que se IT : M — M é uma submersdao Riemanniana, c[a,b] — M é uma
curva suave e ¢ ¢ um levantamento horizontal de ¢, entao pela Proposicao 1.2.4 Item 1
temos ]
Vi = Voy + 5[7;7]” =V,

Em particular, fica demonstrada a seguinte proposicao:

Proposicao 1.2.6 ([CE75]). Sell : M — X € uma submersao riemanniana, 7 : [0, 1] —

¥ e7:[0,1] — M um levantamento horizontal de vy. Entao vy € geodésica se, e somente
se, 7 for.
Vamos agora definir a submersao de Killing. Tal submersao é importante pelo

fato que os espacos homogéneos com grupo de isometria de dimensao quatro sao um
caso particular das submersoes de Killing.



Definigao 1.2.7 (Submersao de Killing [HR10]). Uma submersao riemanniana 11 :
(M3, g) — (M2, 1) tal que:

1. cada fibra € uma geodésica completa,

2. as fibras sdo curvas integrais de um campo vetorial unitdrio Killing em M3
serd chamada de submersao do Killing.

Se V é um campo vertical de Kiling entdo Vi,V = 0 e isso implica que as fibras

da submersao sao geodésicas de M3, que serao chamadas de geodésicas verticais.

Definigao 1.2.8 (Isomorfismo). Sejam IT: M3 — M? e II' : M3 — M duas submersaes
Killing. Um isomorfismo de submersées Killing de Il para 11" é um par (f,h),

onde h : M> — M? ¢ uma isometria e f : M® — M3 € uma isometria, de modo que

"o f =holl.

M3 —L w3

|

M2 M/2
h

Observe que se (f, h) é um isomorfismo de submersoes Killing, entdao f mapeia
as fibras de M? em fibras de M e, se considerarmos um campo vetorial Killing vertical

unitério V em M?, entao d, f(V') também é um campo vetorial Killing vertical unitério

em M3,

1.3 Espacos homogéneos e variedades homogéneas

Nesta secao vamos descrever um novo tipo de variedades de maneiras simples
e elegantes. Dado um grupo de Lie G e um subgrupo fechado K, é possivel construir
uma variedade diferencidvel no conjunto G/K = {¢gK : g € G} de todos as classes
laterias a esquerda de K em G. Além disso, veremos que o grupo G age de maneira
natural e transitiva em G/K. Uma variedade com essa acao serd chamada de variedade

homogeénea.

Definicao 1.3.1. Um espag¢o homogéneo é um espaco topolégico X com uma a¢ao
transitiva de um grupo topolégico' G. Se X for uma variedade diferencidvel e G for um

grupo de Lie, entao X € chamada de variedade homogénea.

Os proximos resultados sao importantes para o desenvolvimento do trabalho e
podem ser encontrada em [Leel3]. Muitas vezes os espagos homogéneos nao sao grupos

de Lie, mas sao difeomorfos a quocientes de grupos de Lie.

fUm grupo topoldgico é um espaco topolégico que também é grupo, onde as operacio do grupo e
a inversao sao continuas.



Teorema 1.3.2 (Teorema da constru¢ao do espago homogéneo [Leel3]). Seja G um
grupo de Lie e seja H um subgrupo fechado de G. O espaco G/H é uma variedade
topoldgica de dimensao igual a dim G —dim H e tem uma estrutura suave unica tal que
o mapa de quociente m : G — G/H € uma submersao suave. A a¢do a esquerda de G

em G/H, torna G/H um espago homogéneo.

Teorema 1.3.3 (Teorema da Caracterizagao do Espago Homogéneo[Leel3]). Seja G
um grupo de Lie que age transitivamente sobre um espag¢o homogéneo M e seja p qual-
quer ponto de M. O grupo de isotropia G, é um subgrupo fechado de G, e a aplicagdo
F:G/G, — M definido por F(gG,) = g-p ¢ um difeomorfismo.

Com esses resultados podemos construir espacos homogéneos e caracteriza-los
em termos de grupos de Lie que atuam sore M. Também podemos saber mais in-

formacoes sobre o préprio grupo G que atua transitivamente sobre M.

Proposicao 1.3.4 ([War83][GJ10]). Se M € uma variedade homogénea simplesmente
conexa com uma acdo transitiva de um grupo de Lie G, entdo G°, a componente conexa

da identidade de G, age transitivamente em M.

O resultado anterior é importante, pois muitas vezes teremos que trabalhar
com a componente conexa de G, pois nao estamos supondo que G seja conexo. A
seguir vamos definir variedade Riemanniana homogénea que sao variedades completas
conforme [DC15].

Definigao 1.3.5. Uma variedade Riemanniana (M, g) € dita homogénea se dados p,q €

M existe uma isometria ¢ € Isom(M, g) que leva p em q, isto €, p(p) = q.

Qualquer grupo de Lie métrico M = (G, (,)) é uma variedade homogénea: se
x,y € M sao dois dados elementos, a aplicagao L,,-1 € uma isometria de M que leva x
em .

A seguir vamos enunciar um teorema classico que afirma que o grupo de isome-

tria de uma variedade homogénea Riemanniana é um grupo de Lie.

Proposicao 1.3.6 (2° Teorema de Myers-Steenrod [MS39]). O grupo de isometrias G
de uma variedade Riemanniana (M, g) € um grupo de Lie de dimensao finita. Além

disso, Isom(M, g) € compacto se M for compacta.

Conforme [KNG9] a dimensao méxima do grupo de isometria de uma variedade
Riemanniana homogénea simplesmente M é dim Isom(M, g) = n(n+1)/2. Nesse caso a

variedade M é um espaco forma de curvatura constante.

Proposicao 1.3.7 ([GJ10]). Se M é homogénea, os grupos de isotropia sao todos con-

Jugados e isomorfos.



Demonstragao. De fato, sejam x,y € M. Entao, existe g € G = Isom(M), tal que y = gz.
Sejam Isom, (M) = G, e Isom(M), = G, a seguir mostremos que G, = gG,¢g~*. De fato,

se h € G, temos

ghg™'(y) = ghg™'g(z) = gh(z) = g(x) = v,

assim, gG,g~' C G,. Revertendo e com os mesmo argumentos mostramos que gG,g~' C
G, ou G, C ¢G,g~*. Agora, defina ¢, : G, — G, por ¢(g) = hgh™*. Note que ¢, é um
homomorfismo diferenciavel, i.e, (homomorfismo de grupos de Lie) e, analogamente,
Yn(g) := h™'gh é um homomorfismo diferencidvel e também é a aplicagao inversa de

¢p. Portanto, G, ¢ isomorfo a G,. [ |

Teorema 1.3.8 ([KN69]). Seja (M, g) uma variedade homogénea. Para um ponto p, o

grupo de isotropia de M € isomorfo a um subgrupo de O(n), onde n = dim(M).

Demonstragao. Para uma isometria ¢ € lsom, (M), o mapa diferencial dp : T,M — T,M
deve satisfazer ¢(X,Y), = g(dpX,dpY), e ¢, portanto, uma transformagao ortogonal.
O mapa ¢ — d(p,) é uma imersao suave (representacao de isotropia em p) de Isom,,(M)
em O(n). |

Uma importante consequéncia do Teorema 1.3.8 é o seguinte resultado, que
afirma que o grupo de isotropia de qualquer ponto de uma variedade homogénea é

compacto.

Corolério 1.3.8.1 ([KN69]). Seja (M, g) uma variedade homogénea. Para um ponto

p, o grupo de isotropia lsom,(M) € compacto.

1.3.1 Variedades homogéneas tridimensionais

Nessa secao, vamos estudar variedades homogéneas tridimensionais. Primeira-
mente, observamos que, em dimensao dois, a classificagao das variedades homogéneas
simplesmente conexas é bem conhecida. Uma variedade homogénea Riemanniana M?
possui curvatura de Gauss constante. Portanto, existem apenas trés tipos de varie-
dades homogéneas simplesmente conexas: espaco euclidiano R?, esferas de curvatura
seccional constante S?(k) e espagos hiperbélicos H*(k). A prova dessa classificagao
pode ser encontrada em [Thu97] e [Sco83].

As variedades riemannianas homogéneas tridimensionais simplesmente conexas
tém um grupo isometria com dimensao 6, 4 ou 3. A lista completa desses espacos é a
seguinte:[FM10]

e Os espagos com o grupo de isometria 6-dimensional sao os espagos-forma: o
espago euclidiano R3, o espago hiperbdlico H3(k) e a esfera padrao S3(k). Para

simplificar, assumiremos que xk = +1 e escreveremos H? = H3(—1) e S? = S3(1).
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e Os espagos E3(k,7) com o grupo de isometria de dimensao 4 sao fibragoes sobre
os espacos-forma de espaco dimensao 2. Sao os espacos produto H2 x R e S? x R,
as esferas de Berger, o espago de Heisenberg Nils e a cobertura universal do grupo
Lie PSL(2,R).

e Os espacos com grupo de isometria tridimensional sao uma certa classe de grupos
de Lie dotado de uma métrica invariante esquerda; entre eles citamos especial-
mente o espago Sols. O espago Sols (que é a tinica geometria de Thurston com
grupo de isometrias tridimensional, veja [Thu97]) é um grupo de Lie que pos-
sui, uma familia a 2-parametros de métricas invariantes a esquerda, e cada qual
destas métricas possui um grupo de isometrias de dimensao trés. Veja também
[Mil76, MIP11] para maiores detalhes sobre Sols e sobre outros grupos de Lie com

grupo de isometrias de dimensao tres.

A partir de agora vamos seguir a construgao apresentadas em [Tou07]. No que
segue, M3 ¢ uma variedade homogénea, simplesmente conexa de dimensao trés e seja G
o grupo de isometrias. Entao, pelo Teorema 1.3.8 e seu coroléario, segue que, para cada
p € M? o grupo de isotropia G, é um subgrupo compacto de O(7,M?*) = O(3), sendo
um subgrupo de Lie de O(3). Assim, a dimensao méxima do grupo de isotropia é 3.
Consequentemente, temos dim(G) € {3,4,5,6}, pois dimM?® = 3 = dim G — dim G,,,

mas mas o caso dim(G) = 5 ndo acontece, como mostraremos a seguir.
Lema 1.3.9. O grupo de Lie O(3) ndo admite subgrupo bidimensional.

Demonstra¢ao. Suponha que H seja um subgrupo de Lie de O(3) de dimensao dois.
Portanto, existe uma subdlgebra de Lie bidimensional h da &lgebra de Lie de O(3).
Note que a algebra de Lie de O(3) é o(3) = {X € gl(n,R)| X + XT = 0} o espago
vetorial das matrizes anti-simétricas. Mas 0(3) é isomorfa a (R3, x) a dlgebra de Lie
dotada do produto vetorial de vetores do R®, através do mapa © : (0(3),[, ]) — (R3, x)

A — i
B — ]
C — k

Y

que é um isomorfismo de algebra de Lie, ou seja, um isomorfismo linear que preserva

colchetes de Lie, onde {%,j, l%} ¢ a base canonica do R? e A, B, C sao matrizes dadas

por
0 10 0 0 0 0 0 1
A= -10 ., B=[0 0 1|lec=] 0 00 ]eco®
0 00 0 -1 0 ~1.00

Portanto, ©(h) seria uma subalgebra de Lie (R?, x) de dimensao 2, que é uma con-

tradicao dado que para quaisquer dois vetores u,v € R? linearmente independentes
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u x v é ortogonal ao espago gerado por {u,v}. |

No que segue chamamos de H a componente conexa da identidade de G e K =
(G,)? a componente conexa da identidade do subgrupo de isotropia de G no ponto z.
Note que K é isomorfo a algum subgrupo de SO(3). Assim podemos enunciar o seguinte

resultado.

Proposigao 1.3.10 ([Tou07]). Entao existem trés casos possiveis para K:
(1) dimK = 3 e, entdo, K ~ SO(3).
(2) dimK =1 e, portanto, K ~ SO(2) ~ S*.
(3) dimK = 0 e, portanto, K = {ld}, em que Id € a aplicacio identidade de M?.

Demonstracao. Se dimK = 3, como K é conexo, basta olhar para sua dlgebra de Lie,
que tem que ser 50(3) (matrizes anti-simétricas) que é a mesma algebra de Lie de SO(3).
Se dimK = 0, entdo K = {Ild}. Se dimK = 1, entdo K é um grupo de Lie compacto
e conexo de dimensao 1. Portanto, deve ser abeliano e consequentemente isomorfo a
St |
Pelos Teorema 1.3.2, Teorema 1.3.3 e Proposicao 1.3.4, temos que dimH —
dim K = 3 e assim, com os ultimos resultados, podemos deduzir o seguinte resultado.
Proposigao 1.3.11 ([Tou07]). Existem trés possibilidades para H:
1. dimH = 6 e, neste caso, dimK = 3 e K ~ SO(3).

2. dimH =4 e, neste caso, dimK =1 e K~ SO(2) ~ S'.
3. dimH = 3 e, neste caso, K = {Id}, onde |d ¢ a identidade de M3.

A seguir, vamos comentar algumas das caracteristicas de M3 para cada uma das
possiveis dimensoes de H. Se dimH = 6, entdo dimK = 3 e dai K ~ SO(3). Em
particular, para qualquer p € M?, dados dois planos U,V C T,M? existe uma isometria
em K que leva U em V. Isso mostra que a curvatura seccional de M? é uma constante

Kk, e portanto, como M? e simplesmente conexa, temos trés possibilidades:
1. (M3 g) é isométrico a R? se k = 0.
2. (M3, g) é isométrico & H3(k) se k < 0.
3. (M3, g) é isométrico a S*(k) se k > 0.

Se dim H = 3, entao K ¢é trivial. Nesse caso, temos M = G° e, portanto, M® é um
grupo de Lie de dimensao 3, simplesmente conexo.

Por fim, quando dimH = 4, dimK = 1 e K = SO(2). Esses espagos sao de
interesse desta dissertacao, e serao mais bem descritos na Secao 2.3. Eles sao comu-
mente classificados a partir de dois parametros reais k e 7 que satisfazem x — 472 # 0

e usualmente denotados por espacos E3(k, 7).



2 Espacos E°(k,7)

Nesse capitulo, estudaremos alguns aspectos dos espacos E*(k, 7), apresentando
sua definicao e mostrando que toda variedade homogénea, simplesmente conexa, cujo
grupo de isometrias possui dimensao 4 ¢ isométrica a um desses espagos. Um ponto
crucial nessa demonstracao é o fato que toda variedade que cumpre essas hipoteses

possui um campo de Killing invariante por um subgrupo a um parametro de isometrias.

2.1 Definicao

Sejam k, 7 € dados satisfazendo k — 472 # 0. O espago E*(k,7) é o espaco
total de uma fibragao Riemanniana IT : E3(k,7) — X?(k) sobre uma superficie %%,
simplesmente conexa de curvatura constante x, com curvatura de fibrado 7. As fibras
sao geodésicas e existe uma familia a um parametro de translagoes ao longo das fibras,
gerada por um campo de Killing V', também chamado de campo vertical. As translagoes
ao longo das fibras sao isometrias. Portanto, o campo Killing V' gera um subgrupo de
G = Isom(E3(k, 7)). Além disso, se 7 denota a curvatura do fibrado de II, vale a relagio
Kk — 412 # 0.

Observamos que, E3(k, 7) fica unicamente determinada, a menos de isometrias,
por k e T e veremos que para todo X € X(E?®) temos VxV = 7(X A V), onde A
representa o produto vetorial em E3(k,7) (conforme Lema 2.6.2), cujo sinal depende
da orientagao escolhida. Agora, dado p € E3(k,7), podemos utilizar a estrutura da
submersao II : E*(k, 7) — ¥?(k) para decompor T,E*(k, ) em suas partes horizontal e

vertical. Primeiramente, observamos que (T,E*)” = ker(dr,) = span{V} e
(T,E*(k, 7)) = {v € T,E3(k, ) : (v, V(p)) = 0}.

Se k > 0 , entao ¥%(k) é topologicamente S?, em particular a base é compacta
e E? pode ser difeomorfa a S* (quando 7 # 0, cada fibra é difeomorfa a S' e E3(k, 7)
é isométrico as esferas de Berger) ou topologicamente um produto S x R (quando
7 =0), com fibra R. Quando quando r se aproxima de 472 as métricas das esferas de
Berger se aproximam da métrica redonda de S* com curvatura constante k.

Se k < 0, entao a base é sempre difeomorfa a R? e as fibras difeomorfas a R, de

modo que o espago E3(k, T) é topologicamente R®. Quando 7 = 0 e x < 0 obtemos um
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produto Riemanniano ¥%(k) x R) e quando (k, ) se aproximam de (0,0), a métrica de
E3(k,T) converge para a métrica plana do R3.

Explicitamente, podemos definir os espagos E3(k, 7) da seguinte forma:

Definigao 2.1.1. Os espacos (E*(k,T), g) sdo o espaco total de uma submersdo de
Killing sobre uma forma espacial (X?(k), ds*) de curvatura constante k. Mais especifi-

camente, sejam

—2 ~  sek#0,
Az, y) = 1+n(xi+y2) 7 .
se k =0.

(D(1/v/—kK), \2(dz* + dy?)) se k <0,

S (k) =
(R%, \2(da® + dy?)) se k >0,

onde denotamos, R >0, D(R) o disco de raio R.
Entao se K <0ouse 7 =0, E¥x,7) = (X%(x) xR, g), com

N2 (dx? + dy*) + (27N (ydx — xdy) + dt)? se k # 0,
dz? + dy* + (t(y dx — z dy) + dt)? se k=0,

no caso k > 0, 7 # 0 0 espago E3(k, 7) ¢é difeomorfo a S e (X%(k) X R, g) é um sistema

de coordenadas para o complemento de um ponto.

Definigao 2.1.2 (Curvatura do Fibrado). Seja I : E*(k,7) — Y2(k) uma fibragdo
riemanniana com fibras geodésicas. Sua curvatura do fibrado T é um aplicacdo T :
Y2 = R dado por

(y) = 3{IX, RX],V)

onde [ X, RX]" = 27(y)V, X € um campo unitdrio horizontal arbitrdario ao longo de
7 (y) e R é uma rotagio de 7/2 em (T,E*)".

Observagao 2.1.3. Como %? € orientado, existe uma rotagdo de angulo /2 em T,3?,

e isso induz uma rotagio R de w/2 em (T,E3)".

Vamos mostrar mais adiante que se M é uma variedade homogénea, tridimensi-
onal, simplesmente conexa com grupo de isometria com dimensao 4, que cumpre essas
hipSteses entao M é isométrica a um dos espagos E3(k, 7). Antes disso, na préxima
se¢@o vamos mostrar como obter um campo de vetores V' (que mostraremos ser um
campo de Killing no Capitulo 4 do trabalho) que é crucial para obtermos a estru-
tura de espago total de um fibragao Riemanniana II : M®> — ¥%(kx) em uma superficie

simplesmente conexa de curvatura constante k, X2(k).
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Tabela 2.1: Espacos E3(k, T)

curv. k<0 k=0 k>0
=0 H*xR -— S? xR

T#0 SL(2,R) Nil 83éerger

T Nily
SL(2,R) Sherger
K — 47 =
-8
H2(x) x R & S?(k) x R
R K
é\i (2, R) S3Berger
Nil,

Figura 2.1: Os espacos E3(k, 7), de acordo com os parametros x e 7 satisfazendo x — 472 # 0. Quando
7 = 0, temos os produtos Riemannianos S?(x) x R, quando k£ > 0 e H?(k) x R, quando x < 0. No caso
T # 0, temos o grupo de Heisenberg Nil3 quando x = 0, o recobrimento universal do Grupo Especial

de matrizes, SL(2,R), quando x < 0 e finalmente as esferas de Berger S%erger, quando Kk > 0. A
curva destacada representa os casos k — 472 = 0, onde a métrica converge para um espaco homogéneo
cujo grupo de isometrias tem dimensao seis, a saber a 3-esfera S?(x) de curvatura x > 0 ou o espago
euclidiano R? quando k = 7 = 0.

2.2 Construcao do campo vertical unitario V

Seja M uma variedade homogénea simplesmente conexa cujo grupo de isometrias
G = Isom(M) tenha dimensdo 4. Ao longo da segao, assim como fizemos no final do
capitulo 1, vamos chamar de H a componente conexa da identidade de G e K = (G,)°

a componente conexa da identidade do subgrupo de isotropia de G no ponto p.

Lema 2.2.1. Se dimH = 4 ou seja, K ~ SO(2), entdo existe um campo unitdrio
Ve X(M) tal que
dpgVp = Vp.

VgeK.
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Demonstracao. Seja g € K, g # Id. Observe que (g)., a aplicagao linear tangente de g
em p ¢ uma isometria de 7,M em si mesmo, com uma rotacao em torno de uma reta
passando pela origem em R3, que é um elemento de SO(3). Além disso, o determinante
dessa aplicacao é 1 e, como, estamos na dimensao 3, um dos autovalores é 1, em
virtude das propriedades de SO(3). Assim, existe um autovetor V,, € T,,M associado
a 1: dyg(V,) = (V,), cujo o auto-espago denotamos por £, = {tV, € M : t € R}.
Considere agora outra isometria h no estabilizador de p, h € K. Como K ~ SO(2)

deduzimos que o grupo K é comutativo, portanto g o h = h o g. Isso nos da

dpg(dph(vp)) = dp(g © h)(vp) =dy(hog)(V,) = dph(dgp(v;))) = dph(vp)'

Assim, dyh(V},) também é um autovetor de d,g e ||d,hV,| = 1, pois h é uma isometria.
Assim, ||V = 1. Deduzimos que d,h(V,) = £V,,. Como ¢ e h pertencem K =~ SO(2),
que é conexo por caminhos, isso nos permite tomar um caminho continuo «, que leve

g a h, ou seja, um mapa

a:[0,1]] xK—K
(t,y) — a:(y)

que satisfaz

g, set=0;
a(y) =< h, se t=1;
p, se t€(0,1).

Note que d,aV, = d,gV, = V), assim, pela continuidade e pela conectividade, temos
que d,oV, =V, para todo t € [0,1]. Portanto, deduzimos que d,h(V,) = V), Vh €
K. [ |

Lema 2.2.2 ([Tou07]). Para todo g € G e V' como obtido no Lema anterior, temos:
4,9(Vy) = £Vy, ¥p € M.

Além disso, para todo g € G® = H, temos:
dpg(Vy) = Vi), VP € M.

Demonstracao. Sejam g € G, p€ M e f € Gg(p). Como Gy = gGpg ', existe h € G,
de tal forma que f = ghg~!. Como f pertence & componente conexa da identidade de

Gy(x), a isometria h deve estar na componente conexa da identidade de G,. Entao pelo
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Lema 2.2.1, h € G) implica d,h(V,) = V,. Assim temos:

dp(f0g)(Vp) =dyp(goh)(Vp)
= (dh(p)g o dyh)(V;)
= pg(vp)-

Deduzimos, portanto:
dg(p)f(dpg(‘/;?)) = pg(‘/;?)-

Como resultado, d,g(V,) é um autovetor de dg) f associado ao autovalor 1. Ao escolher
[ # Id, concluimos que dg,(V,) = £V, (,). Agora, se g € G, existe um caminho continuo

que liga g a Id em G°. Portanto, devemos ter d,g(V,) = V), que encerra a prova. W

Agora como o campo unitario V' é invariante a esquerda por H, ele é completo

e gera um fluxo global ¢ em M

2.1
L (@) = Vipy(w) 2

para cada (t,z) € R x M. Esse fluxo determina uma folhea¢do F unidimensional (co-
dimensao 2). Cada folha dada por F, := {¢:(x) : t € R} é uma variedade unidimensi-
onal conexa, e portanto, é difeomorfa a R ou S'. A saber, a aplicacao t — ¢;(z) é uma
curva integral para V,, passando por x. Uma propriedade 1util desse fluxo é apresentada

abaixo:

Lema 2.2.3 ([GJ10]). A a¢ao de H sobre M comuta com o fluxo (2.1). Mais explici-

tamente

w0 g(x) = gopix) (2.2)
para todo t € R, todo g € H e todo x € M.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que dados z € M e g € H a aplicacao t — gp;(x) é

uma curva integral para Vi, passando por z. Agora, aplicando a regra da cadeia temos

-

d d
E(g%@)) o A (z) <E§Dt(x)

= dgx<:06(x>
p— ‘/‘qx'
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agora para t = s, temos que

L lone))|_ = Sl

=s

= Vipu(a)-

Note que a ultima igualdade é garantida pela H-invariancia do fluxo. Pela unicidade

da curva integral, o resultado segue. |
Decorre do lema acima que o fluxo preserva as folhas.

Observagao 2.2.4. O subgrupo de isotropia de um elemento na submersao é igual ao

longo de toda fibra, portanto fixa toda a fibra.

De fato, dado g € H, tem-se gxr = x, por definicao. Pelo Lema 2.2.3, temos
gei(r) = @i(9x) = @i(x), o que implica em g € Hg, ;). Portanto, H, € Hg, () e
trocando x por ¢.(x) temos Hy 2 Hy, (o) €, enfim, H, = H,

Definigao 2.2.5. Um campo de 2-planos sobre M ¢é uma aplicacao, P : x — P,
que a cada ponto x € M da variedade corresponde um plano seccional, P,, isto €, um

subespaco vetorial de T, M bidimensional.

Um campo de 1-plano é também chamado de campo de retas. No inicio da
secao vimos que o campo unitario V' determina um campo de retas £ : x — L, onde
L, :={kV, : k € R} é o subespaco unidimensional de T, M, que é o mesmo que T,F.
Considere o complemento ortogonal de £, em T, M, que é dado por P, = {v € T, M :

(v,V,) = 0} = (L,)*, onde podemos induzir um produto interno e uma norma em

cada L, e P,.
Proposigao 2.2.6 ([Alm03]). A folhea¢ao F ¢é invariante pela a¢ao de H.

Demonstragao. Sejam v € T,F = L, = {kV, : k € R} e g € H, basta mostrar que
dg(v) € Ty F. Observe que se hy € Hg,, existe um elemento h, € H, tal que
hgr = ghyg™" e como v € T,F = L, = {kV, : k € R} temos dh,(v) = v para todo
h, € H,. Agora note que

dhg(dg(v)) = d(gh.g~")(dg(v)) = dg(dh,(v)) = dg(v)
Logo, dg(v) fica fixo pela acao de Hgy, e portanto pertence a T, F. [ |

Seja P um campo de plano de dimensao 2, ortogonal a F em algum ponto de
M3 (ou ortogonal ao campo de reta L). Observe que P é invariante pela agao de H, ja

que F e a métrica riemanniana sao.

Lema 2.2.7 ([GJ10]). O campo de planos P é H-invariante, i.e, d,g(P,) = Py, para
todo g em H e todo x € M.
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Demonstragao. De fato, dados g em H, z € M e v € Ty, M, temos que v = d,g(u) €
d,g(P,). Por defini¢do, u pertence a P, se, e somente se, (u, V) = 0 < (d,g(u),dg(V,)) =
0 & (dyg(u), Vye) = 0 se, e somente se, dyg(u) pertence a P,,. Portanto, dmg( ) =

P

gr:

Lema 2.2.8 ([GJ10]). Sejam o fluro ¢, L e P, como vimos acima. Entao, o fluzo

preserva
i) o campo de retas L, i.e., dypi(v) € Lo,y para todo v € Ly,
i) o campo de planos P, i.e., dypi(u) € Py, ) para todo u € Py,

i11) e o fluzo preserva a ortogonalidade entre L e P, i.e., eu L V, implica dpi(u) L

Demonstragao. i) Primeiramente, observe que o fluxo preserva o campo de retas L,
pois o fluxo é uma curva integral desse campo.

iii) Tome g em H,, (), tal que dyg seja uma rotagao de angulo 7 em torno de
Vy = Vi, (). Pela Observacao 2.2.4, temos que g pertence a H,, uma rotagao de angulo

7 em torno de V,, logo d,g(u) = —u. Como o fluxo comuta com a agao de H

d1/90t_1 : (dyg ~dypy - u) = dm(@t_lg@t) U

=d,g-u=—u

Logo, devemos ter d,¢; - u L Vi, (z), v = dyps - u

ii) Seja v um vetor em P, C T, M, onde z é um ponto de M, e seja y = ¢i(x),
para um t € R. Escreva w = dyp(v) € T,M como w = wr + wp, onde wr € T,F e
wp € P,. Suponha por absurdo que wx seja nao nulo. Nesse caso, o vetor (d,p;) " (wr)
seria um vetor nao nulo de T, F, j& que ¢, ¢ um difeomorfismo que preserva T'F. Mas

isso seria um absurdo porque (d, ;) *(w) = v. Logo, wz é nulo, ou seja, w € P,. N

Proposicao 2.2.9 ([GJ10]). O fluzo ¢ age por isometrias sobre as folhas F,, ou seja,

sobre o campo de retas L.

Demonstragao. Fixando x € M3, v € T,F = L,, t € R e dyoi(x)V, = V() temos:

(do(@e(2))v, de(01(2))v) = (

= (kda(pi(2))Va, kdy (01(2))Va)

= (kVa, kVz)
k

= (v, v)

Ay (01(2))k Ve, do(04(2)) V)
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A seguir vamos enunciar um resultado importante sobre o campo vetorial V,
mas por enquanto vamos adiar essa prova, deixando isso para o final do trabalho, no
Capitulo 4.

Proposigao 2.2.10 ([Plel12],[eBK10]). Seja IT: M — X*(k) uma submersao Rieman-

niana com fibras geodésicas, entao o campo vetorial V' é um campo Killing.

2.3 Fibracao Riemanniana

Nesta se¢do, vamos demonstrar que M ¢ isométrica a algum espaco E3(k,7)
como definidos na Secao 2.1. O primeiro ponto, crucial na argumentacao, é o de
utilizar o campo V' e as suas principais propriedades apresentadas na Secao 2.2 para
mostrar que existe x € R e uma submersao Riemanniana IT: M — 3(k), onde X(k) e
a superficie simplesmente conexa de curvatura constante k.

Tendo definido o campo V', obtemos uma folheacao F de M em que as folhas
sao variedades unidimensional conexas, e portanto, todas difeomérfas a R ou a S'.
Seja x € M e seja h € K (componente conexa da identidade do grupo de isotropia G, ),
observe que h fixa cada ponto de F,. Além disso, h atua préximo a x como uma rotagao
em torno de F,, portanto, a folha F, ndo pode acumular (F é SO(2)-invariante).

Por outro lado, V' é um campo de Killing, conforme o Teorema 4.1.1 e também
em [Tou07] e [Thu97]. Consequentemente, o fluxo de difeomorfismos gerados por V'
consiste em isometrias de M. Isso mostra que duas folhas separadas nao podem se
acumular (se mantém a uma distancia positiva). Logo para cada duas folhas dadas,
existe uma isometria g que leva uma folha na outra, levando-se em conta que ¢ ja é uma
isometria e também uma isometria com a métrica induzida nas folhas. Por conseguinte,
todas as folhas sao isométricas a S' ou a R. Além disso, F sao grupos de Lie com acao
transitiva e livre sobre cada folha. Portanto, o quociente de M por essa foliacao nos
fornece uma superficie ¥%(x) : X% = M/.F.

Nessas condicoes podemos fornecer a Y2 uma métrica que faca da projecao
II: M — ¥*(k) = M/F uma submersao riemanniana. Seja F' uma isometria de
E3(k,7), e seja f a isometria de ¥? induzida por F', como dado pelo Lema 3.0.4. Assim
as isometria preservam as fibras.

Como F atua transitivamente em Y%(k) e o espago total M ¢é simplesmente
conexo e as fibras sdo conexas temos uma estrutura de fibrado principal (I1, M, %, F).
Assim podemos mostrar que X2 também ¢ homogénea e simplesmente conexa, uma vez
que M é seu recobrimento e II é um mapa de cobertura. Logo, temos que a curvatura
de Gauss de ¥? é constante, portanto %2 é isométrica a R, H?(k) com k < 0 ou S?(k)

com x > 0. Com isso fica demonstrado o proximo resultado.

Teorema 2.3.1. Seja M uma variedade homogénea, simplesmente conexa de dimensao

trés cujo grupo de isometrias tenha dimensao quatro. Entao existe uma submersao



20

Riemanniana 11 : M — Y%(k) de M para uma superficie simplesmente conexa %:*(k)

de curvatura constante k.

2.4 Sistema de coordenadas

A partir de agora o nosso norte é obter as conexoes em M e depois a estrutura
métrica. Sendo assim, para todos os casos possiveis de X2, consideramos as coordena-

das isotermais* (z,y) de ¥?, portanto, a métrica ds? de ¥? tem a seguinte expressao:

— 2 sek#0
ds* = N(x,y)(d2® + dy?®), com M (z,y) = I+r(22+y2) 7
1 se k =0

onde (z,y) € R? no caso k = 0, (x,y) € S* no caso k > 0 e (z,y) € D*(1/y/—k) no
caso £ < 0, onde, para cada r > 0, D(r) = {(z,y) € R*|2? + 3 < r?}.
Observe que se 32 é isométrica a R* ou a H?(—), existe um campo global em

Y2 de vetores ortonormais (E1, Fy), tais que
1 1

No caso em que X2 é isométrica a S?*(k), este campo é definido como S* sem um
ponto, por exemplo o Polo Norte, ou seja M, sem uma fibra. (Considerando a projecao
estereografica)

Agora pela Proposicao 1.2.2 a submersao IT : M — Y?(k) é Localmente trivial.
Portanto, podemos considerar em cada ponto de M uma carta local U no formato U x I
em que U C X?(k) é simplesmente conexo e aberto de ¥%(k) e I C R é um intervalo de

R. Ao chamar (z,y), as coordenadas de U e z, de I, a projegao II tem a expressao:

(z,y,2) = (z,y), V(z,y,2)€U.

Podemos encontrar um referencial associado a trivializacao local anterior (Ej, Ey) em
U e um campo de dois vetores horizontais (E;, E3) em U de maneira tnica (dII(E;) =
E;, i =1,2). Observe que, pela construcdo E; e F; sdo unitarios, ortogonais e ambos
ortogonais a V (pois, Span(V)* = Span{E,, E,}), o campo unitério tangente as folhas
de F, isto é, as fibras da fibracio II : M — X?(x). Portanto, (£, E5, V) é um

referencial ortonormado em U C M.

*sao coordenadas locais em que a métrica é conforme a métrica euclidiana.



2.5 Conexao Riemanniana

Seja V a conexdo riemanniana em M. Temos para todos os campos X,Y de U
horizontais ([CE75]):

<[Y7 ],V>:< *Y—V7 7V>

Como V' é um campo Killing de M, entao para todos os campos A, B de X(M):
(VAV,B) 4+ (A,VEV) =0 ou (A, VEV)=—(B,V4V)
Assim
((X,Y],V) =2(X,VyV) (2.4)

Por outro lado, a componente vertical de [X, Y] para um ponto p € M depende apenas
do valor dos campos X e Y em p e ndo da extensdao em torno de p. Além disso, para
todos os pontos p, q € M, existe uma isometria positiva (preserva a orientacio) f € G°
tal que

f)=q ¢ df(Ei(p)) = E1(f(p)) = Er(q).

pois df, £ (p) também é horizontal. Agora como V é G’-invariantes e por Defini¢io 2.1.2

temos:

([E1, Eo], V)(p) = 27

assim, temos

([Er, Eo], V) (q) = {[df (Br), df (E2)], df (V) (p) = ([E1, Eo], V) (p) = 27 (2.5)

Logo a componente vertical de [E;, E,] denotada por [E, Eo]” é 27V em todos os
lugares.
Sendo k e 7 definidos, os préximos argumentos sao para encontrar a estrutura

métrica de M, demonstrando que M é de fato isométrica ao espago E(k, 7).

Proposicao 2.5.1 ([CE75]). Sejam campos X,Y,Z € X(M) e sejam X,Y,Z suas
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leituras horizontais respectivamente em U. Entdo temos:
(VxY,Z) = (VxY, 2) (2.6)

onde V € a conexdo de X% (k).

Demonstracio. Usando que Z é horizontal e pelos item 2) e 3) da Proposicao 1.2.4

temos:

Proposicao 2.5.2. Seja {0,,0,} referencial ortonormal na base do fibrado ¥*(k) e

seja V a conexdo Riemanniana em ¥*(k), seque que

As Ay
Vo, 0, = Taf — 78@,
A Az
Vo,0: = Vo,0y = 5 0: + 50,
Az A
Vany - —7 ax + Ty 8y.

Demonstragdo. Como Y?(k) admite coordenadas isotérmicas, temos que a métrica é:
ds* = N*(da* + dy?),
podemos encontrar as conexoes da seguinte forma:
Vo,0; = a0y + b0, a,b €R.

Assim,

(Vo,00,0:) = (00, + 0y, 0,) = a(0y,0,) = aN”

pois pela matriz g;; temos (9, 0;) = A%, (9, 0,) = A\? e (0,,9,) = (0y, D) = 0. Agora,
usando a férmula de Koszul temos:

(Vo.00,0:) = ad2 & %ax@, D) = aN? & %ax(v) — N e a= A,/

Temos ainda que (Vy,0,,0,) = bA\?, usando Koszul novamente chegamos em b =



—Ay/A. Logo para a, b, c,d, e, f € R, temos

Az p)
vﬁzax:aaz+bay:>(l:76b:—7y
A Mg
ngway:Cam—i-d@u:>czTyed:7
Az A
Vaayzeaz+fay:>e:——ef:_y_
Assim, as conexoes sao:
¥, 0, = g g
0, Yxr — \ T \ Y
A Ay
Vo,0, = Vp,0, = Ty O, + 5% Oy
Ay A
Va,0y = Y Oy + Tyay.

Usando (2.3) temos:

1 1 1 Ay \
Vg By = Xvaz (Xax) = EVBI(% — ﬁ&g = —/\—g -

Assim, da mesma forma, podemos encontrar todas as conexdes:

A
VB =-2YEy,  VpFE =

Az
— v -

R

A Az
Ve =StE Vel =3B
Agora fazendo ffj = (Vg E;, Ey), com a troca E5 = V e com (2.6), podemos encontrar:

1

Ty, = (Vg By, E1) = (Vg By, Ey) =0 (2.7)
—2 — )\y
I'n1 = (Vg B, B2) = (Vi By, By) = e (2.8)

em seguida, usando que V' ¢ Killing temos

(Vg,E1, V) =E(E,V) = (E,Vg,V) = —(E, Vg, V) = (E1, Vg, V)

o que implica

2E,, Vg, V) =0=T,, = (Vg5 E1, V) =0 (2.9)

23



Consequentemente, usando (2.7), (2.8) e (2.9) obtemos:

Ay

VB =(0)- B~ 35 - Bt (0)-V = -TEs
De forma andloga, usando (%), temos
F22 = < E2E27E1> - <VE2E2,E1> = _ﬁ

que implica

. Ay —
VEQEQ — —p El.

Agora novamente usando (2.6), temos
1

Ty = (Vg,Er, Er) = (Vi,Er, Ey) = 0

_ o A,
F§1 = (Vg, 1, By) = (Vi By, Ey) = 2

assim

(VE,E1,V) = Ey(E1, V) — (B, Vg, V) = —(E1,Vg,V)

== <E2,vﬁlv> - _<vE1E27 V>

que implica

(Vg, B, V) = —([E\, Ey] + Vg, E1, V)
= —([E1, E2), V) — (Vg,E1,V)
isso é:
_ o 1
T = (Vg,E1,V) = —§<[E1,E2],V) =T

assim por (2.15), (2.16) e (2.17) temos

B Y
VEQEl = ﬁEQ —TV.

T T T A
Tio = (Vg,Es, Br) = (Vi By, Ey) = A_g

24

(2.10)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)
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=2

'y = <vE1E2aE2> = (Vg Ey, Ey) =0 (2.20)

(Vg, B, V) = %{E(EL V) + Eo(E, V) — V(Ey, Es)
+ <[E1>E2]>V> - <[E17V]7E2> - <[E27V]>E1>}

_ . 1 —
Fi’2 = <VE1E2>V> = §<[E1,Ez],v) =T (2.21)
logo
. )\y_
VE1E2 == EEQ + TV. (222)

Pela Proposicao 1.2.4 item 4, o campo [ X, V] de M é vertical e, assim, deduzimos
que ([E1,V], Es) = 0, portanto, obtemos:

<VVE1,F2> = (VEIV + [El, V], E2>

= <_E1V7 EZ)

= E\(V, Eq) — (Vg,Ea, V) =

- _<vE1E27 V)

= — ((Vg,E1+ [Er, E2), V)

=—(—T4+27)=—7
L, =2 =1 =3
isso é I'y; = —7. Como I'y; = 0 e I'; = 0 temos:

VVEI == _TEQ. (223)

Usando o fato da conexao ser simétrica, subtraindo WEIV em ambos lados de (2.23)

temos

Logo

Vg,V = —TE>. (2.24)
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de forma andloga, chegamos em (Vy Ey, E1) = T e assim

=V (2.25)

<

vvﬁg = TEl =

por fim, utilizando as equagoes de Killing e o fato que (V, V) é constante. Seja X

qualquer campo de vetores. Entao
(VV,X) = ~(VxV.V) =~ X(V.V) = 0
Logo,
VvV =0. (2.26)

Confirmado o fato das fibras serem geodésicas. Portanto, podemos reunir todas as

conexoes encontradas
ol El = —E2 -7V VVEl e —TE2

— Ap— - —
VE1E2 = —yEl + TV VFQEQ = _FEI VVEQ = TE1
VEV:—TEQ vE2V:TE1 VVV:O

Como a conexao ¢ simétrica, podemos calcular os comutadores da seguinte forma

LY = [X,V] = ViV - Vs X

I WD _ _
[Ela EQ] = /\_gEl - §E2 + 21V [Ela V] =0 [EQ, V] =0.
onde % = —Kz, % = —KY.

2.6 Estrutura métrica

Agora com a carta U = U x I de M e a projecao II : M — X%(k) tal que
(z,y, z) = (x,y), temos, em todo ponto de U:

dil(9,) =8,  dli(9,) =0, V =0.

Isso mostra que 0d, (respectivamente 0,) ¢ uma combinacao linear de 9, e V' (respeti-

vamente 0, e V). Vamos chamar {0,,0,,0,} de referencial adaptado.
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Assim como dII(E,) = E; = (1/))9, e da mesma forma para Es, encontramos:

ar = )\El + cV = )\El —+ Caz

_ _ (2.27)
8, = \Ey + dV = \E, + do,

onde ¢ e d sdo funcdes em U.
Para todos os campos A, B em M e para todas as fungoes f,g em M, pelo

comutador temos:
[fA,9B] = fglA, Bl + fA(b)B — gB(f)A.
Lembre-se de que A ndo depende de z e, portanto, V' (A) = 0. Entao temos:

(0., V] = [\EL + ¢V, V]
= [AE, V] + [V, V]
= MNEL V] + [V, V] = V(e)V
=-V(e)V

Como [0,, V] = 0 (porque (z, vy, z) sdo coordenadas e V = 0,) deduzimos que V' (c) = 0,
isto é, digamos que ¢ depende apenas de (z,y) e ndao de z. Da mesma forma, como

[0y, V] = 0 deduzimos que d ¢ independente de z. Também temos:

[(935, 3y] = [)\El + C‘/, )\EQ + dV]
= [AE1, \Ey] + [\E1,dV] + [eV, AEy] + [c¢V, dV]
= N[E1, Ey) + AE1{(NEy — AES(ANEL + AE(d)V — AEq(c)V
= /\yE1 - )\QCFQ + 2)\27"/ -+ (895 - CV)()\)EQ - (E)y - dV)()\)El
+ (0p — V)(d)V — (0, — dV)(e)V
= A\ E1 — M\Eo + 2N 7V + M\ Ey — \JEy +d,V — ¢,V
= (d, — ¢, + 2\*7)V.

Novamente, como [0, d,] = 0, pois sdo campos coordenados, obtemos:
dy — ¢, = =27\ (2.28)

Além disso, vamos expressar a métrica ds*> = g de M nas coordenadas (r,v, z) a carta
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U=0U x I de M. Assim temos:

9(0s,0,) = gONEL + cV,AE, +¢V) = N2+ &2
9(0,,0,) = dc

g(0,,0,) = N> +d*

9(0:,0.) = 9(0,,V) =

9(0y,0:) = g(9,,V) =d

9(0,,0,) =1

A métrica de M, portanto, tem a expressao:

ds®> = ()\2 + 02) dr? + (/\2 + d2) dy2 + dz? + 2de dxdy + 2cdxdz + 2d dydz
= N (d2® + dy?) + (cdz + d dy + dz)”

a matriz de (g;;) é dada por:

A2+ 2 cd c

(gij) = cd A2 + d? d
c d 1
a matriz inversa é
1 0 —c
0y = o 1 d
(47 = () = 35 | 0 -

—c —d N+A+d?

Verificamos que, comegando pela métrica e definindo F; e Fy usando (2.27), depois
calculando as derivadas covariantes Vg E; e Vg V restauramos as expressoes espera-

das se, e somente se, as fungoes d e c¢ satisfizerem (2.28).

Agora seja d, & : U C X2 — R duas funcdes (de z,y) satisfazendo (2.28):

dy — &, = —27A\%

Entao temos:

Vamos colocar f :=d — de g :=c — ¢, temos:

fz:gy
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A métrica se torna:
ds* = N} (da® + dy?) + (édx + ddy + dz + gdz + f dy)?
Além disso:
d(gdx + fdy) = d(g)de + d(f) dy = g,dy A dx + fydx ANdy = (g, — fz)dz ANdy =0

a ultima igualdade deve-se a (2.28). Deduzimos que a forma gdz + f dy é fechada em
U. Como U é simplesmente conexo, essa forma é exata: existe uma fungao ¢ em U tal
que gdx + fdy = diy. Observe que a aplicacao F': U x R = U x R definida por

F(x,y,2) = (z,y, 2 + ¢¥(z,y))

é um difeomorfismo que preserva as fibras (z,y, -). Existe, portanto, um intervalo real
J tal que F(U x I) =U x J. Sejat = z + 1(z,y), nas novas coordenadas (z,y,t) a
métrica € escrita:

ds* = N(dz® + dy?) + (Edx + d dy + dt)*.

Observe finalmente que, no caso k # 0, as fungoes definidas em U por
d(l‘, y) = —2TI‘)\(I, y)

c(r,y) = 21y (z,y)

sao solugoes de (2.28). De fato:

dy — ¢y = —47A = 27(zA, — yAy)

—4rx? — 4ky?
= 47— 2
™ T(u+n@r+w»J
k(22 + y?)
=4
7“+8T(u+nwz+w»2
1+ k(2 +y?) 1
fry —4 —
TA+87(u+m@ﬂ+yaP L+ r@ )P
= —AT A+ 471 1

— 2
Ttr@+y?) (Lt s+ )
= 47N+ AT\ — 27 )\?
= 27\

No caso em que K = 0, temos A\ = 1 e escolhemos as fungoes d(z,y) = —7z e

¢(x,y) = ty. Claramente (2.28) também estd satisfeito.
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Com essa escolha, as métricas se tornam:

) N (dz? + dy?) + 27\ (ydx — xdy) + dz)? se k #0
ds? = (2.29)
dz? + dy* + (t(y dx — z dy) + dz)? se k=0

Com isso, acabamos de demonstrar que M é isométrica a um dos espagos
E3(k,7). A partir de agora, vamos usar a notagao M = E3(k, 7). Assim, podemos
voltar a Tabela 2.1 e ver que no caso em que 7 = 0 temos que E*(r,7) = X* xR e
a métrica em E*(k,7) é a métrica produto ds? = ds% + dt*. Quando k < 0 e T qual-
quer, temos uma fibragao trivial e E*(k,7) é topologicamente uma variedade produto
e difeomorfa a R3.

No caso que k > 0 e 7 # 0 E3(k,7) é compacta e nao ¢ topologicamente um

produto de variedades. Sobre esse tltimo caso vamos apresentar o seguinte resultado.

Lema 2.6.1 ([Tou07]). Suponha k > 0 e T # 0. Nessas condigoes, E3(k,T) é homeo-

morfo a S*, mas E3(k,T) fibra em circulos acima de S*(k) e cada fibra tem um com-

primento igual a —T(QW). Portanto, se (x,y) for uma carta de S*(k), para todo t € R
K

0s pontos (x,y,t) e (:L’,y,t + 4Z2W) sao identificados. Em particular, se k — 472 = 0,
K
entdo E® € a esfera de raio 1/1 = 2/k e encontramos a fibragao de Hopf. Se k—41% # 0,

encontramos as esferas de Berger.

Vamos justificar a primeira parte do lema e deixar a discussao da segunda parte
para préxima secao. Vamos considerar 7 : E? — S? = CP! pois precisamos de uma vari-
edade base com curvatura positiva. Primeiro considere as projecoes estereogréficas Iy
e I de S?(k) em C com relacdo ao polo norte e sul, que escreveremos respectivamente
Iy (21,29, x3) = (RR_”“";S, RR_—ZQJ (respectivamente. Ilg(z1,x2,x3) = (RRfég, %)). Ao
definir R = 1/4/k, podemos encontrar os mapas inversos para todo z € C:

(2R*Re z,2R*Im z, R(|z|* — R?))

Iy =
N |2[? + R?

(2R*Re z,2R*Im z, R(R? — |2]?))
|22 + R?

g =

Escolhemos os seguintes mapas de S?(k) : ¥, (2) = I (2) e 12(z) = IIg' (2) para todos

os z € C. Portanto, as mudancgas de cartas sao suaves e dadas por:

@D;lO@ZJQZC*—)C*

w;lolblic*—)c*
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Chame respectivamente (u,v) e (z,y) as coordenadas de (C,S?(k) —{N}) e (C, S*(x) —
{S}). Vamos chamar w (resp. t) a coordenada de R no espaco aberto (S*(k)—{N}) xR
(resp. (S*(k) — {S}) x R). Nas coordenadas (u,v,w), a métrica de E*> é dada por:

ds? = du* + dv* + (1(vdu — udv) + dw)?
e nas coordenadas (z,y,t):

ds3 = da® + dy* + (1(y dz — x dy) + dt)?

Observe que as alteragoes de coordenadas trocam essas duas métricas. Além disso, elas

tém a forma (z+iy,t) — <£jy, g(x,y, t)) = (u,v,w), onde g é uma funcao tal que para

todos os x7y7t17t27 devemos ter g(x7y70> - f(x7y> €Ce g(‘ruyatQ)_g(xay7tl) - t2_t1-

Como resultado, g tem a forma g(x,y,t) = t+ f(x,y). Assim calculando podemos obter

os seguintes resultados:

_ R%z
2 + y?
Ry
x? + 92
2 2
y - 2 Ty
du = R? dr — 2R d
u (22 + y2)2 € (22 + y2)2 Y
2 2
xry 0 Yo —
dv=2R*—"2__( RF——=———d
’ @+ 22 " (@ + 22"
4
2 2 2 2
Como R = 1/y/—k, temos que
du® + dv* = dz® + dy?)

e

com o fator conforme A definido anteriormente, temos

Mu,v) = £(2* + y*) Az, y)

(2.30)
(2.31)
(2.32)
(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

Por causa disso multiplicando ambos os lados de (2.35) por A*(u,v) e usando (2.36)

temos:

X2(u,0)(du? + do?) = X2(a, y) (da? + dy?)
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Agora por (2.25), (2.26), (2.27), (2.28) e w = g =t + f temos:

27\ (u, v)(vdu — udv) + dw = 2£/\(1‘, ) (#‘yy?dm + P

dy) + fodx + f,dy + dt

Entao, gostariamos de ter ds? = ds2

f:p - 27’)\(1’, y) H(x2y+y2) = 27'3/)\(1’, y)

fy +27A(x, y)ﬁ(mﬁiyg) = —271x\(7,9)
isto é:
£ = ATy
LRt ) (2.37)
K

Considerando que a coordenada complexa ( = x + iy, (2.37) é equivalente a:

fe= 2L
©TRC (2.38)

fz = —QZH—Z

note que obtemos (2.38) usando f = % (— — Za;,) felfe= % ((% + Zay) f. Logo além

de uma constante aditiva, temos que a solucao de (2.38) é:

f(¢) = 2i£10g% = 22% (log‘%’ —i—iarg%) = —4% arg (.

Vamos definir a faixa do valor principal como estando no intervalo aberto-fechado
[0,27). Isso mostra que, para todos os (z,y,t), os pontos (x,y,t) e (:p,y,tﬂ: 4127r>
sao identificados em E3. Logo, E3(k,7) fibra em circulos acima de S?(k) e cada fi-
bra tem um comprimento igual a —T(QTF). Além disso, topologicamente, E3 é a unido
disjunta de R? x S! com a fibra passgndo pelo polo norte de S? (isto é, um circulo home-
omorfo a S'). Note que R? x S! pode ser deformado continuamente para R* — {eixo-z}
que é homeomorfo a S* \ S! via projegao estereografica. Logo, E*(k,7) \ 77 1(NV) é
homeomorfa a S\ S!. Isso mostra que reunindo a fibra, E* ¢ homeomorfa a S3, sendo

uma variedade compacta, conhecida como esfera de Berger S k, 7). Como estamos

erger(
na dimensao 3, podemos afirmar que a esfera de Berger tridimensional é difeomorfa a
S3. Note que a ultima declaracao do lema segue do célculo das curvaturas seccionais
de E3(k, ), que faremos na préxima segao, considerando que os estabilizadores de um

ponto x tem dimensao 1 e nao 3, sendo assim, E*(x, 7) nao ¢ isotrépica.

fusando também que log f(¢) = log |f(¢)| +iarg f({) e arg(%) =20 = 2arg(¢)
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Assim considerando todas as possibilidades para 7 e K deduzimos o seguinte resultado:

1. Se 7 = 0, a fibracao é metricamente trivial, com a fibra é F' = R, pois caso
contrario X2 x S! nao seria simplesmente conexo. Logo temos, a menos de iso-

metria:

a) E3(k,7) = S*(k) x R no caso k > 0 e G = Isom(S?) x Isom(R).

b) E3(k,7) = H?*(k) X R no caso em que k < 0 e G = Isom(H?) x Isom(R).

Observe que, no caso em que x = 0, terfamos E*(xk,7) = E3(0,0) = R* x R
com a métrica canonica do R®, mas o grupo de isometrias de E3(k,7) nao é
méaximo, porque estd contido (estritamente) no grupo de isometria do R3 que
tem dimensao 6, conforme ja discutimos no capitulo anterior. Logo teriamos
isometrias de Isom(R?) que nao estariam em Isom(E?(x, 7)), assim este caso nao

nos interessa.
2. Se T # 0, a fibracao nao é metricamente trivial e nés temos, a menos de isometrias:

a) Se r < 0, entdo E® fibra acima de H?(x) em retas e temos E® é difeomorfo a

R? com a métrica (2.29), ou seja:
g = N(dz* + dy*) + (27 My dz — xdy) + dt)>.

E3(k, ) também pode ser visto como o recobrimento universal de SL(2,R),
ou seja, o reg)\]?r/imento universal do fibrado tangente unitario (em circulos)
de H2(k), SL(2,R) ~ UH2. Sabemos que UH? = {(p,v) € TH? : |v| = 1} ¢
difeomorficamente um fibrado trivial H? x S', mas a cobertura universal de

—_——

H? x S! ¢ H? x R, logo SL(2,R) ~ H? x R do ponto de vista do difeomorfismo

—_——

e nao métrico. Logo 7 : SL(2,R) — H? é uma submersao Riemanniana.

b) Se k = 0, entao E*(k, 7) fibra acima de R?, com fibras que sao linhas retas
F =R, pois F nao pode ser S' em virtude R? ser contrétil e assim o grupo
fundamental de E? seria isomorfo ao grupo fundamental de S!, que seria um
absurdo em virtude de E? ser simplesmente conexo. Logo temos E* ~ R3

(difeomorfo a R?). Assim consideramos E* com a métrica

g = dz* + dy* + (t(y dx — x dy) + dt)*.

como (Nil, g;), com II : (Nil3,g,) — R?, onde Nily é chamado de espago

Heisenberg.

Observe que, se k > 0, entao E*>(k, 7) é a esfera de berger e é difeomorfo & esfera

S? com a métrica (2.29), com fibra em um circulo acima de S*(k), em virtude da
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fibra nao poder ser R em vista que obterfamos E*(x,7) como um recobrimento

do fibrado tangente unitario.

A esfera S? é o recobrimento universal de SO(3,R), o qual pode ser identificado
com US? o fibrado tangente unitario & esfera S?. De fato, o grupo de isome-
tria SO(3,R) age transitivamente em US?, enquanto o estabilizador de qualquer
ponto em US? é o trivial. O fibrado tangente unitdrio US? pode ser dotado
com a métrica canonica induzida no fibrado T'S?. De fato, é sabido que ha um
difeomorfismo entre US? e S que envia a projecao US? - S? para a fibracao
Hopf. A identificacao S ~ US? envia a métrica de S? redimensionando a métrica
de US? por um fator na direcao as fibras, para que as fibras agora tenham um

comprimento de 877 /k.

Mas, nesse caso, o grupo de isometrias G de Sgerger fornecido com essa métrica g
estd contido (estritamente) no grupo de isometrias de S* com a métrica canonica
(redonda). De fato, nesse caso, G é o grupo de isometrias das esferas de Berger
6G=U@2)={4e€04): AJ = £JA}, onde J = (‘]1 0) e Jy = (0 _1>
0 J 1 0
(S x SU(2) diefo. U(2)). Essas variedades sao obtidas deformando a métrica da
esfera redonda de maneira que a fibracao de Hopf seja preservada, mas modifique
o comprimento das fibras. Note que Sperger na0 é S? x St (ndo é simplesmente
conexa), logo a fibragao II : Sperger — S*(1/4/K) nao é trivial.

Esses espacos sao de grande interesse na geometria riemanniana e fornecem bons
exemplos. Por exemplo, eles serviram como contra-exemplos de uma conjectura
de Klingenberg sobre geodésica fechada e das conjecturas do primeiro autovalor

do Laplaciano nas esferas.

O préximo lema nos tras uma forma de obter a derivada covariante do campo

V na dire¢ao de um campos X € X(E?(k, 7)).

Lema 2.6.2. Suponha que a dimensao dos estabilizadores seja 1. Para qualquer vetor
tangente X € X(E3(k, 7)), temos:

VxV =1(XAV).

onde A € o produto vetorial de TE?(k, T).

Demonstracao. Por linearidade, basta mostrar o enunciado para os campos unitarios

E1, Ey e V. Observe que temos:
El/\EQZV, EIAV:_E27 EQ/\V:EI
Usando as relagoes (2.27), obtemos:

751‘/ = _TEQ = T(El N V)
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em seguida

EQV:Tﬁl :T(EQ/\V)

<

Finalmente temos

VvV =7(VAV)=0
que termina a prova. |

O Lema anterior torna natural a definicao de submersao de Killing onde as fibras
sao geodésicas. Por um lado, as geodésicas de E® podem ser divididas em trés tipos
diferentes: verticais, horizontais (que sdo elevagoes horizontais das geodésicas de 3?) e
aquelas que nao sao verticais nem horizontais, cada uma das quais forma um angulo

constante com a vertical direcao.

Lema 2.6.3. As Geodésicas em E*(k,T) fazem um dngulo constante com o campo

vetorial vertical de Killing.

Demonstragdao. Dada uma geodésica v em E?, podemos computar

d — _
%(7,7 V) =(V,/ .\ V) + (¢, V, V)
O primeiro termo do lado direito é nulo por 7 ser geodésica, e o segundo também zero

pelo lema anterior. [ ]

2.7 Calculo das curvaturas seccionais

Nosso objetivo agora é calcular a curvatura seccional K (P) de qualquer plano
gerado por X,Y € X(E3(k,7)). Como E3(k,7) é homogénea, basta calcular K (P) em
um ponto escolhido.

Fixe um ponto p € E*(k,7) e considere um plano P C T,E?*(k, ), suponha que
P nao seja horizontal. Como as rotagoes em torno do eixo vertical (o eixo gerado pelo
campo vertical E®) sao isometrias, podemos supor que, a intersegao entre P e o plano
horizontal passando por p € E*(k,7) (que é o plano gerado por E:(p) € T,E*(x,7) e
Es(p) € T,E?(k, 7)) é o eixo gerado pelo campo E;.

Assim, podemos supor que P seja gerado pelo vetor Ei(p) € T,E3(x,7) e
aEs(p) + bE3(p) € T,E3(k,7), onde a®> + b = 1 por K(P) a curvatura seccional

(conforme a [DC15]) em relagdo a P. Assim, vamos provar o seguinte resultado:

Lema 2.7.1. Sequindo as notagoes acima, temos:
K(aEy+ bV, Ey) = a*(k — 37%) + b*7°.

Em particular K(E1,Ey) = k — 312 e K(E1,V) = 72. Além disso, como k — 472 # 0

a curvatura seccional nao € constante.
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Demonstracao. Pela definicao de curvatura seccional, temos:

K(P)=K(aE,+ bV, E))
= (R(aEy + bV, Ey)(aEy +bV), Ey))

porque (aF»+bV, E;) é uma base ortonormal de P, e (-, -) é o produto escalar fornecido

pela métrica g. Por linearidade obtemos:

(R(aEy 4+ bV, E\)(aEy +bV), E))) = a*(R(Ey, E1)E,, E)
+ab((R(Es, E1)V, Er) + (R(V, E© ) Es, Ev))
+ Vv (R(V,E\)V,E,)
= a*(R(E,, E\)Ey, E\) + 2ab{R(E,, E,)V, E})
+b*(R(V,E,\)V, E,)
pois

(R(V,E\)E,, E1)) = (R(Ey, E1)V, Ey).
Assim, obtemos que

K(P) = a®K(Ey, Ey) + b*K(V, Ey) + 2ab{R(E3, E,)V, E). (2.39)

Usando, por um lado, o fato de V' ser um campo Killing e, por outro lado, o

calculo das derivadas covariantes dos vetores E, E5 e V entre eles para obter:

(R(E>, E©)V, Ey) = (Vg EsV, Ey) — (Vg,E\V, Eq) + <V[E2,E1}V» Ey)
= (Vg,7E\, Ey) — (Vg,(—TE3), Ev) — (Vg,V, [E2, E1))

Az Az
= _Tﬁ + Tﬁ
= 0.
Entao:
F(‘/, El) — R(V,El)‘/, E1>
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F(EDE?) - <R<E17E2)E17E2>
= <vﬁ2vﬁlﬁl,ﬁg> - <v§17§2E2,E1) + <v[E1,E2]E1,E2>

_ A=\ — S W —
= <VE2 <—)\—3E2> ,E2> - <VE1 (ﬁEz - TV> ,E2>

_ " . A o _ _
— F (F) <E2, E2> — )\_Z<VE1E27E2> + T<V§1V, E2>

- E
— /A W S VS W S
—E(3) B (%) - (%) - () -

o 1/, 202 M. 2N M L
FEE =y (- ey o) () (%)

:_)\xx+)‘yy+)‘_;2v+)\_32/_3T2

A3 At
Alog A 9
=-—w 3T
=Kk — 372

Alog A — Aaw + Ay, N A2+ AL

3 Y YR é a curvatura de X?(k).

Note que kK = —
Assim, a curvatura seccional de um plano de P = span(aEy + bV, E) é:
K(aE, + bV, Ey) = a*(k — 37%) + b*72.
|

Na demonstracao do Lema 2.6.1, vimos que a curvatura de um plano vertical é
72 e a curvatura do plano horizontal é k—372, portanto, com a = 1 e b = 0, encontramos
a formula de O'Neill ([CE75] pagina 66):

o 3
R(B,, By) = K(By, By) - 5 |[By, Bl

porque K(FE1, Ey) =k e ”[El,EQ]UH = 27.
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Portanto, esses resultados mostram que a curvatura seccional é constante se, e

somente se, kK — 472 = 0, mas neste caso o estabilizador ¢ de dimensao 3 e nao 1.



3 Isometrias dos Espacos E3(/<;,T)

Nesta secdo, trataremos das isometrias dos espacos E*(k, 7), seguindo os passos
de [Tou07] na segao 4 de suas notas. Primeiramente vamos lembrar alguns resultados

importantes:
Proposicao 3.0.1. Seja F uma isometria de E3. Se u € T,E3 é um vetor vertical,
entdo d,F(u) € Tp»)E* também é vertical.

Demonstragao. Seja u um vetor vertical, logo u = \V, € T,E? para algum \ € R.

Assim,

d,F(u) = d, F(\V,) = A, F(V,)
= AEVi) = £AVi),

logo d, F(u) é vertical. [
Proposigao 3.0.2. Seja F um isometria de E®. Se v é horizontal v € (T,E?)", entdo
dF,(v) € Tr»E® também o é.

Essa proposi¢ao é uma consequéncia direta do fato de que isometrias também

preservam vetores horizontais.

Proposicao 3.0.3. Seja F' uma isometria de E®>. Entdo se x,y € E® satisfazem que
[I(z) = (y), também temos 11(F(z)) = II(F(y)). Em outras palavras, toda isometria
de E® preserva a estrutura das fibras de I1.

Demonstragdo. Sejam x,y € E*(k,7) como acima e z = II(z) = I(y). Entao, v =
[I71(2) é uma geodésica em E3(k,T). Seja v, = I[I"Y(F(z)). Entao, v, é a geodésica
de E*(k, 7) passando por F(z) com vetor tangente Vi(,), tal que dyF(V,) = £Vp().
Observe que F(v;) = 79, pois sdo duas geodésicas com mesmas condigdes iniciais.
Agora, como y € 1, F(y) € 72 entdo, II(F(y)) = II(F(x)). [ |
Lema 3.0.4. Toda isometria F' em E® induz uma isometria f : ©2 — X2, de modo que

o diagrama a sequir seja comutativo
=
n| |n

ZQTZQ
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Ou seja, existe uma isometria f de X2 em X2 tal que Illo F = f oIl.

Demonstragdo. Defina f(z) = II(F(x)) onde z € IT"!(z). Pelo Proposicao 3.0.3 f estd
bem definida e satisfaz [l o F' = f o Il. Assim basta mostrar que f é uma isometria de
2,

Fixe z € ¥% u,v € T,X? queremos mostrar que (u,v), = (d,fu,d.fv)y).
Primeiramente escolha x € I17!(z) e escreva u = d,I1(a), v = d,I1(7), com w,v €
(T, E*)". Entao, como II e uma submersio Riemanniana e F' e uma isometria, temos
que (u,v), = (U,0); = (d:FU,d, F'v)p). Mas observe que, pelo Proposicao 3.0.2,

temos que os vetores d, F u e d,F v sao horizontais, e entao:
(doF 0, do F0) 2y = {dp ) T1(do I ), dipa) 1 (de F0) )11 () = (do (L0 F) 1, dy(II0 F) D) piaigar)
Porem, por definicao, [1o F' = f oIl e entao

<u7 U>z = <d$(f o H) ﬂ, dw(f © H) :J>f(z)
= (du1(a) f (1 @), dria) f(d112 D)) ()
= (d.fu,d.fv) )

mostrando que f é uma isometria. |

Vamos identificar o espaco euclidiano R? com o conjunto de niimeros complexos
C, mais precisamente z = z + iy =~ (z,y) (sdo coordenadas conformes em ¥?). Logo

podemos escrever I’ da seguinte forma:

F(Z7t) = (f(Z),h(Z,t)),

onde f: X% = Y2 F:E3k,7) > E*(k,7) e h : E3(k,7) = R. Como f é uma isometria

de ¥?(k) nas suas coordenadas conformes, temos que ou f = (fi, fo) é conforme’ ou

f = (f1,—f2) é conforme.
A partir de agora vamos dividir o problema em dois casos quando k # 0 e

quando k = 0.

3.1 Isometrias no caso x # 0

Suponha inicialmente que x # 0, vamos enunciar o primeiro teorema da secao,

com E3(k,T) com a seguinte métrica:

ds® = N|dz)? + (iTA(Zdz — zdZ) + dt)*.

tUma funcéo conforme é uma funcao que preserva localmente os angulos , mas nio necessariamente
comprimentos. Equivalentemente, dizemos que uma funcao complexa f : U — C é conforme se é
holomorfa e sua derivada nao é nula num aberto U em C.
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Teorema 3.1.1 (Isometrias de E3(k, 7), k # 0). Seja f uma isometria de X*(k), entdo

= (f,h): B}k, 7) = E3(k,T) € uma isometria se:

t+2Carg f'(2) +¢c, se fpreserva a orientacao,
het) = T arg f'(z) fp ¢ (3.1)
—t— 2% arg f'(z) + ¢, se freverte a orientagao,

onde ¢ € uma constante real. Além disso, toda isometria de E*(k,T) € produzida dessa

forma.

Demonstragdo. A funcao h : E3(k,7) — R, portanto, precisamos determinar a fungao
h e verificar se ela satisfaz o teorema.

Seja F : E¥(k,7) — (E*(k,7),ds?), sabemos que F' é uma isometria da forma
F(z,t) = (f(2),h(2,t)) = ((f1, f2), h) onde f é uma isometria de ¥?(x). Entao, com o
pullback da métrica temos:

F*(ds?) = ds”. (3.2)
F*(\2|dz|* 4 (itA(2)(Zdz — zdZ) + dt)?) = N?|dz|* + (iTA\(2)(Zdz — 2dZ) + dt)?
como f é isometria de Y2, e portanto

F*(02|d2|?) = 22|d2].

Entao:
F*(itAN(Zdz — 2dz) + dt) = £(iT\(Zdz — zdZ) + dt).

Suponha primeiro que:
F*(itA(Zdz — zdz) + dt) = it A\(Zdz — zdZ) + dt. (3.3)

Assim, se f preserva a orientacao (sendo holomorfa), e os diferenciais sao df (z) =
fldz, df(z) = f'dz e dh = h.dz + hzdZ + hdt, entdo temos:

(3.3) <~ ZT)\(f(Z))(?df fdf) + dh = it\(2)(Zdz — 2dZ) + dt
= ZT)\(f(Z))(T — ffldZ) + h.dz + hzdZ + hydt = iT\(2)(Zdz — 2dZ) + dt
itA(f(2)ff =iTA(2)Z
= CItANf()ff = hz = itA(2)z2
hy =1

A f) [+ he = iTA(2)Z
hy = 1.
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Consequentemente, h é uma fungao da forma h(z,t) = ¢(z) + ¢ onde ¢ é uma

fungao real, em virtude de t € R e h(z,t) toma imagem em R. Assim temos:

p: =1 (M2)Z = Mf(2)F ). (3.4)

assim, temos

. 27 2f f!
(34) <= @, =T (1 Tam 1a /@f?)

= p, = i%—(log(l + k2Z) —log(1 + Kk ff)).

1+Iif7) —

= ’271 +
= —i—1lo
14 PR 1+ k2Z ’

onde 1 é uma funcéo holomérfa (@Z = 0). Por outro lado, as isometrias positivas de
Y?(k) para k # 0 tém a forma

az —¢/k

f(z) = ———, (3.5)

cz+a

onde a,c¢ € C verifica aa + c¢/k =1, |z| <1/y/—kse k <0 e z€ CU{oo} se k > 0.

Verificamos que, para todo z, temos:

R T Sy AT
1+ K2z ez +al? ’
assim,
27 , —
(3.4) > ¢ =~ log ()| +7.
e

o+ it log| ()] = ¥, (3.

temos que ¢ é holomorfa, ¢ é real, log f'(z) = log|f'(2)| + iarg f'(z) é holomorfa e
log|f'(2)| é a harmonica conjugada de — arg f/(z). Como a harmoénica conjugada é

unica a menos de adicao de uma constante, concluimos que:

pl2) = T arg f'(2) + ¢

onde ¢ é uma constante real. Portanto

2
h(z,t) =1t + % arg f'(z) + c.
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Se agora f é uma isometria negativa de ¥2(k) (anti-holomorfat), entdo f = g em que

g é uma isometria positiva (holomorfa). Temos:

(3.3) <= it A(f(2))(fdf — fdf) + dh = iTA(2)(2dz — 2dZ) + dt
g9dg — gdg) + dh =it \(2)(Zdz — 2dZ) + dt
99'dZ — Gg'dz) + h.dz + hzdz + hydt = iT\(2)(Zdz — zdZ) + dt

< itA\(g(2))

)

—itA(g(2))gq + h. = iTA(2)Z

< CitA(g(2))gg + hz = —iTA(2)z
hy =1

(
(

)
<~ it\(g(2)
(

h. = iT(AM9(2))g9" + A(2)Z)
he = 1.

Novamente, h tem, portanto, a forma h(z,t) = ¢(z) +t, onde ¢ é uma fungao real que

satisfaz:
p. =1iT(Mg(2))79" + A(2)2).
Como g cumpre (3.5), temos:

2
0, = i%(log(l + k2Z) 4 log(1 + Kgg))..

Portanto, ¢ satisfaz:

o(z) = i%(log(l + k2Z) + log(1 + kgg)) + ¥,

reescrevendo em termos de ¢’ como anteriormente, temos

p(z) =i > (log(1 + w=2)” +log|g'()]) +7.

/

~~

€R

logo,
U= ule.y) +ivlr,y) = plz) — i (log(1 + wz2)’ +loglg'(2)])

Como log|¢'(z)| é uma funcdo harménica, ¢ é real e ¢ é holomérfa, implica
na fungao log(1l + kzz)? ser harmonica, o que ¢é falso, pois: P = log(l + k22)? =
2log(1 + k|z|?), e |z]* = 2* + y?, assim teremos P, + P,, # 0. Isso mostra que na
condigao (3.3), a fungao f deve ser uma isometria positiva de ¥?(x), com isso, temos

a primeira parte do teorema.

iDizemos que uma funcdo é anti-holomorfa se ela for derivdvel com respeito a z. Ou seja, se f(Z)
for holomorfa.
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Suponha agora que:
F*(itA(Zdz — 2dZ) + dt) = —iTA\(Zdz — zdZ) + dt. (3.7)

Assim, se f é uma isometria negativa de ¥?(k), entao f = g onde g esteja no

formato (3.5) (positiva). Temos:

(3.7) <= it A(f(2))(fdf — fdf) + dh = —iTA(2)(Zdz — 2dZ) — dt
<~ itA(9(2))(9dg — gdg) + dh = —iT\(2)(Zdz — zdz) — dt

I
< it\(g(2))(99'dz — gg'dz) + h.dz + hzdz + hydt = —iT\(2)(Zdz — 2dZ) — dt
(

—iTA(g(2))g9 + h. = —iTA(2)Z
<= CitA(g(2))gg + hz = iTA(2)z

Assim, h tem a forma h(z,t) = p(z) —t, onde ¢ é uma fungao real, que satisfaz:

p. =17(Mg(2))g9" — A(2)2).
Como g cumpre (3.5), temos:
2T _ -
0y = z?(log(l + kgg) — log(1l + KzZ)).,

assim,

o(z) = i%—(log(l + kgg) — log(1 + k2Z)) + 1,

p(z) = i log|/(2)| + 7,

onde 1 é holomérfa. Por outro lado, fazendo os mesmos célculos, obtemos
2T
h(z,t) = —t — —argg +c,
K

onde ¢ é uma constante real.

Portanto, f nao pode ser uma isometria positiva de ¥?(k), o que prova a segunda

parte.
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3.2 Isometrias no caso Kk =0

Agora vamos estudar o caso que k = 0 e 7 # 0, lembrando que E*(0,7) ¢ o

grupo de Heisenberg Nils, com a métrica:
ds® = dz® + dy* + (7(ydx — zdy) + dt)* = |dz|* + (i%(zdz — 2dz) + dt>2 :
Da mesma forma que na Se¢ao 3.1, qualquer isometria de E*>(0, 7) tem a forma
F(z,t) = (f(2), h(z,1))
onde f : R? — R? ¢ uma isometria. Portanto, f tem uma das duas formas:
f(z)=¢€%2+a+ib ou f(2) = €Y% +a +ib,

onde a, b, € R. Isso nos permitird determinar as isometrias de E3(0, 7).

Teorema 3.2.1. As isometrias dos espacos de Heisenberg (Nilz), E3(0,7), tém a forma:
F(z,t) = (2 + a+ib,t + 7Im ((a — z‘b)eiez) +¢) (3.8)

ou entao
G(z,t) = (P2 + a+ib,—t — Tlm((a + z‘b)e—”z) +¢) (3.9)

com a,b,c,0 €R.

Demonstragdo. Se F é uma isometria de E*(0, 7), entao:

T = — T

i (Fdf — fdf) +dh = + <z§(3dz — 2dZ) + dt) .
Suponhamos primeiro que f seja uma isometria positiva de R?. Temos:

i%(?df — fdf) + dh = i%(zdz — 2dZ) + dt, (3.10)
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(3.10) <= z’%(?df — fdf) + dh = i%(?dz — 2dZ) + dt
— i%(?f’dz — ffdz) + dh = i%(zdz — 2dZ) + dt
= i (7% + a — ib)e?dz — (€2 + a + ib)e?dz)
+ haodz + hadZ + hedt = i%(?dz — 2dZ) + dt

iZe(e®Z+a—ib) + h., =Lz
ht - 1
h. = —iZe®(a —ib)
—
ht == 1

O que mostra que h tem o formato h(t, z) =t + ¢(z), onde ¢ é uma fungao real

que verifica
Y= —i%eie(a —ib)z + 1,

com v holomorfa. Com argumentos andlogos aos usados para a prova do Teorema 3.1.1,

temos:

= ulz,y) +iv(z,y) = p(z) — glm((ew(a - ib)z) + %Re (e% - ib)z)

©(2) = 7Im (ew(a = z'b)z) +c

h(z,t) =t+ 7Im <ei9(a - zb)z) +c.
Assim, F' é da primeira forma declarada no teorema.

Agora, se f é uma isometria negativa de R?, temos
T —if N if - N —if
(3.10) <= 25((6 z4a—1b)e”dz — (€”Z + a+ ib)e " dZ)
+ hodz + hsdZ + hydt = i%(?dz — 2dZ) + dt
—iZ(z+ e (a+ib)) + h, =iz
e et i) h =i
ht - 1

h. =i1% +iZe " (a + ib)

—
htzl.

O que mostra que h tem o formato h(t, z) =t + ¢(z), onde ¢ é uma fungao real

que verifica
o(z) =iT2Z + i%e‘ie(a +ib)z + 1,
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com 1 holomorfa. Isso causaria, por exemplo, que a funcao zZ fosse harmonica, o que

é falso. Deduzimos que, no caso (3.10), as isometrias sdo da primeira forma declarada.

Finalmente assumimos que:
T — i .T
i (Fdf — fdf) +dh = - (zi(idz —zdz) + dt) . (3.11)
Mostraremos que, neste caso, f deve ser uma isometria negativa de R%. Entao, temos:

(3.11) <= iZ((e2 + a — ib)edz — (7 +a + ib)e™d2)

T
——

+ h.dz + hzdz + hydt = 5 (Zdz — zdz) — dt

—iZ(z+e ?(a+1ib)) + h, = —ilz

—
ht — —1
h, =iZe (a4 ib
e (a+1b)
ht = —1
Portanto, h tem a forma h(t, z) = —t + p(z), onde ¢ é uma funcao real que verifica

o(z) = i%e‘ie(a +ib)z + 1),
em que 1 é holomorfa. Portanto, devemos ter:
o(z) = —7Im (e‘ia(a + zb)z) +c
onde ¢ é uma constante real. A isometria F' é, portanto, da forma:
F(z,t) = (¢Z + a+ib,—t — 7Im (eie(a + zb)z) +c),

que termina a prova. |

Observagao 3.2.2. Conhecendo todas as isometrias de E3(k,T), podemos montar o

grupo G = Isom(E3(k, 7)) e verificar que essas variedades sao homogéneas.



4 Prova de que o campo V é um

campo Killing

A seguir vamos mostrar que V é um campo de Killing, seguindo os passos da

prova de Eric Toubiana em [Tou07].

4.1 Teorema do Campo de Killing nos Espagos E*(x, 7)

Teorema 4.1.1. Seja M3 uma variedade simplesmente coneza da dimensio 3 com
uma métrica ds*. Seja J um grupo de Lie agindo transitivamente em M® por isometrias
(assim (M3,ds?) é homogénea). Assumimos que exista um campo vetorial unitdrio V
em M3, de modo que, para todo g € J, tenhamos d,g(V,) = V(@) para todos os x € M3,
Supomos ainda que, para todo x € M3, exista um subgrupo H, C Stab(z) C J isomorfo
a SO(2) e contido no estabilizador de x. Nessas condigdes, temos uma e apenas uma

das sequintes possibilidades:
1. 'V é um campo Killing.

2. 'V ndo é um campo Killing e (M3,ds?) é de curvatura seccional constante e nega-

tiva. Portanto (M3,ds?) é isométrica a um espago hiperbélico H3(—pu?), u > 0.

Em particular, se J = Isom(M?) € o grupo de isometrias de M® e se dimstab(z) = 1
para todo © € M® (onde Stab(z) = Isom,(M3) € o estabilizador de x em J), entio V é

um campo Killing.

Demonstragdo. As hipéteses nos indicam que dimH, = 1 e que existe V € X(M?),
unitario que é invariante a esquerda pela acao de J. Logo V' gera um fluxo que determina
uma folheacao de F de M? definido pelas curvas integrais de V. Observe que nessa
situacao as hipdteses mostram que qualquer isometria g € J preserva F, conforme
mostrado na Proposicao 2.2.6.

Para todo z € M?, chamamos F, C M? a folha (curva integral) passando por x.
Em particular, se h € H,, temos h(F,) = F,. Seja ¢; o fluxo de V. Como o campo V'
¢ unitdrio, o comprimento da curva F,, entre x e ¢y(x) é |t|. Ao orientar cada folha
Fz por V, temos g(F,) = Fy) € a orientacao de Fy(,) induzida por V' é a mesma que

induzida pela orientacao de F, e g, para todo o g € J.
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Seja x € M3 e seja g € J, para todo t > 0 o ponto g(¢¢(z)) é o ponto na folha
Fy() tal que o comprimento do arco desta folha delimitado por g(x) e g(¢(x)) seja ¢
e a orientacao dada por g(x) — g(¢¢(z)) é igual a orientacao de F(, fornecida por V.
Portanto, temos g(¢:(z)) = ¢:(g(x)) para todos os x € M? e todos os ¢t > 0. Mostramos

que isso também ¢é valido para todos os t < 0 da mesma maneira. Entao temos:
gogi=¢iog

para todo t € R e todo g € J.

Em particular, se h € H,, teremos h(y) = y para todos os y € F,. Isso mostra
que as folhas de F sao todas geodésicas.

Agora seja F qualquer folha, ou x € F e h € H,. Infinitesimalmente temos
D, h(V,) = V, e para qualquer vetor U, € T,M? ortogonal a V,, a imagem vetorial
D,h(U,) € T,M? ainda é ortogonal a V,. Assim, h se comporta préximo a = como
uma rotacao de eixo F = F,. Assim, h se comporta proximo a x como uma rotagao
de eixo F = F,. Como cada ponto de F é fixado em h, isso mostra que F nao pode

acumular-se quando ¢t — +o0.

Proposigao 4.1.2. Sejax € M3, t €R e seja g; € G de modo que gi(¢:(x)) = z. Para
todo h € H,, temos:

hogi=gioh
ho(giod)=(giod)oh (4.1)

Assim, o diferencial d,(g; o ¢¢) comuta com todas as rotagoes do eixo T, F, =
VeR = L, (campo de retas). Consequentemente, d,(g, o ¢) € ele prdprio uma rotagdo

do mesmo eixo, sequido, possivelmente, por uma homotetia na direcao ortogonal a V.

Nota: Se um elemento de J leva um ponto x em outro ponto y, entao este elemento
comuta com todo elemento de H, = H,. Note g; o ¢; fixa x de modo que sua derivada
em z é um automorfismo de T,M3. Assim a derivada ¢ a identidade ao longo do eixo de
rotacao da acao de H, e comuta com os elementos de H,.. Logo, a derivada deve ser uma

rotacao longo deste eixo possivelmente composta com uma expansao ou contragao.

Demonstracdo. Agora seja f := g; ' oho g € H,, ou seja, ho g, = g, o f. Deduzimos

que:

ho(giod)=giofodr=I(go¢)of (4.2)

Mostraremos que f = h, isso mostrard as relagoes (4.1) e, portanto, que h e g; comutam.
Vamos escolher um mapa €2 de M® em torno de z, de modo que, chamando

(u,v,t) das coordenadas de Q. 0 campo V corresponde ao campo 0; e, no ponto
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x = (ug,vo,1o), a familia (d,,d,,d;) é uma base ortonormal de T,M*. Como d,(g; o
o)V = V., deduzimos que, no ponto z, a matriz M do diferencial d,(g; o ¢;) na base

(Ou, Oy, O) estd no formato:

M =

o o
S R3
_ o O

chamando o € R (resp. § € R) o argumento da rotacao d,h (resp. d.f), a matriz A
(resp. B) de d h (resp. d,f) estd no formato:

cosa —sina 0 cosf —sinfg 0
A=|sina cosa 0 B=|sing cosf 0
0 0 1 0 0 1

onde a, b, c,p,q,r € R. A relacao (4.2) mostra que temos:
AM = MB

Ao equalizar os coeficientes dessas duas matrizes, obtemos seis equacoes que apresen-

tamos em trés sistemas de duas equagoes.

acost + psinf = acosa — bsin «
(51) =

pcosf —asinh = pcosa — gsina

bcost + qsinf = asina + bcos
(52) =

qcosf — bsinf = psina + g cos «

(1 —cosf)c—sinfr =0

(S3) =4
sinfc+ (1 —cosf)r =0

Considere (S3) como um sistema em que as incdgnitas sao ¢ e r. O determinante é
(1 — cos#)? + sin?#. Observe que, se h # Id, teremos f # Id. Supondo que h # Id
temos que (1 — cos#)? + sin®§ # 0. Portanto, deduzimos que a tnica solugao de (Ss3)
éc=r=0.

Vamos resolver (S7) em cos® e sinf. O determinante é —(a? + p?), é diferente

de zero porque M é uma matriz invertivel. Entao temos:

b .
cos = cosa — P iy
a“+p
; _ (ag—bp)
sinf = i, S

Da mesma forma, resolvemos (S;) em cosf e sinf. O determinante é - (b*> + ¢*) e é
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diferente de zero porque M é invertivel. Temos:

_ (abt+pq) :
cosf = cosa + iy S
: _ (ag=bp) _:
sinf = 22 S

Observe que aq — bp # 0 porque det(M) # 0. Ao equalizar os dois valores do seno

encontrados, obtemos a? + p? = b? + ¢%. Portanto, existem reais p > 0 e y, z tais que

a = pcosy q= pcosz

p = psiny b= psinz

Ao igualar os dois valores de cos ), obtemos ab 4+ pqg = 0, ou seja, substituindo acima
chegamos em: sin(z + y) = 0 e, portanto, z + y = kxr para um nimero inteiro k. Pela
conexidade do fluxo ¢;, cada ¢; preserva a orientagdo, o mesmo ocorre para g; o ¢;.
Portanto, temos det(M) > 0, ou seja, ag—bp > 0. Ao substituir, obtemos cos(y + z) >
0. Portanto, temos z = —y + 2k7 para um numero inteiro k. Deduzimos que cosf =
cos v entdo sin @ = sin o, ou seja, f = h e, consequentemente, ho (g;0¢;) = (g0 P¢) o h.

Finalmente, a matriz M tem a forma:

pcosz —psinz 0
M= | psinz pcosz 0
0 0 1

Consequentemente, d,(g; o ¢;) é da forma anunciada. O

Observagao 4.1.3. Seja v € E3> ou h € H, e g € G de modo que g(z) € F, (e,

portanto, g(F,) = F.). Observe que a proposi¢ao anterior mostra que g e h comutam:
goh="hog.

Afirmacao 1. Existe um p real tal que para todo ¢t € R e para qualquer vetor

U, € T,M3 ortogonal a V, temos:

Iz (ge © G0) (Un)ll = e[| U

e portanto:
ldape(Ua) || = €| Uz

Demonstragao. Como M3 é homogénea, deduzimos do exposto que para todo x € M3,

para todo t € R e para todo U, € T,M? ortogonal a V existe um real a(t) tal que

| dat(Ua) | = ]| U]
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Para todos os reais ty,t € R, temos, portanto:

[da@to 41 (Un)|| = (t + to)[|Ue|

Além disso:

[dabro 11 (Ua) | = [y 2)Pt (dabto (Ua)) || = c(t)[|dudpry (Ua) || = cx(t)ax(to) [ U |l-

Portanto, temos «a(t + t9) = a(t)a(ty) para todo reais t e ty. Definindo p = loga(1) e
observando que « é continuo, deduzimos que «(t) = e para todo ¢t € R, o que mostra

a afirmacao. 0

Agora considere um sistema de coordenadas Q C R® de M? de tal forma que,
chamando x,y,t como as coordenadas de €2, o campo V seja 0;. Podemos supor que
Q0 =D x I em que D C R? seja o disco unitdrio aberto e I C R seja um intervalo

aberto centrado em 0. A métrica ds? lida em € tem a forma:

ds® = Ada* + Bdy® + dt* + 2adzdt + 28dydt + 2ydxdy
= (A —a?)da* + (B — BHdy* + 2(y — o®)dzdy + (adz + Bdy + dt)? (4.3)

Onde A, B,a, 3,7 : © — R. Na carta Q, o fluxo local ¢; tem a expressao: ¢;(p) =
p+ (0,0,t) para todos os p € € e todos os t em que isso estd definido.

Observacgao 4.1.4. Observe que V é um campo Killing se, e somente se, o fluxo ¢,

for formado por isometrias, ou seja, se, e somente se, pu = 0.

Afirmacao 2. As funcoes a e 5 sao independentes de t e, portanto, dependem apenas

de x e y.

Demonstragcao. Para mostrar isso, lembremos que as curvas integrais de V' sao geodésicas.
Como o campo V' é unitario, temos, portanto, ViV = 0 onde V é a conexao rieman-
niana de (M3, ds?). Na carta Q, temos, portanto, V,0; = 0. Como z,y e t sao

coordenadas que temos Vy, 0, = Vy,0,. Entdo temos:

_ 0 _
0 - <vatat7am> - a<ataam> - <at7 v8t8r>

0 _

== aO& - <3t, Vaﬁx)
0 10

=" 29,000

0
ot

que mostra que a nao depende de t. Mostramos de maneira andloga que  nao depende
de t. 0J
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Afirmagao 3. Para todo py = (zo,%0,%0) € Q e todo t, como py +t € Q (onde, por
simplicidade, py + t representa py + (0,0,t)), temos:

(A—a®)(po+t) = 2% (A — o®)(po)

(B = %)(po +t) = 2*"(B — 5°)(po)
(v —aB)(po +t) = 2% (v — af)(po)

Demonstragdo. A qualquer momento p € €2, a métrica ds? nas coordenadas (z,y,t) é

dada pela matriz:

A v «
Gp)=|~v B B
a [/ 1

Consequentemente, para todos os vetores 4 = a0, + b0, + cOy e U= a10, + 010y + 10,

em T,M?® temos:

<ﬁa U> = _)TG(p)U = ((L, b, C) : G(p) o

C1

Aa1 + ’)/bl + acy
= (CL, bv C) l Yar +Bb1 +Bcl (p)
aaq + ﬂbl + C1

= a(Aar + vb1 + aci) + b(yar + Bby + Ber) + c(aar + Bby + 1) (4.4)
Lembre-se de que para qualquer vetor U € T,{2 ortogonal a J;, temos:
ldp(S)U 1240 = e |U 3 (4.5)
para todo t € R, como p+t € .

Aplicaremos essa propriedade aos campos vetoriais:
U1 = 895 — Oéat
U2 = ay - ,33,5
Us = (v — af)0: — (A= a*)9, + (B(A — o) — a(y — af3))0;

Podemos verificar facilmente usando (4.4) se os campos vetoriais Uy, Us e Us sdo

ortogonais a V' = 0;,. Além disso, para todos os t € R como py +t € €2, temos
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dpo (¢1)0x(po) = Ox(po +t) € 0 mesmo para campos Jd, e 0;. Entao temos:

dp, (¢)Ur = O (po +t) — a0, y0) 0 (po + )
dpo (91)Uz = 0y (po + 1) — B(x0, Y0) e (po + 1)
dpy (¢0)Us = (v — aB)0y — (A = )9, + (B(A — o?) — oy — a3))0;) (po + t)

Portanto:

1o (@)U [1310 = {dpo(00) U, dpo (90) Ut ) po 1t

A(po +t) — alpo + t)a(po)

= (1,0,—a)(po) - | v(po +1t) — Bpo +t)a(po)
a(po +t) — a(po)

(A—a?)(po+1)

= (1,0, —a)(po) - | (v — aB)(po +1)

0

= (A—a”)(po +1)

onde usamos o fato de que « e 5 ndo dependem de ¢. Aplicando a propriedade (4.5),

obtemos:
(A= a®)(po+1) = (A= a?)(po) (4.6)

para todo t € R, como p+t € Q.

Aplicando a propriedade (4.5) ao campo Us, obtemos da mesma maneira:

(B = B%)(po + 1) = (B — ) (po) (4.7)
Por fim, aplique a propriedade (4.5) ao campo Us, obtemos:

||dpo (@bt)US”;%th = <dpo (¢t)U37 dpo (¢t)U3>po+t
= ((v = aB), = (A = a®), (B(A = a?) — a(y — aB)))(po)
(A(po + 1) (v — aB) = v(po +1)(A = a?) + a(po +1)(B(A - a®) —a(y - aﬁ)))
v(po + 1) (v — aB) = B(po + t)(A — a®) + B(po + 1)(B(A — a®) — a(y — af))
a(po +1)(y — aB) = Blpo + 1) (A - o®) + (B(A — o®) — a(y — aB))

Continuando esse calculo, apds a simplificacao e o usando novamente do fato de que
« e [ sao independentes de t, obtemos:

[ dpo (60)Usllp e =
(A—a®)(po+t)(y — aB)® = 2(y — aB)?(po + t)(A — o?) + (B — 5°)(po + t)(A — &*)?
(4.8)
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onde as funcoes sao avaliadas no ponto py quando nada é indicado. Usando a propri-
edade (4.5) e as relagoes (4.6) e (4.7), obtemos:

(v —aB)(po+1t) = e* (v — aB)(po) (4.9)

para todos os t € R, como pg +t € (), que mostra a assercao. O

Além disso, um célculo andlogo ao que fornece a relagao (4.8) fornece:
Iy, Us)ll5, = (A = a®)(po) (A = &*)(B = B%) = (v — a8)*)(po)
isso mostra que
(A= a®)(B = %) — (v = aB)*)(po) > 0 (4.10)

para todos os py € . Além disso, o resultado anterior mostra que a métrica ds?, ver

(4.3), tem a seguinte forma:
ds?(x,y,t) = e (a(x,y)dz? + b(z, y)dy? + 26(z, y)dxdy) + (adz + Bdy + dt)? (4.11)
onde a(z,y) == (A=a”)(z,y,0), b(z.y) = (B—F%)(2,y,0) e &z, y) := (y—ap)(z,y,0).
Deduzimos de (4.10) que a(z,y)dz? + b(z, y)dy? + 2¢(z,y) dzdy é uma métrica
em D C R% Com uma mudanca de parametros fechados de D, pode-se supor que essa

métrica seja conforme. Nessas novas coordenadas, que continuamos chamando de z e

y (t ndo mudou), a métrica ds* tem a forma:
ds*(x,y,t) = e X (z,y)(do* + dy?) + (adx + Bdy + dt)? (4.12)
onde «, B e A sao apenas fungoes de x e y e mais \ > 0.

Afirmacao 4. Temos:

(V,0p,0,) =PI\, + aa, (Vo,00, 0z) = €A\, + ac,  (Vp,0y,0,) = e\
<v818x7 ay) = (aﬁ)x - 62#t>\)\y - aay <v8yaxa 8y> = 62“t>\)\x + 5/8:(: <v8taa:7 ay> = %(ﬁx - ay)
(ﬁaxax, (9t> = 0y — 62Mt/\2 (ﬁay&r, (‘3t> = %(Oéy + Bx) <vata$, 3t> = 0

(4.13)



<v8yay7 890) =
Vayay, d,) = e*MA\, + BB,
<vay6y, 81;) = 6:1/ — 62MtA2

Portanto, temos:

Haplt) 4 gl

As relagoes de (4.13) e

0

(aﬁ)y - GQM)‘)‘I - /B/B:B

o6

<v<9tayv Op) = _%(ﬁw - O‘y)
<v8tayv ay) = P\
(Vo,0y,0r) =0

(4.14)

—
Vo.0 = (% +p0) 0, + (=% + p8 + 058 ) 9,

ﬁ + ap — (N + a? + 32))0;

Vo, 00 = V0,0, = (AT + g loy=pe) ) 9, + (Az + 8 (ngjg)) 9,
(22— (Ba—ay) A
+ (5P G — ey - 8%

2 e2nt \2

+ 3oy + 51)) 0,

Vo0 = Vo0 = 0, + 155580, — (na+ 55538 ) o
(4.15)
(Vo,0,= (=% +8%38) 0.+ (3 +18) 0,
Haf G + ok = 5+ B, — (e + o + 57))0,
Vo, = Va,0 = 458200, + 0, — (Bu+ $1%458) o,
| Va0 =0
(4.16)

(4.14) sao mostradas usando a métrica. Por exemplo

<V8xax7 0 > a <aza 0 > (ax;vayaﬁ
8 1 8
19 2ty 2 2
—— A
= (@) ay<e +a?)
= (aB)s — A\, — aq,
A métrica ds? é dada pela matriz:
e\ + a? af a
G = af e\ 1 52 3
« I6] 1
A matriz inversa é
] 1 0 —Q
1 .
G ' = a2 0 1 -0
—a —fB eMi\2 4 o? 4 32
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Consequentemente, para qualquer vetor 4 = ad, + b0, + cd;, temos:

(U, 0a)
b| =G| (4,0,
C <’J, 8t>

As férmulas (4.15) e (4.16) sdo mostradas usando essas identidades e as relagoes (4.13)
e (4.14).

Agora
— 1 o
Bi= 0, — 0,
B e/‘lt)\ e“ﬂ/\ (4.17)

eHtN Y ent)\

Observe que (E4, Es,0;) é um campo de referéncias ortonormais em Q = D x 1.

Afirmagao 5. Temos:

Vg B = i) <M5 - 7@/) Ey — pudy, Vg, By = Y (Ty — Mﬁ) Ei+ m@e
- — 1 Ag — 1 (Be — ay) - — 1 A\ —
Vel = ooy < N a“) Bat Gy oemy, O VEL2 = iy (“0‘ - T) o
e (Bma)r o m (4B
Vol = S By Vb = S0 B
= =  (Be—y)= = (o —B)= | = =
Vﬁlgt = ,uE1 + %Tt)\gEg, VE& = WE& + MEQ, v(’)tat =0
(4.18)

e, portanto:

(B, By iy (Ty - Mﬁ) Ey — TN <7 - Oé/i) E, + ;2#75)\2 O

E,,0)] = ,ME1 (4.19)

[EZ;at] = MFQ

As férmulas (4.18) sdo mostradas usando as relagoes (4.15) e (4.16). As relagoes (4.19)

sao deduzidas diretamente de (4.18).

Agora vamos calcular em cada ponto de {2 a curvatura seccional do 2-plano

horizontal P gerado por span(E1, E»).
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Afirmagao 6. Temos:
S a, — B\ p
K(El, EQ) = —36_4Mt (%) + 6_2Mt <K] + ﬁ(aa: + 5y)> - /~’L2 (420)

em que ~ denota a curvatura gaussiana de X2 fornecida com a métrica em conformidade
A2(dx® + dy?), isto é (A é o Laplaciano euclidiano):

CAlogh A+ Ay N A2+ A2
A2 A3 A

K =
De fato, por definicao, temos:

K(E1, Eq) = (Vg,Vg,E1 — Vi, Vi, E1 + Vg, 5, F1, Ea).
O resultado de (4.20) ¢é obtido usando a férmula acima e as relagoes (4.18) e (4.19).

Agora podemos concluir a prova do teorema. Por suposi¢ao, para todos os
pontos p; = (x1,y1,t1) € po = (w2, Y2, t2) de Q, existe uma isometria g € J, tal que
g(p1) =paedyg(V(p1)) = V(p2), lembre-se de que na carta €2 temos V' = 0,. Portanto,
temos d,, gP(E1, Es)(p1) = P(E1, E3)(p2). Como g é uma isometria, deduzimos que
a curvatura seccional do 2-plano horizontal P(E}, ) ¢ independente de ponto. Em
particular K (E1, ) é independente de ¢ em 2, pois a curvatura seccional é constante
ao longo do campo de planos. Deduzimos de (4.20) (Derivada em relagdo a t é zero)

que temos:
oy — ;=0
p=0 ou (¥)¢ "’ b
K+ {z(a, +8y) =0
Se 1 =0, o campo vetorial V' é, portanto, um campo Killing.

Agora suponha que p # 0, usando (%) e (4.20), tenhamos K (E,, Ey) = —u? em
cada ponto de 2. Portanto

Novamente, usando (), deduzimos que x(E;,d;) é constante e igual a —u? em cada
ponto de €.

Finalmente, em uma isometria de H,, em cada ponto de €2, todos os 2-planos
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terao a forma span(aEy + b0;, E1) com a® + b? = 1. Logo:

K(aBs + 00;, Bv) = a*k(Es, Bv) + 0*K(0y, E1) + 2ab(R(0;, E1) Es, E)
= —a’y® — b*u* + 2ab{R(0;, B1)Es, E))
= —pu? +2ab{R(0;, E1)E,, E1)

Usando (%), calculamos facilmente que R(0;, E1)E, = 0. Isso mostra que em € e,
portanto, em M3, a curvatura seccional é constante e igual a —mu?, portanto M? é

isométrica a H3(—pu?). [



CONSIDERACOES FINAIS

Conhecendo a estrutura métrica, a curvatura seccional e as isometrias dos
espagos E3(k,7) podemos obter outros resultados e outras aplicagdes. Uma outra
abordagem pode ser dada, analisando a imersao I : M* — E3(k,7). Benoit Da-
niel obteve uma condicao necesséria e suficiente para uma superficie M? ser localmente
imersa isometricamente em E3(k, 7)[Dan05]. Essa abordagem tem sido muito estudada
nos ultimos anos e é um tema quente em geometria diferencial. Um outro tema im-
portante ¢ a busca de superficies minimas em E?(x, 7). Nos tltimos anos, o interesse
em superficies com Curvatura Média Constante (CMC) estéd crescendo especialmente
em espagos homogéneos tridimensionais. Existem vérios trabalhos que tratam de sua

representagao, como, por exemplo em Abresch e Rosenberg [AR05].
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A Um pouco mais sobre grupos de
Lie

Neste apéndice vamos lembrar alguns resultados e exemplos para um melhor
entendimento do trabalho.

A.1 Outros exemplos

Exemplo A.1.1. O grupo C* com a multiplicagcdo de nimeros complexos C* = GL(1,C)
¢ um grupo de Lie de dimensao 2. Note que as operagoes sao suaves: dado z; =
1 + iy, 20 = a9 + iy € C* = C\ {0}, temos que as aplicagoes zy - zg +— T 1T —

’I p—
1Yz + i(x1y2 + x2y1) € 2 = x + iy € C* temos 27! — ——— sdo diferencidveis. O

I2 + y2
circulo (ou complezos unitdrios) S' = U(1) = {z € C: |z| = 1} C C* € uma variedade
diferencidvel compacta de dimensdo 1 e, com a operagao de multiplicacdo de nimeros

complexos induzida por C* é um grupo de Lie.

Exemplo A.1.2. O produto cartesiano de dois grupos de Lie é também um grupo de
Lie, ou seja, se G e H sao grupos de Lie, entao G xH é um grupo de Lie, pois o produto
cartesiano G x H admite a estrutura de variedade produto e a estrutura de grupo com
a operagao do grupo sendo o produto direto que € suave (g,h)(g’,h') = (g¢’, hh'). O n-
torus, T, é um grupo de Lie formado pelo produto cartesiano de S' por si, n vezes.

Também R™ € o produto de n copias de R.

Exemplo A.1.3. O recobrimento universal de um grupo de Lie conexo é um grupo de
Lie.
A.2 Translacoes a esquerda e a direita

Fixando um elemento y € G dado. Definimos, respectivamente, as translagoes

a esquerda e a direita por y, por

L,:G—G R,:G—G

T yr T = Ty.
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Esses mapas sao suaves de G a G e, portanto, difeomorfismos de G, pois L,-1 e
Ry sa0 C*®e LyoL, = Ly, LyoL,1 = L. =Idg. Se U for um conjunto, denotamos
por gU o conjunto L,(U). Se U é aberto, gU também o é, uma vez que L, é um

homeomorfismo.

A.3 Morfismos

Definigao A.3.1 (Morfismos [Lafl5]). Sejam G e H grupos de Lie. Um mapa f de G

para H € chamado de homomorfismo de grupo de Lie se:
1. € um homomorfismo de grupo; e
2. € um mapa C* de variedades diferencidaveis.

Se, além disso, f for um isomorfismo de grupos e um difeomorfismo de variedades

diferencidveis, entao é chamado de isomorfismo de grupo de Lie, que denotaremos

>~

Proposigao A.3.2 ([Leel3]). Todo homomorfismo de grupo de Lie tem posto cons-

tante.

Em geral, define-se um subgrupo de Lie de um grupo de Lie G como um subgrupo
H C G que também é um subconjunto fechado. E possivel mostrar que tal subgrupo
fechado H herda uma estrutura variedade diferenciavel do grupo de Lie G e, portanto,

ele proprio se torna um grupo de Lie.

Definicao A.3.3. Um subgrupo de Lie H de um grupo de Lie G € um subgrupo abstrato

de G que tem uma estrutura suave e € uma subvariedade de G.

Proposicao A.3.4 ([Leel3]). Se F : G — H um homomorfismo de grupo, entio o
ker(F') C G é um subgrupo de Lie mergulhado de G, com codimensado igual ao posto de
F.

Proposicao A.3.5 ([Leel3]). Se F : G — H é um homomorfismo de grupo de Lie
injetivo, a imagem de F tem uma estrutura unica de variedade diferencidvel tal que

F(G) € um subgrupo de Lie de H e F': G — F(G) € um isomorfismo de grupos de Lie.
Proposicao A.3.6. Todo subgrupo aberto de um grupo Lie é fechado.

Demonstracao. Uma classe lateral gH de H é obtida de H por uma translacao a es-
querda. Portanto, se H é aberto, o mesmo ocorre com gH. Mas o grupo G é a uniao
de H com as classes laterais gH, g ¢ H. Isso significa que o complementar de H em G

é uma uniao de abertos, e, a partir disso, segue que H é fechado. |
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Note que a reciproca nao é verdadeira. Por exemplo, o circulo unitdrio S' é
um subgrupo fechado de C* que nao é aberto (conforme Exemplo A.1.1), pois, seu

complementar nao é fechado.
Definigao A.3.7. Um grupo de matriz G € um subgrupo fechado de GL(n,K).

Observacao A.3.8. Conforme o Teorema 2.1[Tap16], qualquer grupo de matrizes pode
ser visto como um grupo de matrizes real. Por exemplo, GL(n,C) € isomorfo a um sub-
grupo de GL(2n,R) e GL(n,H) € isomorfo a um subgrupo de GL(2n,C). Dagqui, resulta
que GL(n,H) € isomorfo a um subgrupo de GL(4n,R). A justificativa vem da construgdo
dos homomorfismos injetivos: p, : GL(n,C) — GL(2n,R) e ¥,, : GL(n,H) — GL(2n,C).

Note que py - GL(1,C) = GL(2,R) z =z +iy — [~ 7] e ¥, : GL(1,H) — GL(2,C)
x
q=x+iy+jz+kw— vi 32 , onde v = x+1iy e vy = z+1w. Considerando 0s
—V9y VU1

subgrupos U(1) = S* € GL(1,C) e SO(2), a aplicacio p; é um isomorfismo de grupos.
De forma andloga, considerando subgrupos, a aplicacdo ®1 € um isomorfismo de grupos

dos quatérnios unitdrio para SU(2).

Exemplo A.3.9 (Homomorfismo de grupos de Lie). Seja R o grupo de Lie aditivo
de nimeros reais e S' o grupo multiplicativo dos nimeros complexos de mdédulo 1. A
aplicagao f : R — S t — f(t) = €™ = (cos2nt,sin27t) é um homomorfismo de
grupos de Lie.

O mapa f € um homomorfismo de grupos pois,
b+ tp) = 2mt) = 2T emite — f(1) f(t,)

e f € um mapa C* de variedades diferencidveis, pois as coordenadas sin e cos sdo

suaves. Note que que f é sobrejetiva, pois se € € S' entdo:

o0 — pi2n() — f <2£) .

No entanto, f nao € injetiva, pois ker(f) = Z, logo nao temos um isomorfismo de
grupos e, consequentemente, esses grupos nao sao isomorfos como grupos de Lie. A
funcao f=1 também ndo é continua, pois para qualquer € > 0 pequeno, os pontos 2w — &
e 21 + ¢ sao levados em pontos distantes por f~1. Logo, as variedades sio diferentes,

ndo sendo homeomorfas'.

Proposicao A.3.10 ([Leel3]). O quociente de um grupo de Lie por um subgrupo nor-

mal fechado € um grupo de Lie.

fNote ainda que S' é compacto e R néo é.



67

Pelo 1° teorema dos isomorfismo, temos G/ker f ~ Imf = S'. Assim R/Z e
S! sao isomorfos como grupos. Seja R/Z = {[t] : t € R} com a topologia quociente
induzida pelo mapa g : R — R/Z tal que g(t) = [t|] (¢ é um mapa quociente, pois
¢ continua sobrejetiva). Entdo o mapa f induz um homeomorfismo f: R/Z — S!,
[t] — e*™ caracterizado por f = fo g. Como estamos na dimensao 17, f: R/Z — St

é um difeomorfismo e, consequentemente, R/Z e S! sdao grupos de Lie isomorfos.

Proposicao A.3.11 ([Leel3]). Se G é um grupo de Lie conexo e I' é um subgrupo

discreto, entao G/T' € uma variedade suave e a aplica¢io de quociente f: G — G/T" é

um mapa de cobertura suave.
Exemplo A.3.12. O grupo R é o recobrimento universal do grupo circular S*.

A seguir veremos um outro exemplo importante de isomorfismo de grupos Lie

envolvendo S' e um grupo de matrizes.

Exemplo A.3.13 (SO(2) = S'). O grupo ortogonal especial SO(2) e S' sao isomorfos
como grupos de Lie.
De fato, por defini¢ao, SO(2) = {M € O(2) | det(M) = 1}. Entao, como

M € O(2) se, e somente se, suas colunas sao vetores ortonormais de R*. Para cada

b 6 —sind
M= € SO(2) eziste um tunico 6 € [0,2m) tal que M = C?S S I
c d sinf  cosd

obtemos que

c d
_ { (COS@ —sin 9) } ~ 0(2) NSL(2,R) C GL(2,R)

b
50(2):{<a ) cabe,deER, >+ =0 4+d*=1,ab+cd =0, ad—bc:l}

sinf cos®

S'={z€C:|z|=1} c C*=GL(1,C)

Agora considere a representagao real de GL(1,C)

p:GL(1,C) — GL(2,R), a+z’b|—><z _b>

a

A aplicagao p € um homomorfismo de grupos (conforme a Observacao A.5.8) e também

um mapa suave entre duas variedades diferencidveis.

fNas dimensoes 1, 2, 3, qualquer par de variedades diferencidveis homeomorfas sdo difeomorfas.
Para dimensoes maiores que 3 é possivel encontrar um par de variedades homeomérficas que nao sejam
difeomorfas. John Milnor ganhou a Medalha Fields em 1962, em parte, por dar o primeiro exemplo
de um par de variedades diferencidveis que sdo homeomorfas, mas nao difeomorfas.
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Lema A.3.14 ([Sha0l]). Seja um mapa suave de variedades ¢ : M — N. My e Ny sdo
subvariedades em M e N, respectivamente, e ¢(My) C No. Entao, o mapa induzido

Py, € suave.

Assim py_, também € suave. Além disso a aplicagio p_, : S' — SO(2), (cos f+isinf) —

cos) —sinf\ | L ,
" 9 ¢ uma bijecao e, consequentemente, um isomorfismo de grupos.
sin CoS

Por fim, temos que a inversa também € suave, pois considerando a aplicagcao g :
R* = R?, g(z,y,2,w) = (z,y) que € suave, um vez que suas coordenadas o sao. Como
S! € GL(1,C) € C =¥ R? ¢ SO(2) C GL(2,R) C Mat(2,R) = R*, sendo subvariedades
de R* e R* respectivamente. Logo definido a inversa como g, : SO(2) — S', temos
uma aplicagdo suave entre essas subvariedades. Portanto SO(2) e S' sao difeomorfos
e isomorfos como grupos de Lie.

Note que T' = R/Z = §! = SO(2) e T" = R"/Z" = SO(2) x --- x SO(2). A

TV
n vezes
seguir veremos um outro isomorfismo de grupos de Lie importante no trabalho.

Exemplo A.3.15. O grupo unitdrio U(n) = {A € GL(n,C)|A = ﬁT} e 0 grupo
especial unitario SU(n) = {A € U(n) : det A = 1} sao subgrupos de Lie de GL(n,C).

Podemos representar SU(2) da sequinte maneira

—b
SU(2) = {(Z a) :a,beC, |a|2+|b|2:1}.

Considere o homomorfismo de grupos ® : H — Mat(2,C). Assim como o exemplo
anterior, se considerarmos a restricao de ® aos quatérnios unitarios, temos que ® €
um isomorfismo de grupos de S* = {q € H (quatérnios unitdrios ) : |q| = 1} para
SU(2), pois a aplicagio ® : S* — SU(2), tal que

, , To+ 1T, —Xo +1ix
P(xo + iz1 + jao + kxs) = ( o 2 3) € SU(2)
To +1T3 Xg— 1Ty

estd bem definida e € uma bijecdo, que satisfaz ®(q1q2) = P(q1)P(q2). Agora considere

f : R4 — Rga f(x1,$2,273,x4) = (fU],$2,$3,$4,$1,$2,$3,5E4)

g: R8 — R47 fil = g(x1,$2,1'3,l’4,$1,$2,$3,3§'4) = (33'1,.732,1'3,1'4)

que sao suaves. Com isso podemos considerar ® e sua inversa como as restri¢oes de f
e g as subvariedades S* C H = R*, SU(2) C Mat(2,C) & R®, sendo elas por conta disso
suaves. Logo SU(2) = S3.

~

Aqui estao alguns isomorfismos de esferas com grupos de Lie de matriz: O(1)
S% SO(2) 2 U(1) @ S' e SU(2) = S3.
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A.4 A Componente conexa da identidade

A Componente conexa da identidade G° de um grupo G refere-se ao sub-
grupo conexo de G que contém o elemento identidade. Ela tem propriedades bastantes
significativas, G é um subgrupo normal e fechado de G e consequentemente é um grupo

de Lie. Os outros componentes conexos sao todos classe laterais deste subgrupo.

Proposicao A.4.1 ([Sti08]). Se G é um grupo de Lie, a componente conexa da iden-

tidade G° de G € um subgrupo normal de G.

Corolério A.4.1.1 ([AB15]). As componentes conezxas de G tém a forma gG°, para

g € G. Além disso, para qualquer vizinhanga aberta U de e, G® = |, Un, onde

Uy :={gi" g g €U}

neN

A prova da primeira parte do corolario decorre do fato que as translagoes a
esquerda em G sao homeomorfismos e levam conexos em conexos, preservando as com-
ponentes conexas. A segunda parte decorre de que G° é um subgrupo normal, aberto

e fechado em G.
Exemplo A.4.2. Se G = 0(2), entio G° = SO(2).

Observe que se G é um grupo de Lie, entao a iinica componente conexa de G que

é um subgrupo é G°. Para ver esse fato, basta observar que se g ¢ G°, entdo e ¢ gG°.

A.5 Acoes de grupos

As acoes dos grupos produzem resultados importantes, em virtude disso, vamos
revisar alguns aspectos importantes para o futuro. Sejam G um grupo e M uma varie-

dade diferenciavel. Uma agao a esquerda de G sobre M é uma aplicacao diferencidavel

P:Gx M—>M

tal que, para todos g1,g2 € G e para todo x € M, temos ¢g; - (g2 - ) = (g192) - = e

e-x = x, onde e é o elemento neutro do grupo G.

Quando um grupo G age sobre uma variedade M, definimos a érbita de um

elemento & como o conjunto
G-z={g-z|geG}

A acao ¢ transitiva se para cada par z,y € M existir um g € G tal que gr =y,

isso e equivalente aG - x = M, para todo r € M.
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)
cDO
B <

Figura A.1: A acio do grupo SO(3) em S? e por meio de rotacdes de R em torno da origem 0, que
deixam a esfera S? invariante.

Dada a acao de um grupo G em algum espago M e dado um ponto x € M,
o grupo estabilizador ou grupo de isotropia de = é o subgrupo de G que deixa x
invariante.
G, ={9e€Glg-z=u}

Dizemos que a agao de G em M ¢ livre se todos os estabilizadores forem triviais.

E se (N,c Gz = €6 a acdo é efetiva.

Exemplo A.5.1. O grupo SO(3) atua transitivamente sobre a esfera S®. O grupo de
isotropia de cada ponto p € S® € o grupo de rotacoes de R® que deizam a reta ligando p
a —p fiza. Assim, para cada p € S*, SO(3), e isomorfo a SO(2), portanto a agdo ndo
¢ livre. Porém, podemos ver que a acio ¢ efetiva, dado que se ¢ € S*/{p, —p} temos

SO(3), N SO(3), = {e}.

Definicao A.5.2. Uma acao de um grupo G em uma variedade M ¢é propriamente
descontinua se todo p € M possui uma vizinhanga U C M tal que U N g(U) = 0,
para todo g € G, com g # e.

Quando G age em M, a agao determina uma relacao de equivaléncia ~ em M,

onde p ~ ¢ se, e sO se, p = gq, para algum g € G. Equivalentemente, p ~ ¢ se ¢ € Gp.

A.6 Campos invariantes

A seguir, denotaremos por X(G) o conjunto de campos vetoriais em G. Para
cada ponto x € G, definimos a aplicagao linear d(L,) : T,,(G) — T,,(G) como aquela que
envia um vetor tangente em € G para um vetor tangente yxr em G. Chamaremos essa
aplicacao de mapa diferencial ou push-forward da translacao a esquerda, que mapeia
o espago tangente T, G para o espago tangente T;,G. Em particular, dL, mapeia um

vetor qualquer u € T,G para o vetor d(L,)u € T,G, dando origem ao campo vetorial
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u, = d(Ly)u. A aplicagdo d(Ly) : T,G — T,G é um isomorfismo de espacos vetoriais.

Em seguida, veremos que o campo u, é o que chamamos de invariante a esquerda.

Definicao A.6.1 (Campos vetoriais invariantes a esquerda). Um campo de vetores
X € X(G) em um grupo de Lie G € dito invariante a esquerda se for invariante por
translagoes a esquerda, i.e., se (Ly)«Xp = Xan para todo a,h € G. Ou se X(f o L,) =
X(f)oL,, feC*®. Vamos denotar o conjunto dos campos invariantes a esquerda em

um grupo de Lie por X(G)L.

Um campo invariante a esquerda fica completamente determinado quando se
conhece X,, isto é, seu valor na identidade de G, pois X, = d(L,)X.. Logo, dado um

vetor u € T,G, podemos definir o campo invariante a esquerda u através de
d(Lg)(@)n = d(Lg) o d(Lp)u = d(Lg o Lp)u = d(Lgp)u = tgp.

Chamamos @ de campo vetorial invariavel a esquerda de G gerado por u € T,G.

Observacao A.6.2. Como observado acima, todo grupo de Lie vai admite um campo
de vetores tangente globalmente definido e sem singularidades. Em particular, isso nos

permite demonstrar que S* (e S? x R entre outros exemplos) nao é um grupo de Lie.

Proposicao A.6.3 ([Hel78]). Se Ei, Ey sao dois campos invariantes a esquerda em

um grupo de Lie G, entdo o seu colchete [Ey, Ey] € também invariante & esquerda.

Exemplo A.6.4. Seja grupo de Lie aditivo R™. Os campos vetoriais invariantes a

esquerda sao simplesmente os campos vetoriais constantes X = ZZ Q; (%), a; € R.

O colchete de quaisquer dois de tais campos vetoriais € nulo.



B Algebra de Lie

Neste apéndice, vamos associar a cada grupo de Lie uma tnica algebra de Lie.

Inicialmente, apresentaremos a definicao abstrata de uma algebra de Lie.

B.1 Definicao

Definicao B.1.1. Uma dlgebra de Lie g é um espago vetorial V sobre um corpo F
Junto com um mapa [, ]| : V x V de tal modo que para todos X,Y,Z € g e a,b € K

valha:
1. [X,Y] = —[Y, X|, (anti-comutatividade)
2. [[X,Y], Z]+[IY, Z], X] + [[Z, X],Y] = 0, (identidade de Jacobi)
3. [aX +bY, Z) = a[X, Z] + VY, Z]. (K-bilinearidade)

Exemplo B.1.2. Seja M uma variedade diferencidavel de dimensao finita. O conjunto
de todos os campos vetoriais diferencidveis X(M) em M, junto com o colchete de Lie

sobre R, constituem uma dlgebra de Lie, cuja dimensdo é infinita.

Definicao B.1.3. Seja g uma dlgebra de Lie. Uma subdlgebra de g é um subespaco
vetorial b de g que é fechado pelo colchete, isto €, [X,Y] € b, se X, Y € b.

Note que o conjunto X(G)* dos campos invariantes pela esquerda é um subespaco
vetorial real de dimensao finita de X(G), com as operagoes de soma e produto por escalar
usuais. De fato, seja a,b € R, A, B € X(G)* C X(G), entdo, para g,h € G

d(Ly)(@aA+bB)y = (aA+bB) g, = aAgy + 0By, = d(Ly)(A)n + d(Ly)(B),

Pela Proposicao A.6.3, temos que, se A, B € X(G)%, entao [A, B] € X(G)~. Portanto,
uma combinagao linear de campos vetoriais invariantes a esquerda ainda é invariante
a esquerda, e o colchete dos campos vetoriais invariantes a esquerda ainda ¢é invariante
A esquerda. Com essas duas propriedades, X(G)% torna-se uma subdlgebra de Lie de

dimensao finita dos campos vetoriais em X(G).

Definicao B.1.4. A dlgebra de Lie de um grupo de Lie G é o conjunto g de todos
0s campos invariante & esquerda por translagao no grupo G junto com a opera¢ao do
colchete de Lie.
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Como um campo invariante a esquerda fica unicamente determinado pelo seu
valor em um dado ponto, existe uma identificagao canonica entre a algebra de Lie de
G e T,.G, dada pela aplicacao v : g — T.G tal que o(X) = X, que é um isomorfismo de
espacos vetoriais, assim dimg = dim7,G = dim G. Assim, a &dlgebra de Lie pode ser

pensada como o espaco tangente na identidade munido do colchete de Lie em T,G.

Exemplo B.1.5. A dlgebra de Lie do espaco Euclidiano R™ é também R™ com colchete
de Lie nulo, i.e, [X,Y] =0, para todo X,Y € R%.

Exemplo B.1.6. A dlgebra de Lie de GL(n,R) € o espaco vetorial de todas as matrizes
quadradas de tamanho n X n com coeficientes reais, gl(n,R), com a operagio [A, B] =
AB — BA para todo A, B € gl(n,R). Em particular, se G é um grupo de matrizes, g €

uma dlgebra de matrizes, i.e., uma subdlgebra de Lie de gl(n,R).

Exemplo B.1.7. Seja g = R® e considere [x,y] = x X y o produto vetorial de R3.
Entao (g,[, ]) € uma R-dlgebra de Lie.

Exemplo B.1.8. Algumas subdlgebras de gl(n,R):
(A) sl(n,R) ={X € gl(n,R) | tr(X) =0}
(B) o(n) =so(n,R) ={X € gl(n,R)| X + XT =0}

(C) u(n) = {X € gl(n,C)| X + XT = 0}, onde X' significa a transposta conjugada

da matriz X.
(D) su(n) ={X € u(n)|tr(X) =0}

Exemplo B.1.9. Eziste um campo vetorial unitdrio tangente T em S' que € posi-
tivamente orientado em relacdao a orientacao induzida pelo normal externo em cada
ponto de S'. Como as translacoes esquerdas sao rotacoes que preservam T, entdo T
¢ invariante a esquerda e T gera g(S'). A dlgebra de Lie é unidimensional e abeliana
= g(S") = R.

Proposicao B.1.10. Sejam g1 e g2 as dlgebras de Lie de dois grupos de matrizes.
Uma transformagado linear f : g1 — g2 é chamada homomorfismo de dlgebra de Lie se
para todos A, B € g1,

f([A, B]) = [£(A), f(B)].

Se f também € bijetiva, entao f € chamada isomorfismo de dlgebras de Lie.

B.2 Correspondéncia grupo-algebra

Os préximos resultados sao conhecidos como teoremas da correspondéncia entre
o grupo de Lie e a algebra de Lie. A correspondéncia entre o grupo de Lie e a algebra
de Lie permite estudar grupos de Lie, em termos de algebras de Lie, que sao objetos

lineares.
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Teorema B.2.1 (Teorema do Homomorfismo [Hall5]). Se ¢ : g — b é um homo-
morfismo de dlgebra de Lie e se G for simplesmente conexo, entdo existe um unico
homomorfismo de grupo de Lie f : G — H de tal modo que ¢ = df.

Teorema B.2.2 (Teorema do subgrupo-subdalgebra de Lie [Hall5, Hel78]). Seja G um
grupo de Lie com dlgebra de Lie g, e b seja uma subdlgebra de Lie de g. Entao, existe

um unico subgrupo de Lie conexo H de G com dlgebra de Lie by.

Teorema B.2.3 (Terceiro Teorema de Lie [Hall5]). Toda dlgebra de Lie real de di-

mensao finita € a dlgebra de Lie de algum grupo de Lie simplesmente conezo.

Alguns Grupos de Lie importantes

G Abeliano | 71(G) | Compacto | dim G g
(R, +) Sim Trivial Nao 1 R
S!' 2 50(2) Sim Zy Sim 1 R
SU(2) = s3 Nao Trivial Sim 3 su(2)
Nils Néo | Trivial Néo 3 | = (R x)
SL(2,R) Nao Trivial Nao 3 sl(2,R

Tabela B.1: Alguns Grupos de Lie importantes (71 (G) é o grupo fundamental).



C Grupos de Lie métricos

Como um grupo de Lie G é uma variedade diferenciavel e um grupo, é habi-
tual usar métricas Riemannianas que vinculam a geometria de G a sua estrutura de
grupo. A seguir vamos mostrar como transformar um grupo de Lie em uma variedade

Riemanniana.

C.1 Meétricas invariantes a esquerda e métricas bi-

invariantes

Uma métrica g que tem a propriedade de que as translagoes a esquerda L, :
G — G sao isometrias (L,)*g = g para todos os a € G é chamada de invariante a

esquerda.

Definicao C.1.1. Uma métrica riemanniana em um grupo de Lie G é chamada de
invariante a esquerda se (u,v), = (d(Ly)u,d(L,)v), para todos os a,x € G e
u,v € T,G.

Para introduzir em G uma métrica invariante a esquerda, tome um produto

interno qualquer (, ). em g e defina
(u,v)y = ((dLy=1)z w, (dLy—1) 4 V)e. (C.1)

Também observamos que toda métrica invariante a esquerda em um grupo G satisfaz
(C.1), de modo que esta equagdo é condigao necesséria e suficiente para que (, ) seja
invariante a esquerda.

Um grupo de Lie munido de uma métrica invariante a esquerda é chamado de

grupo de Lie métrico.

Definicao C.1.2. Uma métrica em G que € invariante a esquerda e invariante a direita
¢ denominada bi-invariante.

Proposigao C.1.3 ([Leel8]). Todo grupo de Lie compacto admite uma métrica Rie-

manniana bi-invariante.

fDa mesma forma, g é invariante & direita se for invariante em todas as translacoes & direita e
b b1
bi-invariante se for invariante a esquerda e & direita.



76

A seguir vamos lembrar de duas defini¢oes da geometria Riemanniana.

Definicao C.1.4. O tensor curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma cor-
respondéncia que associa 4 cada par X,Y € X(M) uma aplicacio R(X,Y) : X(M) —
X(M) dada por

R(X,)Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +VxyZ

Definigao C.1.5 (Curvatura seccional). Se M € uma variedade Riemanniana, p € M
e X,Y € T,M sao vetores ortogonais e unitdarios, K(X,Y) é a curvatura seccional do

plano gerado por {X,Y}, definida por
K(X,Y) = (R(X,Y)X,Y).

Pode-se mostrar (veja, por exemplo, [DC15]) que K(X,Y) independe da base
escolhida para o plano gerado em 7,M. Mais precisamente, se X e Y sdo outros vetores
ortogonais e unitarios que geram o mesmo espaco que X e Y, vale que K ()? ,57) =
K(z,y).

A préxima proposicao apresenta alguns resultados geométricos dos grupos de

Lie com métrica bi-invariante.

Proposigao C.1.6 ([CET75]). Seja G seja um grupo de Lie com uma métrica bi-
mvariante. Entao para X,Y,Z € g

1. <[X7 Y], Z> = _<Y7 [X, Z]>
2. A conexdo riemanniana € dada por VxY = $[X,Y].

3. A geodésicas de G comecando na identidade sao os subgrupos de um parametro
de G.

4. R(X,Y)Z =[X,Y], Z].

1
4

5. Se X e Y sao ortonormais, a curvatura seccional do plano gerado é K(o) =
XY



	INTRODUÇÃO
	1 Preliminares
	1.1 Grupos de Lie
	1.2 Submersão Riemanniana
	1.3 Espaços homogêneos e variedades homogêneas
	1.3.1 Variedades homogêneas tridimensionais


	2 Espaços E3(, )
	2.1 Definição
	2.2 Construção do campo vertical unitário V
	2.3 Fibração Riemanniana
	2.4 Sistema de coordenadas
	2.5 Conexão Riemanniana
	2.6 Estrutura métrica
	2.7 Cálculo das curvaturas seccionais

	3 Isometrias dos Espaços E3(, )
	3.1 Isometrias no caso  =0 
	3.2 Isometrias no caso =0

	4 Prova de que o campo V é um campo Killing
	4.1 Teorema do Campo de Killing nos Espaços E3(, )

	CONSIDERAÇÕES FINAIS
	REFERÊNCIAS
	APÊNDICES
	A Um pouco mais sobre grupos de Lie
	A.1 Outros exemplos
	A.2 Translações à esquerda e à direita
	A.3 Morfismos
	A.4 A Componente conexa da identidade
	A.5 Ações de grupos
	A.6 Campos invariantes

	B Álgebra de Lie
	B.1 Definição
	B.2 Correspondência grupo-álgebra

	C Grupos de Lie métricos
	C.1 Métricas invariantes à esquerda e métricas bi-invariantes


