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LISTA DE SIMBOLOS
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RESUMO

O presente trabalho apresenta a aplicacao de duas técnicas de homogeneizagao,
comumente utilizadas em problemas sob meio periddico, o Método de Homogeneizacao As-
sintética (MHA) e o Método de Convergéncia em Duas Escalas (MCDE). Técnicas de ho-
mogeneizacao tém como intuito estudar ou resolver problemas que ocorrem em meios he-
terogéneos, deterministicos ou aleatorios, periddicos ou nao. Os fendomenos que ocorrem
nestes meios geralmente sao descritos por equacoes diferenciais com coeficientes que variam
rapidamente com relacao a posicao. Em particular, sao estudados fenomenos de transporte
modelados pela equagao da difusao com fluxo linear e nao linear, com coeficientes periddicos
e que variam na microescala de forma deterministica. A escolha das duas técnicas se da
pelas abordagens diferentes e resultados similares, senao idénticos. Na teoria do MHA, o
problema linear é bem consolidado pois, além do desenvolvimento, se estima a proximidade
entre as solugoes exata e homogeneizada, na norma do espaco que elas pertencem, o que
justifica matematicamente o método. Para problemas nao lineares esta justificativa nao esta
evidente, o que nos motivou a obter a proximidade para um problema difusivo com fluxo
nao linear. Além disso, é garantida a preservacao das propriedades originais do fluxo quando
homogeneizado, o que permitiu garantir a existéncia e unicidade da solucao do problema
homogeneizado, consequentemente, a existéncia e unicidade do problema local nao linear.
Por outro lado, para o MCDE, a teoria é mais consolidada em ambos os casos linear e nao
linear, isto significa que, além de obter o comportamento efetivo, o processo é justificado ma-
tematicamente através do resultado de corretor. Ainda, neste trabalho, se apresenta e aplica
uma abordagem, originada da mecanica da fratura, que permite obter resultados realistas
quando assumido grandes deformagoes. Esta abordagem consiste em formular uma expressao
da energia de deformacao que impde o amolecimento da relagdo tensao/deformagao. O uso
desta abordagem, juntamente aos métodos de homogeneizacao apresentados neste trabalho,
se mostrou possivel. Sob as hipdteses de separacao de escalas e do continuo, podem-se es-
pecificar dois usos da homogeneizacao: a obtengao de uma boa aproximacao da solugao do

problema original e obtencao do comportamento efetivo do meio heterogéneo. Para a pri-



XV

meira, em geral, pelas técnicas aqui apresentadas, se contréi a solugao assintética de primeira
ordem Y, porém, essa aproximacao apresenta um erro de ordem ¢ nas condicoes de con-
torno e inicial. Para corrigi-l4, é proposta uma abordagem pds métodos de homogeneizacao,
para construir um termo corretivo desses pontos na u(!). Por fim, foram resolvidos quatro
exemplos numéricos mediante técnicas numéricas (Método dos Elementos Finitos Cléssico,
Galerkin Descontinuo e Multiescala; Método da Quadratura Adaptativa; Diferencgas Finitas;

Método do Ponto Fixo), para ilustrar os resultados apresentados.
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ABSTRACT

The present work presents the application of two homogenization techniques,
normally used in problems with periodic medium, the Asymptotic Homogenization Method
(MHA) and the Two-Scale Convergence Method (MCDE). Homogenization techniques has
as intention to study or solve problems that occur in a heterogeneous environment, determi-
nistic or random, periodic or not. Phenomena which occur in this environment, generally are
described by differential equations with quickly oscillate coefficients related to position. In
particular, are studied transport phenomena modeled by the diffusion equation with linear
and non-linear flow, with periodic coefficients that vary in the microscale in a deterministic
way. The choice of the two techniques is due to different approaches and similar, if not iden-
tical, results. In MHA theory, the linear problem is well consolidated because, in addition
to development, the proximity between the exact and homogenized solutions is estimated,
in the norm of the space they belong to, which mathematically justify the method. For
non-linear problems, this justification is not evident, which motivated us to obtain proximity
to a diffusive problem with a non-linear flow. In addition, is guaranteed the preservation of
the original properties of the low when homogenized, which allow to guarantee the solution
existence and unity for the homogenized problem, consequently, the non-linear local problem
existence and unity as well. On the other hand, the MCDE theory is more consolidated in
linear and non-linear cases, this means that, in addition to obtaining the effective behavior,
the process is mathematically justified through the corrector result. Still, in this work, an
approach, originated from the mechanic fracture, presented and applied, which allows to ob-
tain realistic results when assumed great strains. This approach consists on formulating an
strain energy expression that imposes softness to the stress/strain relationship. This appro-
ach with the homogenization methods presented in this work, proved to be possible. Under
the assumptions of separation and continuous scale , two uses of homogenization can be
specify: to obtain a good approximation of the solution to the original problem and to ob-
tain the effective behavior of the heterogeneous environment. For the first, in general, using

the techniques presented here, the asymptotic first order solution u") is built, however, this
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approximation presents an error of order ¢ in the boundary and initial conditions. To cor-
rect it, an approach is proposed after the homogenization methods, to construct a corrective
term of these points in u(!). Finally, four numerical examples were solved upon numerical
techniques (Classical Finite Element Method, Discontinuous Galerkin and Multiscale; Adap-
tive Quadrature Method; Finite Differences; Fixed Point Method), to illustrate the results

presented.



1 INTRODUCAO

Heterogeneidade e homogeneidade sao conceitos comumente usados na ciéncia
que estao relacionados a uniformidade de uma substancia ou organismo. O termo homogéneo
segue de uniformidade em composicao ou caracteristica como cor, forma, tamanho, peso,
altura, distribuicao, textura, linguagem, renda, doenca, temperatura, radioatividade, etc. Ja
algo heterogéneo é nao uniforme em uma dessas descricoes. Varias areas compreendem a
heterogeneidade de maneira diferente. Por exemplo, em quimica, uma mistura pode ser clas-
sificada como homogénea ou heterogénea, e a diferenca entre elas é que a mistura homogénea
¢ uma solugao que apresenta uma unica fase enquanto a heterogénea pode apresentar duas
ou mais fases. Fase é cada porgao que apresenta aspecto visual microscopicamente uniforme.
Na geologia, por exemplo, as rochas sao inerentemente heterogéneas, geralmente na micro-,
mini- ou macro-escala. Na fisica, heterogéneo significa ter propriedades fisicas que variam
dentro do meio. Na sociologia, heterogéneo pode se referir a uma sociedade ou grupo que
inclui individuos de diferentes etnias, origens culturais, sexos ou idades. Em um sentido

geral, o termo meto heterogéneo é caracterizado por uma distribuicao de dominios ocupados:
(a) por diferentes materiais homogéneos chamados de fases: Compdsito;
(b) do mesmo material em diferentes estados: policristal [98];
(¢) por um material que apresenta caracteristicas nao uniformes, ou ainda, funcio-

nalmente graduadas [89].

Meios heterogéneos abundam na natureza e em produtos manufaturados. Por
exemplo: dentre os meios naturais que apresentam heterogeneidade estao o osso - Figura
1.1(a)!, a atmosfera - Figura 1.1(b)?, o solo - Figura 1.1(c)?, o arenito, a madeira, os pulmaes,

os tecidos vegetais e animais, os agregados celulares, tumores; e dentre os feitos pelo homem

!Fonte:https://eugraph.com/histology/crtbone/compbon.html

2Fonte:https://www.capasdelatierra.org/termosfera/

3Fonte:https://www.ambientalengenharia.com.br/investigacao-detalhada/
investigacao-detalhada-para-empresa/onde-fazer-investigacao-detalhada-cetesb-ponte-rasa



destacam-se os diferentes tipos de compdsito (laminados - Figura 1.2(a)?*, granulares ou par-
ticulados - Figura 1.2(b)5, fibrosos, e combinagoes destes), sélidos celulares, géis, espumas,

ligas metalicas, microemulsdes, ceramica - Figura 1.2(c)% e copolimeros em bloco [98].

(a) osso humano (b) atmosfera (c) solo

Figura 1.1: Exemplo de materiais heterogéneos naturais.

(a) composito - laminado  (b) compésito - particulado (c) policristal - ceramica

Figura 1.2: Exemplo de materiais heterogéneos manufaturados.

Os fenomenos de interesse associados a tais caracteristicas ocorrem na “micro-
escala”, chamada genericamente assim, pois pode ser da ordem de décimos de nanometros
(géis) até da ordem de metros (processos geoldgicos). Em muitos casos, a microestrutura,
ou seja, a estrutura na microescala s6 pode ser caracterizada estatisticamente e, portanto,
é referida como material heterogéneo aleatério [98]. Assim, assume-se que o comprimento
caracteristico [ desta escala “microscépica” (aquela em que os dominios estao distribuidos,

ou seja, em que ocorre a heterogeneidade) é muito maior que aquele da escala molecular,

4Fonte:https://www.epfl.ch/labs/1lmm/research/concluded-projects/laminated-composites/

SFonte:https://nhsjs.com/2012/development-of-a-novel-hybrid-polymer-composite-with-coir
-dust-and-fly-ash-reinforcements-and-investigation-of-its-dielectric-nature/

SFonte:https://www.ikts.fraunhofer.de/en/departments/structural _ceramics/oxide_ceramics/
materials_synthesis_development/medical_applications.html



mas muito menor que o comprimento L caracteristico da escala macroscépica, | < L. Em
tais situacoes, se diz que o material heterogéneo apresenta separacao das escalas estrutu-
rais (caracterizada pelo parametro geométrico e = [/L, 0 < ¢ < 1), que suas propriedades
apresentam variacao rapida com relagao a posicao e que cumpre a hipétese do continuo,
ou seja, ele pode ser visto como um continuo na escala microscépica e, portanto, o meio
pode ser idealizado como sendo efetivamente ou equivalentemente homogéneo e o problema
submetido a agao de influéncias externas pode ser resolvido usando propriedades médias as-
sociadas, também chamadas de efetivas ou macroscopicas. Mais precisamente, a hipotese de
homogeneidade equivalente estabelece que, na macroescala, o material heterogéneo ¢é fisica-
mente equivalente a certo material homogéneo, de maneira que as propriedades efetivas do
primeiro sdo as propriedades do segundo [76]. Por propriedades efetivas ou macroscépicas, se
quer dizer uma medida média da propriedade do material, levando em conta as propriedades
de todas as fases do meio heterogéneo e sua interacao [34]. O processo do qual se obtém
tais propriedades efetivas e o comportamento efetivo do meio heterogéneo, chama-se “ho-
mogeneizacao”. A ideia principal de homogenizar é postular que um material heterogéneo
na escala microscopica pode ser considerado na escala macroscopica como um material ho-
mogeéneo (ver Figura 1.3). Para entender este processo, do ponto de vista matemadtico, é
preciso entender o que é convergéncia de operadores. Para isso, considere uma sequéncia de
equacoes da forma

Aol = f (1.1)

indexada pelo parametro € > 0, com solucao u® pertencente a algum espaco de funcao X.
Para uma sequéncia de operadores A°, se obtém uma sequéncia correspondente de solucoes
{uf} para estas equagoes. Olhando de um angulo diferente, isto significa que se tem uma
sequéncia de operadores {A°} que determina uma sequéncia de fungoes {u°} tal que a mesma
imagem f ¢é obtida. Se a sequéncia {u®} tende para um limite u’ € X, quando ¢ — 0, ou

seja, se

£



em algum sentido razodvel, pode-se questionar se existe um operador A° que produza a

mesma imagem f desta funcao limite u°, ou seja, se para algum A°
A% = f. (1.2)

Se este é o caso com o mesmo A° para qualquer f definida, A° poderia ser visto como o
limite de {A°} em relacdo a capacidade de transformar fung¢oes em X, isto é, no sentido de
operadores. Ao procurar por uma equacao limite, que tem por solucdo a funcao limite u°, se
tem que lidar com dois problemas. A primeira é encontrar condigdes sob as quais existe um
limite A°, com propriedades tais que (1.2) tenha uma tinica solu¢ao . A segunda dificuldade
¢ a da determinacao de A°, e tem sido estudada principalmente para problemas periddicos.
Além disso, no fim do processo, deve-se provar que a solugdo do problema (1.1) tende para
a solugao do problema (1.2), quando £ — 0, na norma do espaco que elas sdo procuradas.
E este o sentido da palavra “equivalente” do meio homogéneo obtido. Esse dltimo processo

constitui a justificativa matematica do processo de homogeneizagao.

e—0

Figura 1.3: Homogenizacao.

Nas décadas de 60 e 70 apareceram as primeiras teorias matematicas de homoge-
neizagao. A ideia inicial destas teorias era encontrar uma solucao assintotica das equagoes em
derivadas parciais dependentes do parametro pequeno € e com coeficientes rapidamente osci-
lantes que modelam o comportamento constitutivo do meio heterogéneo. Assim, a hipdtese
de homogeneidade equivalente seria valida se u®, a solugao das equacoes para o material he-

terogéneo (problema original), sujeitas a certas condi¢oes de contorno e/ou iniciais, fosse de



ug, a solucao das equagoes com coeficientes constantes (problema homogeneizado) que des-
crevem o comportamento do material homogéneo equivalente, sujeito as mesmas condicoes

do anterior, e-préxima para alguma norma [76], ou seja,
|u® — wol|lx = O(e). (1.3)

Sob as hipdteses de separacao de escalas e do continuo, podem-se especificar dois usos da
homogeneizacao: a obtencao de uma boa aproximagao da solugao do problema original e a ob-
tengao do comportamento efetivo do meio heterogéneo. O primeiro, é o estudo da resposta do
meio quando submetido a acao de influéncias externas que podem ser de natureza mecanica
(carregamentos, tragoes), térmicas (fonte de calor), eletromagnéticas (campos elétricos ou
magnéticos aplicados); enquanto o segundo é a obtengado das propriedades intrinsecas do
meio heterogéneo, ou seja, suas caracteristicas préprias independentes das influéncias ex-
ternas e que serao as responsaveis em estabelecer a resposta do meio a estas determina-
das influéncias. Alguns dos trabalhos pioneiros na histéria da homogeneizacao sao os de
Sanchez-Palencia [91, 92], De Giorgi e Spagnolo [37], Marchenko e Khruslov [63], Bakhvalov
[13, 14, 15], Oleinik [73], Berdichevsky [21], Babuska [10, 11, 12], Bensoussan, Lions e Papa-
nicolau [19], Christensen [34] e, Bakhvalov e Panasenko [16]. Desde entao, devido a riqueza
e diversidade de problemas fundamentais, assim como as multiplas aplicacoes tecnologicas, o
nimero de publicagoes nesta area tem crescido enormemente, por exemplo, Oleinik, Shamaev
e Yosifian [74], Jikov, Kozlov e Oleinik [56], Murat e Tartar [68], Cioranescu e Donato [35],
Cherkaev [33], Milton [66], Torquato [98], Sahimi [90], Panasenko [75], Pavliots e Stuart [78§].
Dentre as diversas aplicagoes da homogeneizacao, podem-se citar, por exemplo: obtencao
de propriedades acopladas inexistentes nos constituintes (magnetoelétrica [20]; piroelétrica e
piromagnética [27]); otimizagao topoldgica [18]; projeto étimo de materiais heterogéneos [99];
biomecanica do osso [77]; predi¢ao de falhas estruturais [79]; propagacao de ondas sismicas

[31, 32]; fisica de reatores nucleares [4]; transporte de uma espécie quimica [70].

Neste trabalho sao considerados dois métodos de homogeneizacao, o método de
homogeneizagao assintética (MHA) e o método de convergéncia em duas escalas (MCDE).
Ambos os métodos permitem obter uma aproximagao da solucao exata do problema original

e o comportamento efetivo do meio heterogéneo. O primeiro método baseia-se na proposta de



solucao para o problema original na forma de uma série assintotica em duas escalas. A série é
composta por termos em poténcias do parametro geométrico € cujos coeficientes sao fungoes
incégnitas que dependem da microescala. Assim, do problema original é desacoplado em uma
sequéncia recorrente de problemas, dos quais sao obtidas cada uma das fungoes incognitas
que formam a série assintética. Na sua formulacao classica, o MHA fornece solugoes que
sao validas somente em regioes afastadas do contorno e valor inicial. Ainda, na pratica,
¢ usual considerar somente os dois primeiros termos da série assintdtica (comportamento
macroscopico mais uma corregao que descreve o comportamento microscépico), obtendo-se
os problemas correspondentes (o problema macroscépico ou homogeneizado para o primeiro
termo, e o microscépico ou local para o segundo termo) constituindo assim a aproximagao
de primeira ordem da solucao exata do problema original. Além disso, o MHA permite obter
propriedades efetivas através do problema local, ou seja, caracteristicas préprias indepen-
dentes das influéncias externas. Por exemplo: Bravo-Castillero et al. [25], Guinovart-Diaz
et al. [47], Rodriguez-Ramos et al. [84] e Sabina et al. [88] obtiveram férmulas fechadas
para os coeficientes efetivos de compésitos reforcados por fibras cilindricas com periodicidade
quadrada e hexagonal, e fases transversalmente isotrépicas no contexto da elasticidade e a
piezoeletricidade; Sabina et al. [87] e Bravo-Castillero et al. [26] obtiveram férmulas fechadas
para as propriedades efetivas de compdsitos elasticos com fases isotrépicas, reforcadas por
fibras circulares distribuidas em esquemas quadrados e hexagonais, incluindo os casos limite
de fibras vazias ou infinitamente rigidas e se prova que estao contidas no intervalo definido
pelas cotas lineares de Bruno [30]. Uma vez que a homogeneidade equivalente seja vélida,
ou seja, demonstrada a estimativa (1.3), o MHA ¢é rigoroso do ponto de vista matemaético,
pois caso contrario, o método se torna heuristico, isto é, ele nos fornece o comportamento
efetivo mas nao justifica o processo de homogeneizagao. Geralmente, essa justificativa, pelo
menos para a equacao linear, é possivel ser feita a partir de principios do maximo, por outro
lado, para equacoes nao lineares, o uso destes principios ainda nao tem sido estudado. No
entanto, para o problema nao linear proposto neste trabalho, a justificativa é realizada gracas

as hipdteses feitas para o termo de fluxo e estimativas deduzidas no processo de existéncia.



Como alternativa ao MHA, considera-se o MCDE. Em suma, o MCDE estuda a
convergeéncia da formulagao variacional de (1.1) assumindo uma fungao teste suave, periédica
e que depende da microescala. Apds algumas integracoes por partes, passamos ao limite em
duas escalas e, mediante um teorema de compacidade, se obtém uma formulacao variacional
para o limite em duas escalas. A equacao diferencial correspondente é chamada de equacao
em duas escalas do problema homogenizado. FEla é usualmente do mesmo tipo que a do
problema original (1.1), mas envolve duas variaveis espaciais = e y, de onde desacoplam-se os
problemas homogeneizado (1.2) e local. Além desse processo, prova-se a convergéncia forte da
sequéncia de solugoes u® para o limite ug na norma do espago que elas pertencem, o chamado
resultado de corretor. Ao contrario do MHA, o MCDE é autocontido, ou seja, no processo
se encontram as equagoes homogeneizada, local e se prova a convergéncia da solucao exata
para a homogeneizada na norma do espago em que elas pertencem. O MCDE tem sido usado
em diversas campos da ciéncia, por exemplo, no estudo: do fluxo de fluidos através de meios
porosos nao homogéneos [36, 51]; do transporte com campos de velocidade incompressiveis
[52, 113]; da corrosao por sulfato em tubos de esgoto feitos de concreto [41]; a transferéncia
ionica e efeitos eletrocapilares na escala macroscopica para meios porosos saturados [44]; da
conveccao e a difusao de um soluto em meio poroso na presenga de uma reagao quimica linear
de absorgao/segregacao nas superficies dos poros [6]; de vibragoes em placas finas nao lineares
excitadas por atuadores feitos de ceramica piezoelétrica [48]; da lubrificagdo de superficies
segundo modelo de Elrod-Adams [17]; e da condugao elétrica em tecido biolégico [7], dentre
outros [24, 42, 43, 54, 64, 65, 82, 94, 110, 116]. E notdvel sua popularidade atualmente,
porém, percebeu-se que ainda nao ha indicios do uso dele combinado a abordagem de Volokh
[102] usando o limitador para a energia. Os detalhes sobre essa abordagem serao descritos

abaixo. Em vista disso, propoe-se fazer uso desta combinacao aqui.

1.1 Formulacao do problema motivador

Difusao é o processo pela qual a matéria é transportada de uma parte do sistema,

onde ha maior concentracao, a outra, com menor concentracao, um resultado do movimento



aleatério e as colisoes das moléculas. Um exemplo, é a difusao do corante roxo na dgua como

ilustra a Figura 1.4.
N

Figura 1.4: Difusao do corante roxo na agua.
Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/Diffusion#/media/File:
Blausen_0315_Diffusion.png

O conceito de difusao é amplamente utilizado em muitos campos, incluindo fisica
(difuséo de particulas), quimica (difusao de gases), biologia (difusdo de insetos), sociologia
(difusao de pessoas), economia e finangas (difusao de pregos). A ideia central de difusao, no
entanto, é comum a todos eles: um objeto (por exemplo: particula, inseto, etc.) que sofre
difusao se espalha a partir de um ponto ou local em que ha maior concentracao desse objeto
para outro local de menor concentracao. As equagoes que governam os processos de difusao

sao as leis de Fick.
Primeira lei de Fick

A primeira lei de Fick em trés dimensoes pode ser escrita como
o=—-DVC(, (1.4)

em que o = (07, 03,03) é o fluxo de difusdo e C a concentracao. O sinal negativo na equagao
(1.4) indica dire¢oes opostas do fluxo de difusdo e gradiente da concentragao, isto é, da

concentracao mais alta para a concentracao mais baixa, ver Figura 1.1.



Concentracao C

Figura 1.5: Tlustracao da primeira lei de Fick.

Difusao é um processo o qual busca uma equalizacao de concentracao. O fator
de proporcionalidade, D, é denotado como um coeficiente difusivo ou como a difusividade
dos objetos considerados. O fluxo de difusao é expressado em niimero de particulas que atra-
vessam uma area unitaria por unidade de tempo e a concentracao em numeros de particulas

por unidade de volume. Assim a difusividade D tem a dimensao de comprimento® tempo™*

e assume as unidades [cm?s™1] ou [m?s™!].

Equacoes analogas

A primeira lei de Fick é formalmente equivalente a lei de Fourier do fluxo de

calor

o.=—kVT,
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onde o, é o fluxo de calor, T' o campo de temperatura, e x a condutividade térmica. E
também andloga a lei de Ohm

o.=—VV,

onde o, é a densidade de corrente elétrica, V' o poténcial eletrostatico, e v a condutividade
elétrica. A lei de Fick descreve o transporte de particulas, lei de Fourier o transporte de

calor, e lei de Ohm o transporte de carga elétrica.

Equacao de continuidade

Naturalmente, em processos difusivos a quantidade de particulas é conservada.
Para um objeto que obedece uma lei de conservacao, uma equacao de continuidade pode
ser formulada. Para isso, tome um ponto arbitrario P localizado em & = (z1,x2,23) e um

volume representativo com dimensoes Az, Azy e Azxg (ver Figura 1.1).

x3
Ax,
Ax,
o, (x) I::l> E::> o, (x+Ax,j)
aic P
. B
xZ

Figura 1.6: Elemento representativo de volume infinitesimal. A entrada e saida do fluxo
difusivo na direcao xs estao indicadas pela flecha. A ilustracao para as outras

diregoes é analoga.



11

O fluxo de difusao o e suas componentes oy, 03, 03 variam no volume represen-
tativo. Se a soma dos fluxos saindo e entrando do volume representativo nao se equilibra,

uma acumulagao (ou perda) deve ocorrer. Esse saldo pode ser expressado como
fluxo que entra - fluxo que sai = taxa de acumulacdo (ou perda).

Os componentes do fluxo podem ser substituidas nesta equagao resultando

—[Ul(P) — 0’1(P + A$1Z)}A$2A[L’3 — [UQ(P) — O'Q(P + AZL‘Qj)]Al‘lAZEg—

[03(P) — 03(P + Awxsk)]Ax;Azy = taxa de acumulacao (ou perda).

Usando as componentes até o termo linear da expansao de Taylor, as expressoes dentro
dos colchetes podem ser substituidas por —Axz1001/0x;, —Axedoy/0xs, ¢ —Ax3003/0x3,
respectivamente. Isto resulta

Joy 0oy Oo oC
axi + al’z + axi AQ?leQAI3 = EASIJAZL’QAQJ?” (15)

onde a taxa de acumulagao (ou perda) no volume representativo é expressado em termos da
derivada parcial da concentragao no tempo. Para tamanho infinitesimal do volume represen-
tativo, a equacdo (1.5) pode ser escrita na forma compacta introduzindo o vetor operador
divergente V-, que atua sobre o vetor do fluxo de difusao:

e

(1.6)

A equagao (1.6) é denotada como a equagao de continuidade. Pode-se ainda, incluir um
termo f que denota uma taxa especificada na qual a quantidade é gerada ou destruida em P
no tempo t. A funcao f é chamada de termo fonte se for positiva e sumidouro se for negativa.
Logo, (1.6) pode ser reformulada como

aC
[+V-o="" (1.7)

Segunda lei de Fick - A Equacao de Difusao

A equagao (1.4) da primeira lei de Fick e a equagao de continuidade (1.6) podem

ser combinadas para dar uma equacao a qual é chamada de segunda lei de Fick ou as vezes



também a equacao de difusao:

oC

T V. (DVO).

ot

Meio Isotrépico

Meio isotrépico tem a mesma propriedade em diferentes direcoes. Isto é,

o= DI.

em que I denota a matriz identidade 3 x 3 e D uma propriedade constante.

Meio Anisotrépico

12

(1.8)

(1.9)

Meio anisotrépico tem diferentes propriedades de difusao em diferentes direcoes.

Isto significa que (1.4) deve ser substituida por

( oC oC
0y 0z

oC oC
—09 = D218_ + D228
L9

oC oC
\ D318_ + D3g— 92s

—01=Dy—+Dpp—+ D13

se os D;;, 1,7 = 1,2, 3, sao considerados como constantes. A extensao pra D;; nao constante

¢ dada por:

—01 = Dn(t, .’B) + Dlg(t .’B)

Oy

\ 223}

O mesmo vale para o caso isotrépico em (1.9), no qual D é substituido por D(t,x).

( oC oC

a 2 +D13(t .’B)

oC oC
—09 = Dgl(t, CL‘)a—xl + Dgg(t, Q’J)a—xQ

0
+ Dgg(t, Q’J)
T3

oC ocC
—03 = Dgl(t ZB)— + Dgg(t Zl?)a + Dgg(t CB)
)
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Nao linearidade

Podemos ainda, extender a lei (1.4) onde a propriedade depende da concentragao
C' ou até mesmo do seu gradiente VO, obtendo assim, a partir da segunda lei de Fick (1.8)

um modelo de difusao nao linear para um meio heterogéneo

%—f =V (D(tzC,VC)VC). (1.10)

Condicoes de contorno e iniciais

As equagoes de difusao (1.10) s@o geralmente acompanhadas por condigoes inicial
e de contorno que especificam a concentracao no tempo inicial ¢ = 0 a todos os pontos
do dominio espacial, bem como condi¢oes de contorno que especificam condigoes sobre a
concentracao nas fronteiras do dominio para todo tempo. Neste trabalho, consideramos

apenas difusdo dentro de um meio finito = Q U 0. Uma condicdo inicial tem a forma
C0,z) = g(z), € Q,

onde g é uma concentracao inicial definida sobre todo o meio. Condigoes de contorno classicas

em problemas fisicos sao:

e Condicao de Dirichlet: a concentracao no contorno é especificada para todo
tempo

Claa = hi(t).

e Condicao de Newmann: o gradiente da concentracao na dire¢ao normal ao con-

torno é especificado para todo tempo
v - n’ag = hg(t),
onde n é um vetor unitario normal a superficie do contorno.

e Condicao de Robin: é a combinacao das condigoes de Dirichlet e Newmann
Clc‘ag +cVC - n’ag = hg(t),

em que ¢ e ¢y sao coeficientes definidos.
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Meio compdésito bifasico e condigoes de contato

Considere um meio composto por duas substancias homogéneas (materiais /
gases / liquidos / etc.) distintas. Suponha que a regiao §2; esteja ocupada por uma substancia
na qual o seu coeficiente de difusao é DI, e na regiao {2 por uma substancia com coeficiente
de difusao DyI, de modo que ©; N Qy = () e existe uma superficie I' = 9Q; N 9N, de contato
que delimita as duas regioes 2 e {25, assim a regiao material é definida como Q = 2, UQ,UT.
Denota-se por [¥]r a condi¢ao de contato da grandeza (escalar ou vetorial) ¥ = {C, o'} nos

pontos x. € I'. A grandeza é definida por
\Il(:c) = X1 (m) ‘I’l + XQ(CL‘)‘I’Q

com

1, se x € Q.
X () = )
0, se x ¢ €,
uma funcao indicadora da fase r = 1,2 e W, é a restricao de ¥ a 2. A hipotese fisica usual

é a continuidade para a concentracao C' e o fluxo o no contato dos dois materiais, ou seja,

Cl = CQ em I’
)
oL N =09-Ny eml
onde n;, ¢ o cosseno do angulo entre a normal sobre a superficie de descontinuidade I" e a

k-ésima direcao coordenada, i = 1,2. Note que n; = —ny em I'. Levando em consideracao

estas condicoes de contato, se definirmos

DI sexecf)
D(z) = 1 1 ’
DQI Se * € QQ
a concentracao C' é solucao do problema
( 0C

E:V-(D(w)VC), t>0, xeQ\T,

[Clr =0,

[D(x)VC - n]r =0,

aC(t,x)+ coVC(t,x) -m=h(t), t >0, e I,
C0,z) =g(x), =€,

\

para c1, co € R, D(x), g(x) e h(t) dados.
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Periodicidade e micro-heterogeneidade

Define-se aqui um meio com estrutura periddica como aquele constituido pela
replicagao periddica de um elemento recorrente, chamado de célula basica. Varios materiais
compdsitos tem esta estrutura. Por exemplo, um compdsito laminado (ver Figura 1.7),
que consiste de laminas sobrepostas, das quais o material 1 (cor clara) tem duas das suas

dimensdes idénticas a do material 2 (cor escura);

X3

X2

Figura 1.7: Material laminado.

um compdsito fibroso reforgado unidirecionalmente (ver Figura 1.8), consiste de um sistema

de fibras unidirecionais (material 1) e matriz (material 2) que preenche o espago entre as

fibras.

Figura 1.8: Material fibroso com fibras cilindricas unidirecionais.
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A Figura 1.9 mostra a estrutura de um corte do compdsito fibroso (as fibras

estao destacadas).

X3

Figura 1.9: Se¢ao de um material fibroso com fibras unidirecionais.

Outro exemplo de estrutura periddica é um compoésito particulado (ver Figura
(1.10)) que consiste de um sistema periddico tridimensional de graos (material 1), regulares
ou nao, e uma matriz (material 2) que preenche o espago entre os graos.
-, | T B - S
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A==,
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Figura 1.10: Esbogo de um meio poroso/particulado.
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Consideramos € um parametro pequeno 0 < ¢ < 1, o qual especifica globalmente
as dimensodes do elemento recorrente e indica a existéncia de duas escalas estruturais (micro e
macroescala). Pela replicagao periédica deste elemento constitui-se uma estrutura de volume
2] e Y = eY-periédica. Define-se assim, uma nova variavel, e '@ = y = (y1,%2,%2), onde
y € Y é chamada de variavel microscépica, rapida ou local, que define o comportamento local
do meio, em contraste com a variavel & € ) que é chamada de macroscopica, lenta ou global.
Fenomenos que ocorrem em meios micro-heterogéneos e peridédicos sao geralmente modelados
por equacoes diferenciais parciais com coeficientes rapidamente oscilantes e periddicos obtidas
a partir de leis de conservagao, relagoes constitutivas ou de fechamento, que satisfazem certas
condigoes de contorno, inicial, de contato e/ou periodicidade. Um exemplo, é o campo
de temperatura em um composito laminado, como mostrado na Figura 1.7, para o caso

estacionério (07¢/0t = 0), descrito pela equagao
=V (k5 (23)VT") = f(x)

definida em 2\ I', onde I' denota a unido de todas as superficies de contato em 2. Aqui
K°(x3) = K(z3/e) = K(y3) é a condutividade térmica no ponto @, e-peridédico na variavel zs,
1-periédico na variavel ys, isto é, kK° (x3) = k*(z3+¢) = k(y3) = K (y3 + 1). Em geral, numa

configuragao periédica a representagao da condutividade do compdésito bifasico seria

Kk (x) = kiIxa (g) + Kol X2 (%) ;

em que as fungoes indicadoras x;(x /) sao rapidamente oscilantes, logo

ki, sexe )
w(z) = ’
kol, se x € (.
Em particular a periodicidade pode ocorrer em algumas direcoes apenas. Neste caso do

compésito laminado, a propriedade é periddica em uma unica dire¢ao; no caso fibroso, a

propriedade é periddica em duas diregoes; e no particulado em trés diregoes.

A fungao f(x) é a densidade de fonte/sumidouro de calor no compésito e T¢(x)
é a temperatura no ponto . Assume-se condigoes de contato perfeito ([-] = 0) para tempe-

ratura nas superficies de contato entre as fases constituintes do meio:

[7¢]r =0,
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para a densidade do fluxo de temperatura
[°VT® - n]r=0

e condigoes de contorno apropriadas. E por fim, a condicao de periodicidade para a tempe-
ratura

T"(x3) =T (w3 +€) =T(ys) =T(ys + 1).
Generalidade das propriedades fisicas

Em geral, as propriedades de um material real podem apresentar algumas flu-

tuagoes nao lineares e assim, por exemplo, D (difusividade) deve ser expressada como
D=D"+6D(VC)
para D° independente de € = VC, enquanto §D(VC) é a flutuacao nao linear.

Em particular, assumiremos neste trabalho o termo flutuante nao linear da forma
6D(e) = D'|e[’?, para p € ]1,00[. Assim, podemos reescrever o fluxo o em termos do

gradiente da concentracao €, como:
o(e) = (D’ + D'[e["?)e, p €1, 00].
Tal relacao constitutiva pode ser obtida da funcao de energia
1 2 1 1
W =€ (DO + —D1|e|p_2> €= -€' D%+ —€e' D'|e|" %, (1.11)
2 p 2 p
ow ow ow
(961 ’ 862 ’ 863

modela diversas situacoes fisicas, como por exemplo:

mediante diferenciagao: o = ( ) . Este comportamento constitutivo nao linear

e No contexto da conducao térmica, D° e D! sao as condutividades térmicas linear
e nao linear, C' é a temperatura, € é o gradiente de temperatura, o é o fluxo de

4
calor (com p =4, ver [45, 72, 112], p = 3 ver 93]).

e No contexto da conducao elétrica, D° e D' sao as condutividades elétricas linear
e nao linear, C' é o potencial elétrico, —e é o campo elétrico, o é a corrente elétrica

(com p = 4, ver [22, 58, 61]).
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e No contexto da eletrostatica, D° e D! sao a permissividade linear e a suscep-
tibilidade nao linear, C' é o potencial elétrico, —e é o campo elétrico, o é o

deslocamento elétrico (com p = 4, ver [46, 53, 81, 96, 97]).

e No contexto da magnetostatica, D° e D! sao a permeabilidade linear e a sus-
ceptibilidade magnética nao linear, C' é o potencial magnético, —e é o campo

magnético, o é a indu¢ao magnética (com p = 4, ver [55, 111]).

1 K
e No contexto elasto-plastico, temos D° = c e D' = o em que £ é o
modulo de elasticidade do material, K e p sao constantes associadas as pro-
priedades fisicas do material, € representa a tensao, o a deformacao no modelo

de Ramberg-Osgood (ver [59, 69, 80]).

Este modelo produz resultados realistas para valores moderados de €. Por outro
lado, admite o crescimento ilimitado da energia W quando € cresce, ou seja, que o meio
poderia armazenar ou dissipar energia infinitamente sem sofrer mudancas irreversiveis. Para
modelar de maneira realista situagoes em que € é grande, no contexto da hiperelasticidade,
se propos a introducao de limitadores para a energia. Detalhes dessa abordagem serao apre-
sentados a seguir, e ainda, é formulado o problema geral do trabalho, que tem como casos

particulares o problema de difusao com fluxo nao liner sem limitador e com limitador.

Energia limitada e o problema geral

Segundo Volokh [102], na teoria da mecanica de dano se introduz um parametro
de dano, que descreve a degradacao das propriedades do material durante o carregamento
mecanico. Porém, diz ser dificil de medir o parametro de dano diretamente através de
experimentos. Ele, portanto, apresenta uma abordagem fenomenoldgica de hiperelasticidade
com amolecimento para modelagem de falhas de materiais. A idéia béasica da abordagem
é formular uma expressao da energia de deformacao, que impoe o amolecimento na relacao
tensdo/deformacao. No entanto, a expressdao de energia de deformagao, considerada em
[101, 102], é especifica do material e nao é facilmente estendida a outros materiais. Em [103],

abrange-se a abordagem de amolecimento da hiperelasticidade para um nivel de generalidade
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e se introduz uma férmula universal para o tratamento da falha de material. O amolecimento
é controlado pela constante ® da energia de falha critica, indicando a energia de deformacao
maxima que o volume infinitesimal de material pode sustentar sem falhar. Essa constante
pode ser interpretada de maneira analoga a taxa critica de liberacao de energia na abordagem
classica da mecanica de fratura. Desde entao, esta abordagem com limitadores para energia
tem sido usada em diversas aplicagoes, como: na propagacao de falhas em materiais frageis
[100]; no estudo do crescimento e ruptura de um aneurisma na aorta abdominal [108]; no
estudo da falha em borracha [105] e materiais emborrachados [9, 60, 106, 107]; na predicao
de falha em artérias baseando-se em um modelo microestrutural bifasico [104]. Por fim [79],
além de aplicar o desenvolvimento de Volokh para a deteccao de falhas em um cabo umbilical,

resolve-se 0 modelo por MHA, o que nao havia sido feito até entao.
Na pratica introduz-se a funcao de energia
w
z/;—@—@exp{—a} (1.12)

onde ® é a energia critica do meio. A relacao constitutiva correspondente é

o=V = VGWexp{—%},

- o o0 0
emque Ve = | =—, =, =
d 861 662 863

(1.12) (versao unidimensional), reproduz o comportamento tradicional predito por (1.11) para

). Observa-se, a partir da Figura 1.11, que a funcao de energia

valores moderados do gradiente €, enquanto estabelece o limite ® para a energia armazenada

para valores grandes de €. O termo moderado esta relacionado aos parametros DY, D! e p.
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W, &, ¢
———————————— L? - - -
35 Parametros
D=5 D'=1 p=4
3
Energia tradicional
1 1 _
2.5 W:*DUE2+7D1|€|I) 262
2 P
2 Energia critica
15 P =4
Energia com limitador
1
1/1 1 _
== — <I>exp{— — <7Doe2 + —D'|e? 262) }
05 ®\2 P
3 25 2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7
€

Figura 1.11: Funcgoes de energia tradicional, critica e com limitador.

Com estas consideragoes, temos a equacao de difusao

oC w
g (varen] W) <

ou, especificamente,

oC 0 1) [p—2 LAl oo, L rpon o _
Y \% ((D + D" |e|P*)eexp % 26D(—:+peD|e| € = f.

Logo, para um meio micro-heterogéneo e periédico fica:

oCe _ 1 /1 1 _
> €a|p 2) € exp {_E (5 (GE)T DO,aea + 5 (ea)T Dl,a |65‘P 2 68) })

- f(t,iB),

. v <(D0,E+D1,a

(1.13)
em que as componentes da matriz D" = D*(t,z), i = 0,1, sdo funcdes Y-periédicas com

relacao a variavel espacial, positivas, limitadas e continuamente diferenciaveis por partes.

Finalmente, o problema que se deseja explorar nesta tese, em particular, é a
da difusao de algum fluido bifasico, distribuido periodicamente, com concentracao e fluxo
continuo entre as fases, com fonte/sumidouro e fronteiras mantidas a zero (Condicoes de

Dirichlet nula). Além disso, analisar os casos
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e sem limitador para energia

o <£, es) = (D% + D' [P € (1.14)
£

e com limitador para energia

x 1 /1 1
ey — DO,& Dl,e e|p—2 € o - € TDO,E e - e\T DI,E
O’<—€,€> ( + €] € exp{ _(138(2(6) e—i—p(e)

66|p—2 es) } )
1

(1.15)
Nesta trabalho, supoe-se um fluxo mais geral, isto é,
o (t, x, E, Ce, VCE>
€

o qual tem como casos particulares (1.14) e (1.15). A partir disso, se modela o seguinte

problema norteador (ou motivador)

( 0C* r o\
o —V-a(t,a:,g,c,e>—f(t,w), t>0, xeQ\T,
[[CE]]F:07
T
Zo0F €. — 1.16
[{a(t,w,g,@,e) n]]r 0, ( )
Ce(t,x) =0, t >0, e N,
\ C(0,z) = g(x), x €

Formalmente, é possivel reescrever este sistema na forma

oce T .o\
~ —V-a(t,:c,;,C’,e)-f(t,a:), t>0 weq,
Ceé(t,x) =0, t >0, e, (1.17)

Ce(0,x) = g(x), =€

Observe que a partir das condigdes de continuidade (1.16) segue que o gradiente de C° é
descontinuo. Além disso, em geral, o fluxo o nao é diferenciavel. Levando em conta estas
descontinuidades, a questao é: qual é a formulacao matemaética apropriada deste problema
e em qual espaco funcional pode-se ter uma solucao? Uma resposta para estas questoes
podem ser dadas introduzindo uma nocao fraca de solucao. Ela é construida sobre a nocao

de derivada fraca, a chamada derivada no sentido de distribuicao. Esta nocao é definida
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no Capitulo seguinte, assim como introduzido os espacos de Sobolev que constituem uma

estrutura funcional natural para solugoes fracas [35].

Na definigdo de uma solugao fraca, o problema (1.17) (ou (1.16)) é substituido

por uma formulagao variacional, isto é,

4 13 a¢ r r € 15
_/Q/O C (t,a:)adtdw—i—/ﬂfo a(t,:c,;,C,e)-V@itdw

. (1.18)
:// f(t,a:)qb(t,az)dtdm+/g(x)gzﬁ(O,iB)diB, Vo € H,
aJo Q

onde ¢ ¢ alguma funcgao teste, pertencente ao espago de Sobolev H, considerando as condigoes
de contorno e inicial sobre C¢. Em (1.18), as derivadas sao tomadas no sentido de distri-
buigoes. A prova de existéncia e unicidade de uma solugao fraca para (1.18) é realizada no

Capitulo 4.

1.2 Objetivos do trabalho

Este trabalho utiliza técnicas de homogeneizagao para obtencao do comporta-
mento aproximado e efetivo de meios micro-peridédicos com e sem limitador para energia. De

maneira especifica, sao considerados os seguintes termos:

Abordar os problemas linear e nao linear, para o meio micro-heterogéneo, periédico,

com e sem limitador para energia, via MHA.

e Abordar os problemas linear e nao linear, para o meio micro-heterogéneo e
periddico, com e sem limitador para energia, via MCDE e comparar resulta-

dos obtidos pelo MHA.

e Investigar a partir do MHA e MCDE a proximidade entre as solugoes exata e,

respectiva, homogeneizada, linear e nao linear.

e Estudar exemplos realisticos ou préximo da realidade, unidimensionais, os quais
podem ser modelados por (1.13), de modo a ilustrar e comprovar os resultados

tedricos.
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1.3 Contribuicoes da tese

e Enuncia-se um caso particular de difusao nao linear e prova-se a existéncia e

unicidade da solucao através do método de Faedo-Galerkin.

e Enuncia-se e prova-se o lema que garante a existéncia e unicidade da solucao do

problema local desacoplado no desenvolvimento da homogeneizacao nao linear.

e Garantida a existéncia e unicidade do problema local, mostra-se que o fluxo
efetivo preserva as propriedades do fluxo original via MHA e MCDE, o que

garante a existéncia e unicidade do problema homogeneizado.

e Propoe-se uma abordagem pdés homogeneizacao para corrigir a assintética no

contorno e na condicao inicial.

e Realiza-se a andlise matematica dos resultados obtidos pelos MHA e MCDE
nao linear através de estimagoes para a solucao, obtidas na prova de existéncia
de solucao do problema na norma do espago em que sao procuradas. Especi-
ficamente, se obtém a proximidade entre as solucoes dos problemas original e

homogeneizado, processo também conhecido como resultado de corretor.
e Homogeniza-se mediante o MCDE o problema motivador com fluxo limitado.

e Mostra-se a equivaléncia entre as relagoes efetivas para o coeficiente deduzidas

nos métodos de homogeneizacao.

1.4 Organizacao do trabalho

Capitulo 2: Neste capitulo sao enunciadas definicoes e resultados pertinentes de Analise
Funcional, Teoria das Distribuicoes e Equacoes Diferenciais. As demonstracgoes

serao omitidas por se tratarem de resultados conhecidos.

Capitulo 3: Formula-se o problema de difusao com fluxo linear e se estabelece uma esti-

mativa para a solucao na norma do espaco que pertence. Desenvolvem-se os
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formalismos dos MHA e MCDE sobre o problema difusivo linear. Justificam-se
os processos de homogeneizacgao através da proximidade e resultado de corretor.

Propoe-se uma correcao para solucao assintética de primeira ordem.

Capitulo 4: Formula-se o problema de difusao com fluxo nao linear e prova-se a existéncia
e unicidade da solugao. Desenvolvem-se os formalismos do MHA e MCDE sobre
o problema de difusao nao linear. Prova-se a existéncia e unicidade do problema
local desacoplado no processo de homogeneizagao pelo MHA. Mostra-se que o
fluxo efetivo nao linear preserva as propriedades do fluxo original, o que garante
a existéncia e unicidade do problema homogeneizado. Justificam-se o processo
de homogeneizacao através das proximidade e resultado de corretor. Propoe-se

uma correcao para solucao assintética de primeira ordem.

Capitulo 5: Resolvem-se numericamente quatro exemplos, dois lineares e dois nao lineares.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo sao enunciadas algumas defini¢oes e propriedades de espacos fun-
cionais utilizados nos capitulos seguintes. As principais referéncias sao [23, 28, 35, 118]. Os

espacos considerados neste trabalho sao todos espacgos de Banach reais.

2.1 Dualidade

A seguir f denota uma aplicacdao f : E +— F entre dois espagos de Banach F
e F' com normas ||z||g e ||z||r, respectivamente. A aplicacao f é dita linear quando para
todo z,y € F e para «, 5 € R, tem-se f(ax + fy) = af(z) + Bf(y). A continuidade de uma

aplicagao linar é caracterizada por sua limitagao.

Definicao 1. Uma aplicagao linear f : E — F ¢é dita limitada quando satisfaz

1f(@)lr

sup ————— < +00
z€E\{0} ]|

Proposicao 1. Seja L(E, F) o espago linear de todas as aplicagoes lineares e limitadas de

E para F. A quantidade

fiU F
| fllzz,ry = sup 17 @)l ; (2.1)
zerfoy |12l

define uma norma sobre L(E,F), o qual € um espag¢o de Banach para esta norma. Entdo

tem-se
1f@)lr < flleErmlzle, (2.2)

onde || fllzie.r) € 0 menor valor para o qual (2.2) vale.

Além disso, a linearidade tmplica que

1/ (@)l

[ fllegerm = sup Tle W 1 ()l
x € E\ {0} reFl
lefle <1 lefle =1

para f € L(E,F).



Demonstracao. [35], p. 10.
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Teorema 1. Seja f uma aplicagao linear de E para F. Entdo as trés afirmagoes sequintes

sao equivalentes:

i) f € limitada,
i) f € continua,

iii) f € continua no ponto xy € E.

Demonstracao. [35], p. 11.

Definicao 2. Se E ¢ um espaco de Banach, o conjunto das aplicacoes lineares e continuas

de E em R € chamado o espago dual de E e é denotado por E'. Se f € E', a imagem f(x)

de v € E ¢é denotada por (f,x)p g. Dizemos que (-,-) é um pareamento da dualidade entre

E' e E. O espago dual E" = (E')" de E' é chamado o bidual de E.

Corolario 1. O espaco dual E' é caracterizado como seque:
E' = L(E,R),

e ele ¢ um espago de Banach para a norma

/
|2'||zr = sup —|<x ) ’E|, Vo' e E.
cerfoy  |7lE
Além disso, tem-se
|<CL’/,I>E/7E S ||CL’,||E1||J]HE, \V/J] - E e VZL’/ - El.

Demonstracao. [35], p. 11.

2.2 Espacos de Lebesgue

(2.3)

Nesta segao definimos o espago de Lebesgue, denotado por LP(2), onde 1 < p <

oo e 2 C RY é um conjunto aberto. Nesta secdo, a integral sempre se refere & medida de

Lebesgue. Destacamos que os espacos considerados neste trabalho sao todos reais.
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2.2.1 Definicao e Propriedades de Espacos L?

Definicao 3 (Espagos L?). Para 1 < p < oo, dizemos que u € LP(Q2) seu : Q@ — R €

/ |ulPdz < oo.
Q

1/p
Além disso, denotamos ||ul|rr) = </ |u|pdx) .
Q

mensurdvel e

Definicao 4 (Espagos L™). Dizemos que u € L>®(2) se u € mensurdvel e existe um M €

R*, tal que |u(z)| < M em quase todo ). Definimos u : Q — R
||| ooy = inf {M > 0| |u(x)| < M, em quase todo Q} .
Para 1 < p < o0, definimos q pelas relagoes

00, sep=1,
— P
q= p71861<p<00,

1, se p= o0,

de modo que simbolicamente temos

1 1
S+ =1
P q

Teorema 2. Assuma 1l <p<oo ea,beR. Entao

ja+b" <277 (lal” + [b7) (2.4)

Demonstracao. Se p =1 temos a desigualdade triangular. Para p > 1 segue da convexidade

de |z|P, isto é,

1
[P+ Syl = e+ yl” <277 (2 + [yl”).

1 1
Teorema 3 (Desigualdade de Young). Seja 1 < p,q < oo, — + — =1 entao
p q

al bl
ab < — + — para a,b > 0. (2.5)
p q
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Demonstracao. [40], p. 622. [ |

Teorema 4 (Desigualdade de Holder). Considere u(x) € LP(Q) e v(x) € L), com

1 <p<oo. Entiouv € L'(Q) e
/Q juvldz < [[ull ooy [0l soce)- (2.6)

Demonstragao. [40], p. 623. |

Teorema 5 (Desigualdade de Minkowski). Assuma 1 < p < oo e u(z),v(z) € LP(Q).

Entao

lu+ollr) < llull ) + [0l Lo (2.7)
Demonstragao. [40], p. 623. |
Teorema 6. LP(§2) € um espago vetorial e || - ||Lr(q) € norma para todo p tal que 1 < p < oo.
Demonstragao. (23], p. 176. |

Teorema 7. LP(Q)) é um espago de Banach para qualquer p tal que 1 < p < 0.

Demonstragao. (23], p. 177. |

Teorema 8. Sejam {u,} C LP(Q) e v € LP(QY), tais que ||u, — ullr) = 0. Entdo, existe

uma subsequéncia {u,,} e uma fungdo h € LP(Q2) tal que

i) Un, () = u(x) em quase todo 2,

i) |un, (z)| < h(z) VE em quase todo €.

Demonstracao. (23], p. 178. [ |

Teorema 9. LP(2) ¢ reflexivo para todo p tal que 1 < p < 0.

Demonstracao. (23], p. 178. [ |
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Teorema 10 (Teorema da Representagao de Riesz). Seja 1 < p < oo e f um funcional
linear continuo em LP(QY). Entdo, existe uma unica ug € L1(S2) tal que

(@) = {f,0)a@),Lr) = LUo(x)w(x)dx, Vo € LP(Q).

Além disso,

1f lize )y = lluollze(e)-

Demonstracao. (23], p. 179. [ |

p
loc

Definicao 5. Seja 1 < p < oco. Dizemos que u € L
K c Q.

(Q) se xgu € LP(SY) para todo compacto

Defini¢ao 6. Seja 1 < p < co. Uma sequéncia {u,} C LP(QQ) € dita convergir fortemente
para u € LP(Q)) se
lim [, — ull (e

Esta convergéncia forte é denotada por: w, — u fortemente em LP(£2).

Definigao 7. Seja 1 < p < co. Uma sequéncia {u,} € dita convergir fracamente para u em

LP(Q) se, e somente se,

ILm up(z)v(z)dr = / u(z)v(x)de, Yo e LI(Q).
oo Ja Q

Esta convergéncia fraca € denotada por: w, — u fracamente em LP(S).

Proposicao 2. Seja 1 < p < 0. Se u, — u fortemente em LP(Q) entdo u, — u fracamente
em LP(Q).

Demonstragao. [35], p. 12. |
Proposicao 3. Seja 1 < p < oo. Seja {u,} uma sequéncia fracamente convergente para

u € LP(QY). Entao

i) {un} € uma sequéncia limitada em LP(QY), ou seja, existe uma constante C' in-

dependente de n tal que

vn € N, [[unlLe@) < C.
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i) a norma sobre LP(Q)) é semi-continua com respeito a convergéncia fraca, ou seja,
|| o) < Hminf ||u,|| ze ).
n—o0

Demonstragao. [28], p. 58. |

Teorema 11 (Eberlein-Shmulyan). Seja 1 < p < oo. Assuma que {u,} seja uma sequéncia

limitada em LP(Q2). Entao

i) existe uma subsequéncia {uy,, } de {u,} ew € LP(Q) tal que, quando k — oo,

Up, — u fracamente em LP(€Q).

ii) se cada subsequéncia fracamente convergente de {u,} tem o mesmo limite u,

entao toda sequéncia {u,} converge para u, isto €,

un, — fracamente em LP(£2).

Demonstragao. [35], p. 15. [ |
Proposigao 4. Seja 1 < p < co. Sejam {u,} C LP(Q2) e {v,} C LY() tais que

up, — u fracamente em LP())

v, — v fortemente em L9(S2).

Entao

lim [ uy,v,dx = / wvdzx.
Q Q

n—oo

Demonstragao. [35], p. 16. |

Definigao 8. Uma sequéncia {u,} € dita convergir fracamente® para u em L>®(2) se

lim [ w,(z)v(z)de = / u(z)v(z)dr, Yo € L(Q).

Esta convergéncia é denotada por: u, — u em L>®(Q).

Proposigcao 5. Seja {x,} uma sequéncia fracamente® convergente para x em L>®(Q) =

[LY(Q)]'. Entao



32

i) {xzn} € uma sequéncia em L™(2), ou seja, existe uma constante C' independen-
tede n tal que

Vn €N, |zn|pe@) < C.
ii) a norma € semi-continua inferior com respeito a convergéncia fraca®, ou seja,
]| Lo () < Timuinf [|2, [ oo (-
n—oo

Demonstracao. [28], p. 63. [

Definicao 9. O espaco de Banach E ¢ separdvel se ele possuir um subconjunto enumerdvel

e denso.
Teorema 12. Seja L'(Q)) um espago de Banach separdvel e L>(Q) = [LY(Q)]'. Se {z,}>2,

¢ uma sequéncia limitada em L>®(Q)), entdo

i) existe uma subsequéncia {x,, } de {x,} e x € L>(Q) tal que, quando k — oo,

Tn, — x fracamente™ em L>(12).

k

ii) se cada subsequéncia convergente fracamente® de {x,} tem o mesmo limite x,

entao toda sequéncia {x,} converge fracamente™ para z, ou seja
) )

T, — x fracamente® em L>(Q).
Demonstragao. [28], p. T6. [ |

Uma classe de funcgoes frequentemente neste trabalho é das periddicas integraveis.
A seguir define-se uma funcao periddica e enuncia-se um resultado importante no estudo de
convergéncia fraca das fungoes rapidamente oscilantes, as quais sao de grande interesse aqui.

Para isso, definimos Y como um hiper-retangulo em RY, N € N, definido por
Y =]0,0[x ... x]0,ly], (2.8)

onde [y, ...,y sdo nimeros positivos dados. Iremos nos referir a Y como o periodo (2.8) e f

um funcao definida em quase todo RY.
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Definicao 10. A funcao f ¢ chamada Y -periddica se, e somente se,
f(z + kle;) = f(z), em quase todo R, Vk € Z, Yi € {1,..., N},

onde {e1,...,ex} € a base candnica de RY. Para N = 1, simplesmente dizemos que f ¢é
l1-periodica.
Teorema 13. Sejam 1 < p < oo e f uma fungao Y -periddica em LP(Y'). Considere

X

ff(x)=f <g> . em quase todo RY.

Entao, se p < 0o, quando € — 0,

1

fF—= m /Y f(y)dy fracamente em LP(Q),

para qualquer subconjunto aberto e limitado Q de RY.
Se p = 00, tem-se

1
f= m/ f(y)dy fracamente* em L>®(RY).
Y

Demonstragao. [35], p. 33. [

2.2.2 Espago das Funcoes Continuas

Primeiramente, lembramos que por dominio, queremos dizer um conjunto aberto
de RY. Logo para um dominio 2 C R" e para qualquer inteiro nao negativo m definimos por
C™(£2) o conjunto de todas as fungoes u das quais suas derivadas D®u sao continuas sobre )
para qualquer « tal que |a| < m, onde se D% = D{*D5? ... DY, temos |a| = a; + -+ -+ ay.
Definimos C*(Q2) = N2_,C™ () e denote C°(Q) = C(2). Dada uma fungao ¢ : Q@ — R, seu

suporte, denotado por

supp(¢) = {x € Q| ¢(x) # 0}.

C(Q2) denota o conjunto das fungoes de C'*°(£2) com suporte compacto contido em (2.

Os conjuntos Cy(€2) e C§°(§2) consistem do fecho de C,(92) (que é o conjunto das

fungoes C'(€2) com suporte compacto em Q) e C°(2), respectivamente.
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Teorema 14. O espaco Cy(Q2) € denso em LP(S2), para 1 < p < 0.

Demonstracao. [23], p. 181. [ |

Teorema 15. LP(Q)) ¢é separdvel para qualquer 1 < p < oco.

Demonstracao. (23], p. 182. [ |

2.3 Espacos de Sobolev e Distribuicao

Grande parte dos resultados que serao apresentados neste trabalho compreende
uma configuracao funcional que envolve a teoria de distribuicoes e espacos de Sobolev. Iremos

citar apenas os principais resultados que serao usados posteriormente.
Definicao 11. Seja {¢,} uma sequéncia de C§°(Q2). Dizemos que p, converge para um
elemento ¢ € C°(12), se e somente se,

i) existe um conjunto compacto K C Q tal que, para qualquern € N, supp ¢, C K,

i) para qualquer o € NN, D%, converge uniformemente para D*p em K.

O espago C§°(£2), com essa nocao de convergéncia, denomina-se espago das

funcoes teste e ¢é representado por D(€2).
Definicao 12. Uma aplicagio T : D(2) — R € chamada uma distribuicao em Q) se, e
somente se,

i) T € linear, ou seja,

VAL, A € Rpr,00 € D(Q), T (M1 + X)) = MT (1) + AT (p2),

ii) T € continua em sequéncias, ou seja,

on =@ € DQ) = T(pn) = T(p).
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Denotamos por D'(2) o conjunto de distribuicoes em §).

Definicao 13. Uma sequéncia {T,} de D'(Y) € dita convergir (no sentido de distribuicdes)

para um elemento T' € D'(Q) se, e somente se,
(Tn, ©)pr().02) = (T, 9) @)D Ve € D(Q).
Denotamos esta convergéncia por
T, =T em D'(Q).

Definigao 14 (Derivada de uma distribuigao). Considere T € D'(Q2). Para qualquer

1=1,...,N, a deriwada de T' com respeito a x; € definida por

4
oT 0
Oz "/ ey 0Ti [ pr(ay.pie)
N or L - L
Observagao 1. Logo temos que T i =1,..., N, também é uma distribuicao. Além disso,

no sentido

n
converge para
) %

se T,, converge para T no sentido de distribuigcoes, entao

de distribuicao para qualquer i =1,..., N.

Definicao 15 (Espago de Sobolev). Espacos de Sobolev sio denotados por W™P((Q).
Dizemos que uw € W™P(Q) se u € LP(2) e D*u € LP(QY), para todo « tal que 0 < |a] < m,

onde as derivadas sao entendidas no sentido de distribuicao.

O caso particular p = 2 ser4 1til neste trabalho. Neste caso, o espaco de Sobolev
WmP(Q) é representado por H™(2). O espago H™(2) é um espago de Hilbert com produto
interno dado por:

(U, U)Hm(Q) = Z (Do‘u, DOé'U>L2(Q),
0<|a|<m
para todo u e v € H™(Q), onde (u,v) = [,u(x)v(z)dz. Além disso, a norma associada a
este produto interno é

1
lall sy = (1, 0) -

Definicao 16. Seja H um espago de Hilbert.
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i) Dois elementos x, y € H sdo ortogonais se (x,y)g = 0.

i) Uma base enumerdvel {wy}32, C H é chamada ortonormal se

(wk, w)p =0 (k,l=1,...;k#1)

Sex € H e {wg}2, C H é uma base ortonormal, podemos escrever

T = (z, wg) W,

oo
k=1
com a série convergindo em H. Além disso,

[e.e]

23 = ) (, wi)y.

k=1

Definicao 17. Definimos a norma || - ||[wmrq) para W™P(2), onde m € N e 1 < p < oo,

como
1/p
lullwmoy =9 D D%l p - sel<p<oo,
0<]al<m
e
[ullwrmeei@) = max J[D%ull o)
Teorema 16. W™?(Q)) é um espago de Banach.
Demonstragao. (23], p. 183. |
Corolério 2. H™P(Q) C W™P(Q)
Demonstragao. (23], p. 184. |

Teorema 17. W™P(Q) € separdvel se 1 < p < oo e € reflexivo e uniformemente convexo se

1 < p<oo. Em particular, W™2(Q) é um espago de Hilbert separdvel.

Demonstragao. (23], p. 184. |

Definicao 18. Seja Q C RY um dominio. Para m um inteiro positivo e 1 < p < 00,

define-se Wi""(Q2) como o fecho em || - ||wm.r) de CZ(8).
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Teorema 18. D(Q2) € denso em LP(2), para 1 < p < oo.

Demonstracao. [28], p. 110. [ |

Teorema 19 (Desigualdade de Poincaré). Suponha que 1 < p < 0o e 2 C RY € um

conjunto limitado. Entao existe uma constante C' (dependendo de Q e p) tal que

lull oy < C IVl gy Yu € WyP(9).

Demonstragao. (28], p. 290. |

Proposicao 6 (Desigualdade de Poincaré-Wirtinger). Seja  um conjunto aberto e

conezo de classe C* e 1 < p < oco. Entao, existe uma constante C' tal que
lu = (Wl zr() < CllVull oo, Yu € WH(Q),

onde (u) denota a média integral de u em €.

Demonstracao. (28], p. 312. [ |

Definicao 19. Para 1 < p < 00, denotamos por W4 o espaco de Banach definido por
W) = (Wg™"())',

equipado com a norma

|(f, 5U>mevq(9),wg”’(9)|

[fllw=ma@y = sup
zeWP(Q)\{0} ”xHW(’)ﬂ’p(Q)

Proposigao 7. Seja F € W=14(Q). Entdio existem N + 1 funcées fo, f1,..., fn € LY(Q)
tais que

X of;

F pr—
fo+ o,

(2.9)

no sentido de distribuicoes. Além disso,

N
HFH%V—L«;(Q) = infz ”finLq(Q)a
1=0

onde o infimo é tomado sobre todos os vetores (fo, f1,...,fn) € [LY(Q)NT tal que (2.9)

vale.
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Reciprocamente, se (fo, f1, ..., fn) € um vetor de [L4(Q))V 1L, entdo (2.9) define

um elemento F € W=19(Q) que satisfaz
N
”anzv—l,q(g) < Z ||fi||%q(ﬂ)' (2'1())
i=0

Demonstragao. [1], p. 50. |

Definicao 20. Sejam E e F' dois espagos de Banach. A notacao E — F significa que E C F

e existe uma constante K > 0 tal que
lulle < KJulls, Vu € E.

Se ainda, o encaize € compacto, entdo para qualquer sequéncia limitada {u,} C E existe uma

subsequéncia convergente {u,, }, que converge para algum w na norma || - || p.

Definigao 21. Seja CF(Y) o subconjunto de C>(RY) das funcoes Y -periddicas. Denotamos
por Hy(Y') o fecho de C¥(Y') para a norma de H'.

Definicao 22. O espaco quociente H;E(Y)/R ¢ definido como o espaco de classes equivalentes

com respeito a relacao

u~ v <= u—uv éuma constante, Yu,v € Hy(Y).

2.3.1 Distribuicoes vetoriais

O conceito de distribuicao pode ser generalizado para espacos vetoriais reais

CcOomo segue:

Definigao 23. Seja X um espaco de Banach e Q C RN. A aplicagio T : D(Q) — X é

chamada uma distribuicao em £ com valores em X se, e somente se,

i) T € linear, ou seja,

VAL A2 € R, 1,900 € D(Q), T (A1 + Aawa) = MT (1) + AT (p2).
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ii) T € continua em sequéncias, ou seja,

(on = ¢ € D(Q)) = (T(pn) = T(p) € X).
Denotamos por D'(Q; X) o conjunto das distribui¢oes em 2 com valores em X.

Se  =la, b], D'(a,b; X) denota o conjunto de distribuigoes em |a, b[ com valores em X.
Analogamente, pode-se definir os espacos LP para fungoes vetoriais reais.

Definicao 24. Seja X um espaco de Banach, Q C RY e p tal que 1 < p < co. Denotamos
por LP(Q; X) o conjunto de fun¢oes mensurdveis u : x € Q — u(x) € X tais que ||u(z)|x €

LP(Q2). A norma em LP(2; X), para 1 < p < oo, é definida por

Jullzogere) = ( / Hu(x)Hf;(d:c)’l’. (2.11)

Quando p = oo, define-se o espago L= (); X ), como sendo o conjunto das fungoes u : @ — X

mensurdveis e essencialmente limitadas em X, ou seja,
esssup ||ul| x < oo.
A norma em L*(Q; X) € definida por
||| Loe(2:x) = esssup [|u|x.

Defini¢ao 25. Define-se o espago C(2; X) como sendo o conjunto das fungoes u : Q2 — X,

tais que x — ||u(z)||x € continua em Q. A norma em C(§; X) € definida por

fullox) = mas flu(z) .
Proposicao 8. A quantidade (2.11) define uma norma em LP(2; X), o qual é um espaco de
Banach. Se X ¢é reflezivo e 1 < p < 00, o espago LP(2; X)) é reflexivo também. Além disso,
se X € separdvel e 1 < p < oo, entao LP(); X) € separdvel.
Demonstragao. [35], p. 60. |

Observagao 2. O mesmo resultado vale para 2 =]a, b[C R.
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0
Definigao 26. Seja u € LP(a,b; X). A derivada 0_2; ¢ a distribuicao em D'(a,b; X) definida

por

ou b 9y
a(gp) = —/a uadt, Vo € D(a,b).

Definigao 27 (Evolugao Tripla). Entendemos por evolugao tripla
VCHCV

0 sequinte

(i) V é um espaco de Banach real, reflexivo e separdvel.
(1)) H é um espago de Hilbert separdvel.
(111) o encaize VC H é continuo, ou seja,
[ollg < Cllolly, VeeV,
onde C € uma constante e V ¢é denso em H.

Definicao 28. Definimos para 1 <p < oo, 0 <a < b < o0,

W, = {u\u € LP(a,b; V), % € L(a,b; V’)} :

Proposicao 9. Seja V. C H C V' uma evolugao tripla e 1 < p < oo. Entao os sequintes

itens sao vdlidos:

(1) O conjunto de todas as fun¢ao u € LP(a,b; V'), que tem derivadas generalizadas

ou
q RV
ET € L% a,b; V")

formam um espago de Banach com a norma

ou
lullw, = llullzo@on) + || 57 :
Li(a,b;V")

Denotamos este espago por W,
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(ii) O encaize

W, € C([a, b]; H)

¢ continuo. Mais precisamente, temos o sequinte. Se u € W), entdao existe uma
fun¢ao continua unicamente determinada uy : [a,b] — H a qual coincide em
quase todo |a,b] com a fun¢ao func¢do inicial uw. Daqui em diante, escrevemos u

ao invés de uy. Além disso, neste sentido,

max [lulln < Cllullw,.

onde C' € uma constante.

(111) O congunto de todos os polindmios w : [a,b] — V', isto é
w(t) = Ztiai, com a; € V, Vi,
i=0

¢ denso nos espagos W, LP(a,b; H) e L*(a,b; H).

(iv) Para todas uw e v € W, e arbitrdrios t,s, a < s <t <b, a sequinte formula para

integrais por partes generalizada vale:

o) oO = wo)oton = [ (Geom)) +(ur) 52) ar

Aqui, os valores u(t),v(t),u(s),v(s) sao os valores das fungéoes continuas u,v :

[a,b] — H no sentido de (ii).

Demonstragao. [118], p. 422. [ |
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3 HOMOGENIZACAO DA EQUACAO DE
DIFUSAO

Geralmente, as equacoes que descrevem fenomenos sob meios micro-heterogéneos
e periddicos apresentam variagao réapida com relagdo a posi¢ao e/ou no tempo. Problemas
envolvendo este tipo de equacgoes sao dificeis, senao impossiveis de resolver analiticamente.
Do ponto de vista numérico, a busca da solucao através dos métodos classicos, requer uma
discretizacao muito fina para capturar a rapida oscilagao dos coeficientes, o que se traduz
num alto custo computacional com comprometimento da convergéncia do método numérico
empregado. Para obter problemas mais simples de serem resolvidos neste contexto, normal-
mente se utilizam técnicas de homogeneizacao. Matematicamente, homogeneizacao é a ob-
tengao, a partir de um problema com coeficientes rapidamente oscilantes (chamado problema
original), de um problema com coeficientes constantes (chamado problema homogeneizado),
equivalente ao original em certo sentido. O uso da homogenizacao se faz relevante pois a
obtengao de uma solucao, tanto analitica, como numérica desse problema equivalente, é mais
simples, uma vez que, geralmente, os coeficientes sdo constantes e/ou continuos. Além disso,
porque as propriedades do meio homogéneo equivalente sao as propriedades efetivas do meio

micro-heterogéneo fornecidas em termos de suas caracteristicas fisicas e geométricas locais.

Nas proximas secoes serao apresentadas duas técnicas de homogenizacao, o
Método de Homogeneizagao Assintética (MHA) e o Método de Convergéncia em Duas Es-
calas (MCDE), as quais sao especificas para meios micro-heterogéneos e periddicos. Neste
capitulo, especificamente, ambas técnicas serao desenvolvidas para o caso em que a equacao

de difusao unidimensional apresenta fluxo linear.

3.1 Método de Homogenizagao Assintética - MHA

O MHA consiste em aproximar a solucao exata u°, por exemplo, da equacao

i (@) = f@). zcn (31)
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por uma série assintética u(>) em duas escalas e poténcias de ¢ denominada solucdo as-

sintdtica formal (s.a.f.):

> T
WO (,e) = 3 Funley), y =2, (32)
k=0

em que u sao fungoes limitadas e 1-periddicas, com relagdo a variavel y. Substituindo (3.2)

em (3.1), aplicando a regra da cadeia

1) = (e )

ol
© Ox oy

o 5 (3.3)

Y
z

Yy=3

agrupando as poténcias de €, e igualando a zero seus coeficientes, obtém-se uma sequéncia

recorrente de problemas para os coeficientes das poténcias de e:

_9 Lyyuo = 0,
€
ug 1 — periédica
1 ﬁyyul = —ﬁxyuo - £y$u07
€
uy; 1 — periédica
0 EyyUQ = —,nyul — nyul - Exzuo + f(ﬂ?),
€
uy 1 — periddica
1 /nyUS = _'nyu2 - ['yxu2 - £xxu1a
€
ug 1 — periédica
n ﬁyyun+2 = _Exyun+1 - ‘Cywun+1 — Lawtn,
€

Upto 1 — periddica

com o operador diferencial definido por

0 0
Liog=—|aly)=— ], a,p€{z,y}. 3.4

i= 3 (angs) . ase o (3.4)
A partir destes problemas, de modo recorrente obtém-se a equacao do problema
homogeneizado, o coeficiente efetivo e a solugao do problema local, sendo estes, resultados

fundamentais para a construcao da s.a.f., o qual sera descrito em mais detalhes a seguir.
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3.1.1 Formalismo matematico do MHA

A seguir descreveremos o formalismo do MHA, isto é, como se obtém matemati-
camente um problema homogeneizado e os resultados relacionados. Antes disso, as defini¢oes

de ordem, expansao assintotica e solugao assintotica formal sao enunciadas.

Definigao 29 (Ordem). Seja uma fungio ¢ : 2 x ¥ — R, ©° = p(x,€), sendo x € Q C RN
ec € X CRY. Considere ainda que ¢° pertence a um espago normado B.(S2), definida para
cada € suficientemente pequeno. A notacio p° = O(Y(x,¢)), quando € — 0 na norma de
B.(Q), significa que existem constantes M, o > 0, independentes de €, tais que ||¢®||p.) <
M||Y#|| ., para 0 < & < gy. Em particular, ¢ = O(e”) € equivalente a ||¢°||p.) < Me’

para € > 0 suficiente pequeno.

Defini¢ao 30 (Expansao assintética e solugao assintética formal). Sejam a fungao ¢ e uma
[e.@]
série da forma E g'gi(x,€), nao necessariamente convergente. Diz-se que esta série é uma

i=0
expansao assintotica (e.a.) da fungdo ¢° se para todo J existe um My, tal que para cada

m > My cumpre-se, na norma de B., com ¢ — 0, que

o(x,e) — Zaigi(:c,s) = 0(’).

Isto €, tem-se a igualdade assintdtica p(x,e) ~ Zeigi(w, £).
i=0

Agora, considere, para cada € > 0 fizo, a equacao diferencial (3.1) com L :
By — By, u* € By, e f € By, sendo Bi., Bs. espacos normados e L um operador

diferencial. Chama-se de solu¢do assintdtica formal (s.a.f.) de (3.1) a assintdtica
U(OO) (ma E) = Zgiui(ma 5)7
i=0
com u; € By, tal que para todo J € N, existe um M para que a relagao

Lu™ — f = 0(), (3.5)

m
seja satisfeita para todo m > M com ¢ — 0 na norma de Bs., em que u'™ = Z et
i=0
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Se L5 é um operador linear e existe uma estimativa ||u®||p,. < 16| f|B,.,
sendo ¢; > 0 e co constantes independentes de €, entao seque a partir de (3.5) que para todo
J € N eziste um M tal que ||u™ — uf||p,. = O(e’), com e — 0, para todo m > M, e

consequentemente, a s.a.f. u>) é uma e.a. da solugdo exata uf do problema: u® ~ u'™) [16].

FExemplo: Para se compreender a defini¢ao de s.a.f. acima enunciada, considera-se uma versao

unidimensional da equagao (1.7) considerando o seguinte fluxo linear

r Outy ()a“
05’895 =@ oz’

que configura a seguinte equacao

Mo — f=(T - L) — f = aaf _ % (f@)%f) — f(t, ). (3.6)

Propde-se a solugao de (3.6) na forma de uma série assintética de poténcias de e, idéntica a

(3.2). Mas para construir uma s.a.f. considera-se uma soma finita de m + 1 termos, ou seja,

us(t, ) ~ u'™(t, z, ) Zs wi(t, z,y), (3.7)

que corresponde a considerar u; = 0 para i@ > m em (3.2). Logo, substituindo (3.7) na
equagao de (3.6), aplicando a regra da cadeia (3.3) e utilizando a notacao (3.4) na forma

operacional, obtém-se

Meu™ — f(tx) = —e 2 Lyup — e (Lyyur + Lyptio + Laytio)

—&% (=T ug + Lyyus + Ly + Loyuy + Loguo + f(t, )

— =& (~Tu; + Lyytivo + Lyztipn + Loyt + Lopu;)

— = " (T Upg + Lyytim + Lygty—1 + Loytp—1 + Lot _2)

—e™ N (=T Uy + Lozt + Loytm + Logtim—1) — €™ (=T tUm + Lozti)
ou seja,

Mea™ — f(t,z) = O™ ),

em que os termos de ordens €72, e, ..., e €™ 2 devem ser nulos para que u™ seja uma

s.a.f.. Portanto, pela defini¢do tem-se que J =m—1lem=J+1= M(J)=J+ 1. Assim,

VJEN,IM =J+1:Ym>J+1= Mu™ — f(t,z) = O™ ).
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Para realizar o formalismo do MHA, considera-se um compdsito bifédsico - Figura
3.1 em que = U?;OIQ@ (cor clara) e 2y = U?:’Olﬂgi) (cor escura) denotam os materiais 1
e 2, respectivamente. O compdsito ocupa o intervalo € =|0, 1], de comprimento || = 1, em
que

QIQlLJQQUF, QlﬂQQZ(Z),

com fronteira 92 = {0,1}. O conjunto dos pontos de descontinuidades de primeira espécie é

definido por

n—1
F=00,000 = | (aszg” N an“)
=0

. - .G . 1 . . , (s
ou ainda, I' = U?:Ol {(2 + E) £, (z +co + 5) 5}, onde n é o nimero de células basicas que
compoem o material {2 e os parametros ¢; e ¢; denotam as concentracoes do material 1 e
2, respectivamente. Este compodsito é obtido da replicagao periddica de uma célula bésica

Y C Q (elemento representativo do material) em que as fases da célula sdo ocupadas pelos

subdominios O, r = 1, 2 onde Y = Y = ng) U Q;O) Uely e clly = 89%0) N 89&0) =

c c
{52 (2 5)e}

Q
=D B ) )
o e [e]

T ol = T
" 1Cq L/ ot | .
':0 3 € ,'(¢2+ 2)5'5
] I T :
[} I ! —’.

c ol
2

Figura 3.1: Compdsito bifasico unidimensional de comprimento unitario e Y-periédico para

e < 1.
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Assim, considerando a equagao (3.6) definida em z € Q\ I, t € ]0,T], para

T > 0, com condigoes

Contorno:  u(t,xz)|sq =0, 02 = {0,1}, Vt € 10,71, (3.8)
Inicial: u?(0,2) = g(z), Vz € . (3.9)
Contato: [uf]r =0, (3.10)
)

I]a( )%1;" =0. (3.11

se produz para cada ¢ fixo, um caso particular do problema motivador (1.16). Para este
problema, o termo fonte/sumidouro f € L*(0,T; H*(9)) e o estado inicial g(z) € L*(Q) sao
informagoes dadas. Assume-se ainda, que o coeficiente a° é uma fungao e-periédica em =z,

1-periédica em y e estritamente limitada, ou seja, existem «, 5 € R, tais que

0<a<a(zr)<p<oo, Ve Q. (3.12)

A partir dessas hipéteses, para e fixo, tem-se a seguinte formulagao fraca do

problema original

;? u—dx+//Tas( )22 /Qg(x)qb(o,x)d:c -
F(t,2)6(t, 2)ded,

para ¢ € D(]0,T[xQ) tal que ¢lopo = 0, ¢(T,x) = 0. A prova de existéncia e unicidade

da solugao para (3.13) ¢ realizada em [35]. Logo, sabe-se que existe uma tunica solugao
ut € Wo N L>®(0,T; L*(Q)) para o problema (3.6), (3.8)-(3.12), além disso, u¢ satisfaz a

seguinte estimativa

b, + el e o.riz2)) < € (2010 + l9llz2@) (3.14)
em que ¢ depende de «, 5, 2 e T. Como caso particular da Defini¢ao 28 tem-se

W, = {u\u € L*(0,T; Hy (), % € L?(0,T; Hl(Q))}

que é um espago de Banach com respeito a norma

Ju
ot

Nl = et 20 g +‘ |
2 L (o,T,H0 (Q)) L0 (@)
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Finalmente, o MHA consiste inicialmente em propor como solugao de (3.6) a
soma

U(2)(t,1‘78> = UO(t,I,y) + eul(t,x,y) + €2U2(t,$,y), Y= g: (315>

em que u;, ¢ = 0,1,2, sdo fungdes limitadas e 1-periédicas em y. Ao substituir (3.15) na

equagao (3.6), fazendo uso da regra da cadeia (3.3), agrupando em poténcias de € se obtém

Oe) = —e 2[Lyyuo) — e [Layuo + Loz + Lyyui]
—% [~ Tup + Lawtio + Layus + Lygin + Lyyus + f(t,2)].

Para que u® seja uma s.a.f., devem-se obter ug, u; e us de tal maneira que seja satisfeita a

seguinte sequéncia recorrente de equagoes:

e 1 —Lyu =0, (3.16)
el . —Lyyuo — Lyzug — Lyyug =0, (3.17)
e Tug — Lopug — Loyuy — Lyguy — Lyyus — f(t,2) =0, (3.18)

as quais correspondem aos termos que nao se anulam quando ¢ — 0. FKEsta afirmacao é

justificada pelo conceito de s.a.f. visto anteriormente.

Note que a escolha de uma assintética de ordem O(e™), m > 2, para esta ser
uma s.a.f.; nao s6 devem anular-se os termos que nao tendem a zero quando € — 0, senao
também, aqueles até a ordem O(¢™~2) que resultam da substitui¢ao da assintGtica na equacao

do problema original.

Considere agora que as varidveis x e y nas equagoes (3.16)-(3.18) sao independen-
tes. As equagoes (3.16)-(3.18) sao complementadas pelas condigdes de contorno determinadas
a partir da aplicagao de (3.15) nas condigoes (3.8). Assim, as condigoes de contorno para

(3.16)-(3.18), respectivamente, sao:
1
UQ(t, O, 0) = Up (t, ]_, g) = O, (319)
1
ui(t,0,0) = uy (t, 1, g) , (3.20)

1
us(t,0,0) = ug (t, 1, —) . (3.21)
£
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Devido a 1-periodicidade de w;(t,x,y), i = 0, 1,2, com relagdo a variavel y, é correto dizer
1 1

que u; (t,l,—> = wu; (t,1,n) = w;(t,1,0), para e = — 1 < n € N. A condigao inicial é
€ n

determinada a partir de (3.9), de onde se obtém apenas que

uo(0,z,y) = g(x). (3.22)

As condigdes iniciais u;(0,x,y), i« = 1,2, ndo estdo definidas, assim como as de contorno
(3.20) e (3.21). Avaliando (3.15) nas condigoes de contato (3.10) e (3.11), exigindo que os

trés termos de maior ordem sejam nulos, se deduz que

[[Uo]] Ty — 0,

Hul]]p’po = 0, (323)
[[UQ]]F,FO =0,
e
owGe] o
L Ay r',lo ’
[ Oug  Oup | B
“a(y) (% + 8—y) . 0, (3.24)
I 8u1 8u2 |
o (%] o
(L ox 9 ) llrr,

respectivamente. Essa exigéncia é necessaria para que seja possivel construir a s.a.f.. Sera
verificado que para obter o comportamento efetivo, as condigoes “naturais” (deduzidas direta-
mente das condigoes do problema original) sdo necessarias, contudo, para obter a aproximacao
assintotica, condigoes “artificiais” (deduzidas indiretamente ou por imposigao) devem ser em-
pregadas. Por exemplo, a primeira condigao de (3.23), a primeira e segunda de (3.24) s@o

naturais, as demais de (3.23)-(3.24) sao artificiais.
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A partir das equagoes (3.16)-(3.18) complementadas com as condigdes (3.19)-
(3.21), (3.23)-(3.24), estabelece-se os seguintes problemas recorrentes:

p
,nyUO = 0,

[[Uo]]r,ro =0,

auoﬂ (3.25)
aly)— =0,
[[ W

ug, 1 — periddica em y,

Eyyul = _ﬁmyuo - L:ymuO;
[[Ul]]r,ro =0,
lo (52 + 5] e

uy, 1— periddica em y,
‘nyUQ = TUO - ‘Cmcuo - E:cyul - Ey:r:ul - f(ta .T),
[[Uz]]r,ro =0,

Lo (52 +22Y] et (3.27)

ug, 1 — periddica em y.

\
Note que, para cada z e t fixos, os problemas (3.25)-(3.27) sao da forma

( dFy
Ly N = Fy(y) + dy y e Y \Ty,

[Ny, =0,
Ha(y) (C(ZT]; - Fl(y))ﬂ - 0, (3.28)

N(y), 1— periddica ,

\
onde N € Hy(Y)/R'. A existéncia e a unicidade das fungdes uy, solugoes 1-periédicas em y

de (3.25)-(3.27) sao garantidas mediante o seguinte Lema:

'Por definicdo, funcdes u € H;E(Y) /R, sdo fungoes pertencentes & H#(Y) que diferem por uma constante,
com tragos nao nulos e com média integral nula (u) = 0. A escolha da média nula tem um papel importante no
desenvolvimento da teoria de homogenizagao em meios periédicos, uma vez que estabelece uma condicao para

unicidade das solugoes locais (3.28). Além disso, para essas fungoes a desigualdade de Poincaré é satisfeita,
Ju

— , mesmo que o trago seja nao nulo. Assim, os
Ox L2(Q)
problemas relacionados estdo bem definidos. Uma discussdo mais profunda, pode ser encontrada em [35].

consequentemente, a equivaléncia [jul|g1(q) =
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Lema 1. Sejam Fy(y), Fi(y) e a(y) fungoes 1-periddicas, continuamente diferencidveis em
Y \ Ty, sendo a(y) positiva e limitada. Entdo, uma condi¢do necessdria e suficiente para a
existéncia de uma solug¢ao 1-periddica do problema (3.28) é que (Fo(y)) = [, Fo(y)dy = 0,
em que (-) denota a média integral. Ainda mais, tal solug¢do 1-periddica € unica salvo uma
constante aditiva, ou seja, N(y) = N(y) + C, 1-periddica, onde N(y) € uma solucao que

N(0) =0 e C ¢ uma constante arbitrdria.

Demonstragao: Necessidade: Seja N(y) solucao 1-periédica da equagao

d dN
¥ (a@@ - F1<y>) _ Ry, (3.20)

De aplicar a média integral em ambos os lados de (3.29), observando os pontos de desconti-

c c
nuidade 'y = {yl = —1,y2 =cy+ 51}, segue

2
dN v AN ad AN v
ay——Fy) —l—(ay——Fy) —l—(ay——Fy)
(G —rw)| + (G -ro)| (w0 -mw)|
= (Fo(y))-
Pela segunda condigao de contato de (3.28) segue que
dN y=1
a(y)—— — Fi(y) = (Fo(y))- (3.31)
dy =0

Logo, da 1-periodicidade de a(y), N(y) (consequentemente da derivada) e Fi(y), segue que
(Fo(y)) = 0.

Suficiéncia: Seja Fj tal que (Fy(y)) = 0. De integrar (3.29) de 0 a y teremos trés situagoes:

Primeira: quando y € [0, 3]

resultando
dN Y
o)y~ i) = [ Fulsids + O
Y 0
onde
dN
CL(O)— + F1<0) = Ol
dy =0
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Disso, portanto, isolando N se obtém

N(y) = /Oy ﬁ (/O Fy(t)dt + Cy + F1(5)> ds + Cb.

Sequnda: quando y €|yy, yo|

™y (a0 = o))

resultando pela segunda condigao de contato (3.28) que

S=y Yy
= / FO(S)dS>
0

s:yir

dN Y
o)y~ Fiw) = [ Fals)ds +Co
Y 0
Portanto, isolando — segue
dy
dN 1 Y
—_— = — Fo(s)d F . .32
o= ([ B o Rw) (3.32)

Integrando (3.32) de 0 a y, considerando a primeira condigao de contato (3.28)

1

V) - N + N =80 = [ ([ R+ o R ) ar

resulta que

N(y) = /j% (/Ot Fy(s)ds + C +F1(t)> dt + Cs.

Terceira: quando y € Jys, 1] a verificagdo é anédloga a Segunda, que resulta em

N(y) = /Oy % (/Ot Fy(s)ds + Cy + Fl(t)) dt + G, (3.33)

Sendo a(y), Fy e Fy fungoes limitadas e continuas em Y \ I'g, a existéncia das integrais em

(3.33) sao garantidas. Logo, existe solugao para o problema (3.28).

A fim de garantir que N (y) seja 1-periddica, impoe-se que N(y+1) — N(y) = 0.
Assim, para N(y + 1) tem-se

N(y+1) = /Oy+1 ﬁ </Ot Fy(s)ds + Cy + Fl(t)) dt + s, (3.34)

Logo, da subtracao das expressoes (3.33) e (3.34) se obtém

0= N(y+1)— N(y) /yyH $ (/Ot Fy(s)ds + C + Fl(t)) dt.
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t

Observe que [ Fy(s)ds é 1-periddica, assim como 1/a(t) e Cy. Logo, para qualquer y € Y'\I'g

S—

vale

/yy+1 % </0t Fo(s)ds + Ci +F1(t)) dt = <$ (/Oy Fo(s)ds)> e <$>

de onde

C—— <$>_1 <$ (/Oy Fo(s)ds + Fl(y))> | (3.35)

Portanto, de (3.33) e (3.35) segue que N(y) = N(y) + C, onde N(0) =0, C = Cj e

N(y) = /Oy % (/Ot Fo(s)ds — <$>1 <@ /Ot Fo(s)ds + Fl(y)> + Fl(y)> dt. (3.36)

Nota 1. A definicao de contato perfeito ou de continuidade para u; faz sentido gracas a

hipétese de periodicidade. Isto é, suponha N = u; para x e t fixos em (3.28) e que [N]., 2 =
dN

51, [N]ester/2 = 2. Ao resolver para o resulta (3.32) para y € Y \ I'g. Pelo cdlculo da
Y

média, segue da periodicidade
N(].)_Sl_SQ_N(O):O:Sl_’_SQ:O,

ou seja, s = —sg ou §; = S = 0. O primeiro caso, ocorre devido a configuragao da célula
basica (material 1/material 2/material 1). Se a configuracao fosse (material 1/material 2)

resultaria que s; = 0. Logo, faz sentido assumir s; = s, = 0 e portanto [N]r, = 0.

Cada problema da sequéncia (3.25)-(3.27) fornece um termo da s.a.f. u®. Do

primeiro problema (3.25), segue a equagao

a% (a(y)%—?) —0, (3.37)

para a qual o Lema 1 garante a existéncia de solugao ug 1-periédica em y. De integrar (3.37)

se obtém

8U0

a(y)a—y = p(t, @), (3.38)
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onde p(t,x) é constante para todo y € Y devido a segunda condic¢ao de contato (3.25). Pela

positividade do coeficiente a(y), pode-se isolar a derivada de uy:

uy _ p(t, x)
dy  aly)

Para obter p(t, x), aplica-se em (3.39) o operador da média (-). Disso, pela periodicidade de

(3.39)

uo com respeito a y e sua condigdo de contato (3.25) nula segue de (3.39)
1
0=ptx <—> :
(%) aly)

p(t,z) =0, (3.40)

A partir disso, conclui-se que

pois (a(y)~') > 0. Substituindo (3.40) em (3.38) se obtém

8u0 8u0
a(y)=— =0= — =0,
() o 3y

e isto implica que ug nao depende da variavel rapida y, ou seja,

uo(t, z,y) = up(t, x). (3.41)

Note que (3.41) também pode ser obtida diretamente do Lema 1. Com efeito,
sejam = € 2, t €]0,7T[ fixos e N(y) = uo(t,z,y). Ao aplicar o Lema 1 em (3.37) segue
que existe ug(t,x,y) solugdo 1-periddica em y, tnica salvo uma constante aditiva, ou seja,
uo(t, z,y) = wp(t,z,y) + C(t,x), com uy(t,z,0) = 0. Em particular, observe que uy = 0 é

solugao de (3.37). Logo, ug(t,z,y) = C(t,x), ou seja, uy nao depende de y.

Na sequéncia das resolugdes dos problemas recorrentes, ao substituir (3.41) em

(3.26), se obtém uma versao atualizada do problema, ou seja,

Ly,uy = —Lyup, para z, t fixos
[ur]rr, =0,
0 0 3.42
Ha(y) <ﬂ . i)ﬂ o, (3.42)
ox oy I'To
[ w, 1- peridédica em y,
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Note que a partir do problema (3.42) se obtém uma solugdo u; em termos de
up, mas deve-se garantir que esta solucao seja 1-periédica com respeito a variavel y e, para

isso, o Lema 1 deve ser aplicado.

Relacionando os elementos do Lema 1 a equacao de (3.42) tem-se que N = uy,
0
Foly) = 0e Fy = —a(y)%. Disso, (Fy) = 0 e portanto, existe a solugdo u; de (3.42)

1-periddica com respeito a variavel y.

Pela forma de F} e da equagao do problema (3.42), pode-se aplicar o método de

0
separagao de variaveis. Supondo assim a solugao u; da forma separavel N; (y)% Substi-
x
tuindo essa forma separdavel na equagao de (3.42) resulta que
d le 8u0
— —_— — =0. 3.43
i (a0 ) 5 (3.43)
. ~ Ouyg ; C e
Levando em consideragao que s # 0, (3.43) sera satisfeita se
x
d dNy
— —_— =0 3.44
i (a5 ) =0, (3.44)
sendo esta a chamada equacao do problema local, cuja solugao 1-periddica existe e é garantida
d
pelo Lema 1 com Fy(y) = 0, F} = —a(y), e reescrita como L,,N; = —d—a. Assim, para
Y

obter u; é necessario encontrar um Ni(y) 1-periédico que satisfaga (3.44). A equacgao (3.44)
complementada com as condigoes desacopladas do problema (3.42) apds avaliar a forma

ou .
separavel Ny (y)—o, estabelece-se o seguinte problema local

ox

(d AN, -
dy (a(y)@ + a(y)) =0,y € Y\ Ty,

Pr LJr, =0, N (3.45)
o ()], =0

Ny, 1— periddica em y,

\

Integrando a equagao do problema (3.45), com respeito a varidvel y, resulta

dN,

D saly) = (3.46)

a(y)
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vélida Yy € Y devido a condicao de continuidade para o fluxo em (3.45). Isolando a derivada

de Ni(y) e levando em consideracao que a(y) > 0, tem-se

avi _ G
dy  a(y)

Pelo calculo da média integral em ambos os lados de (3.47), considerando as hipdteses de

(3.47)

continuidade para N; e sua periodicidade, obtém-se o valor de (1, ou seja,
C, = (a(y) ™)t =a. (3.48)

O termo a denota o chamado coeficiente efetivo, isto é, a propriedade macroscopica do meio
homogéneo equivalente. Da substituigao de (3.48) em (3.47) e integrando ambos os lados da

mesma se obtém

Ni(y) = /Oy (% - 1) ds. (3.49)

A constante arbitréria C' de Ny(y) = Ni(y) + C pode ser determinada pela (-) = 0, uma vez

que Ny € H,(Y)/R, assim, C' = —(Ny). Portanto, a solugio u; é determinada como

w(t,z,y) = % <N1(y) — <fv’1>) . (3.50)

T

Por fim, se obtém o ultimo termo us da s.a.f. proposta. Atualizando a equagao

do problema (3.27) substituindo (3.41) e (3.50), considerando (3.46) e (3.48), resulta que

2 2
8u2) _ ('3u0 A@ Ug d 8 Uo . f(t,{)j') (351>

5 (a5 4 (a2

—a
ot oxr? dy
Aplicando-se o Lema 1 na equacao (3.51) se garante a existéncia da solugdo us, 1-periédica

com relagao a y. De fato, relacionando os elementos de (3.51) ao Lema 1, tem-se N = uy,

dug  _0%u *u ,
Fo(y) = 8_750 —a 0x20 — f(t,x) e Fi(y) = _a(y>N1(y)aT2O’ conclui-se que para uy ser 1-

periédica com relacao a variavel y, a seguinte equacao deve ser satisfeita

auo A82u0

ot~ “or2

= f(t,x). (3.52)
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A equacao é (3.52) é chamada de equagao homogeneizada e a partir dela que se determina
o primeiro termo ug da assintética (3.15), cuja obtencao ainda nao tinha sido definida expli-

U
citamente, e consequentemente i para u;. Assim, a equagao (3.52), complementada pelas

Oz

condigoes (3.19) e (3.22), considerando (3.41) se estabelece o chamado problema homogenei-

zado 3 o
U  ~O7Up
E —a o2 - f(t,ZL’), t G]O,T[, LS Q?

P wug(t,0) =0, up(t,1) =0, t€]0,T7, (3.53)

up(0,2) = g(z), = €.

A solugao do problema homogeneizado descreve o comportamento do meio ho-
mogeéneo equivalente ao micro-heterogéneo modelado, ou seja, problema original. O coefici-
ente efetivo é a propriedade efetiva do meio equivalente e nele contém as informacoes fisicas
(propriedades) e geométricas (concentragdes de fase) do meio. Além disso, a partir de ug se
determinam os demais coeficientes da s.a.f., os quais detém informacoes da heterogeneidade

. ;s . Oug d%uy ‘
microscopica do meio, por exemplo, — de u; e — para us, como sera apresentado.

Ox 0x?
Substituindo (3.52) em (3.51), se obtém

0 Oy d Dy
&KAW@)z——m@M@» (3.51)

e portanto, o problema (3.27) atualizado por (3.54) fica

(0 u 0*u
) (52 + M 5)| =0 verir,

dy
[[Uz]]r,ro =0,

aQuo 8u2 (355)
fo (vt + 5], -0

| u2, 1— peri6dica em y.

A equagao de (3.55) é resolvida da mesma maneira que (3.44). Primeiramente, propoe-se que
82u0
ox?

a solugao us seja da forma separavel Na(y) . De substitui-la na equacao e condigoes de
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(3.55) se desacopla um segundo problema local

, i{a(y) (@+N1(y)):| —0, ye Y\ T,

\ N;, 1 — periddica em y.

cuja solucao 1-periédica é garantida pelo Lema 1. Realizando os mesmos passos feitos em

(3.45)-(3.49), se obtém a constante
C1 = (Ni(y)) a,

obtida do cdlculo da média integral (-). Assim, N, é dada por
~ Y a
Falo) = [ (oo = Wi ) s (3.56)
0 a(s)
e, portanto, us sera da forma
82u0 Y a
u?(thay) = Ox2 (/0 (<N1(y)>WS)_N1(S)> dS+O) )

onde C' = —(N,). Note que (3.49) e (3.56) podem ser obtidos diretamente de (3.65) identifi-

cando apropriadamente os termos Fy e F; do Lema 1.

O formalismo do MHA para meios com propriedades continuamente diferenciaveis
é andlogo. Contudo, usa-se o seguinte Lema 2 para garantir a existéncia e unicidade de

solugoes 1-periddicas dos problemas recorrentes da forma

% (a(y)i—]yv> =F(y), yey,

N, 1— periddica em y.

(3.57)

que desacoplam.

Lema 2. Sejam F(y) e a(y) fungoes diferencidveis e 1-periddicas, sendo a(y) positiva e
limitada. Uma condi¢ao necessdaria e suficiente para a existéncia de uma solugao 1-periddica
N (3.57) € que (F(y)) = 0. Ainda mais, tal solugao 1-periddica € unica salvo uma constante
aditiva, ou seja, N(y) = N(y) + C, sendo N uma solugio 1-periddica de (3.57) tal que
N(0) =0, e C é uma constante arbitrdria [16].



Demonstra¢ao: Necessidade: Seja N(y) solucdo 1-periédica da equagao

i (a5 ) =P

De aplicar a média integral em ambos os lados de (3.58), ou seja,

(4 () ) = F)

tem-se, do lado esquerdo, levando em conta a 1-periodicidade de a(y) e N(y), que

(a0 ) — a(0) (C;—]yv

Logo, segue de (3.59) e (3.60) que (F(y)) = 0.

v=1 dN

dN
= a(l)d_y

dy

dN

dy

— a(0)

y=1

y=0 y=0 y=1

Suficiéncia: Seja F' tal que (F(y)) = 0. De integrar (3.58), ou seja,

se obtém
dN dN /y
Y)— — — = F(s)ds,
W a0 =] FO
onde
dN
CL(O)— = 01
dy =0
¢ uma constante aditiva. Logo,
dN Y dN 1 Y
a(y)— = Fsds+C:>—:—</Fsds+C’).
( )dy 0 ) ' dy a(y) \Jo =) '

Assim, de integrar a segunda igualdade em (3.61) tem-se que

N(y) = /Oyﬁ (/OtF(s)derCl) dt + Cs.

= 0.
y=0

99

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

A fim de se construir N(y) 1-periddica, impoe-se que N(y + 1) — N(y) = 0. Assim, para

N(y +1) tem-se - t
N(y+1) :/O ﬁ (/O F(s)ds +cl) dt + C.

Logo, da subtracao das expressoes (3.63) e (3.62) se obtém

0= N(y+1) - N(y) = /yyH % (/OtF(s)ds + cl) dt.

(3.63)
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t
Observe que / F(s)ds é 1-periédica, assim como 1/a(t) e C. Logo,
0

[ ([ rees ) a— (L ([ o))y () -0

de onde Clz_<$>_l<$/jﬂs)d$>‘ (3.64)

Portanto, de (3.62) e (3.64) segue que N(y) = N(y)+ C, onde C =Cs e

N(y) = /Oy ﬁ (/OtF(s)ds - <$>_1 <$ /OyF(s)ds>> dt. (3.65)

Essencialmente a constru¢do de uma s.a.f. (linear) é realizada dessa maneira
vista até aqui. A construcio de outras solucdes assintéticas u(™, para m > 2, seriam feitas
de modo similares, porém, agora com m + 1 problemas recorrentes para serem resolvidos. A
s.a.f. para m = 2 é uma boa aproximagao da solucao exata u® do problema original. De fato,
a seguir, pela relagao de proximidade, verifica-se formalmente que a assintotica de primeira
ordem u(!) e a solucdo homogeneizada uy estdo e-proximas da solucio exata uf. Além disso,
este resultado justifica matematicamente o processo de homogeneizacao realizado, ou seja,
que u(*®) é uma s.a.f. e uma e.a. da solucdo exata u. Essa proximidade mostra ainda, que
o meio homogéneo obtido no processo é equivalente ao heterogéneo inicial. Ao expressar a
solugdo do problema original da forma de uma série infinita (>, definida em ]0, T[xQ x R*,
nota-se que quando € — 0 a solucdo u(® — ug, ou seja, a s.a.f. u(® do problema original
tende para a solugao ug do problema homogeneizado. Neste caso, é possivel estabelecer a
seguinte relagao de proximidade entre a solugao u® do problema original e a solucao ug do

problema homogeneizado:

[u® = ol 20,153 02)) = O(8). (3.66)

Para mostrar que (3.66) é valida, é utilizada a estimativa (3.14) obtida no pro-
cesso de existéncia e unicidade. Para isso, considera-se uma e.a. da solucao de (3.6) da

forma

u(l)(t, z,e) = ug(t,x) + euy(t, x,y), y = g
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para estimar

1

Estima-se ainda
1
||U( ) _ uOH[ﬂ(O,T;H&(ﬁ))’

e assim se deduz pela desigualdade de Minkowski (2.7) a relagao (3.66).

Contudo, as estimativas nao podem ser deduzidas na norma L? (0,T; H}())
pois, em geral, u; ndo se anula no contorno e, consequentemente, u"). Precisamente, u(") é
de ordem € no contorno 92. Em [38], para o caso estdtico multidimensional, a estimativa
(3.66) é obtida. Para isso, se introduziu uma fungao de corte k(z), infinitamente diferencidvel,
com suporte contido no interior da e-vizinhanga do contorno de €, em que k|gq = 1, || < 1,
5% . < ¢, onde ¢ é uma constante independente de €. Assim, multiplicando eu; por k,
de modo que @M (¢, z,¢) = uV(t,x,e) — cuy(t, z,y)x(z) cumpra as condicdes de contorno, se

estimou

e — @M, (0T:3(@)"

Analogamente,
~(1
||U( ) — U’OHLQ(O,T;H&(Q))

e portanto (3.66).

Para a prova de (3.66) verificou-se acima, que basta uma corre¢ao nas condigoes
de contorno da assintética de primeira ordem u(!). Porém, essa assintética também apresenta
um erro de ordem ¢ no valor inicial. E como se deseja, além de provar a proximidade (3.66),
obter uma boa aproximagao para a solugao exata, propoe-se a seguir uma abordagem que

corrige ambas condigoes de contorno e inicial dessa assintotica de primeira ordem.

3.1.2 Correcao no contorno e dos curtos efeitos do tempo

Como mencionado acima, a solucio assintética de primeira ordem uM), em geral,

nao satisfaz exatamente as condigoes de contorno e inicial da solugao exata u®. Especifica-
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mente, hd um erro de ordem € no contorno e valor inicial de u!), ou seja,

8u0
e . #0=u(0,z,y) #0
e
~ ~ 8u0
u(t,0,0) = (M(0) = (W) 52| #0.
x=0

~ ~ 8U0
wte, 1) = (M) - (M) 2 #0.

ox | _

xr=¢&
Teoricamente, o uso da funcao de corte  utilizada em [38] para obter a proximi-
dade é 1til, porém, do ponto de vista pratico ndo. A questao é: que fungao poderia ser? [67]
apresenta uma abordagem que inclui um corretor de ordem € na prova da proximidade entre a
solucoes exata e assintética, uma vez que a diferenca nao satisfazia a condigao homogénea no
contorno. E um processo similar ao que realizado anteriormente, com a fun¢ao corte, porém

este corretor é solucao de um problema determinado para o processo. Mais precisamente,
o0

inclui-se o termo g e'u;®(z) ! na série assintdtica (3.2), onde u° é solugao do problema

i=1
e (0(0) %) =

. x
ulon = — u; (t,x, — )
e/ loa

Portanto os termos da série de ordem maior ou igual a € irao se anular no contorno. Observe

que u;“(x) depende de €, mas nao é uma fungao de (z, z/¢), peridédica com relagao ao segundo

argumento.

Outro ponto importante ¢é a definicao da condicao inicial para o termo de ordem
e da e.a. uM). Teoricamente, a imprecisdo desta condicio nao impossibilita a obtencao dos
resultados de proximidade desejados. Porém, quando construida a e.a., para ter precisao na
condigao inicial, é necessdria uma corre¢ao em u;. [8] apresenta uma abordagem que corrige

, - t
o termo u'") através de uma funcdo em duas escalas no tempo eut (t,7,z,y) 2, 7 = -, para

3
¢ = €%, chamando de corregao dos curtos efeitos do tempo. A funcao u§ pode ser definida de
ou
forma separavel, assim como para u; = N; (y)a—o. De fato, assumindo
x
aUO
et *
ui (t,7,x,y) = N T)—
1(777y) 1(:%)@13’

sobrescrito ¢ indica do termo que corrige o contorno
2sobrescrito et indica do termo que corrige o curto efeito do tempo
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se deduz que Ny é solugao do seguinte problema
Ny Ny
o - — 2 Cl(y) 0 ! = 07
or oy dy
Ni(y,0) = =Ni(y),

N7, 1 — periddica.
Naturalmente, isso implica que u; + uf’ = 0 em ¢ = 0, logo 7 = 0, como desejado.

O objetivo aqui é usar as duas abordagens para obter um unico corretor com
ambas finalidades, as corregoes do contorno e dos curtos efeitos do tempo. E ainda, estender
para o caso em que os coeficientes sao descontinuos. Para isso, se define a e.a. da solucao

exata u® como
x t x x
ug’o)(t, x,e) =ug(t, z) + euy (t, x, —) + euj (t, x, =, —) + 2u, (t, x, —)
€ £ e €
Ty, 5 = 627

t
—|—€2u§ 15,:16,,—,E +
£ e

onde u}, i > 1 sao funcoes infinitamente diferencidveis, e-periédicas na variavel x e 1-

(3.67)

periédicas em y, e ainda, solugoes da equacgao

ouf 0 T\ Ouj\
o 0w ( ) ax> =0 (3.68)

Substituindo a série (3.67) truncada até o termo de O(g?) na equagao (3.6) obtém-se a

seguinte sequéncia recorrente de equagoes

ou
1. * 1 _
9 . _»Cywuo - ‘nyul - ‘nyul + or - 0’

au 8u*

e =2 — Lozuo — Layur — Loyui — Lyguy — Lygui + 2 — = Lyyuz — Lyyus =0,
at 67—
ou ouy

51 : (9251 + (9_251 B Ex:(,‘ul - Exxui - EnyZ - Exyu; - nyUQ o ,ny'LL; =0.

Do primeiro problema (¢71) conclui-se que u} deve satisfazer a equagao

9wt =0, em |0, T[xQ\ T x ¥ \ Tox]0, 7T,

1 p—
or v
e que similarmente a wuy, ao propor

. . ou
U1<t,7',l’,y) = Nl (7-7 y)a_xo
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se desacopla uma equacao local

ON{ 0 ON{
or oy (a(y) dy

):mremTLer\m.

Para deduzir as condigoes que N devera satisfazer, considere

0u0

u(t,z,y) +ui(t, 7,2, y) = (Niy) + Ni(1,9)) 5.

O objetivo é que u} + u; se anule no contorno 0€2 e no tempo inicial t = 0. Para isso, as

seguintes condi¢oes devem ser satisfeitas:

e Condicoes de contorno e inicial

uilog = —wilon = Ni(r,0) = Ni(r,1) = (V,),
u’{(O,x,O,y) = —U1(O,£L',y) = Nf(07y) = _N1<y>7

e Condigoes de contato

[[UT + UIHF,FO =0 = [[Nl*]]l"o = 07
dug  Ouy  Ouj ) ﬂ |l ONy ﬂ
+ -0 = —0.
|[(I(y) (ax ay ay I a(y) ay ro

Logo o problema que fornece a correcao uj é:

(ONy 0 [ ON;\
87’ a—y (a(y) 8y ) = 0, T E]O,T[, Yy - Y \ Fo,
[[NI*HFO =0,
8Aqﬂ

a =0, (3.69)
%]
Ni(7,0) = Ni(7,1) = (N1), 7 €]0, 1],
Nik((),y) = _Nl(y)a Yy ey \ F0-

Caso fosse de interesse obter u}, deve-se propor

82’&0

U;(t,7,$,y) = NQ*(Ta y)W

Da segunda equagao recorrente (¢°), se obtém que

a *
-—LxMQ-—Zqu{+-?%%-—1@yu;::o, (3.70)
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pois o restante dos termos ¢ zero pelo desenvolvimento do MHA. A partir da equagao (3.70),
condigoes de contorno e inicial nulas para uj + uy e condigoes de contato perfeito, se deduz

o seguinte problema para N;:

( ON; 0 ON;\ ON; 2 .
5 oy (a(y) o ) =a(y) =+ + = (aly)N{ (r,y)), 7 €]0,T], y € Y \ T,

dy Oy
[[NQ*]]FO 207 T E]O7T[)
aN;ﬂ
a =0, 7 €]0,T],
H(y) |, 10, T
N2*<T’ O) = N2*<7-7 1) = <N2>7 T E]O,T[,
N2*<07y) - _N2<y)7 Yy e Y\FO

Finalmente, se construiu uma aproximacao da solucao exata através da as-
sintotica
2 * 2/, %
u® =g+ e(uf +up) + e(uj + ug),

que satisfaz todas as condigoes do problemas original. Esse processo de corregao, que foi
realizado, é feito de forma andloga para o caso com coeficientes continuamente diferencidveis.
Observe que corrigir uma expansao de maior ordem se tornaria mais complexo do ponto de

vista numérico, sendo assim, serd dedicada atencao na correcao da aproximacao ou s.a.f. de

. . .. . 1
primeira ordem. Para atacar analiticamente ou numericamente os problemas, para obter u((; ),

devem-se resolver (3.45), (3.48), (3.53) e (3.69), respectivamente. Na subse¢ao seguinte, serd

1)

demonstrado que essa assintotica de primeira ordem corrigida u£ ¢ uma boa aproximacao

da exata.

3.1.3 Proximidade

: e _ @) : : )
Para estimar |[u® — ue’|| L2 (0.1 (@) consideram-se dois problemas: o problema

original (3.6), (3.8)-(3.11) e sobre o mesmo problema supondo u) como solucdo. Assim,
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reescrevendo este problema na forma operacional, configura-se o seguinte problema P;

[ Mewr = f(t,2), ¢ €]0,T], z € Q\ T,

[u]r =0, t €]0,T1,
ou’
P - |[a5(:v) ﬂ —0, t €0, 7],
! oz || ¢
us(t,0) =us(t,1) =0, t €]0,T],

us(0,z) = g(x), x € Q,

\

. 1
e da mesma maneira para u((; ), o problema P, como

Meul) = f(t,2) — F(t,z,¢), t €)0,T], z € Q\ T,
[[ugl)]]f‘ - Oa t €]O7T[a

(1)
Py : uaﬁ(x)a%ﬂ — 0, t €0, 7],
r

Ox
ul(t,0,6) = ul(t,1,¢) = 0, t €]0, T,
\ w0, 2,¢) = g(z), € Q,

, ~ . . . 1 ~
em que F(t,z,¢e) é a funcdo que descreve o erro incorrido ao considerar u) como solucao de

(3.6), (3.8)-(3.11).

Subtraindo Py de Py, obtém-se o problema Ps:
( Me(uf —uf) = F(t,z,e), t €]0,T[, 2 € Q\ T,
Hua - U’gl)]]l—‘ = 07 t G]O,T[,

e
uae(x)Mm —0, t €0, 7],

Py : Ox (3.71)
W (t,0) —ulM(t,0,e) = 0, t €]0,T],
us(t, 1) — ugl)(t, l,e) =0,t€]0, T,
| v (0, %) — ulM(0,2,6) =0, z € Q.
Aplicando a estimativa (3.14) ao problema (3.71), obtém-se:
||us — ugl) HL?(O,T;H&(Q)) S C (||F||L2(07T;H—1(Q))) (372)

. . . 1)
sendo ¢ > 0 uma constante, independente do parametro €. Logo, para estimar u® — ug) é

preciso obter uma expressao para F'(t,z,¢) a partir de Myl — f(t, x) considerando (3.68),
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de onde resulta

0 ou
e, (1) _ - =2 0
M Uy, f a <U0+€N1 < > 837)

(1O (erm () 5)) -+

R dN L .
Considerando @ = a(y) + a(y)d—1 de (3.49), se obtém apds aplicacao da regra da cadeia que

Y
ou 0%*u Pu
Meul) = f(t.z) = 52+ eNily) 5" —caly)Mily) 5
d d2U0 A82U0
I (a(y)N1(y)) proiallve i f(t,x). (3.73)

Por outro lado, considere a equacao (3.18). Ao admitir inicialmente que a solugao

assintética é u((;l), é evidente que uy + uj serd nulo. Logo, de (3.18)

o= B ) o) & () s

e o () (s (505

0 0
- (a(y)%) — f(t,2),
0 d 0 dN; 0? 5?2
= % - d—y(a(y)Nl(y)) 8;”620 — a(y)d—y1 0520 —a(y) 8;620 — f(t,x),
d 62U0
= —d—y(a(y)Nl(y)) R (3.74)

Substituindo (3.52) e (3.74) em (3.73):

0%u Bu
g, (1) _ — Z Z70
M u’c f(tv l') - ENl(y) ataw Ea(y)Nl(y> 8.1'3 )
ou seja, o termo de erro F' é definido por
82U0 83U0

F(t,x,e) = —eNy1(y)

Lembrando de (2.10), segue que

P o < [ [ [( %;‘;)Z(Nl(y)%ﬂ ddr. (375
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Pela regularidade? da solugao do problema homogeneizado (3.53) tem-se que
up(t,-) € C*(Q), para todo t € [0,7] e que up(-, ) € C([0,T]) para todo z € Q, logo pelo
Teorema de Weierstrass [57] existem constantes A, Ay > 0 tais que

82u0
Ox?

8U0

<A1€

< A,.

Adotando A = max{A;, Ay} obtém-se

(am 5] + (MwFe) < 2 (N + %P
— AN )al) + 1) (3.70

Assim, avaliando (3.76) em (3.75) resulta que

VF a0z ey < €2A°T / N2(y)(aly) + 1)°de. (3.77)

Agora, pela regularidade da solugao do problema local (3.45) e a hip6tese (3.12),
tem-se Vg <E> e C ([0,6_1}), e portanto, novamente pelo Teorema de Weierstrass, que
€
existem Bj, B, > 0 tais que, para todo x € [O, 6_1], tem-se

m@l<n (O] <mes

Considerando B = max{By, By, 1}, segue de (3.77) que

HFHLQ(O,T;H—l(Q)) S 8214\/ T|Q’B2 (378)

Logo de (3.72) e (3.78) segue que

€

[[u® = u:(:l)HL?(o,T;Hé(Q)) = 0(e), (3.79)

. 1 ~ P ~ e -
ou seja, ug ) é uma solucao assintotica formal, uma expansao assintética da solucao exata, e

ainda, estd e-préxima dela. De modo andlogo é possivel deduzir que a solucao assintética de

primeira ordem corrigida estd e-préxima da solucao homogeneizada, isto ¢,

Hugl) — UOHLZ(QT;H&(Q)) = 0(5) (3.80)

2 Regularidade: grau de diferenciabilidade da funcao.
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Assim, de (3.79) e (3.80), com o uso da desigualdade de Minkowski (2.7), segue que

[Ju® — UOHLZ(O,T;H(%(Q)) = ot —u +u) - uOHL2(07T%H3(Q))
1 1
<l = u o) + 14”0l 2o.7,mycen)
= 0(e) +0(e),

ou seja,

||ua — UUHL2<O,T;H3(Q)) = O(E)

Com este resultado, se justifica o processo de homogeneizagao realizado através
do MHA, isto é, o meio homogenéneo é equivalente ao micro-heterogéneo e o problema
homogeneizado obtido descreve de fato o comportamento efetivo desse meio. Além disso,
mostra que a solu¢ao homogeneizada também é uma boa aproximagcao da solucao exata. Para
fins de desenvolvimento tedrico, o erro na condicdo inicial em u™") néo originaria nenhuma

dificuldade na dedugao da proximidade.

Na proxima secao é apresentada uma segunda técnica de homogeneizacao que
contempla, tanto o desenvolvimento da homogeneizacao, isto é, obtencao do comportamento
efetivo ou limite, quando ¢ — 0, quanto a justificativa matematica do método, ou como
declarado aqui, a proximidade das solugoes exata e homogeneizada. No contexto do seguinte
método, chamado de Convergéncia em Duas Escalas, a justificativa matematica do processo

de homogeneizagao denomina-se resultado de corretor [19].

3.2 Meétodo de Convergéncia em Duas Escalas - MCDE

Em 1989, Nguetseng [71] apresenta um novo conceito relacionado a teoria de
homogeneizacao, sendo ele o pilar para o chamado Método de Convergéncia em Duas Escalas
desenvolvido por Allaire [3] em 1992. Para ser mais exato, Nguetseng desenvolveu o estudo

da convergéncia, quando € — 0, de funcionais do tipo

/RN u® (x)y (a:, g) dx
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associado a uma funcio dada u® € L?(RY) com suporte em um conjunto compacto fixo,
onde 7 sdo funcoes teste continuas em RN x RY e periédica em y = % Allaire, entao,
seguindo as ideias de Nguetseng, ainda para funcoes u® limitadas em L?, define convergéncia
em duas escalas, estabelece um teorema de tipo corretor [19], estende a classe de fungoes teste
admissiveis, e ainda, prova que o método ¢é aplicavel a problemas de homogeneizacao linear
e nao linear. Allaire ainda, estende a teoria para problemas envolvendo multiplas escalas em
[5]. No mesmo ano, Holmbom [49] estende o conceito de convergéncia em duas escalas, agora
para u° limitadas em L e realiza uma generalizacao adicional do MCDE que é baseado em
classes de fungoes teste nao periddicas. Porém, neste trabalho, usaremos a definicao original
de convergéncia em duas escalas, baseada nas fungoes teste peridédicas. A definicao original

segue para {2 C R:

Definicao 31. Uma sequéncia u® € LP(]0,T[xQY), p €]1,00] € dita convergente em duas

escalas para um limite uo(t x,y) € Lp(]O T[xQ xY) se
}:ILHO/ / (t,z)¢ d:Bdt / //uo (t,z,y)p(t, z,y)dydrdt (3.81)
para qualquer ¢(t,x,y) € D(]O,T[XQ; CF(Y)). Ocasionalmente, escreveremos (3.81) como
w25 ug € LP(]0, T[xQ x V).

Observacao 3. A seguir, o espaco de fungoes teste que nos permitem obter o limite em duas

escalas (3.81) serd melhor caracterizado.

Em suma, o objetivo principal do MCDE é passar o limite, quando ¢ — 0, na

formulagao variacional do problema (3.6), (3.8)-(3.11), isto é, o limite de

/ /{ “(t,x —+ ( )%Z; gi (t,m)gb(t,m)} dxdt—/ﬂg(x)qs(o,x)dx:Q (3.82)

para ¢(t,z) € D(]0,T[xQ), ¢lag = 0 e ¢(T,z) = 0. Contudo, para isso, o ponto inicial é

€

garantir a existéncia de u® limitada, para a qual existe e é limitada, que resolve (3.82).

Isso permite a aplicagao do seguinte teorema de compacidade:

Teorema 20. Assuma que a sequéncia {u®(t,x)} € limitada em LP(]0,T[x), |1,00] e que

B € um subespago separdvel de L(]0, T[x2 X Y') tal que, para qualquer ¢(t,x,y) € B,

i 6 (12, 2)
e—0 £

L0 = H¢(t7$ay)HLfl(}oj[XQXy) (3.83)
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< Cllot, 2, y)lp - (3.84)

Li(0,T[xQ)

Jo (1. 2)]

Entao, pode-se extrair uma subsequéncia convergente para uo(t, z,y) € LP(]0, T[xQ X Y) que

satisfaz (3.81) para todo ¢ € B.

Demonstragao. [50]. |

Definicao 32. Diz-se que ¢ € L]0, T[xQ x Y), q € [1,00], € uma fun¢ao teste admissivel
se ela cumpre com (3.83) e (3.84).

Observagdo 4. Exemplos importantes de funcoes teste admissiveis sao L2(]0, T[xQ; Cx(Y)),

LY, C([0,T] x 0)) e C([0.7] x B Cy(Y)).
3.2.1 Formalismo matematico do MCDE

Considere o problema original (3.6), (3.8)-(3.11), com as mesmas hipdteses sobre
a fonte f, condigao inicial g e o coeficiente a®. Sabe-se, pela estimativa (3.14), que o problema

(3.13) admite uma tnica solugao u® no espago L*(0,T; H}(Q)) e satisfaz a estimativa

llus (¢, I)HLQ(O,T;H&(Q)) < c([lg(@) 2@ + 1t @) 2201501 2)) » (3.85)

para ¢ > 0 independente de €. Logo segue da norma (3.85) que

‘ ou’

ox
A partir dessas estimativas, para u® e

< c(llg@) 2 + 11 F (& @) |2 0.mm-1(02))) -
L2(]0,T[x9)

£

em L% (]0,T[x9) e do Teorema 20, existe uma

subsequéncia u®* convergente em duas escalas para um certo ug € L*(]0,T[xQ X Y), assim
Ousk
ox
L2(]0, T[xQxY). Isto é, pela Definicao 31, para toda funcao ¢(t, z,y) € D(]0, T[xQ; CF(Y))

como existe uma subsequéncia de convergente em duas escalas para um certo v €

tem-se

T T
lim/ /ue’“(t,x)qb (t,x, £) dxdt—/ //uo(t,x,y)qﬁ(t,x,y)dydxdt (3.86)
=0 Jo  Jo €k o Jaly

1 b ou ) dad ' dydxd 3.87
i t? y t = t?u t77 t .
6;gn0/0/gzax¢<x€k):c /O/Q/Yv(xy)qb(fcy)y:c (3.87)
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A equagao (3.86), a principio, nao fornece informagoes, ao contrario da equagao

(3.87). Observe que ao integrar por partes em x o lado esquerdo de (3.87) se obtém

Er / / 0u™ ( )dxdt / / bt 2) <5k%+g—(§) dudt. (3.88)

Assim, quando g, — 0, (3.88) converge para

_ /0 ! /Q /Y uo(t,x,y)g—jdydxdt. (3.89)

Ao integrar por partes (3.89) com relagao a y se obtém

0_/ //—gbtxydydxdt Vo € D(]0, T[x;CF(Y)).

0
Supondo que ug # 0, tem-se que % = 0. Perante isto, conclui-se que ug(t, z,y) = ug(t, ).
Y
Agora, para ug independente de y, (3.89) é zero pela periodicidade de ¢. Da equagao (3.87)

tem-se

lim//aUk ( ,i)dxdt: —lim// H(t )= (t:l: )dxdt
er—0 Ek. er—0 a:[}

pela integral por partes

_ /0 ' /Q /Y (b, y)b(E, 2, y)dydadt, (3.90)

pelo limite em duas escalas

T
= — [ [ [ w05y,
0o JaJy r

pelo limite em duas escalas da primeira linha

_ / //—gbta;ydydxdt (3.91)

pela integral por partes da terceira linha.

Portanto, pela igualdade de (3.90) e (3.91) segue

/ //( (t,2,y) — % )¢(t,x,y)dydxdt:0. (3.92)

0
A aplicagao do Lema 3 [50] em (3.92) para N =1, p =2 e F(y) = v(t,z,y) — # implica
x

que existe uma tnica fungao uy € L*(]0, T[xQ; Hy(Y)/R), tal que

Ouy
dy

8u0
:V(t,l',y)__ = ’y(tal‘ay):

Jug  Ouy
ox +

Or Oy
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Logo, obtém-se o seguinte limite em duas escalas para a subsequéncia da derivada

lim / / ou ( )dmdt / / / (%+%) (L, x, y)dydadt.

Lema 3. Seja F € [LE (Y)Y, p > 2, e assuma que / F - @dy = 0 para todo ¢ € [CF (Y)Y

Y
com divergéncia nula. Entdo existe uma unica u € W#p(Y)/R tal que Vu = F

Em suma, até agora, pelo MCDE se verificou que

k(L z) =5 uo(t, z) € L2(]0, T[x ) (3.93)
(§]
8U€k 2¢e 6u0 0u1 2
o B 3y € L*(]0,T[xQ xY). (3.94)
E ainda,

*k(t,x) — ug(t, ) fracamente em L* (0,T; Hy ()

pelo Teorema 11. De fato, considerando ¢ (t, x, z) = ¢(t, ) na Defini¢ao 31, se obtém que
€

utk — / uo(t, z,y)dy = up(t, ), quando e — 0,
Y

ou seja, a convergéncia em duas escalas coincide com a convergeéncia fraca perante essa escolha

da fungao teste.

Agora, como serd o limite da equacdo de (3.6) quando g — 0?7 Obtido o
problema limite, serd uy sua tnica solucao? E ainda, a solucao deste problema ira satisfazer

as mesmas condigoes do problema (3.6), (3.8)-(3.11)7

Conhecida a estimativa (3.14), conclui-se que a sequéncia de solugoes {u®} €
L>(0,T; L*(Q)) N W, é limitada. Logo, ao aplicar o Teorema 20, se garante a existéncia de
uma subsequéncia, de modo que, (3.93) e (3.94) sao vélidas. Em vista dos limites (3.93) e
(3.94), se espera que u°* tenha o seguinte comportamento ug(t, ) + e,y (t, x, é) . Interes-
sante esse comportamento, nao é mesmo? Ja que relembra a solucao assintética de primeira

ordem construida no MHA.

Em vista desse comportamento da solugao, para se obter a convergéncia de (3.82)

quando g, — 0, se propoe uma funcao teste ¢, com estrutura similar a de u®*, definida por
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¢ = ¢ (t.7) = polt,x) + err (t —) em que ¢#(T,) = 0, po(t,2) € D (0.T[x9) ¢
k
e1(t,z,y) € D (]0,T[xQ; CF(Y)), que certamente pertence a W, logo da formulagao (3.82)

[ L) G o = oo 0
/ /ftx ©*(t, z)dx.

(3.95)

segue

L

Ao aplicar a regra da cadeia em (3.95) resulta

/ / E’“tx—dxdt—ek/ / t:c—d dt
/ /8“k G2 a dxdt+5k/ /auk 01 ot
8x ox

:/0 /Qf t,x) {900 t, ) + expr (t:cgﬂ d:r;dt—i—/gg(x) [gao(o,ngk%(o,x)] dr.
(3.96)

Deseja-se agora passar ¢ — 0 em (3.96), porém, é preciso garantir a con-
vergéncia de todos os termos. Para isso, serao aplicados os dois seguintes teoremas. Tais

resultados apresentam fungoes testes em diferentes espagos que satisfazem a Definigao 31.

Teorema 21. Seja {u®} uma sequéncia em LP(]0,T[xQ) que converge em duas escalas para

ug. Entdo

hm/ / (t,z)y t X, — dxdt / //uo (t,z,y)(t, x,y)dydxdt, (3.97)

para toda i € LY (Y;C(Q x [0,T]).

Demonstragdo. Fixe € LY, (Y;C([0,T] x Q)). Seja {4, } uma sequéncia em D (]0, T[xQ; CF(Y))

tal que ¥, = ¥ em L9(]0, T[xQ x Y). Assim, de (3.97) tem-se

g%/OT/QuE(t,x)w (t,x,g)dxdt - nli_r}réolg%/ / (t,z) x) brm (tx )]d:cdt

+ lim hm/ / (t,z) 1/)m , T >dxdt
m—o0 e—0
(3.98)
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Uma vez que u° converge em duas escalas para ug e 1, converge em L7 (]0,T[xQ xY) do

segundo termo de (3.98) é obtido que

T
lim lim/ /uf(t,x)wm (t,a:,g) drdt = lim / //uo (t,z,y)m (t, x,y) dydxdt
m—o00 €—0 0 Q £ m—o0

= ///uotxy (t,z,y) dydzdt.

Pela desigualdade de Hélder (2.6) e o fato da sequéncia {u®} ser limitada em
LP(]0, T[x2) (consequentemente, {u°} converge em duas escalas) se obtém do primeiro termo

de (3.98) que

ity [ o (10 7) o (0. e <
n%grg@lgr&c(/ /‘w tx— ¢m<tw )‘dmdt)

Note que ¢ — ¥, € L;Iéé (Y;C ([O,T] X ﬁ)), entao por aplicar o Teorema 20 e usando a

(3.99)

hipétese que ¥, — 1 € L1(]0, T[xQ x Y'), respectivamente, se obtém de (3.99) que
lim lim/ / (t,x) ) Um (t x, )} dxdt <
m—00 e—0 €
lim c(/ //W t,z,y) wm(t:vy)|dydxdt) = 0.
m—0o0

Portanto, segue a igualdade (3.97). |

Proposicio 10. Suponha que 6(t,2,y) = 61(t,2)éa(y), 61 € LP(0,T[xQ), 65 € LE(Y)

com1<s,r<oo,1<p<oo, e ainda,

Entao ¢ (t x, —) € LP(]0,T[xQ) e
x
6 (10 2) = au(t.o) [ aalwdy em L200.T(x0).
€ Y
Demonstragdo. Considere as fungoes ¢, € L*P(]0, T[x€2) e ¢po € L (Y), disso

61

or(o.rixe | @2l pery < 0o (3.100)
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O produto (3.100) pode ser reescrito da seguinte forma

1

H¢lHLSP(]O,T[XQ)H¢2HL;§(Y) = —T|Q||Y| H¢1HLSP(}O,T[XQXY)H¢2HL”’(]O,T[><Q><Y)- (3101)
. 1 .
Assumindo — + — = 1 se obtém que
s
1 1
sp 1™ D

Assim, pela desigualdade de Holder (2.6), estima-se de (3.101) que

1

Lo, rixx) | 02]| Lo, rixaxyy = |@102]| e qo,rixaxy) -

Considere uma ¢ que satisfaz (3.83). Logo, existe uma constante ¢, independente de ¢, tal
que
x
cl|p1(t, 2)P2(y) || Lrqo,ixxy) = chl(t,x)% <E>

isto é, ¢ € LP(]0,T[x2). Assim, pelo Teorema 13

LP(0,T[x)

qﬁ(tx— /(btxydy—(bltx /¢2 Ydy em LP(]0, T[xQ)
quando € — 0, para todo 1 < p < 0. [

Teorema 22. Seja {u®} uma sequéncia em LP (]0, T[x2) que converge em duas escalas para

ug. Entdo

T T
lim/ /ua(t,x)aﬁ (t,x,z> d:cdt:/ //uo(t,w,y)¢(t,x,y)dydxdt, (3.102)
=0Jo Ja € 0o JalJy

para toda ¢ na forma 6(t,x,y) = é1(t,2)6s(y), &1 € L0, T[xQ), ¢ € LIA(Y) com 1 <

1
5r<ooemque +——1

Demonstracao. Fixe ¢, ¢1 e ¢o. Seja {a,,} uma sequéncia em D(]0,T[x2) que converge
para ¢ € L*(]0,T[xQ) e {B,,} uma sequéncia em CF(Y) que converge para ¢, € LI/(Y).

Assim, segue que

hm/ / (t,z)¢ )dfﬁdt
7711_1){1)0 ll_I}I(l)/ / (t,x) x) — (8, 2) B (g)] dxdt (3.103)
—i-mll_{r;oll_rf(l)/ / (t, 2)am (t,x) B (g) dzdt.
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Uma vez que u® converge em duas escalas para ug € o, 3, converge para ¢ € L1(]0, T[xQxY),

se obtém que o segundo termo de (3.103) é

o T
n’lLLHéollE)r(l]/ / (t,x)am (t,x) B, (—) dxdt
:hm/ //uotxyamta:)ﬁm()dydxdt

m—r0o0

:/ //uota:y (t,z,y) dydxdt.

Pela desigualdade de Hélder (2.6), o fato de {u®} ser limitada em LP(]0,T[x€2)
e a desigualdade (2.4) se obtém que

' Qua(t,x) [(b <t,x, g) — Qp, (t, ) B (g)] da:dt‘

SC(/OT/g2‘¢(t’$’§) — Qp, (t, ) B (g))qdm’dt>;

<ot ([ [16ntn) - am @t for ()] lamtt o)l

Pela Proposicao 10 resulta de (3.104)

/OT/Qua(t,x) [cb (t,x, g) — Qy, (6, ) B, (gﬂ dmdt‘

< 2 ( / ' [ 16100:) = o () 02 0+ fant,2) 0 (5) = <y>|qczydxdt)

o (2) o () )

(3.104)

lim
e—0

Usando a desigualdade de Holder (2.6) junto com o fato de que «,,, — ¢ € L%(]0, T[xQ) e
Bm — g2 € LI/ (Y') resulta

Agréolli% /OT/QU‘E(t,x) [gb <t,x, g) — am (8, 7) B (g)] dxdt = 0,

e portanto, segue a igualdade (3.102). [

Uma vez que os termos

€k
lim a (2) Ou %dx < 00
Q €k

P or Oz

lim/ / tx—dxdt<oo
ep—0
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m (3.96), segue pelos Teoremas 21 e 22, quando €5 — 0, o limite de (3.96), isto é,

/ /uo (t,x) 8g00d dt+/ // 8u0 Ous 920 + o1 dydxdt
8y ox dy

:/ /f(t,x)gpg(t,a:)da:dt—l—/g(x)cpo((),x)dx. (3.105)
0o Jo Q

O proximo passo é verificar se a solugao dessa forma variacional limite satisfaz a mesma

condigao inicial (3.9).

Seja v(t,x) = ¢(x)p(t) a fungao teste na formulagao (3.82), onde ¢ € D(Q) e
@(t) € C°([0,T]) tal que (T) =0 e ¢(0) = 1. Logo, se obtém

// bt 7)o —dxdt—/ d:v+/ /a“% ( ) Z()dasdt

/ / f(t,z)p(x)p(t)dxdt.
Quando ¢ — 0, segue

/ / uo(t, 7)o —d:pdt /Q g(@)p(x)dz + / / / (6“0 aul)a(y) %gp(t)dydxdt
/ / F(t,2)p(2)p(t)drdt. (3.106)

Observe que a primeira integral da esquerda de (3.106)

/ /uo (t,z) SOd dt = / /6“0 dxdt+/0T% (/Quo(t,x)¢($)90(t)dx) dt
- / / Qo ) o(t)dadt — /Q wo(0, 2) () d (3.107)

Substituindo (3.107) em (3.106) resulta

/ /ftac dmdt+/ // <5u0 8”1)a(y)fl_i¢(t)dydxdt

:—/0 Q% (ZE)SD(t)dxdt—/Quo((),x)gb(;p)d;p_F g(I)qb(:E)dx

Implicando que

uo(0, ) = g().

Note que (3.105) é a forma variacional de um sistema de equagoes diferenciais

com solugoes {ug,u;}. Para desacoplar as equagbes que compoem o sistema, se escolhe
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primeiramente pg = 0 e, em seguida, ¢; = 0, gerando as seguintes formulacoes

8u0 aul 8(,01 .
/ / / ( o ) o dydzdt = 0 (3.108)
_/ /uo(t x —dxdt+/ // (3u0 s ) é)Soodydxdt
0 dy ) Ox

/ /f (t,x)po(t, x dxdt—i—/ g(x)po(0, z)dz. (3.109)

Ao propor us (t, z,y) = Ni(y )% em (3.108) e (3.109) se desacoplam as seguintes formulagoes

dN1> 8@1

a 1+ — ) —=—dy=0 3.110
Lot (1+52) % (3.110)
e homogeneizada

//uotm %d dt+/ // da“f)a%d dt
8:70 ox

:/O /Qf(t,x)gpo(t7g:)dajdt+/Qg(:v)gpo((),aj)da:. (3.111)

local

Tais formulages variacionais (3.110)-(3.111) representam tanto os problemas
com coeficientes continuamente diferenciaveis, como os com coeficientes continuamente dife-
renciaveis por partes. Ambas consideram as condicoes do tipo Dirichlet nula e de continui-
dades. Conclui-se, neste sentido, que esse desenvolvimento feito no MCDE é mais geral do
apresentado no MHA. Além disso, observe a partir das formulagoes (3.110) e (3.111) que o

coeficiente efetivo da formula¢do homogeneizada (3.111) é dado por

a= <a(y) (1+ dd—]\;>> (3.112)

constante. Disso, se conclui que a formulagao homogeneizada (3.111) tem uma tnica solugao,
portanto, nao apenas uma subsequéncia {u°*}, senao todas as subsequéncias de {u°} conver-

gem para o mesmo limite uqg.

Fazendo uma comparacao com o MHA, se observa que os problemas que for-
necem vy e N, consequentemente u;, deduzidos das formulagoes (3.111) - (3.110) sao os
mesmos obtidos pelo MHA. Além disso, é possivel afirmar que as relagoes (3.48) e (3.112)

sao equivalentes:
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Proposigao 11. Sejam u® € L>(]0, T[; L*(2)) "W, solucdo de (3.6), (3.8)-(3.11), u'V) uma

e.a. de u®, com ug solu¢ao do problema homogeneizado (3.53). Entao, tem-se

@) = o (1+ 5.

em que Ny € a solug¢ao do problema local (3.45) com (Ny1) =0, tal que

vl
Ni(y) = (a Ny _1/ —ds—y+C
1( ) < ( )> o CL<S)
onde C' é a constante para a qual (Ny) = 0.
Demonstragao. A partir de (3.45), se tem
dN
aly) g, +aly) = Co, Vy €Y,

onde 'y é uma constante a determinar por pela média, isto é,

<@(y)dd—]\;1 + a(y)> = Co.

Assim

Ni(y) Zco/yL

ds—y+C, YyeY
o a(s)

(3.113)

(3.114)

(3.115)

onde C' também é uma constante a determinar. Por outro lado, a condigao de periodicidade,

também fornece o valor de Cp, isto é,

M@—M@z%%}%@—bﬂ

tal que Cy = (a~1(y)) ™}, e assim, a solugao N; de (3.45) é dada por (3.114), e C' determinada

pela condigao (N;) = 0. Entao (3.113) é satisfeita.

Observagao 5. A diferenca entre essas relagoes é que a obtida por MHA, a constante Cj é for-

necida pela condicao de periodicidade, enquanto, a fornecida pela média contém informacao

do comportamento local. Isso s6 ocorre no caso unidimensional. Em problemas multidimen-

sionais, as relagoes obtidas para o coeficiente efetivo, em ambos os métodos sao idénticas, e

portanto, a forma de calcular é a mesma, através de (3.115).
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3.2.2 Resultado de Corretor

Na abordagem tradicional, a justificativa matematica do processo de homoge-
neizacao ¢é realizada através da estimativa do erro entre as solucoes exata u® e homogenei-

zada ug. Pelo Teorema 11 a sequéncia de solugoes de (3.13) converge fracamente para ug

ou’ ou ou
em L?(0,T; H}(Q)) e a sequéncia de 5 converge para —- + —, onde (up,uy) € a
x

ox oy
tinica solugao em L* (0,75 H}(2)) x L? (0, T[xQ; H}(Q2)/R) da formulagdo limite (3.105).

Como a inclusdo de L?(0,T; H} () é compacta em L? (]0, T[x(2), temos que u® converge
fortemente para uy em L? (|0, T[x€). Para a derivada segue a convergéncia fraca para %
em L?(]0,T[x(). Para melhorar essa convergéncia deve-se adicionar um termo corretor 6°
que corrige as rapidas oscilagoes de u® — ug. Em vista dos resultados obtidos no MCDE se

espera que u° tenha o comportamento ug + cuy. Disso, portanto, uma escolha natural para

o corretor ¢ 6° = euy € L*(]0, T[x), que implicard na convergéncia

ou® _ 8u0 _ (9u1 0
ox ox oy

em L? (]0,T[x), quando € — 0. A estimativa ou convergéncia do erro na literatura, muitas
vezes ¢ denominado de “resultado de corretor”. Para mais detalhes sobre corretores, sugere-se

a consulta de [19]. Uma vez que ja se sabe que

?L% [[u® = u0||L2(]0,T[><Q) =0, (3.116)
basta, portanto, provar o limite
1>
limg || 2 _ Q0 _ O = 0. (3.117)
0| 9z Oz Y || 12q0,71x0)
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Do cardter limitado de a(y) definido em (3.12), se deduz que

2 2
< / / < ) <8u 3u0 B 8u1) drdt
L2(]0,T[xQ) Ay
B /T/ (f ous ou®
N Qa 15 6.17 a[[‘
T
—2 / / <8u° + 8u1) dzdt
0o Ja dy
T 8u0 8U1 3u0 ou
a + dxdt
[ LG 5) (G5 o
T a £
= /0 /Qat d:cdt—i—/ /fta: dxdt
T 8u0 8u1)
-2 a dxdt
/0 /Q <8x dy
T 8U0 8U1 8%0 aul
+/0 /Qa< )((% + ay) (ax + 8y>dazdt.
aUO 8u1
B oy

2
/ /—uotxdxdt+/ /ftxuotxdxdt
L2(]0,T[xQ)
8u0 8%1 8u0 aul
/ // ( 8y> (81: + ay)dydxdt.

Portanto, usando (3.105) segue o limite (3.117).

ou® B Oug 8u1
ox ox oy

@

_|_

Assim, considerando a admissibilidade da a(y) ( ), quando € — 0, segue que

ou® B Jug B Oouq
ox ox dy

o lim
e—0

O resultado (3.116) é equivalente & estimativa de proximidade (3.1.3), quando
e — 0, e ainda, ¢é interpretado da mesma forma. Isto é, como a justicativa matematica do

processo de homogeneizacao.
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4 HOMOGENIZACAO DA EQUACAO DE
DIFUSAO NAO LINEAR

Neste capitulo, buscam-se garantir a existéncia e unicidade do problema de di-
fusao (1.17) unidimensional com fluxo nao linear. As condigbes para o fluxo geral o serdo
definidas de modo que exista uma unica solucao para o problema nao linear. Ainda, neste
capitulo, se apresentam os processos de homogeneizacao por MHA e MCDE; prova-se no MHA
o lema que garante a existéncia e unicidade do problema local desacoplado; demonstra-se (sob
as perspectivas do MHA e MCDE) que o fluxo efetivo deduzido preserva as propriedades do
fluxo original que combinado ao lema do problema local implicard na existéncia e unicidade
da solucao homogeneizada; apresenta-se a abordagem nao linear de correcao no contorno e
curtos efeitos do tempo para assintotica de primeira ordem; através dessa assintotica corri-
gida estima-se a proximidade entre as solucoes exata e homogeneizada; por fim, na secao do

MCDE o resultado de corretor é demonstrado.

4.1 Existéncia e Unicidade

O objetivo nesta segdo é encontrar para cada ¢ fixado, a solugao u® = u®(t, x)

do problema (equivalente aquele com condigoes de contato perfeito)

ous 0 ( r . Ouf
y Uy —, Uy 5

ot oz’ " Ox
u(t,x) =0, te€l0,T], =ed, (4.1)

u?(0,2) = g(z), x € Q,

):f(t,a:), t€]0,T[, »€Q\T,

no espago W),

0
Wp:{u|u€Lp(O,T;V), a—zELq(O,T;V’)}, (4.2)
com relagao a norma
full, = llzsarr + | 5
Ullw, = [|U||Lr(0,T;V) A )
ot La(0,1T;V")

onde a derivada no tempo (4.2) se entende no sentido generalizado, Q@ C R, I" C 2 é um con-

junto de pontos de descontinuidade de primeira espécie, 0 < T < oo, a fonte/sumidouro
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f € LY0,T;W~19(Q)) e o estado inicial g(z) € L3*(2) sao informagoes dadas. A es-
colha da condigao inicial neste espago implica que u € C([0,T],H) devido a inclusao

W, C C([0,T]; H) quando 2 < p < oo. Isto implica, em particular que

lim [0 2@y = llgll 2@, Ve. (4.3)

As informacoes do termo de fluxo geral aqui considerado, foram extraidas do
artigo [115] e adaptadas. De um modo antecipado afirma-se que a familia de problemas (4.1)
tem solugoes uniformemente limitadas e inicas em L>(0,7; L*(2))NW,, W, = {u|u € LP(0,T; W, 7(Q))

se para ¢ fixado, o satisfaz as seguintes hipdteses da classe Sy y definida abaixo:

Definicao 33. Seja 2 < p < 0o. Denota-se por Syy = Sgy(c1,¢2,¢3), ¢; >0, i ={1,2,3},
a classe de fungoes

c:[0,T]xQxY xRxR =R

tais que

i) para quase todo x € Q et €]0,T], todo & e € R fizxos, a fun¢io y —
o(t,x,y,¥,&) (denotado por o(t,x,-,1,€)), de Y para R, é mensurdvel e 1-

periodica.
i) o(--,y,10, &) € continua para quase todo y €Y e quaisquer v, § € R.
iii) o(t,x,y,-,-) € continua para quase todo t €]0,T[, r € Q ey €Y.
i) o(t,x,y,1,0) =0.

v) existe uma constante c; > 0 tal que |o(t, z,y,1,&)| < cr(1+ [P~ +[£]P7) para

quase todo t €]0,T[, x € Q ey €Y, e quaisquer » € R, £ € R.

vi) existe uma constante co > 0 tal que (o(t,z,y,v1,&) —o(t,x,y, 1, &)) (&1 —
&) > co|& — &|P para quase todo t €]0,T], x € Q ey €Y, e quaisquer ¢ € R,

&1, & €R, & # &.

vii) existe uma constante cg > 0 e um mddulo de continuidade v : Ry — R, tais que

|‘7(t17$17y>¢17§1) - 0(t27x2ay7¢27§2)| S V(|t1 - t2| + |l’1 - I'2| + |¢1 - ¢2|)(]‘ +
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1P~ € [P+ [l 16 F eslr — ol (1 + ] + [&0] + o] + [€])7 7,
para todos (t1,21), (ta,22) € [0,T] x Q e (¢1,£1), (2, &) € R x R.

Observacao 6. Denota-se por v o mdédulo de continuidade, isto é, uma funcao continua nao
decrescente definida sobre R, tal que v(0) =0, v(r) > 0ser >0,ev(r) =1ser > 1. As
hipdteses acima possibilitam o estudo do comportamento assintético de u®, quando € — 0,
onde algumas desempenham papéis no processo de existéncia de solu¢ao do problema. O
item vi), significa que o é fortemente monétona com rela¢ao ao ultimo argumento. A partir

do item iv), o pode ser definido da seguinte forma: o = a(t, z,y, 1, £)E.

O problema (4.1) é equivalente a formulacao

( ou’ x . 0u\ d¢
o at ¢<I’)dl’+/ﬁg (t,l‘,g,u ,%) %dl‘
= / flt,2)p(x)dz, D'(0,T), Yo € WEP(), (4.4)
Q

\ u(0,2) = g(x), © € Q.

Para provar a existéncia e unicidade da solugao do problema (4.4), serd usado o

método de Faedo-Galerkin [40]. A prova é feita de acordo com os seguintes seis passos:

1. Constroem-se subespacos V™ com dimensdo finita m, de V, gerados por uma
base de m € N fungoes linearmente independentes v; € V', tal que, a sequéncia
{V(m)} converge para V quando m — oo. Isto é, aproxima-se o espaco V que

tem dimensao infinita, por um subespaco V™ de dimensao finita;

2. Para qualquer m € N formula-se uma aproximacao de (4.4) e mostra-se que ela

tem uma tinica solugao u,,;

3. Obtém-se estimativas em norma para u,,, independentes de m, isto é, vélidas

Vm;

4. Quando m — oo, prova-se que u,, converge num sentido para uma solugao

u e W, de (4.4);

5. Estabelecem-se estimativas para u;
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6. Prova-se a unicidade da solucao u;

Primeiro passo: Para se construir o espaco de dimensao finita V"™ precisa-se do seguinte

resultado:

1 1
Lema 4. Se s > 5 = N(———) +1 em que N = dim(Q2), 1 < p < oo, entio Hi(Q2) —

2 p
Wy ().

Demonstracao. [95]. |

Observagao 7. Para fins de desenvolvimento considera-se s* = min{n € Z | n > s}.

Assim, considere {v;(z)}i=1..,» uma base de V™ C HZ () = V, ortonormal

.....

em L%(Q) = H e ortogonal em H{ (). Denota-se por V™ o subespaco m-dimensional de
H{(Q), gerado por vy, ..., v, de modo que, V™ c Vit ¢ uye V@ = H(Q), onde a

linha sobreposta denota o fecho. Logo u,, € V™)
Introduz-se o operador projecdo P, : L?(Q2) — V™ c L2(Q) definido por

= (v,0)v;, Yo € L*(Q). (4.5)

=1

De resultados cldssicos relacionados ao espago de Hilbert [117], tem-se que
Pv(z) — v, fortemente em L*(Q2), quando m — oo, Yv € L*(Q),

e ainda,

1Bl eczz@pizzan <1,
em que L(L?(2), L*(©2)) denota o conjunto de aplicacdes lineares e limitadas de L?(2) para
L?*(Q), com norma (2.1).

A restricao de P,, para HS (),

Z (v, v;) vi, Yo € HS (),

i=1

pertence a £ (Hg (Q); Hy (Q)) e satisfaz

1Pl 2emg smsm ) < 1- (4.6)



De fato, pela norma de H§

|U|H6

segue para v(x) =

Z civi ()

1Pmo(@)]l;

Hy* ()

IA

IN

A desigualdade (4.6) segue de (4.7) em

Pv(z) = v(x) fortemente em Hy (Q), quando m — oo, Vv € Hj (Q).

Observe agora que P,, pode ser estendido para H~

Y

L2(Q)

Z

k=

d:zc’C

, com ¢; = (v,v;), e a ortogonalidade de v; em HS (£2) que

i d*P,,v 2
el I FRYE)
s* m dez 2
Z (v, i) drk
k=0 || i=1 L2(Q)
s* m dkl)z 2
Z (U’UZ) drk
k=0 i=1 L2(Q)
s* m dk ) 2
Z (v, U%)z d -
k=0 i=1 R D 2T(s)
s* oo dk ) 2
PIPWCENS Ew
dak
k=0 i=1 L3(Q)
s* dk'l} 2 ,
e L o) g )

(2.1). Além disso,

$°(Q) definindo

Z v, v;) v, Yo € H™ (),
=1

ainda para v; € H§ (). Deseja-se agora mostrar que

| Ponll -5 (@) r—5* () < 1.

87

(4.8)

(4.9)
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Para isso, observe que para qualquer ¢ € HJ (£2), tem-se

|(Pnv,q)| = (Z v, ;) Vs, q )

=1

g

< ||U||H—s*(s2)

s* (Q) .

Assim, por (2.3), obtém-se
[P0l - @) < lvll-5 (), (4.10)
e, portanto, segue (4.9).

Segundo passo: Sendo g(z) € L%(Q2), se considerar G,, = Pg(x) € V™ «— H(Q) —
L*(Q), a partir de (4.5) se obtém

Gm — g(z) fortemente em L*(Q), quando m — oo, Yv € L*(Q).
Introduz-se agora, para qualquer m € N, o problema aproximado de dimensao finita

(

Encontrar u,, = Z a;(t)v(z) € ngm) tal que

=1
O, aUm d¢
= [ stpoteyie, O.7), o € W@,
Q

um(0,2) = Gp(x), x € Q,

em que

P ot
A partir de (4.5) e a condicao inicial de (4.11), tem-se

Wi = {um|um e L7 (0, T; V™M) Ot ¢ 14 <0,T; [v<m>}’> } :

m

Zai(O)vi(x) = (0, 2) = Gu(z) = > (g,0:) v;, (4.12)

i=1
o que implica «;(0) = (g, v;). Isto é, ao multiplicar (4.12) por v; e integrar sobre €, assim,

pela ortonormalidade da base {vy,...,v,} as condi¢oes sao obtidas para cada [ fixo.
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Considerando ¢ = vi(z), a equagao de (4.11) se transforma em

Yo dos / 1)z + a (ia(t)vz ) / f(t x)on( (4.13)

=1

a (Z ai(t)vi(x),vk(a:)) = /Qa <t,az,‘zai(t)uz Zaz dw,) %d

Pela ortonormalidade da base {v;} em L?(Q2), i =1,...,m, de (4.13) se obtém

Ccom

um sistema de equacoes diferenciais ordinarias nao linear

do

ar = el (4.14)
a(0) = (ar(0))k=1,...m;
F(t,at)) = ( i f(t, z)v(x)de — a (Z ozi(t)vi(x),vk(x))> (4.15)
=1 k=1,...m

ozk(O):/Qg(x)vk(x)dx.

A existéncia e unicidade de (4.14) é garantida pelo teorema de Carathéodory
(Teorema 1.1, Capitulo 2 em [2]), isto é, é preciso garantir que (4.15) seja mensurdvel em
t para cada « fixado, continua em « para cada t fixado e que existe uma funcao M(t)

mensuravel, tal que

|F(t,a)| < M(t) em (t,a) € RCR x R™.

Antes de realizar essa verificacao, se define

A2 = —a (Z a;(t)vi(x), vk(x)> :

1. Mensurabilidade: O termo Al, evidentemente é mensuravel em t ja que f €
L2(0,T;W—14(Q)). O termo A2, para « fixo, é mensuravel em ¢ pelo item 1)

da Definigao 33. Logo F(t,«) para « fixo é mensuravel.
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2. Continuidade: Al para t fixo é constante, logo continuo em «. Para se garantir

a continuidade de A2 observe que para t fixo o funcional

o (t,x, o), @) WEP(Q) = Whe(9),

Ox Ox
que para u, € Wy (Q)
Uy, —> —%0 <t,aj,um, a;—;) W, P(Q) — R.

Considere as aplicagoes, para t fixo:

e T:R™ — R dada por T'(y) = Zyivi(x) = Um, Y= (Y1,---,Ym). Entdo T
¢ continua.

e Pelo item iii) da Defini¢ao 33, o(t, z,-,-) é continua para quase todo t e x.
Assim define-se ¢ : R™ — R por ¢(y) = —a(uy,, v). Disso, portanto, ¢ é
continua com respeito a y, uma vez que é composta de fungoes continuas.

De fato, ¢(y) = —a(T'(y), vx). Enfim, F' é continua em « para t fixo.

3. Dado um compacto B de R™, e como a(u,,,vx) é continua em «, existe

uma func¢do M, (t) tal que
|a(umavk)‘ < Ml@)a
além disso, pela desigualdade (2.3) se tem

/Q F(t 7)o (2)da

S ||fHW717q(Q)||Uk||W01»P(Q)
1 1
_ q - D
< quHW—l,Q(Q) + pHUk”WOI’p(Q)

Portanto,

[F'(t, )| < Mo+ My(t) + Ma(t) = M(2),
onde M (t) é mensuravel.
Logo, o sistema (4.14) satisfaz as condi¢oes do teorema de existencia de Ca-

rathéodory e portanto, existe uma tnica u,, € C([0,T]; V™), satisfazendo

(4.14).
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Terceiro passo: Prova-se agora que u,, satisfaz algumas estimativas. Para isto, multiplica-
se a k-ésima equagcao de (4.11), considerando ¢ = vg(z), por ag. Somando sobre k de 1 a m

obtém-se

ot

Reescrevendo (4.16), usando uma derivagao com relagao a varidvel ¢ na esquerda e aplicando

| Ftuntt a)de + aluntt,) un(t ) = [ ftajuntto)dn. (@10

a desigualdade (2.3) no lado direito, resulta

10

5 ellm 3y + @ (s ) < 176 2) o) o (417)

Pela desigualdade de Young (2.5), obtém-se na direta de (4.17) que
&)
1 (s ) lw @ ltm e ) < / Lf (s ) 1y 100 ;Hum“ivg,p(m- (4.18)

Integrando com relacdo a varidvel temporal de 0 a ¢, para t €]0,T], obtém-s apds substituir

(4.18) em (4.17) que

1 t 1
SllumllZz) + / (s 2) (s, 2) b5 < o -1

2
Ellum(t s rwie @y T 3 1Gm(@)L2e)

Agora, pelas condigoes iv) e vi) da Definigao 33, segue que

1 t
el + 2 |
0

ou, ||P

d
ox 5

Lr(Q)

: qc; Q/”Hf(t O Zao.rw-1.000)
;Hum(t o ratey T 3 1Gm@ 7@

Como esta relagao vale para todo ¢ €]0, T, entao vale

1 (p—1De
§||Um||%2(9) +

Hlans ooy < o LR L

G g

e disso segue

it 3w o 7220y + Tt 212, oy < € (PG Wiy + G (@) )
(4.19)
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1 2 a/p’ 9
pendente de m. Observe que a desigualdade (4.19) vale para quaisquer p e ¢ conjugados. Em

k 1 -1 1 1
onde ¢ = ]{;_2 para k; = min {—7 u} e ko = max{ }, ¢ uma constante inde-
p qcy

particular, para expoentes p = 2 = ¢ = 2 a desigualdade ainda ¢é vélida, e portanto, se deduz

1
[t || Lo 0,7 22(0)) + Hum<t7m)HLp(o,T;WOLP(Q)) < 2c2 (Hf(t ) || Lago,rsw-1a(0)) + HGm(x)HL?(Q)) .
(4.20)

. U,
Para estimar e observe que

ou 0 ou
-m _ - m _ (m)
T (x)dx /ana (t,x,um, o ) x)dr = /f (t,x)p(x), Vo € V

implica que
Oy, 0 O, B
W_Pm {8:{: (t,x,um,g)} _me(tax)>

com o operador P,, definido em (4.5). Assim, por (4.10), o fato de W19 < H~*" obtém-se

Logo, pela relagao (2.10) segue a estimativa
\ < g (e 52)
> 730\ LT, U,
La(0.T-H—+" () ox ox

by, 2
g 7‘/L‘7um7 ax

Além disso, a estimativa para ¢ pode ser obtida. De fato, a partir do item v)

)

IH) . (4.22)

q(p—1)>

Otim

ot

i

0
<
<c|;

La(0,T;H—* (Q)) La(0,T;W—14(Q)) '

Oy,

ot + I/, JU)HLq(o,T;W—l,q(Q)) 5

La(0,T;W —14(Q2))

+ D) oo rw-ray - (4:21)
La(J0,T[x)

IN

da Definigao 33 segue

O,
o (t7m7um7 U ) ‘ S C1 (1 + |u’m|p_1 +
oz
; Oy,
o Ty Uy, ——
T ox

Pela desigualdade (2.4) segue de (4.22) que

t.x,u 8u_m
g 77m7ax

Ou,,

ox

e assim
Oy,

Ox

q
< (1 4 [t [P+

7 Oy,

ox

|

< cq) (1 + [ 77D

Oy,

= cla) (14 funl + |
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e, portanto,
q

< (@) (14 lumll o)) (4.23)

' Ot
o 7‘T7um7 ax

com c(q) = {2 ' max {29711} e ¢*(q) = c(q) max {T'|Q)|,1}. Observe ainda, se considerar o

La(0,T[x€)

expoente p = 2 logo ¢ = 2, a desigualdade (4.23) é valida, logo se deduz

: Oum
g wxauma ax

Quarto passo: Obtidas as estimativas (4.20), (4.21) e (4.24), é possivel passar ao limite

* 1
S C (Q>2 (1 + HUmHLP(U,T;WOl’p(Q))> . (424)

La(J0,T[x )

quando m — oo em (4.11). De fato, pode-se extrair uma subsequéncia (denotada pelo indice
my), de modo que

. —wem L>(0,T; L*(2)),

U, — w em LP(0, T; W, (Q)),

4.
Oy, OU 190, T H (), (4.25)

U,

Ox
Com efeito, u, € W™, que esté contida em C([0,T]; L*(£2)), ou ainda, L'(0,T; L*(2)), com
dual [LY(0,T; L*(Q))]) = L>=(0,T; L*(Q)). Assim, j& que u,, ¢ limitada em L*>(0,T; L*(Q)),

p) ot
o <txum &> — pem L]0, T[xQ).
\

LY0,T; L*(Q)) é separdvel, pode-se dizer que existe uma subsequéncia u,,, que converge
fracamente® em L>°(0,T; L?(2)) [35]. As duas posteriores convergéncias seguem do fato que
Wy (Q) e H* (Q) serem reflexivos, isto é, como W, ?(Q) é reflexivo, o espaco LP(0, T'; Wy *(Q))
também é reflexivo, o mesmo vale para H~* (). Logo, pelo Teorema 11, garante-se a
existéncia de subsequéncias convergentes nos respectivos espacos, LP(0, T; Wy P(Q)) e LI(0, T;

H=(4)).

Agora, considere ¢ € D'(]0,T]) e ¢ € Wy (). Multiplique a equacio de (4.11),
para ¢ = vi(x), por / v(x)vg(x)dze(t) e some sobre k de 1 a m. Segue da integracao em ¢
0
sobre ]0, T que

[ [ otopantartrars [ atun o Bardi = [ [ 60000 Burtoyaads. (420

Fazendo m;, — oo, certamente todos os termos convergem para algum limite gracas as

convergeéncias (4.25) e (4.8), isto é, para

/ / dxdt+/ / (t,x)p dxdt / /ftx (x)dxdt.
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Deseja-se, agora, estudar a convergéncia de o, ou seja, determinar p. Conjectura-

se que p(t,x) = o ( t,x,u, . Para mostrar isso, se consideram \,, € D(]0, T[x(), tal que

gu
Ox
Am — A fortemente em LP(]0, T[x€2), quando m — oo, e 1b; € D(]0, T[x) tal que ©; — u

fortemente em LP(]0,T[x2) quando ¢ — oco. Considere também a diferenca

/ / (t v um,—)/\ dxdt—/ / (t T, )Admdt (4.27)
/ / { (t 2, U, 5;) (t z,u, a(;”‘x )] A, dadt (4.28)
/ /{ (t o, m) (t ww—x)} Amdzdt (4.29)
/ / (t v a/zz,a“_m>A dadt — / / (t 7% )/\dxdt (4.30)

Primeiro, serd analizado o limite de (4.28) quando m — oo. Pela condicao vii) da Defini¢ao

Gum aum
[ (t T, Uy, o ) —0 (t x,u, %)} )\mdxdt’
T
</ /u<|u—um|>
0 Ja

L+ |up [P+ Juf ™t +2

33 segue que

O, [P7!
L+ [P+ P 2|

1
Oy, |P

ox

e converge fracamente em L'(]0, T[x€) quando m — oco. Por outro lado, segue de (4.20)

Seja Q= Am|. B facil verificar que Q,, € L'(]0, T[xQ)

que u, é limitada em LP(0,T; W, " (Q)), assim, pelo Teorema de compacidade de Rellich-

Kondrachov [28] (p.285) existe uma subsequéncia Uy, = u,, — u — 0 fortemente em

k

LP(]0,T[x) quando my — oo. Além disso, pelo Teorema 8 existe uma funcdo h €

LP(]0,T[x€2) tal que

Up,, — 0, (portanto |U,,, | — 0) em quase todo ]0, T[x£2, quando m — oo,

|Unm,.| < h em quase todo |0, T'[x 2, Vmy.

Sendo v continua (em particular em 0 com v(0) = 0), se tem que v(|Uy,,|) — 0,
quando |U,, | — 0. A hipdtese de v ser nao decrescente nos fornece que v(|U,, |) < v(h), para
todo mg. Observe ainda que, para U,,, mensuravel temos |U,,, | mensuravel, logo vo|Uy, | =

V(|Upn,|) é mensurdvel para todo my. Como v é continua e h é mensuravel, v(h) = voh é



95

mensuravel e essencialmente limitada em ]0, T[x€, ou seja, v(h) € L>*(]0,T[x). Logo, a

sequéncia v(|Up, |) é equilimitada e
v(|Up,|) = v(0) = 0 fortemente em quase todo |0, 7[x€ quando my, — oo.

Lema 5. Seja {fm}m>o uma sequéncia de funcgoes de L'(]0,T[xQ), T > 0, que converge
fracamente em L'(]0,T[xQ) para f e {gm}m>o uma sequéncia de fungées equilimitada e

mensurdvel de L>(]0,T[xQ) que converge em quase todo 10, T[xQ para g, quando m — oo.

T T
lim/ /fmgmdxdt:/ /fgdmdt
m=oo Jo Jo 0 JQ

Demonstracao. Para provar este Lema, basta concluir que

Entao,

T
lim / / | fngm — fg] dxdt = 0. (4.31)
o Jo

m— 00

Ao somar e subtrair f,,g na equagao (4.31), se obtém
T T
| [ 1500+ fng = g = saldzae < [ [ £l — gl (4.32)
o Ja o Ja
T
+/ /ngHfm _ fldudt. (4.33)
0

O termo da direita em (4.32), pela desigualdade de Holder (2.6) e as hipdteses de que f,, €
LY(]0,T[xR) e g, converge em L>°(]0, T[x€)) para g, resulta quando m — oo

T
i [ [ 1fullgn = sldodt < Yy | olosgorieoylom — glli=gorieny =0 (430
0 JQ m

m—ro0

No termo (4.33), pelas hipéteses que g, é equilimitada, isto é, |g,| < p € L>(]0,T[xQ),

para todo m > 0, e f,, convergir fracamente em L'(]0, T[x(), resulta que

T T
%L“éo/o /Q|gufm—f|dxdzg£%/o /Qp(fm—f)d:cdtzo. (4.35)

Portanto, de (4.34) e (4.35) se conclui (4.31). [

Assim, pelo do Lema 5, segue o limite
T
Oy,
lim / /V(\u—umkb Ui
mp—r00 0 Q

1 o P71 r=1 49
o fan [P [l 2|

p—1
] Mo [dadt = 0. (4.36)
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Tme converge fracamente em L? (10, T[x ),

Ox

e o é uniformemente continua com relagao ao seu tltimo argumento e limitada em L4(]0, T'[x€2),

Considere agora o termo (4.30). Como

pode-se dizer, pelo Teorema 11, que existe uma subsequéncia de o, com relacao a m, que
converge fracamente em L4(]0, T[x(2). Ainda, como o limite do produto de duas sequéncias,

uma fracamente e outra fortemente, é o produto dos limites, segue que

T T
lim / / - (t,x,@bi, %) A, ddt — / /0 (t,x,@bz-, @) Adadt.
mi—=oe o Jq Ox 0o Ja ox

Assim, de (4.30),

Jim / / (t x,wz,aum’“)Amkd:ﬁdt / / (t ,u, ))\dxdt
/ / [ (t x,wz,—> (t X, U, gaz)] Mdxdt = C;

c, s/OT/wai—uD

pelo item vi) da Definicdo 33. E pelos mesmos argumentos anteriormente realizados para

0
1 [P a2 | oo
Ox

p—1
] I\|dzdt

obtencao de (4.36) segue que, para uma subsequéncia C’ikl,

hm Ciy, | = 0. (4.37)

ik~

Por fim, para o segundo termo (4.29), de uma andlise similar & realizada nos

termos anteriores (4.28) e (4.30), segue que

ou
Umy | I —
{ (t T, U, pe ) o (t,x,wlkl, - )} )\mkd:z:dt' 0. (4.38)

Portanto, obtém-se a partir de (4.36), (4.37) e (4.38) o limite de (4.27) quando

hm lim
—)OO M —00

my — 00, isto é,

T
lim / /O‘ (t,x,umk, —) A, dzdt — / / <t T, U, ) Adxdt = 0.
M —>00 0 Q a

Disso, conclui-se que
; ou
=o|t,z,u,— ).
P ox
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Logo, quando my — 0o, o limite da equagao variacional (4.26) é

// dxdt+// (t:z:u “> d”dxdt //ftx (z)dwdt,

(4.39)
para ¢ € D'(]0,T[) e v € W,?(Q). Finalmente, resta mostrar-se que u satisfaz a condicio
inicial u(0, z) = g(z). Para isso, observe que sendo u,, € ngm), a equagao (4.26) ainda vale
se p € C§°([0,T]). Escolhe-se uma ¢ tal que ¢(0) =1 e ¢(T) = 0. Entao, integrando por

partes com respeito a varidvel ¢ em (4.26), tem-se

T dQO T
—/ /um—va(x)da:dt—l—/ a(Upm, ©(t) Prv)dt = / /f (t, x)p(t) Ppo(z)dedt
o Jo dt 0

/Q G(z)Ppu(z)de.
(4.40)

Quando my — 0o, todos os termos de (4.40) convergem, resultando na formulacao limite

_/OT/Qqul_fv(x)dde/ alu, p(t)v(z))dt = / /f b ) (t)ol)dvds (4.41)

+ /Q (2)0(z)dz.

O primeiro termo da equagao (4.41) pode ser expressado como

/ | uSpoteduat - / / Dzt + [ u(0,2)o(a)ds,

Portanto, de (4.41) se obtém

/OT [ Sretudadt + [ u0.ape)ds + /<“ o0l = [ atolutalds

/ /ft;v (x)dxdt.

Como (4.39) é valida para ¢ € C§°([0,T]), com ¢(0) = 1, (T) = 0, encontra-se que

/Q (0, 2)o(z)dz = / g(2)o(@)dz, Yo € Wi (Q),

Q

que implica na igualdade g(z) = u(0, x).

Quinto passo: A norma sobre L®(0,T; L*(Q)), L4(0,T; H=*(Q)) e LP(0,T; Wy™(Q)) sdo

semicontinuas inferiormente com relagdo as convergéncias fraca e fraca®, isto é, por (4.20),



(4.21) e (4.24), obtém-se

ou
ot

|| u]| £ (0,75L2(Q)) + HUHLP 0,T;Wo P () ‘
La(0,T;H—* ()

+ I%Iriiolgf ||um||Lp(07T;W1 ry) hm 1£f

at

< lim inf | || oo 0,7522(02))

La(0,T3H " (%))
<c lim (14 Gn(@) 2@ + 1 2l oo rw-ra@)
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= c(L+ lg@)llza@) + It @)l Lsorav—10() » (4:42)

ou

onde ¢ é uma constante independente de m. Disso, portanto, as estimativas para u e —

seguem de (4.42). Ja para o, de (4.24) e (4.42), tem-se

toau, 20 ¢ O
T, Uu, ax g y Ly Uy 8:17

< o« (1 + ||um||Lp(0,T;W01’p(Q))>

< liminf
m—00

La(]0,T[x ) La(]0,T[x )

IA

onde ¢; é uma constante independente de m.

Sexto passo: Seja w = u; — ug, com u; € uy solugdes do problema limite

( ou ou\ dv
/Qav(x)dxjt/ﬂ (t T, U, o )dzd

- /Qf@,m)v(m)dw, D'(10,T7), Vo € Wy™(€2),

\ u(0,x) = g(z).

Logo w ¢ solucao do problema

[ 2t [ o (om0 o (1 22)]| 2
=0, D'(j0,T[), Vv € Wy (9),
w(0,z) = 0.

Assumindo w como fungao teste na formulacao acima se obtém que

1d ouy Ous dw
2 — ——dx <
2dtHw(t z)||2 @ = /Q [a (t,x,ul, 8:(:) <t T, Uz, )] dxdx 0,

ot

a (L4 lg@)llz2@ + 1t 2) | Laoziw-rac) 5 (443)

e isso implica que w = u; — ug = 0. Portanto (4.4) terd uma unica solu¢ao para todo &

fixado.
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4.2 Método de Homogeneizagao Assintética Nao Linear

Como na Segao 3.1, busca-se construir uma solucao assintotica formal, porém,

agora para o problema nao linear (4.1). Precisamente, da forma
uP(t,z,e) = ug(t, z,y) + cur(t, z,y) + 2us(t, z,y), y= g, (4.44)

sendo uy = ug(t,z,y), k = 0,1,2, fungoes 1-periédicas com relagao a varidvel y e continua-
mente diferencidveis. No problema (4.1), o fluxo ¢ é néo linear e impossibilita a realizacao
do mesmo desenvolvimento feito. Para o formalismo, segue-se um caminho muito comum em

problemas nao lineares, o da linearizacao. A linearizacao é realizada sobre ¢ com relacao as
ou®
Ox

sua derivada com relacao a variavel global . Tem-se entao a seguinte forma linearizada

olt z oy u® u? ~oltx,y,u Oug + — s
y Ly Y,y ) 8.1’ ~ y Y, Uo, 8 ay
8U0 8U1)

0
+ [eur(t, 2, y) + 2ua(t, 2, )] WZ‘E) (t,l’,y,uo, . i o

e Qo (G Ouz | 0us) Do fy Ot D
By ar | By dy | 9e \" TV 5 Ty )

Ao substituir (4.44) na equagao de (4.1), levando em conta a linearizagao de o,

incégnitas u® e € = (1) da assintética (4.44) e de

obtém-se uma igualdade assintdtica, no sentido da Definicao 30, que para ser satisfeita, os
coeficientes das poténcias e %, k = 0, 1,2, devem ser nulos. Isto fornece equacoes recorrentes

que permitem obter os coeficientes uy, k = 0, 1,2, de (4.44), ou seja,

0 |0o ou Ouq \ Ou
-2, Yo 0 1 0 _
S { (t,x,y,uo, pe + 3y> 8y} 0, (4.45)

0 ou ou 0 0o ou Oouy \ Ou
1 0 1 0 1 ol _
S a9 {0 (t,x,y,uo, e + 3y )} + E {—a (t,x,y,uo, pe + 0y) 8y] 0, (4.46)
ou 0 ou ou 0 do ou ou
o. Y% © Y% | YU Y _ve 0 1
g 8t 8.1’ |:O- (thay)u()v a..'lf + ay ):| 8y |:u1(tﬂx7y)a(u5) ( T,Y,U0, 5 8 + = 8y >:|

0 Oou;  Oug\ Jo Oug  Ouy
it e 4+ — — = 4.4
dy {( ox ay) Oe (t Yt T oxr oy )] f(tz) =0, (4.47)
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sujeitas as condigoes

ug, 1 — periddica em y,
Uo(t, z, y)’aﬂ = 07

[[Uo]]r,ro =0,

_ay 86 y Ly Y, Up, ax ay FIO_ )

(

uy, 1 — periddica em y,

[[ul]]F,Fo =0, (449)

|]:O- (thay)um%—i_%):ﬂ :Ov
\ ox oy 'L

ug, 1 — periddica em y,

N\

[[Uz]]r,ro =0,

Ouz L 0w ) Do () g, 0 O 00 (g, Qe O 0
ay o e , Ly Y, Ug, o 83/ 10(UE) » L, Y, Uo, O ay FIO— .

(4.50)

Inicialmente resolve-se o problema para wug, isto é, equagao (4.45) e condigoes
(4.48). A partir da equagao (4.45) e condigbes de continuidade (ou contato perfeito) da (4.48)

obtemos que

Oug 0o Ouy  Owy
—— |t — 4+ — | =K(t Yy €Y.
ay e < y Ly Y,y Up, O + 8y ( ,Q?), Yy
0 0 0
Pelo item vi) da Defini¢ao 33 podemos dizer que 8_0 (t, T, 1Y, Ug, % + %) > ( para quase
€ x Yy
todot €10, T, z € Q ey €Y. Assim a derivada de uy com relagdo a y pode ser expressada
como .
8u0 do 8U0 8U1 B
— = K(t — |t — 4+ — . 4.51
ay ( ,ZL’) |:8€ ( » L, Y, Ug, O + ay ( )

Com intuito de obter K aplica-se a média integral (-) em ambos os lados de (4.51), observando

a l-periodicidade em y e continuidade para todo y € Y de ug. Assim,

! Jdo 8U0 8U1 !
0_K<t7$)/0 |:E (t7xay7u07a_x+a_y):| dya
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e, pela positividade do segundo fator, segue que
K(t,z) =0. (4.52)
Logo, ao substituir (4.52) em (4.51) tem-se que up nao depende da varidvel y, ou seja,
uo(t, z,y) = up(t, ), (4.53)

o qual faz com que (4.45) seja satisfeita identicamente. Disso tudo, é possivel ter uma
breve ideia do comportamento da solucao homogenizada ug, isto é, ele descreve a resposta
macroscopica num meio que sofre agoes externas f, continua em |0, 7'[x (2, que satisfaz uma
g no tempo inicial e tem concentragao nula no contorno 9€). Por enquanto s6 foram obtidas

essas informacoes para uqg.

Na sequéncia, serao apontadas algumas relagoes importantes na construgao da

solucdo assintGtica formal u(? | as quais permitirdo obter expressoes explicitas para uq e us.

Da substituigao de (4.53) em (4.46) se obtém

0 Oug  Ouy
D) = 4.54
8ya <t,x,y,u0, ox (9y) 0 (4.54)

chamada, quando fixados t e z, de equagao do problema local, a qual fornecera o segundo

coeficiente u; da s.a.f. (4.44).

A equagao (4.47) fornecera o terceiro coeficiente uy da s.a.f. (4.44). Para melhor
entendimento, se reescreve a equacao (4.47) como
0 0o Oug  Ouy \ Ous Oug 0 Oug  Ouy
— =t =f(t,z) — — + — t — 4+ =
ay |ia€ ( » Ly Y, Uo, O + ay > ay f( ,.CU) ot + ox g » Ly Y, Up, O + 8y

0 [0o Oug  Ouy \ Ouy
+ = [— <t,x,y,u0, B + 8y> ax} (4.55)

+2 uy (t, x )—80 t,x,y,u %+%
ay 1\, T,y a(ua) » Ly Y, Uo, 81’ ay

a qual assume a mesma estrutura, para t e x fixos, da equagao em (3.28), supondo conhecidas

Uug € Uy, onde

0 0 ) o
Fo(y) = f<t7x) - % _'_ %U (t7x7y7u07% + ﬂ)
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Oo 8u0 8u1 8u1 Oo 8U0 8u1
F t t t
1(y) 86 ( Z, Y, U, o + 8y ) ox + ul( x y) a(u ) ( T,Y,up, 53— o + ay )

Para garantir a existéncia de uma solugao u, 1-periddica de (4.55) aplica-se o Lema 1 para

cada x e t fixos, de onde segue que a condicao necessaria e suficiente para a existéncia é a

8UQ 0 8u0 8u1 o

A equacao (4.56) é chamada de equagao do problema homogeneizado, a qual fornece o pri-

equacao

meiro termo ug da soluc¢do assintética. A equagdo homogeneizada (4.56) deve ser comple-

mentada pelas condigoes atualizadas de (4.48), sendo

[[Uo]]r =

Note que a equagao (4.56) contém informagoes de wy, assim como (4.54) tem
informacao de ug. Assim o par (ug,u;) é solugao do sistema
( 8u0 0 8’&0 8u1
—_— - = t — + = = f(t,x), t€l]0,T|, x€Q\T
[uo]r =0, (4.57)
uo(t, z)|oa = 0,

u0(07 $) = g(iL‘),

(0 0 0
—U(t,x,y,uo, Ho +ﬂ>—0, t€]0, T, x€Q\T, ye Y\ T,

oy ox dy
[[Ul]]r,ro =0,
y Uy Y, Uoy, 35— a ay — Y

[ w1 - periddica.

Observe que (4.58) é um problema apenas para y, considerando = e t fixos. Definindo
ou

€ = w(t,x) e g = 8_0 como parametros, segue de (4.58) uma familia biparamétrica de
x

problemas com parametros €, e €, para a qual a existéncia de solugao 1-periddica em y é

garantida pelo seguinte lema:
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Ouo
ox

partes em &. Entao, para todo x et fizos, existe uma unica funcdo ui(t,z,y), 1-periddica

Lema 6. Sejam €y = wu(t,x), € = dois parametros e o(t,z,y,1,&) diferencidvel por

em y, solu¢io de (4.58). Precisamente, existem fungoes Ni(y,€,€1), 1-periddicas em y,
dnicas salvo uma constante aditiva, ou seja, Ny(y, €, €) = Ni(y, €, € ) + C(eo, &), sendo N,
solugoes da familia biparamétrica de problemas Pfo,a) com parametros €, e €, definida por

.

0 0.
3. 0 (t;x7y;€07€1 +ﬂ> :Oa Yy e Y\F()v

dy oy
20,1 Ni(y, €, €)]r, =0,
P H ( o aNl)ﬂ (4.59)
o t>x7y7€0761+— :O’
dy ro

\ Kfl(O,EO,El) =0, 1 — periddica

e C(€,€1) € uma constante arbitrdria.

ON;
Demonstracao: Seja € =€ + =1 Ao integrar a equacao em (4.59) com respeito a y, segue

Oy

da hipotese de continuidade que
o(t,z,y,€,€) =07 Yy €Y, (4.60)
em que ¢ é uma constante com relagao a y. Seja
F(t,z,y,€,€) =0 (t,x,y,€,€) —T =0,

cuja derivada com relagao a € é

oF 8_0
det - Oél

0, i=12,

em que ¢ denota a indicadora da fase. Logo F' satisfaz as condi¢oes do Teorema da Funcao
Implicita [85] (p. 224) por fase. A partir disso, existe a fungao €(t, z, y, €y, o) = x1(y)e' (¢, x,€,7)+
X2 (y)€eX(t, z, €y, T), 1-periddica em y, inversa de o (¢, x,y, €, €) com relacao a €:

e(t,x,y,€,0) =6 + —.

dy

Assim, tem-se

ON;
_1 = €(t7x7y7€0a6) _Eh

dy
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que, ao integra-la em y, considerando a hipdétese de continuidade, obtém-se

Y
/\/’1(%@0,51) = / (E(t,l‘?S,EO,E) - El) ds + 0(60761% \V/y € Y7 (461>
0

~ Yy
em que N (y, €, €) = / (e(t,x,s,€0,0) —€1)ds.
0

Agora, para garantir que N (y, €, €1) seja 1-periddica, deve cumprir-se a rela¢ao

Ni(y + 1,,€) — Ni(y,€,€) = 0. De fato, a diferenca

S=Y

y+1
NI(S>E0;€1)|S:y+1 :/ (E(t,CC,S,EO,E) _El)ds vy € Y>
Y

1
:/ (6(75,1',:[/,%0,5) _El)dy
0
= (e(t,z,9,€),0)) — €.
Logo, para que N; seja 1-periddica, a seguinte condicao deve ser satisfeita:
<€(t, xr,Yy, E0,6)> = El.
[ |

A partir dessa demonstragao, pode-se observar na equagao (4.60) que o (t, z, y, €, €),

) ou ou; . .. ., .
avaliada em € = —2 + —1, independe explicitamente da varidavel y. Assim, denota-se por

ox dy

0 0 0 0 0
o (t,x,uo,ﬁ) = <0 (t,x,y,uo,£ + %)> =0 <t,$,y,uo,£ + %) =0 (4.62)

o chamado fluxo efetivo, que satisfaz a condicao de contato

|[3 (t, x, Ug, %)ﬂ =0.
T/ 1lr

Além disso, garantida a existéncia e unicidade de solucao N, deve-se verificar a existéncia e

unicidade da solugao homogeneizada uy de

oz

|[’0\ (t, x, U, %)ﬂ =0, (4.63)
r /)

%—QE (t,[L‘,UO,%) :f(t,l'), tE]07T[7 :L‘EQ\F
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Para isso, devemos verificar se o fluxo efetivo (4.62) preserva as propriedades do fluxo original.

Tal verificacao é feita na subsecao seguinte. Antes disso, serd obtida a solucao us 1-periédica
ON;

em y de (4.47). Fixando z e ¢t em (4.47) e (4.50), busca-se uma N (y,EO,El + 8_1>’ solugao
)

1-periédica do problema

’860 tI €€+N 8/\/'2_ (980 tSL‘ €€+N 8/\/1
dy | e e a oy ) oy | Oy |0de e a oy | oz
0 0.
+M(yaE07gl)T5{;> t7x>y7€0a€1+a_yl):| 'AS Y\FO’
[[N2]]r0 =0,

Ny N, N N,
(5 %) & (smwn e B ) +ig (v e 3 ) =0

| N2(0,%,7) =0, 1 — periddica.

(4.64)

A aplicacao do Lema 1 determina a condicao necessaria e suficiente para a
existéncia da solugao N 1-periédica, a equagao do problema homogeneizado (4.56). Ao
resolver a equacao (4.64) para a derivada de N3, considerando a condi¢ao de continuidade do

fluxo, existe uma constante C' para todo y € Y tal que

8_/\/'2 = 0o t,x,y, €, € + 8_]\G 0—1—/\/1 (y,€0,€1) =—— do t,x,y, €, €1 + —8N1
Ay dy
1

dy De d(us)
oz
(4.65)
Como N (y, €, €1) é 1-periddica em y, o cdlculo da média integral (-) em (4.65) permite obter
C, ou seja,
-1
c-—{[Ztavama] ) ([Zurvama] [Mwaa) 22 o
- e » Ly Y, €0, € e » Ly Y, €0, € 1 y7€0761 a(u ) x y7607
8./\/1
4.
83: > (4.66)

0.
com € = & + ——. Integrando novamente (4.65), agora de 0 a y, considerando a continuidade

dy
de N3, se obtém

o Y] [0o ON; _ _, Oo ON1
No(y, €, &) ——/0 {{86 (t z,s 60,614—%)] [ 1(s,€0,€1) 3a) (t T, s, eo,el—i-g

—l—C}—l—&—N’l}ds

ox
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onde C' é dado por (4.66).

Note que o espaco que melhor caracteriza as solucoes N7 e N é W#p (Y)/R para
t e x fixos. A partir disso, determina-se unicamente as constantes arbitrarias a partir de (N;)
e (N3). Assim,
Ny, 70,@) = Ni (.70, @0) = (AG), i = 1,2,
A unicidade de N; depende da unicidade de wg, portanto se faz relevante garantir sua

existéncia e unicidade. Essa garantia é dada na subsecao seguinte quando se mostra a pre-

servagao das propriedades do fluxo (Defini¢ao 33) para o efetivo.

O processo descrito acima, portanto, é a forma de como se constréi a solugao

assintética formal u(?) para o problema (4.1), assumindo agora a seguinte configuracio

x ou x ou
U(Q)(t,l',é) = UQ(t,I') —|—€N1 (g,Uo, a_{ljo) +€2N2 (E,UU, a—;) .

Nota 2. Vocé deve estar se perguntando: por que o problema homogeneizado (4.63), ainda

se entende como “heterogéneo”? Isso porque a homogeneizacao foi feita sobre a escala

microscopica. O fluxo geral definido contempla uma generalidade de situacoes devido as
ou®
ox

obtido pela replicacao periddica de uma célula basica composta por trés laminas onde a cen-

£

variaveis explicitas t, x, —, u® e Por exemplo, pode-se estudar um laminado bifdsico
€
tral pode apresentar propriedades funcionalmente graduadas, logo o fluxo pode ser expresso

por

o(t03) 5

com a (t, x, —) = X1 (—) ay(t) + x2 (—) as (t,z), em que sua forma efetiva assumiria
£ € €

aUO

coma(t,x):< a2 ))1.

a(t)  as(t,x
Outro questionamento que merece ser esclarecido é o seguinte: O meio, para
o qual se deseja homogeneizar, necessariamente precisa ser periodico? Nao. E possivel
estudar ou homogeneizar uma composito laminado apenas com trés laminas homogéneas,

por exemplo. Este é um exemplo nao peridédico, porém heterogéneo. Para se homogenizar,
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fixa-se o volume do meio e idealiza-se uma particao de n elementos recorrentes (células basica)
idénticas ao material original, mas numa escala menor. Configurando assim um material que
¢ microperiédico. Isto é, o problema original que nao apresenta coeficientes rapidamente

oscilantes passa a apresentar, que pode ser caracterizado por

a(z) = a <E> :

€
Portanto podem-se aplicar as técnicas aqui apresentadas. Obviamente, a solucao homoge-
neizada nao sera tao proxima da exata, mas uma aproximagcao pode ser obtida através da

s.a.f..

4.2.1 Preservacao das propriedades do fluxo

Nesta subsecao se provam algumas propriedades do operador homogeneizado que
sao preservadas do original (S4y ). Este resultado se faz relevante pois implica, em particular,
na existéncia e unicidade da solugao do problema homogeneizado (4.63). O objetivo é garantir
os itens v), vi) e vii) da Definigao 33 para & de (4.62). Evidentemente, o satisfaz os itens ii)
e 1), considerando todos argumentos de o independentes. A seguir, verificam-se os demais

itens:

Item iv). Se
g (ta z, yag()a 0) = 07

entao

o(t,x,€),0) = (o (t,z,y,€,0)) = (0) = 0.

Item v). Considere que para z e t fixados, podemos obter uma relagao do tipo
a +e(y) = (1+w(yc &), (4.67)

para 0 < 71 < w(y,€o,€1) < 72 < 00, e ainda, existem h*(y) € LP(Y) e o compacto Q C R?

tais que para quaisquer (€,€) € Q)

|1 +W(y,€0,€1>| S hs(y), V(€0,€1> c Q (468)
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Assim, do item v) da Definicao 33 segue
5 (t, .70, @)[" < M(er)? (1+ el + [ )",

logo
Bt m)] < s (Ll + 1Al

em que c4:clM%, 172y = M € RY, 2 < p < o0, |

Item vi). Para z e t fixos, sabe-se pelo item vi) da Definigao 33

(8(7571’7%07%%) - a(tvxva)vg%)) (7% 6%) > 2 <|E% +€ 62 61 - €2|p>

+{(o (t,2,e0,e +&) — o (t, 7,606 +6)) (& —))
(4.69)

. a {E(]E%}
Define-se €, = % . Observando (4.59) e a periodicidade de Nj, se obtém para o
)

segundo termo da direita em (4.69) que

3/\/ {eo, 51} 8/\/'1 {co.€ 61 8N1 {EO’E%} 8/\/1 {EO’E%} 0
t$y760761+7y t$y760,€1+87y oy "oy =0.

Agora, para o primeiro termo da direita de (4.69), existe h'(y) € LP(Y), inde-
pendente de (6,€,) € Q, j = 1,2, tal que ||h’||Lp(Y = P € R e ainda,

W (y) <14 w(y, . @)l V(6. a) € Q. (4.70)
Logo, usando (4.70) no primeiro termo da direita de (4.69) se obtém
(et +&—&-aP) =Pla-&p

Portanto
Bt 7) — (7. 7) (7 - 2) 2 s [ -2

onde c5 = ¢ P. |

Item vii). Do item vii) da Defini¢ao 33 e desigualdade de Jensen [86] (p. 62), segue

|5 (t1, 21, €, €1) — 0(t2, 22,6, 6)|" < (91(y)) + (92(v))-
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onde

(1(y)) = (v(|ts — to| + |21 — za| + [gg — ) (A + [&) " + [P + [er + &P + [ef + 67 1)9)
(4.71)

(1)) = ()" (L + [&] + [ + [ + &l + [ +EN VG +5 -8 —F)) . (472)
Pela relagao (4.67) e estimativa (4.68) se obtém para (4.71) e (4.72), respectivamente, que
(1)) < My(|ty = o] + |21 = 2] + |6 = &) (1 + & + G + @~ + [P )7,
(92(y)) < M(cs)?(1+ [eg] + [eg] + [ei] + [€11)7P~ [y — &
Portanto

|G (t1, 1,8}, 1) — O(t2, 22,8, €1)| < Miv([ty — to] + o1 — 5| + leg —€al) (1+ [P~ + e

+ [P+ B + esMa (L [eb] + (2] + [el] + [ 2[el — €2,
(4.73)

Assim, garantida a preservagio dessas propriedades, o pertence a classe S, e
portanto, existe uma tnica solu¢do uy para o problema homogeneizado (4.63) em que u; é

solugao do problema local (4.58).

4.2.2 Corregao no contorno e dos curtos efeitos do tempo

Nesta subsegao propoe-se a mesma corre¢ao no contorno e nos curtos efeitos
do tempo realizada para o caso linear. Como mencionado, em geral, a solucao assintética
de primeira ordem u(") nao satisfaz exatamente as condicoes de contorno e iniciais. Tendo
isso em vista, apresenta-se a abordagem de correcao nao linear para se obter uma solucao

. s . . 1 . .
assintotica de primeira ordem ul! corrigida.

A ideia dessa abordagem é construir uma e.a. da solugao exata u® da forma

w™®) (t,xe) = wuolt, a:)~|—€/\/1(€ uO’%x) +eNY <€ - 0,%1?)

9 T Oug 9k rx Ouy
+€N2( , Ug, ax> N (é_ - , Up, 81})+ (474)
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t x Oug , - ~
— Zug, — |, £ = €2, i > 1, sao funcoes

£ e ox

infinitamente diferenciaveis a determinar. Tendo como intencao a construcao de uma e.a. de

onde ug, N;, i > 1, sdo conhecidas, e N;" = N} (

primeira ordem, sera corrigido apenas o termo N;. A deducao da relacao que fornece este
termo corretivo é feita de maneira analoga a construgao da solucao assintética tradicional
u). Ao substituir a série truncada até o termo de ordem O(e?) de (4.74) no problema

linearizado de (4.1), aplicar as regras da cadeia em t e x, respectivamente,

o() _o0)  1o0) - 9() _ o)  10()

o ot 2or or 0z oy’

se obtém uma igualdade assintética, que segundo a Defini¢ao 30, para ug) ser uma s.a.f., as

seguintes relagoes devem ser satisfeitas

ONy 0 x ou ON,T  ON}
_1: 1 Y ¢ e 0 1 1 _
c or 8ya T + oy + oy 0
0. dug ON 0 T Oug N ON; N ONY
ot T ar e\ e ey T ey T ey
o[ x Ouy\ Oo x Oug ONy  ONY
_Z d bl il R
y NI(S’UO’ 8x)3u(’x75’8x+ y N y

o . [t x Oug\ o r Oug  ON;  ONY
B M 22" 5y ) ou t’x’e’ Ox + oy * oy
O [ [ON} +8_/\/'1 Jdo T Oug ~ ONy  ONY
oy ox or ) Oe

y Ly Ty + +
I e Ox dy Jy
0 ON5 8_./\/'2 oo r Jug ON1  ONY

dy |\ dy +8y De t’x’€’8x+8y+ Ay =/

Além disso, se deduz as seguintes condigoes de contato

Oug | ONy | ON; )ﬂ —0, (4.75)
I',\I'o

[[Nl]]r,ro :07 HU (tax7y7u07 8:5 + ay ay

(?uo 6/\/ 1 i (3/\/ 1*

ox + oy dy
I,To

y Ly Y, Up, al’ ay ay

or T oz oy ) e

)

A partir da relagao (') se determina N. Para z e ¢ fixados, a equagao (¢7!) é
do tipo parabdlico e para que exista uma unica solucao, devem-se definir as condic¢oes inicial,
contorno e de contatos. Para isso, define-se 7 = /&2, logo para t = 0 tem-se 7 = 0. Como

se deseja que a solugdo assintGtica satisfaca a condigdo inicial g(z), impde-se que N} seja
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em 7 = 0, —N\,. Agora para que a s.a.f. satisfaca a condicao de contorno nula, define-se
como condigao para os contornos a constante </\71> Assim, complementadas pelas condigoes

deduzidas (4.75), configura-se o seguinte problema local de corregao,

( 85/\7/:{* — (%a (t,x,y,Eo,El + 88_./;/'1 + aa'/\f) =0, ye Y\TIy, 7€]0,T7,
[[Nl*]]Fo =0,
ﬂa (t,a:, Y, €, €1+ oM + aNl*)ﬂ =0, (4.76)
dy Ay To
N (0,y,€,€) = =Ni(y, €, &), y € Y \T,
| N{(1,0,6,6) = N (7,1,6,6) = </\71>, T €]0,7T].

Portanto, resolvendo (4.56), (4.59) e (4.76) obtém-se a solugao assintdtica de primeira ordem
0 t 0
ugl)(t,x, e) = up(t, ) + ey E,uo, dal +eNT | =, E,uo, U} com os curtos efeitos do
€ oz e’ ¢ oz
tempo e o contorno corrigidos.

Além de fornecer uma melhor aproximagao da solucao exata, é possivel provar
1) . . . [
que uV éumas.af. eusi-la para demonstrar que ug é e-proxima da exata na norma do espaco

que pertencem, isto é, mostrar que o meio homogeéneo obtido é equivalente ao heterogéneo.
4.2.3 Proximidade

A proximidade entre as solugoes homogeneizada e exata nao lineares, agora serao
. 1 .
estimadas na norma do espago de L?(0,T; W, (Q)). Para isso, definem-se os problemas P;

(

out’ o T ) out’
t.x,—,u
ot ox el Ox

) = f(t,z) — F(t,z,e), t€]0,T[, x € Q\T,

P

Il
=
)
Y
\.Pi-

8
o8
<
o=
QJ‘ 2
K|
N—
=——

—
I
=

1)(t,:c,a) =0, t€]0,T[, z € 09,
D(0,z,6) = g(x), T€Q,

<
o~ o
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P, como o problema (4.1)

(

P>

\

ou 0 r . ou®
ot —%U(t;$vgau78_x> —f(t,[E), tG]O,TL er\F’

[w]r =0,
) -
u(t,x) =0, t€]0,T, x € 09,
u?(0,x) = g(x), = €9,

e P3 =P, — P; como

Ps

(

ot

ouw out) 9 our\ 0 out!
¢ e 5 (t,x,z,ug,l) +—0 t,x,z,uf}), “ = F(t,x,¢e),
€ 9

t€]0,T[, x € Q\T,

[ — uf

1)]]F - 07

€T out T 8u(1)
ta, o, — | —o |t 2, =, u), = =0
ua(’x7€7u7ax> U(?',’U?E’uc ) ax F )

Em virtude da nao linearidade de ¢ nao pode-se estimar diretamente a solucao

do problema P; pela estimativa (4.42). Isso, s6 poderia ser realizado se o problema da

diferenca Py — P; tivesse a seguinte formulacao

(

Pa

\

% (u8 — u(l))) = Fo(t,x,e), t€]0,T[, v € Q\T,

De fato, nao se tem como garantir que P; possa ser reescrita da forma P, devido a nao

linearidade de o. Além disso, determinar Fj ou uma estimativa para ele nao seria simples,

pois nao temos uma expressao definida para ¢. Como alternativa, sera usado o problema Ps

(1)

e as propriedades da Definicao 33 para estimar u® — u¢ .
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A partir da formulagao variacional de Ps, assumindo uma fungao teste w =

u® — ugl), seguido do item vi) da Defini¢ao 33, se deduz que

1d / /
w +c d:c < | Fwdz. 4.77
L s+ [ (@17
o dw : :
Pela equivaléncia ||w||W01,p(Q) =5 , seguida das desigualdades (2.3) e (2.5) no termo
Tl Le()

da direita de (4.77), segue que

1d

AR L

Co
IE %1000 EH@UH”

e Q) qct q/p Wy P (@)

de onde se obtém ao integrar em ¢

1
S?

1ol 0 rawioayy < a1 E oo w10y

Observe nos expoentes que se p = 2 = ¢ = 2, a desigualdade acima ainda é valida, portanto,
segue que

v = w oo ey < sl Fllisozav-rac@.

O objetivo agora é determinar F', ou uma aproximacao dela, a qual sera fornecida

. s . ~ N 1 .
pelo P;. Para isto, expande-se em série de Taylor o termo o com relagao a u) e sua derivada

out! . Oug  Oup  Ouj ) _ ,
O na vizinhanca de ug e B + oy + oy’ respectivamente, 1sto é,
o 9 x oul!

_F — _ 2 o 22 ) =

F= ot oz’ t’$’5’uc " Ox f(t,2)

Oug ouq ou] 0 T Jug  Oup  Ouj

— otz — f(t

o o o 8x0(’$’ s g, Y, ) )

0 Jdo x Oug  Ouy  Ouj ou; o x Oug aul ouj
o ula(uf) t,x,g,uo, Ox * oy * oy * dx Oe t,x,g,uo, 8:1: oy * oy
_53 o do b T 8u0+8u1 ouj +8u’{@ b T 0u0+8u1+8u1

or | o)\ e ar T ay | dy Or 9e \" e " 9r T dy | oy
+0(&?)

e, por (4.56) e (4.62), segue que
ouy ouy
e _c21
ot S ot

0 Jdo x Oug  Oup  Ouj Ou; o x Oug ~ Oup  Ouj
+6% ul@(us) t,x,g,uo, Ox + oy + oy + dx Oe t,x,g,u(], Ox + dy * dy
+€£ o oo b2 E 8u0+8u1+8u’{ +8u{@ b2 E 8u0+8u1+8u’1‘

Oor | 'o(us) \ 7 e’ “or "y | Oy Or 9e \ e " 9x oy | oy
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Pela regularidade de u; + uj e o, através da estimativa (2.10) pode-se afirmar

que || F|| ao,rw-1a(0)) = O(e). Disso segue que
Ju® — “gl)HLp(o,T;WOLP(Q)) = O(e).
De forma anéloga, obtém-se

Hugl) - uOHLP(O,T;WOl’p(Q)) = 0(e),

e, assim, pela desigualdade (2.7) segue a estimativa

Hug_UOHLp(o,T;W(}vP(Q)) = O(e).

4.3 Método de Convergéncia em Duas Escalas Nao Linear

Nesta secao, o formalismo do MCDE ¢é apresentado para o problema nao li-
near (4.1), o qual é similar ao realizado na Secao 3.2. Serd visto que a diferenga estd na

determinacao do limite em duas escalas do termo genérico do fluxo.

Para a Definigdo 31 ser aplicada, é necesséario garantir que as sequéncias {u®},

{8u } {o°} sejam limitadas nas suas respectivas normas, por constantes independentes
do parametro . Com efeito, a partir da prova de existéncia e unicidade para u®, para ¢
fixado, solugao de (4.1), foram estabelecidas as estimativas (4.42) e (4.43), garantindo assim
a finitude de u° na norma de LP(0,T; Wy (1)), 881;6 em LP(]0,T[xQ) e 0° em L]0, T[x€2).

Garantidas tais estimativas, o Teorema 20 pode ser aplicado. Assim, quando a subsequéncia

e — 0, a formulagao variacional de (4.1)

/ /a“% dxdt+/ / (ta: = %) 9 ) dwdt

/ / f(t, 2)p(x)p(t)dzdt, Yo € Wy P(Q), ¢ € D(]0,T)), (4.78)

converge fracamente para

_/OT/Quo(t,xW(x)d—@dxdth/T//00 (t,l’,y)dy%gp(t)dmdt

/ / F(t,2)0(w)p(t)ddt + /Q o(2)6(x)da, (4.79)
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onde ¢% é o limite em duas escalas de o.

Inicialmente, se deseja estudar o comportamento limite da diferenca entre (4.78)
e (4.79) para ¢(z) = e p1(x)da(x/c) com ¢y € D(Q), ¢po € CF(Y)/R. A escolha da funcao
¢ é conveniente pois mapeia informacoes da microescala e permite obter o limite de ¢ com

informagoes microscépicas. Logo,

: r uak(t7x) — uO(tux) dg&
32%/0 /Q< - )@(w)@( ) 9 4 dt+/ /(/ (t, 2, y)dy
o Our doy x 1 doy
—0 (taxvaau ) O )) dr ¢2 <€k) + z’:‘k(bl(g:) dy -
De multiplicar por £;,2 segue que
. T . B dep
i [ [ @) =t o) (£) Lo [ ([ o0z
—0 (t,x,;—k,uak,%)> %@( ) +¢1(z )CZ;

de d d
Note que ¢y (z)p2 (y ) ('0 j)lgzﬁ (y) o(t), gzﬁl(x)%go(t) sao fungoes teste admissiveis. Assim,
Z Y

dedt = 0.
€k

o(t)dzdt = 0.

x

y:a

quando g, — 0, tem—se

///(/ tmy)dy_"(txy))cbl()i o(t)dydzdt = 0,

e pela periodicidade de ¢, segue que

/ / (/ (t, y)%d@ ¢1(2)p(t)dzdt = 0.

_/Y (txy)%dyo Voo € CF(Y)/R

Isto implica que

para t e x fixos. Agora, com intuito de identificar uma lei para o limite 0%, define-se a

sequéncia {v"¢} de fungoes teste perturbadas por

vhE(t, w) = vl (t, o) + ol (t, x, f) + Svg (t, x, f) , (4.80)
5 5

com v € D(]0,T[xQ), vi, vy € D(]0, T[xQ;CL(Y)) e 5 > 0.



116

Assume-se ainda que

vy — % fortemente em LP(]0,T[x) (4.81)
e
0
vt — aiyl fortemente em LP(]0, T[x€2; LL,(Y')) (4.82)

quando [ — oc.

Note que {v"°} é uma sequéncia de funcoes teste admissiveis e, portanto, con-
verge em duas escalas para v'(t,z,y) = vh(t,z) + vi(t, 2, y) + sva(t, z,y). Define-se ainda a

funcao teste w' € D(Q) que converge fortemente para ug(x,T) € LP(€), quando [ — cc.
A condigao vi) da Defini¢ao 33 fornece que

x Gu Xz 0u5
< —_ e e le
0 ( (tm ) 0(t,m,€,u,v >>( —v )

1
e que ao adicionar o termo positivo 5 (u*(T,z) — wl(x))2 resulta

0< < (t z, x 85; ) -0 (tmc, g,us,vl’5>) (aaf - vl’€> + % (u*(T,z) — wl(x))2(.4.83)
De acordo com a formula(;éo variacional (4.78) em (4.83) obtém-se
//[ 5 (L) + S (1, 2 (ta:)—a(t:v v )Zf
(txgug,(?;;)v +a<tx§u vl) ]dxdt

+% /Q (u (T, 2)* — 2u° (T, 2)w' () + w'(z)?) da. (4.84)

Agora, pela relacao

T ou® 1 ("o . 2 1 e 2 2
/0 /Q_ ot u (t’x)dxdt—_é/o E/Qu (t,x) d$dt——§/ﬂ(u (T>x> —g(l’) )dSC

(4.85)

se obtém de (4.84) que

[ flpu-rtetan

x
—0 (t, T, — ) v o (t,x, —,ua,vl’g> vl’a} dzdt
5

/Q 2 _ ouf (T, 2)ul () + w'(x)?) da. (4.86)

N —

+
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Para tender € — 0, os limites para o (t, x,—,u",v"
€

devem existir e identificados.
Para isso serd utilizado o seguinte resultado de Woukeng [115].

Teorema 23. Sejam 1y € D(]0,T[xQ), 1 € D(]0,T[xQ;CF(Y)), 0 € Syy. Parae >0,
considere

= o + €y,
ou seja, D°(t, x) = o(t, x)+ein <t, z, g) para (t,x) €]0, T[xQ. Seja {u®} uma sequéncia em
LP(]0, T[xQ2), tal que u® — ug em LP(]0,T[x) quando € — 0, em que ug € LP(]0,T[x).

Entao, quando € — 0,

T . 0P % Oy Oy q
(t x, 8x) — o0 (t T, Y, Uo, + 8y> em L(]0, T[x£2).

Além disso, se {v°} € uma sequéncia em LP(]0,T[x) tal que v* 25 v em LP(]0, T[xQ)

quando € — 0, em que vy € LP(]0, T[xQ x Y'). Entao, quando € — 0,

/ / <t x, L (38(13 ) vedxdt —>/ // (t T, Y, U, 5 - 8¢0 81/11) vodydxdt.
x

Demonstragao. [115]. |

x
De (4.43) pode-se afirmar que a sequéncia {O’ (t, T, —,u, vl"e) } ¢é uniformemente

€
limitada na norma de L?(]0, T[x€2) e, portanto, converge em duas escalas. Segue das hipoteses
que v"° é uma funcao teste admissivel. E ainda, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov [40],

existe uma subsequéncia u® — wuy em LP(]0,T[xQ). A partir dessas consideragoes e do
Teorema 23 segue os limites

T
li_r}ré/o /Qa<t,x,§,u / // txy,ug, )(%—i—%l;)d dxdt
T . T
lim/ / o (t,x, —,ug,v“) vhedrdt = / / / o (t,x, Y, Ug, vl) vl (t, x, y)dydrdt.
=0Jo Ja € 0o JalJy
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Logo, quando g — 0 se obtém em (4.86)

T ) ) (2 om)
0 < /0 /Sl/y[f(t,x)uo(t,x) U(t,x,y,uo,v) E)x+ oy

_00 <t7 T, y) Ul(t7 xz, y) +o (tv T, Y, Ug, Ul) Ul(t> T, y):| dydxdt

L [ (e ~ 20 4 0 (457

Conhecida a rela¢ao (4.85) para ug(t, z) e a formulacao limite (4.79) se deduz a relagao

/OT/Q/Y [f(t,x)uo(t,x) — o (t,,y) %} dydzdt = %/ﬂ (uo(T, 2)? — g()?) da,

que ao considera-la em (4.87) fica

T aUO 8u1 ou
< B 1y (U | Our) 1 Y70 )
0 < /0 /Q/Y|: a(t,x,y,uo,v)<ax + 3y) o’ (t,x,y) (1} 8x> (4.88)

1
+o (t, x,Y, Ug, vl) vl (t, y)] dydzdt + 5/ (uo(T, x)? — 2uo(T, v)w' () + wl(:c)Z) dx.
Q

Além disso, de acordo com as hipéteses (4.81)-(4.82), quando I — oo, tem-se

que
0 0
of 5 ZH0 + il + svy(t, z,y) fortemente em LP(]0,T[xQ2 x Y),
ox oy
(9u0 (9u1
t H—olt — + = t
U(,SC,Z/,U(),’U) U(,%,y,UO, o + 8y +S/02(7:C?y>>7
e

ouy  Ouy Oug ~ Ouy
t Dol(t —o(t — 4+ — t — 4+ — t
0-( 7xayvu0av)v( 7$7y) 0-( , L, Y, U, 3:1: + ay +8U2( 7xay)) (ax + ay +8U2( 7‘7;7?/) )

em quase todo |0, T[x€ x Y. Verifiquemos a seguir as duas tltimas convergéncias:

Da condigao de crescimento v) da Definigao 33, segue que

|U(taxay7u07vl)‘ < (1 + |U0|p71 + }vl(taxay)‘p_l)

|o(t, @y, uo, v (E, 2, y)| < e (|01 2, 9)| + [t 2, 9) | JuoP T + V't 2, 9)[) -

l

Assim, como v' é uniformemente convergente (convergéncia forte = de Cauchy < con-

vergéncia uniforme), quando | — 0o, se obtém que

T T
/ / / (1 + uolP~t + |0(¢, x,y)’pil) dydzdt — / / / (1+ JuoP™!
o JalJy o JalJy

8U0 8U1
8_1‘ + a—y + 8U2<t,x,y)

p—1
> dydxdt < oo
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/ // {U txy\+|uo|p 1}1) tq;y]+|v txy dydmdt / //(8u0 duy
Y
p

tsva(t 2, y)| + Juol”™! %Z? - %—? + SU2(t,£L'7y)’ - —%UO + —%yl + sua(t, 2,y) ) dydadt < oo,

Portanto, pelo Teorema de convergéncia dominada de Lebesgue [28], segue que

/ // (t, z,y, ug, v ' (t, x, y)dydadt
ou  Ouy Oug ~ Ouy
—>/ // <t T, Y, Uy, = oz + — oy +5v2> {% + 8_y +SU2:| dydxdt,

quando [ — oo.

Além disso,

| ol 2)? = 2un(T)uf () + 0 d = 0,

N —

e portanto, de (4.88) e (4.80) segue que

/ / / { (t,x,y) svy+ o (t,x,y,uo, %uo + % + 8U2> 51}2} dydxdt.
Y

Dividindo por s fica

/ / / [ (t,z,y)ve+ 0 (t,x,y,uo, Oto + % + S’U2> ’U2:| dydxdt.
ox y

Fazendo s — 0 resulta

/ //{ txym#—a(t,x,y,uo,%—l—a@ul)vg]dydxdt
T Y

Oto %) =0’ (t,z,y)

para todo vy € D(]0, T[x€2; CF(Y)). Isso implica que o (t, T, Y, Uo, 5 + By

para quase todo 0, T[xQ x Y.

Portanto o limite em duas escalas de (4.78) propondo uma fungao teste da forma

O (t,z) = po(t,z) + v <t, x, f) resulta
£

8u0 8U1 8@00
/ /uo ddt+/ // (txy,uo, 8x+8y)8 dydxdt
—l—/ // o (t,x,y,uo, Oto + (’9u1) 8(’plalyalxalt / /f (t, z)po(t, z)dxdt
0 oJy 3:5 8?] 0
+

/Q o(2)0(0, 2)da.




120

Tal formulagao é equivalente ao sistema de equagoes diferenciais parciais

811,0 0 8u0 8u1
—_— - = t — 4+ — | dy = f(t t T Q\T 4.
o= o [ o (romun 50+ S0 Y ay = st e T s e AT (49
e
0 Juy  Ou
a—ya (t,x,y,uo, 0_1:0 + a—;) =0,t€|0,T[, x € Q\T, y € Y\ T, (4.90)
sob as condigoes inicial u (0, x) = g(z), de contorno wuy(t, x) = 0 para z € J2 e continuidades
[[UO]]F =0,
[[ul]]l“,l“o = 07

0 0
o (o e+ 5] =o.
I'\l'o

Para resolver o sistema (4.89) - (4.90) deve-se verificar se o mesmo terd uma tnica

para u, 1-periédica em y.

solugao {ug, u;}. De fato, para x e t fixos provou-se no Lema 6, a existéncia e unicidade de

N1 1-periddica. Além disso, (4.90) fornece a informacgao de que

t,x u%—k%—/ t,x u%—k%d:/\taﬁu%
o y L, Y, O’aﬂf 83] - YU y Ly Y, Oaax ay Yy=a0 ”07837

isto é, ela independe da variavel local y e portanto

|[8 (t, X, Ug, %)ﬂ =0.
T /J1lr

Agora, se for verificado que ¢ satisfaz as propriedades de Sy, é possivel concluir que toda
subsequéncia da sequéncia {u®} converge para o limite wug, solu¢do do problema homogenei-

zado

ouy O Oug
-7 _ = e / QN T
xa (t,a:,uo, o ) flt,x), t€)0,T[, z€ Q\T,

|l?7\ (t,x, Ug, %)ﬂ =0 (4.91)
T /J1lr

uo(t,x) =0, €9, te€lo,T],
UO(O"I) = g(l’), r € Q.

\
De fato, na subsegao 4.2.1, a preservacao das propriedades da classe Sy através do MHA

foi garantida. Na seguinte subsegdo, motivado pelo desenvolvimento realizado em [109],
seréa mostrado através da convergéncia em duas escalas, que o fluxo efetivo o preserva as

propriedades de Sy y para o fluxo original.
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4.3.1 Preservagao das propriedades do fluxo

Nesta secao, assim como na secao 4.2.1, sao provadas algumas propriedades
do operador homogeneizado que sao preservadas do original. Este resultado garantird a
existéncia e unicidade da solucao do problema homogeneizado. Para isso, basta garantir os

itens iv), vi) e vii) da Definigao 33.

Item iv). Se
o <t7$7y76070) = 07
entao
o(t,r,€,0) = / o(t,x,y,€,0)dy =0
Y

|

Ttem vi). Para x e t fixos, defina w; (y,¢) = ey + ey <Q,E0,E§), limitada em W1P(Q), para

€

yeez= Y tal que, pela periodicidade de N; temos que
€

wi(ya 5) - EZly em Lp(Q%

Gwi

o — 2 em LP(Q).

Além disso,

Ow; ,
o <t,x, g,EO, a—:j) — /YO' (t,x,z,Eo,Eﬁ) dz em L7(12).

Para fins de desenvolvimento se declara o seguinte resultado.

Teorema 24. Seja 1 < p < oo. Considere {q,,} uma sequéncia fracamente convergente para
q em LI1(Q), {—V - ¢} que fracamente convergente para —V -q em W14(Q), e ainda, uma

sequéncia {p,} que converge fracamente para p em WLYP(Q). Entao

lim [ (¢ - Vpn)vde = /(q - Vp)vdz,
)

m—00 0

para qualquer v € C§ ().

Demonstragao. [109]. |
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O item vi) da Defini¢ao 33 implica que

y _ 0&)1 y a 8@1 8w2
9 t7x7_7€0a8_ - l,z, =, €o, o o o ’U(y)dy
Q € Y P Y Y ) (492)

> ¢ Or Oy v(y)dy

oy dy

para todo v € C§°(Q), v > 0. Observe que ¢,,, = 0°™ e p,,, = w;(y, &) satisfazem as hipdteses

do Teorema 24. Logo, tomando m — 0o = ¢ — 0 em ambos os lados de (4.92), segue que
// [0 (t,2,2,80,8) — 0 (1,2, 2,6, 8)] [} — @] v(y)dzdy
oy

>CQ//‘61—€1 y)dzdy

para todo v € C§°(Q2). Portanto,

{/a(t,x,z,EO,Ei)dz—/U(t,x,z,EO,E?) dz [‘%—el} >02‘el—el}p
Y

Y

|
Item vii). A prova é feita identicamente a do MHA, de onde se obtém (4.73). |

Portanto, através dessas propriedades, garante-se a existéncia e unicidade do

problema homogeneizado (4.91).
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4.3.2 Resultado de Corretor

A prova do resultado de corretor, neste caso, é muito similar a realizada para o

problema linear. A partir do item vi) da Definigao 33, segue que

ous 0 0
0 < lime oS Zh
e—0 9 9x Y || oqorix
= limey MY g
e—0 Ox ay

<lim//atx£u€% —Utxfuauo—i—aul 8us_8u0_8u1 dxdt
— =0 )y Jo e’ oz e o T oy or Ox Oy

—1im/T/otxx ous aus_gt‘rzu@uo_i_@ul ou®
50 e or ) O T 9 T dy ) ox

( ,%f) ((%0 8u1) +o (t,x, g,uo, %?;0 + 85;1) (aé:“;’ + %y )} ddt
_ 1}3%/ / [ Eug(t, )+ f(t,2)uf(t,z) — o (t,x,g,uo,%;o + %TD %Q; (4.93)
( ) %f) <8u0 8u1> +o (t,x, g,uo, %l;o + %I;l> (65;0 + @5;1>] dxdt.

Seja (uo, aa“ + %—l;l) e LU0, T[x) x L0, T[xQ; LF(Y)), assim pelos item

i), 1), iii) e vii) da Definicdo 33 conclui-se que (t,x,y) — o <t,x,y,u0, E)au + %—l;l) €

LA(]0, T[x€Q; L (Y)), logo admissivel segundo a Defini¢ao 32 e Observagao 4. Portando pela

admissibilidade de %+% t.x z o, % + %
Jdr 0Oy

or | Oy ), quando € — 0, de (4.93) obtém-se

p

ou® 811,() 8’&1

or  Or Oy =0.

Lr(]0,T[xQ)

lim ¢
e—0

N . ou’ 8U0 8U1
Isto mostra, portanto, uma convergéncia forte da derivada 3 para +
T

oxr Oy’

x
no que se traduz numa «° com comportamento ug(t, x) + euy <t, xz, —>, como esperado. Pelo
€

desenvolvimento realizado nesta secao, comparado ao linear, o contraste foi na especificacao
do limite em duas escalas do termo implicito o, na demonstracao de que este limite preserva

as propriedades do termo original e na apresentacao do resultado de corretor.
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No capitulo seguinte, exemplos serao expostos com intuito de apresentar as pe-
culiaridades dos problemas com propriedades rapidamente oscilantes, algumas abordagens
numéricas utéis para resolver os problemas originais e homogeneizados, assim como, ilustrar

os resultados apresentados até aqui.
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5 EXEMPLOS

Neste capitulo sao apresentados quatro exemplos unidimensionais, dos quais,
dois sao casos particulares, lineares, do problema (1.16) e dois nao lineares do mesmo pro-
blema. Através dos lineares, um com coeficiente continuamente diferenciavel e outro con-
tinuamente diferencidvel por partes, ilustram-se os resultados numéricos da homogenizacao
obtidos no Capitulo 3, isto é, o comportamento efetivo, assintético, exato e a proximidade
entre eles, assim como a aplicagao das correcoes do contorno e curtos efeitos do tempo na
solucao assintética. Nos demais, nao lineares, primeiramente sao apresentados os resultados
da homogeneizacao obtidos no Capitulo 4. No primeiro, se estuda o comportamento efetivo
do problema difusivo em um compdsito bifasico com relagao constitutiva nao linear obtida
de uma funcao de energia ilimitada e no segundo, obtido de uma funcao de energia limitada.
Isto é, para o segundo exemplo nao linear, no mesmo modelo do primeiro, é introduzido um
limitador para fungao de energia. E descrito na sequencia o tratamento numérico para os re-
sultados e finalmente desenvolvida as correcoes da solucao assintotica nao linear no contorno

e nos curtos efeitos do tempo.

5.1 Exemplos Lineares

Antes dos exemplos serem definidos e apresentados os resultados numéricos,
abaixo sao dadas algumas orientagoes importantes, como a ordem dos passos para cons-
trucao da solugao assintética do problema original linear e quais técnicas numéricas serao

empregadas.

5.1.1 Construgao da solucao assintética do problema linear unidimensional

O processo para construir a solucdo assintética u(!) se resume nestes quatro

passos:

1. Resolver o problema local (3.45).
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2. Calcular o coeficiente efetivo a partir da relacao (3.48) no MHA ou (3.112) no
MCDE.

3. Resolver o problema homogeneizado (3.53).
4. Resolver o problema (3.69) que corrige o contorno e os curtos efeitos do tempo.

Observacgao 8. No caso unidimensional, a ordem entre o primeiro e o segundo é trocada, pois
uma relacao explicita para a solucao do problema local pode ser obtida, a qual depende do
coeficiente efetivo, que é obtido explicitamente. As abordagens tradicionais consistem em
seguir apenas os trés primeiros itens, contudo, neste trabalho, o quarto passo ¢ incluido no

contexto do MHA.

5.1.2 Tratamento numérico para o problema original linear unidimensional

Resolver o problema original (3.6), (3.8)-(3.11), pelos Métodos de Elementos
Finitos (FEM) ou de Galerkin Descontinuo (GDM) cldssicos produzem solugoes imprecisas.
Especificamente, pelo FEM, a aproximagao da solucao exata converge, mas a taxa de con-
vergencia depende de ¢ [62]. Para ilustrar isso, foi considerado o caso estaciondrio e continuo

de (3.6), (3.8)-(3.11) para

3 2mx

f@) =1,  a(a)=3+sen (—) .

3

Dessa sequéncia de problemas estacionarios, via FEM sao obtidas as solugoes aproximadas
para cada ¢ = 1/4, 1/8, 1/32, 1/64, fixado. Tais solugoes aproximadas sao confrontadas

com as respectivas exatas na Figura 5.1.
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0.12 e=1/4 0.12 e=1/8
TS _ — — .FEM
- ~
~ h Exata
0.08 0.08 ry
/4 N
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0.04 0.04 N
0 0
0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x x
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Figura 5.1: Solucao exata e numérica obtida pelo FEM para Az = 1/32 e diferentes valores

de ¢.

Quando € (comprimento da célula periddica) é menor que Az (comprimento da
malha grossa), as fungoes base usuais em elementos finitos ndo capturam a rapida oscilacao
dos coeficientes o que implica na imprecisao da solugao, ou seja, a solucao converge, mas nao
para a exata do problema original. Quando ¢ é muito maior que Az ocorre o efeito contrario,
a aproximacao por elementos finitos é relativamente boa, porém isso, pode ter um custo
computacional muito alto, pensando em problemas de maior dimensao e com separacao de
escalas. Efendiev e Hou [39] propdem para este tipo de problema aproximar a solugao usando
funcoes base multiescala, as quais sao solugoes, em geral, de equagoes com mesmo operador
ao do problema original e definidas localmente na malha grossa. Esta abordagem denominada
Método de Elementos Finitos Multiescala (MsFEM) apresenta uma taxa de convergéncia que

independente da escolha de ¢, isto é, para qualquer ¢ definido, a aproximagao converge para
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a solucao exata. Além disso, é possivel verificar que ao tomar o limite € — 0, a solucao exata

tende para a solucao do problema homogenizado.

A seguir, sao apresentados resumidamente os principais pontos do MsFEM para

um problema eliptico e em seguida estendido para um problema parabdlico.

Método de Elementos Finitos Multiescala

Considere o problema eliptico linear
Lu= f em €,

onde Q C RN (N =1,2,3), Lu:= —V-(A(x)Vu), e A(x) é um campo heterogéneo variando
continuamente sobre multiplas escalas. Assume-se que o tensor A(x) = (a;;j(x)) é simétrico
e definido positivo (a|€]? < a;;&€ < Bl€]?, para todo € € RY e com 0 < a < 8 < o).
E ainda, assume-se o somatério sobre indices repetidos (Notacao de Einstein). O MsFEM
consiste de duas pecas principais: funcoes base multiescala e a formula¢ao numérica global
que acopla essas funcoes base multiescala. As funcoes base sao projetadas para capturar as
caracteristicas multiescala da solu¢gao. Uma formulagao global acopla essas fungoes base para

fornecer uma aproximacao precisa da solucao.

e Fungdo base: Seja V), uma parti¢ao usual de 2 em elementos finitos (segmento,
triangulo, quadrilatero, e assim por diante). Define-se essa partigdo de malha
grossa e assuma que ela pode ser refinada para uma resolucao menor, chamada
de malha fina. Para ilustrar, na Figura 5.2 foram esbocadas as malhas grossa e

fina bidimensional.
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Malha grossa Malha fina

Figura 5.2: Esquema da malha bidimensional.

Seja x; o né interior da malha ¥j, e ¢? uma base nodal do espaco de elemento
finito padrao Wj, = span{¢?}. Por simplicidade, pode-se assumir que W}, con-
siste de funcgoes linear por partes se ¥, é uma particao triangular, por exemplo.
Denote por S; = supp(4)) (suporte de ¢) e defina ¢; com suporte em S; como
segue

Lo =0em K, ¢; = ¢0 em 0K, VK € U, K C S;; (5.1)

isto é, fungoes base multiescala que coincidem com as fungoes base padrao nos
contornos de um bloco da malha grossa K, e sao oscilatérias no interior de cada

bloco da malha grossa.

Formulagao Global: A representagdo da solugao exata (escala fina) através das
fungoes base multiescala permite reduzir a dimensao do célculo. Quando a apro-

ximagao da solucao u, = g w;¢;(x)(u; sdo os valores aproximados da solucao

(2
nos pontos nodais da malha grossa) é substituida na equagao do problema ori-
ginal (escala fina), o sistema resultante é projetado sobre o espaco dimensio-
nalmente finito na malha grossa para encontrar u;. Isto pode ser feito pela

multiplicacao da equacao na escala fina com fungoes teste da malha grossa. No
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caso de método de elementos finitos de Galerkin, quando as funcoes base sao

conformes (P, C HY(Q), Py, = span{¢;}), o MsSFEM busca u;, € P, tal que
Z/ AVuy, - Vu,dx = / fopdx, Yu, € Py. (5.2)
~ JK Q

Pode-se escolher a funcao teste de W), (ao invés de P) e chegar na versao
de Petrov-Galerkin do MsFEM. Neste caso, busca-se u;, € P, tal que (5.2)
vale Yv, € Wj,. Observe que em ambas formulacoes de Galerkin e Petrov-
Galerkin, o sistema na escala fina é multiplicada por funcoes teste na malha
grossa e, portanto, o sistema resultante é dimensionalmente finito na malha
grossa. Qualquer formulacao escolhida, obtém-se um sistema linear de equacoes
para encontrar os valores da solucao nos nés da malha grossa. Para mostrar
isto, por simplicidade, considere a formulagao de Petrov-Galerkin do MsFEM.

Representando a solugao em termos das fungoes base multiescala, u;, = E Ui s,

T
se obtém

Bunodal = d7

onde B = (by;), bij = Y i [ kVOV VA, Unodur = (ua, ..., ;.. .) 880 0s va-

lores nodais da solugao na escala grossa, e d = (d;), d; = /fgzﬁ?da:. Nesta
Q

formulagao, nao estd sendo considerado a discretizacao das condigoes de con-

torno.

A extensao do MsFEM para problemas parabdlicos segue da seguinte forma.

Considere a equacao parabdlica

% — V- (A(t,z)Vu) = f(t,z), t€)0,T], =€, (5-3)

com condigoes de contorno apropriadas no intervalo de tempo finito [0, 7] e condigao inicial
suave. Em geral, quando h& heterogeneidade no espaco e tempo, as funcoes de base sao as
solugbes das equagoes parabdlicas (5.3) homogéneas (f = 0). Para introduzir MsFEM, por
simplicidade, se assume que o intervalo [0, 7] é dividido em M partes iguais 0 = t; < ty <
oo <tpyyr =T, em que At =t — t;. As fungbes base sao construidas em [t,,,t,.1] como

solucao de
0o
ot

— V- (A(t,2)Ve;) =0
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em cada K tal que ¢; = @) em OK e ¢;(t = t,,x) = ¢Y. Aqui, ¢? € W}, sao fungoes base

padrao (por exemplo, fungdes linear por partes). Busca-se uma aproximagcao
upt(tx) = ult et @), (5.4)

da solugdo em [t,, t,41], onde u? (solucdo dos valores nodais aproximado) serdo determina-
dos. Para isso, se substitui a série finita (5.4) na equagao original (5.3), multiplica a equacao
por ¢? (como na formulagao de Petrov-Galerkin), integra sobre o espaco 2 e tempo [t,,, tn1],
isto é,
n+1/¢z n+1l, L ( dCU—'LL /(bz tnam (bo( )
tn+1 tn+1
+/ / A(t, ) Vuy(t, ) - V) (z)dadt :/ /f(t,w)¢?(sc)dwdt,
tn K K tn Q

onde up(t, x) = Z u;(t)p;(t,x). O terceiro termo do lado esquerdo pode ser tratado expli-

1
citamente ou implicitamente. Em particular, o método implicito é dado por
un+1/¢z( n+1, L )¢ (x) dm_u /¢z tn, ) ¢0( )dx

tnt1 -
n+1/ Z/Ath¢ztw) V) (x)dawdt = / /fta;gbo Vdadt.
Se o terceiro termo ¢ avaliado explicitamente, ele é trocado por
tnt1
u?/ Z/ A(t,2)Voi(t,x) - Vo (x)dadt.
tn oK

Observe que se nao ha heterogeneidade temporal (A(t,x) = A(x)), as fungdes base podem

ser as solugbes de equacoes elipticas (5.1).
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5.1.3 Exemplo 1 - Material funcionalmente graduado

Para a equacao (3.6) considere as seguintes informagoes dadas:

(

Tempo final: T =5,

Dominio espacial: Q = [0, 1],
Coeficiente: k°(z) =1+ i sen (%Tm) :
Termo fonte/sumidouro: f(¢,z) = e,
Condicoes de contato: Nao hd, pois I' = (),

Condigao inicial: g(z) =0,

Condigoes de contorno: u®(t,0) = u®(¢,1) = 0.

\
A partir disso, configura-se o seguinte problema original

ous 0 oo Out
5 — % (k‘ (x) ax) =e 1 6]075[, x 6]071[7

ut(t,0) = us(t,1) = 0, t €]0, 5], (5.5)
us(0,2) =0, = €]0,1].

A solugao do problema original (5.5) sera obtida via MsFEM. A seguir, o processo

realizado para implementacao do método sera descrito.

Por simplicidade, o intervalo [0, 1] é dividido em N = 50 segmentos uniformes
D=z <2y <3<+ <2 <Tjy1 <+ < TNyl :1,Ax:xi+1—xi:%Wzl,...,]\f—i-l,
e o intervalo de tempo [0,5] em M = 100 segmentos uniformes 0 = t; <ty < t3 < -+ <t, <
thi1 < - <tyy1 =5, At=t, .1 —t, = % Vn=1,...,M+1. Observe que k¢ independe de
t (isto é, nao ha heterogeneidade temporal), logo as fungoes base multiescala sao fornecidas
do problema eliptico

i/ d .
dx (k (95)%@51 (:z:)) =0, em UL [z, 2],

gzﬁ‘f(acj):éij, Zzl,,N+1

(5.6)

A partir disso, a aproximacao da solugao buscada é da forma

N+1

Uep = Z w; (£) 65 (). (5.7)

=1
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Substituindo (5.17) na equagdo parabdlica (5.5), multiplicando pela fun¢do base multiescala
e integrando sobre [0, 1] (formulacao de Galerkin) se obtém

N+1

d 8
(bgd:c—i—ul()/ ke (x) ¢ ]d —/ f(t,x)¢5(x (5.8)
j=1,...,N+1. A partir de (5.6) segue que

k() <b€( ) = c(@io1, i, Tiy1),

(@i, ;) = (/ ke (z) dm) ,em [T, x),
171xi+1 1 1
(@i, ip1) = — (/ de) , em [my, Ty

o _| 7 ([ wt) - embena

dr 1 /+ A [ |
CERVARR ORI

) (/ ””;H 1:1:) >_1_’1 em [x;-1, 2],
) (L k; )dx> +1, em [, w4 ).

A formulagao (5.8) consiste no seguinte sistema de EDO’s

onde

C(l’i—l, Li, 513i+1) =

Logo

e por conseguinte

U
( 1

du
A— Bu = )
7 + Bu =g, (5.9)

onde A = (a;;), B = (bi;), g = (9;)

‘:/w@am+£w@wM

Tit1
Qi 5—1 —/ ¢€ H A 5+1 :/ ¢E¢l+1
.

1
bi; = C(l’i—b Iz) - C(xi, l’z‘+1);

bi,i 1= —C(xi 1,551') b; i+l = C(xiaxiJrl)a

/ fosde + / " petde,

Tj
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para i,j = 2,..., N. Para resolver (5.9) usa-se o método de Crank-Nicolson, isto é, resolver

o seguinte sistema
At At At
Dy = (A + - B> u"t = (A — 5 B) u" + - (g”+1 + g") =h,

sucessivamente, para cada n = 1,2,..., M. Este sistema, apds aplicagao das condicoes de
contorno (dll = 1, d12 = 0, dN+1,N+1 = 1, dN—i—l,N = 0, hl = O, hN+1 = O) € inicial,

resolve-se pelo TDMA (TriDiagonal Matrix Algorithm).

Na coluna 1 da Figura 5.3 pode-se observar o cardter rapidamente oscilante do
coeficiente k° para ¢ = 1/2, 1/4 e 1/128. A solugao exata, em ¢t = 5, correspondente ao
coeficiente da linha estao na coluna 3. Na coluna 2 podem-se visualizar as fungoes base
multiescala e suas diferentes configuragoes com relagao a escolha de . Por exemplo, na
linha 3, o valor do parametro geométrico £ é menor que o espacamento da malha grossa
Az, o que gera fungoes base oscilantes por partes. Por outro lado, quando € é muito maior
que Az as funcoes base sao lineares por partes como pode se observar nas linhas 1 e 2.
Isso justifica porque o FEM aproxima bem a solucao exata quando € é maior que Ax, no
entanto, apresentaria um alto custo computacional para problemas em mais dimensoes e com

separagao de escalas.



1.4

0.6

1.4

0.6

0 0.5

1.4

0.6

OFY:
<
0
z(i—1) (1) z(i+1)
1
Eos
£
0
z(i—1) z(i) xz(i+1)
1
0
<
0
z(i—1) z(4) z(i+1)

u®(z,5

u®(z,5)

u®(z,5)

Figura 5.3: Alguns resultados numéricos.
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Para a construcao da solugao assintética seguem-se os processos descritos na

subsecao 5.1.1, obtendo assim os seguintes resultados.

1. Coeficiente Efetivo

O coeficiente efetivo é o coeficiente da equacao do problema homogeneizado e é

determinado por (3.48). Em particular, de (3.48) segue a expressao

- 1 1 -1
k= / (1 + - sen(27ry)> dy|
0 4

que € resolvida pelo método da quadratura adaptativa, resultando: k = 0.9682.

Na linha 1 da Figura 5.4 pode-se observar o carater rapidamente oscilante do

coeficiente para e = 1/2, 1/4, 1/8 e o coeficiente efetivo % constante.
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2. Problema Local

A férmula (3.49) fornece a solugdo N;(y) do problema local, em que

Ni(y) = /Oy k (1 + }Lsen@m)> e 1] ds

e C = —(N;). Como a solucio local Ny (linha 2 na Figura 5.4) estd definida

no intervalo [0, 1], entdo, para cada ponto fixo y; € [0, 1], calculam-se numerica-
mente Nl(yl) e <N1> pelo método da quadratura adaptativa. Decidiu-se fazer
uso desse método de integragao devido ao comportamento do coeficiente. O uso
de técnicas usuais de integragao numérica requerem uma discretizacao muito fina
para capturar variagoes abruptas do coeficiente e essa técnica refina a malha até
que um erro determinado seja satisfeito. Isto é, onde tem alta variacao, se refina

mais e onde nao tem, menos.

3. Problema homogeneizado

Obtido o coeficiente efetivo E, o problema homogeneizado se configura como

(9u0 ,\82u0

ot Ox?
uo(t,0) =0, uo(t,1) =0, ¢ €]0,5], (5.10)

up(0,z) =0, z €]0,1].

=e ", t€)0,5], z€0,1],

Este problema tem solucao analitica (ver [38]), porém se optou por utilizar o
FEM cléassico para resolvé-lo. Na linha 3 da Figura 5.4 é possivel observar a

e-proximidade entre as solugoes exata e homogeneizada.
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Figura 5.4: Resultados da homogeneizacao - Exemplo 1.

4. Corregao no contorno e dos curtos efeitos do tempo

O termo de correcdo u} para a solucdo assintética u*) é composto pela solucao
Ny do problema (3.69) (sem as condigdes de contato, pois nao ha descontinui-
dade) e a solu¢ao do problema homogeneizado (5.10). O problema (3.69) foi
resolvido pelo FEM cléssico (j& que o coeficiente é continuo e nao é rapidamente
oscilante) usando uma malha uniforme de 201 pontos no espaco e 501 no tempo.
Através das imagens inferiores da Figura 5.5 pode-se visualizar que a solugao

o i 1 .
assintdtica corrigida ut = up + €(uy + uj), realmente cumpre com a condigao
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inicial. Além disso, pelas imagens da coluna 2 da Figura 5.5, percebe-se que ugl)

estd mais préxima que v da solucdo exata. Obviamente, neste exemplo par-

ticular, no qual a condi¢ao inicial g(z) = 0, a solucdo assintética u) satisfaz a
C e , . . : e

condicao inicial, porém gera uma aproximacao menos precisa comparada a ug ),

Essas convergéncias confirmam os resultados estabelecidos nas subsecoes sobre

“Resultado de corretor” e “Proximidade”.

Na Figura 5.6 reveja na primeira linha o erro de aproximagao entre exata e homo-
geneizada, agora numa perspectiva de superficie. Na segunda linha apresenta-se
o erro entre exata e solugao assintética de primeira ordem, na qual temos o com-
portamento efetivo ug adicionado ao comportamento local eu;. Comparando os
graficos da linha 1 e 2, percebe-se que o comportamento local corrige o com-
portamento efetivo dentro da regiao do contorno e acentua préximo a ele. Na
terceira linha, a abordagem de correcao do contorno e curtos efeitos do tempo

apresenta uma melhora significativa desta solucao assintética.

x1073 z=0.1

ot
S

1 c
o 5 Ju — e’

Figura 5.5: Perfis da solucao exata, assintética e assintética corrigida em z = 0.1 e e = 1/2.
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Figura 5.6: Proximidades.

5.1.4 Exemplo 2 - Compésito bifasico
E considerado para o segundo exemplo, o mesmo compésito bifasico da Figura
3.1 descrito na Subsecao 3.1.1. Em particular se assume que o compdésito obedece a seguinte

lei constitutiva
or(€) = kye,
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em que k,, denota o coeficiente de difusividade, constante, na fase constituinte r = 1, 2.
Para se representar graficamente o comportamento da propriedade, em particular, sao con-
siderados os coeficientes k; = 2 e ky = 3, com concentracoes de fase ¢; = 0.5 e ¢g = 0.5,
respectivamente. Assim, pela da Figura 5.7, podem-se visualizar, considerando um compésito
de comprimento unitério |{2| = 1, composto por 2" células basicas de comprimento € =

on’
o carater rapidamente oscilante do coeficiente k° para diferentes valores de €.

4 ; ; ; — ; . :
3k i
2
1 [l [l [l [l [l [l [l [l [l
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
A . . ' ' 5:l1/2 : . . '
3k i
2
1 [l [l [l 1 [l [l [l [l 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
: . . . . 5:l1/4 : : : .
w 3- T
I _
1 [l [l [l [l [l [l [l [l [l
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
1 . . . ' 6:l1/8 . . . .
3k i
2= —
1 [l [l [l [l Il [l [l [l [l
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
4 . . . . 6:'1/16 . . . .
Ih—_e — _ _ _ e _— _— — - —_— —— —— — —-
G ey e et e e e e e e e e ey e e e
1 1 1 2 2 'l 1 1 1 2
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x

Figura 5.7: Esboco do comportamento rapidamente oscilante do coeficiente constante por

partes unidimensional, para diferentes valores de ¢.
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Para estudar a difusao neste compdsito, é considerado o mesmo modelo apre-
sentado no formalismo do MHA linear, isto é,
CouE O €
&_£@%%;
[u]r =0,
X Hk%x)auaﬂ —0, (5.11)
O | 1
us(t,z) =0, x € 09, t €]0,T],
u?(0,z) = g(x), x € Q.

):QtQQTLer\R

\

A partir da Nota 2 feita na Secao 4.2 é possivel interpretar esta modelagem de
duas formas. A primeira é que este modelo estuda comportamento de um compdsito nao
periédico, mas que usando as ideias de homogenizacao periddica, idealiza-se um material
microperiédico. E a segunda é que este modelo, de fato, descreve o fendbmeno num compésito

microperiddico.

Antes dos resultados da homogeneizacao serem apresentados, sera descrita a
abordagem numérica usada para resolver o problema original (5.11), neste caso o Método de
Galerkin Descontinuo juntamente com o principio do MsFEM. Tendo isso em vista, considere
que o intervalo Q = [0, L] sera dividido em N segmentos uniformes I,, = ]2,, ,11[, de com-

L
primento Az = N eo intervalo de tempo [0, T] por M segmentos uniformes de comprimento

At = i Assim como foi realizado no exemplo 1 para o caso continuo, busca-se uma solucao

para a formulagao fraca do problema original, nesse caso do problema (5.11), ou seja:
(L[ o T Quf 9 Al Ous

£d ke dr — kS ¢ — ke €

B R A 2 [

- /O e,

| Vo* € H}(Q), v (0,z) = g(z).

L

0

Introduz-se as seguintes notacoes

¢ (x,) = lim ¢(z) e ¢~ (z,) = lim P(x)

;v—m;t T—T,

e ainda,
T(zn) + ¢ (z0)
2

Whn=¢ . n=2,...,N.



A partir disso, a seguinte relagao é verificada

0w B Lou® . Lou® .
o] - o) oo 2],

Demonstracao. Considere a seguinte igualdade algébrica

1 1
ab — cd = é(a +o)(b—d)+ §(b+ d)(a — c).

Relacionando os termos da igualdade (5.13) com os da (5.12), tem-se que:

. ou® .
a= lim k° , b= lim ¢°,
ou®
c= lim k*—, d= lim ¢°.
T, ox T,

Disso, segue a igualdade (5.12).

Pelas condigoes em (5.11) e ¢° € H () segue

Ty

i=2
L

:/ fotdx, Vof € Hi(Q),
0

\ u®(0,z) = g(x).

Agora, se u® satisfaz (5.14), entao satisfaz V§ € R que
(N Tit1 Gy Tl uE 9 N+1 OuE
“d k*® dxr — kf— c
;/m ot ¢ dz +/ oz 0z " Z { Ox }x 9.

i i=1
N+1
LN
) k°
+ ;{ ox

op°
L qug € H(}<Q)v UE(O,J}) = g(x),

L

N

ue’;‘

bl

0

L
} [w].,, = /0 fofdz + 38 k-

(L[ O L QuF O X o OuF
Z/ st [ axdl“z{’“%} L
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(5.12)

(5.13)

L

0 (5.14)

(5.15)

uma vez que o quarto termo da equacao é intrinsecamente zero. Na formulagao (5.15) se

estende a definicao de salto e média para os pontos de fronteira:

{6}o=07(0), [g]o =—0¢"(0),
{0t =07 (L), [ol =o¢ (L)
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Fazendo uso do Método de Galerkin Descontinuo [29, 83|, restringindo as vari-
antes 0 = {—1,0, 1} segue a formulagao
N+1

(N Tit1 Gyl Titl  OuE a¢6 Ous
Z/m o d"”/i o axdx_Z{k%}m[M%

k3

N+1 =1
+5Z{k€ } W, + Jo(u, ¢°) /f¢€dx

L V¢E € H&(Q>7 u (07‘1:) = g(m),

onde Jy(u®, ¢°) é um termo de salto, também conhecido como termo de penalidade da solugao,

definido por:
N+1

Jo ) = DIGHGH

onde g € R*. Em particular, o problema apresenta contato perfeito e a funcao base é

continua Vx € (2, logo o problema se resume em encontrar a solugao de

Z/W o +/W ?9?; (%edz_/ jord (5.16)

VQSE € H(%<Q)’ UE(O,:E) = g(:)ﬁ),

para qualquer das variantes § e Jy definidas. Esta é uma formulagao fraca similar a do

exemplo 1. Assim, usando a abordagem do MsFEM, busca-se aproximar u® por

N+1

uen = (1) (). (5.17)

=1

com ¢; solucao do problema

( d d
L (@) = 0, em Ul T
e =0
[I[ij];)d(baﬂ Y (5.18)
dx -
| Of(z) =0y, i=1,....N+1.

Observe que o suporte das funcgoes ¢° agora podem apresentar pontos de descontinuidade
devido ao coeficiente k. Isso segue do fato que a aproximacao (5.17) e o fluxo devem

satisfazer as condicoes de contato perfeito

N+1

[ueplr =D wi(t)[5 ()] =

=1



ﬂﬂm)%ﬂ = wa(t) Hk(@%ﬂ 0

r i=1

e consequentemente, o problema eliptico (5.18) deve satisfazer a condigoes

[ (@)]r =0 Hks(x)%ﬂ

Substituindo (5.17) na formulagao (5.16) obtém-se
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N N+1 € L
[ e [ |
Joxt) ; kf Tt —Ldr = “dx, 5.19
S [ et [ e [ o (519)
j=1,...,N+1. A formulagao (5.19) consiste no seguinte sistema de EDO’s
d
A { Bu=g, (5.20)
dt
onde A = (a;;) e B = (b;), 1,5 =1,..., N 4+ 1, sdo matrizes tridiagonais como no primeiro
exemplo, g = (g;) é um vetor, j =1,..., N + 1. Para resolver (5.20) o método de diferencas
finitas implicito foi empregado, isto €, se resolveu o seguinte sistema
Du™ = (A + AtB)u™"! = Au™ + Atg"™ = h,
sucessivamente, para cada n = 1,2,..., M. Este sistema, apds aplicacao das condigoes de

contorno (dy; = 1, dip = 0, dyyinvt1 = 1, dypaany = 0, by = 0, hyyr = 0) e inicial,

resolve-se pelo TDMA. A solucao u™*! portanto, fornece uma aproximacao da solucao exata

u®, para um ¢ definido, no tempo ¢,,11.
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A partir disso, busca-se agora resolver o problema original considerando as se-

guintes informagoes dadas:

( 1
Parametro geométrico: € = on PaTa n € N definido

Tempo final: T =1,

Dominio espacial: Q = [0, 1],

. 2, S Ql
Coeficiente: k°(x) = :
3, S QQ
~ C1 = 0.5
Concentragoes de fase: ,
Cy = 0.5

Termo fonte/sumidouro: f(¢,x) = 0,

Pontos de descontinuidade: I' = U~ {(l + %) g, (Z +et %) ‘5} ’

Condigao inicial: g(x) = sen(wz),

Condigoes de contorno: u®(t,0) = u®(¢,1) = 0.

\
Tal solucao exata sera apresentada juntamente aos resultados de homogeneizacao. Portanto,

abaixo, seguem na ordem de resolucao os resultados da homogeneizacao:

1. Coeficiente Efetivo

O coeficiente efetivo é obtido pela relagao (3.48), isto é,

- a1 1 -1
k = / dy]
LJo x1(¥)2 4 xa(y)3
—/0.25 1 0.75 1d 1 1d -1
[ e [
LJo 2 /025 3 0.75 2 (521)
_ 0.5 N 05
12 3
= 2.4.

2. Problema Local
A solugdo local N (y) é dada por (3.49). Assim,

0.2y, y € [0,0.25]

. y 2.4
Ni(y) =/ {2X1(8)+3X2(8) —1lds=1¢ 0.1-0.2y, y € [0.25,0.75]
0
—0.2+ 0.2y, y € [0.75, 1]
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e <N1> = 0. Através da Figura 5.8 o comportamento da solu¢ao Ny do problema

local pode ser observado.

0.06

0.04

0.02

-0.02

-0.04

-0.06 L L
0 0.5¢1 0.5¢1 + ¢ 1

Figura 5.8: Solucao do problema local - Compésito bifasico.

. Problema homogeneizado
Pelas informagoes dadas para (5.11), o problema homogeneizado se estabelece

como
ug 3070
o "o

U/O(t, O) = 0, Uo(t, 1) = 0, t G]O, 1[,

up(0,z) = sen(wx), z €]0,1],

=0, t €]0,1[, = €]0,1],

onde % é definido em (5.21). Na Figura 5.9 observa-se a tendéncia dos perfis das

solucoes exata para a homogeneizada em ¢ = 0.1, quando £ diminui.
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e=1/4
u&'
Uug
0.2 0.4 0.6 0.8 1
e=1/16
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.9: Convergéncia da solucao exata para homogeneizada quando € tende a zero.

4. Correcgao no contorno e dos curtos efeitos do tempo

O termo de correcdo u! para a solucdo assintética u(!) também é fornecido do

problema (3.69). No entanto, como o coeficiente é descontinuo, o problema

(3.69) foi resolvido pelo MSFEM pois ele captura as variagoes do coeficiente,

isto é, as funcoes base sao construidas a partir desse coeficiente. Além disso,

o fato das gradezas serem continuas, o uso do MsFEM nao apresenta nenhuma

complicacdo, porém sob hipdteses de contato imperfeito [-] # 0 deve-se utilizar

algoritmos multiescala adaptativos [39]. Na Figura 5.10 (primeira imagem) a

corregao da solucao assintotica na condicao inicial, além do seu curto efeito

sobre a assintética (segunda imagem) podem ser observadas.
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0.7 . . . s=l1/2, :1:=l0.2

0.6 F
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Ni(L,%),e=1/2

€2l ¢
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0.02

-0.02

-0.04

Figura 5.10: Perfis das solugoes exata, assintética e assintética corrigida para e = 1/2 e

. . . 1
x = 0.2 fixados, assim como o esbogo dos curtos efeitos do termo corretivo ull.

5.2 Exemplos Nao Lineares

Na introducao, se destaca que os desenvolvimentos realizados nesta tese tém
como um dos objetivos possibilitar a homogeneizagao de problemas difusivos (1.16) com fluxos

nao lineares do tipo (1.14) e (1.15). Além disso, sao apontadas algumas situagoes fisicas, as
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quais podem ser modeladas por essas relagoes constitutivas para p € [1,00[. Logo, nesta
secao, serao apresentados, resolvidos e homogeneizados dois casos particulares, o primeiro de
(1.14) e o segundo de (1.15). Antes disso, é descrito abaixo o processo para construgao da

solucao assintotica nao linear.

5.2.1 Construcao da solucao assintotica do problema nao linear unidimensional
. - s 1)~

Naturalmente, o processo para construir a solucio assintética ul®) ou ug ) nao

linear difere do feito para o linear. Desse modo, a seguir sao listados os passos para construcao

de u((;l):

1. Através do problema local (4.59), se deduz a lei efetiva e também uma relagao
8u0

ox

para N; que depende dos parametros €y = ug(t,z) e € = para t e x fixados.

2. A partir da lei efetiva (4.62) deduzida no item 1. se formula e resolve o sistema

nao linear desacoplado (4.57)-(4.58) para obter ug e Nj.

3. Resolve o problema (4.76) para fornecer Ny que corrige o contorno e os curtos

efeitos do tempo.

5.2.2 Exemplo 3 - Compésito bifasico (relagao constitutiva nao linear sem
limitador para energia)

Para elucidar o caso nao linear, o mesmo composito bifasico periddico - Figura

3.1 do Exemplo 2 é considerado. Assume-se que o compédsito obedece a lei

em que k., r = 1,2, sdo os coeficientes de difusividade constantes nas fases constituintes.
Contudo, os coeficientes k. podem ter algumas flutuacoes e devem ser expressadas como
k. = a, + da(e), onde a, sao as difusividades lineares que independem de €, enquanto da(e)
é o termo flutuante nao linear que depende do gradiente da concentracao. Em particular,

considere que o termo flutuante seja da(e) = b,|e|P~2, para p € [2,00[. Assim, o pode ser
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reescrito como

2
o(y,e) = Z Xr(y)are + b,|e|P 2. (5.22)
r=1

Para os resultados descritos no capitulo 4 serem utilizados, o termo de fluxo o
definido em (5.22) deve satisfazer as hipéteses da Definicao 33. Em vista disso, observe o

pode ser visto como a soma de dois termos, o, (Linear) e ony (N&o Linear), onde

oL(y,€) = Y xr(y)are (5.23)

2
UNL(ya 6) = Z Xr(y)br|6|p_2€' (524)
r=1

Evidentemente, (5.23) é uma caso particular de (5.24) para p = 2. Uma verificacao separada
dos termos nao apresenta nenhuma complicacao no processo de existéncia e unicidade da
solug@o do problema nao linear devido a linearidade dos funcionais. A seguir, verifica se que

(5.22) satisfaz as propriedades da Definigao 33:
Demonstracao. i)-iii) Evidentes, assumindo todos os argumentos de o como indepen-
dentes.
iv) Segue diretamente de avaliar:
o(y,0)0=0=0,(0)=0, r=1,2.

v) Ao considerar o valor absoluto de o, existe uma constante ¢ > 0 tal que

2
oy, )l < | > xe()(ar + bolel”)e| < c(le] + [e[),
r=1
e como |e] <1+ e[P™!, segue
lo(y, €)| < 2c(1 4+ |eP) (5.25)
e, portanto (5.25) satisfaz o item v) da Defini¢ao 33.
vi) Note que

(0(y,e1) —0o(y,€2)) (e1 — €2) = (0r(y, €1) — oL(y, €2)) (€1 — €2)

+ (onc(y, 1) — onL(y, €2)) (61 — €2).
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e, evidentemente, para o termo envolvendo o, existe uma constante positiva cgy
tal que

(oL(y,e1) —oL(y, €2)(e1 — €2)) > coler — e, (5.26)

Agora, para o termo envolvendo oy, existe uma constante positiva ¢; tal que

(onp(y, 1) — onp(y, €2)) (61 — €2) > cr(er[P 21 — |ea|P2€a) (€1 — €2)
= c1 (|a[P?|ex] = |e2P?|ea]) (Jer] — |e2])

+a (laf* + leol"™%) (Jeallea] — exea).

(5.27)

Para fins de desenvolvimento, serd mostrado que
(leal2ler] = lealP?leal) (Jea] = [e2]) > 3 (P72 + |ea”™2) (2] = lea])*. (5.28)

Para isso, basta garantir a existéncia de uma constante positiva c3 tal que

(ler [P ?ler| — |ea]P?[€a]) ([ex] — leal)

(lea|P=2 +leolP=2) (Jea] = le2))®

C3.

De fato, para 0 < |ea]| < |€1] < 00, existe v €]0, 1] tal que 1 — v < |ea|/|e1] < 1,
assim

le2]

— — —2 -2
(JerP2ler] — leaP2]ea]) (Jea] — |e2]) P — leal”™ )

(a2 +leP ) (el = 1aD? (o2 + jqb2) (1- &)

le1]

_92 . @
S |€2|p <1 ‘€1|>
(el el (1)
|€2P2
— 20e

(1 =)
9

Vv

= C3.
Portanto, usando (5.28) em (5.27) resulta

(onp(y,€1) —oni(y, €2)) (€1 — €2) >cq (‘61,10_2 + |€2’p_2) ((lea] = |€2’)2

+ lerllez] — €r€e2), (5.29)
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onde ¢4 = min{c;cs, ¢1}. Pela desigualdade de Young (2.5), usando p = ¢ = 2,
segue

1
(ler] = lea)” + lerllea] — 162 > S (e — e2)”

e portanto (5.29) resulta
(onL(y, 1) —oni(y, €2)) (1 — €2) 26—24 (’€1|p_2 + ’€2|p_2) (e1 — €2)*.
Para p € [2,00), segue da desigualdade (2.4) que
(one(y,e1) —onc(y, €2)) (61 — €2) >2° Peyler — P
Como c¢yle; — €]? > 0 em (5.26) conclui-se que
(0(y.€1) —o(y,e2))(e1 — €2) > csler — €af”,
onde ¢ = 227 P¢y.

Analogamente ao item vi), a propriedade vii) pode ser verificada separadamente,

isto é,
o(y, 1) = o(y,e2)| < low(y. e1) —or(y. )| + lone(y. 1) — onc(y, e2)]-
Evidentemente o termo envolvendo o, resulta
loL(y, €1) — oLy, €2)| < coler — ef.

Para fins de desenvolvimento, com o termo envolvendo oy, se deseja deduzir a

seguinte estimativa para p € [2, 00l
lone(y,€1) = one(y, )] < ciler — e (1 + Jea| + [e2])P 72 (5.30)
Pela definicao de oy, existe uma constante positiva ¢y tal que
lone(y,€1) — one(y, &) < eollerP 7261 — [ "e. (5.31)
Para verificar (5.31), observe que

_ _ 2 _ _ 2 _ _
e P76 — |ePPe|” = (laPPlal — el ?le]) +2lal??leP 7 (|alle| — ac).

(5.32)
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Para o primeiro termo de (5.32), assumindo 0 < |ey] < |€1| < o0, existem as

constantes 1 > x > 0 tais que 0 < k < 1 — |ea|/|e1] < 1, assim

aPlal —leP 2ol lal - et
(lal =le) (1 +lal+le (1 -2+ |al +|e])y-2
< a2
T (=D 4 e[+ el
1

S E = (4.

Logo

le1[P72ler| — lealP"?lea| < caller] — lea]) (1 + |ea] + |ea] )72 (5.33)
Usando as relagoes
lz| = [yl <Mz =yl lallyl < (2l +[y)? 2(|zllyl —2y) < |z -yl

com z,y € R e (5.33) em (5.32) obtém-se

lealP2e — | el < ci(|er| — [ea)*(1 + |er] + |ea])*® 2
+2ler[P2leafP 7 (Jea|ea] — eren)
< Aley — 62 (1 + || + |ea]) P72
+2ler [Pl (Jea|ea] — €rea)
< diler — e (1+|al| + |ef)*"?
+2(1+ || + [e])?P7? (Jea]|ea] — ere2)
< (1 + |ex] + |e2])? P2 (¢ — ). (5.34)

Assim, quando substituir (5.34) em (5.31) obtém-se (5.30). Logo, da soma das
equagoes (5.30) e (5.26) resulta

lo(y,e1) — oy, e2)| < er(1+ |ea| + |e2])" e — €

e portanto o item wvii) é satisfeito.
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Em particular, sera considerado o caso de um compdsito com comportamento
constitutivo linear na fase 1 (matriz) e nao linear na fase 2 (inclusdo), as quais sao descritas

pelas seguintes leis, respectivamente,

o1(€) = are, 03(€) = aze + bale|" e, 4 (5.35)
b com p = 4. .
Wi(e) = %62, Wy(e) = %62 + ﬁep,

Na pratica, em ambos desenvolvimentos, MHA e MCDE, busca-se a lei efetiva g(€;) do

problema local (4.59), onde para ¢ e x fixados se tem

Para ser mais preciso, ao integrar a equagao (4.59) sobre Y \ I'y, considerando as leis (5.35),

segue que

52@1(51‘1‘—),963/1
dy

3
0 = a9y El—i‘@—./v’l +b2 El+a—M ,yEYé
dy Ay

0.
onde 7 é constante para x e t fixados. Isolando o termo & + =L obtém-se

dy
ONT @
i+t =—ye,
dy aq
_ 8./\/1 ol
€1 + P - 2 Yy € }/2
Y as + b2 (El + 88_/\;1)
Assim, € pode ser reescrito como
ON; G
€:€1+ 1: d s yEY\FO
dy oM

x1(y)ar + x2(y) {C@ + by (El + a—y>2]

Ao calcular a média integral de € segue

dy
d -5 tda2
() =¢ = i+ﬁ

aq 1

2

971
ag + bQ <E1 + a—M> ] ds 6,
0s

em que (x,) =d,., r=1,2, e d; + dy = 1. Disso, portanto, resulta a lei efetiva
q X

c=05(e) =k (&)e,
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onde )

971
as + bz (El + ag\gl) ] ds (536)

d
N d PR
k(&) = —1+[l1

2

denota o coeficiente efetivo. Note que o coeficiente efetivo (5.36) é varidvel, em virtude da sua

dependeéncia de €, contudo, nao apresenta um variacao rapida como o coeficiente original.

Das relagoes (4.61) e da condigao de unicidade em (4.59) se conclui que

E1

v k (
Ni(y,€.6) = / N — 1 €ds+ C(€,€),
0 X a1+X2 [2+b2 €1 + 1)}

= N(y>€0,€1)+c(€0,€1) yey,

onde C(€y,€) = — <./\f1> Logo, a solugao assintética de ordem O(e) é definida por

u(t,z,¢) = up(t, ) + e (6 Uo, %‘f) (5.37)

onde ug é solugao do problema homogeneizado

(’)uo @ ~ aUO 6”0 .
W - % (k (8_x) %) - f(twr)u te ]OuT[7 x € Q’

u0(07$) = g(:v), S Qa
wo(t,0) = 0, ue(t,1) =0, t10,T].

Como mencionado, em geral, a solugao assintdtica (5.37) nao satisfaz exatamente a condicao
inicial e de contorno, logo se constréi o termo N (7,y, €, €) que corrige (5.37) no contorno

e nos curtos efeitos do tempo. Este termo corretivo é fornecido do problema (4.76).

5.2.3 Exemplo 4 - Compésito bifasico (relagao constitutiva nao linear com
limitador para energia)

A lei ndo linear (5.22) pode, dependendo do fenomeno, nao descrever de forma
realista o comportamento constitutivo do meio por ser ilimitado. Diante disso, na introdugao
é apresentada a abordagem de Volokh que limita a energia constitutiva do meio. Agora, com

o fluxo limitado para p = 4 segue a seguinte lei constitutiva

o (Le) = Zx (£) e +lePe) e { - (Gt + o)} 539
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Portanto, para (5.38) configura-se o seguinte problema original:

(Ou® 0 [x .
O Do (L) = flta), 10 T] we @\,

[[UE]]F =0,

[[0 (g eg)ﬂp —0, (5.39)
u(t,z) =0, x €0, te€]0,T,

uf(0,z) = g(x), x €,

\

Para o problema (5.39) ser homogenizado, deve-se verificar se o fluxo (5.38)

satisfaz as propriedades da Definicao 33. Para isso, considere o fluxo

2
1 /1 1

o(y,e) = E X (y) (are + by|e[P~%€) exp {—5 (§CLT€2 + ];brep) } (5.40)

r=1 T

para 2 < p < o0.

Demonstragao. i)-iii) Evidentes, assumindo todos os argumentos de o como indepen-

dentes.

iv) Segue diretamente de avaliar

1 /1 1
o, (0) = (aye+ b|e["%€) exp {_C}T (éar62 + —brep) }
p

=0, parar=1,2.

T e=0

v) Usando propriedades de valor absoluto, segue que:

1 /1 1
exp {—(}Tr (5%62 + Zb,~64> H < c.(lel +lePh),

com ¢, = max{a,, b}, r = 1,2. Logo

o] < |aye + bylelP e

o (y, )| < e(1+ e,
para ¢ = 2max{cy, 2}

1 /1 1
vi) Define-se P.(¢) = ~% <§are? + Z;bre?), j =1,2. Disso, segue que

(0r(e1) — 0r(€2)) (1 — €2) =[a, (e1exp {Fr(e1)} — e2exp {Pr(e2)})
+b, (|1 [P Perexp {Po(e1)}

—|ea[P ez exp {P(€2)})] (e1 — €2). (5.41)
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Pela relacao da energia com limitadores um valor €* pode ser extraido, sendo ele
entendido como um ponto de ruptura, ou seja, a deformacao que ocorre a tensao

de ruptura, como ilustra a Figura 5.11.

- - - -Energia critica
—— Energia com limitador

Figura 5.11: Ponto de ruptura.

Para ser mais preciso, considere 1) a energia limitada definida em (1.12), e ® a
energia critica do meio. Assim, dado 7 > 0 suficientemente pequeno, existira
um €* € R tal que [¢)(e) — ®| < v, e este ponto €* serd entendido como ponto
de ruptura. Observe que o ponto de ruptura fornece uma energia constitutiva
aproximadamente critica, implicando num fluxo (ou tensao) aproximadamente
nulo. A partir disso, obtém-se as seguintes estimativas para os termos da direita

de (5.41):

a, (e1exp{P.(e1)} — exexp {P(e2)}) (€1 — €2) > a, exp {Pr(€¥)} &1 — €2]” (5.42)

by (|er]P%erexp {Po(e1)} — |ef" e exp {P(e2)}) (61 — €2) >

brexp {P,(€")} |e1 — ea]”. (5.43)
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Logo, de (5.41), (5.42) e (5.43) segue que
(0:(e1) — 0v(€2)) (1 — €2) > ¢ (Jer — o) + &1 — &2]") > cler — eo”,

parar = 1,2, em que €* depende das propriedades do material, da energia critica

e do parametro definido . Logo
(0(y,e1) — o(y, 2)) (e1 — €2) > 2¢ (Je1 — €2” + |e1 — e2) > 2cer — o,
e portanto, o item vi) da Defini¢ao (33) é satisfeito.

vii) Pelas propriedades de valor absoluto, o cardter limitado da exponencial e da

estimativa (5.32) segue que

|or(e1) = onl(e2)] = lar(erexp{P(e1)} — €2 exp{Fr(€2)})

+b,(Je1 [P 2er exp{ P, (e1)} — |e2/" ez exp{ P (e2)})]

S a, |€1 — €2| + bT ‘|€1|p72€1 - ’€2|p7262|
< a(ler — o] + Jer — €af (1 + |e] +[ea])P72)
S 263|€1—62|(1+|€1|+|62|)p_2,

para r = 1,2. E portanto existe uma constante ¢ > 0 tal que

oy 1) — o(y. 2)] < cler — el (1 + [er] + o).

Finalmente, garantidas as propriedades da Definigdo 33 para o fluxo (5.40), o
caminho esta livre para usar os resultados do Capitulo 4. Além disso, a existéncia e unicidade

de solugao para (5.39) é assegurada. Vejamos a seguir a construgao da solucao assintética de

(5.39).
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Para x e t fixados, segue da equagao e condi¢ao de contato perfeito em (4.59),

apoés integrar com relacao a variavel y, que
o = X1y 1| € By P 20, €1 dy
() o (2 + 20 A R I R (N W LU A
X2\Y 2 | €1 By 2 | €1 y P o, | 2 1 y

ON;
onde 7 é constante Vy € Y. Isolando o termo & + —1 obtém-se

dy

Z 4+ (9/\/'1 = ( ) B aq & + (9/\/1 2
€1 _8y = 04 X1\Yy)a1 exp —2(1)1 €1 _0y
+b _+8N1 2 _i % _+3N1 2
a2 2 | €1 _ay €xXp o, | 2 €1 _0y
b vV
2 [ = 1

Apoés integrar na variavel y de 0 a 1 segue da condicao de contato perfeito e periodicidade

de N1 que

€ = 5/1 X1(y)a1 exp —ﬂ(E +8—M)2

1 ; 1 1 20, 1 dy
a+b_+8_M2€X _i%g+a_'/\/‘12
2 2| €1 6y p o, | 2 1 83/
b o)
2 [ _ 1

Portanto a lei efetiva é expressa por

+x2(¥)

+x2(v)

7 =0(a) = k(&)e,
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onde

1 2
-~ _ aq _ 0./\/1
k(ey) = / X1(y)ay exp ——(6+—)
@) {0{1<)1 T Gy
as +b E+8—M2ex —i%E+8—M2
2 2 | €1 By P o, | 2 1 ay
4 -1 -
by (. OM
1(6+5) ”} »
denota o coeficiente efetivo. Em seguida, para se obter Ny, da relacao (5.44) se deduz
N, ~ a N )®
a_yl = {k(gl) [X1(?J)a1 eXp{—Tgl (El + 8_y1) }
as + b E—i—a—MzeX —L%E—i—a—/\/’lQ
2 2 | €1 By p o, | 2 1 y
by [ ONI\' |
1 ( oy
Ao integrar, segue pela condigao de contato perfeito que N (y, €y, &) = N (y, €0, €1)+C (€0, €1),
tal que
- v [~ a ONT\?
Bpae) = [ {k(a) x1<s>alexp{—2T;l (+a—)}

_|_b 3 _|_8_M i _i % € +8_M i
d2rla Js Xp D, | 2 “ s

+x2(¥)

+x2(y)

—17%.

+x2(s)

b oM\ |
ZQ (El + 8_81> ] } —1 EldS
e Cle, &) = —(N,). Observe que a homogeneizacio forneceu uma lei efetiva continua,

porém, heterogénea. Isso nao quer dizer que a homogeneizacao foi initil, pelo contrario, ela
forneceu um problema equivalente que pode ser resolvido por técnicas usuais e com menor

custo computacional.
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5.2.4 Tratamento numérico para o problema original nao linear unidimensional

Naturalmente, o MsFEM sera base para resolver o problema original nao linear,
ja que envolve coeficientes rapidamente oscilantes. Por simplicidade, serd formulado um
unico problema nao linear que contemple os exemplos 3 e 4. Para isso, se considera o fluxo

da forma (5.38). Reescrevendo (5.38) da forma o(y, €) = a(y, €)e obtém-se

2
1 /1 1
_ 2 2 4
a(y,e) = ;:1 Xr(y)(a, + by|€|*) exp {_‘I)r (§a7£ + Zbre > } : (5.45)

Como casos particulares, seguem os Exemplos 3 (a, > 0, b, > 0e &, = o0) e 4 (a, > 0,

b, >0e0< ®,. <o0). Logo, o problema original para cada ¢ fixado é definido como:

((Ou® 0 x Out\ Ou®
— - = = f(t tel0,T Q\T
ot (1(55) 55 ) = feo) telotl seor,
xr Ou®\ Ou®
O =0,
e Or ) Oz ||
e (5.46)
[u ]]F =0,
us(t,z) =0, x €09, te€]0,T],
| v (0,2) = g(x), ve
Assume-se que Q = [0,1] é dividido em N segmentos uniformes
0=z <9 <a3< -+ <0 <Tjy1 <+ <xTny1 =1
1
com Azr = N Vi =1,...,N + 1, e o intervalo de tempo [0,7], T" > 0, é dividido em M

segmentos uniformes
O=thh <to<tsg< - <t <tpm < - <ty =T

T
com At = i Vn =1,..., M + 1. Para resolver (5.46) serd empregado o Método do Ponto
Fixo usando uma formulacdo fmplicita no tempo, isto é, conhecida a solucao u®) da iteracao

k serd obtida a proxima k + 1 através da equagao

o ,(k+1) o o e,(k) ) e,(k+1)
S (a (”“” “ ) “ax ) = f(t,2). (5.47)

e Ox

ot dx
Visto que ja se conhece a solucao da k-ésima iteracao, usando diferencas finitas no tempo

em (5.47), a seguinte formulagdo por Galerkin Descontinuo é obtida usando fungoes base
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multiescala
N n n ) n ) 5 (S
f ul +1,(k4+1) _  n,(k+1) / ¢€¢8dg;+ .y k+1)/ . Uz:f (k) _ui_+11 (k) s d S s
— At 0 e’ 2Ax dr dx
1
= [ @
0
(5.48)
onde, para t = t, 41 fixado, ¢; é solugao do problema eliptico
( n+1,(k) n+1,(k)
d./L' 57 2A.f13 ) dxqbz(x)) ) €m ]CE] 1737][\ 9 j 9 9 + )
T u?—:luk) _u?jll’(k) d ¢E( ) 0
g’ 2Ax dz ™ . ’
[[Qbf]]r =0,
\(ﬁf(.’ﬂj):d”,lzl,,N—l—l
(5.49)

A partir de (5.49) segue que

n+1,(k) n+1,(k)
T U, —u;_ d
a <€, + N - ) %Qbf(x) = C(Ii—h%,xiﬂ),
tal que
4 —1
(i1, 1) = / — — dx
Ti—1 a° (l’,U:LJrl o ),U?_:l o ))

0(951'71, Zi, 33i+1) =

Ti+1 1
(T, Tiyr) = — / dx
z; at (l‘, U?+11 (k)’ u?:lL(k))
\
e +1,(k) +1,(k)
n n
Rl B e S —
)y Yi—1 s Wit 57 2A:C .
Consequentemente, seguem
( -1
n+1,(k)  n+l,(k) LR iR dx
dor ) <x’u’ 17t ) A (x’“z T )
da 1 Tit1 1
_ +1,(k)  n+1,(k) / L) iR dx
n n s " n 7
. “ (.’E,uz 1t ) o <$,ul 1 o Uigg )

, €in ]xh xi-i—l[a

, €In ]xi—la JIZ[\F,

-1

, €I ]$i, fEi+1[\F,
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e
( -1
v 1 i 1
/ H1,(k)  n+1,(k) dz / H1,(k)  n+1,(k) dr ,em [zi1, 3],
n n+1, ) n n+1,
o zi-1 Qf (z,uZ 10 Uy ) Ti-1 Q° (377% 1 Ui )
i = -1
x 1 Ti+1 1
dz dx +1, em [z, x;11].
v e n+1,(k)  n+1,(k) . n+1,(k)  n+1,(k)
\ vaf (zu Uy iat (@ Uy

A formulagao (5.48) consiste no seguinte sistema
(An+1 +AtBn+1)un+1,(k+1) _ Atgn+1 +An+1un,(k+1)’ (550)

onde A" = (q;;), B" = (b;;), g"™ = (9;)

..:/x (%) dx+/:+1(¢?)2dx,

Ti41
£ . £
Q51 —/ ¢ A 5+1 —/ ¢ z+1
T;

n = C(xz 1 xz) - C(wia $i+1)a
biz‘—l = —C(ifi—l,%) b; i+l = C($¢,$i+1)7

Tj+1
/ fn+1¢€d$+ / fn+1¢§d$7

Tj

para i,j = 2,...,N. Para obter u**!) deve-se resolver o sistema (5.50) para todo n =

1,..., M, apés aplicacao das condigoes de contorno, pelo TDMA. O processo iterativo encerra

(k+1) — u®)| < k, para um & > 0 definido.

quando ¢ satisfeita a condi¢ao |u

Solugoes Local e Homogeneizada

Para o fluxo o(y, €) = a(y, €)e com a(y, €) definido em (5.45), deduz-se de (4.59)
~ % . 8u0 8
"\ 0z or ) or
-1
OO [ —
ox 0 a (y’ + 8“0)

a seguinte lei efetiva

onde

By
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e
= (duo
Yy a <y> 88_yl + %) X
Logo, o problema homogeneizado de (5.39) é formulado como
0u0 8 e 811,0 811,0 B
W‘?((T)a_ =f telpT] we
u(t,z) =0, =€, telo,T], (5.52)

up(0,z) =0, z €.

Infelizmente, obter uma solucao direta para o problema (5.52) nao é possivel, pois depende

de (5.51), assim como (5.51) depende de ug. Para resolver este sistema propoe-se utilizar um

algoritmo de ponto fixo, onde ugkﬂ) é obtido de

8U0 (k+1) o (. (9UO (k) auo (k+1)
_ i - — k>
ot oz \ '\ oz o f, k20

onde

—~ 8u0(0) /1 1 d
al| —— = ,
O 0 a( aNl(O)_{_%(O)) Y

Y, B

-1

—~ 8U0 (k) ! 1
a < o7 /0 a< oN, (k—1) N %(k—l)) Y =

Y, %y

E, a partir de u*t1 se atualiza

 { oun (k
AN, D) - 5 (%_:5( +1)> Dy D) .
Jy a (y, %(k) I %(kﬂ)) ox =

(0)

O termo uy’ é solu¢do do problema linear (p = 2 ¢ &; = $3 = 00), com coeficiente efetivo

a:( d ., dy

a1+bl a2+b2

B © @ 0
) © a_M - 2 - -1 @ . Disso, portanto,
Oy 2 () (ar +by) oz

se estabelece o seguinte algoritmo:

1°) Calcule

. ( d )‘1
a = .
ar +by  ag+ by
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2°) Obtenha uéo), solucao do problema homogeneizado linear

aUO ©) ,\82u0 ©
ot Yo
u(0,2) = g(x), z€Q,

WOt z) =0, 09, t€)0,T].

= f(t,x), t€]0,T[, = €,

(0) o
3°) Defina 8_./\/'1 = 5 ¢ -1 =
0y 21 Xe () (ar 4 by) Oz

_{ dug (0)
4°) Defi — .
) Define a ( 5

Faca k£ = 0.

5°) Resolva
( auo (1) a R auo (0) auo (1) B
W — % a % % - f(t,x), t E]O,T[, xXr E Q,
u§(0,2) = g(z), z€Q,
u(t,2) =0, x €, t€0,T].

\

(1
6°) Atualiza a (% )

X

(1)
7°) Atualiza aa—j\y/l

Faca k = 1.

8°) Resolve para ul”.

E assim por diante, até que para alguma tolerancia § > 0, sejam satisfeitas

aj\/’l (k+1) aj\/‘l (k)

dy dy

uf™ —u| < b e

0 < 4.

. ~ k+1 :
Observe que os problemas homogeneizados para obtencao de u(() ) consistem

em resolver as equagoes lineares com coeficientes constantes, logo empregar o FEM classico
(k+1)
é suficiente para resolvé-los. Como ha uma relacao explicita para ——— , obté-la nao

dy

apresenta muita complicacdo. Para o calculo de @ se faz necessério o uso do método de

quadratura adaptativa para o calculo da integral.



166

Corregoes do contorno e curtos efeitos do tempo

Na descricao do processo de construcao da solucao assintotica do problema nao
linear, o ultimo passo consiste em corrigir o contorno e os curtos efeitos do tempo, pois dos
passos anteriores, j4 conhecemos uy+¢eN; e sabemos que em geral essa assintdtica nao satisfaz
exatamente as condigbes do problema original. Para corrigi-las, o problema (4.76) deve ser
resolvido. Para isso, se fez uso dos MsFEM e ponto fixo, assim como no problema original

(5.47), porém agora, nas variaveis 7 e y.

Definiu-se, para z e t fixos, M; = Ny + N + €y, logo o problema (4.76) ¢

equivalente a

(oM, 0 OMy\ OM\

o oy v, 3y ) 3y ) =0, 7€]0,T[, y<]0,1[\Io,

|[ ( 8/\/11) 8/\/11}]

a\y, —(— - 07

oy ) 0y |,
(5.53)

HMI:I]F() - O’
Ml(oa y7gl) = E1ya Y € ]Oa 1[7
M1<T,O,€1)IO, Ml(T,l,El):El, TE]O,T[.

\
Para simplificar a implementagao, se define ainda, €, M} = M;, logo o problema (5.53) pode

ser reescrito como

CoM: IM\ OM;
or g \“\» 175, ) dy )_O’ ren T et
|[ ( @./\/l*) a/\/l*ﬂ
y7€1

[M:]y, =0, (5.54)

MT(O7y>E1) =Y, Yy € ]07 1[7
MT(T,O,El) - 07 MT(T> 17E1) - 17 T E ]OuT[

Através do método de ponto fixo, obtém-se M7 de (5.54) a partir da equagao

recursiva

(5.55)

oMY o | aMiP\ oMt
or Ay yra oy dy -
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onde, para k = 0, se considera ./\/l’{(o) = y. Assim obtemos o seguinte problema linear

( ) * (k+1) B ) * (k) ) * (k+1)
Mi —laly=& Mi Mi =0, 7€]0,7[, y<]0,1[\Io,

(5.56)

MT(k+1)(O7y7€1) =Y, Y S ]O’ ]-[7
| M (1,0,6) =0, M;* (1 1,6) =1, 7€]0,T].

* (k)

1
dy

Pela positividade de a(y, €) paratodoy € Y e & € R, o problema (5.56)

se resolve pelo MsFEM. Obtido M7, basta calcular

& (M —y) =N+ N,

para obter o termo de ordem O(¢) da assintética corrigida ulM

Pela Figura 5.12, pode-se observar a convergéncia da solugao exata com e sem
fluxo limitado para a homogeneizada, quando ¢ — 0. Se assumiu como condi¢ao inicial
g(x) = z(1 — z), fonte/sumidouro f = e~* tempo final T = 1, propriedades a; = 7, by = 1,
ay = 3, by =0, d; = 4 e &3 = 2. As imagens na primeira linha da Figura 5.12, ilustram
a solucao exata sem limitador para energia ug;, convergindo para a solugao homogeneizada
sem limitador para energia ugsr. Na segunda linha, é ilustrada a convergencia da solucao
exata com limitador para energia ug;, quando € — 0, para a solucao homogeneizada com
limitador para a energia ugcr. Nas terceira e quarta linha, similarmente, observam-se as
convergeéncias das solucoes exata para as solucoes assintdtica corrigida com ug% 1, € sem u% L

limitador para energia, respectivamente.
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Figura 5.12: Erros entre a solucao exata e homogenizada, exata e assintotica, com e sem

limitador para energia, para ¢ = 1/2, 1/4 e 1/16.
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Para gerar tais resultados usou-se uma discretizacao de N = 160 elementos no
espaco e M = 200 no tempo. A tolerancia para as condicoes de convergéncia foi de § = 1075.
Na Figura 5.13 é possivel comparar o tempo (tempo da maquina definido em segundos (s))
de simulacao entre as solugoes homogeneizada, exata, assintética corrigida e tradicional para

diferentes valores de ¢ fixados:

Comparacdo entre os tempos de simulacdes (sem limitador)
1600
1400 1358
1200 1096
1000

800

Tempo (s)

600

526
469 g8 456
400
200
7 17 7 12 7 g
0 [ [ [
0,5

0,25 0,0625

Par&metro

B Homogeneizada MExata M Assintdtica Corrigida Assintotica

Figura 5.13: Tempos de simulacao das solucoes homogeneizada, exata, assintotica corrigida

e tradicional do Exemplo 3.

No grafico, as colunas azuis indicam os tempos de simulacao para as solucoes
homogeneizadas. Observa-se que o tempo se mantém em 7s para todos os valores de €. O que
é natural, uma vez que o problema homogeneizado nao depende do parametro. O tempo de
simulacao das exatas, indicadas pelas colunas laranjas, apresentam um crescimento conforme
o parametro € diminui, assim como o tempo da assintética corrigida. J& o tempo de simulacao
da assintética tradicional diminuiu conforme o € diminui. Esse é um efeito do algoritmo, ja
que para cada ¢ a malha, usada na resolugao dos problemas locais, variava conforme o valor de
¢ mudava, isto é, quando € = 1/2, a malha usada para resolver o problema local apresentava
80 elementos. Quando ¢ = 1/4, a malha apresentava 40 elementos e por fim, quando ¢ = 1/16,

a malha apresentava 10 elementos, o que resultou nessa diminuicao do tempo de simulacao.
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No Exemplo 4, a partir da Figura 5.14, é possivel visualizar que o tempo de simulagao da
homogeneizada, novamente manteve estabilidade no tempo, porém houve um aumento no
tempo de simulagao. Da primeira e segunda simulacao da exata houve uma queda no tempo,
porém ela se justifica pela reducao no nimero de iteragoes realizadas pelo método de ponto
fixo. Como no exemplo anterior, o tempo de simulacao da assintdtica tradicional teve queda

pelos mesmos motivos.

Comparacdo entre os tempos de simulacdes (com limitador)
4000 3636
3500
3000
— 2500 2348

3 2000
£

& 1500 1405 1289 1389 1314

1000 613

413
500 185 185 185 260

0 — — —
0,5 0,25 0,0625

Pardmetro &

mHomogeneizada m®Exata m Assintdtica Corrigida Assintotica

Figura 5.14: Tempos de simulacao das solucoes exata, homogneizada, assintética tradicional

e corrigida do Exemplo 4.

A partir desses dados, notou-se um aumento no tempo de simulacao das solucoes
com limitador, comparados as sem. A implementacao e o tempo de simulagao para a solucao
homogeneizada ¢é significativamente mais simples e rapida. Obter uma solugao assintética
corrigida pode ser uma alternativa para obtencao de uma aproximacao da solucao exata,

porém a implementacao pode se tornar trabalhosa e o tempo de simulagao longo.

Comprovando o que foi apresentado na segao sobre a correcao dos curtos efeitos
do tempo, na Figura 5.15 para e = 1/2 verifica-se a correcao da assintética no perfil para
x = 0.1. Ainda, na mesma figura, verifica-se que o erro absoluto, em perfil, entre as solucoes
exata e assintotica corrigida no valor inicial é zero, diferentemente do erro absoluto entre as

exata e assintotica tradicional que é nao nulo.
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e=1/2, ©=0.1

0.1 0.035 0.035
us — |uf — u£1)| —|uf — u]

O 0.03 0.03

0.08 2
0.025 0.025
0.06 0.02 0.02
0.04 0.015 0.015
0.01 0.01

0.02
0.005 0.005
0 0 ol
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
t t [

Figura 5.15: Perfis das solugoes exata e assintotica corrigida sem limitador para energia, em
x = 0.1, para ¢ = 1/2. Erros absolutos dos perfis em = 0.1 entre as solugoes

exata, assintotica e assintdtica corrigida.
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6 CONCLUSOES

A prova de existéncia e unicidade da solugao do problema de difusao nao linear
colaborou em diversos pontos deste trabalho. Inicialmente, as estimativas deduzidas, permi-
tiram deduzir que a sequéncia de solucoes exata, indexada por ¢, era limitada em norma por
uma constante independente do parametro €. Sendo essa, uma hipdtese necessaria para o em-
prego do MCDE. Permitiu ainda, garantir a existéncia e unicidade de solugao para o problema
homogeneizado, quando garantida a preservacao das propriedades do fluxo original para o

efetivo. Consequentemente, a unicidade de A7, solucao do problema local biparamétrico.

As estimativas obtidas do problema nao linear nao foram aplicdveis na obtencao
da proximidade entre as solucoes exata e homogeneizada, uma vez que o operador é nao linear.
Porém, fazendo uso das propriedades do fluxo original, foi possivel demonstrar a proximidade
entre as solucoes exata e homogeneizada, justificando todo o processo de homogeneizacao
realizado, além de, é claro, mostrar que a solucao homogeneizada é e-préoxima da exata na

norma do espaco que elas pertencem.

A ideia de homogeneizagao é importante quando encaramos problemas multi-
escala. Os métodos de homogeneizagao oferecem ferramentas que simplificam o modelo de
maneira rigorosa, possibilitando o estudo do fendmeno numa precisao aceitavel. Isto foi cor-
roborado apds a aplicacao dos métodos MHA e MCDE sob os modelos iniciais multiescala
com coeficientes rapidamente oscilantes (problemas originais). Os problemas homogenizados
apresentam coeficientes constantes ou sem a rapida oscilacdo. A preservacao das proprie-
dades do fluxo foi importante para este estudo, ja que ela permitiu garantir a existéncia e

unicidade do problema homogeneizado nao linear com/sem fluxo limitado.

No exemplo 1 do Capitulo 5, a solucao homogeneizada apresenta um comporta-
mento e-proximo da solucao exata. Para se obter uma aproximacao mais precisa da exata,
é preciso adicionar ao comportamento efetivo (macroscépico) ug, 0 termo que contém a in-
formagao local (microscopica) do meio, isto é, eu;. Tradicionalmente, esta soma fornece um

comportamento impreciso no contorno e no valor inicial e, portanto, se propos acrescentar
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um termo corretivo cuj. Este termo corretivo é fornecido através de uma abordagem pos
método de homogeneizagao. Esta abordagem de correcao se mostrou 1til para aproximar a
solugao assintotica da exata, tanto linear, quanto nao linear, a qual, até entao, nao se tinha

registros.

Na simulagao numérica dos exemplos, destaca-se a importancia do Método de
Elementos Finitos Multiescala (MSFEM) e o Método da Quadratura Adaptativa. O MsFEM
por permitir resolver os problemas com coeficientes rapidamente oscilantes e mesmo nao
oscilante (como no problema local nao linear, com coeficiente descontinuo), e a eficiéncia do

Método de Quadratura Adaptativa para o calculo das integrais envolvidas no MsFEM.

Trabalhos Futuros

A seguir sao apontados alguns tépicos que dao continuidade a este trabalho:

1. Como este trabalho esta voltado para meios heterogéneos que apresentam se-
paracao de escalas estruturais, suas propriedades apresentam variacao rapida
com relagao a variavel espacial apenas. Porém, a relacao do fluxo nao linear

ainda poderia ser extendida para

isto é, um fluxo envolvendo coeficientes rapidamente oscilantes também com
relacao a variavel temporal e hipéteses de periodicidade no tempo e espago. O
limite, quando ¢ — 0, do problema de difusao original envolvendo este fluxo,

obtido pelo MCDE, pode ser encontrado no artigo [115]. Foi encontrado também

a(x,t xau),r>0, (6.1)

e’ e’ Ox

o limite para o fluxo

em [114]. Neste, além da homogeneizagao, o resultado de corretor é desenvolvido.
Em ambos os trabalhos [114, 115], se deduz os problemas limites para trés casos

0 <r <2, r=2er > 2 Destaca-se aqui o segundo caso, quando r = 2.
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Quando r = 2, se deduz para um problema difusivo envolvendo o fluxo (6.1) os

seguintes problemas homogeneizado e local, respectivamente,
8u0 0 —~ " 8u0

] ax

ug(0, ) = g(x), =€

> = f(t.2), wE9, tE0,T]

onde
~ GUO . 1 8u0 aul
o (x,t,%) —/0 /YO' (:E,T,y,%—l—a—y dydt

Qui 0 (), %0 0w
or Oy Yo oy )

Com estes resultados, conjectura-se a construgao de uma solucao assintética,
agora, corrigida no contorno e nos curtos efeitos do tempo, assim como realizado

no MHA.

. Estender os resultados existéncia, unicidade e homogenizacao via MHA aqui

apresentados para funcoes f : RV — R, N € N.

. Para o item anterior, desenvolver usando condicoes de contorno do tipo New-

mann ou Robin.

. Desenvolver a homogeneizagao via MHA e MDCE nao linear supondo condigoes

de contato imperfeito.

. Estabelecer hipéteses para o fluxo nao linear o quando p € [1,2] e assim desen-

volver os resultados de existéncia, unicidade e homogeneizacao para este caso.



[10]

175

Referéncias Bibliograficas

R. A. Adams. Sobolev Spaces. Academic Press, New York, 1975.

R. P. Agarwall and D. O’Regan. An Introduction to Ordinary Differential Equati-

ons. Springer, New York, 2008.

G. Allaire. Homogenization and two-scale convergence. SIAM Journal on Mathe-

matical Analysis, 23(6):1482-1518, 1992.

G. Allaire and G. Bal. Homogenization of the criticality spectral equation in
neutron transport. Mathematical Modelling and Numerical Analysis, 33(4):721—
746, 1999.

G. Allaire and M. Briane. Multiscale convergence and reiterated homogenisation.

Proceedings of the Royal Society of Edinburgh, 126A:297-342, 1996.

G. Allaire and H. Hutridurga. Homogenization of reactive flows in porous media
and competition between bulk and surfasse diffusion. IMA Journal of Applied
Mathematics, T7:788-815, 2012.

M. Amar, D. Andreucci, P. Bisegna, and R. Gianni. A hierarchy of models for the
electrical conduction in biological tissues via two-scale convergence: the nonlinear

case. Differential and Integral Equations, 26(9-10):885-912, 2013.

A Matine, N.Boyard, G.Legrain, Y.Jarny, and P.Cartraud. Transient heat conduc-
tion within periodic heterogeneous media: A space-time homogenization approach.

International Journal of Thermal Sciences, 92:217-229, 2015.

D. Aranda-Iglesias, G. Vadillo, J. A. Rodriguez-Martinez, and K.Y. Volokh. Mo-
deling deformation and failure of elastomers at high strain rates. Mechanics of

Materials, 104:85-92, 2017.

I. Babuska. Solutions of interface problems by homogenization, part 1. SIAM
Journal of Mathematical Analysis, 7(5):603-634, 1976a.



[12]

[13]

[18]

[19]

[20]

[21]

22]

176

I. Babuska. Solutions of interface problems by homogenization, part 2. SIAM
Journal of Mathematical Analysis, 7(5):635-645, 1976b.

I. Babuska. Solutions of interface problems by homogenization, part 3. SIAM
Journal of Mathematical Analysis, 8(6):923-937, 1976¢.

N. S. Bakhvalov. Averaged characteristics of bodies with periodic structure. Do-

klady Akademii Nauk SSSR, 218(5):1046-1048, 1974.

N. S. Bakhvalov. Averaging of partial differential equations with rapidly oscillating
coefficients. Doklady Akademii Nauk SSSR, 224(2):351-355, 1975a.

N. S. Bakhvalov. Averaging of nonlinear partial differential equations with rapidly

oscillating coefficients. Doklady Akademii Nauk SSSR, 225(2):249-252, 1975b.

N. S. Bakhvalov and G. P. Panasenko. Homogenisation: Averaging Processes in

Periodic Media. Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, 1989.

G. Bayada, S. Martin, and C. Vazquez. Two-scale homogenization of a hydrody-
namic Elrod-Adams model. Asymptotic Analysis, 44(1-2):75-110, 2005.

M. P. Bendsoe and O. Sigmund. 7Topology Optimization: Theory, Methods and
Applications. Springer-Verlag, New York, 2003.

A. Bensoussan, J. L. Lions, and G. Papanicolau. Asymptotic Analysis for Periodic

Structures. North-Holland, Amsterdam, 1978.

Y. Benveniste. Magnetoelectric effect in fibrous composites with piezoelectric and

piezomagnetic phases. Physical Review B, 51:16424-16427, 1995.

V. L. Berdichevsky. Spacial homogenization of periodic structures. Doklady Aka-
demii Nauk SSSR, 222(3):565-567, 1975.

D. J. Bergman. Anisotropic nonlinear response of periodic square or cubic com-

posites. Physica A, 270(1-2):8-14, 1999.



[25]

[27]

[30]

[31]

177

F. Botelho. Functional Analysis and Applied Optimization in Banach Spaces: Ap-
plications to Non-Convex Variational Models. Springer, New York, 2014.

A. Bourgeat, S. Luckhaus, and A. Mikelic. Convergence of the homogenization
process for a double-porosity modelo of immiscible two-phase flow. SIAM Journal

on Mathematical Analysis, 27(6):1520-1543, 1996.

J. Bravo-Castillero, R. Guinovart-Diaz, F. J. Sabina, and R. Rodriguez-Ramos.
Closed-form expressions for the effective coefficients of fiber-reinforced composites
with transversely isotropic constituents - ii. piezoelectric and square symmetry.

Mechanics of Materials, 33:237-248, 2001.

J. Bravo-Castillero, F. J. Sabina, R. Rodriguez-Ramos, R. Guinovart-Diaz, O. V.
Mijangos, and J. C. Sabina de Lis. Effective elastic properties of periodic fibrous
composites. limit cases. applications to porous and nonlinear materials. Computer

Assisted Mechanics and Engineering Systems, 13:305-322, 2006.

J. Bravo-Castillero, L. M. Sixto-Camacho, R. Brenner, R. Guinovart-Diaz, L. D.
Pérez-Fernandez, and F. J. Sabina. Temperature-related effective properties and

exact relations for thermo-magneto-electro-elastic fibrous composites. Computers

and Mathematics with Applications, 69:980-996, 2015.

H. Brezis. Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations.

Springer, New York, 2011.

F. Brezzi and L.D. Marini. A quick tutorial on dg methods for elliptic problems.
In Recent Developments in Discontinuous Galerkin Finite Element Methods for
Partial Differential Equations. The IMA Volumes in Mathematics and its Appli-
cations, volume 157, pages 1-24. Springer, 2012.

O. P. Bruno. The effective conductivity of strongly heterogeneous composites.

Proceedings of the Royal Society of London A, 433:353-381, 1991.

Y. Capdeville, L. Guillot, and J. J. Marigo. 1-D non-periodic homogenization for
the seismic wave equation. Geophysical Journal International, 181:897-910, 2010a.



32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

178

Y. Capdeville, L. Guillot, and J. J. Marigo. 2-D non-periodic homogenization to
upscale elastic media for P-SV waves. Geophysical Journal International, 182:903—

922, 2010b.

A. V. Cherkaev. Variational Methods for Structural Optimization. Springer-Verlag,
New York, 2000.

R. M. Christensen. Mechanics of Composite Materials. Wiley, New York, 1979.

D. Cioranescu and P. Donato. An Introduction to Homogeneization. University

Press, Oxford, 1999.

C. W. Clark. Derivation of microstructure models of fluid flow by homogenization.

Journal of Mathematical Analysis and Applications, 226(3):364-376, 1998.

E. De Giorgi and S. Spagnolo. Sulla convergenza degli integrali dell’energia par
operatori ellittici del secondo ordine. Bollettino dell’Unione Matematica Italiana,

8:391-411, 1973.

M. P. de Lima. Homogeneizagcao assintética de meios micro-heterogéneos com
estrutura peridédica. Dissertacao de mestrado, Universidade Federal de Pelotas,

Pelotas, 2016.

Y. Efendiev and T. Y. Hou. Multiscale Finite Element Methods: theory and ap-

plications. Springer, New York, 2008.

L. C. Evans. Partial Differential Equations. American Mathematical Society, New

York, 2010.

T. Fatima and A. Muntean. Sulfate attack in sewer pipes: Derivation of a con-
crete corrosion model via two-scale convergence. Nonlinear Analysis: Real World

Applications, 15:326-344, 2014.

D. Felbacq, G. Bouchitté, B. Guizal, and A. Moreau. Two-scale approach to
the homogenization of membrane photonic crystals. Journal of Nanophotonics,

2(023501):261-286, 2008.



[43]

[48]

[49]

179

E. Frénod, F. Salvarani, and E. Sonnendriicker. Long time simulation of a beam
in a periodic focusing channel via a two-scale PIC-method. Mathematical Models

and Methods in Applied Sciences, 19(2):175-197, 2009.

G. Gagneux and O. Millet. Homogenization of the nernst-planck-poisson system

by two-scale convergence. Journal of Elasticity, 114:64-84, 2014.

L. Gao and Z. Li. Nonlinear thermal conductivity of granular composite medium.

Solid State Communications, 100(1):53-56, 1996.

S. Giordano and W. Rocchia. Predicting the dielectric nonlinearity of anisotropic

composite materials via tensorial analysis. Journal of Physics: Condensed Matter,

18(47):10585-10599, 2006.

R. Guinovart-Diaz, J. Bravo-Castillero, R. Rodriguez-Ramos, and F. J. Sabina.
Closed-form expressions for the effective coefficients of fiber-reinforced composi-
tes with transversely isotropic constituents. i: elastic and hexagonal symmetry.

Journal of the Mechanics and Physics of Solids, 49:1445-1462, 2001.

K. H. Hoffmann and N. D. Botkin. Homogenization of von Karman plates excited
by piezoelectric patches. ZAMM — Zeitschrift f’/ur angewandte Mathematik und
Mechanik, 80(9):579-590, 2000.

A. Holmbom. Some Modes of Convergence and Their Application to Homogeniza-
tion and Optimal Composites Design. PhD thesis, Lulea University of Technology,
Lulea, 1996.

A. Holmbom. Homogenization of parabolic equations an alternative approach and

some corrector-type results. Applications of Mathematics, 42(5):321-343, 1997.
U. Hornung. Homogenization and Porous Media. Springer-Verlag, New York, 1997.

T. Y. Hou and X. Xin. Homogenization of linear transport equations with oscilla-

tory vector fields. SIAM Journal on Applied Mathematics, 52(1):34-45, 1992.



[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

180

P. M. Hui, P. Cheung, and D. Stroud. Theory of third harmonic generation in ran-
dom composites of nonlinear dielectrics. Journal of Applied Physics, 84(7):3451—
3458, 1998.

M. Jai. Homogenization and two-scale convergence of the compressible Reynolds
lubrication equation modelling the flying characteristics of a rough magnetic head

over a rough rigid-disk surface. Modélisation mathématique et analyse numérique,

29(2):199-233, 1995.

7. Jia, W. Liu, Y. Zhang, F. Wang, and D. Guo. A nonlinear magnetomechanical
coupling model of giant magnetostrictive thin films at low magnetic fields. Sensors

and Actuators A, 128(1):158-164, 2006.

V. V. Jikov, S. M. Kozlov, and O. A. Oleinik. Homogeneization of Partial Diffe-
rential Operators and Integral Functionals. Springer-Verlag, Berlin, 1994.

L. D. Kudriavtsev. Curso de Andlisis Matemdtico: Tomo I. Mir, Moscou, 1983.

A. M. Leén-Mecias, J. Bravo-Castillero, A. Mesejo-Chiong, L. D. Pérez-Fernandez,
and F. J. Sabina. Improved bounds for the effective energy of nonlinear 3d con-

ducting composites. Revista Mezicana de Fisica, 53(3):164-170, 2007.

A. M. Leén-Mecias, L. D. Pérez-Fernandez, J. Bravo-Castillero, and F. J. Sabina.
Tight bounds for three-dimensional nonlinear incompressible elastic composites.

International Journal of Engineering Science, 46(11):1087-1097, 2007.

Y. Lev, A. Faye, and K. Y. Volokh. Thermoelastic deformation and failure of
rubberlike materials. Journal of the Mechanics and Physics of Solids, 122:538—
554, 2019.

O. Levy and D. J. Bergman. Series expansion for a weakly nonlinear conductivity

of random composites. Physica A, 191(1-4):475-478, 1992.

A. L. Madureira. Numerical methods and analysis of multiscale problems. Springer

Briefs is Mathematics. Springer, 1 edition, 2017.



[65]

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

181

V. A. Marchenko and E. Ya. Khruslov. Boundary Value Problems in Domains
with Fine-Grained Boundary. Naukova Dumba, Kiev, 1974.

S. A. Meier and A. Muntean. A two-scale reaction-diffusion system with micro-cell
reaction concentrated on a free boundary. Comptes Rendus Mécanique, 336:481—

486, 2008.

A. M. Meirmanov. Nguetseng’s two-scale convergence method for filtration and

seismic acoustic problems in elastic porous media. Siberian Mathematical Journal,

48(3):519-538, 2007.
G. W. Milton. The Theory of Composites. University Press, Cambridge, 2002.

S. Moskov and M. Vogelius. First-order corrections to the homogenised eigenvalues
of a periodic composite medium. a convergence proof. Proceedings of the Royal

Society of Edinburgh, 127(6):1263-1299, 1997.

F. Murat and L. Tartar. H-convergence. In A. Cherkaev and R. Kohn, editors,
Topics in the Mathematical Modelling of Composite Materials. Birkhauser, Boston,
1998.

P. Ponte-Casta neda and P. Suquet. Nonlinear composites. Advances in Applied

Mechanics, 34:171-302, 1998.

Chiu-On Ng. Dispersion in steady and oscillatory flows through a tube with re-
versible and irreversible wall reactions. Proceedings of the Royal Society of London

A: Mathematical, Physical and Engineering Sciences, 462(2066):481-515, 2006.

G. Nguetseng. A general convergence result for a functional related to the theory

of homogenization. SIAM J. Math. Anal., 20(3):608-623, 1989.

F. Ni, G. Q. Gu, and K. M. Chen. Effective thermal conductivity of nonlinear
composite media with contact resistance. International Journal of Heat and Mass

Transfer, 40(4):943-949, 1997.



[76]

[77]

[80]

[81]

[82]

[83]

182

O. A. Oleinik. On convergence of solutions of elliptic and parabolic equations when

coefficients weakly converge. Uspekhi Matematcheskikh Nauk, 30(4):257-258, 1975.

O. A. Oleinik, A. S. Shamaev, and G. A. Yosifian. Mathematical Problems in
FElasticity and Homogenization. North-Holland, Amsterdam, 1992.

G. P. Panasenko. Multi-scale Modelling for Structures and Composites. Springer,
Dordrecht, 2005.

G. P. Panasenko. Homogenization for periodic media: from microscale to macros-

cale. Physics of Atomic Nuclei, 71:681-694, 2008.

W. J. Parnell and Q. Grimal. The influence of mesoscale porosity on cortical bone

anisotropy. Journal of the Royal Society Interface, 6:97-109, 2009.

G. A. Pavliotis and A. M. Stuart. Multiscale Methods: Averaging and Homogeni-

zation. Springer, New York, 2008.

L. D. Pérez-Fernandez and A. T. Beck. Failure detection in umbilicals via electro-
active elements - a mathematical homogenization approach. International Journal

of Modeling and Simulation for the Petroleum Industry, 8(1):34-39, 2014.

L. D. Pérez-Fernandez, J. Bravo-Castillero, R. Rodriguez-Ramos, and F. J. Sabina.
Estimation of very narrow bounds to the behavior of nonlinear incompressible

elastic composites. Archives of Applied Mechanics, 77(4):229-239, 2007.

L. D. Pérez-Fernandez, A. M. Leén-Mecias, and J. Bravo-Castillero. About the
improvement of variational bounds for nonlinear composite dielectrics. Materials

Letters, 59(12):1552-1557, 2005.

M. Ptashnyk. Two-scale convergence for locally periodic microstructures and

homogenization of plywood structures. Multiscale Modeling and Simulation,

11(1):92-117, 2013.

B. Riveere. Discontinuous Galerkin Methods for Solving Elliptic and Parabolic
Equations: Theory and Implementation. STAM, Houston, 2008.



[84]

[88]

[89]

[90]

[91]

[92]

[93]

183

R. Rodriguez-Ramos, F. J. Sabina, J. Bravo-Castillero, and R. Guinovart-Diaz.
Closed-form expressions for the effective coefficients of fiber-reinforced composites
with transversely isotropic constituents - i. elastic and square symmetry. Mechanics

of Materials, 33:223-235, 2001.

W. Rudin. Principles of Mathematical Analysis. McGraw-Hill, New York, 3 edi-
tion, 1976.

W. Rudin. Real and Complex Analysis. McGraw-Hill, Singapore, 3 edition, 1987.

F. J. Sabina, J. Bravo-Castillero, R. Guinovart-Diaz, R. Rodriguez-Ramos, and
O. C. Valdiviezo-Mijangos. Overall behavior of two-dimensional periodic compo-

sites. International Journal of Solids and Structures, 39:483-497, 2002.

F. J. Sabina, R. Rodriguez-Ramos, J. Bravo-Castillero, and R. Guinovart-Diaz.
Closed-form expressions for the effective coefficients of fiber-reinforced composites
with transversely isotropic constituents. ii: piezoelectric and hexagonal symmetry.

Journal of the Mechanics and Physics of Solids, 49:1463-1479, 2001.

M. H. Sadd. FElasticity: Theory, Applications, and Numerics. Elsevier Academic
Press, Oxford, 2005.

M. Sahimi. Heterogeneous Materials I: Linear Transport and Optical Properties.

Springer-Verlag, New York, 2003.

E. Sanchez-Palencia. Solutions périodiques par rapport aux variables d’espace
et applications. Comptes Rendus Hebdomadaires des Séances de l’Academie des

Sciences Série A - Sciences Mathématiques, 271:1129-1132, 1970.

E. Sanchez-Palencia. Nonhomegeneous Media and Vibration Theory. Springer-

Verlag, New York, 1980.

E. Senger. Modelagem Matemdtica e Métodos Numéricos para Simulag¢do da
Conducao do Calor no Hélio Liquido. PhD thesis, Laboratério Nacional de Com-
putacao Cientifica, Petrépolis, 2008.



[94]

[95]

98]

[99]

[100]

[101]

[102]

103]

[104]

184

S. Shkoller and G. Hegemier. Homogenization of plain weave composites using

two-scale convergence. Int. J. Solids Structures, 32(6-7):783-794, 1995.

A.F.S. Siqueira. Solugoes fracas para um sistema nao-linear envolvendo o operador
p-laplaciano. Dissertacao de mestrado, Universidade Federal da Paraiba, Joao

Pessoa, 2010.

D. Stroud. Giant enhancement of cubic nonlinearity in a polycrystalline quasi-

one-dimensional conductor. Physicals Review B, 54(5):3295-3299, 1996.

D. R. S. Talbot. Bounds which incorporate morphological information for a nonli-
near composite dielectric. Proceedings of the Royal Society of London A, 455:3617—
3628, 1999.

S. Torquato. Random Heterogeneous Materials: Microstructure and Macroscopic

Properties. Springer-Verlag, New York, 2002.

S. Torquato. Optimal design of heterogeneous materials. Annual Review of Mate-

rials Research, 40:101-129, 2010.

P. Trapper and K.Y. Volokh. Elasticity with energy limiters for modeling dynamic
failure propagation. International Journal of Solids and Structures, 47:3389-3396,
2010.

K. Y. Volokh. Nonlinear elasticity for modeling fracture of isotropic brittle solids.

Journal of Applied Mechanics, 71:141-143, 2004.

K. Y. Volokh. Hyperelasticity with softening for modeling materials failure. Jour-
nal of the Mechanics and Physics of Solids, 55(2007):2237-2264, 2007.

K. Y. Volokh. Softening hyperelasticity for modeling material failure: Analysis of
cavitation in hydrostatic tension. International Journal of Solids and Structures,

44:5043-5055, 2007.

K. Y. Volokh. Prediction of arterial failure based on a microstructural bi-layer

fiber-matrix model with softening. Journal of Biomechanics, 41:447-453, 2008.



[105]

[106]

107]

[108]

[109]

[110]

[111]

112]

[113]

[114]

[115]

[116]

185

K. Y. Volokh. Review of the energy limiters approach to modeling failure of rubber.
Rubber Chemistry and Technology, 86(3):470-487, 2013.

K. Y. Volokh. Non-linear thermoelasticity with energy limiters. International

Journal of Non-Linear Mechanics, 76:169-175, 2015.

K. Y. Volokh. Corrigendum to “Nonlinear thermoelasticity with energy limiters”
[International Journal of Non-Linear Mechanics. 76 (2015) 169-175]. International
Journal of Non-Linear Mechanics, 86:7, 2016.

K. Y. Volokh and D. A. Vorp. A model of growth and rupture of abdominal aortic
aneurysm. Journal of Biomechanics, 41:1015-1021, 2008.

P. Wall. Some homogenization and corrector results for nonlinear monotone ope-

rators. Journal of Nonlinear Mathematical Physics, 5(3):331-348, 1998.

P. Wall. Homogenization of Reynolds equation by two-scale convergence. Chinese

Annals of Mathematics, 28B(3):363-374, 2007.

G. Wang and J. P. Huang. Nonlinear magnetic susceptibility of ferrouids. Chemical
Physics Letters, 421(4-6):544-548, 2006.

E. B. Wei and Y. M. Poon. Effective thermal conductivity of graded nonlinear
composites with heat contact resistance. Physics Letters A, 359(6):685-692, 2006.

E. Weinan. Homogenization of linear and nonlinear transport equations. Commu-

nications in Pure and Applied Mathematics, 45:301-326, 1992.

N. Wellander. Homogenization of some linear and nonlinear partial differential

equations. PhD thesis, Lulea University of Technology, Lulea, 1998.

J. L. Woukeng. Periodic homogenization of nonlinear non-monotone parabolic
operators with three time scales. Annali di Matematica Pura ed Applicata, 189:357—
379, 2010.

S. Wright. On the steady-state flow of na incompressible fluid through a randomly
perforated porous medium. Journal of Differential Equations, 146:261-286, 1998.



186

[117] K. Yosida. Functional Analysis. Springer-Verlag, New York, 6 edition, 1980.

[118] E. Zeidler. Nonlinear Functional Analysis and its Applications I1/A: Nonlinear

Monotone Operators. Springer, New York, 1990.



