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Resumo. Este trabalho mostra o equacionamento e teste de uma ferramenta de otimizacao
topolégica baseada no método Critério de Otimo (OC) para minimizac&o de flexibilidade em
estruturas bidimensionais isotropicas e sujeitas a uma restricdo de volume. A ferramenta é
construida no software MATLAB (versdo estudantil) e emprega o método de Material Sélido
Isotropico com Penalizagcdo (SIMP) para penalizar densidades intermediarias, além de
utilizar o classico filtro de densidades basico para tratar instabilidades numéricas inerentes
ao método OC. Para validacdo do algoritmo, é utilizado o problema classico da viga
biapoiada, que ja foi extensivamente coberto pela literatura e tem solucdo conhecida. O
trabalho realiza a anélise de convergéncia da malha e verifica a influéncia da variagéo de
parametros como grau de penalizacdo do método SIMP, raio do filtro de densidades e
pardmetro o. da variavel auxiliar utilizada na linearizacdo do método OC. Por fim, a
ferramenta é validada com outras estruturas cuja topologia 6tima é conhecida, como o
problema classico da viga engastada e uma estrutura 6tima do tipo Michell. Em todos os casos,
a ferramenta mostrou-se capaz de aproximar a topologia otimizada esperada.

Palavras-chave: Otimizagdo Topologica, Otimizacdo Estrutural, Método OC, SIMP, Filtro de
Densidade

DEVELOPMENT OF A COMPUTACIONAL TOOL FOR TOPOLOGY OPTIMIZATION
FOR COMPLIANCE MINIMIZATION ON STRUCTURES THROUGH TOPOLOGY
OPTIMIZATION AND THE OPTIMILITY CRITERIA METHOD

Abstract. This paper shows the equations and tests for a topology optimization tool based on
the Optimality Criteria Method (OC) for compliance minimization on 2D isotropic structures
subject to a volume constraint. The tool is built in the software MATLAB (student version) and
employs the Solid Isotropic Material with Penalization (SIMP) method for penalizing
intermediate densities, in addition to using the classic basic density filter to treat numerical
instabilities inherent to the OC method. To validate the algorithm, the classic simply supported
beam problem is used due to its extensive coverage by literature and its solution being already
known. This paper performs the mesh convergence analysis and verifies the influence of the
variation of parameters such as the degree of penalization used on the SIMP method, density
filter radius and auxiliary variable o parameter used for linearization in the OC method.
Finally, the tool is validated with other structures whose optimal topology is already known,
such as the classic cantilever problem and an optimal Michell type structure. In all cases, the
tool proved to be capable of approximating the expected optimal topology.

Keywords: Topology Optimization, Structural Optimization, OC Method, SIMP, Density
Filtering



NOMEMCLATURA

Simbolos

a Vetor contendo a area de todos os elementos da malha

a Area de um elemento qualquer

bjk Agregado da aproximagéo da fungdo objetivo para cada elemento

D Matriz constitutiva da viga

E Modulo de Elasticidade do material

e Coordenada espacial de um elemento qualquer

F Vetor de forgas em cada grau de liberdade da malha de elementos
finitos

f Funcdo qualquer

Jo(x) Funcdo objetivo para uma dada variavel de projeto x

g1(x) Funcdo de restricdo de volume para uma dada variavel de projeto x

Im(X) Funcdo de restricdo qualquer para uma dada variavel de projeto x

i Subscrito que indica numero do elemento vizinho ao elemento j

j Subscrito que indica numero do elemento considerado

k Sobrescrito que indica nimero da iteracdo

l Quantidade de fungdes de restricdo em um problema de otimizagéo

k]‘-’ Matriz de rigidez do elemento sem influéncia da densidade

n NUmero de elementos da malha

q Fator de penalizacdo do método SIMP

R Raio do filtro de densidades

S Conjunto de valores

t Espessura de um elemento qualquer

u(x) Vetor de deslocamentos para todos os graus de liberdade para uma
dada variavel de projeto x

Vinax Volume maximo permitido para a topologia final

w(e;) Peso do elemento i no filtro de densidade do elemento j

x Variavel de projeto (densidade) para todos os elementos

X Variavel de projeto (densidade) para um elemento qualquer

X Variével de projeto (densidade) filtrada para um elemento qualquer

x™in Limite inferior para a variavel de projeto (densidade) de um
elemento qualquer

xmaex Limite superior para a variavel de projeto (densidade) de um
elemento qualquer

X Espago de variaveis de projeto

Yj Varidvel auxiliar no método OC aplicada ao elemento j

Simbolos gregos

a Parametro do método OC

y Qualquer nimero entre O e 1

L(x, 1) Funcdo Lagrangiana para uma dada variavel de projeto x e 4

A Parametro da fungéo Lagrangiana

v Coeficiente de Poisson do material

ey

Funcéo para aproximacao do problema de otimizagdo sem restri¢coes

viii



Abreviaturas e Acrénimos
CONLIN Metddo de Linearizacdo Convexa (do inglés, Convex Linearization Method)

MMA
oC
S.a.
SIMP

SLP
SQP

Método das Assintotas Moveis (do inglés, Method of Moving Asymptotes)
Critério de Otimo (do inglés, Optimality Criteria)

Sujeito a

Material Sélido Isotropico com Penalizacdo (do inglés, Solid Isotropic Material
with Penalization)

Programacdo Linear Sequencial (do inglés, Sequential Linear Programming)
Programagdo Quadratica Sequencial (do inglés, Sequential Quadratic
Programming)
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1. INTRODUCAO

Uma pratica bastante comum, tanto na inddstria como em projetos de extensdo académica
dentro da universidade, € o sobre dimensionamento de componentes devido a falta de
conhecimento, ou recursos, por parte de seus projetistas para melhorar seus conceitos iniciais.
Mesmo depois que o investimento em um software comercial de simulacdo em elementos
finitos é feito, suas ferramentas de otimizacgdo topoldgica podem ter resultados inconsistentes
ou inadequados perante o esperado. Estudar os parametros envolvidos no desenvolvimento de
novas ferramentas que permitem a otimizacdo de geometrias mantendo sua capacidade de
fabricacdo torna-se de suma importancia para melhor a qualidade destes resultados.

A andlise de tensdo e deformacéo atraves do método de elementos finitos trouxe grandes
avancos no projeto de componentes de geometrias complexas pois permitiu um melhor
dimensionamento de projetos mecénicos. Ainda assim, utilizando apenas este método, néo
existe nenhuma garantia de que os parametros definidos pelo projetista sdo “6timos” para as
condigdes de contorno aplicadas. Para tal, foram desenvolvidos métodos que utilizam técnicas
matematicas de minimizacao de fungdes cujo objetivo € encontrar estes parametros ideais.

1.1 Objetivos

Neste trabalho, desenvolve-se o conhecimento do estudante em otimizacdo topoldgica para
minimizacdo de flexibilidade em vigas (problema bidimensional), como a mostrada na Figura
1, através do desenvolvimento de um codigo para tal.

Figura 1 — Exemplo do tipo de problema de otimizagédo que pode ser aproximado pelo método
a ser desenvolvido.

F

A ferramenta deve ser capaz de responder, para quaisquer condic¢des de contorno fornecidas
a uma geometria que respeite as restri¢des citadas, a seguinte pergunta: Qual é a topologia ideal
para minimizar a flexibilidade do dominio dada uma por¢do maxima de volume a ser ocupado?

2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

Bendsge e Kikuchi (1988) desenvolveram um dos primeiros trabalhos voltados para
otimizacdo topoldgica. O trabalho destes autores disserta sobre como a otimizagdo de forma
geralmente leva a geometrias finais com topologias equivalentes aquelas da condic&o inicial e
sobre como o método até entdo tradicional de otimizacdo, em varios casos, demandava
reconstrucdes da malha para poder realizar a analise de elementos finitos. Isso trouxe a
motivacdo para o algoritmo alternativo aos existentes para forma e dimensdo, que foi
desenvolvido pelos autores.

Concomitantemente, foram desenvolvidos trabalhos que trouxeram outras formas de
otimizacdo alem do método OC (Optimality Criteria, na sigla em inglés), desenvolvido por
Prager (1968) e utilizado no trabalho de Bendsge e Kikuchi (1988). Um destes métodos foi o



CONLIN (CONvex LINearization method, na sigla em inglés), desenvolvido por Fleury (1989),
que aproxima a solucdo de um problema ndo convexo atraves de aproximacgdes convexas e de
primeira ordem da fungéo objetivo e das restrigdes do problema. Outro trabalho, publicado na
mesma época por Svanberg (1987), sugeriu o uso do MMA (Method of Moving Asymptotes, na
sigla em inglés) que gera aproximacgdes convexas do problema, assim como o CONLIN, em
conjunto com assintotas moveis para estabilizar ou acelerar a convergéncia da solucéo
aproximada.

Outros métodos também citados na literatura, porém pouco utilizados, sdo o SLP (Sequential
Linear Programming, na sigla em inglés) e o SQP (Sequential Quadratic Programming, na
sigla em inglés) (CHRISTENSEN; KLARBRING, 2009).

Trabalhos posteriores foram focados na construcdo de algoritmos utilizando os métodos
citados. Sigmund (2001) desenvolveu uma implementacdo de um algoritmo para otimizagédo
topoldgica em um cédigo de MATLAB com 99 linhas para fins educacionais. Este trabalho
utilizou o método OC junto de um filtro de sensibilidades para impedir a formacéo de elementos
com valores de densidade intermediarios. Apesar de ser um bom exemplo de implementacéo
do método, este codigo pode ser utilizado apenas para casos com uma Unica restri¢do e tem
espaco para aceleracéo.

Outra solucdo que também utiliza o método OC, porém substitui o filtro de sensibilidades
pelo filtro de densidades basico proposto por Bruns e Tortorelli (2001), foi desenvolvida por
Liu e Tovar (2014). Diferentemente de Sigmund (2001), esta implementacdo teve o objetivo de
criar um cédigo eficiente para geometrias tridimensionais. Os autores também mostram as
alteracdes necessarias para resolver o problema de um mecanismo flexivel conforme proposto
por Sigmund (1997), e problemas relativos & conducdo de calor conforme adaptacdo de
metodologia bidimensional proposta Bendsge e Sigmund (2004). Apesar da implementacao ser
consideravelmente mais rapida do que solugdes equivalentes por outros autores, ela é limitada
a problemas lineares e com restri¢des lineares.

De Leon (2015) descreveu a construcdo de um algoritmo de otimizagdo topoldgica focado
em mecanismos flexiveis. Foi descrita a utilizacdo do método MMA, que geralmente é
necessario para problemas com mais de uma funcéo de restri¢do, junto do mesmo filtro de
densidades basico utilizado por Liu e Tovar (2014) e de um método de penalizacdo de
densidades intermediarias conhecido por SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization, na
siglaem inglés). Este método de penalizacdo ajuda a evitar a presenca de elementos com valores
de densidade intermediarios entre 0 e 1, que prejudicam a capacidade de manufatura da
topologia final. O autor concluiu que a consideracdo da resisténcia do material utilizado é de
suma importancia no projeto deste tipo de mecanismo e propds um algoritmo que trata de tal.

Devido a praticidade da implementacdo do método OC para casos simples (onde existe
apenas uma restricdo) e a versatilidade e eficiéncia do MMA, estes costumam figurar entre 0s
métodos mais comuns para solucdo de problemas de otimizacdo estrutural tanto topoldgica,
como dimensional e de forma. Também podem ser encontrados alguns exemplos onde SLP
apresenta bons resultados e até converge mais rapidamente que o MMA (GOMES; SENNE,
2011).

3. FUNDAMENTACAO

Otimizacdo topoldgica é a forma mais genérica de otimizag&o estrutural pois permite que 0s
elementos adquiram valor nulo para suas variaveis de projeto e, por consequéncia, que a
conectividade dos n6s da malha de elementos finitos seja variavel. Essa caracteristica permite
que a topologia da estrutura seja alterada, ao passo que as otimizacOes de forma e dimenséo
devem manter a conectividade de todos os seus elementos e, portanto, se tornam menos
versateis (BENDS@E; KIKUCHI, 1988; CHRISTENSEN; KLARBRING, 2009).



No caso da trelica, uma possivel varidvel de projeto seria a &rea de se¢do dos membros que
compde a estrutura. J&, para corpos sujeitos a teoria do continuo como as estruturas
bidimensionais que séo tratadas neste trabalho, torna-se interessante o uso de uma variavel de
densidade para cada elemento da malha de elementos finitos. Casos de otimizacdo para ambos
0s tipos de estruturas podem ser visualizados na Figura 1.

Figura 1 — (a) Otimizacdo topoldgica de uma trelica; (b) Otimizacdo topoldgica de uma
estrutural bidimensional continua. Adaptado de Christensen e Klarbring (2009).
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3.1 Meétodos para Aproximacao da Solucao

A maioria dos problemas de otimizacdo topoldgica sdo de natureza ndo-convexa e, devido
as dificuldades intrinsecas associadas a solucdo deste tipo de problema, o melhor caminho é
utilizar aproximacdes convexas destes (CHRISTENSEN; KLARBRING, 2009). Uma funcéo
f +S = R pode ser dita convexa se, para todo x; e x, € Sonde S c R"*, x; # x, ecomy €
(0,1), a Equacdo 1 ¢ aplicavel.

frxi+ (1 —y)x) <yf(x) + (T —y)f(x) 1)

A condicédo de convexidade garante que qualquer minimo local da funcdo serd, também, o
minimo global como ilustra a Figura 2.

Figura 2 — Funcdo (a) estritamente convexa, (b) convexa e (c) ndo-convexa. Adaptado de
Christensen e Klarbring (2009).
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Antes de descrever os diferentes métodos para aproximacéo de fungdes, deve ser discutida
a formulacdo do problema de otimizag&o topoldgica. No contexto de estruturas rigidas onde o
objetivo é minimizar flexibilidade, a topologia 6tima pode ser definida como aquela que
minimiza uma funcdo objetivo g, (x) da forma apresentada na Equacéo 2 ou analoga.

go(x) = Flu(x) )

onde FT ¢ o vetor de forcas em cada grau de liberdade da malha de elementos finitos, u(x) é o
vetor contendo a deformacao dos mesmos graus de liberdade para uma dada varidvel de projeto
x. Neste caso, x sera a densidade de cada elemento. Pode-se perceber que o resultado da fungéo



objetivo go(x), como descrita, serd sempre um valor escalar igual ao produto da forca e do
deslocamento no n6 onde ela é aplicada. A minimizacdo dessa funcdo, na maioria dos casos
ndo-convexa, resulta em uma estrutura onde o deslocamento neste né especifico € minimizado,
visto que a forca € uma condicdo de contorno constante.

Além de uma fungdo objetivo, para descrever um problema de otimizacdo estrutural, €
necessario expressar todas as restricdes aplicadas. Uma restricdo necessaria para os tipos de
problemas de mecénica dos solidos que este trabalho busca resolver € relacionada a fracdo
méaxima do volume disponivel que a topologia pode utilizar. Essa restricdo pode ser descrita
através da funcdo g, (x) e deve ser aplicada conforme descreve a desigualdade da Equagéo 3.

n
a;t:x;
gl(x)=z%—1so 3)

j=1 max

onde n é o nimero de elementos da malha, a, é a area de cada elemento medida em m?2, ¢, é a
espessura de cada elemento medida em m e V,,,,,, € 0 volume mé&ximo da topologia final medido
em m3. Dependendo do problema em questdo, mais fungdes de restricdo podem ser necessarias
e devem ser adicionadas ao problema conforme caso geral para minimizacdo de um funcional
descrito na Equagéo 4.

min g, (x)
X
(P) <sa gnx)<0, m=1,..,1 4)
x€X ={xeRm™ x]-mi" <x <K, j=1, e}

onde s.a. denota “sujeito a”, g,,(x) sdo todas as [ funcdes de restri¢do aplicadas ao problema
de minimizacédo e xjm“" e xj"™ sdo os limites inferior e superior, respectivamente, para a
densidade de cada elemento.

Depois de definida a funcdo objetivo e todas as funcdes de restricdo, deve-se partir para a
escolha do método de aproximacdo convexa da solucdo. As derivadas de primeira ordem da
funcdo objetivo e das funcBes de restricdo com respeito a variavel de projeto em cada elemento
sd0 necessarias para todos os métodos de aproximacdo abordados na secdo de revisdo
bibliografica deste texto e o processo de calculo destas é conhecido como analise de
sensibilidades.

Como o objetivo deste trabalho é construir uma ferramenta para otimizacao topoldgica,
julgou-se mais interessante fazer o desenvolvimento completo do cddigo, incluindo o
otimizador, e comparar seus resultados com 0s mesmos estudos de caso por outros autores. O
problema a ser tratado ¢ a minimizacdo da flexibilidade de uma viga através da distribuicéo
Otima de densidades entre seus elementos e, tendo que o material que compbe a peca é
isotropico e elastico, sabe-se que o método OC € bastante eficiente e compete com as outras
aproximacdes descritas neste trabalho (CHRISTENSEN; KLARBRING, 2009), além disso, 0
OC é de aplicagdo mais simples que 0s outros.

O metodo OC consiste em, como 0s outros métodos de aproximacao citados neste trabalho,
utilizar uma variavel auxiliar para linearizar a funcéo objetivo g,(x). A funcéo é linearizada no
valor das varidveis de projeto na iteracdo atual x* (indicado pelo sobrescrito k) através da
variavel auxiliar y; que assume a forma descrita na Equacao 5.

Yi = xj_a (5)



onde @ é um namero real maior que zero. Neste caso, a funcdo objetivo g,(x) pode ser
aproximada pela forma mostrada na Equacéo 6 junto da variavel auxiliar definida para o0 OC na
Equacdo 5.

n 34, X
9020 = g3+ " 82 (1) — 3 (x1) ©)
=1

onde a derivada da fungéo objetivo go(x) com respeito a variavel auxiliar y; é dada pela
Equacéo 7.

d90 0go0x; 0go 1 qu+1 990
dx;

]

Quando a derivada que foi calculada na Equacdo 7 é substituida na Equacéo 6, é obtida a
Equacéo 8.

90 = go(¥) + ) b ®)
j=1

]

onde go(x") € um termo constante e, por este motivo, ndo serd incluido na aproximacao do
problema. O termo bj" é dado pela Equacéo 9.

lago 1+a
k= 1990k
b =~ o ) )

Dessa forma, a aproximacéo do problema de otimizacdo (IP) é descrita na Equacéo 10.
n
mxin Z b}‘ x; “
P) J=1

s.a. xTa=V,,,
— n. ,min max ; —
x€X ={xeR:x™M <x; < x", j=1,..,n}

( (10)

onde a é o vetor contendo a &rea de todos os elementos da malha.

O problema da Equacéo 10 pode ser tratado e resolvido com o uso da dualidade de Lagrange.
A Equacdo 11 mostra a funcdo Lagrangiana L(x, A) para a fungéo objetivo e funcdo de restrigdo
mostradas na Equagéo 10 conforme Christensen e Klarbring (2009).

n
L(x,2) = 2 BE X7 + AT @ — Vi) (11)
=1

logo, o problema de otimizacdo sem restrigdes ¢ (1) toma a forma da Equacgéo 12.



n
o) = min__ L(xA z T [ 2] = 2 (12)

xmlnijSxmax

onde x™™ e x™3% sho os limites inferior e superior na variavel de projeto para todos os
elementos da malha. O problema de otimizacdo sem restricdes ¢ (A1) pode ser separado em n
funcdes ¢;(x;, 4) como mostrado na Equagao 13.

pi(x;, 1) = b}‘xj_“ + Aa;x; (13)

para a qual é possivel encontrar o valor minimo calculando a derivada de primeira ordem da
funcdo com respeito a variavel de projeto do elemento correspondente e tornando-a zero
conforme a Equacdo 14.

0p;ilx;, A
99;(5.1) )=—abk "M+ 2a; =0 (14)
ax] J j
Quando os termos da Equacao 14 sdo rearranjados, obtém-se uma forma de calcular um novo
valor para a variavel de projeto que sera utilizado na proxima iteracdo. Caso o valor obtido
esteja fora do intervalo de projeto definido por x™™ e x™®*, x; ira ser corrigido conforme

mostra a Equacéo 15.

1
( ) abk\1+a )
xmn quando <—1> < xmin
/1aj
e
R\ 1+a 1+a
XJ(/D = < ﬂ quando x™3* < min (15)
Aa; Aa]
1+a
max max <
Lx quando x < 24, )

Para evitar problemas de singularidade na matriz de rigidez, recomenda-se sempre utilizar
x™" > (. Agora, para poder resolver o problema, é necessaria uma funcdo para auxiliar no
calculo de A. Esta sera a derivada de primeira ordem da funcdo ¢ (A) com respeito a A mostrada
na Equacdo 16.

n

n
aqo(l) oh ax] a<p,-
2 <6x] oxtor) V" Z a;%;(A) = Vinax = 0 (16)

Assim, para cada nova iteracdo k + 1, o novo valor de x; sera calculado através da Equacao

15 sendo que o termo A serd obtido utilizando a Equacdo 16. Este procedimento devera ser
repetido até que o critério para convergéncia seja atingido.

3.2 Instabilidade Numeérica, Dependéncia de Malha e Penalizacéo

Uma formulacdo classica do problema de otimizacdo estrutural, para geometrias continuas,
é encontrar uma distribuicdo de material e espacos vazios (“preto ¢ branco”, respectivamente)



que possa minimizar o trabalho realizado por forcas sujeitas a uma restricdo de volume (LI1U;
TOVAR, 2014). Este tipo de formulacéo € propenso a apresentar uma instabilidade conhecida
como “tabuleiro de xadrez” que resulta em uma geometria de dificil manufatura e dependente
da malha de elementos finitos utilizada (SIGMUND, Ole, 2007). A Figura 3 mostra um
exemplo de topologia que apresenta o padréo tabuleiro de xadrez.

Figura 3 — Topologia sujeita a instabilidade numérica que resulta no padréo de tabuleiro.
Adaptado de De Leon (2015).

Segundo De Leon (2015), quando o numero de elementos da malha comeca a aumentar, este
problema é agravado pois, ao invés de gerar imagens da mesma topologia com maior resolucao,
o0 algoritmo passa a inserir pequenos espacos vazios alternados por espacos de densidade
maxima e gera topologias diferentes das obtidas para outros niveis de refino de malha. Para
sanar este problema, diversos tipos de ferramentas matematicas foram desenvolvidas, entre as
mais comuns estdo os filtros de densidade e de sensibilidade (SIGMUND, Ole, 2007).

Um filtro de densidade basica foi introduzido por Bruns e Tortorelli (2001) em que cada
elemento tem sua densidade ponderada por elementos vizinhos e, assim, evita a formacéo de
do padréo tabuleiro de xadrez. A densidade filtrada de um elemento %;, segundo este método,
é dada pela Equacéo 17.

7 = i—awie)atx
g imiwieat;

(17)

onde a;, t; e x; SA0 a area, espessura e densidade do elemento i, e w(e;) é a influéncia deste
elemento i que € definida através da distancia dele até o elemento analisado, quando comparada
com um raio R medido do centro deste elemento conforme mostrado na Equacao 18.

R—|e;—ej] quandoR—|e;—e;|| =0

w(e;) = { (18)

0 quando R — ||el- - ej|| <0

onde e; ¢ a localizacdo espacial do elemento vizinho e e; ¢ a localizacdo espacial do elemento
sendo analisado.

Os métodos de otimizacdo topoldgica descritos na secdo de revisdo bibliografica irdo
fornecer, na maior parte dos casos, resultados contendo diversos elementos com densidades
intermediérias, quando o objetivo do problema é obter valores mais proximos de 0 ou 1 para a
densidade de cada elemento (BENDS@E; SIGMUND, 2004). Uma solucdo proposta por
diversos autores (BENDS@E; SIGMUND, 2004; CHRISTENSEN; KLARBRING, 2009; DE
LEON et al., 2015; LI1U; TOVAR, 2014) para este problema ¢é o uso do método de penalizacdo
SIMP que torna valores de densidade intermediaria mais “caros” para a solugdo final. Essa
penalizacdo acontece através da alteracdo do médulo de elasticidade “efetivo” com 0 uso de



uma constante g, como mostra a Equacao 19, no célculo da matriz constitutiva D da viga para
0 caso em que a variavel de projeto é a densidade x da viga.

1 v 0

xE lv 1 0
=1—U2 1—-v (19)

0 0 >

onde v € 0 modulo de Poisson e E € 0 mddulo de elasticidade do material. Nessa equacéo, o
modulo de elasticidade “efetivo” se torna x?E de forma que, para qualquer valor de g maior
que 1, densidades intermediérias acabam tendo uma rigidez menor que o esperado em uma
otimizacdo sem o uso do SIMP. Como consequéncia, o algoritmo passa a evitar o uso destas
densidades intermediarias e dar preferéncia por valores mais proximos de 0 ou 1. A Figura 4
ajuda a ilustrar a influéncia deste método.

Figura 4 — Médulo de elasticidade “efetivo” x9E como funcdo da densidade da viga x para
diferentes valores de g. Adaptado de Christensen e Klarbring (2009).

x9E

E‘

4. METODOLOGIA

A metodologia deste trabalho consiste na definicao da funcédo objetivo e funcdes de restri¢éo
mais adequadas para a solugdo do problema proposto. Depois de sua defini¢do estas equagdes
sdo inseridas no equacionamento do método OC ja descrito e, por fim, é feita a adaptacdo do
SIMP e do filtro de densidades para uso na aproximagao do problema. Dessa forma, o algoritmo
fica pronto para receber os dados do problema (malha, condi¢Ges de contorno, cargas...).

4.1 Equacionamento do Problema para Método OC e Penalizacdo de Material (SIMP)

Para minimizacéo de flexibilidade de uma estrutura como aquela mostrada na Figura 1 é
tipicamente utilizada a Equagdo 2 como fungédo a ser minimizada. Outro exemplo de fungdo
objetivo que pode ser utilizada € o mddulo do vetor de deslocamentos u que, quando
minimizado, ira resultar na estrutura com menor energia de deformacéo. A forma mostrada na
Equacgéo 2 sera utilizada por ser mais comum e, geralmente, apresentar melhores resultados
(CHRISTENSEN; KLARBRING, 2009). Além disso, a Unica restricdo necessaria para este
estudo de caso € a restricdo de volume da Equacéo 3.

Para utilizar as equac6es propostas no metodo OC é necessario utilizar a derivada de primeira
ordem da funcéo objetivo com respeito a variavel de projeto x; mostrada na Equagéo 20.

9
a_g" = —u; (0K, (%) (20)
Xj



onde u;(x) é o vetor de deslocamentos em cada grau de liberdade do elemento e k](-’ é matriz
de rigidez do elemento sem a influéncia da densidade. O desenvolvimento que resultou na
Equacao 20 é descrito no APENDICE A.

A Equacao 20 deve, entdo, ser substituida dentro do elemento b}‘ da Equacéo 9. Depois de

aplicado o método SIMP, b}‘ toma a forma da Equagéo 21.

by =~ (™ [ () Rk ()} () (21)

A Equacéo 15 também deve ser atualizada para a forma que sera transcrita no codigo em
MATLAB com a aplicacdo do SIMP. Adicionando os indices k para indicar o numero da
iteracdo e, para simplicidade, mostrando apenas o termo do meio, é obtida a Equacéo 22.

1
k(anT kY4~ 1,0] ., k 1+a
xkt+1 — uy (x) [q(x] ) k; ] u (%) Xk (22)

7 /'la] J

O filtro de densidade é criado na parte inicial do cédigo, antes da primeira iteracdo, e €
aplicado ao vetor de densidades x no inicio de cada iteracdo a fim de que a otimizagédo ocorra
sob os valores filtrados da variavel de projeto. A implementacdo em MATLAB das EquacGes
16 e 22 é descrita no APENDICE B, enquanto o filtro de densidade aparece no APENDICE C.

Por fim, a Equacio 15 requer a definicdo de x™™ e de x™%* para poder ser resolvida. Para
evitar os problemas de singularidade de malha inerentes a solucdo de problemas otimizacéo
topoldgica, sera utilizado x™" = 0,0001 e x™* = 1. Um fluxograma explicando todo o
algoritmo pode ser encontrado no APENDICE D.

4.2 Geometria, Condicdes de Contorno e Malha

O estudo de caso para validacdo da ferramenta construida seré feito com base no que foi
mostrado na Figura 1. Sera definido que a geometria do problema original possui 10 cm de
altura e 60 cm de comprimento e, para fins de reducdo do custo computacional na solugdo do
problema, serd utilizada uma simetria ao lado esquerdo da geometria. Assim, a geometria com
simetria aplicada, para a qual sera gerada a malha de elementos finitos, é mostrada na Figura 5.

Figura 5 — Geometria a ser simulada no estudo de caso para validacao da ferramenta de
otimizacdo topoldgica. A forma possui 10 cm de altura e 30 cm de comprimento

F

-
QOOOOOOOOCO0000O00CO0000000
tad

Como pode ser observado na Figura 5, as condi¢Ges de contorno serdo um apoio simples no
canto direito inferior para restringir apenas o deslocamento vertical e apoios simples ao longo
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da face esquerda da geometria para restringir deslocamentos horizontais. Por fim, uma forca
concentrada em um Unico grau de liberdade € aplicada verticalmente ao n6 do canto esquerdo
superior da geometria.

A malha de elementos finitos utilizada possui apenas elementos quadrilateros e
bidimensionais, ou seja, com 4 nds por elemento e 2 graus de liberdade por n6. Além disso, 0s
elementos tém a mesma dimensao em todos os seus 4 lados, o que facilita a criagdo da malha.
O grau de refino da malha necesséario para atingir a solugdo sera determinado no capitulo
seguinte.

5. CASOS NUMERICOS

De acordo com a metodologia apresentada, algumas das métricas que devem ser avaliadas
neste codigo sdo o nivel de dependéncia de malha da solucéo de elementos finitos, influéncia
de diferentes raios sob o filtro de densidade, influéncia do grau de penalizacdo de solucGes
intermediérias e alteracdo de outros coeficientes.

5.1 Analise de Dependéncia de Malha

Uma verificacdo sempre necessaria quando um novo problema de elementos finitos é
resolvido, € a influéncia que o refino da malha tem na solucdo. Neste caso, foram utilizados
incrementos de 5 e 15 elementos nos sentidos vertical e horizontal da malha, respectivamente.
Como medida de convergéncia, foi utilizada a funcéo objetivo do problema descrita na Equacao
2, que deve estabilizar-se em um valor minimo ap6s um determinado nivel de refino. O
problema converge para uma solu¢do com pequenas variagcoes a partir do tamanho da malha de
20 elementos verticais por 60 horizontais como mostra a Figura 6.

Figura 6 — (a) Valores calculados para a flexibilidade da solu¢éo alcancada pelo algoritmo
com diferentes niveis de refino de malha e (b) grafico mostrando convergéncia

num. de Blementos o, ibilidade| Variagio 250805
Eixox | Eixoy
5 15| 221E-05]  N/A e
10 30 1.44E-05[ -34.7% % 1.50E-05
15 45 1.02E-05| -29.4% % B
20 60 9.63E-06 -5.4% )
25 75 9.57E-06 -0.6% 5.00E-06
30 90 9.61E-06 0.4%
35 105 9.32E-06) -3.0% PO 5 10 15 20 25 30 35 40
40 120 9. 46E-06 1.6% Num. de Elementos no Eixo x
(a) (b)

Além disso, € necessario verificar se a solugcdo aproximada obtida apresenta a mesma
topologia encontrada por outros autores quando aplicadas as mesmas condigdes de contorno.
Essa concordéncia ira servir para validar o algoritmo e solu¢do matematica proposta nas secoes
anteriores do texto. Sigmund (2001) mostrou uma solucéo para a aproximacao do problema de
otimizacdo topoldgica utilizando as mesmas condic¢des de contorno propostas pela Figura 5. A
Figura 7 compara estes resultados.
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Figura 7 — Solucdo obtida por (a) Sigmund (2001) e (b) pela ferramenta desenvolvida
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Pode-se verificar que, visualmente, existe grande semelhanca entre o resultado publicado
por Sigmund (2001) e aquele encontrado pelo codigo desenvolvido neste trabalho, quando as
mesmas condic¢Bes de contorno sdo aplicadas.

5.2 Influéncia do Raio do Filtro de Densidade

Um parametro essencial para a geracdo de uma solucao estavel é uso de algum tipo de filtro
para evitar o efeito tabuleiro de xadrez mostrado na Figura 3. A Equacéo 18 utiliza o parametro
R para definir o qudo préximo um elemento deve estar de outro para que possa afetar o valor
de sua densidade. Utilizando uma malha com 20 elementos na coordenada x e 60 elementos na
coordenada y, pode-se obter que a dimensdo do lado de cada elemento quadrilatero serd 0,005
m. A Figura 8 mostra alguns exemplos de solucdo do problema com diferentes raios do filtro
de densidade.

Figura 8 — (a) Distribuicdo de densidades resultante para R = 0,004 m e (b) representacao
ilustrativa da malha com a circunferéncia contendo os elementos que irdo influenciar a
densidade do elemento marcado em amarelo. Mesmo (c) resultado e representacao (d) para
R = 0,008 e para (e) (f) R = 0,025
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Quando ¢ utilizado um raio com dimensdo inferior a distancia entre o centro de dois
elementos adjacentes, que neste caso € de 0,005m, o filtro de densidade deixa de surtir
qualquer efeito sob a distribuicdo de densidades e a instabilidade numérica, evidenciada pelo
padrdo tabuleiro de xadrez na Figura 8(a), aparece.

No entanto, se a densidade de um elemento dentro do tabuleiro de xadrez passa a ser
influenciada por seus vizinhos, como no caso do raio utilizado nas Figuras 8(c) e 8(d), a
tendéncia é de que toda a area passe a ter uma grande quantidade de elementos com densidades
intermediarias. Devido ao uso do SIMP neste algoritmo, estes elementos sdo for¢ados a tomar
um valor entre 0 (ou um valor muito préximo disto) e 1, resultando em uma topologia com a
auséncia desta instabilidade.

Porém, quando um elemento passa a ser influenciado por uma grande quantidade de seus
vizinhos, como nas Figuras 8(e) e 8(f), pode-se perceber uma tendéncia de aumento na
quantidade de densidades intermediérias na solucdo mesmo com o uso do SIMP, chegando a
descaracterizar trelica esperada da solucéo.

5.3 Influéncia da Penalizacdo de Densidades Intermediarias

Deve-se definir um valor para a variavel g do filtro de densidade a fim de que seja possivel
utilizar a Equacdo 22 para aproximar o valor da variavel de projeto para iteragdes subsequentes.
O estudo de caso realizado nas secGes anteriores utilizou g = 3 por ser o mesmo valor
empregado por Christensen e Klarbring (2009), porém ¢é interessante verificar a influéncia de
diferentes valores para este parametro na solucdo aproximada.

Para a definicdo do valor de g a ser utilizado, o filtro de densidade foi desconsiderado no
algoritmo a fim de eliminar sua influéncia na presenca de elementos com densidades
intermediéarias. A Figura 9 mostra a distribuicdo de densidades resultante para diferentes valores
de g.

Figura 9 — Diferentes distribui¢6es de densidade alterando o parametro q. (a) g = 1,
(b)g=151()qg=2(d)g=3
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Para valores de g superiores aos analisados, o algoritmo passou a apresentar problemas de
singularidade na matriz de rigidez. A partir de g = 2, a topologia final passa a exibir uma
guantidade consideravelmente menor de elementos de densidade intermediaria quando
comparado com a topologia sem nenhuma penalizacdo (g = 1). Quando q = 3, pode-se
identificar apenas alguns elementos com densidades intermediérias proximos de locais com
instabilidades numéricas comumente tratadas atraves do filtro de densidades.
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5.4 Influéncia do parametro a no OC

Dentre 0s métodos de aproximagdo para problemas de otimizacao topoldgica citados neste
texto, 0 método OC € o Unico a utilizar o pardmetro a na linearizagcdo da funcéo objetivo. A
bibliografia consultada sobre o método ndo apresenta valores tipicamente utilizados para esta
variavel e, por este motivo, é importante avaliar a influéncia de a na topologia da estrutura e
encontrar o valor ideal para cada problema.

A Figura 10 mostra a solucao gerada pelo algoritmo com uso de diferentes valores para a.

Figura 10 — Diferentes distribuicdes de densidade alterando o parametro a. (a) @ = 0,5,
Ma=1,C)a=2,d)a=3

()  go(x) =9.632x 1076

(©)  go(x)=9.411x 1076 (d)  go(x) =9.413%x10°°

A avaliacdo das topologias geradas mostra que, para os valores de ¢ = 0,5 ou a = 1, existe
uma tendéncia maior da presenga de minimos locais na solucéo. Este tipo de problema poderia
ser tratado com o uso de um filtro de densidades maior, porém isso acarreta um aumento na
quantidade de elementos de densidade intermediaria.

Com o aumento nos valores de a, 0 algoritmo passa apresentar menos instabilidades, porém
a quantidade de interacGes necessarias para que seja atingida a mesma topologia passa a
aumentar rapidamente. As topologias mostradas nas Figuras 10(c) e 10(d) sdo quase idénticas,
porém, quando a = 3, a quantidade de iteracfes necessarias para atingir esse resultado foi 38%
maior que a quantidade necessaria para a = 2, causando um aumento substancial no custo
computacional.

5.5 Aplicacao de Outras Condi¢6es de Contorno

Para validagéo final da ferramenta de otimizacdo topologica desenvolvida, € interessante
aplicar diferentes condigdes de contorno para 0 mesmo problema e verificar a solucdo junto da
bibliografia. A Figura 11 mostra a topologia original e otimizada para o problema classico da
viga engastada.
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Figura 11 — (a) Topologia original com mesma densidade em todos os elementos. (b) Solucgéo
encontrada por Sigmund (2001). (c) Topologia resultante com o uso da ferramenta criada

(a) F (b)

Utilizando os mesmos parametros definidos para a viga biapoiada nas se¢des anteriores, 0
algoritmo gerou uma topologia com distribuicdo de densidades bem proxima daquela
encontrada por Sigmund (2001).

Uma variacdo que pode ser introduzida na geometria mostrada pela Figura 11a é a adicédo
de uma segunda forga concentrada. Quando uma forca de igual intensidade, porém com sentido
oposto é adicionada, esperasse que a condi¢do de equilibrio seja satisfeita apenas com estas
forcas e que a topologia deixe de conectar-se com o engaste. Uma aplicacdo deste conceito e a
comparacdo com a bibliografia podem ser vistas na Figura 12.

Figura 12 — (a) Topologia original com mesma densidade em todos os elementos. (b) Solucéo
encontrada por Sigmund (2001). (c) Topologia resultante com o uso da ferramenta criada

(a)

A topologia apresentada pela solugdo de Sigmund (2001) e aquela gerada pelo algoritmo
deste trabalho ndo apresentam conexdo com o engaste a esquerda do dominio, conforme
esperado, porém diferem na topologia dos membros menores que conectam o bloco do material
mais a direita da geometria com o arco. Essa diferenca pode ser atribuida a alguns parametros
como nivel de refino da malha, diferenca no grau de penalizacdo de densidades intermediarias
e ao fato de que Sigmund (2001) utilizou um filtro de sensibilidades em seu algoritmo.

Por fim, também foi analisada a proximidade da solucéo gerada no algoritmo de otimizacgéo
com um exemplo de estrutura 6tima do tipo Michell. Bendsge e Sigmund (2004) replicaram as
condicBes de contorno para atingir a estrutura 6tima proposta por Michell (1904) em um
problema de otimizacdo topoldgica para minimizacdo de flexibilidade. Os resultados obtidos
por estes autores sao comparados com a ferramenta proposta por este texto na Figura 13.
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Figura 13 — (a) Topologia original e condi¢es de contorno para uma das estruturas 6timas de
Michell (1904). (b) Estrutura 6tima do tipo Michell. Adaptado de Bendsge e Sigmund (2004).
(c) Resultado do algoritmo de otimizag&o topoldgica de Bendsge e Sigmund (2004). (d)
Resultado da ferramenta de otimizacdo topoldgica proposta pelo trabalho.

(a) (b) (c)

As solucbes mostradas tanto na Figura 13(c), quanto na Figura 13(d), apresentam uma
topologia bastante parecida com aquela mostrada pela Figura 13(b). A principal diferenca entre
0s resultados estd na quantidade de membros conectando o ponto de aplicacdo da forca aos
arcos superiores e inferiores. Essa diferenca pode ser atribuida ao fato da topologia da Figura
13(b) ter sido obtida analiticamente (MICHELL, 1904) e aquelas das Figuras 13(c) e 13(d)
terem sido obtidas computacionalmente e solucionando o problema de minimizacdo da
flexibilidade (SIGMUND, Ole, 2000).

6. CONCLUSAO

Pelos resultados apresentados, € possivel concluir que, para os estudos de caso citados, a
ferramenta de otimizacdo topoldgica criada é capaz de atingir o seu objetivo de mostrar uma
topologia otimizada dentro de um dominio bidimensional sujeito a uma condi¢do de volume
méaximo. Desde que ajustados os parametros para as condi¢des de contorno utilizadas, 0 método
OC provou ser uma ferramenta bastante poderosa na aproximacéao de solucdes para o tipo de
problema tratado neste trabalho.

Foi evidenciada a importancia do uso adequado de filtros para reduzir a ocorréncia de
instabilidades numéricas na distribuicdo de densidades dentro do dominio através de testes com
diferentes parametros. Da mesma forma, a necessidade do uso de um método de penalizacédo de
densidades intermediarias mostrou-se essencial para minimizar a presenca de elementos com
densidades diferentes da minima e maxima e para garantir a capacidade de fabricacdo das
topologias.

Como préximo passo na linha de desenvolvimento deste trabalho, é recomendado o uso de
funcdes objetivo que visem resolver outros problemas de otimizacdo topoldgica além da
minimizacdo de flexibilidade. Problemas tipicamente resolvidos utilizando o método OC sé&o
aqueles relacionados a mecanismos flexiveis e conducao de calor.

Outra adicdo que pode enriquecer essa ferramenta seria a comparacéo das solucgdes obtidas
com aquelas de outros métodos de otimizacdo matematica no lugar do OC, como o0 MMA e
SLP. Essa comparacdo iria analisar diferencas na velocidade do codigo e capacidade de resolver
problemas fisicamente mais complexos, como aqueles que envolvem tensdo mecanica,
fendmenos piezoelétricos etc.
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APENDICE A

Este apéndice descreve a obtencdo da Equacdo 20 a partir da Equagdo 2 deste texto
utilizando a metodologia descrita por Christensen e Klarbring (2009). Parte-se da Equacéo 2.

go(x) = Fru(x) ()

A derivada da Equagdo 2 com respeito a variavel de projeto x; pode ser escrita da forma
mostrada na Equacéo A.1.

0go(x) _ou(x) ou(x) r ou(x)
e = F oy = (KU 5 = u@ K = = (A1)

Para encontrar du(x)/dx; € possivel utilizar a derivada da equagdo K(x)u(x) = F com
respeito a mesma variavel de projeto. Utilizando a regra do produto, encontra-se a Equacgédo A.2.

0K (x) du(x)
ox; u(x) + K(x) P =0 (A.2)

i)
Quando os termos da Equagdo A.2 sdo rearranjados, du(x)/dx; pode ser isolado como

mostra a Equagéo A.3.

_, 0K(x)

(')xj

ou(x) B

(')xj

—K(x) u(x) (A.3)

Para a matriz de rigidez global K(x) sem aplicacdo do método SIMP, sua derivada com
relacdo a variavel de projeto x; retira a influéncia dessa densidade no calculo da rigidez. Assim,
a Equacdo A.3 pode ser reescrita como a Equacédo A.4.

ou(x)

(')xj

= —K(x)" K u(x) (A.4)

onde KJ‘.’ é a matriz de rigidez do elemento j em coordenadas globais e sem a influéncia da

densidade. Agora, a Equacao A.4 pode ser substituida na Equacao A.1, resultando na Equacéo
AbL.

0
—%Ox(x) = —u(x)"Kju(x) (A.5)

i)
Alterando a Equacgédo A.5 para notagéo local, dado que todos os valores da matriz de rigidez
para outros elementos além do j s&o nulos, resulta na Equagéo 20.

9go(x) _

an

—u;(x)" Kk u;(x) (20)
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APENDICE B

Este apéndice mostra os comandos e fungdes executados no MATLAB para solugdo das
Equacdes 16 e 22. A solucdo dessas equacdes ira atualizar a iteracao anterior até que um critério
de convergéncia seja atingido e uma aproximacao da topologia ideal da geometria, através do
método OC, seja obtida.

Trecho do codigo dentro do programa principal:

lambda min=0.0000001; %Valor minimo para lambda
lambda max=1000000; %Valor maximo para lambda
dgodrho=zeros (nel,1l); %Sensibilidade da funcido objetivo (Equacédo 2)
% Célculo da parte em chaves da Equacédo 21
for i=1l:nel

keO (:, :)=kel (i, :,:);

dgodrho (1) =-(ed (i, :) *g* ((rho_tilda(i))"(g-1)) *keO*ed(i,:)");
end
% Célculo da Equacédo 21
B=(dgodrho'*W) '.* (- (1/alpha) * (rho) .” (1+alpha)) ;
% Calculo de lambda para solucdo da Equacado 16
lambdastar=fzero (R (lambda)
dphi dlambda project (lambda,alpha,B,ae,Vmax,nel, thicc), [lambda min
lambda max]);
$Calculo da Equacédo 22
for i=l:nel

rho (i)=xstar project (lambdastar,alpha,B(i),ae(i),thicc);
end

Funcdes utilizadas dentro do programa principal:

% Calculo da Equacédo 16
function out=dphi dlambda project (lambda,alpha,bk,ae,Vmax,nel, thicc)

out=-Vmax;

for j=l:nel
out=out+ae (j) *thicc*xstar project (lambda,alpha,bk(j),ae(j),thicc);
end

% Calculo da Equacédo 22
function xstar=xstar project (lambda,alpha,be,ae, thicc)

tmp=( (alpha*be) / (lambda*ae*thicc)) .” (1/ (1+alpha));

if tmp<0.0001
xstar=0.0001;
elseif tmp>1
xstar=1;
else
xstar=tmp;
end
end
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APENDICE C

Este apéncice mostra os comandos executados no MATLAB para uso do filtro de densidade
descrito pelas Equacbes 17 e 18.

Primeiro trecho do cddigo mostrando a cria¢éo do filtro para uma malha dentro do programa
principal:

%Geracdo da matriz de coordenadas dos elementos
contx=1;
conty=1;
for i=1l:nel
if contx==(nx+1)
contx=1;
conty=conty+1l;
end
if conty==
if contx==
coordel (i, :)=[0.5%elsizex 0.5*elsizey];
contx=contx+1;
else
coordel (i,1)=coordel (i-1,1)+elsizex;
coordel (i, 2)=coordel (i-1,2);
contx=contx+1;
end
else
if contx==
coordel (i,1)=0.5*%elsizex;
coordel (i,2)=coordel (i-1,2) +telsizey;
contx=contx+1;
else
coordel (i,1)=coordel (i-1,1)+elsizex;
coordel (i, 2)=coordel (i-1,2);
contx=contx+1;
end
end
end

% Calculo da Equacédo 18 para cada elemento
contn=1;

for y=l:nel
for x=1l:nel

if sgrt(((coordel(x,1l)-coordel(y,1))"2)+((coordel (x,2)-
coordel (y,2))"2))<=R
w(x,y)=R-sqrt (((coordel (x,1)-coordel (y,1))"2)+((coordel (x,2)-
coordel (y,2))"2));
else
w(x,y)=0;
end
end
contn=1;

end

% Juncgédo de todos os w da Equacdo 18 em uma uUnica matriz W para facilitar
uso

W=zeros (nel,nel);
for element=1:nel
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for neighbour=1l:nel

for neighbour2=1:nel
W (element,neighbour) =W (element, neighbour) +w (neighbour2, element) ;

end
sumw (element) =W (element, neighbour) ;
W (element,neighbour)=w (neighbour, element) /W (element, neighbour) ;

end

end

Segundo trecho do codigo mostrando a aplicacdo do filtro de densidade dentro do programa
principal:

o)

5 Calculo da Equacédo 17
rho _tilda=W*rho;
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APENDICE D

Este apéndice mostra um fluxograma com todo o algoritmo seguido pelo cédigo implementado

neste trabalho.

Inicializagdo

Inicializagdo das
varidvels

I

Definigio das
distribuigdo micial de
densidades x*=°
(homogénea)

Loop k

Otimizagdo

Solugdo do problema de
elementos finitos

]

Cilculo da sensibilidade
da fungdo objetivo
Jo(x)

Calculo da fungio de
ponderacdo w(x) para
todos os elementos

Calculo da matriz de
ngidez completa

Cileulo da varidvel A

l

Criagio da malha de
elementos finitos

Aplicagdo do filtro de
densidade

Calculo da nova

densidade x*+?

l

Calculo da matnz de

densidade
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Teste de
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Convergéncia
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