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sem a remoção de y ln(y) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.5 Erros relativos entre Ki1(y) e a aproximação linear e quadrática
com a remoção de y ln(y) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.6 Erros relativos entre Ki2(y) e a aproximação linear e quadrática
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σs Seção de choque macroscópica de espalhamento (cm−1)

σc Autovalor dominante do operador Lg (cm−1)

J(x) Vetor corrente de part́ıculas, J(x) = (J1, J2, J3)

Φ(x) Fluxo escalar (part́ıculas/cm−2s−1)

Ψ Fluxo angular (cm−2sr−1s−1)

Ω Vetor direção

∇ Operador gradiente



RESUMO

A equação de transporte é uma versão linear da equação formulada

em 1872 por Ludwig Boltzmann que trata de fenômenos em dinâmica de gases ra-

refeitos. Devido ao seu elevado número de variáveis no espaço de fase e de sua

estrutura integro-diferencial, simulações numéricas envolvendo tal equação exigem

algoritmos complexos e de elevado custo computacional. Dentre as diferentes abor-

dagens para contornar tal dificuldade está o Método de Nyström, o qual foi utilizado

neste trabalho. O problema aqui tratado é a equação de transporte com espalha-

mento isotrópico em geometria X-Y com fronteira semi-refletiva. Assim, são apre-

sentados a formulação integral para o fluxo e para a corrente de part́ıculas, além

de detalhes da implementação computacional para o cálculo de ambos. Também,

são apresentados resultados sobre as funções de Bickley-Naylor que foram utilizados

como estratégia para refinar os resultados apresentados. Algoritmos utilizados em

tal problema foram otimizados e paralelizados com OpenMP e, a partir destes, resul-

tados significativos na redução do tempo computacional foram obtidos para diversas

condições.
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ABSTRACT

The transport equation is a linear version of the equation formulated

in 1872 by Ludwig Boltzmann that deals with phenomena in rarefied gas dynamics.

Due to its high number of variables in phase space and its integral-differential struc-

ture, numerical simulations involving such an equation require complex and high

computational cost algorithms. Among the different approaches to overcome this

difficulty is the Nyström Method, which was used in this work. The problem trea-

ted here is the transport equation with isotropic scattering in X-Y geometry with

semi-reflective boundary. Thus, we present the integral formulation for the scalar

flux and the particle current, as well as details of the computational implementation

for the calculation of both. Also, methods that were used as a strategy to refine the

results about the Bickley-Naylor functions are presented. Algorithms used in this

problem were optimized and parallelized with OpenMP and, from these, significant

results in the reduction of computational time were obtained for several conditions.
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1 INTRODUÇÃO

A equação de transporte é uma versão linear da equação de Boltzmann,

formulada em 1872 por Ludwig Boltzmann no contexto de fenômenos em dinâmica

de gases rarefeitos [15], que modela problemas de transferência radiativa [19, 37] e

transporte de part́ıculas [13, 25, 33]. Esta é uma equação integro-diferencial que

fornece uma descrição quantitativa da distribuição espacial, direcional, energética e

temporal das part́ıculas em um meio material. A incógnita desta equação é uma

função distribuição das part́ıculas no instante de tempo, ńıvel de energia, ponto do

domı́nio e direção e depende de sete variáveis independentes, sendo: três espaciais,

duas direcionais, uma energética e uma temporal.

Atualmente há diversas áreas de interesse para o estudo dessa equação,

como no transporte de nêutrons em reatores nucleares [35, 36], em áreas da saúde

para análises tomográficas [5, 6, 29, 31, 32], para a avaliação da dosagem em tra-

tamentos radioterápicos [26, 40, 44] e na prospecção de petróleo [8, 9, 10, 12, 42].

Juntamente com o aumento no número de aplicações e o avanço computacional, sur-

giram diferentes abordagens para o tratamento numérico da equação de transporte,

classificadas principalmente em dois ramos: probabiĺıstica e determińıstica.

Na abordagem probabiĺıstica destacam-se os métodos de Monte Carlo

[26, 28, 45]. A principal diferença desta abordagem está no fato das part́ıculas

serem tratadas individualmente, ao contrário do tratamento cont́ınuo descrito na

equação do transporte. Isto é, cada part́ıcula é simulada desde o nascimento até a

morte, modificando sua energia à medida que se deslocam e interagem com outras

part́ıculas [16]. Embora a eficiência deste método possa ser considerada superior

quando um número suficientemente grande de part́ıculas é computado este requer

elevado tempo de processamento e consumo de memória [16].
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Já na abordagem determińıstica duas diferentes famı́lias de métodos

são citadas aqui: os métodos de ordenadas discretas e os métodos integrais. Os

métodos de ordenadas discretas consistem em discretizar a variável angular da

equação integro-diferencial, aproximando o termo integral da equação através de

uma quadratura numérica e resolver o sistema de equações diferenciais resultante.

Neste sentido, são levantadas duas questões: a escolha de um conjunto de direções

que minimizem os erros de discretização e a seleção de um bom tratamento anaĺıtico

ou numérico na variável espacial. Esses dois aspectos são cruciais para produzir

métodos computacionalmente eficientes e, consequentemente, resultados precisos.

O sistema de equações diferenciais obtido depois da discretização angular pode ser

resolvido por diversas metodologias, por exemplo, Diamond Difference [8], Spec-

tral Green Function [22], Arbitrarily High Order Transport [12], Analytical Discrete

Ordinates [11], Finite Elemets Method [30] e Finite Volume Method [37].

Os métodos integrais consistem em resolver a equação integral formu-

lada a partir da equação integro-diferencial. Uma diferença entre as duas formulações

é que, para o espalhamento isotrópico, a primeira tem como solução o fluxo escalar,

enquanto a segunda tem como solução o fluxo angular. Na prática, isso significa

que a equação integral precisa ser discretizada apenas na variável espacial, uma

vantagem importante quando o objetivo é obter precisão nos resultados numéricos.

Também, uma vez calculado o fluxo escalar com precisão, o fluxo angular pode ser

reconstrúıdo facilmente. Algumas metodologias da famı́lia de métodos integrais são:

GFDN [43], SKN [4], Nyström [7], Nyström Produto [41].

Os métodos de ordenadas discretas são afetados por oscilações nume-

ricamente espúrias e não f́ısicas chamadas de efeito raio [18, 34]. Em geral, essas

oscilações não são mitigadas mesmo quando a discretização é refinada, dificultando

o cálculo de resultados numéricos precisos. Diferentemente dos métodos de orde-

nadas discretas, os métodos integrais são conhecidos por suprimirem o efeito raio,

uma vez que não é necessário discretizar a variável angular. Apesar disso, esses
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métodos também são conhecidos por produzirem algoritmos complexos e com ele-

vado custo computacional. Implementações ingênuas não funcionam, pois os núcleos

dos operadores integrais envolvidos possuem singularidades.

Nesse trabalho a equação do transporte em um meio com espalha-

mento isotrópico em geometria X-Y com fronteiras semi-refletivas foi resolvida com o

método de Nyström. Esse método consiste em aplicar uma quadratura numérica no

operador integral e, com o devido tratamento das singularidades do núcleo, produzir

um sistema linear algébrico com resultado. O principal objetivo deste trabalho é

dar continuidade aos trabalhos já desenvolvidos por Azevedo el al. [7] e Sauter el al.

[41], onde o problema citado foi resolvido, mas ficaram algumas lacunas, tal como

o cálculo da corrente para o caso com reflexão. Mais especificamente, esse trabalho

apresenta os seguintes avanços:

1. apresenta um estudo detalhado do artigo [41];

2. apresenta a formulação matemática para a corrente de part́ıculas em

condições similares às apresentadas em [41];

3. descreve a estrutura do algoritmo utilizado pelos autores em [41], bem

como a otimização realizada nesse trabalho;

4. apresenta estudo sobre as funções de Bickley-Naylor de ordens um a

três, bem como formas de otimização computacional destas.

Dentre os itens acima descritos, os itens (2) e (4) são as principais

contribuições deste trabalho.

1.1 Estrutura do trabalho

Este trabalho está dividido em seis caṕıtulos. No primeiro caṕıtulo,

são apresentadas as motivações que levaram ao desenvolvimento da pesquisa e a re-

3



levância do problema. No segundo caṕıtulo, é apresentado o problema de transporte

de part́ıculas, através da formulação integro-diferencial e em seguida a formulação

integral. Neste mesmo caṕıtulo são apresentadas as formulações integrais tanto

para o fluxo de part́ıculas quando para a corrente nos casos sem e com reflexão da

fronteira.

O terceiro caṕıtulo dedica-se ao estudo das funções de Bickley-Naylor,

sendo descrita sua definição, remoção de singularidade e resultados referentes a

sua aproximação. No caṕıtulo seguinte, a metodologia numérica e a implementação

computacional relacionada ao algoritmo para o cálculo do fluxo escalar e da corrente

são detalhadas.

Já no quinto caṕıtulo são apresentados os resultados referentes ao tempo

computacional das rotinas implementadas e a corrente de part́ıculas para alguns

problemas. Por fim, apresenta-se as considerações finais com as contribuições deste

trabalho e as perspectivas de trabalhos futuros.
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2 O PROBLEMA DE TRANSPORTE DE

PARTÍCULAS

2.1 Formulação integro-diferencial do problema

O problema considerado neste trabalho é dado pela equação integro-

diferencial do transporte em geometria X-Y,

Ω · ∇Ψ(x,Ω) + σtΨ(x,Ω) =
σs
4π

∫
S2

Ψ(x,Ω′) dΩ′ +Q(x), (2.1a)

onde x = (x1, x2, x3) ∈ D × R, D = [0, a]× [0, b], Ω ∈ S2 é a esfera unitária em R3,

ou seja, Ω = (Ω1,Ω2,Ω3),Ω2
1 + Ω2

2 + Ω2
3 = 1 e ∇Ψ(x,Ω) = ∂Ψ

∂x1
~i + ∂Ψ

∂x2
~j. A condição

de contorno semi-refletiva é dada por

Ψ(x,Ω) = ρ(x)Ψ(x,Ω′) + (1− ρ(x))B(x), n · Ω < 0, x ∈ ∂D × R, (2.1b)

onde, Ω′ = Ω− 2(n ·Ω)n é a reflexão de Ω na fronteira e n é o vetor normal externo

a D. O coeficiente de reflexão ρ é um função constante por partes dada por

ρ(x) =



ρ1, se x ∈ L1

ρ2, se x ∈ L2

ρ3, se x ∈ L3

ρ4, se x ∈ L4

(2.2)

com 0 ≤ ρ1, ρ2, ρ3, ρ4 ≤ 1. Aqui Li, 1 ≤ i ≤ 4, são as quatro fronteiras do domı́nio

definidos por L1 = (x1, 0), L2 = (0, x2), L3 = (x1, b) e L4 = (a, x2), para 0 ≤ x1 ≤ a

e 0 ≤ x2 ≤ b.

A contribuição da fronteira B também é definida por partes

B(x) =



B1(x1), se x ∈ L1,

B2(x2), se x ∈ L2,

B3(x1), se x ∈ L3,

B4(x2), se x ∈ L4.

(2.3)
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Ainda, σt e σs são, respectivamente, as seções de choque macroscópica

total e de espalhamento, as quais são aqui tratadas como constantes e Q(x) é o

termo fonte.

O primeiro termo do lado direito da equação (2.1a) é interpretado como

a média do fluxo nas direções e é definido como o fluxo escalar, dado por

Φ(x) =
1

4π

∫
S2

Ψ(x,Ω) dΩ. (2.4)

Adicionalmente, a corrente de part́ıculas é definida por

J(x) =

∫
S2

Ψ(x,Ω)ΩdΩ. (2.5)

Ao longo deste trabalho os coeficientes σt e σs serão medidos em cm−1,

Ψ e B em cm−2sr−1s−1, Φ em part́ıculas/cm−2s−1 e Q em cm−3s−1.

A proposta desse trabalho é aplicar o método de Nyström para resolver

o problema descrito acima. Como esse método pertence a famı́lia de métodos inte-

grais, é necessário escrever a sua formulação integral. Por questão de conveniência,

primeiro será desenvolvida a formulação integral para o problema não refletivo, isto

é, quando ρ(x) ≡ 0, e na sequência, a formulação integral para o problema semi-

refletivo será estabelecida.

2.2 Formulação integral para o caso não refletivo

Primeiramente apresenta-se o caso em que não existe a reflexão da

fronteira de D, isto é, quando ρ(x) ≡ 0. Nesse caso, a condição de contorno (2.1b)
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assume a seguinte forma:



Ψ(x,Ω) = B1(x), n · Ω < 0, x ∈ L1 × R,

Ψ(x,Ω) = B2(x), n · Ω < 0, x ∈ L2 × R,

Ψ(x,Ω) = B3(x), n · Ω < 0, x ∈ L3 × R,

Ψ(x,Ω) = B4(x), n · Ω < 0, x ∈ L4 × R,

(2.6a)

(2.6b)

(2.6c)

(2.6d)

onde L1, L2, L3 e L4 são as fronteiras do domı́nio D, como apresentado na Figura

2.1.

Figura 2.1: Representação geométrica do domı́nio D = [0, a]× [0, b].

Para simplificar a notação, o termo do lado direito na equação (2.1) é

definido por

S(x) = σsΦ(x) +Q(x). (2.7)

A equação (2.1) é resolvida pelo método das caracteŕısticas (ver [37]) e

o fluxo angular é calculado em termos da fonte S(x) da seguinte forma:

Ψ(x,Ω) = Ψ(x− sΩ)e−σts +

∫ s(x,Ω)

0

S(x− rΩ)e−σtrdr (2.8)

onde s(x,Ω) = sup
s>0

{ s : x− sΩ ∈ D × R}.
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Aplicando as condições de contorno (2.6) na equação (2.8), resulta que



Ψ(x,Ω) = B1(x− sΩ)e−σts +

∫ s(x,Ω)

0

S(x− rΩ)e−σtrdr, n · Ω < 0, x− sΩ ∈ L1 × R,

Ψ(x,Ω) = B2(x− sΩ)e−σts +

∫ s(x,Ω)

0

S(x− rΩ)e−σtrdr, n · Ω < 0, x− sΩ ∈ L2 × R,

Ψ(x,Ω) = B3(x− sΩ)e−σts +

∫ s(x,Ω)

0

S(x− rΩ)e−σtrdr, n · Ω < 0, x− sΩ ∈ L3 × R,

Ψ(x,Ω) = B4(x− sΩ)e−σts +

∫ s(x,Ω)

0

S(x− rΩ)e−σtrdr, n · Ω < 0, x− sΩ ∈ L4 × R.

(2.9a)

(2.9b)

(2.9c)

(2.9d)

A Figura 2.2 ilustra, geometricamente, o que cada uma das equações

descritas acima representa para um dado x no domı́nio. A cor amarela representa a

equação (2.9a), enquanto o vermelho (2.9b), o laranja (2.9c) e o azul (2.9d).

Figura 2.2: Representação geométrica das equações (2.9).

Integrando as equações (2.9) sobre a esfera unitária obtêm-se a seguinte

equação:∫
S2

Ψ(x)dΩ =

∫
S2
1

B1(x− sΩ)e−σtsdΩ +

∫
S2
2

B2(x− sΩ)e−σtsdΩ

+

∫
S2
3

B3(x− sΩ)e−σtsdΩ +

∫
S2
4

B4(x− sΩ)e−σtsdΩ (2.10)

+

∫
S2

∫ s

0

S(x− rΩ)e−σtrdrdΩ (2.11)

onde os primeiros quatro termos representam a contribuição da fronteira e o último

termo representa a contribuição do interior do domı́nio. Mais especificamente, para

8



cada x ∈ D, S2
1 representa os ângulos que tocam a fronteira L1 e S2

2 , S
2
3 , S

2
4 as

fronteiras L2, L3 e L4, respectivamente.

Multiplicando a equação acima por 1
4π

e tomando S2 = S2
1 +S2

2 +S2
3 +S2

4 ,

obtêm-se uma representação para o fluxo escalar. Sendo esta equação reescrita como

Φ(x) =
1

4π

∫
S2

B(x− sΩ)e−σtsdΩ +
1

4π

∫
S2

∫ s

0

S(x− rΩ)e−σtrdrdΩ (2.12)

onde B(x) é dado pela equação (2.3).

Tomando y = x − rΩ, como dS(y) = s2dΩ e dy = s2drdΩ, é posśıvel

reescrever a equação anterior de forma que

Φ(x) =
1

4π

∫
R

∫
D

S(y)
e−σt|x−y|

|x− y|2
dy +

1

4π

∫
R

∫
∂D

B(y)
e−σt|x−y|

|x− y|2
dS(y). (2.13)

Observe que S(y) = d`dy3, onde d` é o elemento de comprimento ao

longo de ∂D.

Devido a simetria do problema com relação à componente x3 pode-se

alterar o primeiro intervalo de integração de R para (−∞, x3] e, em consequência,

dobrar o termo que está sendo integrado. As Figuras 2.3a e 2.3b ilustram os inter-

valos de integração antes e após a alteração, respectivamente.

Assim, o fluxo escalar pode ser escrito por

Φ(x) =
1

2π

∫ x3

−∞

∫
D

S(y)
e−σt|x−y|

|x− y|2
dy +

1

2π

∫ x3

−∞

∫
∂D

B(y)
e−σt|x−y|

|x− y|2
dS(y). (2.14)

Agora, introduzimos uma mudança de variável a partir do cosseno do

ângulo de elevação η, definido por:

η =

√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2
:=
|x− y|2
|x− y|

(2.15)

As seguintes identidades são calculadas:√
1− η2 =

√
(x3 − y3)2

|x− y|
e dy3 =

|x− y|3dη
(x3 − y3)|x− y|2

. (2.16)
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(a) Intervalo de integração antes da alteração. (b) Intervalo de integração após alteração.

Figura 2.3: Alteração do intervalo de integração da equação (2.13).

Substituindo (2.15) e (2.16) em (2.14), para o primeiro termo do lado

direito, obtém-se que

1

2π

∫ x3

−∞

∫
D

S(y)
e−σt|x−y|

|x− y|2
dy1dy2dy3 =

1

2π

∫ 1

0

∫
D

S(y)
e−σt

|x−y|2
η

|x− y|2
|x− y|3

(x3 − y3)|x− y|2
dy1dy2dη

=
1

2π

∫ 1

0

∫
D

S(y)e−σt
|x−y|2
η

|x− y|
|x3 − y3||x− y|2

dy1dy2dη

=
1

2π

∫ 1

0

∫
D

S(y)
e
−σt
η |x−y|2√

1− η2|x− y|2
dy1dy2dη. (2.17)

Já para o segundo termo obtêm-se que

1

2π

∫ x3

−∞

∫
∂D

B(y)
e−σt|x−y|

|x− y|2
d`dy3 =

1

2π

∫ 1

0

∫
∂D

B(y)
e
−σt
η |x−y|2

|x− y|2
|x− y|3

(x3 − y3)|x− y|2
d`dη

=
1

2π

∫ 1

0

∫
∂D

B(y)
e
−σt
η |x−y|2

|x− y|2
|x− y|
|x3 − y3|

d`dη

=
1

2π

∫ 1

0

∫
∂D

B(y)
e
−σt
η |x−y|2

|x− y|2
1√

1− η2

η

η
d`dη

=
1

2π

∫ 1

0

∫
∂D

B(y)
ηe
−σt
η |x−y|2

|x− y|22
√

1− η2
|x− y|d`dη. (2.18)
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Substituindo as equações (2.17) e (2.18) na equação (2.14), resulta que

o fluxo escalar é dado por

Φ(x) =
1

2π

∫ 1

0

∫
D

S(y)
e
−σt
η |x−y|2√

1− η2|x− y|2
dy1dy2dη +

1

2π

∫ 1

0

∫
∂D

B(y)
ηe
−σt
η |x−y|2(y − x) · n
|x− y|22

√
1− η2

d`dη.

(2.19)

A equação (2.19) pode ser reescrita utilizando a notação de operador,

ou seja,

Φ(x) = (LgS)(x) + (LbB)(x), (2.20)

onde

(LgS)(x) :=

∫
D

S(y)k1(x,y)dy e (LbB)(x) :=

∫
∂D

B(y)k2(x,y)d`. (2.21)

Aqui, os núcleos k1 e k2 são dados por:

k1(x,y) :=
1

2π

1

|x− y|2

∫ 1

0

e
−σt
η
|x−y|2√

1− η2
dη =

1

2π

Ki1(σt|x− y|2)

|x− y|2
(2.22)

e

k2(x,y) :=
1

2π

(y − x) · n
|x− y|22

∫ 1

0

ηe
−σt
η
|x−y|2√

1− η2
dη =

1

2π

(y − x) · n
|x− y|22

Ki2(σt|x− y|2),

(2.23)

onde Ki1 e Ki2 são a primeira e segunda função de Bickley-Naylor, respectivamente.

Na equação (2.21) é posśıvel observar que o termo LgS representa a

contribuição de cada ponto do domı́nio D e LbB representa a contribuição de cada

ponto de ∂D, e são chamados de contribuição da fonte e da fronteira, respectiva-

mente. A partir das equações (2.22) e (2.23) observa-se que ambos os núcleos de-

pendem apenas da distância percorrida pela part́ıcula, isto é, k1(x,y) = k1(|x− y|)

e k2(x,y) = k2(|x− y|).

Na equação (2.21), (LbB)(x) é a integral de linha de um campo escalar,

logo, a orientação do caminho não interfere no sinal da integral. Portanto, pode-se
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escrever a função (LbB)(x) como a soma de quatro termos positivos da seguinte

forma:

(LbB)(x) =
x2

2π

∫ a

0

B1(y1)
Ki2(σt|x− (y1, 0)|2)

|x− (y1, 0)|22
dy1

+
x1

2π

∫ b

0

B2(y2)
Ki2(σt|x− (0, y2)|2)

|x− (0, y2)|22
dy2

+
b− x2

2π

∫ a

0

B3(y1)
Ki2(σt|x− (y1, b)|2)

|x− (y1, b)|22
dy1

+
a− x1

2π

∫ b

0

B4(y2)
Ki2(σt|x− (a, y2)|2)

|x− (a, y2)|22
dy2. (2.24)

A substituição da equação (2.7) na equação (2.20) produz uma forma

compacta para escrever a formulação integral do problema dada pela equação:

Φ = Lg(σsΦ +Q) + (LbB). (2.25)

Devido ao fato que ‖Lgσs‖ < 1 nos espaços L2(D) e L∞(D), quando

σs < σc, onde σc é o maior autovalor de Lg em L2(D) [7], esta última equação pode

ser reescrita como

Φ = (1− σsLg)−1(LgQ+ LbB). (2.26)

2.3 Formulação integral para o caso semi-refletivo

Utilizando a técnica de espelhamento juntamente com o método das

caracteŕısticas é posśıvel generalizar o problema para os caso onde a fronteira é semi-

refletiva. Assim, primeiramente apresenta-se o caso onde apenas uma das fronteiras

é semi-refletiva, e em seguida apresenta-se os casos com dois, três e quatro fronteiras

semi-refletivas.
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2.3.1 Espelhamento com relação a fronteira L1

Quando apenas uma das fronteiras é semi-refletiva considera-se a condição

de contorno como



Ψ(x,Ω) = ρ1Ψ(x,Ω′) + (1− ρ1)B1(x), n · Ω < 0, x ∈ L1 × R,

Ψ(x,Ω) = B2(x), n · Ω < 0, x ∈ L2 × R,

Ψ(x,Ω) = B3(x), n · Ω < 0, x ∈ L3 × R,

Ψ(x,Ω) = B4(x), n · Ω < 0, x ∈ L4 × R.

(2.27a)

(2.27b)

(2.27c)

(2.27d)

A Figura 2.4 ilustra como ocorre a reflexão para este caso e a linha

cinza representa a fronteira onde ocorre a reflexão. Sendo posśıvel observar que o

ponto x sofre influência do ponto y não só através da fonte, mas também através da

reflexão da fronteira L1, a linha cont́ınua ligando tais pontos ilustra um dos posśıveis

caminhos da part́ıcula y até x, já o ponto y′ e a linha pontilhada representam o

reflexo da part́ıcula e o caminho através da reflexão.

Figura 2.4: Representação da reflexão com relação a fronteira L1, onde a E1 repre-

senta o posicionamento do espelho, ρ1 6= 0, ρ2 = ρ3 = ρ4 = 0 são os coeficientes

de reflexão das fronteiras L1, L2, L3 e L4, respectivamente, x e y pontos de D e y′

reflexo de y através do espelho e as linhas conectando y e y′ a x são os posśıveis

caminhos entre as part́ıculas.
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Aplicando tais condições de contorno na equação (2.8) segue que



Ψ(x,Ω) = ρ1B2(x− sΩ)e−σts + ρ1B3(x− sΩ)e−σts + ρ1B4(x− sΩ)e−σts

+ ρ1

∫ s(x,Ω)

0

S(x− rΩ)e−σtrdr +

∫ s(x,Ω)

0

S(x− rΩ)e−σtrdr

+ (1− ρ1)B1(x− sΩ)e−σts, n · Ω < 0, x− sΩ ∈ L1 × R

Ψ(x,Ω) = B2(x− sΩ)e−σts +

∫ s(x,Ω)

0

S(x− rΩ)e−σtrdr, n · Ω < 0, x− sΩ ∈ L2 × R

Ψ(x,Ω) = B3(x− sΩ)e−σts +

∫ s(x,Ω)

0

S(x− rΩ)e−σtrdr, n · Ω < 0,x− sΩ ∈ L3 × R

Ψ(x,Ω) = B4(x− sΩ)e−σts +

∫ s(x,Ω)

0

S(x− rΩ)e−σtrdr, n · Ω < 0, x− sΩ ∈ L4 × R

(2.28a)

(2.28b)

(2.28c)

(2.28d)

A Figura 2.5 ilustra geometricamente o que cada uma das equações

descritas acima representam para um dado x no domı́nio D. Os três primeiros

termos da equação (2.28a) representam as contribuições das fronteiras listradas L′2,

L′3 e L′4, as quais são reflexos de L2, L3 e L4, respectivamente. O quarto termo

representa a contribuição de todas as part́ıculas da fonte que são refletidas por L1,

por exemplo, a contribuição da part́ıcula y, representada na Figura 2.4, quando é

refletida por esta fronteira, é calculada como sendo um termo pertencente a região

laranja listrado, representado na Figura 2.4 como part́ıcula y′. O quinto termo

representa a contribuição da região em amarelo e o sexto termo a contribuição da

fronteira L1. As equações (2.28b), (2.28c) e (2.28d) representam as contribuições

das part́ıculas das regiões e fronteiras em vermelho, laranja e azul.
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Figura 2.5: Representação geométrica das equações (2.28).

De maneira semelhante ao caso apresentado anteriormente, é posśıvel

estabelecer a representação (2.20), desde que os núcleos dos operadores sejam redefi-

nidos consistentemente. Para o caso descrito nessa seção, a equação (2.20) é válida,

desde que Lg possua o seguinte núcleo:

k1(x,y) =
1

2π

Ki1(σtr0000)

r0000

+
1

2π
ρ1

Ki1(σtr0100)

r0100

, (2.29)

onde

r0000 = |x− (y1, y2)|2 (2.30a)

r0100 = |x− (y1,−y2)|2 (2.30b)
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e a função (LbB)(x) seja definida por:

(LbB)(x) =
x2

2π

∫ a

0

(1− ρ1)B1(y1)
Ki2(σtr10)

r2
10

dy1 +
x1

2π

∫ b

0

B2(y2)
Ki2(σtr20)

r2
20

dy2

+
b− x2

2π

∫ a

0

B3(y1)
Ki2(σtr30)

r2
30

dy1 +
a− x1

2π

∫ b

0

B4(y2)
Ki2(σtr40)

r2
40

dy2

+ρ1

(
x2 + b

2π

∫ a

0

B3(y1)
Ki2(σtr3(−1))

r2
3(−1)

dy1 +
x1

2π

∫ 0

−b
B2(−y2)

Ki2(σtr20)

r2
20

dy2

+
a− x1

2π

∫ 0

−b
B4(−y2)

Ki2(σtr40)

r2
40

dy2

)
, (2.31)

onde

r10 = |x− (y1, 0)|2, (2.32a)

r20 = |x− (0, y2)|2, (2.32b)

r30 = |x− (y1, b)|2, (2.32c)

r40 = |x− (a, y2)|2, (2.32d)

r3(−1) = |x− (y1,−b)|2. (2.32e)

No núcleo k1, equação (2.29), o primeiro termo representa a contri-

buição do interior do domı́nio D enquanto que o segundo termo representa a contri-

buição da reflexão do domı́nio D com relação a fronteira L1, o qual possui coeficiente

de reflexão ρ1.

Na função (LbB)(x), equação (2.25), é posśıvel observar que o primeiro

termo representa a contribuição da fronteira onde está ocorrendo a reflexão e que

tal termo é afetado negativamente pelo seu próprio coeficiente de reflexão ρ1. Já os

últimos três termos do operador, os quais estão multiplicados por ρ1, representam as

contribuições dos reflexos, representadas pelas linhas verdes pontilhadas da Figura

2.4.
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2.3.2 Espelhamento com relação as fronteiras L1 e L2

Para o caso onde duas fronteiras são semi-refletivas, pode-se tratar como

o espelhamento de uma das fronteiras do caso anterior, assim como ilustrado pela

Figura 2.6.

Figura 2.6: Representação da reflexão com relação as fronteiras L1 e L2, onde E1

representa o posicionamento do espelho, ρ1 6= 0, ρ2 6= 0, ρ3 = ρ4 = 0 os coeficientes
de reflexão das fronteiras L1, L2, L3 e L4, respectivamente, x e y pontos de D e
y′ reflexo de y através do espelho e as linhas conectando y e y′ a x os posśıveis
caminhos entre as part́ıculas.

Aplicando as condições de contorno dada pelas equações



Ψ(x,Ω) = ρ1Ψ(x,Ω′) + (1− ρ1)B1(x), n · Ω < 0, x ∈ L1 × R,

Ψ(x,Ω) = ρ2Ψ(x,Ω′) + (1− ρ2)B2(x), n · Ω < 0, x ∈ L2 × R,

Ψ(x,Ω) = B3(x), n · Ω < 0, x ∈ L3 × R,

Ψ(x,Ω) = B4(x), n · Ω < 0, x ∈ L4 × R,

(2.33a)

(2.33b)

(2.33c)

(2.33d)
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na equação (2.8) resulta que



Ψ(x,Ω) = ρ1(1− ρ2)B2(x− sΩ)e−σts + ρ1B3(x− sΩ)e−σts + ρ1B4(x− sΩ)e−σts

+ ρ1

∫ s(x,Ω)

0

S(x− rΩ)e−σtrdr +

∫ s(x,Ω)

0

S(x− rΩ)e−σtrdr

+ (1− ρ1)B1(x− sΩ)e−σts + ρ1ρ2B3(x− sΩ)e−σts + ρ1ρ2B4(x− sΩ)e−σts

+ ρ1ρ2

∫ s(x,Ω)

0

S(x− rΩ)e−σtrdr,n · Ω < 0,x− sΩ ∈ L1 × R,

Ψ(x,Ω) = ρ2(1− ρ1)B1(x− sΩ)e−σts + ρ2B3(x− sΩ)e−σts + ρ2B4(x− sΩ)e−σts

+ ρ2

∫ s(x,Ω)

0

S(x− rΩ)e−σtrdr +

∫ s(x,Ω)

0

S(x− rΩ)e−σtrdr

+ (1− ρ2)B2(x− sΩ)e−σts + ρ2ρ1B3(x− sΩ)e−σts + ρ1ρ2B4(x− sΩ)e−σts

+ ρ1ρ2

∫ s(x,Ω)

0

S(x− rΩ)e−σtrdr, n · Ω < 0, x− sΩ ∈ L2 × R,

Ψ(x,Ω) = B3(x− sΩ)e−σts +

∫ s(x,Ω)

0

S(x− rΩ)e−σtrdr, n · Ω < 0, x− sΩ ∈ L3 × R,

Ψ(x,Ω) = B4(x− sΩ)e−σts +

∫ s(x,Ω)

0

S(x− rΩ)e−σtrdr, n · Ω < 0, x− sΩ ∈ L4 × R.

(2.34a)

(2.34b)

(2.34c)

(2.34d)

Integrando as equações anteriores sobre a esfera unitária juntamente

com os métodos descritos anteriormente é posśıvel obter a representação (2.20) para

este caso, com o seguinte núcleo k1 e função (LbB)(x), respectivamente:

k1(x,y) =
1

2π

(
Ki1(σtr0000)

r0000

+ ρ1
Ki1(σtr0100)

r0100

+ ρ2
Ki1(σtr1000)

r1000

+ ρ1ρ2
Ki1(σtr1100)

r1100

)
(2.35)

onde r0000, r0100 são dados pelas equações (2.30) e r1000 = |x − (−y1, y2)|2 e r1100 =

|x− (−y1,−y2)|2.
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(LbB)(x) =
x2

2π

∫ a

0

(1− ρ1)B1(y1)
Ki2(σtr10)

r2
10

dy1 +
x2

2π
ρ2

∫ 0

−a
(1− ρ1)B1(−y1)

Ki2(σtr10)

r2
10

dy1

+
x1

2π

∫ b

0

(1− ρ2)B2(y2)
Ki2(σtr20)

r2
20

dy2 +
x1

2π
ρ1

∫ 0

−b
(1− ρ2)B2(−y2)

Ki2(σtr20)

r2
20

dy2

+
x2 + b

2π
ρ1

∫ a

0

B3(y1)
Ki2(σtr3(−1))

r2
3(−1)

dy1 +
x2 + b

2π
ρ1ρ2

∫ 0

−a
B3(−y1)

Ki2(σtr3(−1))

r2
3(−1)

dy1

+
b− x2

2π

∫ a

0

B3(y1)
Ki2(σtr30)

r2
30

dy1 +
b− x2

2π
ρ2

∫ 0

−a
B3(−y1)

Ki2(σtr30)

r2
30

dy1

+
x1 + a

2π
ρ2

∫ b

0

B4(y2)
Ki2(σtr4(−1))

r2
4(−1)

dy2 +
x1 + a

2π
ρ1ρ2

∫ 0

−b
B4(−y2)

Ki2(σtr4(−1))

r2
4(−1)

dy2

+
a− x1

2π

∫ b

0

B4(y2)
Ki2(σtr40)

r2
40

dy2 +
a− x1

2π
ρ1

∫ 0

−b
B4(−y2)

Ki2(σtr40)

r2
40

dy2 (2.36)

onde os r′s são dados pelas equações (2.32) juntamente com r4(−1) = |x−(−a, y2)|2.

2.3.3 Espelhamento com relação as fronteiras L1, L2 e L3

A Figura 2.7 representa o caso onde as três fronteiras do domı́nio são

semi-refletivas.

Para reflexão em três fronteiras do domı́nio, considera-se as condições

de contorno como



Ψ(x,Ω) = ρ1Ψ(x,Ω′) + (1− ρ1)B1(x), n · Ω < 0, x ∈ L1 × R

Ψ(x,Ω) = ρ2Ψ(x,Ω′) + (1− ρ2)B2(x), n · Ω < 0, x ∈ L2 × R

Ψ(x,Ω) = ρ3Ψ(x,Ω′) + (1− ρ3)B3(x), n · Ω < 0, x ∈ L3 × R

Ψ(x,Ω) = B4(x), n · Ω < 0, x ∈ L4 × R

(2.37a)

(2.37b)

(2.37c)

(2.37d)

é posśıvel escrever o núcleo do operador Lg como

k1(x,y) =
1

2π

+∞∑
j=0

(ρ1ρ3)j
[

Ki1(σtr00j0)

r00j0
+ ρ2

Ki1(σtr01j0)

r01j0
+ ρ1

Ki1(σtr10j0)

r10j0
+ ρ1ρ2

Ki1(σtr11j0)

r11j0

]

+
1

2π

−1∑
j=−∞

(ρ1ρ3)−j
[

Ki1(σtr00j0)

r00j0
+ ρ2

Ki1(σtr01j0)

r01j0
+ ρ−1

1

Ki1(σtr10j0)

r10j0
+ ρ−1

1 ρ2
Ki1(σtr11j0)

r11j0

]
(2.38)
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Figura 2.7: Representação da reflexão com relação as fronteiras L1, L2 e L3, onde E1

e E2 representam os posicionamentos dos espelhos, ρ1 6= 0, ρ2 6= 0, ρ3 6= 0 e ρ4 = 0 os
coeficientes de reflexão das fronteiras L1, L2, L3 e L4, respectivamente, x e y pontos
de D e y′ reflexo de y através do espelho e as linhas conectando y e y′ a x os
posśıveis caminhos entre as part́ıculas.

onde os r’s são dados pelas seguintes equações

r00j0 = |x− (y1, y2 − 2jb)|2, j ∈ Z, (2.39a)

r01j0 = |x− (y1,−y2 − 2jb)|2, j ∈ Z, (2.39b)

r10j0 = |x− (−y1, y2 − 2jb)|2, j ∈ Z, (2.39c)

r11j0 = |x− (−y1,−y2 − 2jb)|2, j ∈ Z. (2.39d)

Da equação (2.38) observa-se que o primeiro somatório representa as

contribuições dos domı́nios entre os espelhos e dos reflexos do domı́nio abaixo do

espelho E2, enquanto que o segundo somatório representa as contribuições dos re-

flexos acima do espelho E1 da Figura 2.7. A função (LbB)(x) pode ser escrito como

(LbB)(x) = B1(x) + B2(x) + B3(x) + B4(x), onde os B’s são dados pelas equações
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(2.40), (2.43), (2.44) e (2.45), respectivamente e os r’s são dados pelas equações

(2.46).

B1(x) =
0∑

k=−∞

x2 − 2kb

2π
ρ
|k|
1 ρ
|k|
3

[ ∫ a

0

(1− ρ1)B1(y1)
Ki2(σtr1k)

r2
1k

dy1

+ ρ2

∫ 0

−a
(1− ρ1)B1(−y1)

Ki2(σtr1k)

r2
1k

dy1

]
(2.40)

+
+∞∑
k=1

2kb− x2

2π
ρ
|k|−1
1 ρ

|k|
3

[ ∫ a

0

(1− ρ1)B1(y1)
Ki2(σtr1k)

r2
1k

dy1 (2.41)

+ ρ2

∫ 0

−a
(1− ρ1)B1(−y1)

Ki2(σtr1k)

r2
1k

dy1

]
(2.42)

B2(x) =
x1

2π

[ +∞∑
i=−∞

ρ
|i|
1 ρ
|i|
3

∫ (2i+1)b

2ib

(1− ρ2)B2(y2 − 2ib)
Ki2(σtr20)

r2
20

dy2

+
+∞∑
i=1

ρ
|i|−1
1 ρ

|i|
3

∫ 2ib

(2i−1)b

(1− ρ2)B2(2ib− y2)
Ki2(σtr20)

r2
20

dy2

+
0∑

i=−∞

ρ
|i|+1
1 ρ

|i|
3

∫ 2ib

(2i−1)b

(1− ρ2)B2(2ib− y2)
Ki2(σtr20)

r2
20

dy2

]
(2.43)

B3(x) =
−1∑

k=−∞

x2 − (2k + 1)b

2π
ρ
|k|
1 ρ
|k|−1
3

[ ∫ a

0

(1− ρ3)B3(y1)
Ki2(σtr3k)

r2
3k

dy1

+ρ2

∫ 0

−a
(1− ρ3)B3(−y1)

Ki2(σtr3k)

r2
3k

dy1

]
+

+∞∑
k=0

(2k + 1)b− x2

2π
ρ
|k|
1 ρ
|k|
3

[ ∫ a

0

(1− ρ3)B3(y1)
Ki2(σtr3k)

r2
3k

dy1

+ρ2

∫ 0

−a
(1− ρ3)B3(−y1)

Ki2(σtr3k)

r2
3k

dy1

]
(2.44)
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B4(x) =
x1 + a

2π
ρ2

[
∞∑

i=−∞

ρ
|i|
1 ρ
|i|
3

∫ (2i+1)b

2ib

B4(y2 − 2ib)
Ki2(σtr4(−1))

r2
4(−1)

dy2

+
+∞∑
i=1

ρ
|i|−1
1 ρ

|i|
3

∫ 2ib

(2i−1)b

B4(2ib− y2)
Ki2(σtr4(−1))

r2
4(−1)

dy2

+
0∑

i=−∞

ρ
|i|+1
1 ρ

|i|
3

∫ 2ib

(2i−1)b

B4(2ib− y2)
Ki2(σtr4(−1))

r2
4(−1)

dy2

]

+
a− x1

2π

[
∞∑

i=−∞

ρ
|i|
1 ρ
|i|
3

∫ (2i+1)b

2ib

B4(y2 − 2ib)
Ki2(σtr40)

r2
40

dy2

+
+∞∑
i=1

ρ
|i|−1
1 ρ

|i|
3

∫ 2ib

(2i−1)b

B4(2ib− y2)
Ki2(σtr40)

r2
40

dy2

+
0∑

i=−∞

ρ
|i|+1
1 ρ

|i|
3

∫ 2ib

(2i−1)b

B4(2ib− y2)
Ki2(σtr40)

r2
40

dy2

]
(2.45)

r1k = |x− (y1, 2kb)|2 (2.46a)

r2k = |x− (2ka, y2)|2 (2.46b)

r3k = |x− (y1, (2k + 1)b)|2 (2.46c)

r4k = |x− ((2k + 1)a, y2)|2. (2.46d)

Quanto aos termos que compõem (LbB)(x), cada um deles representa a

contribuição das reflexões de uma das fronteiras do domı́nio D, ou seja, B1 representa

todas as contribuições das reflexões da fronteira L1 e, analogamente, para os termos

B2, B3 e B4.
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2.3.4 Espelhamento com relação as quatro fronteiras

Para a generalização do problema, ou seja, onde todas as fronteiras são

refletivas, as condições de contorno são dadas por



Ψ(x,Ω) = ρ1Ψ(x,Ω′) + (1− ρ1)B1(x), n · Ω < 0, x ∈ L1 × R

Ψ(x,Ω) = ρ2Ψ(x,Ω′) + (1− ρ2)B2(x), n · Ω < 0, x ∈ L2 × R

Ψ(x,Ω) = ρ3Ψ(x,Ω′) + (1− ρ3)B3(x), n · Ω < 0, x ∈ L3 × R

Ψ(x,Ω) = ρ4Ψ(x,Ω′) + (1− ρ4)B4(x), n · Ω < 0, x ∈ L4 × R,

(2.47a)

(2.47b)

(2.47c)

(2.47d)

e a Figura 2.8 representa tal caso.

ρ4≠0

ρ3≠0

ρ2≠0

ρ1≠0

D

ρ4

ρ4

ρ4

ρ3

ρ3
ρ3

ρ1

x y

y`

ρ2

ρ4ρ2

ρ1

ρ4

ρ4

ρ4

ρ3
ρ3

ρ1

ρ1

ρ4ρ4

ρ3ρ3

ρ1

ρ4ρ2ρ4

ρ4

ρ3

ρ2

ρ4

ρ3

ρ3ρ3

ρ1

ρ4ρ2

ρ1

ρ4

ρ3ρ3

ρ1

ρ1

ρ4

ρ3
ρ3

ρ1

ρ4ρ2

ρ1

ρ3

ρ2

ρ1

ρ4

ρ4

ρ3

ρ3

ρ1

ρ2

ρ2

ρ1

ρ4

ρ4

ρ3
ρ3

ρ1

ρ1

ρ4

ρ3ρ3

ρ1

ρ2ρ4

E1
E2

ρ2 ρ2ρ2

ρ2 ρ2ρ2

ρ3

ρ2

Figura 2.8: Representação da reflexão com relação as fronteiras L1, L2 e L3, onde E1

e E2 representam os posicionamentos dos espelhos, ρ1, ρ2, ρ3 e ρ4, todos não nulos,

são os coeficientes de reflexão das fronteiras L1, L2, L3 e L4, respectivamente, x e y

pontos de D e y′ reflexo de y através do espelho e as linhas conectando y e y′ a x

os posśıveis caminhos entre as part́ıculas.
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Neste caso o núcleo k1 é dado por

k1(x,y) =
1

2π

+∞∑
k=0

+∞∑
j=0

1∑
i=0

1∑
l=0

(ρ1ρ3)j(ρ2ρ4)kρi1ρ
l
2

Ki1(σtriljk)

riljk

+
1

2π

+∞∑
k=0

−1∑
j=−∞

1∑
i=0

1∑
l=0

ρ−1−j
1 ρ−j3 (ρ2ρ4)kρ1−i

1 ρl2
Ki1(σtriljk)

riljk

+
1

2π

−1∑
k=−∞

+∞∑
j=0

1∑
i=0

1∑
l=0

(ρ1ρ3)jρ−1−k
2 ρ−k4 ρi1ρ

1−l
2

Ki1(σtriljk)

riljk

+
1

2π

−1∑
k=−∞

−1∑
j=−∞

1∑
i=0

1∑
l=0

ρ−1−j
1 ρ−j3 ρ−1−k

2 ρ−k4 ρ1−i
1 ρ1−l

2

Ki1(σtriljk)

riljk
, (2.48)

onde

r00jk = |x− (y1 − 2ka, y2 − 2jb)|2, j, k ∈ Z, (2.49a)

r01jk = |x− (y1 − 2ka,−y2 − 2jb)|2, j, k ∈ Z, (2.49b)

r10jk = |x− (−y1 − 2ka, y2 − 2jb)|2, j, k ∈ Z, (2.49c)

r11jk = |x− (−y1 − 2ka,−y2 − 2jb)|2, j, k ∈ Z. (2.49d)

Já as contribuições da fronteira podem ser escritas como

(LbB)(x) := B1 + B2 + B3 + B4 (2.50)

onde

B1 =

0∑
k=−∞

x2 − 2kb

2π
ρ
|k|
1 ρ
|k|
3

[
+∞∑
i=−∞

ρ
|i|
2 ρ
|i|
4

∫ (2i+1)a

2ia

(1− ρ1)B1(y1 − 2ia)
Ki2(σtr1k)

r2
1k

dy1

+

0∑
i=−∞

ρ
|i|+1
2 ρ

|i|
4

∫ 2ia

(2i−1)a

(1− ρ1)B1(2ia− y1)
Ki2(σtr1k)

r2
1k

dy1

+

+∞∑
i=1

ρ
|i|−1
2 ρ

|i|
4

∫ 2ia

(2i−1)a

(1− ρ1)B1(2ia− y1)
Ki2(σtr1k)

r2
1k

dy1

]

+

+∞∑
k=1

2kb− x2

2π
ρ
|k|−1
1 ρ

|k|
3

[
+∞∑
i=−∞

ρ
|i|
2 ρ
|i|
4

∫ (2i+1)a

2ia

(1− ρ1)B1(y1 − 2ia)
Ki2(σtr1k)

r2
1k

dy1

+

0∑
i=−∞

ρ
|i|+1
2 ρ

|i|
4

∫ 2ia

(2i−1)a

(1− ρ1)B1(2ia− y1)
Ki2(σtr1k)

r2
1k

dy1

+

+∞∑
i=1

ρ
|i|−1
2 ρ

|i|
4

∫ 2ia

(2i−1)a

(1− ρ1)B1(2ia− y1)
Ki2(σtr1k)

r2
1k

dy1

]
, (2.51)
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B2 =

0∑
k=−∞

x1 − 2ka

2π
ρ
|k|
2 ρ
|k|
4

[
+∞∑
i=−∞

ρ
|i|
1 ρ
|i|
3

∫ (2i+1)b

2ib

(1− ρ2)B2(y2 − 2ib)
Ki2(σtr2k)

r2
2k

dy2

+

+∞∑
i=1

ρ
|i|−1
1 ρ

|i|
3

∫ 2ib

(2i−1)b

(1− ρ2)B2(2ib− y2)
Ki2(σtr2k)

r2
2k

dy2

+

0∑
i=−∞

ρ
|i|+1
1 ρ

|i|
3

∫ 2ib

(2i−1)b

(1− ρ2)B2(2ib− y2)
Ki2(σtr2k)

r2
2k

dy2

]

+

+∞∑
k=1

2ka− x1

2π
ρ
|k|−1
2 ρ

|k|
4

[
+∞∑
i=−∞

ρ
|i|
1 ρ
|i|
3

∫ (2i+1)b

2ib

(1− ρ2)B2(y2 − 2ib)
Ki2(σtr2k)

r2
2k

dy2

+

+∞∑
i=1

ρ
|i|−1
1 ρ

|i|
3

∫ 2ib

(2i−1)b

(1− ρ2)B2(2ib− y2)
Ki2(σtr2k)

r2
2k

dy2

+

0∑
i=−∞

ρ
|i|+1
1 ρ

|i|
3

∫ 2ib

(2i−1)b

(1− ρ2)B2(2ib− y2)
Ki2(σtr2k)

r2
2k

dy2

]
, (2.52)

B3 =

−1∑
k=−∞

x2 − (2k + 1)b

2π
ρ
|k|
1 ρ
|k|−1
3

[
+∞∑
i=−∞

ρ
|i|
2 ρ
|i|
4

∫ (2i+1)a

2ia

(1− ρ3)B3(y1 − 2ia)
Ki2(σtr3k)

r2
3k

dy1

+

0∑
i=−∞

ρ
|i|+1
2 ρ

|i|
4

∫ 2ia

(2i−1)a

(1− ρ3)B3(2ia− y1)
Ki2(σtr3k)

r2
3k

dy1

+

+∞∑
i=1

ρ
|i|−1
2 ρ

|i|
4

∫ 2ia

(2i−1)a

(1− ρ3)B3(2ia− y1)
Ki2(σtr3k)

r2
3k

dy1

]

+

+∞∑
k=0

(2k + 1)b− x2

2π
ρ
|k|
1 ρ
|k|
3

[
+∞∑
i=−∞

ρ
|i|
2 ρ
|i|
4

∫ (2i+1)a

2ia

(1− ρ3)B3(y1 − 2ia)
Ki2(σtr3k)

r2
3k

dy1

+

0∑
i=−∞

ρ
|i|+1
2 ρ

|i|
4

∫ 2ia

(2i−1)a

(1− ρ3)B3(2ia− y1)
Ki2(σtr3k)

r2
3k

dy1

+

+∞∑
i=1

ρ
|i|−1
2 ρ

|i|
4

∫ 2ia

(2i−1)a

(1− ρ3)B3(2ia− y1)
Ki2(σtr3k)

r2
3k

dy1

]
, (2.53)
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B4 =

−1∑
k=−∞

x1 − (2k + 1)a

2π
ρ
|k|
2 ρ
|k|−1
4

[
+∞∑
i=−∞

ρ
|i|
1 ρ
|i|
3

∫ (2i+1)b

2ib

(1− ρ4)B4(y2 − 2ib)
Ki2(σtr4k)

r2
4k

dy2

+

+∞∑
i=1

ρ
|i|−1
1 ρ

|i|
3

∫ 2ib

(2i−1)b

(1− ρ4)B4(2ib− y2)
Ki2(σtr4k)

r2
4k

dy2

+

0∑
i=−∞

ρ
|i|+1
1 ρ

|i|
3

∫ 2ib

(2i−1)b

(1− ρ4)B4(2ib− y2)
Ki2(σtr4k)

r2
4k

dy2

]

+

+∞∑
k=0

(2k + 1)a− x1

2π
ρ
|k|
2 ρ
|k|
4

[
+∞∑
i=−∞

ρ
|i|
1 ρ
|i|
3

∫ (2i+1)b

2ib

(1− ρ4)B4(y2 − 2ib)
Ki2(σtr4k)

r2
4k

dy2

+

+∞∑
i=1

ρ
|i|−1
1 ρ

|i|
3

∫ 2ib

(2i−1)b

(1− ρ4)B4(2ib− y2)
Ki2(σtr4k)

r2
4k

dy2

+

0∑
i=−∞

ρ
|i|+1
1 ρ

|i|
3

∫ 2ib

(2i−1)b

(1− ρ4)B4(2ib− y2)
Ki2(σtr4k)

r2
4k

dy2

]
(2.54)

onde rik’s são dados por (2.46).

Observe que calculando apenas os somatórios que apresentam termos

k = 0 e j = 0, considerando ρ2, ρ3 e ρ4 nulos, bem como 00 = 1, para o núcleo k1

e para (LbB) é posśıvel obter os termos descritos nas equações (2.29) e (2.25), ou

seja, os mesmos termos para o caso onde apenas a fronteira L1 é refletiva.

2.4 Formulação integral da corrente para o caso sem

reflexão

Primeiramente apresenta-se o caso onde não existe a reflexão na fron-

teira de D. A corrente de part́ıculas é dada por

J(x) =

∫
S2

Ψ(x,Ω)ΩdΩ, (2.55)

onde Ψ(x,Ω) é o fluxo angular e Ω um vetor. Substituindo (2.8) e aplicando as

condições de contorno na equação anterior obtém-se que

J(x) =

∫
S2

∫ s(x,Ω)

0

ΩS(x− rΩ)e−σtrdrdΩ +

∫
S2

ΩB(x− sΩ)e−σtsdΩ. (2.56)

Realizando as operações descritas na seção 2.2, tomar y = x − rΩ,

Ω = (x−y)
|x−y| , dS(y) = r2dΩ, dy = r2drdΩ , fazendo a mudança no intervalo de
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integração e substituição de r, é posśıvel reescrever a equação anterior de forma que

as componentes do vetor corrente sejam dadas por

Jn(x) =

∫
R

∫
D

ΩS(y)e−σt|x−y|
dy

r2
+

∫
R

∫
∂D

ΩB(y)e−σt|x−y|
dS(y)

r2
(2.57a)

=

∫
R

∫
D

(xn − yn)

|x− y|r2
S(y)e−σt|x−y|dy +

∫
R

∫
∂D

(xn − yn)

|x− y|r2
B(y)e−σt|x−y|dS(y)

(2.57b)

= 2

∫ x3

−∞

∫
D

(xn − yn)

|x− y|3
S(y)e−σt|x−y|dy + 2

∫ x3

−∞

∫
∂D

(xn − yn)

|x− y|3
B(y)e−σt|x−y|dS(y),

(2.57c)

onde Jn(x) é um escalar e representa n-ésima componente do vetor corrente, ou seja

J1(x) representa a primeira componente do vetor corrente no ponto x, analogamente

para J2(x) e J3(x). Novamente, definindo o cosseno do ângulo de elevação η, como

em (2.15), pode-se reescrever os termos da equação (2.57c) de forma que o primeiro

termo do lado direito seja dado por

2

∫ x3

−∞

∫
D

(xn − yn)

|x− y|3
S(y)e−σt

|x−y|2
η dy = 2

∫ 1

0

∫
D

(xn − yn)

|x− y|3
S(y)e−σt

|x−y|2
η
|x− y|3dy1dy2dη

(x3 − y3)|x− y|2
(2.58a)

= 2

∫ 1

0

∫
D

(xn − yn)

(x3 − y3)|x− y|2
S(y)e−σt

|x−y|2
η dy1dy2dη

(2.58b)

= 2

∫ 1

0

∫
D

(xn − yn)S(y)e−σt
|x−y|2
η

(x3 − y3)|x− y|2
|x− y|η
|x− y|η

dy1dy2dη

(2.58c)

= 2

∫ 1

0

∫
D

S(y)(xn − yn)e−σt
|x−y|2
η η√

1− η2|x− y|22
dy1dy2dη (2.58d)

= 2

∫
D

S(y)(xn − yn)

|x− y|22

∫ 1

0

ηe−σt
|x−y|2
η√

1− η2
dηdy1dy2 (2.58e)

=

∫
D

2S(y)(xn − yn)

|x− y|22
Ki2(σt|x− y|2)dy1dy2 (2.58f)
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e o segundo termo por

2

∫ x3

−∞

∫
∂D

(xn − yn)

|x− y|3
B(y)e−σt|x−y|dS(y) = 2

∫ 1

0

∫
∂D

(xn − yn)B(y)e−σt
|x−y|2
η

|x− y|3
|x− y|3d`dη

(x3 − y3)|x− y|2
(2.59a)

= 2

∫ 1

0

∫
∂D

(xn − yn)B(y)e−σt
|x−y|2
η

(x3 − y3)|x− y|2
|x− y|η
|x− y|η

d`dη

(2.59b)

= 2

∫
∂D

(xn − yn)B(y)

|x− y|22

∫ 1

0

ηe−σt
|x−y|2
η√

1− η2

|x− y|η
|x− y|2

dηd`

(2.59c)

= 2

∫
∂D

(xn − yn)B(y)|x− y|
|x− y|32

∫ 1

0

η2e−σt
|x−y|2
η√

1− η2
dηd`

(2.59d)

= 2

∫
∂D

(xn − yn)B(y)|x− y|
|x− y|32

Ki3(σt|x− y|2)d`

(2.59e)

= 2

∫
∂D

(xn − yn)B(y)

|x− y|32
Ki3(σt|x− y|2)(y − x) · n d`

(2.59f)

onde Ki3 é a terceira função de Bickley-Naylor.

Utilizando a notação de operador podemos reescrever Jn(x) de forma

que

Jn(x) = (JgS)(x) + (JbB)(x), (2.60)

onde

(JgS)(x) =

∫
D

kj1S(y)dy e (JbB)(x) =

∫
∂D

kj2B(y)d` (2.61)

e os núcleos são dados por

kj1 =
2(xn − yn)

|x− y|22
Ki2(σt|x− y|2) e kj2 =

2(xn − yn)

|x− y|32
Ki3(σt|x− y|2)(y − x) · n.

(2.62)
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Por fim, como S(x) = σsΦ(x) +Q(x), a corrente é dada por

Jn(x) = (JgS)(x) + (JbB)(x) (2.63a)

= (Jg(σsΦ +Q)(x) + (JbB)(x) (2.63b)

= (JgσsΦ)(x) + (JgQ)(x) + (JbB)(x), (2.63c)

onde fluxo escalar Φ é calculado conforme descrito na seção 2.2 e a função (JbB)(x)

na fronteira de D pode ser escrita como

(JbB)(x) = 2x2

∫ a

0

B1(y1)
(xn − yn)Ki3(σt|x− (y1, 0)|2)

|x− (y1, 0)|32
dy1

+ 2x1

∫ b

0

B2(y2)
(xn − yn)Ki3(σt|x− (0, y2)|2)

|x− (0, y2)|32
dy2

+ 2(b− x2)

∫ a

0

B3(y1)
(xn − yn)Ki3(σt|x− (y1, b)|2)

|x− (y1, b)|32
dy1

+ 2(a− x1)

∫ b

0

B4(y2)
(xn − yn)Ki3(σt|x− (a, y2)|2)

|x− (a, y2)|32
dy2. (2.64)

2.5 Formulação integral da corrente para o caso com

reflexão

Primeiramente apresenta-se o cálculo da corrente para o caso com re-

flexão em apenas uma fronteira e em seguida apresenta-se o caso com reflexão nas

quatro fronteira do domı́nio.

2.5.1 Corrente com espelhamento em relação a fronteira L1

Analogamente ao apresentado na seção 2.3, toma-se a condição de con-

torno como dado pelas equações (2.27). A partir destas a corrente pode ser escrita
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como

J(x) = ρ1

(∫
S2

B2(x− sΩ)e−σtsΩdΩ +

∫
S2

B3(x− sΩ)e−σtsΩdΩ

+

∫
S2

B4(x− sΩ)e−σtsΩdΩ +

∫
S2

∫ s(x,Ω)

0

S(x− rΩ)e−σtrΩdrdΩ

)

+

∫
S2

(1− ρ1)B1(x− sΩ)e−σtsΩdΩ +

∫
S2

∫ s(x,Ω)

0

S(x− rΩ)e−σtrΩdrdΩ

+

∫
S2

B2(x− sΩ)e−σtsΩdΩ +

∫
S2

B3(x− sΩ)e−σtsΩdΩ

+

∫
S2

B4(x− sΩ)e−σtsΩdΩ. (2.65)

Alterando os intervalos de integração, segue que

Jn(x) = ρ1

(∫
R

∫
∂D

B2(y)e−σt|x−y|
(xn − yn)

|x− y|
dy

|x− y|2
+

∫
R

∫
∂D

B3(y)e−σt|x−y|
(xn − yn)

|x− y|
dy

|x− y|2

+

∫
R

∫
∂D

B4(y)e−σt|x−y|
(xn − yn)

|x− y|
dy

|x− y|2
+

∫
R

∫
D

S(y)e−σt|x−y|
(xn − yn)

|x− y|
dy

|x− y|2

)
+ (1− ρ1)

∫
R

∫
∂D

B1(y)e−σt|x−y|
(xn − yn)

|x− y|
dy

|x− y|2
+

∫
R

∫
D

S(y)e−σt|x−y|
(xn − yn)

|x− y|
dy

|x− y|2

+

∫
R

∫
∂D

B2(y)e−σt|x−y|
(xn − yn)

|x− y|
dy

|x− y|2
+

∫
R

∫
∂D

B3(y)e−σt|x−y|
(xn − yn)

|x− y|
dy

|x− y|2

+

∫
R

∫
∂D

B4(y)e−σt|x−y|
(xn − yn)

|x− y|
dy

|x− y|2
. (2.66)
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Assim como feito anteriormente, é posśıvel reescrever cada um dos ter-

mos, logo

Jn(x) = ρ1

(∫
∂D

B2(y)
2(xn − yn)

|x− y|32
Ki3(σt|x− y|2)(y − x) · n d`

+

∫
∂D

B3(y)
2(xn − yn)

|x− y|32
Ki3(σt|x− y|2)(y − x) · n d`

+

∫
∂D

B4(y)
2(xn − yn)

|x− y|32
Ki3(σt|x− y|2)(y − x) · n d`

+

∫
D

S(y)
2(xn − yn)

|x− y|22
Ki2(σt|x− y|2)dy1dy2

)
+ (1− ρ1)

∫
∂D

B1(y)
2(xn − yn)

|x− y|32
Ki3(σt|x− y|2)(y − x) · n d`

+

∫
D

S(y)
2(xn − yn)

|x− y|22
Ki2(σt|x− y|2)dy1dy2

+

∫
∂D

B2(y)
2(xn − yn)

|x− y|32
Ki3(σt|x− y|2)(y − x) · n d`

+

∫
∂D

B3(y)
2(xn − yn)

|x− y|32
Ki3(σt|x− y|2)(y − x) · n d`

+

∫
∂D

B4(y)
2(xn − yn)

|x− y|32
Ki3(σt|x− y|2)(y − x) · n d`. (2.67)

Utilizando a notação de operador, pode-se escrever Jn como

Jn(x) = (JgσsΦ)(x) + (JgQ)(x) + (JbB)(x), (2.68)

onde o núcleo de Jg e função (JbB), para este caso, são

kj1 =
2(xn − yn)

r2
0000

Ki2(σtr0000) + ρ1
2(xn − yn)

r2
0100

Ki2(σtr0100) (2.69)

e

(JbB)(x) = (1− ρ1)2x2

∫ a

0

B1(y1)
(xn − yn)Ki3(σtr10)

r3
10

dy1

+ ρ1

(
2x1

∫ 0

−b
B2(−y2)

(xn − yn)Ki3(σtr20)

r3
20

dy2 + 2(x2 + b)

∫ a

0

B3(y1)
(xn − yn)Ki3(σtr3(−1))

r3
3(−1)

dy1

+ 2(a− x1)

∫ 0

−b
B4(−y2)

(xn − yn)Ki3(σtr40)

r3
40

dy2

)
+ 2x1

∫ b

0

B2(y2)
(xn − yn)Ki3(σtr20)

r3
20

dy2

+ 2(b− x2)

∫ a

0

B3(y1)
(xn − yn)Ki3(σtr30)

r3
30

dy1 + 2(a− x1)

∫ b

0

B4(y2)
(xn − yn)Ki3(σtr40)

r3
40

dy2

onde os r’s são dados por (2.30) e (2.32).
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2.5.2 Corrente com espelhamento em relação as quatro fronteiras

Generalizado a corrente para o caso onde todas as fronteira são refleti-

vas, obtêm-se novamente uma representação via operador bem como em (2.68), neste

caso o núcleo kj1 e a função (JbB) = Bj1 + Bj2 + Bj3 + Bj4 são, respectivamente,

kj1(x,y) = 2
+∞∑
k=0

+∞∑
j=0

1∑
i=0

1∑
l=0

(ρ1ρ3)j(ρ2ρ4)kρi1ρ
l
2

(xn − yn)Ki2(σtriljk)

r2
iljk

+ 2
+∞∑
k=0

−1∑
j=−∞

1∑
i=0

1∑
l=0

ρ−1−j
1 ρ−j3 (ρ2ρ4)kρ1−i

1 ρl2
(xn − yn)Ki2(σtriljk)

r2
iljk

+ 2
−1∑

k=−∞

+∞∑
j=0

1∑
i=0

1∑
l=0

(ρ1ρ3)jρ−1−k
2 ρ−k4 ρi1ρ

1−l
2

(xn − yn)Ki2(σtriljk)

r2
iljk

+ 2
−1∑

k=−∞

−1∑
j=−∞

1∑
i=0

1∑
l=0

ρ−1−j
1 ρ−j3 ρ−1−k

2 ρ−k4 ρ1−i
1 ρ1−l

2

(xn − yn)Ki2(σtriljk)

r2
iljk

(2.70)

e

Bj1 =

0∑
k=−∞

2(x2 − 2kb)ρ
|k|
1 ρ
|k|
3

[
+∞∑
i=−∞

ρ
|i|
2 ρ
|i|
4

∫ (2i+1)a

2ia

(1− ρ1)(xn − yn)B1(y1 − 2ia)
Ki3(σtr1k)

r3
1k

dy1

+

0∑
i=−∞

ρ
|i|+1
2 ρ

|i|
4

∫ 2ia

(2i−1)a

(1− ρ1)(xn − yn)B1(2ia− y1)
Ki3(σtr1k)

r3
1k

dy1

+

+∞∑
i=1

ρ
|i|−1
2 ρ

|i|
4

∫ 2ia

(2i−1)a

(1− ρ1)(xn − yn)B1(2ia− y1)
Ki3(σtr1k)

r3
1k

dy1

]

+

+∞∑
k=1

2(2kb− x2)ρ
|k|−1
1 ρ

|k|
3

[
+∞∑
i=−∞

ρ
|i|
2 ρ
|i|
4

∫ (2i+1)a

2ia

(1− ρ1)(xn − yn)B1(y1 − 2ia)
Ki3(σtr1k)

r3
1k

dy1

+

0∑
i=−∞

ρ
|i|+1
2 ρ

|i|
4

∫ 2ia

(2i−1)a

(1− ρ1)(xn − yn)B1(2ia− y1)
Ki3(σtr1k)

r3
1k

dy1

+

+∞∑
i=1

ρ
|i|−1
2 ρ

|i|
4

∫ 2ia

(2i−1)a

(1− ρ1)(xn − yn)B1(2ia− y1)
Ki3(σtr1k)

r3
1k

dy1

]
, (2.71)
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Bj2 =

0∑
k=−∞

2(x1 − 2ka)ρ
|k|
2 ρ
|k|
4

[
+∞∑
i=−∞

ρ
|i|
1 ρ
|i|
3

∫ (2i+1)b

2ib

(1− ρ2)(xn − yn)B2(y2 − 2ib)
Ki3(σtr2k)

r3
2k

dy2

+

+∞∑
i=1

ρ
|i|−1
1 ρ

|i|
3

∫ 2ib

(2i−1)b

(1− ρ2)(xn − yn)B2(2ib− y2)
Ki3(σtr2k)

r2
2k

dy2

+

0∑
i=−∞

ρ
|i|+1
1 ρ

|i|
3

∫ 2ib

(2i−1)b

(1− ρ2)(xn − yn)B2(2ib− y2)
Ki3(σtr2k)

r3
2k

dy2

]

+

+∞∑
k=1

2(2ka− x1)ρ
|k|−1
2 ρ

|k|
4

[
+∞∑
i=−∞

ρ
|i|
1 ρ
|i|
3

∫ (2i+1)b

2ib

(1− ρ2)(xn − yn)B2(y2 − 2ib)
Ki3(σtr2k)

r3
2k

dy2

+

+∞∑
i=1

ρ
|i|−1
1 ρ

|i|
3

∫ 2ib

(2i−1)b

(1− ρ2)(xn − yn)B2(2ib− y2)
Ki3(σtr2k)

r3
2k

dy2

+

0∑
i=−∞

ρ
|i|+1
1 ρ

|i|
3

∫ 2ib

(2i−1)b

(1− ρ2)(xn − yn)B2(2ib− y2)
Ki3(σtr2k)

r3
2k

dy2

]
, (2.72)

Bj3 =

−1∑
k=−∞

2(x2 − (2k + 1)b)ρ
|k|
1 ρ
|k|−1
3

[
+∞∑
i=−∞

ρ
|i|
2 ρ
|i|
4

∫ (2i+1)a

2ia

(1− ρ3)(xn − yn)B3(y1 − 2ia)
Ki3(σtr3k)

r3
3k

dy1

+

0∑
i=−∞

ρ
|i|+1
2 ρ

|i|
4

∫ 2ia

(2i−1)a

(1− ρ3)(xn − yn)B3(2ia− y1)
Ki3(σtr3k)

r3
3k

dy1

+

+∞∑
i=1

ρ
|i|−1
2 ρ

|i|
4

∫ 2ia

(2i−1)a

(1− ρ3)(xn − yn)B3(2ia− y1)
Ki3(σtr3k)

r3
3k

dy1

]

+

+∞∑
k=0

2((2k + 1)b− x2)ρ
|k|
1 ρ
|k|
3

[
+∞∑
i=−∞

ρ
|i|
2 ρ
|i|
4

∫ (2i+1)a

2ia

(1− ρ3)(xn − yn)B3(y1 − 2ia)
Ki3(σtr3k)

r3
3k

dy1

+

0∑
i=−∞

ρ
|i|+1
2 ρ

|i|
4

∫ 2ia

(2i−1)a

(1− ρ3)(xn − yn)B3(2ia− y1)
Ki3(σtr3k)

r3
3k

dy1

+

+∞∑
i=1

ρ
|i|−1
2 ρ

|i|
4

∫ 2ia

(2i−1)a

(1− ρ3)(xn − yn)B3(2ia− y1)
Ki3(σtr3k)

r3
3k

dy1

]
, (2.73)
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Bj4 =

−1∑
k=−∞

2(x1 − (2k + 1)a)ρ
|k|
2 ρ
|k|−1
4

[
+∞∑
i=−∞

ρ
|i|
1 ρ
|i|
3

∫ (2i+1)b

2ib

(1− ρ4)(xn − yn)B4(y2 − 2ib)
Ki3(σtr4k)

r3
4k

dy2

+

+∞∑
i=1

ρ
|i|−1
1 ρ

|i|
3

∫ 2ib

(2i−1)b

(1− ρ4)(xn − yn)B4(2ib− y2)
Ki3(σtr4k)

r3
4k

dy2

+

0∑
i=−∞

ρ
|i|+1
1 ρ

|i|
3

∫ 2ib

(2i−1)b

(1− ρ4)(xn − yn)B4(2ib− y2)
Ki3(σtr4k)

r3
4k

dy2

]

+

+∞∑
k=0

2((2k + 1)a− x1)ρ
|k|
2 ρ
|k|
4

[
+∞∑
i=−∞

ρ
|i|
1 ρ
|i|
3

∫ (2i+1)b

2ib

(1− ρ4)(xn − yn)B4(y2 − 2ib)
Ki3(σtr4k)

r3
4k

dy2

+

+∞∑
i=1

ρ
|i|−1
1 ρ

|i|
3

∫ 2ib

(2i−1)b

(1− ρ4)(xn − yn)B4(2ib− y2)
Ki3(σtr4k)

r3
4k

dy2

+

0∑
i=−∞

ρ
|i|+1
1 ρ

|i|
3

∫ 2ib

(2i−1)b

(1− ρ4)(xn − yn)B4(2ib− y2)
Ki3(σtr4k)

r3
4k

dy2

]
(2.74)

onde os r′s são dados por (2.46) e (2.49).
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3 FUNÇÕES DE BICKLEY-NAYLOR

3.1 Definições e computação das funções de Bickley-Naylor

O problema de transferência de calor vem sendo estudado desde o século

XVIII, quando, em 1701, Isaac Newton publicou anonimamente o artigo Scala Grad-

dum Caloris [20]. Em 1935, Wiliam Gee Bickley [23, 24], ao estudar esse problema,

obteve a função de Bessel modificada de segunda ordem [2] dada por

K0(x) =

∫ ∞
0

cos(x sinh(t))dt (3.1)

e desenvolveu uma relação de recorrência para calcular sucessivas integrações de

K0(x), dadas por 
Ki0 = K0(x)

Kin(x) =

∫ ∞
x

Kin−1(t)dt,

(3.2a)

(3.2b)

as quais posteriormente foram nomeadas de funções de Bickley-Naylor de ordem n.

Atualmente, as funções têm sido aplicadas em áreas como transporte

térmico [3] e transporte de part́ıculas [17] e podem ser aproximadas de várias formas,

tais como por polinômios de Chebychev [21] e expressões polinomiais [39]. A Figura

3.1 apresenta as funções de Bickley-Naylor para n de um a sete.

Além da formulação dada pela recorrência da equação (3.2), as funções

de Bickley-Naylor podem ser expressas de diferentes formas, como descrito por Altaç

[3], Bickley [23] e Bickley e Naylor [24].

Uma forma equivalente para definir as funções das equações (3.2) é dada

por

Kin(r) =

∫ ∞
1

e−rt

tn
√
t2 − 1

dt. (3.3)
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Figura 3.1: Funções de Bickley-Naylor para n = 1 a n = 7

Tomando x = 1/t e n = 1, 2 e 3, têm-se as seguintes representações para

as funções Bickley-Naylor de primeira, segunda e terceira ordem, respectivamente:

Ki1(r) =

∫ 1

0

e
−r
x

√
1− x2

dx, (3.4)

Ki2(r) =

∫ 1

0

xe−r/x√
1− x2

dx (3.5)

e

Ki3(r) =

∫ 1

0

x2e−r/x√
1− x2

dx. (3.6)

Além das representações integrais para as equações (3.4), (3.5) e (3.6),

Altaç [3] descreve as expansões em séries dadas, respectivamente, por:

Ki1(r) =
π

2
+ r

[
γ + ln

(r
2

)] ∞∑
k=0

(r/2)2k

(k!)2(2k + 1)
(3.7)

− r
∞∑
k=0

(r/2)2k

(k!)2(2k + 1)2
− r

∞∑
k=0

(r/2)2kH(k + 1)

(k!)2(2k + 1)
, (3.8)

Ki2(r) = 1− π

2
r − r2

2

[
γ + ln

(r
2

)] ∞∑
k=0

(r/2)2k

k!(k + 1)!(2k + 1)

+
r2

4

∞∑
k=0

(4k + 3)(r/2)2k

[(k + 1)!(2k + 1)]2
+
r2

2

∞∑
k=0

(r/2)2kH(k + 1)

k!(k + 1)!(2k + 1)
, (3.9)
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e

Ki3(r) =
π

4
− r +

πr2

4
+ r3

[
γ + ln

(r
2

)] ∞∑
k=0

(r/2)2k(2k)!

(k!)2(2k + 3)!

− r3

∞∑
k=0

(r/2)2k(2k)!

(k!)2(2k + 3)!
(H(k + 1)−H(2k + 1) +H(2k + 4)), (3.10)

onde H(k + 1) = 1 + 1
2

+ 1
3

+ · · ·+ 1
k

e γ é constante de Euler-Mascheroni.

Os integrandos das equações (3.4), (3.5) e (3.6) são singulares quando

x = 1, pois seus denominadores tornam-se iguais a 0 e seu numerador igual a e−r.

Tal singularidade pode gerar rúıdos quando se busca uma aproximação precisa para

tais funções. Assim, visando a melhor aproximação para as funções, bem como uma

melhora na eficiência computacional, a seguir são apresentadas alternativas para

minimizar os efeitos numericamente espúrios.

Uma estratégia clássica para remover essa singularidade é escrever

Ki1(r) =

∫ 1

0

e
−r
x − e−r√
1− x2

dx+ e−r
∫ 1

0

1√
1− x2

dx. (3.11)

Assim, a segunda integral pode ser integrada analiticamente e a pri-

meira é melhor comportada quando x tende a 1, visto que e
−r
x −e−r√
1−x2 converge para

zero. Porém, quando x = 0 o integrando e
−r
x√

1−x2 é melhor comportado que e
−r
x −e−r√
1−x2 ,

pois o segundo pode ser influenciado com o cancelamento catastrófico advindo dos

erros de arredondamento. Portanto, antes de aplicar a técnica descrita na equação

(3.11), o intervalo é separado em duas partes, como segue:

Ki1(r) =

∫ 1−δ

0

e
−r
x

√
1− x2

dx+

∫ 1

1−δ

e
−r
x

√
1− x2

dx, (3.12)

onde δ = 1
1+r

. A técnica descrita na equação (3.11) é aplicada na segunda integral

da equação (3.12) para obter

Ki1(r) =

∫ 1−δ

0

e
−r
x

√
1− x2

dx+

∫ 1

1−δ

e
−r
x − e−r√
1− x2

dx+ e−r
∫ 1

1−δ

1√
1− x2

dx. (3.13)
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O tratamento do último termo da equação (3.13) é feito analiticamente.

Logo,

Ki1(r) =

∫ 1−δ

0

e
−r
x

√
1− x2

dx+

∫ 1

1−δ

e
−r
x − e−r√
1− x2

dx+ e−r
(π

2
− arcsin(1− δ)

)
. (3.14)

De modo a verificar se tal alteração apresenta uma melhora na eficiência

computacional para o cálculo da função, foi implementado algoritmo em C++, sendo

as integrais resolvidas com as rotinas da biblioteca cient́ıfica GNU [27]. Para o

cálculo das integrais foi utilizada a função gsl integration qags, a qual aplica a regra

de integração de 21 pontos de Gauss-Kronrod adaptativamente até que a tolerância

seja obtida.

Tal algoritmo realiza o cálculo de Ki1 através das equações (3.4) e (3.14)

com diferentes tolerâncias e compara com resultados obtidos pela equação (3.14) com

tolerância de 10−14, os quais foram tomados como valores referência da função. O

pseudocódigo é descrito abaixo.

1. Particiona o intervalo
[
0, 6
√

2
]

em 100000 subintervalos de igual com-

primento.

2. Calcula os valores referência de Ki1 em cada extremo dos subintervalos

do item 1.

3. Calcula Ki1 através das equações (3.4) e (3.14) em cada extremo dos

intervalos, mas com diferentes tolerâncias.

4. Calcula o maior erro relativo entre os valores calculados anteriormente

e os valores de referência para cada uma das funções, para as diferentes

tolerâncias.
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A Tabela 3.1 apresenta os maiores erros relativos obtidos entre cada

umas das equações e o valor referência para a função Ki1 para diferentes tolerâncias.

Bem como o tempo computacional gasto para calcular todos os 300 mil pontos.

Tabela 3.1: Maior erro relativo na comparação entre as diferentes representações e
o valor referência para Bickley-Naylor de primeira ordem em diferentes tolerâncias.

Tolerância Ki1 Equação (3.4) Ki1 Equação (3.14) Tempo total (s)
1e-1 4.02879e-02 4.64584e-05 6,501
1e-2 4.02879e-02 4.64584e-05 6,675
1e-3 4.02879e-02 4.63843e-05 6,836
1e-4 2.84792e-02 2.43972e-06 7,122
1e-5 3.13473e-06 2.43972e-06 7,311
1e-6 6.32346e-07 2.43972e-06 7,596
1e-7 6.59473e-08 8.62490e-07 7,961
1e-8 1.15506e-08 1.07801e-07 8,218
1e-9 4.37866e-09 4.09476e-11 8,334
1e-10 3.05244e-10 3.10661e-11 8,442
1e-11 3.99688e-11 3.09351e-11 8,673

Pode-se observar na tabela que para a grande maioria das tolerâncias

a equação (3.14) apresenta menor erro relativo que a equação (3.4). Também é

posśıvel ver que mesmo utilizando baixa tolerância a equação (3.14) apresenta uma

aproximação muito melhor para o valor referência. Quando exige-se uma tolerância

alta, como 10−11, ambas equações produzem resultados da mesma ordem, porém a

segunda representação é obtida com um menor custo computacional, visto que as

integrais envolvidas são numericamente melhor comportadas.

Analogamente ao feito para a Bickley-Naylor de primeira ordem, pode-

se manipular a equação da Bickley-Naylor de segunda ordem de forma a remover sua

singularidade. Logo, primeiramente, separa-se o intervalo de integração da equação

(3.5) e em seguida soma-se e subtrai-se xe−r.

Matematicamente tem-se que
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Ki2(r) =

∫ 1

0

xe−r/x√
1− x2

dx =

∫ 1−δ

0

xe−r/x√
1− x2

dx+

∫ 1

1−δ

xe−r/x + xe−r − xe−r√
1− x2

dx

(3.15a)

=

∫ 1−δ

0

xe−r/x√
1− x2

dx+

∫ 1

1−δ

xe−r/x − xe−r√
1− x2

dx+ e−r
∫ 1

1−δ

x√
1− x2

dx (3.15b)

=

∫ 1−δ

0

xe−r/x√
1− x2

dx+

∫ 1

1−δ

xe−r/x − xe−r√
1− x2

dx+ e−r
√
−(δ − 2)δ (3.15c)

onde δ = 1
1+r

.

De forma a comparar computacionalmente as equações (3.5) e (3.15c),

foi implementado algoritmo tal qual o caso anterior. A Tabela 3.2 apresenta a

comparação das equações conforme é alterada a tolerância da função, bem como

descrito no pseudocódigo e o tempo total gasto.

Tabela 3.2: Maior erro relativo na comparação entre as diferentes representações e
o valor referência para Bickley-Naylor de segunda ordem em diferentes tolerâncias.

Tolerância Ki2 Equação (3.5) Ki2 Equação (3.15c) Tempo total (s)
1e-1 4.22127e-02 2.55625e-06 5,783
1e-2 4.22127e-02 2.55625e-06 5,951
1e-3 4.22127e-02 2.55625e-06 6,107
1e-4 2.98387e-02 2.55625e-06 6,360
1e-5 3.74768e-06 2.55625e-06 6,563
1e-6 1.68741e-07 2.55625e-06 6,878
1e-7 9.05634e-08 9.03658e-07 7,183
1e-8 2.23627e-08 1.12944e-07 7,424
1e-9 2.11619e-08 8.51206e-11 7,492
1e-10 2.11619e-08 6.06947e-12 7,601
1e-11 2.11609e-08 1.33825e-12 7,869

Novamente para a grande maioria das tolerâncias estudadas a equação

modificada apresenta menor erro do que a formulação inicial, bem como que para

pequenas tolerâncias esta já apresenta erros da ordem de 10−6. Observa-se também

que para as três últimas tolerâncias calculadas o erro relativo pela equação (3.5)

manteve-se praticamente estável, enquanto que para a equação (3.15c) o erro dimi-

nuiu.
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Aplicando os mesmos procedimentos para Ki3, equação (3.6), separando

a integral e removendo a singularidade, somando e subtraindo x2e−r, pode-se rees-

crever a função como

Ki3(r) =

∫ 1

0

x2e−r/x√
1− x2

dx =

∫ 1−δ

0

x2e−r/x√
1− x2

dx+

∫ 1

1−δ

x2e−r/x + x2e−r − x2e−r√
1− x2

dx

(3.16)

=

∫ 1−δ

0

x2e−r/x√
1− x2

dx+

∫ 1

1−δ

x2e−r/x − x2e−r√
1− x2

dx+ e−r
∫ 1

1−δ

x2

√
1− x2

dx (3.17)

=

∫ 1−δ

0

x2e−r/x√
1− x2

dx+

∫ 1

1−δ

x2e−r/x − x2e−r√
1− x2

dx

+ e−r
(
π

4
+

(1− δ)
2

√
−(δ − 2)δ − arcsin(1− δ)

2

)
(3.18)

onde δ = 1
1+r

.

De forma a comparar computacionalmente as Equações (3.6) e (3.18),

foi implementado algoritmo tal qual o caso anterior. A Tabela 3.3 apresenta a

comparação das equações conforme é alterada a tolerância da função, bem como

descrito no pseudocódigo anteriormente e o tempo total.

Tabela 3.3: Maior erro relativo na comparação entre as diferentes representações e
o valor referência para Bickley-Naylor de terceira ordem em diferentes tolerâncias.

Tolerância Ki3 Equação (3.6) Ki3 Equação (3.18) Tempo total (s)
1e-1 4.40694e-02 2.66865e-06 6,370
1e-2 4.40694e-02 2.66865e-06 6,540
1e-3 4.40694e-02 2.66865e-06 6,758
1e-4 4.40694e-02 2.66865e-06 6,966
1e-5 9.94825e-09 2.66865e-06 7,170
1e-6 9.94825e-09 2.66865e-06 7,457
1e-7 9.94825e-09 9.43363e-07 7,765
1e-8 7.85791e-10 1.17904e-07 7,978
1e-9 2.00904e-10 4.22314e-12 8,077
1e-10 1.95429e-10 3.07427e-12 8,200
1e-11 1.95056e-10 1.74171e-12 8,555
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Na tabela observa-se que na grande maioria das tolerâncias a equação

(3.18) apresenta um erro relativo menor que (3.6), entretanto, para tolerâncias na

faixa de 10−5 a 10−8, esta última apresenta erro bem inferior ao apresentado pela

primeira.

Com base nos resultados apresentados, pode-se concluir que em geral

as funções modificadas apresentam menor erro relativo que as funções originais,

principalmente quando a tolerância não está na faixa entre 10−5 a 10−9, quando

nesta faixa a função original tende a ter menor erro. Observou-se também que para

a menor tolerância estudada, 10−1, a função modificada apresenta erro da ordem de

10−6 e quando esta está na faixa de 10−11 erro é da ordem 10−12, o qual é próximo

ao épsilon de máquina.

3.2 Interpolações das funções de Bickley-Naylor

Conforme descrito nos caṕıtulos anteriores, todos os núcleos são de-

pendentes das funções de Bickley-Naylor, assim, estas serão calculadas centenas de

milhares de vezes. Por isso, uma estratégia é tabelar as funções para uma ma-

lha refinada e, assim, fazer apenas a busca de valores em vez de um novo cálculo.

Entretanto, as funções serão integradas por rotinas auto adaptativas, sendo dif́ıcil

prover uma malha que contemple todos os pontos necessários, assim, uma forma de

contornar tal problema é com o uso de interpolações.

Visando estudar o erro gerado pela interpolação polinomial, bem como,

desenvolver estratégias para atenuar os erros, primeiramente observa-se que as três

representações por séries dadas nas equação (3.7), (3.9) e (3.10) apresentam sin-

gularidade quando r = 0, o que acaba por dificultar as aproximações numéricas.

Assim, [2] sugere que seja feita a subtração ou soma do termo que gera a singulari-

dade ao calcular os nós de interpolação e a soma ou subtração deste após realizar a

interpolação para cada um dos valores que se deseja entre os nós.
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Sendo assim, de forma a verificar se tais mudanças produzem uma me-

lhora computacional, foi implementado algoritmo em C++ com o uso da biblioteca

cient́ıfica GNU [27] o qual realiza o cálculo das funções de Bickley-Naylor para as

três ordens utilizando a função gsl integration qags com tolerância de 10−13 e utili-

zando as formulações dadas pelas equações (3.14), (3.15c) e (3.18). Assim, para a

Bickley-Naylor de primeira ordem, deve-se subtrair y ln(y) antes de efetuar a inter-

polação e somar após esta, para a de segunda ordem deve-se somar y2 ln(y) e para

a terceira ordem subtrair y3 ln(y). O pseudocódigo da implementação é:

1. Particiona o intervalo [0, L] em N subintervalos de igual comprimento.

2. Calcula Bickley-Naylor em cada extremo dos intervalos para cada uma

das ordens.

3. Subtrai ou soma o termo descrito anteriormente em cada uma das ima-

gens dos valores calculados no item 2.

4. Calcula os coeficientes de P1 e P2, os quais são os polinômios de primeiro

e segundo grau da interpolação para cada um dos subintervalos.

5. Dado ponto y, calcula P1(y) e P2(y) nos polinômios cujos pontos de

criação são os extremos do intervalo que o contém e calcula o valor

referência via função gsl citada anteriormente.

6. Soma o oposto do efetuado no item 3. a cada um dos extremos dos

intervalos.

7. Calcula o erro relativo entre os valores obtidos no item anterior e o valor

de referência.

O intervalo escolhido foi [0, 10], pois para valores maiores que 10, as

funções e o erro tornam-se suficientemente próximos de 0. Devido a maioria dos
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problemas aqui apresentados possúırem domı́nio com diagonais múltiplas de
√

2, os

valores de y foram escolhidos como múltiplos e submúltiplos deste.

As Tabelas 3.4 e 3.5 apresentam os resultados gerados pelo algoritmo

para diferentes números de subintervalos para códigos sem e com a soma e subtração

de y ln(y) para a função de primeira ordem.

Em ambas tabelas foi posśıvel observar que quando se compara o grau

dos polinômios de interpolação, na grande maioria dos resultados, polinômios de

segundo grau apresentam um erro relativo menor que polinômios de primeiro grau.

Além disso, observa-se que quanto mais próximo de zero, menor a diferença entre

ambos, logo, para valores próximos a zero, uma aproximação linear pode ser mais

eficiente devido ao custo computacional para calcular os coeficientes do polinômio

de segundo grau.

Os valores em negrito representam os menores valores quando se com-

para elemento a elemento das Tabelas 3.4 e 3.5. É posśıvel observar que para valores

de y maiores ou iguais a 1.5
√

2, para polinômio de segundo grau, e 0.5
√

2, para po-

linômio do primeiro grau, subtrair y ln(y) acaba por interferir negativamente na

aproximação, o que pode ser observado nos valores em negrito na Tabela 3.5. En-

quanto que para valores menores que estes, a subtração ocasiona a melhora da

aproximação, ou seja, esta possibilita a redução do erro relativo, o que pode ser

observado nos valores em negrito na Tabela 3.4.

Sendo assim, uma alternativa eficiente para a aproximação de Ki1 é re-

alizar a interpolação por polinômio do segundo grau e subtrair y ln(y) para valores

menores ou iguais a 1.5
√

2, enquanto que para valores maiores que este é reco-

mendado não realizar operação. Quanto à escolha do N, este depende da precisão

exigida, para valores maiores que os aqui apresentados o erro torna-se próximo do

épsilon de máquina.

44



T
ab

el
a

3.
4:

E
rr

os
re

la
ti

vo
s

en
tr

e
K

i 1
(y

)
e

a
ap

ro
x
im

aç
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rá
ti

ca
L

in
ea

r
Q

u
ad

rá
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As Tabelas 3.6 e 3.7 apresentam os resultados para Ki2 gerados pelo

algoritmo sem e com a soma de y2 ln(y), respectivamente. Analisando as tabelas, no-

vamente observa-se que, na grande maioria dos resultados, os polinômios de segundo

grau obtiveram resultados melhores que polinômios de primeiro grau. Entretanto,

diferentemente de Ki1, que quando valores estão próximos de 0 a discrepância en-

tre a aproximação linear e a quadrática é pequena, aqui a diferença entre ambos é

significativa, principalmente quando se aumenta o número de nós. Vide Tabela 3.7

quando N = 100000 e y = 0, 0000025
√

2, em que a diferença entre a aproximação

linear e quadrática é aproximadamente seis casas decimais.

Os valores em negrito representam o menor erro relativo comparando

elemento a elemento das Tabelas 3.6 e 3.7. É posśıvel observar que a soma do

logaritmo apresenta erros menores para valores menores ou iguais a 0, 5
√

2, para

aproximação quadrática, e 0, 05
√

2, para aproximação linear, destacado pelos valores

em negrito na Tabela 3.7. Já para valores maiores que estes, não somar o logaritmo

apresenta melhores resultados, vide valores em negrito na Tabela 3.6.

Portanto, uma aproximação eficiente para Ki2 é realizar a interpolação

por polinômio quadrático juntamente com a soma do logaritmo para valores menores

ou iguais a 0, 5
√

2 e apenas a interpolação polinomial para valores maiores que este.

Os resultados para Ki3 são apresentados nas Tabelas 3.8 e 3.9. Diferen-

temente das outras ordens discutidas, para a função de terceira ordem a realização

da operação de subtração de y3 ln(y) demonstrou-se ser extremamente ineficiente,

visto que poucos valores apresentaram menor erro do que quando não é realizada a

operação. Os valores em negrito na Tabela 3.9, representam os valores onde o erro

relativo foi menor que o apresentado para o código sem a realização da subtração.

Assim sendo, para a função de terceira ordem a melhor aproximação é feita sem a

subtração, quando o número de intervalos é maior que 100, quando menor ou igual

a este a subtração é mais efetiva.
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4 METODOLOGIA E IMPLEMENTAÇÃO

COMPUTACIONAL

Este caṕıtulo destina-se a apresentar a metodologia numérica bem como

os aspectos da implementação computacional que foram utilizados no desenvolvi-

mento deste trabalho. A discretização do problema será desenvolvida a partir da

formulação integral apresentada na seção 2.1. Mas especificamente, será considerada

a formulação integral da equação (2.25), isto é,

Φ(x)− σs(LgΦ)(x) = (LgQ)(x) + (LbB)(x), (4.1)

onde os operadores Lg e Lb são dados na equação (2.21).

4.1 Metodologia Numérica

A metodologia utilizada é, em sua essência, uma combinação do método

de Nyström com um processo iterativo constrúıdo a partir da série de Neumann. Pri-

meiramente, observa-se que embora os operadores Lg e Lb apresentados nas equações

(2.21) estejam matematicamente bem definidos, estes possuem singularidades em

seus núcleos quando x = y (veja equação (2.22) e (2.23)). Na prática, os núcleos

k1 e k2 não estão definidos na diagonal x = y, mas isso não impede da integral

estabelecida por Lg convergir. Porém, se a discretização passar perto de x = y,

os coeficientes das matrizes ficam arbitrariamente grandes, provocando instabilida-

des numéricas. Logo, tendo em vista a obtenção de melhores resultados numéricos,

faz-se necessário o tratamento dessas singularidades antes da discretização.

A singularidade do primeiro operador pode-se ser removida utilizando

a seguinte estratégia

(LgS)(x) =

∫
D

[S(y)− S(x)] k1(x,y) dy + S(x)

∫
D

k1(x,y) dy. (4.2)
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Essa técnica foi utilizada tendo em vista que S(x) envolve a solução do

problema e, portanto, é desconhecido. Assim, o primeiro termo do lado direito de

(4.2) fica numericamente melhor comportado, visto que S(y) − S(x) = 0 quando

x = y. O segundo termo continua numericamente mal comportado, porém a parte

singular desse termo pode ser integrada analiticamente.

Já para o Lb, faz-se necessária outra estratégia, visto que tal operador

atua na fronteira de D e esta singularidade difere-se da apresentada pelo operador

Lg. Como todos os seus membros são conhecidos, é posśıvel dar um tratamento

anaĺıtico para sua singularidade, assim, apresenta-se os teoremas a seguir. Estes

estão demonstrados quando x tende a fronteira L1 e x tende ao canto (0, 0) ambos

sem reflexão, a generalização para outros casos é feita de forma análoga.

Teorema 1. Tem-se que

lim
x→y

∫
L1

B1(y)k2(x,y)d` =
B1(x1)

2
, (4.3)

onde x é ponto interior de D,y ∈ L1 e k2 é dado pela equação (2.23).

Demonstração. Seja x = (x1, δ),y = (t, 0) e n = (0,−1), onde δ > 0 e x1 ∈ (0, a),

resulta que (y − x) · n = δ, ||(y − x) × n|| = −t + x1, |x − y|2 =
√

(x1 − t)2 + δ2,

sin(α) = x1−t√
(x1−t)2+δ2

e cos(α) = δ√
(x1−t)2+δ2

.

∫
L1

B1(y)k2(x,y)d` =

∫
L1

B1(y)
1

2π

(y − x) · n
|x− y|22

Ki2(σt|x− y|2)d` (4.4a)

=
δ

2π

∫ a

0

B1(t)
Ki2(σt

√
(x1 − t)2 + δ2)√

(x1 − t)2 + δ2
2 dt (4.4b)

= I1 + I2 (4.4c)

onde
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I1 :=
δ

2π

∫ a

0

B1(t)
Ki2

(
σt
√

(x1 − t)2 + δ2
)
− 1√

(x1 − t)2 + δ2
2 dt, (4.5)

I2 :=
δ

2π

∫ a

0

B1(t)
1√

(x1 − t)2 + δ2
2dt. (4.6)

Como B1 é limitada, Ki2(0) = 1 e Ki2 é Lipschitz, segue que

|I1| ≤ Cδ

∫ a

0

|Ki2(σt
√

(x1 − t)2 + δ2)−Ki2(0)|√
(x1 − t)2 + δ2

2 dt (4.7a)

≤ Cδ

∫ a

0

|
√

(x1 − t)2 + δ2|√
(x1 − t)2 + δ2

2 dt (4.7b)

= Cδ

∫ x1−a

−x2

−1√
u2 + δ2

du (4.7c)

≤ Cδ

∫ a

−a

1√
u2 + δ2

du (4.7d)

= 2Cδ sinh−1

(
a

δ

)
= 2Cδ ln

(
a

δ
+

√
1 +

a2

δ2

)
. (4.7e)

Logo, quando δ → 0+, I1 → 0.

Para I2 , note que

dα

dt
=

−δ
(x1 − t)2 + δ2

, (4.8)

assim

I2 =
1

2π

∫ α2

α1

B1(x1 − δ tanα)dα (4.9)

onde α1 := tan−1
(
x1−a
δ

)
e α2 := tan−1

(
x1
δ

)
.

Portanto, quando δ → 0+, resulta que

I2 →
1

2π

∫ π/2

−π/2
B1(x1)dα =

B1(x1)

2
. (4.10)

54



Antes de apresentar o caso em que x tende ao ponto (0, 0), note que,

devido à descontinuidade de B1 e B2 no ponto, existem duas maneiras de se apro-

ximar deste, através da fronteira L1 ou através de L2. Diante disso, optou-se por

tomar a média entre as duas formas e obtêm-se o seguinte teorema.

Teorema 2. Tem-se que

LbB(0, 0) =
3

8
B1(0) +

3

8
B2(0). (4.11)

Demonstração. Os seguintes itens representam as formas de estudar o limite para

o ponto (0, 0). Os dois primeiros itens, apresentam o método utilizando a fronteira

L1, os dois últimos itens apresentam utilizando L2.

• x = (δ, ε), com δ, ε > 0 e ε tende à 0 e, em seguida, δ tende à 0. Nesse

caso y ∈ L1;

• x ∈ L2 e x tende a fronteira L1. Nesse caso y ∈ L1.

• x = (ε, δ), com δ, ε > 0 e ε tende à 0 e, em seguida, δ tende à 0. Nesse

caso y ∈ L2;

• x ∈ L1 e x tende a fronteira L2. Nesse caso y ∈ L2;

O primeiro item representa um ponto do domı́nio que tende a fronteira

L1 e em seguida a fronteira L2, já o terceiro item descreve o mesmo movimento, mas

com as fronteiras alternadas. Tendo em vista que a demonstração dos dois últimos

itens é análoga aos dois primeiros, será apresentado apenas as demonstrações dos

primeiros.

Note que para o primeiro item, basta definir x = (δ, ε), com δ, ε > 0,

utilizar o Teorema 1 e tomar o limite com δ tendendo à 0, ou seja,

lim
δ→0

lim
x→y
y∈L1

∫
L1

B1(y)k2(x,y)d` =
B1(0)

2
, (4.12)
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Para o segundo item, seja x = (0, δ), y = (t, 0) e n = (0,−1) onde δ > 0

e tem-se que (y − x) · n = δ, ||x− y||22 = δ2 + t2, sin(α) = t√
δ2+t2

, cos(α) = δ√
δ2+t2

.

Então∫
L1

B1(y)k2(x,y)d` =
δ

2π

∫ a

0

B1(y)
Ki2

(
σt
√
δ2 + t2

)
δ2 + t2

dt = I1 + I2 (4.13)

onde

I1 =
δ

2π

∫ a

0

B1(y)
1

δ2 + t2
dt (4.14)

I2 =
δ

2π

∫ a

0

B1(y)
Ki2

(
σt
√
δ2 + t2

)
− 1

δ2 + t2
dt (4.15)

De forma análoga ao teorema anterior, I2 → 0 quando δ → 0+. Para

I2, note que dα
dt

= δ
δ2+t2

, logo,

I1 =
1

2π

∫ α2

α1

B1(δ tanα)dα (4.16)

onde

α1 := tan−1 (0) e α2 := tan−1

(
b

δ

)
. (4.17)

Seque que

I1 →
1

2π

∫ π/2

0

B1(0)dα =
1

4
B1(0) (4.18)

quando δ → 0+.

Portanto, somando todas as contribuições e tomando a média, obtêm-se

que

LbB(0, 0) =
1

4
B1(0) +

1

8
B1(0)︸ ︷︷ ︸

L1

+
1

4
B2(0) +

1

8
B2(0)︸ ︷︷ ︸

L2

=
3

8
B1(0) +

3

8
B2(0). (4.19)
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Após a remoção das singularidades aplica-se o método de Nyström [38]

na equação (4.2), que consiste em aplicar uma quadratura numérica de forma a obter

a expressão

(LgS)(xij) ≈
∑

(k,l)6=(i,j)

wkl [S(xkl)− S(xij)] k1(xij,xkl) + S(xij)Kij, (4.20)

onde xkl e wkl, com 1 ≤ k ≤ Nx e 1 ≤ l ≤ Ny, são os nós e pesos da quadratura,

respectivamente, e

Kij =

∫
D

k1(xij,y) dy. (4.21)

A função (LbB), também pode ser descrita na malha, de forma que

(LbB)(xij) =

∫
∂D

B(y)k2(xij,y) d`. (4.22)

A partir da equação (2.25), uma aproximação para o fluxo escalar em

uma malha é obtida através da solução do sistema linear

(1− Lσsg )Φ(xij) = (LgQ)(xij) + (LbB)(xij). (4.23)

Devido a discretização de (LgS)(xij) produzir grandes matrizes, da or-

dem de N2
xN

2
y , onde Nx é o tamanho da malha no eixo x e Ny no eixo y, foi utilizado

processo iterativo obtido a partir da série de Neumann para resolver o sistema linear

(4.23). Logo,

Φ(xij) =
∞∑
n=0

σnsL
n
g (LgQ+ LbB)

≈
M∑
n=0

σnsL
n
ij +

σM+1
s σc

1− σsσc
LMij , (4.24)

onde

L0
ij =

∫
D

(Q(y)−Q(xij)) k1(xij,y) dy +Q(xij)Kij +

∫
∂D

B(y)k2(xij,y) d`

(4.25a)

Ln+1
ij =

∑
(k,l) 6=(i,j)

wkl

[
Lnkl − Lnij

]
k1(xij,xkl) + LnijKij, n ≥ 0 (4.25b)
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e σc é aproximado pelo quociente de Rayleigh [46]

σc ≈
〈
LM−1
ij , LMij

〉〈
LM−1
ij , LM−1

ij

〉 , (4.26)

onde 〈u,v〉 é o produto interno de funções em L2.

O processo iterativo descrito acima apresenta a aproximação para o

fluxo escalar em uma malha de pontos xij. Para pontos fora da malha pode-se

aproximar seu fluxo, através de uma interpolação obtida a partir da própria equação

que descreve o fluxo, equação (4.23).

Aplicando uma quadratura numérica, bem como feito em (4.20), em

Lσsg Φ da equação (4.23), resulta que

Φ(x)−
∑

(k,l)6=x

wklσs [Φ(xkl)− Φ(x)] k1(x,xkl)− σsΦ(x)

∫
D

k1(x,y) dy

= (LgQ)(x) + (LbB)(x) (4.27)

Isolando Φ(x) do lado esquerdo da equação, resulta que

Φ(x) =

∑
xkl 6=x

wklσsk1(x,xkl)Φkl +

∫
D

k1(x,y)Q(y) dy +

∫
∂D

k2(x,y)B(y) d`

1 +
∑

xk,l 6=x

wklσsk1(x,xkl)− σs
∫
D

k1(x,y) dy

(4.28)

Note que, embora os termos k1 e (LbB) apresentem somatórios com

ı́ndices infinitos é necessário computar um número finito destes, pois tais termos

representam as contribuições do domı́nio e da fronteiras refletidos e após um longo

percurso suas contribuição tornam-se insignificantes. Portanto, é necessário compu-

tar um número finito de termos, sendo que a quantidade de termos é inerente a cada

problema. A definição de ambos os termos para um número finito de reflexões pode

ser encontrada em [41].

Para a corrente, a partir da equação (2.63c) pode-se remover as sin-

gularidades dos núcleos kj1 e kj2 e discretizar Jn em uma malha, semelhante ao
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tratamento dado ao fluxo escalar. O mesmo processo de remoção das singularidades

de LbB foi aplicado para JbB, os teoremas estão detalhados no Apêndice A.

4.2 Implementação computacional

O algoritmo implementado consiste essencialmente em computar as so-

mas descritas em (4.24) utilizando as definições em (4.25). Este é formado por mais

de 25 parâmetros de entrada, sendo que aproximadamente 10 destes são externos ao

problema e servem para dar maior precisão à rotina (tolerância da Bickley-Naylor,

tamanhos de malhas e outros). Tal código foi implementado na linguagem C++

e, com vistas a melhorar sua eficiência, utilizou-se de ferramentas adicionais como

GNU Scientific Library [27], Cubature [1] e Open Multi-Processing [14].

GNU Scientific Library é uma biblioteca numérica com uma ampla

gama de funções em diversas áreas como álgebra linear, cálculo numérico e es-

tat́ıstica. Tal biblioteca foi utilizada nas rotinas de integração, as quais utilizam

Gauss-Kronrod 21 pontos tanto para o cálculo da contribuição da fronteira em

(4.25a) quanto para as funções de Bickley-Naylor, as quais estão presentes tanto

nos núcleos do fluxo escalar quanto nos núcleos da corrente de part́ıculas, equações

(2.48), (2.51)-(2.54) e (2.70)-(2.74).

Cubature é uma rotina de quadraturas multidimensionais adaptativas

desenvolvidas pelo grupo de pesquisa f́ısicas Ab-Initio no Massachusetts Institute of

Technology. Ela é formada por diversas rotinas de integração multidimensional e foi

programada de forma que o integrando possa ser avaliado para diversos pontos de

uma só vez, permitindo assim, rápida e eficiente paralelização. Tal rotina foi usada

para o cálculo de Kij, equação (4.21) e dos termos (LgQ), (JgΦ) e (JgQ).

Open Multi-Processing (OpenMP) é uma interface de programação de

aplicativo (API) para a programação multi-processo de memória compartilhada, ou
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seja, com ela é posśıvel distribuir as tarefas entre os múltiplos threads de um ou mais

processadores desde que estes compartilhem a mesma memória RAM. A interface

foi utilizada ao longo de todo código, não sendo utilizada apenas nas tarefas onde

são necessárias atividades de forma seriada, como leitura e escrita em disco.

Cabe ressaltar que algumas partes do código já haviam sido paraleliza-

das pelos autores utilizando a classe thread. Tal classe permite realizar paralelizações

do código, mas apresenta muitas limitações quando comparada com OpenMP, visto

que esta última é uma API destinada somente à paralelização. Foram realizados

testes de forma a comparar ambas as ferramentas e observou-se que, em critério de

redução do tempo de processamento, OpenMP demonstrou-se mais eficiente. Além

da substituição pela API, outras partes que rodavam de forma seriada foram para-

lelizadas e pode-se afirmar que o código funciona em paralelo em quase toda sua

totalidade.

O código é subdividido em três partes, pré-processamento, processa-

mento e pós-processamento. O pseudocódigo é descrito a seguir.

1) Pré-processamento:

(a) Tabela as funções de Bickley-Naylor;

(b) Tabela o núcleo k1 sem remover sua singularidade;

(c) Tabela o núcleo k1 removendo sua singularidade;

(d) Tabela o núcleo kj1 em duas matrizes, uma para cada componente

do vetor corrente.

2) Processamento:

(a) Tabela
∫
D
k1(xij,y)dy,

∫
D
Q(y)k1(xij,y)dy e

∫
∂D
B(y)k2(xij,y) d`

utilizando as tabelas do item 1a) e 1c), acrescentando os termos

removidos em 1c);

60



(b) Aplica o processo iterativo usando as tabelas dos item 1b) e 2a).

3) Pós-processamento:

(a) Interpola Φ para determinados valores através da equação (4.28);

(b) Calcula Jn , equação (2.63), utilizando os itens 1d) e 3a).

De modo a tornar a rotina mais eficiente, todos os itens do pré-proces-

samento e processamento criam arquivos em disco. Assim, sempre que a rotina for

utilizada ela é capaz de identificar os arquivos existentes, lê-los e manipulá-los, sem

a necessidade de calculá-los novamente.
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5 RESULTADOS

Este caṕıtulo apresenta os resultados obtidos com relação ao tempo

computacional entre a rotina criada e utilizada por Sauter el al. [41] e os obtidos

após a paralelização utilizando OpenMP e alterações no código. Cabe ressaltar que

os resultados obtidos para o fluxo escalar não sofreram alterações após as mudanças

no código, para uma discussão mais detalhada sobre este deve-se consultar o referido

artigo.

A primeira seção descreve os tempos e dificuldades computacionais en-

frentadas em cada uma das partes do pseudocódigo, excluindo-se o item 1d) e 3b)

que calculam dados relacionados à corrente de part́ıculas. Tal exclusão deve-se pelo

fato de que estes não estavam implementados no algoritmo do artigo supracitado,

portanto não poderiam ser otimizados.

Na segunda seção são apresentados os resultados produzidos pela rotina

referente à corrente de part́ıculas para diversas condições.

Todos os tempos aqui apresentados, referem-se ao tempo de parede e

foram obtidos tomando a média dos tempos de, pelo menos, três repetições. O

computador utilizado possui processador Intel Core i7 - 4820K 3.7 GHz (4 núcleos

f́ısicos e 8 threads) e 64GB de memória RAM e para medição foi utilizada a função

omp get wtime.

Os problemas resolvidos aqui são listados abaixo, dentre eles, os cinco

primeiros são para validação dos resultados, pois já foram descritos na literatura

[41] e os dois últimos são resultados novos. Para todos os problemas σt = 1.

Problema 1: a = b = 1 cm, σs = 1 cm−1, ρ1 = ρ3 = 1, ρ2 = 0.4,

ρ4 = 0.8, B1 = B2 = B3 = B4 = 0 e Q(x1, x2) = exp(−x1).
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Problema 2: a = b = 1 cm, σs = 1 cm−1, ρ2 = ρ4 = 1, ρ1 = 0.4,

ρ3 = 0.8, B2 = B4 = 0, B1 = 0.5, B3 = 1 e Q(x1, x2) = exp(−x2).

Problema 3: a = b = 4 cm, σs = 0.9 cm−1, ρ1 = ρ3 = 1, ρ2 = ρ4 = 0.5,

B1 = B3 = 0, B2 = B4 = 0.5 e Q(x1, x2) = 1 se x1 ≤ 1 e 0 caso

contrário.

Problema 4: a = b = 20 cm, σs = 0.8 cm−1, ρ1 = ρ2 = ρ3 = 1, ρ4 = 0,

B1 = B2 = B3 = B4 = 0 e Q(x1, x2) = 1 se x1 ≤ 1 e 0 caso contrário.

Problema 5: a = 2 cm, b = 4 cm, σs = 0.5 cm−1, ρ1 = 0.2, ρ2 = 0.4,

ρ3 = 0.6, ρ4 = 0.8, B1 = 0.9, B2 = 0.7, B3 = 0.5, B4 = 0.3, e

Q(x1, x2) = 1 se x1 ≥ 1.5 e x2 ≤ 3.5 e 0 caso contrário.

Problema 6: a = b = 1 cm, σs = 1 cm−1, ρ1 = ρ3 = 1, ρ2 = 0.4,

ρ4 = 0.8, B1 = B4 = 1, B2 = 0.5, B3 = 0 e Q(x1, x2) = 1 se 0.4 ≤

x1, x2 ≤ 0.6 e 0 caso contrário.

Problema 7: a = b = 4 cm, σs = 0.5 cm−1, ρ1 = ρ4 = 0.8,ρ2 = ρ3 =

0.5, B1 = B2 = B3 = B4 = 0.5, e Q(x1, x2) = 1 se x1 ≤ 0.5 e x2 ≤ 3.5

e se x1 ≥ 3.5 e x2 ≤ 3.5 0 caso contrário.

5.1 Tempo computacional

Dentre todos os parâmetros de entrada que visam dar maior precisão à

rotina, dois destes influenciam diretamente o tempo computacional total, são eles:

o número de termos da série de Neumann e a quantidade de reflexões calculadas.

O primeiro, representa a quantidade de termos necessários para que a série convirja

para o número de casas desejadas, sendo que a convergência é mais rápida quando

σs/σc é mais próximo de 1. O segundo é necessário devido a impossibilidade de

calcular infinitos termos tanto no núcleo k1 quanto na função (LbB) e, também,

tendo em vista que o termo de absorção reduz o alcance da part́ıcula, o que é
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fisicamente consistente, pois as part́ıculas se extinguem depois de percorrer algum

livre caminho e, matematicamente, advém do fato das funções de Bickley-Naylor

ficarem insignificantes quando o argumento é grande.

A quantidade de termos da série de Neumann depende da velocidade de

convergência do problema e a quantidade reflexões depende do tamanho do domı́nio.

Isto se deve ao fato que todos os núcleos são dependentes das funções de Bickley-

Naylor, e estas atingem o epsilon de máquina para valores maiores que quarenta.

Portanto, calcular reflexões que estão distantes do domı́nio principal acabam por

não influenciar no resultado final. Para cada problema a quantidade de termos e

reflexões são os seguintes:

Problema 1: 25 termos Neumann e 25 reflexões.

Problema 2: 25 termos Neumann e 25 reflexões.

Problema 3: 80 termos Neumann e 10 reflexões.

Problema 4: 150 termos Neumann e 3 reflexões.

Problema 5: 40 termos Neumann e 10 reflexões.

Problema 6: 25 termos Neumann e 25 reflexões.

Problema 7: 40 termos Neumann e 10 reflexões.

Seguindo os itens descritos no pseudocódigo apresentado na seção 4.2,

o item 1a) tabela as funções de Bickley-Naylor dos graus de um a três para apro-

ximadamente 400 mil valores, sendo 200 mil para Ki1 e 100 mil para Ki2 e Ki3.

O cálculo de tais funções foi feito seguindo os métodos descritos no caṕıtulo 3 que

apresentaram maior precisão posśıvel. Além disso, com vista a obter maior precisão

computacional, foi utilizada tolerância de 10−13 para integração de tais funções, o

que aumenta o tempo de cálculo da sub-rotina de integração.
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A média dos tempos foi inferior a 2 segundos para o cálculo de todos

os valores, sendo que antes das alterações este tempo era inferior a 1 segundo. O

aumento do tempo foi devido a implementação da construção de Ki3, que não estava

implementada.

Como é posśıvel observar na construção dos termos da série (ver equação

(4.25b)), o núcleo k1 é utilizado de duas formas distintas, primeiramente é calculado

sobre diversos pontos - excluindo valores para o qual tal termo possui singularidade

- fato que pode ser observado no primeiro termo da referida equação. E, em segundo

quando este é integrado sobre todo o domı́nio, até mesmo sobre sua singularidade,

observado no segundo termo da equação.

Devido a esta distinção foram constrúıdas duas tabelas para k1, uma

que não contempla os pontos em que x = y e outra em que é utilizada a técnica de

remoção de singularidades, respectivamente, itens 1b) e 1c) do pseudocódigo.

Os tempos computacionais obtidos antes e após as alterações do item

1b) para diferentes tamanhos do Problema 1 são apresentados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Média dos tempos de construção do núcleo k1 sem remoção da singula-
ridade para diferentes tamanhos de malha no Problema 1.

Nx Ny Antes alterações (s) Após alterações (s) Redução do tempo (%)
33 33 0.48064 0.4352080 9.4
65 65 1.8305 1.7032133 6.9
129 129 6.9816 6.76911 3.0
257 257 27.7805 26.82805 3.4
513 513 110.3985 107.7685 2.4
1025 1025 440.2050 422.7860 4.9

Embora esta parte do código já tenha sido paralelizada pelos autores

[41], a partir da adequação desta, foi posśıvel utilizar OpenMP e obter um ganho en-

tre 2% e 10% a depender do tamanho da malha utilizada. O ganho mais significativo

foi na menor malha 33 x 33 e o menor ganho foi em 513 x 513.
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Ainda que a tabela apresente apenas os dados de um único problema,

o restante destes apresentaram redução de tempo na faixa de 1 a 10%, mesmo com

tempo maior ou inferior. Por exemplo, no Problema 3 com Nx = Ny = 1025 houve

redução de 63 para 62 segundos (1.5%), valores bem inferiores aos do problema

acima. A justificativa para tal é o fato é a quantidade de reflexões necessárias, pois

estas aumentam significativamente o número de pontos calculados a cada reflexão.

A tabulação do núcleo k1 com a remoção da singularidade, item 1c) do

pseudocódigo, utilizou uma malha mais fina que a apresentada na Tabela 5.1. Essa

diferença entre os tamanhos é importante, pois durante a integração numérica de k1

- item 2a) - são feitas interpolações sobre seus pontos e a integração torna a demorar

mais ou não atinge a tolerância desejada se esta não for suficientemente refinada.

Para a avaliação do tamanho da malha de k1 com a remoção a ser

escolhida, deve-se ser levado em conta a precisão desejada na integração deste e

o tamanho do domı́nio, assim, neste trabalho a malha considerada suficiente para

obter ótimos resultados foi mil vezes o tamanho do domı́nio.

A Tabela 5.2 apresenta a média dos tempos para cada tamanho de ma-

lha, seu respectivo problema, a porcentagem entre o tempo antes e após as alterações

e o consumo de memória RAM.

Tabela 5.2: Média dos tempos de construção da malha de k1 com remoção da

singularidade para diferentes tamanhos de malhas e consumo de memória RAM.

Problema Tamanho da malha Antes (s) Após(s) Redução (%) Consumo

1 e 2 1 mil x 1 mil 219.43 45.34595 79.3 97 MB

5 2 mil x 4 mil 332.483 60.31245 81.8 700 MB

3 4 mil x 4 mil 507.493 104.149 79.5 800 MB

4 20 mil x 20 mil 245.943 70.93072 71.2 12,8 GB
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Tal item foi o que apresentou melhor resultado uma vez que utilizando

a paralelização foi posśıvel diminuir aproximadamente 80% do tempo que era gasto

sem paralelização. Apesar do tempo de processamento ser pequeno, tais malhas

exigiram uma grande quantidade de memória RAM, que aumentam conforme o

tamanho e quantidade de reflexões, caso fosse utilizada a malha 40 mil por 40 mil,

são utilizados 51,2 GB de memória.

Após a construção das tabelas do pré-processamento inicia-se o tabela-

mento da integral de k1 e da fonte sobre o domı́nio D e o cálculo da contribuição

da fronteira, item 2a) do pseudocódigo. A integração sobre D foi feita utilizando

a rotina Cubature com tolerância de 10−10, como esta permite que ambas funções

sejam integradas ao mesmo tempo existe uma vantagem computacional significativa

ao utilizá-la.

Cabe destacar que apenas as duas primeiras integrais estavam parale-

lizadas, assim, buscou-se fazer a substituição por OpenMP e paralelizar o terceiro

termo. Entretanto, o este utiliza diversos loops sobre struct, os quais demonstraram-

se ser um empecilho e exigiriam uma grande reformulação do código para que fosse

posśıvel sua paralelização. Logo, de modo a contornar tal problema, foram utilizadas

ferramentas próprias da API que possibilitam que apenas um thread seja destinado

para o cálculo de LbB, enquanto o restante dedica-se as integrais sobre o domı́nio.

E, assim que finalizada a fronteira o thread se junta ao restante e auxilia estes, o

que possibilita que todos componentes trabalhem ininterruptamente e não fiquem

ociosos.

A Tabela 5.3 apresenta a média dos tempos de cálculo do item 2a) para

os diferentes problemas antes e após as alterações. Dentre todos os problemas, o que

se obteve melhores resultados foi o Problema 1, o qual sofreu, em média, redução

de 28% e o com o pior desempenho foi o Problema 4, para este as alterações não

surtiram efeito. Excluindo-se este último, o restante obteve redução de 15 a 36%.
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Tabela 5.3: Média dos tempos de cálculo do item 2a) do pseudocódigo antes e após

as alterações.

Problema 1 Problema 2 Problema 3 Problema 4 Problema 5

Nx Antes Após Antes Após Antes Após Antes Após Antes Após

33 17 s 13 s 17 s 14 s

65 67 s 54 s 69 s 57 s 21 s 15 s 93 s 92 s 34 s 25 s

129 277 s 215 s 285 s 231 s 83 s 56 s 362 s 366 s 143 s 100 s

257 22 min 15 min 19 min 16 min 5 min 3 min 24 min 24 min 9 min 7 min

513 94 min 59 min 80 min 65 min 21 min 15 min 105 min 97 min 36 min 26 min

1025 7.7 h 5 h 5.8 h 4.5 h 82 min 57 min 7.5 h 7.5 h

Embora o número termos da série de Neumann - item 2b) - dependa do

problema, observou-se que o tempo para computar cada um destes é inerente a este,

dependendo apenas do tamanho da malha do fluxo. Tal sub-rotina já havia sido

paralelizada pelos autores e veio a ser otimizada, a Tabela 5.4 apresenta a média

dos tempos para cada um dos tamanhos de malha antes e após as modificações.

Tabela 5.4: Média dos tempos de cálculo dos termos da série de Neumann para

diferentes tamanhos de malhas.

Nx Ny Antes alterações (s) Após alterações (s) Redução do tempo (%)

33 33 0.00300 0.00290 3.3

65 65 0.03696 0.03949 -6.8

129 129 0.56005 0.60808 -8.6

257 257 9.27843 9.61803 -3.6

513 513 171.316 158.824 7.3

1025 1025 3940.35 2560.49 35.0
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As Tabelas 5.5 e 5.6 apresentam os tempos totais e a porcentagem de

ganho após as alterações para os problemas 1 e 2, respectivamente.

Tabela 5.5: Tempo médio para o cálculo do Problema 1 para diferentes malhas antes

e após alterações.

Nx Ny Antes alterações Após alterações Redução do tempo (%)

33 33 237 s 61 s 74.2

65 65 289 s 104 s 64.0

129 129 8.6 min 4.7 min 44.9

257 257 30.1 min 19.8 min 34.0

513 513 170.5 min 128.5 min 24.6

1025 1025 35.3 h 22.7 h 35.6

Tabela 5.6: Tempo médio para o cálculo do Problema 2 para diferentes malhas antes

e após alterações.

Nx Ny Antes alterações Após alterações Redução do tempo (%)

33 33 253 s 62 s 75.9

65 65 307 s 110 s 64.0

129 129 9 min 5 min 44.3

257 257 27.7 min 21.1 min 24.0

513 513 161.9 min 133.5 min 17.5

1025 1025 33.0 h 22 h 33.6

Pôde-se observar em ambas as tabelas que a porcentagem de ganho após

as alterações são decrescentes até a malha 513 e cresce após esta. Esse crescimento

ocorre, pois o tempo de processamento dos itens precedentes à série de Neumann

tornam-se ı́nfimos quando comparados com o tempo total. A Tabela 5.7 apresenta

a porcentagem que é gasta em cada problema e malha para calcular a série com
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relação ao tempo total. Assim, como a otimização do cálculo dos termos da série -

Tabela 5.4 - apresenta uma grande melhora entre as malhas 513 e 1025 e os termos

tendem a tomar mais tempo de processamento total, é esperado maior redução de

tempo para malhas maiores.

Tabela 5.7: Porcentagem do tempo total que é gasto calculando os termos da série

de Neumann para cada problema após alterações.

Nx Problema 1 Problema 2 Problema 3 Problema 4 Problema 5

33 0.1 0.1

65 1.0 0.9 2.6 3.3 6.5

129 5.2 5.0 23.1 16.8 37.2

257 20.0 18.8 70.3 49.0 76.7

513 52.0 49.4 92.7 80.3 93.9

1025 77.0 79.3 98.1 93.2

As Tabelas 5.8 e 5.9 apresentam os tempos totais e a porcentagem de

ganho após as alterações para os problemas 3 e 4, respectivamente. Tais problemas

são os que possuem os maiores domı́nios e, devido à necessidade de integração de k1,

é necessária a utilização de malhas mais finas que as utilizadas para os dois primeiros

problemas, logo, foram utilizadas malhas 4 mil x 4 mil e 20 mil x 20 mil.

Tabela 5.8: Tempo médio para o cálculo do Problema 3 para diferentes malhas antes

e após alterações.

Nx Ny Antes alterações Após alterações Redução do tempo (%)

65 65 531 s 125 s 76.4

129 129 632 s 212 s 66.4

257 257 26.1 min 18.5 min 29.1

513 513 4.3 h 3.8 h 11.6

1025 1025 89.7 h 59.8 h 33.7
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Tabela 5.9: Tempo médio para o cálculo do Problema 4 para diferentes malhas antes

e após alterações.

Nx Ny Antes alterações Após alterações Redução do tempo (%)

65 65 357 s 177 s 50.3

129 129 11.5 min 9 min 22.4

257 257 51.4 min 50 min 2.7

513 513 9.2 h 8.4 h 9.5

1025 1025 175 h 112.5 h 35.7

Ambos problemas são os que possuem maior custo computacional e isso

se deve, principalmente, ao elevado número de termos que necessitam ser calculados

para que a séria convirja, 80 e 150, respectivamente. Note que a redução de tempo

para a malha 1025 em ambos problemas é maior que 35%, a mesma porcentagem

que foi ganha ao otimizar cada um dos termos da série, Tabela 5.4.

Diferentemente dos problemas anteriores, o problema 5 não apresenta

simetria de placa, ou seja, não existe simetria em nenhuma faixa do domı́nio. A Ta-

bela 5.10 apresenta o tempo computacional para tal problema utilizando 40 termos

da série.

Tabela 5.10: Tempo médio para o cálculo do Problema 5 para diferentes malhas

antes e após alterações.

Nx Ny Antes alterações Após alterações Redução do tempo (%)

65 129 373.8 s 93 s 75.0

129 257 9.25 min 4.4 min 52.6

257 513 41.0 min 34.2 min 16.6

513 1025 9.8 h 7.6 h 22.0
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Observou-se que o tempo total deste último problema é superior aos

dois primeiros, mas ainda inferior aos problemas 3 e 4, isto deve-se, não somente

ao fato da diferença entre tamanho de domı́nio, mas também às caracteŕısticas do

problema e da fonte interna. Diferentemente do problema 5, nos quatro primeiros

as contribuições das fronteiras são ou todas ou metade delas iguais a zero, o que faz

com que o cálculo de LbB seja ı́nfimo quando comparado com o tempo total. Dessa

forma, problemas sem simetria de placa e que envolvam grandes domı́nios podem

consumir elevado tempo de processamento e consumo de memória.

Ao final da rotina, esta apresenta o fluxo escalar para uma lista de

pontos pré-determinados sendo que tal valor é calculado utilizando a interpolação

dada pela equação (4.28). A fim de evitar ter de recalcular todos os núcleos e

malhas já constrúıdos, a rotina está programada para ler os arquivos previamente

criados e assim, reconstruir a malha do fluxo na memória, o que permite realizar

novas interpolações sem desperd́ıcio de tempo. Tal parte do código também sofreu

alterações e foi posśıvel obter uma redução de mais de 60% de tempo.

5.2 Corrente de part́ıculas

Os valores para a corrente foram feitos calculados com base na equação

(2.68) com os núcleos dados pelas equações (2.70) e (2.71). Como não é necessário

efetuar a computação de métodos iterativos, pois estes são utilizados apenas no

cálculo do fluxo escalar, a corrente depende apenas da computação de tais núcleos.

Sendo assim - considerando que o fluxo escalar já esteja calculado para

uma malha de pontos do domı́nio - o tempo total gasto na computação da corrente

de part́ıculas é, aproximadamente, o dobro do tempo descrito na Tabela 5.2. Isso se

deve ao fato que é necessário tabelar o núcleo kj1 para cada componente do vetor

corrente. Após a tabulação deste, o cálculo das funções (JgσsΦ), (JgQ) e (JbB) para

cada ponto da malha leva menos de um segundo.
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As Figuras 5.1a e 5.1b ilustram a corrente de part́ıculas dos problemas

1 e 2, os quais foram descritos no subcaṕıtulo anterior. Cabe ressaltar que, em cada

figura os vetores corrente estão normalizados de forma a preservar a razão entre eles.
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Figura 5.1: Gráfico da corrente de part́ıculas para os problemas 1 e 2.

Além do problema 2 ser uma rotação no sentido anti-horário do pro-

blema 1, observou-se que acrescentando as contribuições nas fronteiras L1 e L3 houve

um aumento do fluxo escalar e também a preservação da simetria do problema, ou

seja, o slab foi conservado tanto para o fluxo como para a corrente de part́ıculas.

As Figuras 5.2a e 5.2b ilustram os vetores correntes produzidos pelos

problemas 3 e 4, respectivamente.
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Figura 5.2: Gráfico da corrente de part́ıculas para os problemas 3 e 4, onde a área

em cinza representa a fonte Q(x).

Ambos problemas já foram resolvidos numericamente para o fluxo esca-

lar porém sem o cálculo da corrente de part́ıculas (ver [41]). Os resultados numéricos

obtidos são idênticos aos relatados e, além disso, o gráfico da corrente está consis-

tente com tais.

A Figura 5.3 ilustra os vetores correntes produzidos pelo problema 5.

É posśıvel observar que os vetores mostram as part́ıculas escoando da região mais

densa do domı́nio, onde o fluxo escalar é maior que 1.05, para a região de menor

intensidade, com fluxo 0.27. Além disso, observou-se que os vetores nas partes la-

terais que fazem fronteira com a fonte apontam para fora do domı́nio. Isso se deve

ao fato de que a intensidade de part́ıculas passando por esta região é maior do que

a fronteira consegue refletir, sendo assim, algumas part́ıculas tendem a escapar do

domı́nio pela região. Já os segmentos que não fazem fronteira com a fonte apresen-

tam vetores apontando para dentro do domı́nio, pois a fronteira consegue refletir

tais part́ıculas.
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Figura 5.3: Corrente de part́ıculas do problema 5, onde a área em cinza representa

a fonte Q(x).

A Figura 5.4 ilustra os vetores corrente do problema 6, que é caso onde

a fonte está localizada no centro do domı́nio. Nesse caso, a fronteira L4 possui

coeficiente de reflexão ρ4 = 0.8 e contribuição de B4 = 1, o que faz com que as

part́ıculas sejam refletidas e se direcionem para a fronteira L2 visto que as fronteiras

L1 e L3 têm coeficiente de reflexão igual a 1.
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Figura 5.4: Corrente de part́ıculas do problema 6, onde a área em cinza representa

a fonte Q(x).

A Figura 5.5 ilustra os vetores correntes do problema 7, este possui

duas fontes internas e não possui simetria. A maior concentração de part́ıculas está

localizada na fonte a direita. O motivo é que reflexão da fronteira L4 ser maior

que a fronteira L2, o que faz com que ocorra uma maior concentração de part́ıculas

na região. O mesmo fenômeno que ocorre na fronteira no problema 5 se repete, os

segmentos que estão em contato com a fonte não conseguem repelir as part́ıculas

e elas escapam através da fronteira. Já os segmentos que não estão em contato

conseguem refletir as part́ıculas para dentro do domı́nio.
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Figura 5.5: Corrente de part́ıculas do problema 7, onde as áreas em cinza represen-

tam a fonte Q(x).

Ao longo deste caṕıtulo, foram apresentados resultados que comprovam

a melhora na eficiência computacional do algoritmo após a otimização e paralelização

do código com OpenMP. Além dos resultados numéricos serem iguais aos apresenta-

dos na literatura, foi implementada rotina para o estudo da corrente de part́ıculas,

a qual não foi apresentada no artigo. Também foram calculados resultados novos

para dois problemas de transporte.
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS

6.1 Contribuições deste trabalho

Neste trabalho, foi apresentado um estudo detalhado tanto na parte

anaĺıtica quanto computacional do artigo [41] de Esequia et al. Quanto a forma-

lização matemática, os métodos e ferramentas utilizadas pelos autores foram descri-

tos e, além disso, houve avanço na teoria proporcionando um nova abordagem para

o cálculo da corrente de part́ıculas em geometria X-Y com condições de fronteira

constantes e espalhamento isotrópico. Além da teoria envolvida com o cálculo da

corrente, foi posśıvel realizar a implementação computacional desta e produzir novos

resultados não encontrados previamente na literatura.

Quanto a parte computacional, o código utilizado pelos autores foi des-

crito e passou por diversas mudanças, sendo atualizado com rotinas e funções mais

modernas e paralelizado com OpenMP. Com isso houve ganho de tempo computa-

cional significativo, o que proporcionou a obtenção de resultados mais rápidos e o

estudo de novos problemas.

Além destes, foi feito estudo anaĺıtico e numérico sobre as funções de

Bickley-Naylor de ordem um a três e a partir deste foi posśıvel obter novas meto-

dologias de aproximação numéricas, o que proporcionou melhores resultados tanto

para o cálculo do fluxo escalar quanto para a corrente de part́ıculas na rotina im-

plementada.

6.2 Perspectivas

O grupo de trabalho na qual este trabalho está inserido tem desen-

volvido trabalhos em transporte de part́ıculas em diferentes condições, como trans-
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porte em geometria unidimensional com espalhamento isotrópico ou anisotrópico

com condições de contorno semi-refletivas e em geometria ciĺındrica com espalha-

mento isotrópico.

Pode-se estender tais trabalhos de forma a resolver novos problemas

como, transporte em geometria bidimensional com espalhamento anisotrópico e fron-

teiras semi-refletivas ou até mesmo transporte em geometria tridimensional com

espalhamento isotrópico ou anisotrópico e condições semi-refletivas.

Outra possibilidade seria otimizar o código de forma que este possa ser

executado em um cluster, para isso seria necessário a utilização da API OpenMPI

o que exige uma reformulação completa do código já existente.
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7 APÊNDICE A

Este apêndice apresenta os teoremas de remoção das singularidades de

JbB. Primeiramente é apresentado para a fronteira L1 e na sequência para o canto

(0, 0).

Teorema 3. Tem-se que

J1(x) = lim
x→y

∫
L1

B1(y)kj2(x,y)d` = 0, (7.1)

J2(x) = lim
x→y

∫
L1

B1(y)kj2(x,y)d` = πB1(x1), (7.2)

onde x é ponto interior de D,y ∈ L1 e kj2 é dado pela equação (2.62).

Demonstração. Seja x = (x1, δ),y = (t, 0) e n = (0,−1), onde δ > 0 e x1 ∈ (0, a),

resulta que (y − x) · n = δ, ||(y − x) × n|| = −t + x1, |x − y|2 =
√

(x1 − t)2 + δ2,

sin(α) = x1−t√
(x1−t)2+δ2

e cos(α) = δ√
(x1−t)2+δ2

. Para J1, segue que

J1(x) =

∫
L1

B1(y)kj2(x,y)d` =

∫
L1

B1(y)
2(x1 − y1)(y − x) · n

|x− y|32
Ki3(σt|x− y|2)d`

(7.3a)

= 2δ

∫ a

0

B1(t)
(x1 − t)Ki3(σt

√
(x1 − t)2 + δ2)

|x− y|32
dt

(7.3b)

= I1 + I2 (7.3c)

onde

I1 :=2δ

∫ a

0

B1(t)(x1 − t)
Ki3

(
σt
√

(x1 − t)2 + δ2
)
− π

4

|x− y|32
dt, (7.4)

I2 :=
πδ

2

∫ a

0

B1(t)(x1 − t)
1

|x− y|32
dt. (7.5)
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Como B1 é limitada, Ki3(0) = π
4

e Ki3 é Lipschitz, segue que

|I1| ≤ Cδ

∫ a

0

(x1 − t)|Ki3(σt
√

(x1 − t)2 + δ2)−Ki3(0)|√
(x1 − t)2 + δ2

3 dt (7.6a)

≤ Cδ

∫ a

0

(x1 − t)|
√

(x1 − t)2 + δ2|√
(x1 − t)2 + δ2

3 dt (7.6b)

= Cδ

∫ x1−a

−x1

−u
√
u2 + δ2

2du (7.6c)

≤ Cδ

∫ a

−a

u√
u2 + δ2

du ≤ 2Cδ tan−1

(
a

δ

)
. (7.6d)

Logo, quando δ → 0+, I1 → 0.

Para I2 , note que

dα

dt
=
−δ(x1 − t)
|x− y|32

, (7.7)

assim

I2 =
π

2

∫ α2

α1

B1(x1 − δ tanα) sin(α)dα (7.8)

onde α1 := tan−1
(
x1
δ

)
e α2 := tan−1

(
x1−a
δ

)
.

Portanto, quando δ → 0+, resulta que

I2 →
π

2

∫ π/2

−π/2
B1(x1) sin(α)dα = 0. (7.9)

Para J2 a demonstração é análoga e, para este caso, o termo I2 é dado

por

I2 →
π

2

∫ π/2

−π/2
B1(x1) cos(α)dα = πB1(x1). (7.10)
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Teorema 4. Tem-se que

J1(0, 0) = −π
4
B1(0) +

3π

4
B2(0), (7.11)

J2(0, 0) =
3π

4
B1(0)− π

4
B2(0). (7.12)

Demonstração. Os seguintes itens representam as formas de estudar o limite para

o ponto (0, 0). Os dois primeiros itens, apresentam o método utilizando a fronteira

L1, os dois últimos itens apresentam utilizando L2.

• x = (δ, ε), com δ, ε > 0 e ε tende à 0 e, em seguida, δ tende à 0. Nesse

caso y ∈ L1;

• x ∈ L2 e x tende a fronteira L1. Nesse caso y ∈ L1.

• x = (ε, δ), com δ, ε > 0 e ε tende à 0 e, em seguida, δ tende à 0. Nesse

caso y ∈ L2;

• x ∈ L1 e x tende a fronteira L2. Nesse caso y ∈ L2;

O primeiro item representa um ponto do domı́nio que tende a fronteira

L1 e em seguida a fronteira L2, já o terceiro item descreve o mesmo movimento, mas

com as fronteiras alternadas. Tendo em vista que a demonstração dos dois últimos

itens é análoga aos dois primeiros, será apresentado apenas as demonstrações dos

primeiros. Também será apresentada apenas a demonstração para a primeira com-

ponente do vetor corrente, a demonstração para a segunda componente é semelhante

a esta.

Note que para o primeiro e terceiro item, basta definir x = (δ, ε) e

x = (ε, δ), com δ, ε > 0, utilizar o Teorema 3 e tomar o limite com δ tendendo à 0,

ou seja,

lim
δ→0

lim
x→y
y∈L1

∫
L1

B1(y)kj2(x,y)d` = 0, (7.13)
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lim
δ→0

lim
x→y
y∈L2

∫
L2

B2(y)kj2(x,y)d` = πB2(0). (7.14)

Para o segundo item, seja x = (0, δ), y = (t, 0) e n = (0,−1) onde δ > 0

e tem-se que (y − x) · n = δ, |x− y|22 = δ2 + t2, sin(α) = t√
δ2+t2

, cos(α) = δ√
δ2+t2

.

Então∫
L1

B1(y)kj2(x,y)d` = 2δ

∫ a

0

B1(y)(x1 − y1)
Ki3

(
σt
√
δ2 + t2

)
|x− y|32

dt = I1 + I2 (7.15)

onde

I1 =
πδ

2

∫ a

0

B1(y)(−t) 1

|x− y|32
dt (7.16)

I2 = 2δ

∫ a

0

B1(y)(−t)
Ki3

(
σt
√
δ2 + t2

)
− π

4

|x− y|32
dt (7.17)

De forma análoga ao teorema anterior, I2 → 0 quando δ → 0+. Para

I1, note que dα
dt

= δ
δ2+t2

, logo,

I1 = −π
2

∫ π
2

0

B1(δ tanα) sin(α)dα = −π
2
B1(0). (7.18)

quando δ → 0+.

Portanto, repetindo o mesmo processo para o quarto item, somando

todas as contribuições e tomando a média, obtêm-se que

J1(0, 0) = 0− π

4
B1(0)︸ ︷︷ ︸

L1

+
π

2
B2(0) +

π

4
B2(0)︸ ︷︷ ︸

L2

= −1

4
B1(0) +

3

4
B2(0). (7.19)
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