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RESUMO

A equacao de transporte é uma versao linear da equacao formulada
em 1872 por Ludwig Boltzmann que trata de fenomenos em dinamica de gases ra-
refeitos. Devido ao seu elevado nuimero de varidveis no espaco de fase e de sua
estrutura integro-diferencial, simulagoes numéricas envolvendo tal equagao exigem
algoritmos complexos e de elevado custo computacional. Dentre as diferentes abor-
dagens para contornar tal dificuldade esta o Método de Nystrom, o qual foi utilizado
neste trabalho. O problema aqui tratado é a equagao de transporte com espalha-
mento isotropico em geometria X-Y com fronteira semi-refletiva. Assim, sao apre-
sentados a formulacao integral para o fluxo e para a corrente de particulas, além
de detalhes da implementagao computacional para o calculo de ambos. Também,
sao apresentados resultados sobre as funcoes de Bickley-Naylor que foram utilizados
como estratégia para refinar os resultados apresentados. Algoritmos utilizados em
tal problema foram otimizados e paralelizados com OpenMP e, a partir destes, resul-
tados significativos na reducao do tempo computacional foram obtidos para diversas

condicoes.
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ABSTRACT

The transport equation is a linear version of the equation formulated
in 1872 by Ludwig Boltzmann that deals with phenomena in rarefied gas dynamics.
Due to its high number of variables in phase space and its integral-differential struc-
ture, numerical simulations involving such an equation require complex and high
computational cost algorithms. Among the different approaches to overcome this
difficulty is the Nystrom Method, which was used in this work. The problem trea-
ted here is the transport equation with isotropic scattering in X-Y geometry with
semi-reflective boundary. Thus, we present the integral formulation for the scalar
flux and the particle current, as well as details of the computational implementation
for the calculation of both. Also, methods that were used as a strategy to refine the
results about the Bickley-Naylor functions are presented. Algorithms used in this
problem were optimized and parallelized with OpenMP and, from these, significant

results in the reduction of computational time were obtained for several conditions.
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1 INTRODUCAO

A equacao de transporte é uma versao linear da equacao de Boltzmann,
formulada em 1872 por Ludwig Boltzmann no contexto de fenomenos em dinamica
de gases rarefeitos [15], que modela problemas de transferéncia radiativa [19, 37] e
transporte de particulas [13, 25, 33]. Esta é uma equacgao integro-diferencial que
fornece uma descricao quantitativa da distribuicao espacial, direcional, energética e
temporal das particulas em um meio material. A incégnita desta equacao é uma
funcao distribuicao das particulas no instante de tempo, nivel de energia, ponto do
dominio e direcao e depende de sete variaveis independentes, sendo: trés espaciais,

duas direcionais, uma energética e uma temporal.

Atualmente hé diversas areas de interesse para o estudo dessa equacao,
como no transporte de néutrons em reatores nucleares [35, 36], em dreas da satude
para analises tomograficas [5, 6, 29, 31, 32|, para a avaliacdo da dosagem em tra-
tamentos radioterapicos [26, 40, 44] e na prospecgao de petréleo [8, 9, 10, 12, 42].
Juntamente com o aumento no nimero de aplicagoes e o avan¢o computacional, sur-
giram diferentes abordagens para o tratamento numérico da equacgao de transporte,

classificadas principalmente em dois ramos: probabilistica e deterministica.

Na abordagem probabilistica destacam-se os métodos de Monte Carlo
[26, 28, 45]. A principal diferenca desta abordagem estd no fato das particulas
serem tratadas individualmente, ao contrario do tratamento continuo descrito na
equacao do transporte. Isto é, cada particula é simulada desde o nascimento até a
morte, modificando sua energia a medida que se deslocam e interagem com outras
particulas [16]. Embora a eficiéncia deste método possa ser considerada superior
quando um nimero suficientemente grande de particulas é computado este requer

elevado tempo de processamento e consumo de meméria [16].



Ja na abordagem deterministica duas diferentes familias de métodos
sao citadas aqui: os métodos de ordenadas discretas e os métodos integrais. Os
métodos de ordenadas discretas consistem em discretizar a variavel angular da
equacao integro-diferencial, aproximando o termo integral da equacao através de
uma quadratura numérica e resolver o sistema de equacoes diferenciais resultante.
Neste sentido, sao levantadas duas questoes: a escolha de um conjunto de direcoes
que minimizem os erros de discretizacao e a selecao de um bom tratamento analitico
ou numérico na variavel espacial. Esses dois aspectos sao cruciais para produzir
métodos computacionalmente eficientes e, consequentemente, resultados precisos.
O sistema de equacoes diferenciais obtido depois da discretizacao angular pode ser
resolvido por diversas metodologias, por exemplo, Diamond Difference [8], Spec-
tral Green Function [22], Arbitrarily High Order Transport [12], Analytical Discrete
Ordinates [11], Finite Elemets Method [30] e Finite Volume Method [37].

Os métodos integrais consistem em resolver a equagao integral formu-
lada a partir da equacao integro-diferencial. Uma diferenga entre as duas formulagoes
é que, para o espalhamento isotrépico, a primeira tem como solucao o fluxo escalar,
enquanto a segunda tem como solucao o fluxo angular. Na pratica, isso significa
que a equacao integral precisa ser discretizada apenas na varidvel espacial, uma
vantagem importante quando o objetivo é obter precisao nos resultados numéricos.
Também, uma vez calculado o fluxo escalar com precisao, o fluxo angular pode ser
reconstruido facilmente. Algumas metodologias da familia de métodos integrais sao:

GFDy [43], SKN [4], Nystrom [7], Nystrom Produto [41].

Os métodos de ordenadas discretas sao afetados por oscilacoes nume-
ricamente espurias e nao fisicas chamadas de efeito raio [18, 34]. Em geral, essas
oscilagoes nao sao mitigadas mesmo quando a discretizacao é refinada, dificultando
o calculo de resultados numéricos precisos. Diferentemente dos métodos de orde-
nadas discretas, os métodos integrais sao conhecidos por suprimirem o efeito raio,

uma vez que nao é necessario discretizar a variavel angular. Apesar disso, esses



métodos também sao conhecidos por produzirem algoritmos complexos e com ele-
vado custo computacional. Implementacoes ingénuas nao funcionam, pois os nucleos

dos operadores integrais envolvidos possuem singularidades.

Nesse trabalho a equacgao do transporte em um meio com espalha-
mento isotrépico em geometria X-Y com fronteiras semi-refletivas foi resolvida com o
método de Nystrom. Esse método consiste em aplicar uma quadratura numérica no
operador integral e, com o devido tratamento das singularidades do ntcleo, produzir
um sistema linear algébrico com resultado. O principal objetivo deste trabalho é
dar continuidade aos trabalhos ja desenvolvidos por Azevedo el al. [7] e Sauter el al.
[41], onde o problema citado foi resolvido, mas ficaram algumas lacunas, tal como
o calculo da corrente para o caso com reflexao. Mais especificamente, esse trabalho

apresenta os seguintes avancos:

1. apresenta um estudo detalhado do artigo [41];

2. apresenta a formulagao matematica para a corrente de particulas em

condigoes similares as apresentadas em [41];

3. descreve a estrutura do algoritmo utilizado pelos autores em [41], bem

como a otimizacgao realizada nesse trabalho;

4. apresenta estudo sobre as fungoes de Bickley-Naylor de ordens um a

trés, bem como formas de otimizagao computacional destas.

Dentre os itens acima descritos, os itens (2) e (4) sd@o as principais

contribuicoes deste trabalho.

1.1 Estrutura do trabalho

Este trabalho estd dividido em seis capitulos. No primeiro capitulo,

sao apresentadas as motivagoes que levaram ao desenvolvimento da pesquisa e a re-



levancia do problema. No segundo capitulo, é apresentado o problema de transporte
de particulas, através da formulagao integro-diferencial e em seguida a formulagao
integral. Neste mesmo capitulo sao apresentadas as formulagoes integrais tanto
para o fluxo de particulas quando para a corrente nos casos sem e com reflexao da

fronteira.

O terceiro capitulo dedica-se ao estudo das fungoes de Bickley-Naylor,
sendo descrita sua definicao, remocao de singularidade e resultados referentes a
sua aproximacao. No capitulo seguinte, a metodologia numérica e a implementacao
computacional relacionada ao algoritmo para o cdlculo do fluxo escalar e da corrente

sao detalhadas.

J& no quinto capitulo sao apresentados os resultados referentes ao tempo
computacional das rotinas implementadas e a corrente de particulas para alguns
problemas. Por fim, apresenta-se as consideracoes finais com as contribuicoes deste

trabalho e as perspectivas de trabalhos futuros.



2 O PROBLEMA DE TRANSPORTE DE
PARTICULAS

2.1 Formulacao integro-diferencial do problema

O problema considerado neste trabalho é dado pela equacgao integro-
diferencial do transporte em geometria X-Y,

Os

Q- VU(x,9) + 010 (x, Q) / W 2 + Q) (2.1a)

7r
onde x = (w1, T9,23) € D xR, D =10,a] x [0,0], Q € S? é a esfera unitdria em R?,

ou seja, Q= (Q1,0,03), B+ Q2+ Q2 =1e VI(x,Q) = g—i?+ 37‘1;3. A condicao

de contorno semi-refletiva é dada por
U(x,0Q) =p(x)V(x,Q)+ (1—p(x)Bx), n-Q<0, xedD xR, (2.1b)

onde, ' = Q0 —2(n-Q)n é a reflexdo de 2 na fronteira e n é o vetor normal externo

a D. O coeficiente de reflexao p é um fungao constante por partes dada por
(

p1, sex € Ly

P2, sex € Ly
p(x) = (2.2)
p3, Se X € Lg

pPs, SeX€E Ly

\
com 0 < pq, po, p3, pa < 1. Aqui L;, 1 <1 < 4, s@o as quatro fronteiras do dominio
definidos por Ly = (x1,0), Ly = (0, 25), L3 = (x1,b) e Ly = (a,x2), para 0 < 27 < a

e 0 <uxy <.

A contribuicao da fronteira B também é definida por partes
(
Bi(z1), sex € Ly,
, seX € Lo,

(21)

s = | B2
Bs(z1), sex € Ls,

(22)

(2.3)

By(xzg), sex € Ly.



Ainda, oy e 0, sao, respectivamente, as secoes de choque macroscopica
total e de espalhamento, as quais sao aqui tratadas como constantes e Q(x) é o

termo fonte.

O primeiro termo do lado direito da equagao (2.1a) é interpretado como

a média do fluxo nas diregoes e é definido como o fluxo escalar, dado por

1
T 4r

o (x) @m@mm. (2.4)

Adicionalmente, a corrente de particulas é definida por
ﬂ@:/@@@%ﬁ (2.5)
SQ

Ao longo deste trabalho os coeficientes o, e o, serao medidos em cm™?,

U e Bem cm 2sr s @ em particulas/cm 257! e Q em cm s

A proposta desse trabalho é aplicar o método de Nystrom para resolver
o problema descrito acima. Como esse método pertence a familia de métodos inte-
grais, é necessario escrever a sua formulacao integral. Por questao de conveniéncia,
primeiro sera desenvolvida a formulacao integral para o problema nao refletivo, isto
é, quando p(x) = 0, e na sequéncia, a formulagao integral para o problema semi-

refletivo serd estabelecida.

2.2 Formulagao integral para o caso nao refletivo

Primeiramente apresenta-se o caso em que nao existe a reflexao da

fronteira de D, isto é, quando p(x) = 0. Nesse caso, a condigao de contorno (2.1b)



assume a seguinte forma:

(

\

U(x, Q) = Bi(x),
U(x, Q) = By(x),
U(x, Q) = Bs(x),
U(x,92) = Ba(x)

Y )

n-Q <0,

n-Q <0,

n-Q <0,

n-Q <0,

X€L1XR,
XGLQXR,
X€L3XR,

XEL4XR,

2.6a)
b)
c)
6d)

D

[\
D

(

(2.
(2.
(2.

onde L1, Lo, L3 e Ly sao as fronteiras do dominio D, como apresentado na Figura

2.1.

Figura 2.1: Representagao geométrica do dominio D = [0, a] x [0, b].

(0,b)

L,

(a,b)

L,

D

X

L,

yLEO,O)
X

L,

(a,0)

Para simplificar a notagao, o termo do lado direito na equagao (2.1) é

definido por

S(x) = 0.8(x) + Q(x).

(2.7)

A equagao (2.1) é resolvida pelo método das caracteristicas (ver [37]) e

o fluxo angular é calculado em termos da fonte S(x) da seguinte forma:

onde s(x,€Q) =sup {s :

s(x,Q)
U(x,Q) = ¥(x—sQ)e 7 + / S(x —rQ)e "dr
0

s>0

x —sQ e D xR}

(2.8)



Aplicando as condiges de contorno (2.6) na equagao (2.8), resulta que

s(x,Q)
U(x,Q) = Bi(x — sQ2)e 7*° +/ S(x—rQ)e ?"dr, n-Q<0, x—sQ€cL; xR, (29a)
0
s(x,Q)
U(x,Q) = Ba(x — sQ)e”7** —I—/ Sx—rQ)e dr, n-2<0, x—sQ€ Ly xR, (2.9b)
0

s(x,Q)
U(x,Q) = Bs(x — sQ2)e” 7*° +/ S(x—rQ)e ?"dr, n-Q<0, x—sQeL3xR, (29¢)
0

(x,92)
U(x,§) = By(x — sQ)e 7t —l—/ Sx—rQ)e dr, n-2<0, x—sQecLy xR (2.9d)
0

A Figura 2.2 ilustra, geometricamente, o que cada uma das equacoes
descritas acima representa para um dado x no dominio. A cor amarela representa a

equagao (2.9a), enquanto o vermelho (2.9b), o laranja (2.9¢) e o azul (2.9d).

L, p

L, L,

L,

Figura 2.2: Representagao geométrica das equagoes (2.9).

Integrando as equagoes (2.9) sobre a esfera unitdria obtém-se a seguinte

equacao:
/ U(x)dS2 = / By(x — sQ)e 7%dQ) + / By(x — sQ2)e 7%d
52 52 53
+ / Bs(x — sQ)e™7t°dQ) + / By(x — sQ)e 7*dS) (2.10)
S3 St

—l—/ / S(x —rQ)e " drdS) (2.11)
s2.Jo

onde os primeiros quatro termos representam a contribuicao da fronteira e o iltimo

termo representa a contribuicao do interior do dominio. Mais especificamente, para



cada x € D, S? representa os angulos que tocam a fronteira L; e S32, S2, S% as

fronteiras Lo, L3 e L4, respectivamente.

Multiplicando a equagéo acima por 5= e tomando S = S7+53+535+ 57,
obtém-se uma representacao para o fluxo escalar. Sendo esta equacao reescrita como

1
d(x) = yy /52 B(x —sQ)e 7%dQ + — /52/ (x —rQ)e 7" drdS (2.12)

onde B(x) é dado pela equagao (2.3).

Tomando y = x — 7}, como dS(y) = s?dQ e dy = s*drdS), é possivel

reescrever a equacgao anterior de forma que

*Utlx Y| e~ otIx—Y]
4%// 47T//8DB y) |X_y|2d8(y). (2.13)

Observe que S(y) = dldys, onde dl é o elemento de comprimento ao

longo de 0D.

Devido a simetria do problema com relagao a componente x3 pode-se
alterar o primeiro intervalo de integracao de R para (—oo,z3] e, em consequéncia,
dobrar o termo que estd sendo integrado. As Figuras 2.3a e 2.3b ilustram os inter-

valos de integracao antes e apds a alteracao, respectivamente.

Assim, o fluxo escalar pode ser escrito por

= o / / it +o / /8 ) ‘;ilxy?dS(y). (2.14)

Agora, introduzimos uma mudanga de variavel a partir do cosseno do

angulo de elevacao 7, definido por:

n = V(1 — )%+ (22 — )2 — Ix — ylo
V(@ =y + (w0 —y2) + (33 —y3)* [x Y]

(2.15)

As seguintes identidades sao calculadas:

_ 3
VI—mp= YT (73 — ys)” e dys — x — yl°dn (2.16)

3 —_— .
Cx—yl (3 —y3)[x =yl




(a) Intervalo de integragao antes da alteragao. (b) Intervalo de integragao apds alteragao.

Figura 2.3: Alteragao do intervalo de integracao da equagao (2.13).

Substituindo (2.15) e (2.16) em (2.14), para o primeiro termo do lado

direito, obtém-se que

|x— y|2
x —y[?

1/x3/5()_gtlxylddd // c dyydiyad
o Yy1ay2 y3— yirayzamn
2r J_oo Jp | |2 x—y[2 (x5 —ys)x—yl
[x—y| —
//S o y2&dyldmdn
lz3 — y3l|x — yl2

7|x yl2
/ / ——————dy1dy2dn. (2.17)
v L—n?x —yl2

J& para o segundo termo obtém-se que

e—otlx—yl Tt x—yl2 T
/ /  dldys = / / . [x~ vl dedn
oD Ix — 27 oD |X—Y| (3 —y3)[x —yl2
1 |x—Y|2 _
= —/ / B(y) x 3] ddn

27 aD Ix—yl2 |3 — ys

eyl
/ / "dedn
T o oD |X —yl2 /1192

: / / BT e, (219
= — y X—y 77. .
7 Jo Jop Ix —yl3v/1—n?
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Substituindo as equagoes (2.17) e (2.18) na equagao (2.14), resulta que

o fluxo escalar é dado por

Tt lx=yl2 1 1 Ttx—yla (s _ .
ne (y—x)-n
dyndyadn + - [ [ B(y) dedy.
2”/ / \/1* \X vl 2 Jo Jop x —y[3v/1—n?

(2.19)

A equacao (2.19) pode ser reescrita utilizando a notagao de operador,

ou seja,
P(x) = (LgS)(x) + (LpB)(x), (2.20)
onde
(LgS)( /S Vk1(x,y)dy e (LyB)(x) :/ B(y)ka(x,y)dC. (2.21)
oD
Aqui, os nucleos ki e ko sao dados por:
11 Lemntx= y|2 1 Kiy(oy|x — y|2)
ki(x,y) = — = — 2.22
1(%,y) 2 |x—yl2 Jo /1 27 X — ylo ( )
e
Ly=x)mn flge ™ 1 (y-xn
ko (x = —K1 o|x — ,
I T yE b i T oy YR
(2.23)

onde Ki; e Kiy sao a primeira e segunda funcao de Bickley-Naylor, respectivamente.

Na equac@o (2.21) é possivel observar que o termo L,S representa a
contribuicao de cada ponto do dominio D e L;B representa a contribuicao de cada
ponto de 0D, e sao chamados de contribuicao da fonte e da fronteira, respectiva-
mente. A partir das equagoes (2.22) e (2.23) observa-se que ambos os nicleos de-

pendem apenas da distancia percorrida pela particula, isto é, k1(x,y) = k1(|x — y])

e ka(x,y) = ka(|x — yl).

Na equacgao (2.21), (LyB)(x) é a integral de linha de um campo escalar,

logo, a orientagao do caminho nao interfere no sinal da integral. Portanto, pode-se

11



escrever a fun¢ao (L,B)(x) como a soma de quatro termos positivos da seguinte

forma:

KiQ(O't|X - (y17 0)|2)
|X - (yh 0)|%
b .
1 K12(0t|x - (Oa y2)|2)
+— | B
o Jy P T 0w

b— 1z /a Kiy(0¢x — (y1,0)]2)
B
o Jy B T e

b .
a— I K12(0t|x - (a7y2)|2)
B dijs. 2.24
T / A S P P (224)

(LyB)(x) = 2r /O“ By (y1) dy

dy>

+ Y1

A substituicao da equac@o (2.7) na equacao (2.20) produz uma forma

compacta para escrever a formulacao integral do problema dada pela equacao:

O = L,(0,®+ Q) + (L,B). (2.25)

Devido ao fato que ||L,05]] < 1 nos espagos L*(D) e L>(D), quando
os < 0., onde o, é 0 maior autovalor de L, em L*(D) [7], esta tltima equagao pode

ser reescrita como

®=(1-o0,Ly) " (L,Q+ LyB). (2.26)

2.3 Formulagao integral para o caso semi-refletivo

Utilizando a técnica de espelhamento juntamente com o método das
caracteristicas é possivel generalizar o problema para os caso onde a fronteira é semi-
refletiva. Assim, primeiramente apresenta-se o caso onde apenas uma das fronteiras
é semi-refletiva, e em seguida apresenta-se os casos com dois, trés e quatro fronteiras

semi-refletivas.

12



2.3.1 Espelhamento com relagao a fronteira L,

Quando apenas uma das fronteiras é semi-refletiva considera-se a condicao

de contorno como

(U(x,Q) =pV(x,Q)+ (1 —p1)Bi(x), n-Q<0, x€ L xR, (2.27a)
U(x,Q) = By(x), n-Q<0, x€ Ly xR, (2.27Db)
U(x,Q) = B;(x), n-0<0, xel3xR, (2.27¢)

L W(x,Q) = By(x), n-Q<0,xelyxR  (2.27d)

A Figura 2.4 ilustra como ocorre a reflexao para este caso e a linha
cinza representa a fronteira onde ocorre a reflexao. Sendo possivel observar que o
ponto x sofre influéncia do ponto y nao sé através da fonte, mas também através da
reflexao da fronteira Ly, a linha continua ligando tais pontos ilustra um dos possiveis
caminhos da particula y até x, j4 o ponto y’ e a linha pontilhada representam o

reflexo da particula e o caminho através da reflexao.

ps=0

D

y
p,=0 p~0
X

L [/ p#0 7
1 / |
pz: 'Iy‘ : P
1 |
Ps

Figura 2.4: Representacgao da reflexao com relagao a fronteira L, onde a F; repre-
senta o posicionamento do espelho, p; # 0,p2 = p3 = py = 0 sdo os coeficientes
de reflexdo das fronteiras L, Lo, L3 e Ly, respectivamente, X e y pontos de D e y’
reflexo de y através do espelho e as linhas conectando y e y’ a x sdo os possiveis

caminhos entre as particulas.
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Aplicando tais condig¢oes de contorno na equagao (2.8) segue que
U(x,Q) = p1Ba(x — sQ)e™ 7% + p1 B3(x — sQ)e™ 7% + p1 By(x — sQ)e 7*°
s(x,Q) (x,92)
+ p1 / S(x—rQ)e”%"dr + / S(x—rQ)e %"dr
0 0
+(1—p1)Bi(x—sQ)e 7% n-0<0, x—sQecl; xR (2.28a)
s(x,9)
U(x,Q) = Ba(x — sQ)e™ 7+ + / —rQ)e 7"dr, n-Q <0, x—sQ € Ly xR (2.28b)
0

s(x, Q)
U(x,Q) = Bs(x — sQ)e™7° + / Sx—rQ)e dr, n- Q< 0,x—sQ Ly xR (2.28¢)
0

s(x,Q)
U(x,Q) = By(x — sQ)e 7 + / —rQ)e "dr, n-Q <0, x—sQ €Ly xR (2.28d)
0

A Figura 2.5 ilustra geometricamente o que cada uma das equagoes
descritas acima representam para um dado x no dominio D. Os trés primeiros
termos da equagao (2.28a) representam as contribuigoes das fronteiras listradas L,
L} e L), as quais sao reflexos de Lo, L3 e Ly, respectivamente. O quarto termo
representa a contribuicao de todas as particulas da fonte que sao refletidas por Ly,
por exemplo, a contribuicao da particula y, representada na Figura 2.4, quando é
refletida por esta fronteira, é calculada como sendo um termo pertencente a regiao
laranja listrado, representado na Figura 2.4 como particula y’. O quinto termo
representa a contribuicao da regiao em amarelo e o sexto termo a contribuicao da
fronteira L;. As equagoes (2.28b), (2.28¢c) e (2.28d) representam as contribuigoes

das particulas das regioes e fronteiras em vermelho, laranja e azul.

14



L,

Figura 2.5: Representagdo geométrica das equagoes (2.28).

De maneira semelhante ao caso apresentado anteriormente, é possivel
estabelecer a representacao (2.20), desde que os nticleos dos operadores sejam redefi-
nidos consistentemente. Para o caso descrito nessa sec¢ao, a equacao (2.20) é vélida,

desde que L, possua o seguinte nicleo:

1 Kii(o4roo00) | 1 Kii(o47r0100)

k =+t —p— 2.2
I(X’ y) 2w 70000 * 27T'01 70100 7 ( 9)
onde
o000 = |X — (Y1, Y2) |2 (2.30a)
o100 = |X - (yla —y2)|2 (2-3Ob)

15



e a fungao (LyB)(x) seja definida por:

) Klg(O’ﬂ”lg ZL'l b K12 O't’f‘go)
LB =52 [ (=Bl =2y, + 51 [ )G gy,
2m Jo 7”10 27T 0 20
b— a K b K
+ x2/ Bs(y1) IZ(Ztrgo) — / By(y 2 Umm)d?h
2r o T30 277 0 T30
+b Kis (o1 0 K
+o1 | 22 / BS(?A)—Q( = 1))dy +_1/ B2(—Z/2)—I2<?T2O>d92
27T 0 r3 (=1) 27T b TQO
0
— Ki
+ a2 xl/ Bi(—yp) 200 0) W‘*O > (2.31)
T Job
onde
10 = |X = (y1,0)]2, (2.32a
20 = [x — (0, y2)]2, (2.32b

T40 = |X— a, Y2

(41,0)
(0, 2)
rs0 = |x = (y1,b)
(@, y2)
r3-1) = [x = (y1, =b) 2. (2.32e

No ntcleo ki, equagao (2.29), o primeiro termo representa a contri-
buicao do interior do dominio D enquanto que o segundo termo representa a contri-
buicao da reflexao do dominio D com relagao a fronteira Ly, o qual possui coeficiente

de reflexao p;.

Na funcao (L,B)(x), equagao (2.25), é possivel observar que o primeiro
termo representa a contribuicao da fronteira onde estd ocorrendo a reflexao e que
tal termo ¢é afetado negativamente pelo seu préprio coeficiente de reflexao p;. Ja os
ultimos trés termos do operador, os quais estao multiplicados por p;, representam as
contribuicoes dos reflexos, representadas pelas linhas verdes pontilhadas da Figura

2.4.

16



2.3.2 Espelhamento com relagao as fronteiras L; e Lo

Para o caso onde duas fronteiras sao semi-refletivas, pode-se tratar como

o espelhamento de uma das fronteiras do caso anterior, assim como ilustrado pela

Figura 2.6.
E,
Ps ps=0
1
y
1
P p#0 /
1
I N
| P1 /’ p,#O
| 4
P4t \ ,/’ P:
: y
T T Ps

p,=0

0.

Figura 2.6: Representacao da reflexao com relacao as fronteiras L; e Lo, onde F;
representa o posicionamento do espelho, p; # 0, pa # 0, p3 = ps = 0 os coeficientes
de reflexao das fronteiras Li, Lo, L3 e L4, respectivamente, X e y pontos de D e
y’ reflexo de y através do espelho e as linhas conectando y e y’ a x os possiveis

caminhos entre as particulas.

Aplicando as condicoes de contorno dada pelas equagoes

(V(x,Q) = p1¥(x, Q) + (1 = p1) Bi(x),
U(x, Q) = poW(x, Q) + (1 = p2) B2(x),
U(x,2) = Bs(x),

(V(x,€2) = By(x),

n-Q <0,

n-Q <0,
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n-Q <0,

n- <0,

x € L1 xR, )
x € Ly X R, )
x€LsxR,  (2.33)

)

X€L4XR,



na equagao (2.8) resulta que

U(x,Q) = p1(1 — p2)Ba(x — sQ)e™ 7% + p1 B3 (x — sQ)e™ 7t 4+ p1 B4(x — sQ)e™7*°
(x,92) (x,92)
+ p1 / S(x —rQ)e " dr + / S(x —rQ)e 7¢"dr
0 0
+ (1= p1)Bi(x — sQ2)e™ 7% + p1paBs(x — sQ)e 7t + p1paBa(x — sQ)e7+°
s(x,Q)
+ p1p2 / Sx—rQ)e "drin-Q<0,x—s €L xR, (2.34a)
0
U(x,Q) = p2(1 — p1)Bi(x — sQ2)e™ 7% + paBg(x — sQ)e”7*° + paBy(x — sQ)e™7*°
(x,92) s(x,Q)
+ p2 / S(x —rQ)e 7"dr + / S(x —rQ)e 7t"dr
0 0
+ (1 — p2)Ba(x — sQ)e™ 7% 4 pap1 B3 (x — sQ)e™7%° + p1pa By(x — sQ)e™7t°

s(x,9)
+ p1p2 / Sx—rQ)e 7dr, n-Q <0, x—sQ€LyxR, (2.34b)
0

(x,9)
U(x,Q) = Bs(x — sQ)e 7 + / Sx—rQ)e 7dr, n-Q <0, x—sQ € L3 xR, (2.34c)
0

s(x,Q)
U(x,Q) = By(x —sQ)e” 7 + / Sx—rQ)e 7dr, n-Q <0, x—sQ € Ly xR. (2.34d)
0

Integrando as equacoes anteriores sobre a esfera unitaria juntamente
com os métodos descritos anteriormente é possivel obter a representacao (2.20) para

este caso, com o seguinte nucleo ky e funcdo (L,B)(x), respectivamente:

b (x.y) = 1 (Kil(atroooo) +leil(atmmo) +p2Kil(at7’1ooo) +p1p2Kil(Utr1100)>

2m 0000 70100 71000 1100

(2.35)

onde 70000, 0100 sao dados pelas equagf)es (230) € 1000 — |X — (—yl, y2)|2 € 1100 —

Ix — (—=y1, —y2) |2
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0 )
(LpB)(x) = = -2 / (1 —Pl)Bl(yl)wd Y1+ *Pz/_ (1 —/J1)B1(—yl)%“ﬂm>dy1

27 10 2 10
KiQ(O'tTQQ) it /0 Kiz(atrzo)
— 1—p2)B —= = — 1 — p2)By(—ye) ——5—"2d
+ 27r ( p2)Ba2(y2) 7“%0 Y2 + 271_01 7b( p2)Ba(—y2) 7“30 Y2
x—i—b @ Kis(oyrs— To+b 0 Kis(oyrs—
n 22 p1/ Bs(1) (2t 3( 1))dy1+ 22 p1p2 Bg(—y1)wd1ﬂ
T 0 7"3(_1) ™ —a TS(—l)
b — T2 @ KIQ (0’{/‘30) b — T2 0 K12 (O't’l"go)
B d B3 (—y;)———-d
o /0 3(y1) 2 Y1t 9 3(—v1) -y Y1
T +a Kiy(oyr T +a 0 Kig(opry—
+ 2 / By(y2) Mdljz + 12 ,01,02/ 34(—112);7(1))6@2
Ta—1) ™ -b Ta(—1)
- K — 0 Ki
+ 2 xl/ Buy( & Utmo)d + 2 5 xlpl/ 34(—92)712(Ztr40)dy2 (2.36)
T —b T30

onde os r's sao dados pelas equagoes (2.32) juntamente com 741y = [x —(—a, y2)|o.

2.3.3 Espelhamento com relacao as fronteiras L, L, e L3
A Figura 2.7 representa o caso onde as trés fronteiras do dominio sao
semi-refletivas.

Para reflexao em trés fronteiras do dominio, considera-se as condicoes

de contorno como

(U(x,Q) =pV(x,Q)+ (1 —p1)Bi(x), n-Q<0, xel xR (2.37a)
U(x,Q) = p¥(x,Q)+ (1 —pa)Ba(x), n-Q<0, x€ Ly xR (2.37b)
U(x,Q) =p3¥(x, )+ (1 —p3)B3(x), n-Q<0, xe€lzxR (2.37¢)

| W(x, Q) = By(x), n-0<0, xel,xR  (237d)

¢ possivel escrever o nucleo do operador L, como

400 . . . .
1 . K11 gtT0040 K11 OtT0140 K11 gtT1050 K11 OtT1140
ki(x,y) = ?Z(Pl%y (:70040) + p2 (17010) + (9171040) +p1027( tT110)
™ =0 0050 0150 1050 1150
-1
1 _i [Kii(o¢roojo) Kij (o470150) _1 Kiy(o4r1050) _1 Kii(oerizjo)
t5- D (pips) j[ 5 po T T
2w 70040 70150 71040 71150

j=—c0

(2.38)
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[ R R 1
1 ] 1
1 ] 1
Pl PA 104
1 ] 1
1 P 1 1% 1
I e e — -
1 ] 1
] 1
P Pz 1 P4
L P i p#A0 | E
y D !
Py p2¢0 p4_0
s
[ 7 p#0
s P P4
//
1 y‘ ‘Ps 1 Ps 1 E2
Pl P L0,
1 ] 1
1 1 1
A T T
1 1 1
P! P! 10,
1 1 1
1 ] 1
e T T T T e T

Figura 2.7: Representacao da reflexao com relacao as fronteiras Ly, Ly e L, onde F;
e F representam os posicionamentos dos espelhos; p; # 0, p2 # 0,p3 # 0 e pg = 0 0s
coeficientes de reflexao das fronteiras L1, Lo, L3 e L4, respectivamente, x e y pontos
de D e y’ reflexo de y através do espelho e as linhas conectando y ey’ a x os
possiveis caminhos entre as particulas.

onde os r’s sao dados pelas seguintes equagoes

roojo = [X = (Y1,92 — 2b)}2,  j € Z, (2.39a)
rorjo =[x = (Y1, —y2 — 2jb) s, j € Z, (2.39b)
T0jo = |x — (—y1,y2 — 2jb)|2, j € Z, (2.39¢)
rijo = X — (=y1, —y2 — 25b)|s, J € Z. (2.39d)

Da equagao (2.38) observa-se que o primeiro somatério representa as
contribui¢oes dos dominios entre os espelhos e dos reflexos do dominio abaixo do
espelho FEjs, enquanto que o segundo somatério representa as contribuicoes dos re-
flexos acima do espelho E; da Figura 2.7. A funcédo (L, B)(x) pode ser escrito como

(LpyB)(x) = Bi(x) + Ba(x) + Bs(x) 4+ By(x), onde os B’s sdo dados pelas equagoes
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(2.40), (2.43), (2.44) e (2.45), respectivamente e os r’s sao dados pelas equagoes
(2.46).

0
— 2kb K
Bi(x) = Z M—P;klpgg' {/ (1- pl)Bl(yl)Mdyl

2m
k=—o00 0 "k

+ P2/ (1- pl)Bl<_yl)wdyll (2.40)

—a 1k
+o0
2kb —x - Kiy(oyr
+> “pr' ol / (1 _pl)Bl(yl)Md?Jl (2.41)
k=1 2w 0 le
0 Kiy(oyr
+ Pz/ (1- pl)Bl<_yl)ydy1‘| (2.42)
—a 1k
b Kis(oyr
B, (x) =5 [ Z P‘ il |/ (1 — p2)Ba(ys — QZb)Mdyg
i=—00 T30
. Kisy(oyr
+ZP| i-1 | | / (]. — pg)Bg(ZZb — y2)—2(2t 20) dyg
(2i—1)b 50
. Kis(oyr
+ Z Pt 3|/ (1 — p2)Ba(2ib — w)%dm (2.43)
i—— o0 2i—1)b 20

By(x) — Z Ty — (2k + 1)bp\1k\p\3k\4 {/ (1- pg)Bg(yl)KIZ;atrgk)dyl

2
k=—00 0 3k

s [ - ps,)Bg(—ynwdyl]

—a T3k
“+o0o
2k +1)b —x Kis(oyr
+Z : 2> 2P|1k|P!sk| {/ (1- 03)33(3/1)—2( : 3k)dy1
k=0 T 0 3k
0 Kis(oyr
+P2/ (1 - P3)B3(—y1)¥dyl} (2-44)
—a 3k
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T +a 2Z+1)b Kiy(oyra—1))
Bi(x) 127T P2 |1|P1°,/2 1(y2 — QZb)th—()d?h
Pl i(-1)
Kiy(o¢ra(—1y)
=1 i : 2(Tery(
+ Z P1 / B4(2Zb — y2>7"2—dy2
(2i-1)b 4(-1)
i Ki _
+ Z i+t "/ B4(2ib—y2)wdy2
i=—00 2i—1)b T4(—1)
o ’L+1)b K
o > ollo '/ B(un — 2it) 200 gy,
Pl 2ib Ti0
4] —1 H K12(0t7”40)
+> / By(2ib — yo) —5——dyo
Z Ps 2i—1)b rio
i1l " B4(2ib Md 2.45
+ Z P (2ib — y2) 2 Y2 (2.45)
i=—o00 (2i—1)b 40

rie = |x — (y1, 2kb)|2 (2.46a)
ror = |X — (2ka, ya)|2 (2.46b)
ok =[x~ (. 2k + D)D)l (2.460)
rar = [x — ((2k + 1)a, o) o (2.46d)

Quanto aos termos que compdem (L, B)(x), cada um deles representa a
contribuicao das reflexdes de uma das fronteiras do dominio D, ou seja, 131 representa

todas as contribuigoes das reflexdes da fronteira L; e, analogamente, para os termos

BQ, Bg (§] B4.
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2.3.4 Espelhamento com relagao as quatro fronteiras

Para a generalizacao do problema, ou seja, onde todas as fronteiras sao

refletivas, as condigoes de contorno sao dadas por

(U(x,Q) =P (x, Q)+ (1—p1)Bi1(x), n-Q<0, xel; xR
U(x,0Q) = p¥(x,Q)+ (1 —pa)Ba(x), n-Q<0, x€ Ly xR
4
U(x,Q) = p3¥(x,)+ (1 —p3)B3(x), n-Q<0, xel3xR
(U (x,Q) = pU(x, Q)+ (1 — ps)Bs(x), n-Q<0, xe Ly xR,
e a Figura 2.8 representa tal caso.
E, E,
I N ) N NS BN
1 [} 1 1
pa Pt P, P, o, P2 12
. ___p_1___| ___81___ Py Py ___P_1____:____P_1____:___
H T i i
P P24 P P P Pa : [
P i | P pAO | i P
I i D : |
p4: pz: Py p#0 X p#0 pZ: :p4
1 ) ) 1
"'E""pT"‘:'"'ﬁ,"' P L7 p#0 "'5,"":'"'51"":'"
Pyt P! Py "pz Py P 1Py
T L Rl I [ P
T Ps -E- Ps ,/p3 Ps Ps : Ps :
Pa P2 P4 # P Py Pa 1Py
1 ) 4 ) 1
S — ————— LL 1 ——————- 1o
! Py ! Pir . o Py Py : Py :
p4i pZE yp4 o Py p2: :p4
1 ) ) 1
---E----p-ﬂ----?---p-.’i--- p(i p3 p3 T p3 1:.

Figura 2.8: Representacao da reflexao com relacao as fronteiras Ly, Lo e Lz, onde E;

e F5 representam os posicionamentos dos espelhos, p1, p2, p3 € p4, todos nao nulos,

sao os coeficientes de reflexao das fronteiras Ly, Lo, L3 e L4, respectivamente, X e y

pontos de D ey’ reflexo de y através do espelho e as linhas conectando y e y’ a x

os possiveis caminhos entre as particulas.
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Neste caso o nucleo k; é dado por
400 +o0 1

~or ZZZZ p1P3) (p2pa) kpﬁpéw
" Tiljk

k=0 j=0 i=0 (=0
+oo -1
Kiy (oyrin)
_] ] k 1—i 1 1\Otlil5k
=90 ZZP p)Fpi T ph ==
k: 0 j=—o00 i=0 [=0 iljk
-1 H4oo 1
—k i 1— lKll(Utrzljk)
(p1ps) o3 F pi* iy I
T h=—oc j=0 i=0 =0 iljk
—1 —1

11
1 1 ; Kiy (o¢rik)
+ o Z Z Zzpll "ps jp P4kp% Pl : rltk =, (2.48)
. , il

onde
rooji = X = (y1 — 2ka, yo — 2jb)|o,  j.k € Z, (2.49a)
rour =[x — (y1 — 2ka, =y — 2jb)|s,  j,k € Z, (2.49b)
T'10jk = |X - (_yl - 2]{3@, Yo — 2jb)|27 ja k € Z7 (249C)
rige = X = (=y1 — 2ka, —y2 — 2j0)|2,  j,k € Z. (2.49d)
Jé& as contribuicoes da fronteira podem ser escritas como
(LyB)(x) := Bi + B2 + Bs + B (2.50)
onde
0 i .
_ ka (2i4+1)a K
Bi= ) ==l l > Pl ‘/ (1=p1)Bi(yr — 2@'@)%6@1
k=—o00 i=—00 2ia 1k
i i [ - Kia(04715)
+ Z P2 / (1= p1)B1(2ia —y1)—5——duy
i=—00 (2i—1)a "k
ia K
+ Zp' i '/ (1 - p1)Bi(2ia —y1>12(?”’“>dy1]
2i—1)a Tk
I (2i+1)a .
2kb — K
—&-227332 Il l Z oA ‘/ (1—p1)Bi(y1 — QiG)Mdm
k=1 4 i=—00 2ia "k
2ia Ki
LY A [ B ia - ) ST g,
oo (2i—1)a Tk
Ta K.
+ Zp' Il '/ (1 = p1)B1(2ia — yl)u(?rlk)dyl} , (2.51)
2i—1)a Tk
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(2i+1)b K
yKialowran) g,

0
=y T2k Z HPN
B, = 21 P 2ib (1= p2)Baly, = 2ib r3),

k=—00 i=—00

" .

. Kis(oyr
+ZPH 1 H/ (1_p2)B2(22b—y2)Mdy2
2k

2i—1)b
Kiz@twwdm]

ib
" p|z\+1 || / (1 — p2)Ba(2ib — ys) r2
E 2k

oo (2i—1)b
2ka \k| 1 \k| li| \| (2et1)b Kig(oy7or)
+Z Z P / (1= p2)Ba(y 2—22b)Td
k=1 i=—00
2ib .
. Kis(oyrop
“‘ZP‘ 1l ‘/ (1 —Pz)B2(225—y2)72(T2t : )d
2i—1)b 2k
2ib .
. Kis(oyrag
+ Z plz\+1 || / (1p2)32(22by2)2§a2t2)dy2‘| , (2.52)
(2i—1)b 2k

1=—00

1 (2i+1)a

T2 — 2k +1)b |k k-1 ‘
B S LAV AT S LGB 2=
2 3k

ia

k=—o0 i=—00

2ia Kis (oyr
Z lil+1 i \/ (1 — p3)B3(2ia — yl)de
(2i—1)a r3k

) Kis(oyr
FS A [ i — ) K2,
i=1 (2i—1)a "3k
e (2i+1)a '
%+ 1) — . Kia(owr
N (2# 1 Z plilpli \/ (1 — p3)Bs(ys — 2za)Md
- Bt 2ia "3k

k=0
Kislowrse)

0 ia
N i / (1= ps)B(2ia — y1) = 5
E : 3k

Pyt (2i—1)a
ia ) Kis(oyr
n Zp i|—1 LI/ (1 — p3)Bs(2ia — y1)2(2t3k)dy11 5
(2i—1)a "3k
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-1 (2i+1)b

By — Z z1 — (2k+ 1a \k| \k\ 1 [ Z pl‘ |\/ (1= pa)Baly 2—22b)K12(0tr4k)dy2

27 2ib 7n4k

k=—o0 1=—00

2ib .
li|—1 | | . Kig(o¢ray)
1— B4(2ib — ———d
+ E P1 / (1 — p4)B4(2ib — y2) 2 Yo

2i—1)b ak
N .
. Kis(oyrap
+ Z i o5 / (1 — pa)Ba(2ib — y2)%dy2
P (2i—1)b k
oo +00 (2i4+1)b
2k+1Da—21 1k 1k Raloire)
D AU DDA (L= pa)Ba(y2 = 2ib) = 5—dy,
Z oo 2ib Ak
vib .
) Kis(osrag
+Zp1| 1 |i \/ (1_p4)B4(21b—y2)%dy2
2i—1)b 4k
2ib i
. Kis(oyrap
N Z pm+1 Ji] / | (1 — p4)By(2ib — yz)Qiazt)dW} (254
Pl (2i—1)b Ak

onde 7;;’s sao dados por (2.46).

Observe que calculando apenas os somatorios que apresentam termos
k=0ej =0, considerando py, p3 e ps nulos, bem como 0 = 1, para o niicleo k;
e para (L,B) é possivel obter os termos descritos nas equagoes (2.29) e (2.25), ou

seja, 0s mesmos termos para o caso onde apenas a fronteira L, é refletiva.

2.4 Formulacgao integral da corrente para o caso sem

reflexao

Primeiramente apresenta-se o caso onde nao existe a reflexao na fron-

teira de D. A corrente de particulas é dada por
J(x) = / U(x, 2)QdS2, (2.55)
5'2

onde U(x, Q) é o fluxo angular e Q um vetor. Substituindo (2.8) e aplicando as

condicoes de contorno na equacgao anterior obtém-se que

x,02
_ / / QS(x — rQ)e " drdS + / QOB(x — sQ)e7dQ.  (2.56)
S2 S2

Realizando as operacoes descritas na secao 2.2, tomar y = x — 7{),

dS(y) = r2dQ, dy = r?drdQ) , fazendo a mudanga no intervalo de

Q:

Ix y\’
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integracao e substituicao de r, é possivel reescrever a equacao anterior de forma que

as componentes do vetor corrente sejam dadas por

_// Qg(y)e—fnlx—ydZJF//aDQB(y)e—Utlx—ﬂngy) (2.57a)

-/, / FEr yrz Sty lay + [ /M Nan W Bly)e o lds(y)
(2.57b)

— 2/ / —ot|x— Y|dy+2/ / y e—Ut|X—Y‘dS y),
; |x—y\3 ¥)e i y|3 B@) ®)

(2.57¢)

onde J,(x) é um escalar e representa n-ésima componente do vetor corrente, ou seja
Ji(x) representa a primeira componente do vetor corrente no ponto x, analogamente
para Jo(z) e J3(x). Novamente, definindo o cosseno do angulo de elevacao 7, como
m (2.15), pode-se reescrever os termos da equagao (2.57¢) de forma que o primeiro

termo do lado direito seja dado por

/ / ) —0'1 dy _ 2/ / ) _gt@ |X - y|3dy1dy2d77
D |X—Y|3 D |X—Y|3 (3 —y3)[x —yl2

(2.58a)
= 2/ / S(y)e™ "5 dyrdydn
373 — Y3 |X - YI2
(2.58D)
—os b‘*iylz | |
e X —
_ 2/ / yndyldygdn
(x3 —y3 |X—Y|2 x=yln
(2.58c¢)
—oy [x—yl2
n
- 2/ / —yn)e Tayrdyodn  (2.584)
|X -vyl3
[x— y|2
S)(@n —yn) [T me ™
_ 9 / dndy:dys  (2.58¢
b Ix=yB o Ji-p .
2S x - Yn .
:/ 250 @n — ) i) (g x — ylo)dyadys  (2.58E)
D Ix —yl3
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e o segundo termo por

oy |x—yl2
/ / Je=ebylgs (y —2/ / yle T |x—ylPdedy
8D |X*Y|3 oD \X 3>’|‘3 (r3 —y3)[x — yl2
(2.59a)
—o: \X—Y\Q
_2// y)e x — .VIndMn
op (3 —y3 \X—Y|2 Ix —yln
(2.59b)
—o: |x—¥l2
_ 2/ (27 — yn)B(Y) ! ne nx Y|77d dar
oD x —yl3 0o 1-—n? x —yl
(2.59¢)
:2/ (2n IX—yI/1 e dnde
8D |X - Y|2
(2.59d)
Tn — Yn)B X — .
:2/ ( Yn) (yz)))l y'K13(0t|x—y|2)d€
8D |X - Y|2
(2.59€)

= ‘/aD WKi3(O’t|X—y2)(y_x)_nd€
(2.59f)

onde Kijz é a terceira funcao de Bickley-Naylor.

Utilizando a notagao de operador podemos reescrever J,(z) de forma
que

Jn(z) = (J,59)(x) + (JpB)(x), (2.60)

onde
1S = [ kaS@ay e (BB = [ kpBac (00

e os nucleos sao dados por

2(Ty, — Yn) . 2(x,,
kjp = T){_—}%)Klg(aﬁx —¥yl2) e kja= ﬁKlg(OﬂX —yl)(y —x) - n.

(2.62)
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Por fim, como S(x) = 0,®(x) + Q(x), a corrente é dada por

Ju(x) = (J,8)(%) + (J,B)(x) (2.63a)
= (Jy(0.® + Q)(x) + (J,B)(x) (2.63b)
= (Jy0:2)(x) + (J,Q)(x) + (S B)(x), (2.63¢)

onde fluxo escalar ® é calculado conforme descrito na se¢ao 2.2 e a funcao (J,B)(x)

na fronteira de D pode ser escrita como

(JyB)(x) = 22y /0 Bi(y) (@ — yn’)ff((o;fcoig(yl, 0)]2)

’ (@0 — yn)Kiz(or[x — (0, 92)]2)
+ 2z / B L AL d d
1 . 2(@/2) ‘X _ (O,yQ)‘g Y2

dy:

+2(b— x5) /Oa Bs(y1) (2 — ynﬁfﬁ)({szi%(yh b)|2)dy1
+ 2(@ - Il) /0 B4(y2) (In _ ynﬁflj(g|z2ig(aa y2)|2)dy2. (264)

2.5 Formulacgao integral da corrente para o caso com

reflexao

Primeiramente apresenta-se o calculo da corrente para o caso com re-
flexao em apenas uma fronteira e em seguida apresenta-se o caso com reflexao nas

quatro fronteira do dominio.

2.5.1 Corrente com espelhamento em relagao a fronteira [,

Analogamente ao apresentado na secao 2.3, toma-se a condi¢ao de con-

torno como dado pelas equagoes (2.27). A partir destas a corrente pode ser escrita
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Cco1mo

J(x) = p (/ By(x — sQ2)e”7*QdQ) + / Bs(x — s2)e” 7" QdS2
52 g

2
(x,2)
/ By(x — sQ)e 7 QdS) —|—/ / S(x —rQ)e " QdrdS
52 S2

5(x,Q)
+ / (1 = p1)Bi(x — sQ)e 7QdQ + / / S(x —rQ)e 7" QdrdQ
52 52
+ / By(x — sQ)e 7*QdQ) + / Bs(x — sQ)e™7*QdS)
52 52

+/ By(x — s2)e™7*QdSQ. (2.65)
S2

Alterando os intervalos de integracao, segue que

—p1(// Bg —a,\x y\( // —o,\x y\ yn) dy
oD |X yl \X yl2 oD Ix—yl x —y|?
- — ( . | —Yn) dy
+//B e~ otlx=yl S o¢|x—y
o o P = y| |x y\? = y| =3P
o3 _ —Yn) dy
1 / B orlx—y] (Zn //S orlx—y| (&
) [ )5 |x—y| r— Py —
/ / B2 —oi|x—y]| ( yn / Bg —at|x vyl ( ) dy
Ix -yl |X yP oD |X*Y\ Ix —y|?
/ / Ba(y)e—otx—y (Tn = 9n) _dy (2.66)
oD Ix — Y| Ix —y[?
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Assim como feito anteriormente, é possivel reescrever cada um dos ter-

mos, logo
_ (20 — ) ) |
509 = ([ 5 (ol - vy %) at
Jr/ Bs(y) (| |3)K13(0t|x yl2)(y —x) -n df
+/ Bu(y) (| |3)K13(Ut|x—y| Wy —x)-ndl
+ [ s 2 (o~ yla)dine
+upn[;3aw“erKMmm Y1)y — %) de

2(x,
+/ S(Y>¥K12 (ot|x — yl2)dy1dya
D Ix — |2

+/.&wﬁxpkmwxym< —x)n e

oD

[ B M Kiodx - vl -0 n e
8D |x |

-l-/ B4(y)%K13(Ut|x yl2)(y —x) -n d¢. (2.67)
8D Ix -yl

Utilizando a notacao de operador, pode-se escrever .J,, como

In(x) = (Jy0:@)(x) + (J,Q)(x) + (/1 B)(x), (2.68)

onde o nicleo de J, e funcao (J,B), para este caso, sdo

2(x Yn 2(x, — )
kjl = ¥K12(0’tr0000) + P1 ( )KIZ(Utr()lOO) (269)
6000 2100
€
a n— " K.
(JbB)(x) — (1 _ p1)21‘2/ B1(y1) (17 Y 23 IS(Gt’I"lO)dyl
0 10
0 n — Yn)Ki e n — Yn)Ki (.
+p (23”1/ Ba(~y )(x ¥ )3 13((%1”20)6151/2 + 2(xs + b)/ Bs(y1) En —y )3 Iy (0vra( 1))dy1
20 0 "3(-1)
— y,)Ki b K
2(a — x / Ba(—1p) Y )3 13(UtT40)dy2) +2x1/ Bg(yz)(x‘ Y )3 13(@7«20)@2
T40 0 T30

) Kisg (opr b Ty — Yn ) Kiz(opr
+2(b—$2)/ B3(yl)( Y )3 (01 30)dy1+2(a—$1)/ B4(y2)( Y )3 (01 4O)dy2
0 T30 0 T40

onde os 7’s sao dados por (2.30) e (2.32).
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2.5.2 Corrente com espelhamento em relagcao as quatro fronteiras

Generalizado a corrente para o caso onde todas as fronteira sao refleti-
vas, obtém-se novamente uma representagao via operador bem como em (2.68), neste

caso o nucleo kj; e a fungdo (J,B) = Bj1 + Bj2 + Bjs + B,s sdo, respectivamente,

N j ki 1 (@ — yn)Kia(ovriyn)
kjn(x,y) = QZZZZ(P1P3) (p204)" P12 2
k=0 j=0 i=0 [=0 Tiljk
S AN B —1—j —j ko1—i g (@ — yn)Kiz(orin)
Yy zzm 09 papa)ol Lm0

o Tiljk

1 .
( Tn — yn)K12(U Ti k)
+2 E E § (prp3) 3 o3 0t oy~ T

k=—o00 j=0 i=0 (=0 Titjk
1 -1 1 1 ,
—1-k —k 1—i 1— l( yn)K12(UtTi1jk)
+2 ) ) oy s oy okl ) .
k=—o00 j=—o00 i=0 1=0 iljk
(2.70)
e
2 (2i+1)a Kisz (o
Bii= D7 2ws—2k0)py py’ [ > sl H/ (1= 1) @ — ) Br (31 — 2ia) 22771 g,
k=—o00 i=—00 2ia "1k
ia . Kis(or
S I
oo 2i—1)a ™k
Zia Kis(or
+Zp2‘ ! "/ (1= 1) — o) By (2 — ) 2278 g,
(2i—1)a "k
(2i+1)a Ki
plHI=1 lH il il . Kiz(o¢rig)
+ Z 2(2kb — a9 L_Z_:OOP /zm (1= p1)(xn — yn)Bi(yr — 22a)Tdy1
ta ) Kis(oyr
+ Z pl il+1 i I/ (1 - p1)(@n —yn)B1(2za—y1)Mdy1
i=—o00 2i—1)a le
ta . Kis(or
+Zp" [ <1—p1>(xn—yn>Bl<2m—y1>Wdy1]7 0.1
(2i—1)a 1k
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0

Bio= 3 20a1 — 2ka)ol ol l Sk /(Ml)b(l — p3)(@n — yo) Ba(ys — 2i ,,)Mdm

k=00 i=—00 T2k

2ib .
) Kig(oyr

+Zp\| 1 H/ (1—pg)(xn—yn)Bz(sz—m)MdyQ
2i—1)b T3k

ib .
. Kis(oyr
+ Z PlZH_l 4] / (1 — p2)(xn — yn)BQ(2’Lb — yQ)WdZJQ]

i=—00 (2i—-1)b 2k

= (2i+1)b K
3202k = eyl l S A [ g = ) Baloe — 200252

i=—00 2k
-1 i 2 . Kis(ovrak)
+Zp Py (1= p2)(zn — yn) Ba(2ib — o) — 3" dys
(2i—1)b Tok
2ib .

. Kis (o7

b3 il / <1p2><xnyn>Bg<2zby2>3(;2’“)dy2], (2.72)
= oo (2i—1)b Tk

S I 11 il il G0 Kig(or31)
Bis= Y 2(es— (2k+1)b > ol [ (= po) o — o) Balos — 2i0) =2 5y,
k=—o0 i=—oo 2ia T3k

2ia

. Kis(oyr
+ Z p‘ i|+1 | ‘ / (1 — p3)([ljn — yn)Bg(QZa _ yl)Mdyl
i=—00 (2i—1)a T3k

. Kis(or
+Zp" ! "/ (1—ps)(mn—yn)B:z,(zm—yl)Mdyl

(2i—1)a 3k
(zl“)a Kis(o¢r3k)
+ ((2k + 1)b — z2)plf plF! plilplil / — p8) (2 — yn) Bs(ys — 2ia)—3\TtT3) g,
Z z_z_:oo 2ia ’I”gk
2ua . Kis(oyr
i=—o00 (2i—1)a T3k
o . Kis(oyr
+ Zp2| ' L‘ / (1 - p3)(mn - yn>B3(2@af - y1)3(3t?’k)dy1] , (273)
(2i—1)a T3k
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—1 (2i+1)b

Bjs = Z 2(x; — (2k + 1a Ikl \kl 1[ Zp\ il i V (1= pa)(xp, — yn)Baly2 — le)wdm

k=—o00 i=—00 4k

2ib .
. Kis(o¢r
+Zp|\ 1 \I/ (1—,04)($n—yn)B4(225—y2)Mdy2

2i—1)b 4k
ib .
) Kis(oyr
I Z li[+1 i I/ (1= pa)(2p — yn)Ba(2ib — y2)3(3t4k)dy2]
i=—o00 (2i-1)b Tak
(2i+1)b K
_|_Z 2k_|_ 1 | | ‘kl [ Z p‘ il i |/ 1_ p4)( _ yn)B4( Yo — 2’Lb) 13510't7"4k)dy2
i=—00 4k
2ib .
. Kisg(oyr
+Zp' ) / (1= o) = ) Ba(2ib ) 208 g,
21— 1)b T4k
2ib .
) Kis(oyr
b3 / (1p4><xnyn>B4(2zby2)3(;‘“f)dy21 (2.74)
i=—o0 (2i=1)b Tak

onde os ’s sao dados por (2.46) e (2.49).
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3 FUNCOES DE BICKLEY-NAYLOR

3.1 Definicoes e computacao das fungoes de Bickley-Naylor

O problema de transferéncia de calor vem sendo estudado desde o século
XVIII, quando, em 1701, Isaac Newton publicou anonimamente o artigo Scala Grad-
dum Caloris [20]. Em 1935, Wiliam Gee Bickley [23, 24], ao estudar esse problema,

obteve a funcao de Bessel modificada de segunda ordem [2] dada por

Ko(z) :/ cos(x sinh(t))dt (3.1)
0
e desenvolveu uma relacao de recorréncia para calcular sucessivas integracoes de
Ko(z), dadas por
Kio = Ko(l') (32&)
Ki, (z) :/ Ki,_1(t)dt, (3.2b)

as quais posteriormente foram nomeadas de fungoes de Bickley-Naylor de ordem n.

Atualmente, as funcgoes tém sido aplicadas em areas como transporte
térmico [3] e transporte de particulas [17] e podem ser aproximadas de varias formas,
tais como por polinomios de Chebychev [21] e expressoes polinomiais [39]. A Figura

3.1 apresenta as funcoes de Bickley-Naylor para n de um a sete.

Além da formulagao dada pela recorréncia da equagao (3.2), as fungoes
de Bickley-Naylor podem ser expressas de diferentes formas, como descrito por Altag

[3], Bickley [23] e Bickley e Naylor [24].

Uma forma equivalente para definir as fungoes das equagdes (3.2) é dada

por

Ki, (r) = /1 h tne—dt. (3.3)
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Figura 3.1: Funcgoes de Bickley-Naylor paran=1an=7

Tomando x = 1/ten = 1,2 e 3, tém-se as seguintes representagoes para
as funcoes Bickley-Naylor de primeira, segunda e terceira ordem, respectivamente:

1

Kiy(r) = m (3.4)

1 e —r/z
Kiy(r) = m (3.5)

¢ 1 r2e~ 7"/:1;
Kis(r) = (3.6)

\/1—1‘2

Além das representacoes integrais para as equagoes (3.4), (3.5) e (3.6),

Altag [3] descreve as expansoes em séries dadas, respectivamente, por:

ki) =57 [t (5] 3 s a7)

2 (k1)2(2k + 1
R (7’/2 > 7’/2 V*H(k+1)
r; (KD2(2k + 1) T}; 22k +1)  (38)

Ki2<r>=1—gr—%[7+ ( >]Zk' k+r1/2 )2k + 1)

2 & 4k:+3r22k r? o= (r/2)%*H(k+1
Z( )(r/2) Zk'/) )

[(k+ DN2k + 1)) (k+ 112k +1)’ (3:9)
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_ s mr? - r/2
K13(r):Z—r+T—|—r [’y—i—ln( )]ZO 2k:—|—3
r?’i r/22k+3 (H(k+1)— H2k+ 1)+ H2k +4)),  (3.10)

onde H(k+1)=1+1 43+ + + ¢ v é constante de Euler-Mascheroni.

Os integrandos das equagoes (3.4), (3.5) e (3.6) sdo singulares quando

x = 1, pois seus denominadores tornam-se iguais a 0 e seu numerador igual a e™".

Tal singularidade pode gerar ruidos quando se busca uma aproximagao precisa para
tais funcoes. Assim, visando a melhor aproximacao para as funcoes, bem como uma
melhora na eficiéncia computacional, a seguir sao apresentadas alternativas para

minimizar os efeitos numericamente espurios.

Uma estratégia classica para remover essa singularidade é escrever

Kiy (r d:v +e " (3.11)

Assim, a segunda integral pode ser integrada analiticamente e a pri-
e_TT e

. / . — T
meira é melhor comportada quando x tende a 1, visto que Jis.r converge para

- =_r —r
e ez —e "

’ _ . T 2’
zero. Porém, quando x = 0 o integrando iz ¢ melhor comportado que Vit

pois o segundo pode ser influenciado com o cancelamento catastréfico advindo dos
erros de arredondamento. Portanto, antes de aplicar a técnica descrita na equacao

(3.11), o intervalo é separado em duas partes, como segue:

1-6  _=r 1 =r
€z € x
Kiy(r) = ——dz + ——dux, 3.12
0= | e [ (3.12)
onde 0 = . A técnica descrita na equagao (3.11) é aplicada na segunda integral

da equagao (3.12) para obter

1 —=r _ 1

ez —e " 1
Kiy ( d:v+/ —da:—l—e_r/ —dx. 3.13
1 / Vel v v
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O tratamento do dltimo termo da equagao (3.13) é feito analiticamente.

Logo,

1 —r _
dx + S <g — arcsin(1 — 5)) . (3.14)

1-5 ,=r C—
Kii(r) = —_—
1(> /0 \/1—1’2 1—6 \/1—1’2

De modo a verificar se tal alteragao apresenta uma melhora na eficiéncia
computacional para o calculo da funcao, foi implementado algoritmo em C++, sendo
as integrais resolvidas com as rotinas da biblioteca cientifica GNU [27]. Para o
calculo das integrais foi utilizada a funcao gsl_integration_qgags, a qual aplica a regra
de integracao de 21 pontos de Gauss-Kronrod adaptativamente até que a tolerancia

seja obtida.

Tal algoritmo realiza o cdlculo de Ki; através das equagoes (3.4) e (3.14)
com diferentes tolerancias e compara com resultados obtidos pela equagao (3.14) com
tolerancia de 107!, os quais foram tomados como valores referéncia da funcao. O

pseudocodigo é descrito abaixo.
1. Particiona o intervalo [O, 6\/5] em 100000 subintervalos de igual com-
primento.

2. Calcula os valores referéncia de Ki; em cada extremo dos subintervalos

do item 1.

3. Calcula Ki; através das equagoes (3.4) e (3.14) em cada extremo dos

intervalos, mas com diferentes tolerancias.

4. Calcula o maior erro relativo entre os valores calculados anteriormente
e os valores de referéncia para cada uma das funcoes, para as diferentes

tolerancias.
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A Tabela 3.1 apresenta os maiores erros relativos obtidos entre cada
umas das equagoes e o valor referéncia para a fungao Ki; para diferentes tolerancias.

Bem como o tempo computacional gasto para calcular todos os 300 mil pontos.

Tabela 3.1: Maior erro relativo na comparacao entre as diferentes representacoes e
o valor referéncia para Bickley-Naylor de primeira ordem em diferentes tolerancias.

Tolerancia Ki; Equacao (3.4) Ki; Equacao (3.14) Tempo total (s)

le-1 4.02879e-02 4.64584e-05 6,501
le-2 4.02879e-02 4.64584e-05 6,675
le-3 4.02879e-02 4.63843¢-05 6,836
le-4 2.84792e-02 2.43972e-06 7,122
le-5 3.13473e-06 2.43972e-06 7,311
le-6 6.32346e-07 2.43972e-06 7,596
le-7 6.59473e-08 8.62490e-07 7,961
le-8 1.15506e-08 1.07801e-07 8,218
le-9 4.37866¢-09 4.09476e-11 8,334
le-10 3.05244e-10 3.10661e-11 8,442
le-11 3.99688e-11 3.09351e-11 8,673

Pode-se observar na tabela que para a grande maioria das tolerancias
a equagao (3.14) apresenta menor erro relativo que a equagao (3.4). Também é
possivel ver que mesmo utilizando baixa tolerancia a equagao (3.14) apresenta uma
aproximacao muito melhor para o valor referéncia. Quando exige-se uma tolerancia
alta, como 107!, ambas equacoes produzem resultados da mesma ordem, porém a
segunda representacao ¢ obtida com um menor custo computacional, visto que as

integrais envolvidas sao numericamente melhor comportadas.

Analogamente ao feito para a Bickley-Naylor de primeira ordem, pode-
se manipular a equagao da Bickley-Naylor de segunda ordem de forma a remover sua
singularidade. Logo, primeiramente, separa-se o intervalo de integracao da equagao

(3.5) e em seguida soma-se e subtrai-se xe™".

Matematicamente tem-se que
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i *r/x 120 pe-r/e d n Voge /" 4 xemm — xe””d
i x x
g V1- 5102 o VI V1—x?

(3.15a)
fr/ac 1 Te —r/r __ Te

—dz + dx—i—e / dr (3.15b
\/1—332 1—-§ \/1—.2132 \/ ( )

1-6 —r/x 1 —r/x __ -

xe re ze
d:c—i— ———dx + e "\/—(0 —2)0 3.15¢
/  iw omH B
onde § = 1+r‘

De forma a comparar computacionalmente as equagoes (3.5) e (3.15¢),

foi implementado algoritmo tal qual o caso anterior. A Tabela 3.2 apresenta a
comparacao das equagoes conforme é alterada a tolerancia da funcao, bem como

descrito no pseudocddigo e o tempo total gasto.

Tabela 3.2: Maior erro relativo na comparacao entre as diferentes representacoes e
o valor referéncia para Bickley-Naylor de segunda ordem em diferentes tolerancias.

Tolerancia Kiy Equagao (3.5) Kiy Equagao (3.15¢) Tempo total (s)

le-1 4.22127e-02 2.55625e-06 5,783
le-2 4.22127¢e-02 2.55625¢-06 9,951
le-3 4.22127e-02 2.55625¢-06 6,107
le-4 2.98387e-02 2.55625¢-06 6,360
le-5 3.74768e-06 2.55625e-06 6,563
le-6 1.68741e-07 2.55625e-06 6,878
le-7 9.05634e-08 9.03658e-07 7,183
le-8 2.23627e-08 1.12944e-07 7,424
le-9 2.11619e-08 8.51206e-11 7,492
le-10 2.11619e-08 6.06947¢e-12 7,601
le-11 2.11609e-08 1.33825e-12 7,869

Novamente para a grande maioria das tolerancias estudadas a equagao
modificada apresenta menor erro do que a formulacgao inicial, bem como que para
pequenas tolerancias esta ja apresenta erros da ordem de 1075, Observa-se também
que para as trés ultimas tolerancias calculadas o erro relativo pela equacao (3.5)
manteve-se praticamente estavel, enquanto que para a equagao (3.15¢) o erro dimi-

nuiu.
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Aplicando os mesmos procedimentos para Kis, equacao (3.6), separando

a integral e removendo a singularidade, somando e subtraindo z%e~

crever a fungao como

", pode-se rees-

arcsin(1 — 0)

2

e r/x 4 +/1 e r/x +IE2€ r _x2€—7"d
X i

1 — 22 1—s Va7
(3.16)

2e r/x — p2e7T 1 72
dx +e™" —dz (3.17
V1— a2 1-5 V1 — 22 (3:17)

xQe—r

) (3.18)

De forma a comparar computacionalmente as Equagoes (3.6) e (3.18),

foi implementado algoritmo tal qual o caso anterior.

A Tabela 3.3 apresenta a

comparacao das equagoes conforme é alterada a tolerancia da funcao, bem como

descrito no pseudocddigo anteriormente e o tempo total.

Tabela 3.3: Maior erro relativo na comparacao entre as diferentes representacoes e
o valor referéncia para Bickley-Naylor de terceira ordem em diferentes tolerancias.

Tolerancia Kisz Equacao (3.6)

Kiz Equacao (3.18)

Tempo total (s)

le-1
le-2
le-3
le-4
le-5
le-6
le-7
le-8
le-9
le-10
le-11

4.40694e-02
4.40694e-02
4.40694e-02
4.40694e-02
9.94825e-09
9.94825¢-09
9.94825e-09
7.85791e-10
2.00904e-10
1.95429¢-10
1.95056e-10

2.66865¢-06
2.66865¢-06
2.66865e-06
2.66865¢-06
2.66865¢-06
2.66865¢-06
9.43363e-07
1.17904e-07
4.22314e-12
3.07427e-12
1.74171e-12

6,370
6,540
6,758
6,966
7,170
7,457
7,765
7,978
8,077
8,200
8,555
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Na tabela observa-se que na grande maioria das tolerancias a equagao
(3.18) apresenta um erro relativo menor que (3.6), entretanto, para tolerancias na
faixa de 107> a 1078, esta tltima apresenta erro bem inferior ao apresentado pela

primeira.

Com base nos resultados apresentados, pode-se concluir que em geral
as fungoes modificadas apresentam menor erro relativo que as fungoes originais,
principalmente quando a tolerancia nao estd na faixa entre 107> a 107, quando
nesta faixa a fungao original tende a ter menor erro. Observou-se também que para
a menor tolerancia estudada, 107!, a funcao modificada apresenta erro da ordem de
107% e quando esta estd na faixa de 107! erro é da ordem 107'2, o qual é préximo

ao épsilon de maquina.

3.2 Interpolacoes das funcoes de Bickley-Naylor

Conforme descrito nos capitulos anteriores, todos os nicleos sao de-
pendentes das fungoes de Bickley-Naylor, assim, estas serao calculadas centenas de
milhares de vezes. Por isso, uma estratégia é tabelar as fungoes para uma ma-
lha refinada e, assim, fazer apenas a busca de valores em vez de um novo calculo.
Entretanto, as funcgoes serao integradas por rotinas auto adaptativas, sendo dificil
prover uma malha que contemple todos os pontos necessarios, assim, uma forma de

contornar tal problema é com o uso de interpolagoes.

Visando estudar o erro gerado pela interpolacao polinomial, bem como,
desenvolver estratégias para atenuar os erros, primeiramente observa-se que as trés
representagoes por séries dadas nas equagao (3.7), (3.9) e (3.10) apresentam sin-
gularidade quando r = 0, o que acaba por dificultar as aproximagoes numéricas.
Assim, [2] sugere que seja feita a subtracao ou soma do termo que gera a singulari-
dade ao calcular os nés de interpolagao e a soma ou subtracao deste apos realizar a

interpolagao para cada um dos valores que se deseja entre os nés.
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Sendo assim, de forma a verificar se tais mudancas produzem uma me-
lhora computacional, foi implementado algoritmo em C++ com o uso da biblioteca
cientifica GNU [27] o qual realiza o cdlculo das fungoes de Bickley-Naylor para as
trés ordens utilizando a funcao gsl_integration_qags com tolerancia de 1071 e utili-
zando as formulagoes dadas pelas equagoes (3.14), (3.15¢) e (3.18). Assim, para a
Bickley-Naylor de primeira ordem, deve-se subtrair yIn(y) antes de efetuar a inter-
polagao e somar apds esta, para a de segunda ordem deve-se somar 32 In(y) e para

a terceira ordem subtrair y3In(y). O pseudocédigo da implementacao é:

1. Particiona o intervalo [0, L] em N subintervalos de igual comprimento.

2. Calcula Bickley-Naylor em cada extremo dos intervalos para cada uma

das ordens.

3. Subtrai ou soma o termo descrito anteriormente em cada uma das ima-

gens dos valores calculados no item 2.

4. Calcula os coeficientes de P; e P, os quais sao os polinémios de primeiro

e segundo grau da interpolagao para cada um dos subintervalos.

5. Dado ponto y, calcula P;(y) e P»(y) nos polinomios cujos pontos de
criagao sao os extremos do intervalo que o contém e calcula o valor

referéncia via funcao gsl citada anteriormente.

6. Soma o oposto do efetuado no item 3. a cada um dos extremos dos

intervalos.

7. Calcula o erro relativo entre os valores obtidos no item anterior e o valor

de referéncia.

O intervalo escolhido foi [0, 10], pois para valores maiores que 10, as

fungoes e o erro tornam-se suficientemente préximos de 0. Devido a maioria dos
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problemas aqui apresentados possuirem dominio com diagonais multiplas de v/2, os

valores de y foram escolhidos como multiplos e submiiltiplos deste.

As Tabelas 3.4 e 3.5 apresentam os resultados gerados pelo algoritmo
para diferentes nimeros de subintervalos para cédigos sem e com a soma e subtragao

de yIn(y) para a fun¢ao de primeira ordem.

Em ambas tabelas foi possivel observar que quando se compara o grau
dos polinomios de interpolagao, na grande maioria dos resultados, polinomios de
segundo grau apresentam um erro relativo menor que polinomios de primeiro grau.
Além disso, observa-se que quanto mais proximo de zero, menor a diferenca entre
ambos, logo, para valores proximos a zero, uma aproximacao linear pode ser mais
eficiente devido ao custo computacional para calcular os coeficientes do polinémio

de segundo grau.

Os valores em negrito representam os menores valores quando se com-
para elemento a elemento das Tabelas 3.4 e 3.5. E possivel observar que para valores
de y maiores ou iguais a 1.5v/2, para polinémio de segundo grau, e 0.5v/2, para po-
linémio do primeiro grau, subtrair yIn(y) acaba por interferir negativamente na
aproximacao, o que pode ser observado nos valores em negrito na Tabela 3.5. En-
quanto que para valores menores que estes, a subtracao ocasiona a melhora da
aproximacao, ou seja, esta possibilita a reducao do erro relativo, o que pode ser

observado nos valores em negrito na Tabela 3.4.

Sendo assim, uma alternativa eficiente para a aproximacao de Ki; é re-
alizar a interpolagdo por polinémio do segundo grau e subtrair yIn(y) para valores
menores ou iguais a 1.5\/5, enquanto que para valores maiores que este é reco-
mendado nao realizar operacao. Quanto a escolha do N, este depende da precisao
exigida, para valores maiores que os aqui apresentados o erro torna-se proximo do

épsilon de maquina.
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As Tabelas 3.6 e 3.7 apresentam os resultados para Ki, gerados pelo
algoritmo sem e com a soma de y? In(y), respectivamente. Analisando as tabelas, no-
vamente observa-se que, na grande maioria dos resultados, os polinomios de segundo
grau obtiveram resultados melhores que polinomios de primeiro grau. Entretanto,
diferentemente de Ki;, que quando valores estao préximos de 0 a discrepancia en-
tre a aproximagao linear e a quadrética é pequena, aqui a diferenca entre ambos é
significativa, principalmente quando se aumenta o nimero de nés. Vide Tabela 3.7
quando N = 100000 e y = 0,0000025v/2, em que a diferenca entre a aproximacao

linear e quadratica é aproximadamente seis casas decimais.

Os valores em negrito representam o menor erro relativo comparando
elemento a elemento das Tabelas 3.6 e 3.7. E possivel observar que a soma do
logaritmo apresenta erros menores para valores menores ou iguais a 0,5v2, para
aproximacao quadrética, e 0,05v/2, para aproximacao linear, destacado pelos valores
em negrito na Tabela 3.7. Ja para valores maiores que estes, nao somar o logaritmo

apresenta melhores resultados, vide valores em negrito na Tabela 3.6.

Portanto, uma aproximacao eficiente para Kis é realizar a interpolagao
por polinomio quadréatico juntamente com a soma do logaritmo para valores menores

ou iguais a 0, 5v/2 e apenas a interpolacéo polinomial para valores maiores que este.

Os resultados para Kiz sao apresentados nas Tabelas 3.8 e 3.9. Diferen-
temente das outras ordens discutidas, para a funcao de terceira ordem a realizacao
da operacao de subtracao de y*In(y) demonstrou-se ser extremamente ineficiente,
visto que poucos valores apresentaram menor erro do que quando nao ¢ realizada a
operacao. Os valores em negrito na Tabela 3.9, representam os valores onde o erro
relativo foi menor que o apresentado para o codigo sem a realizacao da subtragao.
Assim sendo, para a funcao de terceira ordem a melhor aproximacao é feita sem a
subtragao, quando o nimero de intervalos é maior que 100, quando menor ou igual

a este a subtracao é mais efetiva.
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4 METODOLOGIA E IMPLEMENTACAO
COMPUTACIONAL

Este capitulo destina-se a apresentar a metodologia numérica bem como
os aspectos da implementagao computacional que foram utilizados no desenvolvi-
mento deste trabalho. A discretizacao do problema sera desenvolvida a partir da
formulagao integral apresentada na secao 2.1. Mas especificamente, sera considerada

a formulacao integral da equacao (2.25), isto é,
D(x) = 05(Ly®)(x) = (Ly@)(x) + (LpB)(x), (4.1)

onde os operadores L, e L sao dados na equacao (2.21).

4.1 Metodologia Numérica

A metodologia utilizada é, em sua esséncia, uma combinacao do método
de Nystrom com um processo iterativo construido a partir da série de Neumann. Pri-
meiramente, observa-se que embora os operadores Ly e Ly, apresentados nas equacoes
(2.21) estejam matematicamente bem definidos, estes possuem singularidades em
seus nicleos quando x =y (veja equagao (2.22) e (2.23)). Na prética, os niicleos
k1 e ko nao estao definidos na diagonal x = y, mas isso nao impede da integral
estabelecida por L, convergir. Porém, se a discretizacao passar perto de x =y,
os coeficientes das matrizes ficam arbitrariamente grandes, provocando instabilida-
des numéricas. Logo, tendo em vista a obtencao de melhores resultados numéricos,

faz-se necessario o tratamento dessas singularidades antes da discretizacgao.

A singularidade do primeiro operador pode-se ser removida utilizando

a seguinte estratégia

(LgS)(x) = /D [S(y) = S(x)] k1(x,y) dy + S(x) /D ki(x,y)dy. (4.2)
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Essa técnica foi utilizada tendo em vista que S(x) envolve a solu¢ao do
problema e, portanto, é desconhecido. Assim, o primeiro termo do lado direito de
(4.2) fica numericamente melhor comportado, visto que S(y) — S(x) = 0 quando
x =y. O segundo termo continua numericamente mal comportado, porém a parte

singular desse termo pode ser integrada analiticamente.

J& para o Ly, faz-se necessaria outra estratégia, visto que tal operador
atua na fronteira de D e esta singularidade difere-se da apresentada pelo operador
L,. Como todos os seus membros sao conhecidos, é possivel dar um tratamento
analitico para sua singularidade, assim, apresenta-se os teoremas a seguir. Estes
estao demonstrados quando x tende a fronteira L; e x tende ao canto (0,0) ambos

sem reflexao, a generalizagao para outros casos é feita de forma andloga.

Teorema 1. Tem-se que

lim Bi(y)ko(x,y)dl = Bi(@)

X2y L1 2 ’

(4.3)

onde x € ponto interior de D,y € Ly e ko € dado pela equagao (2.23).

Demonstracao. Seja x = (x1,0),y = (t,0) en = (0,—1), onde 6 > 0 e x; € (0,a),

resulta que (y —x)-n =0, |[(y —x) x n|| = =t + 21, |x —y|a = /(21 — )2 + 2,
: _ xr1—1t — 4
sin(a) = T © cos(a) T

1 —x)-
/ By(y)ka(x, y)dl = / Buy) - Y =X D (1 — yla)ae (4.40)
L1 L1 2 ‘X - Y|2
a Ki “ 2+ o2
R I G/AVACE )t )t (4.4b)
2m Jo (z1 — )2 + 82
= ]1 + 12 (44C)

onde
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5 (e Ki, (Ut (x1 — )2+ 52> -1

I = Bl(t) dt7
2w Jo (x1 — )2 + 527
5o [ 1

]2 = Bl( ) th
27 (x1 — )2 + 42

Como Bj é limitada, Kiy(0) = 1 e Kiy é Lipschitz, segue que
T2 82 K
| <05/ |Kig(oyr/ (21 — )2+ 0 )2 K12(0)|dt
(l‘l — t) + 52

_ p
<05/ |V (z1 —1)? +5‘

Ilﬁ'l—t +(52

=C6 —d
/—m Vu? + 02 !

1
< 0o —d
a —a \/U2+52 "

2
— 20§ sinh™! (%) —208In (% /14 %)

Logo, quando 6 — 0T, I; — 0.

Para I, , note que

do -0

dt  (z—1)2 + 6%
assim
1 a2

I = — By (z1 — dtana)do
27 Jo,

onde oy := tan™! (%) e ao:=tan"! (%) )

Portanto, quando § — 07, resulta que

1 /2 Bl(l'l)
1 — B da = .
2 271'/ y Prlmdor ===

o4

(4.5)

(4.6)

(4.7a)

(4.7b)

(4.7¢)

(4.7d)

(4.7¢)

(4.8)

(4.9)

(4.10)



Antes de apresentar o caso em que x tende ao ponto (0,0), note que,
devido a descontinuidade de By e By no ponto, existem duas maneiras de se apro-
ximar deste, através da fronteira L, ou através de L. Diante disso, optou-se por

tomar a média entre as duas formas e obtém-se o seguinte teorema.

Teorema 2. Tem-se que

Demonstracao. Os seguintes itens representam as formas de estudar o limite para
o ponto (0,0). Os dois primeiros itens, apresentam o método utilizando a fronteira

L4, os dois ultimos itens apresentam utilizando L.

e x = (d,¢), com d,e >0 e € tende a 0 e, em seguida,  tende a 0. Nesse
casoy € Ly;

e x € [y e x tende a fronteira L;. Nesse casoy € L.

e x = (¢0), com d,e >0 e e tende a 0 e, em seguida, ¢ tende a 0. Nesse
casoy € Lo;

e x € [ e x tende a fronteira Ly. Nesse caso y € Lo;

O primeiro item representa um ponto do dominio que tende a fronteira
Ly e em seguida a fronteira Lo, ja o terceiro item descreve o mesmo movimento, mas
com as fronteiras alternadas. Tendo em vista que a demonstracao dos dois ultimos
itens é andloga aos dois primeiros, serd apresentado apenas as demonstragoes dos

primeiros.

Note que para o primeiro item, basta definir x = (9, ¢€), com §,e > 0,

utilizar o Teorema 1 e tomar o limite com ¢ tendendo a 0, ou seja,

lim lim [ By(y)ka(x,y)dl = b 1(0>, (4.12)

=0 x>y [ 2
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Para o segundo item, sejax = (0,0),y = (¢,0) en = (0,—1) onde 6 > 0

e tem-se que (y —x) -n =4, [[x —y[|3 = 6° +¢*,sin(a) = 75—, cos(a) = 5f+t2.
Entao
5 a K12 (O-t 52 + t2)
B k al = — B dt =1, + I 4.13
| By = o [ i =R AL (413)
onde
o [ 1
I = — B —dt 4.14
YT oon 0 1(y)(52 + t2 (4.14)
5 [ Ki, (0,V/02 + %) — 1
Ih = — B dt 4.15
7 or 1) 62 + ¢2 (4.15)

De forma andloga ao teorema anterior, Iy — 0 quando 6 — 0T. Para

15, note que ‘fi—fz‘ = ﬁ, logo,
1 [
L =— By (6 tan o) da (4.16)
27 Jo,
onde
b
ay:=tan ' (0) e ay:=tan! (5) : (4.17)
Seque que
1 [/ 1
L — — B1(0)da = =B4(0 4.18
=5 [ Bi0)de = B0 (1.18)

quando § — 0%,

Portanto, somando todas as contribuicoes e tomando a média, obtém-se

que

LyB(0,0) = 1Bi(0) + éBl(O) + }lBQm) + %32(0) _ 231(0) + 232(0). (4.19)

/ .
~ —~

Ly Lo
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Apés a remogao das singularidades aplica-se o método de Nystrom [38]
na equacao (4.2), que consiste em aplicar uma quadratura numérica de forma a obter
a expressao

(LeS)(xij) = Y Wi [S(xur) — S(xi5)] b (i, Xua) + S (1) K, (4.20)
(k,D#(i,9)

onde xy e wy, com 1 <k < Nyel <[ < Ny, sao os nos e pesos da quadratura,

respectivamente, e

Kij = / k’l(Xi]‘,y) dy (421)
D
A fungao (LyB), também pode ser descrita na malha, de forma que

(LsB)(x;) = / By y) . (4.22)

A partir da equagao (2.25), uma aproximagao para o fluxo escalar em

uma malha é obtida através da solucao do sistema linear

(1= L3)®(xy) = (Ly@)(xij) + (Lo B)(xs5). (4.23)

Devido a discretizagao de (L,S)(x;;) produzir grandes matrizes, da or-
dem de NﬁNyQ, onde NNV, ¢é o tamanho da malha no eixo x e N, no eixo y, foi utilizado
processo iterativo obtido a partir da série de Neumann para resolver o sistema linear
(4.23). Logo,

d(x;;) ZU“L” L,Q + LyB)

n=0
M+1

~ Z e e (4.24)

)
1—o0,0,. Y

onde

LY = /D (Q(y) — Q(x:7)) k1 (%45, ¥) dy + Q(x:j) K +/ B(y)ka(xij,y) dl

oD

(4.25a)

Lpt = " wy [Ly — L] ki (xij xw) + LKy, n>0 (4.25h)
(k,D)#(,9)
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e 0. é aproximado pelo quociente de Rayleigh [46]
M-1 1M
L Ly L
c ™ M—-1 7 M-1\’
(L L)

onde (u,v) é o produto interno de funcoes em L2

o (4.26)

O processo iterativo descrito acima apresenta a aproximagao para o
fluxo escalar em uma malha de pontos x;;. Para pontos fora da malha pode-se
aproximar seu fluxo, através de uma interpolacao obtida a partir da propria equacao

que descreve o fluxo, equagao (4.23).

Aplicando uma quadratura numérica, bem como feito em (4.20), em

Lg=® da equagio (4.23), resulta que

d(x) — Z Wios [P(xp) — P(x)] k1 (x, X)) — O’SCI)(X)/ ki(x,y)dy
(k) b

= (LyQ)(x) + (LoB)(x)  (4.27)

Isolando ®(x) do lado esquerdo da equagao, resulta que

Z wklaskl(x,xkl)@kl—i—/ ki1(x,y)Q(y) dy+/ ko (x,y)B(y) dl

Xp #X D oD
(D(X) — kl?’é

1+ Z W10k (X, Xg1) — Us/ ki(x,y) dy
Xk 17X b

(4.28)
Note que, embora os termos k; e (L,B) apresentem somatérios com
indices infinitos é necessario computar um nimero finito destes, pois tais termos
representam as contribui¢oes do dominio e da fronteiras refletidos e apés um longo
percurso suas contribuicao tornam-se insignificantes. Portanto, é necessario compu-
tar um numero finito de termos, sendo que a quantidade de termos é inerente a cada
problema. A definicdo de ambos os termos para um ntumero finito de reflexoes pode

ser encontrada em [41].

Para a corrente, a partir da equagao (2.63c) pode-se remover as sin-

gularidades dos ntcleos kj; e kjp e discretizar J, em uma malha, semelhante ao
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tratamento dado ao fluxo escalar. O mesmo processo de remocao das singularidades

de LyB foi aplicado para J,B, os teoremas estao detalhados no Apéndice A.

4.2 Implementacao computacional

O algoritmo implementado consiste essencialmente em computar as so-
mas descritas em (4.24) utilizando as definigoes em (4.25). Este é formado por mais
de 25 parametros de entrada, sendo que aproximadamente 10 destes sao externos ao
problema e servem para dar maior precisdo a rotina (tolerancia da Bickley-Naylor,
tamanhos de malhas e outros). Tal cédigo foi implementado na linguagem C++
e, com vistas a melhorar sua eficiéncia, utilizou-se de ferramentas adicionais como

GNU Scientific Library [27], Cubature [1] ¢ Open Multi-Processing [14].

GNU Scientific Library é uma biblioteca numérica com uma ampla
gama de fungoes em diversas dreas como algebra linear, calculo numérico e es-
tatistica. Tal biblioteca foi utilizada nas rotinas de integragao, as quais utilizam
Gauss-Kronrod 21 pontos tanto para o calculo da contribuicao da fronteira em
(4.25a) quanto para as fungoes de Bickley-Naylor, as quais estdo presentes tanto

nos nucleos do fluxo escalar quanto nos nucleos da corrente de particulas, equagoes

(2.48), (2.51)-(2.54) e (2.70)-(2.74).

Cubature é uma rotina de quadraturas multidimensionais adaptativas
desenvolvidas pelo grupo de pesquisa fisicas Ab-Initio no Massachusetts Institute of
Technology. Ela é formada por diversas rotinas de integragao multidimensional e foi
programada de forma que o integrando possa ser avaliado para diversos pontos de
uma s6 vez, permitindo assim, rapida e eficiente paralelizagao. Tal rotina foi usada

para o calculo de Kj;, equac@o (4.21) e dos termos (L,Q), (J;®) e (J,Q).

Open Multi-Processing (OpenMP) é uma interface de programacao de

aplicativo (API) para a programagao multi-processo de meméria compartilhada, ou
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seja, com ela é possivel distribuir as tarefas entre os multiplos threads de um ou mais
processadores desde que estes compartilhem a mesma memoria RAM. A interface
foi utilizada ao longo de todo cddigo, nao sendo utilizada apenas nas tarefas onde

sao necessarias atividades de forma seriada, como leitura e escrita em disco.

Cabe ressaltar que algumas partes do cédigo ja haviam sido paraleliza-
das pelos autores utilizando a classe thread. Tal classe permite realizar paralelizacoes
do cédigo, mas apresenta muitas limitagoes quando comparada com OpenMP, visto
que esta ultima é uma API destinada somente a paralelizacao. Foram realizados
testes de forma a comparar ambas as ferramentas e observou-se que, em critério de
reducao do tempo de processamento, OpenMP demonstrou-se mais eficiente. Além
da substituicao pela API, outras partes que rodavam de forma seriada foram para-
lelizadas e pode-se afirmar que o codigo funciona em paralelo em quase toda sua

totalidade.

O codigo é subdividido em trés partes, pré-processamento, processa-

mento e pos-processamento. O pseudocddigo é descrito a seguir.

1) Pré-processamento:

(a) Tabela as fungoes de Bickley-Naylor;

(b) Tabela o niicleo k; sem remover sua singularidade;

(c) Tabela o ntcleo k; removendo sua singularidade;

(d) Tabela o nicleo kj; em duas matrizes, uma para cada componente

do vetor corrente.

2) Processamento:

(a) Tabela [pki(xi;, y)dy, [ Q(y)ki(xij,¥)dy e [op B(y)ka(xij, y) dl
utilizando as tabelas do item la) e 1c), acrescentando os termos

removidos em 1c);
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(b) Aplica o processo iterativo usando as tabelas dos item 1b) e 2a).
3) Pés-processamento:

(a) Interpola ® para determinados valores através da equagao (4.28);

(b) Calcula J, , equacdo (2.63), utilizando os itens 1d) e 3a).

De modo a tornar a rotina mais eficiente, todos os itens do pré-proces-
samento e processamento criam arquivos em disco. Assim, sempre que a rotina for
utilizada ela é capaz de identificar os arquivos existentes, lé-los e manipula-los, sem

a necessidade de calculé-los novamente.
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5 RESULTADOS

Este capitulo apresenta os resultados obtidos com relacao ao tempo
computacional entre a rotina criada e utilizada por Sauter el al. [41] e os obtidos
apos a paralelizacao utilizando OpenMP e alteragoes no cédigo. Cabe ressaltar que
os resultados obtidos para o fluxo escalar nao sofreram alteragoes apos as mudancas
no coédigo, para uma discussao mais detalhada sobre este deve-se consultar o referido

artigo.

A primeira se¢ao descreve os tempos e dificuldades computacionais en-
frentadas em cada uma das partes do pseudocddigo, excluindo-se o item 1d) e 3b)
que calculam dados relacionados a corrente de particulas. Tal exclusao deve-se pelo
fato de que estes nao estavam implementados no algoritmo do artigo supracitado,

portanto nao poderiam ser otimizados.

Na segunda secao sao apresentados os resultados produzidos pela rotina

referente a corrente de particulas para diversas condicoes.

Todos os tempos aqui apresentados, referem-se ao tempo de parede e
foram obtidos tomando a média dos tempos de, pelo menos, trés repeticoes. O
computador utilizado possui processador Intel Core i7 - 4820K 3.7 GHz (4 nucleos
fisicos e 8 threads) e 64GB de meméria RAM e para medigao foi utilizada a fungao

omp_get_wtime.

Os problemas resolvidos aqui sao listados abaixo, dentre eles, os cinco
primeiros sao para validacao dos resultados, pois ja foram descritos na literatura

[41] e os dois dltimos s@o resultados novos. Para todos os problemas o; = 1.

Problema 1: a =b=1cm, o, = 1l cm™, p = p3g = 1, po = 0.4,

ps=0.8, B = By = B3 = By = 0 e Q(x1,22) = exp(—x1).
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Problema 2: a =b=1cm, 0, = 1l em™}, py = ps = 1, p1 = 0.4,
P3 = 08, BQ = B4 = 0, Bl = 05, Bg =1le Q(Il,l’g) = exp(—x2).

Problema 3: a=b=4cm, o, =09cm™, py = ps =1, po = py = 0.5,
By = B3 =0, By = By =05 e Q(x1,22) = 1sex; <1e0 caso

contrario.

Problema 4: a =b=20cm, 0, =08 cm™, py =py =p3 =1, py = 0,

By =By=B3=B;=0¢ Q(x1,22) = 1sex; <1e0 caso contrario.

Problema 5: a =2 cm, b =4 cm, 0, = 0.5 cm™!, p; = 0.2, py = 0.4,
pP3 = 06, P4 = 08, B1 = 09, Bg = 07, Bg = 05, B4 = 03, e

Q(z1,22) = 1se x; > 1.5 e x5 < 3.5 e 0 caso contrario.

Problema 6: ¢« =b=1cm, 0, = 1l em™, p; = p3s = 1, po = 0.4,
P4 = 08, Bl = B4 = 1, BQ = 05, Bg =0e Q(ZL‘hl'Q) =1se04 S

21,22 < 0.6 e 0 caso contrario.

Problema 7: a =b=4cm, 0, =05 cm™!, p; = py = 0.8,py = p3 =
0.5, B1 = B2 = B3 = B4 = 05, € Q(l’l,xg) =1 se I S 0.5e ) S 3.5

esex; > 3.5exy <3.50 caso contrario.

5.1 Tempo computacional

Dentre todos os parametros de entrada que visam dar maior precisao a

rotina, dois destes influenciam diretamente o tempo computacional total, sao eles:

o numero de termos da série de Neumann e a quantidade de reflexdes calculadas.

O primeiro, representa a quantidade de termos necessarios para que a série convirja

para o numero de casas desejadas, sendo que a convergéncia ¢ mais rapida quando

0s/0. é mais proximo de 1. O segundo é necessario devido a impossibilidade de

calcular infinitos termos tanto no nucleo k; quanto na fungao (L,B) e, também,

tendo em vista que o termo de absorcao reduz o alcance da particula, o que ¢
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fisicamente consistente, pois as particulas se extinguem depois de percorrer algum
livre caminho e, matematicamente, advém do fato das funcoes de Bickley-Naylor

ficarem insignificantes quando o argumento é grande.

A quantidade de termos da série de Neumann depende da velocidade de
convergencia do problema e a quantidade reflexdes depende do tamanho do dominio.
Isto se deve ao fato que todos os nicleos sao dependentes das fungoes de Bickley-
Naylor, e estas atingem o epsilon de maquina para valores maiores que quarenta.
Portanto, calcular reflexdes que estao distantes do dominio principal acabam por
nao influenciar no resultado final. Para cada problema a quantidade de termos e

reflexoes sao os seguintes:

Problema 1: 25 termos Neumann e 25 reflexoes.

Problema 2: 25 termos Neumann e 25 reflexoes.

Problema 3: 80 termos Neumann e 10 reflexoes.

Problema 4: 150 termos Neumann e 3 reflexoes.

Problema 5: 40 termos Neumann e 10 reflexoes.

Problema 6: 25 termos Neumann e 25 reflexoes.

Problema 7: 40 termos Neumann e 10 reflexoes.

Seguindo os itens descritos no pseudocédigo apresentado na secao 4.2,
o item la) tabela as fungoes de Bickley-Naylor dos graus de um a trés para apro-
ximadamente 400 mil valores, sendo 200 mil para Ki; e 100 mil para Kiy e Kis.
O célculo de tais funcoes foi feito seguindo os métodos descritos no capitulo 3 que
apresentaram maior precisao possivel. Além disso, com vista a obter maior precisao

computacional, foi utilizada tolerancia de 10~' para integracao de tais funcoes, o

que aumenta o tempo de cdlculo da sub-rotina de integracao.
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A média dos tempos foi inferior a 2 segundos para o calculo de todos
os valores, sendo que antes das alteragoes este tempo era inferior a 1 segundo. O
aumento do tempo foi devido a implementacao da construcao de Kis, que nao estava

implementada.

Como é possivel observar na construgao dos termos da série (ver equagao
(4.25b)), o nticleo k; é utilizado de duas formas distintas, primeiramente ¢ calculado
sobre diversos pontos - excluindo valores para o qual tal termo possui singularidade
- fato que pode ser observado no primeiro termo da referida equacao. E, em segundo
quando este ¢ integrado sobre todo o dominio, até mesmo sobre sua singularidade,

observado no segundo termo da equacao.

Devido a esta distincao foram construidas duas tabelas para ki, uma
que nao contempla os pontos em que x =y e outra em que é utilizada a técnica de

remocao de singularidades, respectivamente, itens 1b) e 1c¢) do pseudocédigo.
Os tempos computacionais obtidos antes e apds as alteragoes do item
1b) para diferentes tamanhos do Problema 1 sdo apresentados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Média dos tempos de construgao do nicleo k; sem remocao da singula-
ridade para diferentes tamanhos de malha no Problema 1.

N, N, Antes alteracoes (s) Ap6s alteragoes (s) Redugao do tempo (%)

33 33 0.48064 0.4352080 9.4
65 65 1.8305 1.7032133 6.9
129 129 6.9816 6.76911 3.0
257 257 27.7805 26.82805 3.4
513 513 110.3985 107.7685 24
1025 1025 440.2050 422.7860 4.9

Embora esta parte do codigo ja tenha sido paralelizada pelos autores
[41], a partir da adequagao desta, foi possivel utilizar OpenMP e obter um ganho en-
tre 2% e 10% a depender do tamanho da malha utilizada. O ganho mais significativo

foi na menor malha 33 x 33 e o menor ganho foi em 513 x 513.
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Ainda que a tabela apresente apenas os dados de um tinico problema,
o restante destes apresentaram reducao de tempo na faixa de 1 a 10%, mesmo com
tempo maior ou inferior. Por exemplo, no Problema 3 com N, = N, = 1025 houve
reducdo de 63 para 62 segundos (1.5%), valores bem inferiores aos do problema
acima. A justificativa para tal é o fato é a quantidade de reflexdes necessarias, pois

estas aumentam significativamente o niimero de pontos calculados a cada reflexao.

A tabulagao do nicleo k; com a remogao da singularidade, item 1c) do
pseudocddigo, utilizou uma malha mais fina que a apresentada na Tabela 5.1. Essa
diferencga entre os tamanhos é importante, pois durante a integracao numérica de k;
- item 2a) - sao feitas interpolagoes sobre seus pontos e a integracao torna a demorar

mais ou nao atinge a tolerancia desejada se esta nao for suficientemente refinada.

Para a avaliagao do tamanho da malha de k; com a remocao a ser
escolhida, deve-se ser levado em conta a precisao desejada na integracao deste e
o tamanho do dominio, assim, neste trabalho a malha considerada suficiente para

obter 6timos resultados foi mil vezes o tamanho do dominio.

A Tabela 5.2 apresenta a média dos tempos para cada tamanho de ma-
lha, seu respectivo problema, a porcentagem entre o tempo antes e apds as alteragoes

e o consumo de memoéria RAM.

Tabela 5.2: Média dos tempos de construcao da malha de k; com remocao da

singularidade para diferentes tamanhos de malhas e consumo de meméria RAM.

Problema Tamanho da malha Antes (s) Apds(s) Reducao (%) Consumo

le?2 1 mil x 1 mil 219.43  45.34595 79.3 97 MB
) 2 mil x 4 mil 332.483  60.31245 81.8 700 MB
3 4 mil x 4 mil 007.493  104.149 79.5 800 MB
4 20 mil x 20 mil 245.943  70.93072 71.2 12,8 GB
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Tal item foi o que apresentou melhor resultado uma vez que utilizando
a paralelizacao foi possivel diminuir aproximadamente 80% do tempo que era gasto
sem paralelizacdo. Apesar do tempo de processamento ser pequeno, tais malhas
exigiram uma grande quantidade de meméria RAM, que aumentam conforme o
tamanho e quantidade de reflexdes, caso fosse utilizada a malha 40 mil por 40 mil,

sao utilizados 51,2 GB de memoria.

Apos a construcao das tabelas do pré-processamento inicia-se o tabela-
mento da integral de k; e da fonte sobre o dominio D e o célculo da contribuigao
da fronteira, item 2a) do pseudocddigo. A integracao sobre D foi feita utilizando
a rotina Cubature com tolerancia de 107!, como esta permite que ambas funcoes
sejam integradas ao mesmo tempo existe uma vantagem computacional significativa

ao utiliza-la.

Cabe destacar que apenas as duas primeiras integrais estavam parale-
lizadas, assim, buscou-se fazer a substituicao por OpenMP e paralelizar o terceiro
termo. Entretanto, o este utiliza diversos loops sobre struct, os quais demonstraram-
se ser um empecilho e exigiriam uma grande reformulagao do cédigo para que fosse
possivel sua paralelizacao. Logo, de modo a contornar tal problema, foram utilizadas
ferramentas proprias da API que possibilitam que apenas um thread seja destinado
para o calculo de L, B, enquanto o restante dedica-se as integrais sobre o dominio.
E, assim que finalizada a fronteira o thread se junta ao restante e auxilia estes, o
que possibilita que todos componentes trabalhem ininterruptamente e nao fiquem

0Cl0S08.

A Tabela 5.3 apresenta a média dos tempos de calculo do item 2a) para
os diferentes problemas antes e apds as alteragoes. Dentre todos os problemas, o que
se obteve melhores resultados foi o Problema 1, o qual sofreu, em média, redugao
de 28% e o com o pior desempenho foi o Problema 4, para este as alteracoes nao

surtiram efeito. Excluindo-se este ultimo, o restante obteve reducao de 15 a 36%.
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Tabela 5.3: Média dos tempos de calculo do item 2a) do pseudocddigo antes e apds

as alteragoes.

Problema 1 Problema 2 Problema 3 Problema 4 Problema 5

N, Antes Apds Antes Apos Antes Apds Antes Apds Antes Apds
33 17s 13s 17s 14s

65 67s 54s 69s H7s 2Is 15s 93 s 92s 34s 25s

129 277s 215s 285s 231s &8s 56s 362s 366s 143s 100 s
257 22 min 15 min 19 min 16 min 5 min 3 min 24 min 24 min 9 min 7 min
513 94 min 59 min 80 min 65 min 21 min 15 min 105 min 97 min 36 min 26 min

1025 77h  5h 58h 45h 8 mind57min 75h 75h

Embora o niimero termos da série de Neumann - item 2b) - dependa do
problema, observou-se que o tempo para computar cada um destes é inerente a este,
dependendo apenas do tamanho da malha do fluxo. Tal sub-rotina ja havia sido
paralelizada pelos autores e veio a ser otimizada, a Tabela 5.4 apresenta a média

dos tempos para cada um dos tamanhos de malha antes e apds as modificagoes.

Tabela 5.4: Média dos tempos de calculo dos termos da série de Neumann para

diferentes tamanhos de malhas.

N, N, Antes alteracoes (s) Apds alteragoes (s) Redugao do tempo (%)

33 33 0.00300 0.00290 3.3
65 65 0.03696 0.03949 -6.8
129 129 0.56005 0.60808 -8.6
257 257 9.27843 9.61803 -3.6
513 513 171.316 158.824 7.3
1025 1025 3940.35 2560.49 35.0
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As Tabelas 5.5 e 5.6 apresentam os tempos totais e a porcentagem de

ganho apos as alteragoes para os problemas 1 e 2, respectivamente.

Tabela 5.5: Tempo médio para o calculo do Problema 1 para diferentes malhas antes

e apoés alteragoes.

N, N, Antes alteragoes Apds alteragoes Redugao do tempo (%)

33 33 237 s 61 s 74.2
65 65 289 s 104 s 64.0
129 129 8.6 min 4.7 min 44.9
257 257 30.1 min 19.8 min 34.0
513 513 170.5 min 128.5 min 24.6
1025 1025 35.3 h 22.7h 35.6

Tabela 5.6: Tempo médio para o calculo do Problema 2 para diferentes malhas antes

e apos alteragoes.

N, N, Antes alteracoes Apés alteragoes Redugao do tempo (%)

33 33 253 s 62 s 75.9
65 65 307 s 110 s 64.0
129 129 9 min 5 min 44.3
257 257 27.7 min 21.1 min 24.0
513 513 161.9 min 133.5 min 17.5
1025 1025 33.0 h 22 h 33.6

Pode-se observar em ambas as tabelas que a porcentagem de ganho apoés
as alteragoes sao decrescentes até a malha 513 e cresce apds esta. Esse crescimento
ocorre, pois o tempo de processamento dos itens precedentes a série de Neumann
tornam-se infimos quando comparados com o tempo total. A Tabela 5.7 apresenta

a porcentagem que é gasta em cada problema e malha para calcular a série com
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relacao ao tempo total. Assim, como a otimizacao do cédlculo dos termos da série -
Tabela 5.4 - apresenta uma grande melhora entre as malhas 513 e 1025 e os termos
tendem a tomar mais tempo de processamento total, é esperado maior reducao de

tempo para malhas maiores.

Tabela 5.7: Porcentagem do tempo total que é gasto calculando os termos da série

de Neumann para cada problema apds alteragoes.

N, Problema 1 Problema 2 Problema 3 Problema 4 Problema 5

33 0.1 0.1

65 1.0 0.9 2.6 3.3 6.5
129 5.2 5.0 23.1 16.8 37.2
257 20.0 18.8 70.3 49.0 76.7
513 52.0 49.4 92.7 80.3 93.9
1025 77.0 79.3 98.1 93.2

As Tabelas 5.8 e 5.9 apresentam os tempos totais e a porcentagem de
ganho apos as alteracoes para os problemas 3 e 4, respectivamente. Tais problemas
sao os que possuem os maiores dominios e, devido a necessidade de integracao de kq,
¢é necessaria a utilizagao de malhas mais finas que as utilizadas para os dois primeiros

problemas, logo, foram utilizadas malhas 4 mil x 4 mil e 20 mil x 20 mil.

Tabela 5.8: Tempo médio para o calculo do Problema 3 para diferentes malhas antes

e apos alteracoes.

N, N, Antes alteracoes Apés alteragoes Redugao do tempo (%)

65 65 531 s 125 s 76.4
129 129 632 s 212 s 66.4
257 257 26.1 min 18.5 min 29.1
513 513 43 h 3.8 h 11.6
1025 1025 89.7 h 59.8 h 33.7
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Tabela 5.9: Tempo médio para o calculo do Problema 4 para diferentes malhas antes

e apos alteragoes.

N, N, Antes alteracoes Apés alteragdes Redugao do tempo (%)

65 65 357 s 177 s 50.3
129 129 11.5 min 9 min 224
257 257 51.4 min 50 min 2.7
513 513 9.2 h 8.4 h 9.5
1025 1025 175 h 112.5 h 35.7

Ambos problemas sao os que possuem maior custo computacional e isso
se deve, principalmente, ao elevado niimero de termos que necessitam ser calculados
para que a séria convirja, 80 e 150, respectivamente. Note que a reducao de tempo
para a malha 1025 em ambos problemas é maior que 35%, a mesma porcentagem

que foi ganha ao otimizar cada um dos termos da série, Tabela 5.4.

Diferentemente dos problemas anteriores, o problema 5 nao apresenta
simetria de placa, ou seja, nao existe simetria em nenhuma faixa do dominio. A Ta-
bela 5.10 apresenta o tempo computacional para tal problema utilizando 40 termos

da série.

Tabela 5.10: Tempo médio para o célculo do Problema 5 para diferentes malhas

antes e apds alteragoes.

N, N, Antes alteracoes Apds alteracoes Reducao do tempo (%)

65 129 373.8 s 93 s 75.0
129 257 9.25 min 4.4 min 52.6
257 513 41.0 min 34.2 min 16.6
513 1025 9.8 h 7.6 h 22.0
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Observou-se que o tempo total deste tltimo problema é superior aos
dois primeiros, mas ainda inferior aos problemas 3 e 4, isto deve-se, nao somente
ao fato da diferenca entre tamanho de dominio, mas também as caracteristicas do
problema e da fonte interna. Diferentemente do problema 5, nos quatro primeiros
as contribuicoes das fronteiras sao ou todas ou metade delas iguais a zero, o que faz
com que o céalculo de L,B seja infimo quando comparado com o tempo total. Dessa
forma, problemas sem simetria de placa e que envolvam grandes dominios podem

consumir elevado tempo de processamento e consumo de memoria.

Ao final da rotina, esta apresenta o fluxo escalar para uma lista de
pontos pré-determinados sendo que tal valor é calculado utilizando a interpolagao
dada pela equacao (4.28). A fim de evitar ter de recalcular todos os ntcleos e
malhas ja construidos, a rotina esta programada para ler os arquivos previamente
criados e assim, reconstruir a malha do fluxo na memoria, o que permite realizar
novas interpolagoes sem desperdicio de tempo. Tal parte do cédigo também sofreu

alteracoes e foi possivel obter uma reducao de mais de 60% de tempo.

5.2 Corrente de particulas

Os valores para a corrente foram feitos calculados com base na equagao
(2.68) com os nucleos dados pelas equagoes (2.70) e (2.71). Como nédo é necessario
efetuar a computagao de métodos iterativos, pois estes sao utilizados apenas no

calculo do fluxo escalar, a corrente depende apenas da computacao de tais nicleos.

Sendo assim - considerando que o fluxo escalar ja esteja calculado para
uma malha de pontos do dominio - o tempo total gasto na computacao da corrente
de particulas é, aproximadamente, o dobro do tempo descrito na Tabela 5.2. Isso se
deve ao fato que ¢é necessario tabelar o nicleo k;; para cada componente do vetor
corrente. Apéds a tabulagao deste, o cdlculo das fungoes (J,0,P), (J,Q) e (J,B) para

cada ponto da malha leva menos de um segundo.
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As Figuras 5.1a e 5.1b ilustram a corrente de particulas dos problemas
1 e 2, os quais foram descritos no subcapitulo anterior. Cabe ressaltar que, em cada

figura os vetores corrente estao normalizados de forma a preservar a razao entre eles.

100‘ 100< A A A A A A A A A A A A A
’ - 1. JdL0L T S N S S S S W S W A S S
I A A A A A A A A A A A A
. d. L obs
0.751 7 1. 10 0.751
S D o NS AU = 0501 '
=05 EIE %2 = Y
DR 1-r [ 2 A 3 [ A A
S N 0,95
SRR I E
SRS 000
0.001
0.00 025 050 075  1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X T
(a) Problema 1. (b) Problema 2.

Figura 5.1: Grafico da corrente de particulas para os problemas 1 e 2.

Além do problema 2 ser uma rotacao no sentido anti-horario do pro-
blema 1, observou-se que acrescentando as contribuicoes nas fronteiras L, e L3 houve
um aumento do fluxo escalar e também a preservacao da simetria do problema, ou

seja, o slab foi conservado tanto para o fluxo como para a corrente de particulas.

As Figuras 5.2a e 5.2b ilustram os vetores correntes produzidos pelos

problemas 3 e 4, respectivamente.
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Figura 5.2: Gréfico da corrente de particulas para os problemas 3 e 4, onde a area

em cinza representa a fonte Q(x).

Ambos problemas ja foram resolvidos numericamente para o fluxo esca-
lar porém sem o calculo da corrente de particulas (ver [41]). Os resultados numéricos
obtidos sao idénticos aos relatados e, além disso, o grafico da corrente esta consis-

tente com tais.

A Figura 5.3 ilustra os vetores correntes produzidos pelo problema 5.
E possivel observar que os vetores mostram as particulas escoando da regiao mais
densa do dominio, onde o fluxo escalar é maior que 1.05, para a regiao de menor
intensidade, com fluxo 0.27. Além disso, observou-se que os vetores nas partes la-
terais que fazem fronteira com a fonte apontam para fora do dominio. Isso se deve
ao fato de que a intensidade de particulas passando por esta regiao é maior do que
a fronteira consegue refletir, sendo assim, algumas particulas tendem a escapar do
dominio pela regiao. J& os segmentos que nao fazem fronteira com a fonte apresen-
tam vetores apontando para dentro do dominio, pois a fronteira consegue refletir

tais particulas.
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Figura 5.3: Corrente de particulas do problema 5, onde a area em cinza representa

a fonte Q(x).

A Figura 5.4 ilustra os vetores corrente do problema 6, que é caso onde
a fonte estd localizada no centro do dominio. Nesse caso, a fronteira L, possui
coeficiente de reflexao p; = 0.8 e contribuicao de By = 1, o que faz com que as
particulas sejam refletidas e se direcionem para a fronteira Lo visto que as fronteiras

Ly e Lz tém coeficiente de reflexao igual a 1.
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Figura 5.4: Corrente de particulas do problema 6, onde a area em cinza representa

a fonte Q(x).

A Figura 5.5 ilustra os vetores correntes do problema 7, este possui
duas fontes internas e nao possui simetria. A maior concentracao de particulas estd
localizada na fonte a direita. O motivo é que reflexao da fronteira L, ser maior
que a fronteira Ly, o que faz com que ocorra uma maior concentracao de particulas
na regiao. O mesmo fendomeno que ocorre na fronteira no problema 5 se repete, os
segmentos que estao em contato com a fonte nao conseguem repelir as particulas
e elas escapam através da fronteira. Ja os segmentos que nao estao em contato

conseguem refletir as particulas para dentro do dominio.
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Figura 5.5: Corrente de particulas do problema 7, onde as areas em cinza represen-

tam a fonte Q(x).

Ao longo deste capitulo, foram apresentados resultados que comprovam
a melhora na eficiéncia computacional do algoritmo apds a otimizagao e paralelizagao
do c6digo com OpenMP. Além dos resultados numéricos serem iguais aos apresenta-
dos na literatura, foi implementada rotina para o estudo da corrente de particulas,
a qual nao foi apresentada no artigo. Também foram calculados resultados novos

para dois problemas de transporte.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

6.1 Contribuigoes deste trabalho

Neste trabalho, foi apresentado um estudo detalhado tanto na parte
analitica quanto computacional do artigo [41] de Esequia et al. Quanto a forma-
lizagdo matematica, os métodos e ferramentas utilizadas pelos autores foram descri-
tos e, além disso, houve avanco na teoria proporcionando um nova abordagem para
o calculo da corrente de particulas em geometria X-Y com condicoes de fronteira
constantes e espalhamento isotropico. Além da teoria envolvida com o célculo da
corrente, foi possivel realizar a implementagao computacional desta e produzir novos

resultados nao encontrados previamente na literatura.

Quanto a parte computacional, o codigo utilizado pelos autores foi des-
crito e passou por diversas mudangas, sendo atualizado com rotinas e fun¢des mais
modernas e paralelizado com OpenMP. Com isso houve ganho de tempo computa-
cional significativo, o que proporcionou a obtencao de resultados mais rapidos e o

estudo de novos problemas.

Além destes, foi feito estudo analitico e numérico sobre as funcoes de
Bickley-Naylor de ordem um a trés e a partir deste foi possivel obter novas meto-
dologias de aproximacao numéricas, o que proporcionou melhores resultados tanto
para o calculo do fluxo escalar quanto para a corrente de particulas na rotina im-

plementada.

6.2 Perspectivas

O grupo de trabalho na qual este trabalho estd inserido tem desen-

volvido trabalhos em transporte de particulas em diferentes condicoes, como trans-
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porte em geometria unidimensional com espalhamento isotrépico ou anisotréopico
com condicgoes de contorno semi-refletivas e em geometria cilindrica com espalha-

mento isotropico.

Pode-se estender tais trabalhos de forma a resolver novos problemas
como, transporte em geometria bidimensional com espalhamento anisotropico e fron-
teiras semi-refletivas ou até mesmo transporte em geometria tridimensional com

espalhamento isotrépico ou anisotrépico e condigoes semi-refletivas.

Outra possibilidade seria otimizar o cédigo de forma que este possa ser
executado em um cluster, para isso seria necessario a utilizacao da API OpenMPI

o que exige uma reformulacao completa do cédigo ja existente.
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7 APENDICE A

Este apéndice apresenta os teoremas de remocao das singularidades de
JpB. Primeiramente é apresentado para a fronteira L; e na sequéncia para o canto

(0,0).

Teorema 3. Tem-se que

Ji(x) =lim [ Bi(y)kj2(x,y)dl =0, (7.1)
X—y L

Jo(x) = hﬂ% Bi(y)kj2(x,y)dl = 7B (x1), (7.2)
x I

onde x € ponto interior de D,y € Ly e kjo € dado pela equagio (2.62).

Demonstragao. Seja x = (x1,9),y = (t,0) en = (0,—1), onde § > 0 e z; € (0,a),

resulta que (y —x)-n =90, ||(y = x) xn|| = —t + z1, [x —y|o = /(71 — )2 + 62,
: _ r1—1 — é
sin(a) = Ty © cos() Tor Para J;, segue que

Ji(x) = / By(y ) hya(x, y)dt = / By(y) 2T = —X) B yl)de

x — 3
(7.3a)
o [ OB,
x—yl5
(7.3b)
:[1+[2 (73(3)
onde
a Klg <O't (171 - t)2 +52> —%
I :=20 By(t)(xy —t dt, 7.4
1 /0 1( )( 1 ) |X_y|% ( )
0] 1
I = B —t)———=dt. .
BT S T i
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Como B ¢é limitada, Kiz(0) = § e Kis é Lipschitz, segue que

|| < C6 /a (z1 — 1)[Kiz(oe/ (21 — 1)* + 6%) — Kiz(0)]

(!E1—t)2+523
@ (o 2152
<o [ - OB TR,
0 V(g — )2+ 62

= C6 / — 2 du
—x] vV u2 —|— 52
<C5 du < 206 tan™! (%)

“ u
/_a Vu? 4 62
Logo, quando 6 — 0%, I; — 0.

Para I , note que
do  —0(xq —1t)
at  [x-yf’

assim

I =

| N

/ By (x; — dtan ) sin(a)da

1

onde aq :=tan™ (&) e ap:=tan™! (L),

Portanto, quando 6 — 0", resulta que

w/2
I, — T By (z1) sin(a)da = 0.
2 —7/2

(7.6a)

(7.6h)

(7.6¢)

(7.6d)

(7.7)

(7.8)

(7.9)

Para J; a demonstracao ¢ analoga e, para este caso, o termo I, é dado

por

w/2

L=~ Bi(z1) cos(a)da = 7B ().

2 —7/2
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Teorema 4. Tem-se que

J1(0,0) = —%Bl(()) + i%TBQ(O), (7.11)
J5(0,0) = %”Bl(()) - %BZ(O). (7.12)

Demonstracao. Os seguintes itens representam as formas de estudar o limite para
o ponto (0,0). Os dois primeiros itens, apresentam o método utilizando a fronteira

L, os dois ultimos itens apresentam utilizando Ls.

x = (0,€), com d,e > 0 e € tende a 0 e, em seguida, J tende a 0. Nesse

caso y € Ly;

e X € [y e x tende a fronteira L;. Nesse casoy € L.

x = (€,d), com d,¢ > 0 e € tende a 0 e, em seguida, § tende a 0. Nesse

casoy € Lo;

x € L e x tende a fronteira Ly. Nesse casoy € Lo;

O primeiro item representa um ponto do dominio que tende a fronteira
L, e em seguida a fronteira Lo, ja o terceiro item descreve o mesmo movimento, mas
com as fronteiras alternadas. Tendo em vista que a demonstracao dos dois ultimos
itens é andloga aos dois primeiros, serd apresentado apenas as demonstragoes dos
primeiros. Também serd apresentada apenas a demonstracao para a primeira com-
ponente do vetor corrente, a demonstracao para a segunda componente é semelhante

a esta.

Note que para o primeiro e terceiro item, basta definir x = (d,¢) e
x = (€,0), com 6, € > 0, utilizar o Teorema 3 e tomar o limite com ¢ tendendo a 0,
ou seja,

lim lim [ Bi(y)kj(x,y)dl =0, (7.13)
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lim lim By (y)kj2(x,y)dl = mB5(0). (7.14)

Para o segundo item, sejax = (0,9),y = (¢,0) en = (0,—1) onde § > 0

e tem-se que (y —x) -n =70, |x — y[3 = >+t sin(a) = S5, cos(a) = \/52‘5?.
Entao

Kig (O't\/ 02 + t2)

/L Bi(y)ksa(x, y)de = 26 / " Biy) (1 — 1) Q=1 +1, (7.15)

0 x —yl3
onde
o [ 1
L =— By(y)(—t)——=dt 7.16
=5 | BOC = (7.16)
4 Kiz (o4V 0% +12) — %
I :25/ Bi(y)(—t)—2 (o . ) =5y (7.17)
0 x —yl5
De forma andloga ao teorema anterior, Iy, — 0 quando 6 — 0T. Para
I, note que ‘fi—‘;‘ = #, logo,
T [2 ) s
n=-2 / By(6tana) sin(a)do = —2 B1(0). (7.18)
0

quando § — 0%,

Portanto, repetindo o mesmo processo para o quarto item, somando

todas as contribuicoes e tomando a média, obtém-se que

1 3
J1(0,0) = 0 — 231(0) n ngm) n %BQm) = —1B1(0) + SBu(0). (7.19)

89



