
Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Instituto de Matemática

Programa de Pós-Graduação em Matemática

Estimação e Previsão em Processos
Advindos da Solução da Equação de
Langevin Generalizada com Ruído

α-Estável
Tese de Doutorado

Josiane Stein

Porto Alegre, 2015.



Tese submetida por Josiane Stein∗ ao Programa de Pós-Gra-

duação em Matemática como requisito parcial para a obten-

ção do título de Doutor em Matemática pelo Programa de

Pós-Graduação em Matemática da Universidade Federal do

Rio Grande do Sul.

Orientadora:

Dra. Sílvia Regina Costa Lopes (PPGMAT - UFRGS)

Comissão Examinadora:

Professor Dr. Ary Vasconcelos Medino (UNB)

Professor Dr. Cleber Bisognin (UFRGS)

Professor Dr. Márcio Valk (UFRGS)

Dra. Taiane Schaedler Prass

Data de Apresentação: 15 de dezembro de 2015.
∗Bolsista do Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientí�co e Tecnológico - CNPq



Agradecimentos

À Universidade Federal do Rio Grande do Sul, pelo ensino de qualidade e

excelentes professores.

A todos professores que tive, devo a eles tudo que sei. Em especial, quero agradecer

à minha orientadora Professora Sílvia R.C. Lopes, por ter acreditado na minha

capacidade para realizar este trabalho. Além disso, pela orientação, compreensão,

paciência e dedicação ao trabalho.

Ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientí�co e Tecnológico (CNPq), pelo

apoio �nanceiro.

Aos colegas do Programa de Pós-Graduação em Matemática da UFRGS, pelas

inúmeras horas de estudo em conjunto, companheirismo, atenção e amizade.

Aos amigos, que compreenderam minha ausência em muitos momentos, sempre me

apoiaram, deram força para eu nunca desistir e estiveram sempre presente nas

alegrias e tristezas.

À minha família, que sempre esteve ao meu lado em todas as minhas decisões, pelo

incentivo, compreensão, carinho, con�ança, dedicação, en�m, por tudo.

ii



Resumo

Neste trabalho estudamos uma classe de processos a tempo contínuo advinda

da solução da equação de Langevin generalizada. Consideramos para o ruído um

processo de Lévy. Para �ns de simulação, restringimos o ruído a um processo de

Lévy α-estável. Apresentamos um estudo de algumas medidas de dependência que

possam substituir a função de autocovariância, no caso α-estável. Consideramos três

diferentes medidas de dependência: codiferença, covariância espectral e covariação

e provamos diversos resultados relativos a elas. Além disso, apresentamos um es-

tudo de simulações para exemplos de processos desta classe, mostrando sua geração,

sua codiferença e covariância espectral teóricas e empíricas. Provamos proprieda-

des teóricas para os processos em estudo, considerando ruídos do tipo movimento

Browniano, α-estável e Lévy. Propomos procedimentos de estimação dos parâmetros

baseados em mínimos quadrados, máxima verossimilhança e metodologia Bayesiana

considerando o processo solução da equação de Langevin clássica, ou seja, o pro-

cesso Ornstein-Uhlenbeck, e o chamado processo Cosseno. Para obter a previsão de

processos α-estáveis estacionários, utilizamos dois preditores lineares: um baseado

na dispersão e outro na covariação. Por �m, apresentamos aplicações a duas séries

temporais: mortalidade cardiovascular na cidade de Los Angeles e preços das ações

da companhia Apple.
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Abstract

In this work we present a class of continuous-time processes arising from the

solution of the generalized Langevin equation. We consider Lévy process as the

noise. We restrict it as α-stable Lévy motion for simulation purposes. We pre-

sent a study of some dependence measures in order to replace de autocovariance

function in the α-stable context. We consider three di�erent dependence measures:

codi�erence, spectral covariance and covariation and we prove some results related

to them. We also present a simulation study for particular processes arising from

this class showing the generation, the theoretical and empirical counterpart for both

codi�erence and spectral covariance measures. We prove theoretical properties for

the processes under study, considering the noise as the Brownian motion, α-stable

and Lévy type. We propose parameter estimation procedures based on least squa-

res, maximum likelihood and Bayesian methodology considering the process arising

from the classical Langevin equation, i.e., the Ornstein-Uhlenbeck process, and the

so-called Cosine process. For prediction in stationary α-stable processes, we consider

two linear predictors, one based on the dispersion and the other based on the cova-

riation. We present two application analyses based on the cardiovascular mortality

in Los Angeles city and on the price of Apple company's stock market.
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Capítulo 1

Introdução

Neste trabalho estudamos processos advindos da solução da equação de Lange-

vin generalizada. A equação de Langevin generalizada é uma equação diferencial

estocástica que pode ser utilizada em diversos tipos de aplicações. Na perspectiva de

séries temporais, pode ser utilizada para modelar séries temporais �nanceiras (ver

Barndor�-Nielsen e Shephard, 2002). Outras aplicações também foram estudadas,

tais como o crescimento de alguns tumores (ver Mei et al., 2004), para modelar a

permeação de íons através de canais iônicos biológicos (ver Gordon et al., 2009)

e a velocidade relativa de duas partículas em �uido com turbulência homogênea e

estacionária (ver Heppe, 1998).

A equação de Langevin clássica foi inicialmente introduzida por Langevin (1908),

ao modelar o movimento irregular e imprevisível de uma partícula imersa em meio

�uido, sujeita a choques aleatórios com as moléculas do �uido e com a parede do

recipiente. O processo estocástico solução desta equação é o chamado processo

Ornstein-Uhlenbeck, nome dado em homenagem aos físicos Leonard Ornstein e Ge-

orge Eugene Uhlenbeck.

Na tentativa de considerar situações mais gerais e realísticas, uma generalização

do modelo proposto por Langevin surgiu com Mori (1965a,b) e com Kubo (1966).

Esta generalização �cou conhecida como equação de Langevin generalizada. A prin-

cipal diferença entre a equação de Langevin clássica e a generalizada, é que na

generalizada considera-se uma função memória, capaz de captar de forma mais e�-

ciente a evolução do movimento. Esta equação foi estudada por Kannan (1977)

considerando o processo de �utuação ou ruído como sendo um martingal quadrado

integrável. Neste caso, Kannan (1977) apresenta uma forma explícita, em média

quadrática, para o processo solução da equação de Langevin generalizada. A tese
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elaborada por Santos (2011) apresenta uma solução para esta equação considerando

ruído determinado por um processo Lévy α-estável, quando 1 < α ≤ 2.

A �m de estender a abordagem utilizada na equação de Langevin generalizada,

propomos estudar processos advindos da sua solução. Consideramos o ruído dado

por um processo de Lévy, restringindo-o a Lévy α-estável para �ns de simulação e

estimação. Os processos em estudo são apresentados na De�nição 2.4 e chamados

de processos tipo OU generalizados. Esta ideia estende o trabalho prévio de Medino

et al. (2012). Outro objetivo é estudar a estrutura de dependência dos processos

em questão, visto que a função de autocovariância não está bem de�nida no caso

de processos com segundo momento in�nito. Estudamos o uso da função codife-

rença como medida de dependência para processos α-estáveis. A função codiferença

que utilizamos está relacionada com a de�nição introduzida pela primeira vez em

Astrauskas (1983). Posteriormente, a função codiferença foi muito estudada, pelos

autores Kokoszka e Taqqu (1994 e 1995), Rosadi e Deistler (2009) e Nowicka (1997),

no contexto de processos lineares. Além disso, consideramos medidas de dependên-

cia alternativas. A função covariância espectral, introduzida por Paulauskas (1976)

e revisitada posteriormente em Damarackas e Paulauskas (2014). Também utiliza-

mos a função covariação, com sua de�nição dada em Mohammadi e Mohammadpour

(2009).

A estimação dos parâmetros do processo também é abordada. Propomos a esti-

mação para casos particulares dos processos estudados, o processo solução da equa-

ção de Langevin clássica, ou seja, o processo Ornstein-Uhlenbeck, e o chamado pro-

cesso Cosseno. Consideramos a estimação baseada em mínimos quadrados, máxima

verossimilhança e na metodologia Bayesiana. Desejamos também obter a previsão

para processos α-estáveis estacionários, para isso, utilizamos dois preditores lineares.

O preditor baseado na dispersão, proposto por Cline e Brockwell (1985), minimiza

o erro de dispersão. O preditor proposto por Mohammadi e Mohammadpour (2009)

baseia-se na covariação e pode ser obtido resolvendo um sistema linear.

Este trabalho encontra-se organizado da seguinte forma. O Capítulo 2 inicia

apresentando preliminares do processo e de�nições básicas. Em seguida, de�nimos

as medidas de dependências consideradas: codiferença, covariância espectral e cova-

riação. Provamos a consistência da codiferença empírica para processos estacionários

α-estáveis simétricos. De�nimos o processo tipo OU generalizado e provamos pro-

posições para as expressões teóricas das medidas de dependência dos processos em

análise. Apresentamos um estudo de simulações para exemplos de processos desta
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classe, mostrando sua geração, as respectivas funções de codiferença e covariância

espectral teórica e empírica.

O Capítulo 3 trata de propriedades teóricas relativas à classe de processos des-

critos no Capítulo 2. Consideramos três diferentes tipos de processos para o ruído:

Movimento Browniano, α-estável e Lévy. Provamos diversas proposições envolvendo

esperança, variância, distribuição, autocovariância, estacionariedade e propriedade

de Markov. Além disso, na Seção 3.2 propomos um processo com longa dependên-

cia, encontramos as expressões teóricas para suas medidas de dependência e uma

forma discreta. Na Seção 3.3 apresentamos outro processo com longa dependência,

proposto por Samorodnitsky e Taqqu (1994), denotado por WBLFS, e provamos

algumas de suas propriedades e sua discretização.

O Capítulo 4 apresenta a estimação dos parâmetros do processo Ornstein-Uhlen-

beck e Cosseno. Iniciamos o capítulo tratando da discretização Euler-Maruyama.

Apresentamos a estimação de máxima verossimilhança. Consideramos a estimação

de mínimos quadrados no processo Ornstein-Uhlenbeck e apresentamos a prova da

consistência e a distribuição assintótica do estimador. Apresentamos a estimação

de mínimos quadrados no processo Cosseno, considerando duas diferentes discre-

tizações: a Euler-Maruyama e a discretização proposta na Proposição 2.6. Ainda

propomos um algoritmo iterativo para a estimação de máxima verossimilhança do

processo Cosseno. Também mostramos o procedimento de estimação para o processo

WBLFS. Por �m, apresentamos a estimação utilizando a metodologia Bayesiana.

O Capítulo 5 trata da previsão para processos estacionários α-estáveis. Aplica-

mos essa metodologia ao processo Ornstein-Uhlenbeck, visto que os demais não são

estacionários. Consideramos um preditor baseado na dispersão e outro na covaria-

ção.

O Capítulo 6 apresenta um estudo de simulações realizadas, utilizando os pro-

cedimentos de estimação dos parâmetros descrito no Capítulo 4.

O Capítulo 7 mostra duas aplicações a séries reais. Uma delas descreve a mor-

talidade cardiovascular na cidade de Los Angeles entre os anos de 1970 e 1979,

observadas semanalmente. A outra série descreve os preços das ações da companhia

Apple entre 2010 e 2014, observadas a cada minuto.

As conclusões �nais são apresentadas no Capítulo 8.
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Capítulo 2

Processo Tipo OU Generalizado

Neste capítulo apresentamos os processos advindos da solução da equação de

Langevin generalizada, alvo de estudos deste trabalho. Na Seção 2.1 mostramos

resultados conhecidos e preliminares, na Seção 2.2 apresentamos resultados novos

relativos a medidas de dependência, que podem ser utilizadas em processo α-estáveis,

e na Seção 2.3 apresentamos a generalização dos processos em questão e exemplos.

Provamos diversos resultados novos em todas as seções deste capítulo. Sempre que

não houver indicação de referência precedente ao resultado, estamos tratando de um

resultado novo.

2.1 Preliminares

A equação de Langevin clássica de�ne um processo estocástico contínuo e foi

introduzida por Langevin (1908) para modelar a dinâmica do movimento de uma

partícula imersa em meio �uido. Ela é dada por

{
d V (t) = −θV (t)dt+ dL(t)

V (0) = V0,
(2.1)

onde θ > 0 é uma constante de atrito e L(·) uma força aleatória, representa um

ruído e é dado por algum processo estocástico a tempo contínuo.

Se L(·) for o movimento Browniano, esta equação pode ser resolvida aplicando

métodos de transformada de Laplace (ou fórmula de Itô). Sob esta perspectiva, a
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solução de (2.1), para t ≥ 0, é dada por

V (t) = V0e
−θt +

∫ t

0

e−θ(t−s) dL(s). (2.2)

O processo estocástico solução {V (t)}t≥0, dado em (2.2), é chamado processo

Ornstein-Uhlenbeck (OU). É muito utilizado para modelar séries temporais �nan-

ceiras, tais como taxas de juros, taxas de câmbios, etc. Quando L(·) = B(·), onde
B(·) representa o movimento Browniano padrão, o processo OU foi estudado por

diversos autores. Um resultado bem conhecido sobre o processo OU Gaussiano é

a sua propriedade de estacionariedade quando V0 ∼ N(0, σ2
0), onde σ2

0 = 1
2θ
, veja

Karatzas e Shreve (1988).

Em 1965, surgiu uma generalização do modelo proposto por Langevin, com Ha-

zime Mori, e em 1966, com Ryogo Kubo, que �cou conhecida como equação de

Langevin generalizada (ELG). Tal equação é dada por

{
d V (t) = −

∫ t
0
γ(t− s)V (s) ds dt+ dL(t)

V (0) = V0,
(2.3)

onde {L(t)}t≥0 é um processo de ruído e V0 é uma variável aleatória independente

de L(t).

Na equação (2.3), γ(·) é chamada de função memória. Considerando

γ(t− s) = θ δ(t− s) =





θ, se t = s

0, se t 6= s,

(2.4)

recaímos na equação (2.1).

A ELG foi estudada por Kannan (1977) considerando-se que o processo de ruído

tenha segundo momento �nito. Neste caso, toda solução em média quadrática,

{V (t)}t≥0, tem a forma

V (t) = V0ρ(t) +

∫ t

0

ρ(t− s) dL(s), (2.5)

onde V0 é o processo de�nido em t = 0, ou seja, V0 ≡ V (0), {L(t)}t≥0 é o processo de

ruído e ρ(·) é uma função determinística satisfazendo a equação integro-diferencial
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de Volterra, dada por {
ρ′(t) = −

∫ t
0
γ(t− s)ρ(s) ds

ρ(0) = 1.
(2.6)

Neste trabalho iremos considerar o processo de ruído {L(t)}t≥0 dentro de classe

dos processos de Lévy, que são descritos na De�nição 2.1 a seguir.

De�nição 2.1. Um processo estocástico {L(t)}t≥0 é dito processo de Lévy se satis-

fazer as seguintes condições:

• L(0) ≡ 0 q.c.

• L(·) tem incrementos independentes e estacionários, ou seja, para todo n ≥
1 e 0 ≤ t0 < t1 < t2 < · · · < tn, as variáveis aleatórias L(t0), L(t1) −
L(t0),· · · ,L(tn) − L(tn−1) são independentes e L(t+ h) − L(t) tem a mesma

distribuição que L(h), para todo h > 0.

• L(·) é contínuo em probabilidade, ou seja, dado t ≥ 0 e δ > 0, temos

lim
h→0

P(|L(t+ h)− L(t)| > δ) = 0.

Sob as condições acima, a variável aleatória L(1) tem distribuição in�nitamente

divisível e sua função característica é dada por

ϕ(x) = e−ψ(x),

onde ψ : R→ C é dito ser o expoente característico de L(1).

Para �ns de simulação e estimação iremos utilizar um caso particular de processo

de Lévy, chamado processo de Lévy α-estável, de�nido a seguir.

De�nição 2.2. Seja {L(t)}t≥0 um processo de Lévy, {L(t)}t≥0 é dito Lévy α-estável

se L(1) ∼ Sα(1, β, 0), onde Sα(σ, β, µ) é a notação utilizada para designar uma

variável aleatória α-estável. Esta é unicamente determinada pela sua função carac-

terística, dada por

Φ(x) =

{
exp

{
−σα|x|α

(
1− iβsign(x) tan

(
πα
2

))
+ iµx

}
, se α 6= 1,

exp
{
−σ|x|

(
1− iβsign(x) 2

π
ln |x|

)
+ iµx

}
, se α = 1,

onde α ∈ (0, 2] é o índice de estabilidade; σ ∈ (0,∞) é o parâmetro de escala;

β ∈ [−1, 1] é o parâmetro de simetria e µ ∈ R é o parâmetro de deslocamento.
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Observação 2.1. (a) Se {L(t)}t≥0 é um processo de Lévy padrão α-estável (β = 0),

então o expoente característico de L(1) é dado por ψ(x) = |x|α;

(b) Pela De�nição 2.2, obtemos a distribuição de L(t), para todo t > 0. Seja

Φt(·) a função característica da variável aleatória L(t), então pelo teorema 4.9 em

Papapantoleon (2008),

Φt(x) = (Φ1(x))t =

{
exp

{
−(t1/α)α|x|α

(
1− iβsign(x) tan

(
πα
2

))}
, se α 6= 1,

exp
{
−(t)|x|

(
1− iβsign(x) 2

π
ln |x|

)}
, se α = 1,

logo L(t) ∼ Sα(t1/α, β, 0). Pela propriedade de incrementos estacionários, obtemos

que L(t)− L(s) ∼ Sα((t− s)1/α, β, 0), para todo 0 ≤ s < t <∞.

(c) Uma propriedade muito importante das variáveis α-estáveis é que elas não apre-

sentam segundo momento �nito, quando 0 < α < 2, e nem mesmo primeiro momento

�nito, quando 0 < α ≤ 1. Essa característica torna inutilizável muitas técnicas vá-

lidas para o caso Gaussiano.

(d) Caso {L(t)}t≥0 seja um processo de Lévy padrão α-estável, com 1 < α ≤ 2, San-

tos (2011) mostrou que a solução da equação diferencial estocástica (2.3) é também

a expressão (2.5).

Lembre que dizemos que uma medida é Delta de Dirac, denotada por δx(B), se

δx(B) = IB(x), B ∈ B(R). Logo, λδ1(B) = λIB(1). Além disso, para toda função

contínua f(·), vale que ∫
f(y)δ1(dy) = f(1).

2.2 Medidas de Dependência

Nesta seção apresentamos três medidas de dependência. Elas podem ser utiliza-

das mesmo em processos que não possuem segundo momento �nito e são chamadas

de: codiferença, covariância espectral e covariação. A codiferença teórica e sua

empírica são de�nidas na Subseção 2.2.1. Provamos a consistência da codiferença

empírica para processos estacionários α-estáveis simétricos, que satisfaçam certa

condição. A covariância espectral é de�nida na Subseção 2.2.2, em conjunto com

sua estimação, baseada na estimação da medida espectral. A covariação é de�nida

na Subseção 2.2.3.
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2.2.1 Codiferença

Nesta seção de�nimos uma medida de dependência para quaisquer processos

estocásticos. Primeiramente, de�nimos essa medida para duas variáveis aleatórias

quaisquer. A codiferença de X1 e X2 é de�nida como

τ(X1, X2) = ln

{
E [exp (i(X1 −X2))]

E [exp (i(X1))]E [exp (−i(X2))]

}
. (2.7)

A codiferença, de�nida em (2.7), está relacionada com a função introduzida por

Astrauskas (1983). Esta função foi usada novamente por Astrauskas et al. (1991).

Observação 2.2. (a) Se X1 e X2 são variáveis aleatórias independentes, então

τ(X1, X2) = 0.

(b) Se X1 e X2 são variáveis aleatórias Gaussianas, então τ(X1, X2) = Cov(X1, X2).

(c) A função codiferença está bem de�nida mesmo que o processo não tenha primeiro

momento �nito. A codiferença foi amplamente estudada para processos lineares em

Kokoszka e Taqqu (1994 e 1995).

Se {X(t)}t≥0 é um processo estocástico, então a função codiferença é dada por

τX(k, t) = τ(X(k), X(t)), (2.8)

para k, t ≥ 0.

Existe uma de�nição ainda mais geral para a codiferença, similar à de�nição

proposta em Rosadi e Deistler (2009), dada por

τX(s; k, t) = ln {E [exp (is(X(t+ k)−X(t)))]} − ln {E [exp (is(X(t+ k)))]}
− ln {E [exp (−is(X(t)))]}, (2.9)

onde s ∈ R e k, t ≥ 0. Então quando s = 1, a expressão (2.9) se reduz à (2.8).

Utiliza-se s como forma de parametrizar a função codiferença da expressão (2.8).

Observação 2.3. (a) Nesta seção vamos considerar processos estacionários, isto

é, para todo d ≥ 0, t1, t2, · · · , td ≥ 0, as distribuições �nito-dimensionais do vetor

(X(t1 + ∆), X(t2 + ∆), · · · , X(td + ∆)) não dependem de ∆ ≥ 0. No restante do

trabalho, quando não especi�carmos outra de�nição, estaremos considerando este

sentido de estacionariedade.

8



(b) Se {X(t)}t≥0 é um processo estacionário, então a expressão (2.9) não depende

de t. Nesta situação, a expressão (2.9) será denotada por τX(s; k).

Consideramos o estimador proposto por Rosadi e Deistler (2009) para processos

ARMA α-estáveis. Provamos a consistência do estimador para processos estacioná-

rios com distribuições �nito-dimensionais simétricas α-estáveis. Seja {X(t)}t≥0 um

processo estacionário e {Xi}Ni=1 uma amostra de tamanho N deste processo. Como

a função codiferença é de�nida a partir de funções características, a função codi-

ferença empírica pode ser estimada utilizando funções características empíricas. O

estimador da função codiferença no lag k, proposto por Rosadi e Deistler (2009), é

dado por

τ̂X(s; k) =

√
N − k
N

[
ln

(
1

N − k
N−k∑

t=1

eis(Xt+k−Xt)
)
− ln

(
1

N − k
N−k∑

t=1

eisXt+k

)

− ln

(
1

N − k
N−k∑

t=1

e−isXt

)]
, (2.10)

para todo k ∈ {0, · · · , N}.

A consistência do estimador é apresentada no Teorema 2.1. Precisamos conside-

rar a seguinte condição para garantir a propriedade de consistência:

Condição A: τX(s; k)→ 0, quando k →∞, para todo s ∈ R.

Note que a Condição A não é extremamente forte, pois pelo menos processos α-

estáveis estacionários que apresentam a propriedade de mixing devem satisfazê-la

(ver Gross, 1994). Além disso, todos os processos contínuos α-estáveis estacionários

de médias móveis também satisfazem esta condição (ver Samorodnitsky e Taqqu,

1994). Um exemplo de processo de médias móveis que satisfaz esta condição é o

processo Ornstein-Uhlenbeck.

De�nimos, para k ∈ N ∪ {0}, a k-ésima diferença do processo {X(t)}t≥0 da

seguinte forma

W (t) = X(t+ k)−X(t). (2.11)

Teorema 2.1. Seja {X(t)}t≥0 um processo estacionário com distribuição α-estável

simétrica, 0 < α ≤ 2, satisfazendo a Condição A. Seja {W (t)}t≥0 o processo de�nido

em (2.11) e suponha que ele também satisfaça a Condição A, para todo k �xo. Para

s ∈ R e k ∈ N ∪ {0}, a função codiferença empírica τ̂X(s; k), de�nida na expressão
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(2.10), é um estimador consistente da função codifereça teórica τX(s; k), quando

N →∞.

Para mostrar a consistência da codiferença empírica, de�nida em (2.10), preci-

samos provar os dois lemas a seguir.

Lema 2.1. Seja {X(t)}t≥0 um processo estacionário com distribuição α-estável si-

métrica, 0 < α ≤ 2, satisfazendo a Condição A. Considere ΦX(s) = E(eisX(t)) a

função característica de X(t). Para s ∈ R e k ∈ N ∪ {0},

ln(φ̂(s; k)) := ln

(
1

N − k
N−k∑

t=1

eisXt

)

é um estimador consistente para ln(ΦX(s)), quando N →∞.

Prova: Seja Ys(t) := eisX(t). Note que o processo {Ys(t)}t≥0 também será estacio-

nário, pois é função contínua do processo estacionário {X(t)}t≥0. Por simplicidade,

iremos mostrar a consistência para φ̂∗(s) := 1
N

∑N
t=1 e

isXt em vez de φ̂(s; k).

Temos que φ̂∗(s) é um estimador não viciado para ΦX(s) = E(Ys(t)). Para

mostrar a consistência fraca deste estimador, iremos provar que Ys(t) é um processo

ergódico em média. O processo Ys(t) é dito ser ergódico em média se φ̂∗(s)→ ΦX(s)

em média quadrática. Brockwell e Davis (1991) mostram, no teorema 7.1.1 (p. 218),

que uma condição su�ciente para isto ocorrer é que sua função de autocovariância

convirja para zero, quando k → ∞. A função de autocovariância de Ys(t) no lag k

pode ser escrita como

CYs(k) = Cov(Ys(t+ k), Ys(t)) = E(Ys(t+ k)Ys(t))− E(Ys(t+ k))E(Ys(t))

= E(eisX(t+k)e−isX(t))− |ΦX(s)|2 = |ΦX(s)|2
(

E(eis(X(t+k)−X(t)))

E(eisX(t+k))E(e−isX(t))
− 1

)
.

(2.12)

Note que

exp(τX(s; k)) =
E(eis(X(t+k)−X(t)))

E(eisX(t+k))E(e−isX(t))
.

Então, temos

CYs(k) = |ΦX(s)|2 (exp(τX(s; k))− 1) .

Pela Condição A, CYs(k) → 0, quando k → ∞. Como convergência em média

quadrática implica em convergência em probabilidade, temos que φ̂∗(s)
P→ ΦX(s),
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para todo s ∈ R. Além disso, ΦX(·) é uma função real positiva, pois estamos

considerando processos estacionários α-estáveis simétricos. Então, podemos concluir

que Re (φ̂∗(s))
P→ Re (ΦX(s)) = ΦX(s) e Im (φ̂∗(s))

P→ Im (ΦX(s)) = 0, onde Re (z)

e Im (z) são, respectivamente, as partes reais e imaginárias de z ∈ C.

Considere o valor principal da função ln(·) no domínio complexo, esta função será

contínua e bem de�nida em C menos a reta real negativa. Veja que Re (ΦX(s)) =

ΦX(s) > 0, pois ΦX(s) é função característica de uma variável aleatória α-estável

simétrica. No enquanto, Re (φ̂∗(s)) pode ser menor ou igual a zero. Sem perda

de generalidade, restringimos a de�nição das partes real e imaginária de ln(φ̂∗(s))

apenas na metade positiva do plano complexo, onde Re (φ̂∗(s)) é maior do que zero,

e igual a zero, caso contrário. Assim, dado que ln(z) = ln |z|+ i arg(z), obtemos

Re [ln(φ̂∗(s))] = ln{[Re (φ̂∗(s))]2 + [Im (φ̂∗(s))]2} 1
2

=
1

2
ln{[Re (φ̂∗(s))]2 + [Im (φ̂∗(s))]2}

e

Im [ln(φ̂∗(s))] = arctan

[
Im (φ̂∗(s))

Re (φ̂∗(s))

]
.

Pela continuidade da função logarítmica no domínio considerado, temos que

Re [ln(φ̂∗(s))]
P→ Re [ln(ΦX(s))] = ln(ΦX(s)) e Im [ln(φ̂∗(s))] = arg(φ̂∗(s))

P→ 0,

quando N → ∞. Ou seja, ln(φ̂∗(s))
P→ ln(ΦX(s)). Para completar a prova, basta

mostrar que φ̂∗(s)− φ̂(s; k)
P→ 0. Veja que

E|φ̂∗(s)− φ̂(s; k)| = E

∣∣∣∣∣
1

N

N∑

t=1

eisXt − 1

N − k
N−k∑

t=1

eisXt

∣∣∣∣∣

= E

∣∣∣∣∣

(
1

N
− 1

N − k

)N−k∑

t=1

eisXt +
1

N

N∑

t=N−k+1

eisXt

∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣

1

N
− 1

N − k

∣∣∣∣
N−k∑

t=1

|eisXt|+ 1

N

N∑

t=N−k+1

|eisXt |

=

(
1

N − k −
1

N

)
(N − k) +

k

N
=

2k

N
.

Portanto, quando N →∞, φ̂∗(s)−φ̂(s; k)→ 0 em média, logo, também converge

em probabilidade.

�
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Observação 2.4. Se X é uma variável aleatória α-estável denotada por X ∼
Sα(σ, β, µ), então Y = eisX não é variável α-estável, para todo s ∈ R �xo. De

fato, vamos calcular a variância de Y e ver que ela é �nita. Primeiramente considere

α 6= 1 e note que a esperança de Y é dada por

E(Y ) = exp
{
−σα|s|α + i

(
σα|s|αβsign(s) tan

(πα
2

)
+ µs

)}
.

Logo,

Var(Y ) =E[(Y − E(Y ))(Y − E(Y ))] = E
[
(eisX − E(eisX))(e−isX − E(e−isX))

]

=E[1− eisXE(e−isX)− e−isXE(eisX) + E(eisX)E(e−isX)]

=1− E(eisX)E(e−isX)− E(e−isX)E(eisX) + E(eisX)E(e−isX)

=1− e−σα|s|α+i(σα|s|αβsign(s) tan(πα2 )+µs)e−σ
α|−s|α+i(σα|−s|αβsign(−s) tan(πα2 )−µs)

=1− e−2σα|s|α <∞.

O caso α = 1 é análogo. Portanto, a expressão (2.12) está bem de�nida.

No Corolário 2.1 provamos que vale a recíproca do que foi utilizado na prova do

Lema 2.1, ou seja, se a função de autocovariância do processo {Ys(t)}t≥0 convergir

a zero, então a função codiferença do processo {X(t)}t≥0 também converge a zero.

Corolário 2.1. Seja {X(t)}t≥0 um processo estacionário com distribuição α-estável

simétrica, 0 < α ≤ 2. Seja Ys(t) = eisX(t). Suponha que a função de autocovariância

do processo {Ys(t)}t≥0, denotada por CYs(·), é tal que CYs(k)→ 0, quando k →∞.

Então, a função codiferença τX(s; k), de�nida na expressão (2.9), é assintoticamente

zero, quando k →∞.

Prova: Note que, pela expressão (2.12), temos

CYs(k) = |ΦX(s)|2
(

E(eis(X(t+k)−X(t)))

E(eisX(t+k))E(e−isX(t))
− 1

)
→ 0,

quando k →∞. Então,

E(eis(X(t+k)−X(t)))

E(eisX(t+k))E(e−isX(t))
− 1→ 0⇐⇒ E(eis(X(t+k)−X(t)))

E(eisX(t+k))E(e−isX(t))
→ 1

⇐⇒ ln

(
E(eis(X(t+k)−X(t)))

E(eisX(t+k))E(e−isX(t))

)
→ 0. (2.13)
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Note que o termo do lado esquerdo de (2.13) é τX(s; k). Portanto, τX(s; k)→ 0,

quando k →∞.

�

No Lema 2.2 provamos um resultado análogo ao provado no Lema 2.1, mas

considerando o processo {W (t)}t≥0, de�nido em (2.11).

Lema 2.2. Seja {X(t)}t≥0 um processo estacionário com distribuição α-estável si-

métrica, 0 < α ≤ 2, satisfazendo a Condição A. Seja {W (t)}t≥0 o processo de�nido

em (2.11) e suponha que ele também satisfaça a Condição A, para todo k �xo. Seja

ΦW (s; k) = E(eis(X(t+k)−X(t))) a função característica de W (t). Para k ∈ N ∪ {0} e
s ∈ R

ln(φ̂(s; k))
P→ ln(ΦW (s; k)),

quando N →∞, onde φ̂(s; k) é dado por

φ̂(s; k) :=
1

N − k
N−k∑

t=1

eis(Xt+k−Xt).

Prova: Para provar este lema, vamos proceder de forma similar ao Lema 2.1. Pri-

meiramente, vamos mostrar a consistência de φ̂∗(s; k) := 1
N

N∑
t=1

eis(Xt+k−Xt). De�na

Z(t) := Ys(t + k)Ys(t) = eis(X(t+k)−X(t)), para k �xo. Como o processo {X(t)}t≥0

é estacionário, {Z(t)}t≥0 também é estacionário. Vamos mostrar que Z(·) é um

processo ergódico em média. uma condição su�ciente para isto ocorrer é que sua

função de autocovariância convirja para zero. A função de autocovariância de Z(·)
no lag l é dada por

CZ(l) = Cov(Z(t+ l), Z(t)) = E(Z(t+ l)Z(t))− E(Z(t+ l))E(Z(t))

= E(eis(X(t+l+k)−X(t+l)−X(t+k)+X(t)))− |ΦW (s; k)|2

= E(eis((X(t)−X(t+k))−(X(t+l)−X(t+l+k)))− |ΦW (s; k)|2. (2.14)

Então, precisamos mostrar que

E(Z(t+ l)Z(t)) = E(eis((X(t)−X(t+k))−(X(t+l)−X(t+l+k)))→ |ΦW (s; k)|2, (2.15)
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quando l→∞. Note que

E(Z(t+ l)Z(t)) = |ΦW (s; k)|2
(
E(eis((X(t)−X(t+k))−(X(t+l)−X(t+l+k)))

|ΦW (s; k)|2
)

= |ΦW (s; k)|2
(

E(eis((X(t)−X(t+k))−(X(t+l)−X(t+l+k)))

E(eis(X(t+l+k)−X(t+l)))E(e−is(X(t+k)−X(t)))

)

= |ΦW (s; k)|2 exp(τW (s; l)), (2.16)

onde τW (s; l) = ln
(

E(eis((X(t)−X(t+k))−(X(t+l)−X(t+l+k)))

E(eis(X(t+l+k)−X(t+l)))E(e−is(X(t+k)−X(t)))

)
é a função codiferença de

W (·), para k e t �xos. Por hipótese, temos τW (s; l) → 0, quando l → ∞. Logo,

exp(τW (s; l)) → 1. Ou seja, E(eis((X(t)−X(t+k))−(Xt+l−Xt+l+k)) → |ΦW (s; k)|2, quando
l → ∞, então φ̂∗(s; k) converge em média quadrática para ΦW (s; k). Portanto,

φ̂∗(s; k)
P→ ΦW (s; k). Para o restante da prova, procedemos de maneira similar à

prova do Lema 2.1.

�

No Corolário 2.2 provamos a recíproca do que foi utilizado na prova do Lema 2.2,

ou seja, se a função de autocovariância do processo {Z(t)}t≥0 convergir a zero, então

a função codiferença do processo {W (t)}t≥0, de�nido em (2.11), também converge

a zero.

Corolário 2.2. Seja {X(t)}t≥0 um processo estacionário com distribuição α-estável

simétrica, 0 < α ≤ 2. Seja Z(t) := eis(X(t+k)−X(t)), para k �xo. Suponha que

a função de autocovariância do processo {Z(t)}t≥0, denotada por CZ(·), é tal que

CZ(l) → 0, quando l → ∞. Seja {W (t)}t≥0 o processo de�nido em (2.11). Então,

a função codiferença τW (s; l), de�nida na expressão (2.9), é assintoticamente zero,

quando l→∞.

Prova: Pela expressão (2.14), temos

CZ(l) = E(eis((X(t)−X(t+k))−(X(t+l)−X(t+l+k)))− |ΦW (s; k)|2 → 0,

quando l→∞. Portanto,

E(eis((X(t)−X(t+k))−(X(t+l)−X(t+l+k)))→ |ΦW (s; k)|2.
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Pela expressão (2.16), obtemos

|ΦW (s; k)|2 E(eis((X(t)−X(t+k))−(X(t+l)−X(t+l+k)))

E(eis(X(t)−X(t+k)))E(eis(X(t+l+k)−X(t+l)))
→ |ΦW (s; k)|2

⇐⇒ ln

[
E(eis((X(t)−X(t+k))−(X(t+l)−X(t+l+k)))

E(eis(X(t)−X(t+k)))E(eis(X(t+l+k)−X(t+l)))

]
→ 0. (2.17)

Note que o termo do lado esquerdo de (2.17) é τW (s; l), onde W (·) é de�nido em

(2.11), para k �xo. Portanto, τW (s; l)→ 0, quando l→∞.

�

Prova do Teorema 2.1: Para k �xo e N → ∞, temos que
√

N−k
N
→ 1. Pelos

Lemas 2.1 e 2.2, vale que

τ̂X(s; k)
P→ ln[ΦW (s; k)]− ln[ΦX(s)]− ln[ΦX(−s)] = τX(s; k),

para s ∈ R, quando N →∞.

�

2.2.2 Covariância Espectral

Uma medida de dependência alternativa para variáveis aleatórias α-estáveis a ser

considerada é a covariância espectral. Esta medida de dependência foi introduzida

por Paulauskas (1976) e posteriormente foi estudada por Damarackas e Paulauskas

(2014). Para de�nirmos a covariância espectral, precisamos primeiramente introdu-

zir a noção de medida espectral de vetores α-estáveis. Seja X = (X1, · · · , Xd)
′ um

vetor α-estável em Rd e considere

ΦX(θ) = ΦX(θ1, · · · , θd) = E[exp{i(θ,X)}] = E

[
exp

{
i

d∑

k=1

θkXk

}]

sua função característica. O teorema 2.3.1 em Samorodnitsky e Taqqu (1994) a�rma

que X é um vetor α-estável (0 < α < 2) se, e somente se, existe uma medida Γ na

esfera unitária Sd = {s ∈ Rd : ‖s‖ = 1} e um vetor µ0 em Rd tal que

(a) Se α 6= 1,

ΦX(θ) = exp

{
−
∫

Sd

|(θ, s)|α
(

1− i sign((θ, s)) tan
πα

2

)
Γ(ds) + i(θ,µ0)

}
.

(2.18)
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(b) Se α = 1,

ΦX(θ) = exp

{
−
∫

Sd

|(θ, s)|
(

1− i 2
π

sign((θ, s)) ln |(θ, s)|
)

Γ(ds) + i(θ,µ0)

}
.

(2.19)

O par (Γ,µ0) é único.

A medida Γ nas expressões (2.18) e (2.19) é chamada medida espectral do vetor

aleatório α-estável X. O caso Gaussiano é excluído, pois não há unicidade da medida

espectral neste caso. Assumimos que µ0 = 0. Quando α = 1, assumimos que a

medida Γ é simétrica. A covariância espectral está de�nida a seguir.

De�nição 2.3. Seja X = (X1, X2) um vetor aleatório α-estável (d = 2), com medida

espectral Γ em S2. De�nimos a covariância espectral de X como

%(X1, X2) =

∫

S2

s1 s2 Γ(ds).

A vantagem em utilizar a covariância espectral é que sua de�nição é baseada

apenas na medida espectral, não na função característica de X. Damarackas e

Paulauskas (2014) �zeram uma análise, baseada em exemplos, sobre a dependência

do α na covariância espectral.

Considere um processo estocástico α-estável na sua forma integral, dada por

X(t) =

∫

E

ft(s)dL(s),

onde E ⊆ R é um conjunto, {L(t)}t≥0 é o processo Lévy α-estável e {ft(·)}t≥0 é fun-

ção determinística tal que
∫
E
|ft(s)|αds <∞. Neste caso, Damarackas e Paulauskas

(2014) mostram que a covariância espectral pode ser escrita como

%(X(t), X(t+ k)) =

∫

E

ft(s)ft+k(s)‖f̄(s)‖α−2 ds, (2.20)

onde ‖f̄(s)‖2 = f 2
t (s) + f 2

t+k(s).

A covariância espectral empírica é dada em função da estimação da medida

espectral. Consideramos o estimador proposto em Kodia e Garel (2014), onde para

t ≥ 0 �xo, temos

%̂(X(t), X(t+ k)) =
m∑

j=1

σ̂j,k cos

(
2π(j − 1)

m

)
sen

(
2π(j − 1)

m

)
, (2.21)
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onde σ̂k = (σ̂j,k)
m
j=1 tal que σ̂k = minσ≥0 ‖Îk − Ψ̂σ‖. Para estimar os pesos

σ̂k considere Ψ̂ uma matriz m × m de�nida por Ψ̂ = (ψ̂α(〈tj, sl〉))mj,l=1 tal que

ψ̂α(〈tj, sl〉) = |tj1sl1 + tj2sl2|α̂, onde α̂ é uma estimativa para α e tj = sj =(
cos
(

2π(j−1)
m

)
, sen

(
2π(j−1)

m

))
.

Neste trabalho, consideramos quatro estimadores para α: o de máxima verossi-

milhança (denotado por α̂mle); o estimador baseado em uma regressão, proposto por

Koutrouvelis (1980) (denotado por α̂kou); o estimador baseado nos quantis, proposto

por McCulloch (1986) (denotado por α̂mc) e o estimador baseado em uma regressão,

proposto por Press (1972) (denotado por α̂pr). O estimador de�nido na expressão

(2.21) necessita de uma amostra i.i.d. Xk
(1), · · · ,Xk

(re) de (X(t), X(t + k)), onde

re é o números de replicações. Sejam Îk = (Îk,re(tj))
m
j=1 e Îk,re(tj) = − ln(φ̂k,re(tj)),

onde φ̂k,re(tj) é a função característica empírica dada por φ̂k,re(tj) = 1
re

re∑
j=1

ei〈tj,Xk
(j)〉.

Para mais detalhes sobre o estimador da covariância espectral, referenciamos Kodia

e Garel (2014).

2.2.3 Covariação

Nesta subseção, de�nimos mais uma medida de dependência para processos α-

estáveis, esta é denominada covariação. Dado um processo X(t) =
∫
E
ft(x)dL(x),

t ∈ T , onde {L(t)}t≥0 é o processo Lévy α-estável e {ft(·)}t≥0 é tal que
∫
E
|ft(x)|αdx <

∞, Mohammadi e Mohammadpour (2009) de�nem a covariação entre X(t) e X(s)

por

sc(X(t), X(s)) =

∫

E

ft(x) fs(x)dx. (2.22)

Neste sentido, um processo é dito fracamente estacionário se, para todos t, s ∈ T ,

sc(X(t), X(s)) = sc(X(t+ k), X(s+ k)),

para todo k ∈ T . Assim, de�ne-se a covariação para processos fracamente estacio-

nários em apenas uma variável

sc(t) = sc(X(t), X(0)) = sc(X(s+ t), X(s)).

Observação 2.5. A de�nição aqui apresentada para a covariação, baseada no artigo

Mohammadi e Mohammadpour (2009), difere da de�nição para covariação apresen-
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tada em Samorodnitsky e Taqqu (1994). Samorodnitsky e Taqqu (1994) de�nem a

covariação entre duas variáveis aleatórias α-estáveis simétricas, X1 e X2, com α > 1,

por

[X1, X2]α =

∫

S2

s1s
〈α−1〉
2 Γ(ds),

onde Γ(·) é a medida espectral do vetor (X1, X2) e a〈p〉 = |a|p sign(a). Na proposição

3.5.2, Samorodnitsky e Taqqu (1994) mostram que a covariação para processos do

tipo X(t) =
∫
E
ft(x)dL(x), t ∈ T , onde {L(t)}t≥0 é o processo Lévy α-estável, é

dada por

[X(t), X(s)]α =

∫

E

ft(x) fs(x)〈α−1〉dx.

Neste trabalho, usamos a de�nição dada em (2.22).

2.3 De�nição e Propriedades do Processo Tipo OU

Generalizado

Nesta seção apresentamos um procedimento para generalizar os processos advin-

dos da ELG. Chamamos esses processos de processos tipo OU generalizados. Con-

sideramos casos especiais, onde o processo de ruído apresenta segundo momento

in�nito, mas também é possível analisar casos em que o primeiro momento é in�-

nito.

O processo tipo OU generalizado é apresentado na De�nição 2.4, onde consi-

deramos processo de Lévy como ruído. Lembramos que o único processo de Lévy

α-estável que apresenta segundo momento �nito é o movimento Browniano padrão,

também conhecido como processo de Wiener.

De�nição 2.4. Seja {V (t)}t≥0 um processo estocástico e ρ = {ρ(t)}t≥0 uma função

determinística. Dizemos que o par (V, ρ) representa uma solução da ELG se V (·) é
dado por

V (t) = V0ρ(t) +

∫ t

0

ρ(t− s) dL(s) (2.23)

e a função ρ satisfaz a seguinte equação integro-diferencial

{
ρ′(t) = −

∫ t
0
ρ(s) dµt(s),

ρ(0) = 1,
(2.24)

onde {µt}t≥0 é uma família de medidas com sinal, {L(t)}t≥0 é um processo de Lévy
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e V0 é independente de {L(t)}t≥0. O processo estocástico {V (t)}t≥0 é chamado de

processo tipo OU generalizado.

Sob as condições da De�nição 2.4, a integral estocástica em (2.23) pode ser to-

mada no sentido de convergência em probabilidade, se ρ(·) é uma função contínua

(Lukacs, 1975). De forma geral, pode-se considerar integração estocástica com res-

peito a semimartingais (Applebaum, 2009). Equações integro-diferenciais, como na

expressão (2.24), são estudadas em Mingarelli (1983).

Na proposição a seguir provamos uma possível forma discreta para o processo

dado em (2.23).

Proposição 2.1. Sob as condições da De�nição 2.4 e se {L(t)}t≥0 é o processo

de Lévy padrão α-estável, o processo de�nido pela expressão (2.23) tem a seguinte

forma discreta

V (n+ 1)− V (n)
d
= V0 (ρ(n+ 1)− ρ(n)) + ξn, (2.25)

onde d
= signi�ca igualdade em distribuição e ξn ∼ Sα(σn, 0, 0), tal que σn é dado por

σαn =

∫ n

0

|ρ(n+ 1− s)− ρ(n− s)|α ds+

∫ n+1

n

|ρ(n+ 1− s)|α ds. (2.26)

Prova: Pela expressão (2.23) obtemos

V (n+ 1)− V (n) = V0 (ρ(n+ 1)− ρ(n)) + ξn,

onde ξn =
∫ n+1

0
ρ(n + 1 − s) dL(s) −

∫ n
0
ρ(n − s) dL(s). Podemos reescrever ξn da

seguinte forma

ξn =

∫ n

0

[ρ(n+ 1− s)− ρ(n− s)] dL(s) +

∫ n+1

n

ρ(n+ 1− s) dL(s) = An +Bn,

onde An =
∫ n

0
[ρ(n+ 1− s)− ρ(n− s)] dL(s) e Bn =

∫ n+1

n
ρ(n+ 1− s) dL(s), tal que

An e Bn são independentes. Além disso, pela proposição 3.4.1 em Samorodnitsky e

Taqqu (1994), An ∼ Sα(σAn , 0, 0) e Bn ∼ Sα(σBn , 0, 0), em que

σαAn =

∫ n

0

|ρ(n+ 1− s)− ρ(n− s)|α ds,

σαBn =

∫ n+1

n

|ρ(n+ 1− s)|α ds.
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Pela propriedade 1.2.1 em Samorodnitsky e Taqqu (1994), temos que ξn ∼ Sα(σn, 0, 0),

onde σn é dado por (2.26).

�

Observe que se θ > 0 e µt(E) = θ IE(t), onde IE(·) é função indicadora do

conjunto E, então {µt}t≥0 é a família de medidas Delta de Dirac com massa θ >

0. Resolvendo a equação (2.24), obtemos ρ(t) = e−θt, e o processo resultante é o

conhecido Ornstein-Uhlenbeck. Na situação geral, d µt(s) = γ(t − s) ds dependerá

de t ≥ 0 e recuperamos a expressão (2.6).

Além disso, note que se µt = µ, para todo t ≥ 0 na De�nição 2.4 e µ medida

absolutamente contínua com relação à medida de Lesbegue λ, ou seja, d µt(s) =

d µ(s) = f(s) ds, para todos t, s ≥ 0, onde

f(s) =
d µ

d λ
(s)

é a derivada de Radon-Nikodym de µ com relação à λ. Neste caso, a expressão

(2.24) é dada por

ρ′(t) = −
∫ t

0

ρ(s) f(s) ds =⇒





ρ′(0) = 0

ρ′′(t) = −ρ(t) f(t).

(2.27)

Assim, de (2.27) temos 



ρ′′(t) + ρ(t) f(t) = 0

ρ(0) = 1 e ρ′(0) = 0.

(2.28)

Mudando a função f(·) na expressão (2.28) ou o processo de ruído L(·) em (2.23),

resolvemos a equação (2.28) e encontramos a função ρ(·).

Se ρ(t) = e−θt ou ρ(t) = 1, ∀t ≥ 0, então V (·) é o processo Ornstein-Uhlenbeck

ou o processo de Lévy, respectivamente. Neste caso, claramente, obtemos processos

de Markov. Queremos enfatizar que outros processos advindos da De�nição 2.4

não são necessariamente Markovianos. Mas, esta característica não nos impede de

estudá-los (veja Fleming et al., 2014).

Seja {Iρ(t)}t≥0 o processo estocástico dado por Iρ(t) =
∫ t

0
ρ(t− x)dL(x) e consi-

dere τIρ(s; k, t) sua função codiferença. A proposição A.1 em Medino et al. (2012)
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a�rma que as funções características de integrais estocásticas são obtidas a partir

do integrando e do expoente característico de L(1). Então, se considerarmos que

L(·) é o processo de Lévy padrão α-estável, pela Observação 2.1(a), τIρ(s; k) pode

ser escrita como

τIρ(s; k) = ln

[
E(eis

∫ t
0 (ρ(t+k−x)−ρ(t−x))dL(x))E(eis

∫ t+k
t ρ(t+k−x)dL(x))

E(eis
∫ t+k
0 ρ(t+k−x)dL(x))E(e−is

∫ t
0 ρ(t−x)dL(x))

]

= ln

[
e−|s|

α(
∫ t
0 |ρ(t+k−x)−ρ(t−x)|αdx+

∫ t+k
t |ρ(t+k−x)|αdx)

e−|s|
α(

∫ t+k
0 |ρ(t+k−x)|αdx+

∫ t
0 |ρ(t−x)|αdx)

]

= |s|α
∫ t

0

(|ρ(t+ k − x)|α + |ρ(t− x)|α − |ρ(t+ k − x)− ρ(t− x)|α) dx.

(2.29)

Na proposição a seguir provamos uma fórmula geral para a função codiferença

do processo estocástico dado pela expressão (2.23).

Proposição 2.2. Seja {V (t)}t≥0 o processo estocástico de�nido na expressão (2.23).

Então, valem as seguintes a�rmações.

(i) A função codiferença de {V (t)}t≥0 é dada por

τV (s; k, t) = ln

[
ϕV0(s(ρ(t+ k)− ρ(t)))

ϕV0(sρ(t+ k))ϕV0(−sρ(t))

]
+ τIρ(s; k, t),

onde ϕV0(·) é a função característica da variável aleatória V0 ≡ V (0).

(ii) Se {V (t)}t≥0 é estacionário, então sua função codiferença se reduz a

τV (s; k) = ln

[
ϕV0(s(ρ(k)− 1))

ϕV0(sρ(k))ϕV0(−s)

]
,

onde ϕV0(·) é a função característica da variável aleatória V0 ≡ V (0).

(iii) Seja {L(t)}t≥0 um processo de Lévy padrão α-estável e V0 ∼ Sα(σ, 0, 0). Então,

a função codiferença de {V (t)}t≥0 é dada por

τV (s; k, t) = |s|ασα [|ρ(t+ k)|α + |ρ(t)|α − |ρ(t+ k)− ρ(t)|α]

+|s|α
∫ t

0

(|ρ(t+ k − x)|α + |ρ(t− x)|α − |ρ(t+ k − x)− ρ(t− x)|α) dx.

(2.30)
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(iv) Seja {L(t)}t≥0 um processo de Lévy padrão α-estável e V0 ∼ Sα(σ, 0, 0). Se

{V (t)}t≥0 é um processo estacionário, então

τV (s; k) = |s|ασα [1 + |ρ(k)|α − |ρ(t+ k)− 1|α] .

Prova: (i) Pela expressão (2.9), temos que

τV (s; k, t) = ln

[
E(eis(V (t+k)−V (t)))

E(eisV (t+k))E(e−isV (t))

]
. (2.31)

Pela expressão (2.23) e pela independência entre {L(t)}t≥0 e V0, obtemos

τV (s; k, t) = ln

[
E(eisV0(ρ(t+k)−ρ(t)))E(eis(Iρ(t+k)−Iρ(t)))

E(eisV0ρ(t+k))E(eisIρ(t+k))E(e−isV0ρ(t))E(e−isIρ(t))

]

= ln

[
ϕV0(s(ρ(t+ k)− ρ(t)))

ϕV0(sρ(t+ k))ϕV0(−sρ(t))

]
+ τIρ(s; k, t), (2.32)

e isto completa a prova.

(ii) Pela propriedade de estacionariedade, podemos considerar t = 0 na expressão

do item (i), obtendo

τV (s; k) = ln

[
ϕV0(s(ρ(k)− 1))

ϕV0(sρ(k))ϕV0(−s)

]
+ τIρ(s; k).

Note que

τIρ(s; k) = τ(Iρ(k), Iρ(0)) = ln

(
E(eis

∫ t
0 ρ(t−x)dL(x))

E(eis
∫ t
0 ρ(t−x)dL(x))

)
= 0,

completando a demonstração.

(iii) Pela função característica de V0 ∼ Sα(σ, 0, 0) e pelo item (i), a expressão de

τV (s; k, t) é dada por

τV (s; k, t) = ln

[
e−σ

α|s(ρ(t+k)−ρ(t))|α

e−σα|sρ(t+k)|αe−σα|−sρ(t)|α

]
+ τIρ(s; k)

= |s|ασα [|ρ(t+ k)|α + |ρ(t)|α − |ρ(t+ k)− ρ(t)|α] + τIρ(s; k). (2.33)

Pelas expressões dadas em (2.29) e (2.33), obtemos a função codiferença dada em

(2.30).
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(iv) Pela propriedade de estacionariedade, podemos considerar t = 0 na expressão

(2.30), obtendo

τV (s; k) = |s|ασα [1 + |ρ(k)|α − |ρ(k)− 1|α] .

�

Se o processo {V (t)}t≥0, dado em (2.23), for estacionário, a função codiferença

apenas depende da função característica do processo no tempo zero e da função

memória ρ(·).

Na próxima proposição apresentamos a fórmula geral para a covariância espectral

do processo estocástico de�nido em (2.23).

Proposição 2.3. Seja {L(t)}t≥0 o processo de Lévy padrão α-estável e V0 ≡ 0.

Então, a covariância espectral de {V (t)}t≥0, de�nido na expressão (2.23), é dada

por

%(V (t), V (t+ k)) =

∫ t

0

ρ(t− s)ρ(t+ k − s)
[
ρ2(t− s) + ρ2(t+ k − s)

]α−2
2 ds.

(2.34)

Se o processo {V (t)}t≥0 é estacionário, então a expressão (2.34) dependerá apenas

de k, e t pode ser �xado.

Prova: Pela equação (2.23) com V0 ≡ 0, temos

V (t) =

∫ ∞

0

I[0,t](s)ρ(t− s) dL(s).

Então, pela expressão (2.20) obtemos

%(V (t), V (t+ k)) =

∫ ∞

0

I[0,t](s)ρ(t− s)I[0,t+k](s)ρ(t+ k − s)
[
I[0,t](s)

2ρ2(t− s)

+I[0,t+k](s)
2ρ2(t+ k − s)

]α−2
2 ds

=

∫ t

0

ρ(t− s)ρ(t+ k − s)
[
ρ2(t− s) + ρ2(t+ k − s)

]α−2
2 ds.

�

Na próxima proposição apresentamos a fórmula geral para a covariação do pro-

cesso estocástico de�nido em (2.23).
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Proposição 2.4. Seja {L(t)}t≥0 o processo de Lévy padrão α-estável e V0 ≡ 0.

Então, a covariação de {V (t)}t≥0, de�nido na expressão (2.23), é dada por

sc(V (t), V (t+ k)) =

∫ t

0

ρ(t− s)ρ(t+ k − s) ds. (2.35)

Se o processo {V (t)}t≥0 é estacionário, então a expressão (2.35) dependerá apenas

de k, e t pode ser �xado.

Prova: Pela expressão (2.22), considerando V0 ≡ 0 na equação (2.23), obtemos

sc(V (t), V (t+ k)) =

∫ ∞

0

I[0,t](s)ρ(t− s)I[0,t+k](s)ρ(t+ k − s) ds

=

∫ t

0

ρ(t− s)ρ(t+ k − s) ds.

�

2.3.1 Exemplos

Nesta subseção apresentamos alguns exemplos de processos tipo OU generali-

zados. Resolvemos o problema de valor inicial dado em (2.27), para determinadas

funções f(·), e realizamos algumas simulações para cada caso. Para todos os exem-

plos, consideramos que {L(t)}t≥0 é processo de Lévy padrão α-estável.

Exemplo 2.1. Processo Ornstein-Uhlenbeck

O processo dado pela expressão (2.2) é chamado de Ornstein-Uhlenbeck (OU),

onde temos ρ(t) = e−θt, θ > 0. Assumimos que o processo OU é observado em tem-

pos discretos {tk = kh; k = 0, 1, 2, · · · }, onde h ∈ (0,∞), o passo da discretização, é

�xo. Zhang e Zhang (2013) propõem uma discretização para o processo OU, que é

apresentada na Proposição 2.5 a seguir.

Proposição 2.5. Assuma que o processo OU é observado nos tempos discretos

{tk = kh; k = 0, 1, 2, · · · }, onde h ∈ (0,∞), é o passo da discretização. O processo

{V (t)}t≥0, dado pela expressão (2.2), no tempo kh é dado por

V (kh) = e−θhV ((k − 1)h) + Zk,h, (2.36)
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onde Zk,h =
∫ kh

(k−1)h
eθ(s−kh)dL(s). Além disso,

Zk,h
d
=

(
1− e−θαh

θα

)1/α

S0, (2.37)

onde d
= denota igualdade em distribuição e S0 é uma variável aleatória α-estável

simétrica com parâmetro de escala 1.

Prova: Considere o processo {V (t)}t≥0, no tempo kh, dado por

V (kh) =e−θkhV0 +

∫ kh

0

eθ(s−kh)dL(s)

=e−θkhV0 +

∫ (k−1)h

0

eθ(s−kh)dL(s) +

∫ kh

(k−1)h

eθ(s−kh)dL(s)

=e−θh
[
e−θ(k−1)hV0 +

∫ (k−1)h

0

eθ(s−(k−1)h)dL(s)

]
+ Zk,h

=e−θhV ((k − 1)h) + Zk,h,

onde Zk,h =
∫ kh

(k−1)h
eθ(s−kh)dL(s).

A distribuição de Zk,h pode ser obtida utilizando a proposição 3.4.1 em Samo-

rodnitsky e Taqqu (1994), assim Zk,h ∼ Sα(σZ , 0, 0), onde

σαZ =

∫ kh

(k−1)h

eθα(s−kh)ds = e−θαkh
∫ kh

(k−1)h

eθαsds = e−θαkh
eθαs

θα

∣∣∣∣
kh

(k−1)h

=e−θαkh
(
eθαkh

θα
− eθα(k−1)h

θα

)
=

1− e−θαh
θα

.

Então, pela propriedade 1.2.3 em Samorodnitsky e Taqqu (1994), obtemos (2.37).

�

Para calcular a função codiferença, precisamos da distribuição de V0. Se {L(t)}t≥0

é o processo de Lévy padrão α-estável, então a distribuição de V0 pode ser obtida.

Applebaum (2009) mostra que a expressão (2.2) pode ser reescrita como

V (t) =

∫ t

−∞
e−θ(t−s)dL(s), (2.38)

onde a integral é de�nida considerando que {L(t)}t<0 é uma cópia independente

de {−L(t)}t≥0. Pela expressão (2.38), segue que V0 =
∫ 0

−∞ e
θsdL(s). Aplicando
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novamente a proposição 3.4.1 em Samorodnitsky e Taqqu (1994), obtemos V0 ∼
Sα(σ̃, 0, 0), onde σ̃ =

(
1
θα

)1/α
. Note que, com estes parâmetros para a distribuição

de V0, o processo OU é estacionário; no entanto, não é estacionário quando V0 é

constante (Applebaum, 2009, p. 217-218). A função codiferença teórica do processo

OU é dada pela expressão a seguir (ver exemplo 4.7.1 em Samorodnitsky e Taqqu,

1994).

τV (s; k) =
|s|α
θα

(
1 + e−θαk − (1− e−θk)α

)
. (2.39)

Nas Figuras 2.1 e 2.2 apresentamos resultados da codiferença teórica e empírica

para s ∈ {1, s∗, 0.1, 0.01}, onde s∗ é escolhido de forma a obtermos a mesma escala no

eixo das ordenadas para os grá�cos da codiferença teórica e da covariância espectral.

Podemos perceber que os melhores resultados são para s∗ e s = 0.1, nestes casos,

a codiferença empírica se aproximou mais da teórica. O experimento com s =

1 produziu resultados com alta variabilidade, Rosadi e Deistler (2009) já haviam

observado que valores menores para s aprimoravam a estimação da codiferença.

Note que quando o valor de θ aumenta, a codiferença teórica decai a zero muito

rapidamente. Além disso, quando θ = 1, a função codiferença empírica se aproxima

mais da sua respectiva codiferença teórica.

A covariância espectral do processo OU pode ser calculada utilizando a expressão

(2.38). Ela é dada por (veja a proposição 2 em Damarackas e Paulauskas, 2014)

%(V (t), V (t+ k)) =
1

θα(1 + e−2θk)(2−α)/2
e−θk, k ≥ 0. (2.40)

A Figura 2.3 apresenta as covariâncias espectrais teórica e empírica para o pro-

cesso OU. Os grá�cos apresentam os resultados da covariância espectral empírica

para os quatro estimadores de α, propostos na Subseção 2.2.2. Note que não há

diferença signi�cativa entre os resultados obtidos para a covariância espectral empí-

rica quando mudamos o estimador de α. Isto ocorre devido ao fato de que todas as

estimativas de α são muito precisas e com valores muito próximos, como podemos

ver na Figura 2.3. Comparando as Figuras 2.1, 2.2 e 2.3, vemos que as estimadores

para a covariância espectral e para a codiferença (quando s∗ = 0.5612) apresentam

comportamento semelhante.

Provamos a covariação do processo OU no seguinte Corolário 2.3.
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(a) θ = 0.5, s = 1

(b) θ = 0.5, s∗ = 0.5612

(c) θ = 0.5, s = 0.1

(d) θ = 0.5, s = 0.01

Figura 2.1: Função codiferença teórica e empírica do processo OU, quando α = 1.5,
h = 0.5, n = 1000, θ = 0.5, σ̃ = 1.5396 e s ∈ {1, 0.5612, 0.1, 0.01}.
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(a) θ = 1, s = 1

(b) θ = 1, s∗ = 0.5612

(c) θ = 1, s = 0.1

(d) θ = 1, s = 0.01

Figura 2.2: Função codiferença teórica e empírica do processo OU, quando α = 1.5,
h = 0.5, n = 1000, θ = 1, σ̃ = 0.5443 e s ∈ {1, 0.5612, 0.1, 0.01}.
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(a) θ = 0.5 (b) θ = 0.5, α̂mle ∼= 1.5000 (c) θ = 0.5, α̂mc ∼= 1.5059

(d) θ = 0.5, α̂kou ∼= 1.4985 (e) θ = 0.5, α̂pr ∼= 1.5001

(f) θ = 1 (g) θ = 1, α̂mle ∼= 1.5001 (h) θ = 1, α̂mc ∼= 1.5043

(i) θ = 1, α̂kou ∼= 1.5040 (j) θ = 1, α̂pr ∼= 1.5066

Figura 2.3: Covariância espectral teórica ((a) e (f)) e empírica do processo OU
quando α = 1.5, σ = 1, h = 0.5, n = 1000 e re = 1000. (a)-(e) θ = 0.5; (f)-(j) θ = 1.

Corolário 2.3. Seja {V (t)}t≥0 o processo OU, dado em sua forma integral pela ex-

pressão (2.38). Então, {V (t)}t≥0 é fracamente estacionário (no sentido apresentado
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na Seção 2.2.3) e sua covariação é dada por

sc(t) =
e−θt

2θ
.

Prova: Temos que

sc(t) = sc(X(t), X(0)) =

∫

R

e−θ(t−x)I(−∞,t](x)eθxI(−∞,0](x)dx,

logo,

sc(t) =

0∫

−∞

e−θt+2θxdx = e−θt
0∫

−∞

e2θxdx = e−θt
e2θx

2θ

∣∣∣∣
0

−∞
=
e−θt

2θ
.

Além disso, o processo OU é fracamente estacionário, pois

sc(X(t+ s), X(t)) =

t∫

−∞

e−θ(t+s−x)e−θ(t−x)dx = e−2θt−θs
t∫

−∞

e2θxdx

=e−2θt−θs e
2θx

2θ

∣∣∣∣
t

−∞
=
e−θs

2θ
.

�

Observação 2.6. Note que a fórmula para a covariação do processo OU é muito

semelhante à função de covariância do processo OU, no caso de α = 2 (γ(t) = e−θt
θ
).

A Figura 2.4 apresenta a covariação para o processo OU, quando θ ∈ {0.5, 1, 2}.
Note que, a medida que θ aumenta, a covariação decresce a zero mais rapidamente.

(a) θ = 0.5 (b) θ = 1 (c) θ = 2

Figura 2.4: Covariação para o processo OU, quando θ ∈ {0.5, 1, 2}.
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Exemplo 2.2. Processo Cosseno

Considere f(t) = a2, para a > 0. Vamos resolver a equação diferencial dada em

(2.27), para obter a função ρ(·). Assim, temos o seguinte problema de valor inicial

para resolver. {
ρ′(t) = −

∫ t
0
a2ρ(s)ds

ρ(0) = 1.
(2.41)

Esta equação pode ser resolvida utilizando o método iterativo de Picard (ver Zill

e Cullen, 2001). A forma integral da equação (2.41) é dada por

ρ(t) = 1 +

∫ t

0

(∫ u

0

−a2ρ(s)ds

)
du.

De�na f(u, ρ) =
∫ u

0
−a2ρ(s)ds. Pelo método iterativo de Picard encontramos

uma sequência de funções ρn(t), tal que ρ(t) = limn→∞ ρn(t). Considere ρ0(t) = 1,

pelo método ρ1(t), ρ2(t), · · · , ρn(t) são dadas por

ρn(t) = 1 +

∫ t

0

f(u, ρn−1)du.

Calculamos estas funções, obtendo

f(u, ρ0) =

∫ u

0

−a2ds = −a2u,

ρ1(t) = 1 +

∫ t

0

−a2u du = 1− a2t2

2
,

f(u, ρ1) =

∫ u

0

−a2

(
1− a2t2

2

)
ds = −a2u+

a4u3

3!
,

ρ2(t) = 1 +

∫ t

0

(
−a2u+

a4u3

3!

)
du = 1− a2t2

2!
+
a4t4

4!
,

e

f(u, ρ2) =

∫ u

0

−a2

(
1− a2t2

2!
+
a4t4

4!

)
ds = −a2u+

a4u3

6
− a6u5

5!
,

ρ3(t) = 1 +

∫ t

0

(
−a2u+

a4u3

6
− a6u5

5!

)
du = 1− a2t2

2!
+
a4t4

4!
− a6t6

6!
.
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Indutivamente, obtemos

ρn(t) =
n∑

k=1

(at)2k(−1)k

(2k)!
.

Tomando limite, quando n→∞, concluímos que

ρ(t) = lim
n→∞

ρn(t) =
∞∑

k=1

(at)2k(−1)k

(2k)!
= cos(at).

Logo, a solução de (2.41) é ρ(t) = cos(at) e o processo resultante é dado por

V (t) = V0 cos(at) +

∫ t

0

cos(a(t− s)) dL(s). (2.42)

Chamamos o processo, dado pela expressão (2.42), de Processo Cosseno.

Na Proposição 2.6 a seguir, provamos uma forma discreta para este processo.

Proposição 2.6. Uma forma discreta para o processo Cosseno é dada por

V ((k + 1)h)
d
= 2 cos(ah)V (kh)− V ((k − 1)h) + εk,h, (2.43)

onde h é o passo da discretização. Além disso, a distribuição das variáveis aleatórias

εk,h é Sα(σε, 0, 0), onde
σαε = 2

∫ h

0

| cos(as)|αds. (2.44)

Prova: Pela expressão do processo, dada em (2.42), temos que

V ((k + 1)h) = V0 cos(a(k + 1)h) +

∫ (k+1)h

0
cos[a((k + 1)h− s)] dL(s)

=V0 cos(akh+ ah) +

∫ (k+1)h

0
cos[a(kh− s) + ah] dL(s)

=V0[cos(akh) cos(ah)− sen(akh) sen(ah)]

+

∫ (k+1)h

0
cos(a(kh− s)) cos(ah)− sen(a(kh− s)) sen(ah) dL(s)

=V0[cos(akh) cos(ah)− sen(akh) sen(ah)]

+

∫ kh

0
cos(a(kh− s)) cos(ah)− sen(a(kh− s)) sen(ah) dL(s)

+

∫ (k+1)h

kh
cos(a(kh− s)) cos(ah)− sen(a(kh− s)) sen(ah) dL(s)
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= cos(ah)[V0 cos(akh) +

∫ kh

0
cos(a(kh− s)) dL(s)]

− V0 sen(akh) sen(ah)− sen(ah)

∫ kh

0
sen(a(kh− s)) dL(s)

+ cos(ah)

∫ (k+1)h

kh
cos(a(kh− s)) dL(s)− sen(ah)

∫ (k+1)h

kh
sen(a(kh− s)) dL(s)

= cos(ah)V (kh)− V0 sen(akh) sen(ah)− sen(ah)

∫ (k+1)h

0
sen(a(kh− s)) dL(s)

+ cos(ah)

∫ (k+1)h

kh
cos(a(kh− s)) dL(s).

Usando propriedades trigonométricas da função cosseno, obtemos

V ((k + 1)h) = cos(ah)V (kh)− 1

2
cos(a(k − 1)h)V0 +

1

2
cos(a(k + 1)h)V0

− 1

2

∫ (k+1)h

0
cos(a(−(k − 1)h+ s)) dL(s) +

1

2

∫ (k+1)h

0
cos(a((k + 1)h− s)) dL(s)

+ cos(ah)

∫ (k+1)h

kh
cos(a(kh− s)) dL(s).

Portanto,

V ((k + 1)h) = cos(ah)V (kh)− 1

2
cos(a(k − 1)h)V0 +

1

2
V ((k + 1)h)

− 1

2

∫ (k+1)h

0
cos(a(−(k − 1)h+ s)) dL(s) + cos(ah)

∫ (k+1)h

kh
cos(a(kh− s)) dL(s). (2.45)

Multiplicando a expressão (2.45) por dois, segue que

V ((k + 1)h) = 2 cos(ah)V (kh)− cos(a(k − 1)h)V0 −
∫ (k+1)h

0
cos(a(−(k − 1)h+ s)) dL(s)

+ 2 cos(ah)

∫ (k+1)h

kh
cos(a(kh− s)) dL(s)

=2 cos(ah)V (kh)− cos(a(k − 1)h)V0 −
∫ (k−1)h

0
cos(a((k − 1)h− s)) dL(s)

−
∫ (k+1)h

(k−1)h
cos(a((k − 1)h− s)) dL(s) + 2 cos(ah)

∫ (k+1)h

kh
cos(a(kh− s)) dL(s)

=2 cos(ah)V (kh)− V ((k − 1)h) + ε̃k,h,

onde ε̃k,h = −
∫ (k+1)h

(k−1)h
cos(a((k − 1)h − s)) dL(s) + 2 cos(ah)

∫ (k+1)h

kh
cos(a(kh −
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s)) dL(s). Podemos reescrever ε̃k,h da seguinte maneira

ε̃k,h = −
∫ kh

(k−1)h

cos(a((k − 1)h− s)) dL(s)

+

∫ (k+1)h

kh

[2 cos(ah) cos(a(kh− s))− cos(a((k − 1)h− s))] dL(s) = A+B,

onde A = −
∫ kh

(k−1)h
cos(a((k−1)h−s)) dL(s) e B =

∫ (k+1)h

kh
[2 cos(ah) cos(a(kh−s))−

cos(a((k − 1)h− s))] dL(s). Note que A e B são variáveis aleatórias independentes,

tais que A ∼ Sα(σA, 0, 0), onde σαA =
∫ h

0
| cos(as)|α ds, e B ∼ Sα(σB, 0, 0), onde

σαB =
∫ h

0
|2 cos(ah) cos(as)− cos(a(s+ h))|α ds.

Usando, novamente, propriedades trigonométricas, temos que σαB =
∫ h

0
| cos(a(s−

h))|α ds =
∫ h

0
| cos(as)|α ds. Então, A d

= B. Logo, seja εk,h = 21/α
∫ kh

(k−1)h
cos(a((k −

1)h − s)) dL(s), segue que ε̃k,h
d
= εk,h. Note que εk,h são independentes, pois os

intervalos de integração, para cada k, são disjuntos.

Além disso, temos que εk,h ∼ Sα(σε, 0, 0), tal que

σαε = 2

∫ h

0

| cos(as)|αds.

�

Para calcular a função codiferença, consideramos que V0 é uma variável aleatória

com distribuição α-estável simétrica, denotada por Sα(σ, 0, 0). O processo Cosseno

é não-estacionário, pois possui pelo menos uma raiz unitária na sua forma discreta,

dada pela Proposição 2.6. Então, podemos utilizar a Proposição 2.2(iii) para calcu-

lar sua função codiferença teórica, que é dada no Corolário 2.4 a seguir.

Corolário 2.4. Seja {V (t)}t≥0 o processo dado pela expressão (2.42). Então, sua

função codiferença teórica é

τV (s; k, t) =|s|ασα [| cos(a(t+ k))|α + | cos(at)|α − | cos(a(t+ k))− cos(at)|α]

+ |s|α
∫ t

0

(| cos(a(t+ k − x))|α + | cos(a(t− x))|α

− | cos(a(t+ k − x))− cos(a(t− x))|α)dx. (2.46)

Prova: Pela Proposição 2.2(iii), como ρ(t) = cos(at), obtemos a expressão (2.46).

�

Observação 2.7. (a) A função codiferença do processo Cosseno, dada na expressão
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(2.46), depende de k e t. As Figuras 2.5 e 2.6 apresentam os resultados quando

�xamos t = h na expressão (2.46). Além disso, consideramos V0 = 0 com o intuito

de comparar a função codiferença e a covariância espectral. Nestas condições, temos

que

τV (s; k, h) = |s|α
∫ h

0

(| cos(a(h+ k − x))|α + | cos(a(h− x))|α

− | cos(a(h+ k − x))− cos(a(h− x))|α)dx. (2.47)

(b) Utilizamos a codiferença empírica proposta por Rosadi e Deistler (2009) para

processos estacionários, mesmo que o processo não seja estacionário. Para trabalhos

futuros, vamos estudar nova de�nição para codiferença empírica para processos não

estacionários.

Nas Figuras 2.5 e 2.6 apresentamos resultados da codiferença teórica e empírica,

para s ∈ {1, s∗, 0.1, 0.01}, onde s∗ é escolhido de forma a obtermos a mesma escala no

eixo das ordenadas para os grá�cos da codiferença teórica e da covariância espectral.

Vemos que a codiferença empírica não se aproxima de forma satisfatória da sua

teórica. Quando s = 0.01, a função codiferença empírica apresenta comportamento

mais semelhante à teórica, mas ainda assim o intervalo do eixo das ordenadas de

ambas é diferente. Note que, quando o valor de a aumenta, a função codiferença

teórica apresenta grande variabilidade. A função codiferença empírica converge a

zero muito lentamente, o que já era esperado, visto que a codiferença teórica não

converge a zero.

Observação 2.8. Note que a função codiferença teórica do processo Cosseno é assi-

métrica em relação ao eixo das abscissas. De fato, podemos calcular numericamente

os extremos da função (2.47) para os casos apresentados nas Figuras 2.5 e 2.6. Os

valores máximo e mínimo são dados por 0.9897 e −0.4101, respectivamente, para

a Figura 2.5(a). Além disso, os valores máximo e mínimo são dados por 0.9577 e

−0.3982, respectivamente, para a Figura 2.6(a). Então, a função codiferença teórica

do processo Cosseno, nestes casos, é assimétrica em relação ao eixo das abscissas.

No Corolário 2.5 obtemos a covariância espectral do processo Cosseno.
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(a) a = 0.5, s = 1

(b) a = 0.5, s∗ = 0.7045

(c) a = 0.5, s = 0.1

(d) a = 0.5, s = 0.01

Figura 2.5: Função codiferença teórica e empírica do processo Cosseno, quando
α = 1.5, σ = 1, h = 0.5, n = 200, a = 0.5 e s ∈ {1, 0.7045, 0.1, 0.01}.
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(a) a = 1, s = 1

(b) a = 1, s∗ = 0.6976

(c) a = 1, s = 0.1

(d) a = 1, s = 0.01

Figura 2.6: Função codiferença teórica e empírica do processo Cosseno, quando
α = 1.5, σ = 1, h = 0.5, n = 200, a = 1 e s ∈ {1, 0.6976, 0.1, 0.01}.
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(a) a = 0.5 (b) a = 0.5, α̂mle ∼= 1.4985 (c) a = 0.5, α̂mc ∼= 1.5059

(d) a = 0.5, α̂kou ∼= 1.5056 (e) a = 0.5, α̂pr ∼= 0.0262

(f) a = 1 (g) a = 1, α̂mle ∼= 1.4890 (h) a = 1, α̂mc ∼= 1.4820

(i) a = 1, α̂kou ∼= 1.4971 (j) a = 1, α̂pr ∼= 0.0786

Figura 2.7: Covariância espectral teórica ((a) e (f)) e empírica do processo Cosseno,
quando α = 1.5, σ = 1, h = 0.5, n = 1000, re = 1000. (a)-(e) a = 0.5; (f)-(j) a = 1.

Corolário 2.5. Seja {V (t)}t≥0 o processo dado pela expressão (2.42), com V0 = 0.
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Então, sua covariância espectral é dada por

%(V (t), V (t+ k)) =

∫ t

0

cos(a(t− s)) cos(a(t+ k − s))
[
cos2(a(t− s))

+ cos2(a(t+ k − s))
]α−2

2 ds. (2.48)

Prova: Pela Proposição 2.3, como ρ(t) = cos(at), obtemos a expressão (2.48).

�

A Figura 2.7 apresenta as covariâncias espectrais teórica e empírica para o pro-

cesso Cosseno. Note que a expressão (2.48) depende de k e t; �xamos t = h como na

codiferença. Os grá�cos apresentam os resultados da covariância espectral empírica

para os quatro estimadores de α, propostos na Subseção 2.2.2. Note que existem

diferenças nos resultados obtidos para a covariância espectral empírica quando mu-

damos o estimador de α. Isto ocorre devido ao fato de que os estimadores de

α apresentaram diferentes valores, especialmente o estimador proposto por Press

(1972). Neste exemplo, α̂pr apresenta o maior vício. Comparando as Figuras 2.5,

2.6 e 2.7, vemos que os estimadores para a covariância espectral aproximam melhor

a sua teórica.

No Corolário 2.6 a seguir provamos a expressão da covariação do processo Cos-

seno.

Corolário 2.6. Seja {V (t)}t≥0 o processo dado pela expressão (2.42), com V0 = 0.

Então, sua covariação é dada por

sc(V (t), V (t+ k)) =
at cos(ak) + sen(a(2t+ k))− sen(ak)

4a
. (2.49)

Prova: Pela Proposição 2.4, como ρ(t) = cos(at), obtemos

sc(V (t), V (t+ k)) =

∫ t

0
cos(a(t− s)) cos(a(t+ k − s)) ds

=
1

2

∫ t

0
cos(−ak) ds+

1

2

∫ t

0
cos(2a(t− s) + ak) ds

=
t

2
cos(ak) +

1

2

∫ 2at+ak

ak

cos(u)

2a
du =

t

2
cos(ak) +

1

4a
[sen(a(2t+ k))− sen(ak)]

=
at cos(ak) + sen(a(2t+ k))− sen(ak)

4a
.

�
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(a) a = 0.5 (b) a = 1 (c) a = 2

Figura 2.8: Covariação para o processo Cosseno, quando a ∈ {0.5, 1, 2}.

A Figura 2.8 apresenta a covariação para o processo Cosseno, quando a ∈
{0.5, 1, 2}. Observe que a expressão (2.49) também depende de k e t; �xamos t = h

como nas demais medidas de dependência aqui apresentadas. Note que, a medida

que a aumenta, a oscilação da função covariação aumenta. O comportamento das

três medidas de dependência aqui apresentadas são muito semelhantes, como pode-

mos observar, comparando as Figuras 2.5, 2.6, 2.7 e 2.8. A maior diferença é com

relação à codiferença teórica, que é assimétrica em relação ao eixo das abscissas,

enquanto as demais são simétricas.

Exemplo 2.3. Considere f(t) = 2a(1 − 2at2), para qualquer a > 0. Resolvemos

a equação diferencial dada pela expressão (2.28), utilizando séries de potências. A

seguir, apresentamos o procedimento que utilizamos para obter a sua solução. Para

maiores detalhes sobre resolução de equações diferenciais via séries de potências, ver

Zill e Cullen (2001). Considere ρ(t) =
∞∑
n=0

cnt
n. Logo,

ρ′(t) =

∞∑

n=1

ncnt
n−1

ρ′′(t) =

∞∑

n=2

n(n− 1)cnt
n−2.

Assim, temos

ρ′′(t) + ρ(t)f(t) =

∞∑

n=2

n(n− 1)cnt
n−2 +

∞∑

n=0

cnt
n2a(1− 2at2)

=

∞∑

n=2

n(n− 1)cnt
n−2 + 2a

∞∑

n=0

cnt
n − 4a2

∞∑

n=0

cnt
n+2.
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Logo,

ρ′′(t) + ρ(t)f(t) = 2c2 + 2ac0 + (6c3 + 2ac1)t

+
∞∑

n=2

[
cn+2(n+ 2)(n+ 1) + 2acn − 4a2cn−2

]
tn = 0.

Utilizando as condições de contorno da expressão (2.28), obtemos ρ(0) = c0 = 1 e

ρ′(0) = c1 = 0. Logo,

2c2 + 2ac0 = 0⇒ c2 = −a
6c3 + 2ac1 = 0⇒ c3 = 0

cn+2(n+ 2)(n+ 1) + 2acn − 4a2cn−2 = 0, n ≥ 2.

Obtemos c2n−1 = 0, para todo n ≥ 1, e c2n = (−1)n

n!
an. De fato, utilizando

indução matemática forte, suponha válidas as expressões para n ≤ k0. Então, para

k0 + 1, temos que

c2(k0+1)−1(2k0 − 1 + 2)(2k0 − 1 + 1) + 2ac2k0−1 − 4a2c2k0−1−2 = 0

c2(k0+1)−1 = 0,

pois, c2k0−1 = c2k0−3 = 0, pela hipótese de indução.

Além disso,

c2(k0+1)(2k0 + 2)(2k0 + 1) + 2ac2k0 − 4a2c2k0−2 = 0

c2(k0+1)(2k0 + 2)(2k0 + 1) + 2a
(−1)k0

k0!
ak0 − 4a2 (−1)k0−1

(k0 − 1)!
ak0−1 = 0

c2(k0+1)(k0 + 1)(2k0 + 1) = (−1)k0+1ak0+1

[
1

k0!
+

2

(k0 − 1)!

]

c2(k0+1)(k0 + 1)(2k0 + 1) = (−1)k0+1ak0+1

[
(k0 − 1)! + 2k0!

k0!(k0 − 1)!

]

c2(k0+1) = (−1)k0+1ak0+1

[
(k0 − 1)! + 2k0!

k0!(k0 − 1)!(k0 + 1)(2k0 + 1)

]

c2(k0+1) =
(−1)k0+1

(k0 + 1)!
ak0+1

[
(k0 − 1)!

(k0 − 1)!(2k0 + 1)
+

2k0(k0 − 1)!

(k0 − 1)!(2k0 + 1)

]

c2(k0+1) =
(−1)k0+1

(k0 + 1)!
ak0+1,

41



o que prova a passagem de indução. Portanto,

ρ(t) = 1− at2 +
a2

2!
t4 − a3

3!
t6 +

a4

4!
t8 − · · · =

∞∑

n=0

(−at2)n

n!
= e−at

2

.

Assim, ρ(t) = e−at
2
, e o processo resultante é dado por

V (t) = V0e
−at2 +

∫ t

0

e−a(t−s)2 dL(s). (2.50)

Provamos uma forma discreta deste processo na Proposição 2.7 a seguir.

Proposição 2.7. Considere o processo dado na expressão (2.50). Uma forma dis-

creta deste processo é dada por

V ((k + 1)h) = e−a(2k+1)h2 V (kh) +Wk,h, (2.51)

onde h é o passo da discretização e

Wk,h =

∫ kh

0
e−a((kh−s)2+(2k+1)h2)(e2ash−1) dL(s)+

∫ (k+1)h

kh
e−a((kh−s)2−2sh+(2k+1)h2) dL(s).

Além disso, Wk,h é uma variável aleatória Sα(σW , 0, 0), onde

σαW =

∫ kh

0
e−αa((kh−s)2+(2k+1)h2)(e2ash − 1)α ds+

∫ (k+1)h

kh
e−αa((kh−s)2−2sh+(2k+1)h2) ds.

(2.52)

Prova: Pela expressão do processo dada em (2.50), temos que

V (kh) = V0e
−a(kh)2 +

∫ kh

0

e−a(kh−s)2 dL(s).

Então,

V0e
−a(kh)2 = V (kh)−

∫ kh

0

e−a(kh−s)2 dL(s). (2.53)

Também, temos que

V ((k + 1)h) = V0e
−a((k+1)h)2 +

∫ (k+1)h

0

e−a((k+1)h−s)2 dL(s)

= e−a(2k+1)h2

[
V0 e

−a(kh)2 +

∫ (k+1)h

0

e−a((kh)2−2s(k+1)h+s2) dL(s)

]
.
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Então,

V0e
−a(kh)2 = ea(2k+1)h2V ((k + 1)h)−

∫ (k+1)h

0

e−a((kh)2−2s(k+1)h+s2) dL(s). (2.54)

Pelas expressão (2.53) e (2.54), obtemos

V (kh)−
∫ kh

0
e−a(kh−s)2 dL(s) = ea(2k+1)h2V ((k+1)h)−

∫ (k+1)h

0
e−a((kh)2−2s(k+1)h+s2) dL(s)

ea(2k+1)h2V ((k+1)h) = V (kh)−
∫ kh

0
e−a(kh−s)2 dL(s)+

∫ (k+1)h

0
e−a((kh)2−2s(k+1)h+s2) dL(s)

V ((k + 1)h) =e−a(2k+1)h2V (kh)−
∫ kh

0
e−a((kh−s)2+(2k+1)h2) dL(s)

+

∫ (k+1)h

0
e−a((kh)2−2s(k+1)h+s2+(2k+1)h2) dL(s)

=e−a(2k+1)h2V (kh) +Wk,h,

onde

Wk,h =

∫ (k+1)h

0
e−a((kh−s)2−2sh+(2k+1)h2) dL(s)−

∫ kh

0
e−a((kh−s)2+(2k+1)h2) dL(s)

=

∫ kh

0
e−a((kh−s)2+(2k+1)h2)(e2ash − 1) dL(s) +

∫ (k+1)h

kh
e−a((kh−s)2−2sh+(2k+1)h2) dL(s).

Usando as proposições 1.2.1 e 3.4.1 em Samorodnitsky e Taqqu (1994), a distri-

buição de Wk,h é Sα(σW , 0, 0), onde

σαW =

∫ kh

0
e−αa((kh−s)2+(2k+1)h2)(e2ash − 1)α ds+

∫ (k+1)h

kh
e−αa((kh−s)2−2sh+(2k+1)h2) ds.

�

Para calcular a função codiferença, iremos considerar que V0 é uma variável

aleatória com distribuição α-estável simétrica, denotada por Sα(σ, 0, 0). Provamos

a função codiferença teórica deste processo no Corolário 2.7 a seguir.

Corolário 2.7. Seja {V (t)}t≥0 o processo dado pela expressão (2.50). Então, sua
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função codiferença teórica é dada por

τV (s; k, t) =|s|ασα
[
e−aα(t+k)2 + e−aαt

2 − (e−at
2 − e−a(t+k)2)α

]

+|s|α
∫ t

0

(e−aα(t+k−x)2 + e−aα(t−x)2 − (e−a(t−x)2 − e−a(t+k−x)2)α)dx. (2.55)

Prova: Pela Proposição 2.2(iii), como ρ(t) = e−at
2
, obtemos a expressão (2.55).

�

Observação 2.9. (a) A função codiferença, dada pela expressão (2.55), depende de

k e t. As Figuras 2.9 e 2.10 mostram os resultados obtidos quando �xamos t = h,

na expressão (2.55). Além disso, consideramos V0 = 0 para comparar as funções

codiferença e a covariância espectral. Nestas condições, obtemos

τV (s; k, h) = |s|α
∫ h

0

(e−aα(h+k−x)2 + e−aα(h−x)2 − (e−a(h−x)2 − e−a(h+k−x)2)α)dx.

(b) Utilizamos a codiferença empírica proposta por Rosadi e Deistler (2009) para

processos estacionários, mesmo que o processo não seja estacionário. Para trabalhos

futuros, vamos estudar nova de�nição para codiferença empírica para processos não

estacionários.

As Figuras 2.9 e 2.10 apresentam os resultados da codiferença empírica para

s ∈ {1, s∗, 0.1, 0.01}, onde s∗ é escolhido de forma a obtermos a mesma escala no

eixo das ordenadas para os grá�cos da codiferença teórica e da covariância espectral.

Observamos que ao diminuir o valor de s, diminuímos a variabilidade do estimador.

Note que, quando o valor de a aumenta, a função codiferença teórica converge mais

rapidamente a zero. Os resultados são semelhantes aos obtidos no Exemplo 2.1.

A covariância espectral do processo de�nido em (2.50) é dada no Corolário 2.8

a seguir.

Corolário 2.8. Seja {V (t)}t≥0 o processo de�nido pela expressão (2.50). Então, a

covariância espectral é dada por

%(V (t), V (t+ k)) =

∫ t

0

e−a(t−s)2e−a(t+k−s)2
(
e−2a(t−s)2 + e−2a(t+k−s)2

)α−2
2
ds. (2.56)

Prova: Pela Proposição 2.3, como ρ(t) = e−at
2
, obtemos a expressão (2.56).

�
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(a) a = 0.5, s = 1

(b) a = 0.5, s∗ = 0.5612

(c) a = 0.5, s = 0.1

(d) a = 0.5, s = 0.01

Figura 2.9: Função codiferença teórica e empírica do processo dado pela expressão
(2.50), quando α = 1.5, σ = 1, h = 0.5, n = 1000, a = 0.5 e s ∈ {1, 0.5612, 0.1, 0.01}.
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(a) a = 1, s = 1

(b) a = 1, s∗ = 0.5612

(c) a = 1, s = 0.1

(d) a = 1, s = 0.01

Figura 2.10: Função codiferença teórica e empírica do processo dado pela expressão
(2.50), quando α = 1.5, σ = 1, h = 0.5, n = 1000, a = 1 e s ∈ {1, 0.5612, 0.1, 0.01}.
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(a) a = 0.5 (b) a = 0.5, α̂mle ∼= 1.4974 (c) a = 0.5, α̂mc ∼= 1.5026

(d) a = 0.5, α̂kou ∼= 1.5001 (e) a = 0.5, α̂pr ∼= 1.5015

(f) a = 1 (g) a = 1, α̂mle ∼= 1.4980 (h) a = 1, α̂mc ∼= 1.5064

(i) a = 1, α̂kou ∼= 1.5046 (j) a = 1, α̂pr ∼= 1.5050

Figura 2.11: Covariância espectral teórica ((a) e (f)) e empírica do processo dado
em (2.50), quando α = 1.5, σ = 1, h = 0.5, n = 1000, re = 1000. (a)-(e) a = 0.5;
(f)-(j) a = 1.

A Figura 2.11 apresenta as covariâncias espectrais teórica e empírica para o

processo dado pela expressão (2.50). Note que a expressão (2.56) depende de k
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e t; �xamos t = h como na codiferença. Os grá�cos apresentam os resultados

da covariância espectral empírica para os quatro estimadores de α, propostos na

Subseção 2.2.2. Observe que não há diferença signi�cativa entre os resultados obtidos

para a covariância espectral empírica quando mudamos o estimador de α. Isto ocorre

devido ao fato de que todas as estimativas de α são muito precisas e com valores

muito próximos, como podemos ver na Figura 2.11. Comparando as Figuras 2.9, 2.10

e 2.11, vemos que os estimadores da covariância espectral e da função codiferença

(quando s∗ = 0.5612) apresentam comportamento semelhante.

A covariação do processo dado pela expressão (2.50) é apresentada no Corolário

2.9 a seguir.

Corolário 2.9. Seja {V (t)}t≥0 o processo dado pela expressão (2.50), com V0 = 0.

Então, sua covariação é dada por

sc(V (t), V (t+ k)) =

∫ t

0

e−a(2(t−s)2+2(t−s)k+k2)ds. (2.57)

Prova: Pela Proposição 2.4, como ρ(t) = e−at
2
, obtemos

sc(V (t), V (t+ k)) =

∫ t

0

e−a(t−s)2e−a(t+k−s)2 ds =

∫ t

0

e−a(2(t−s)2+2(t−s)k+k2)ds.

�

A Figura 2.12 apresenta a covariação para o processo dado pela expressão (2.50),

quando a ∈ {0.5, 1, 2}. Observe que a expressão (2.57) também depende de k e t;

�xamos t = h como nas demais medidas de dependência aqui apresentadas. Note

que, a medida que a aumenta, a covariação decresce a zero mais rapidamente.

(a) a = 0.5 (b) a = 1 (c) a = 2

Figura 2.12: Covariação para o processo dado pela expressão (2.50), quando a ∈
{0.5, 1, 2}.
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Capítulo 3

Propriedades Teóricas

Neste capítulo apresentamos propriedades teóricas relativas à classe de proces-

sos descritos no Capítulo 2. Na Seção 3.1 provamos diversas propriedades para o

processo tipo OU generalizado, considerando três diferentes tipos de processos para

o ruído: Movimento Browniano, α-estável e Lévy. Na Seção 3.2 consideramos uma

adaptação de um processo proposto por Klebaner (2005), apresentamos algumas de

suas propriedades e sua discretização. Além disso, mostramos as expressões para as

medidas de dependência apresentadas no Capítulo 2. Na Seção 3.3 apresentamos um

processo com longa dependência, proposto por Samorodnitsky e Taqqu (1994), pro-

vamos algumas de suas propriedades e sua discretização. Neste capítulo provamos

diversos resultados teóricos novos. Sempre que não houver indicação de referência

precedente ao resultado, estamos tratando de um resultado novo.

3.1 Diferentes Ruídos: Movimento Browniano, α-

estável e Lévy

Ruído Movimento Browniano

Seja o processo dado por

V (t) = V0ρ(t) +

∫ t

0

ρ(t− s)dB(s), (3.1)

onde B(·) é o movimento Browniano e ρ(·) deve satisfazer o problema de valor inicial

(2.28), ou seja, ρ(0) = 1 e ρ′(0) = 0.
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Considere V0 e B(·) independentes. Além disso, V0 ∼ N (0, σ2
0). Seja I(t) =∫ t

0
ρ(t−s)dB(s), pelo Teorema 4.11 em Klebaner (2005), temos que I(t) ∼ N (0, σ2

I(t)),

onde σ2
I(t) =

∫ t
0
[ρ(t− s)]2ds. Na proposição a seguir apresentamos propriedades teó-

ricas do processo dado em (3.1).

Proposição 3.1. Seja {V (t)}t≥0 o processo de�nido em (3.1), então

(i) E[V (t)] = 0, para todo t ≥ 0.

(ii) Var[V (t)] = ρ(t)2σ2
0 +

∫ t
0
[ρ(t− s)]2ds.

(iii) V (t) ∼ N (0, ρ(t)2σ2
0 +

∫ t
0
[ρ(t− s)]2ds).

(iv) Considere t1 > 0 e t2 > 0 tais que t1 < t2. Então a função de autocovariância

é dada por

γV (t1, t2) = ρ(t1)ρ(t2)σ2
0 +

∫ t1

0

ρ(t1 − s)ρ(t2 − s)ds.

(v) Considere t1 > 0 e t2 > 0 tais que t1 < t2. Então a função de correlação é

dada por

RV (t1, t2) =
γV (t1, t2)√

[ρ(t1)2σ2
0 +

∫ t1
0

[ρ(t1 − s)]2ds][ρ(t2)2σ2
0 +

∫ t2
0

[ρ(t2 − s)]2ds]
.

Prova:

(i) Pela expressão (3.6), para todo t ≥ 0, temos

E[V (t)] = E[V0ρ(t) +

∫ t

0

ρ(t− s)dB(s)]

= E[V0ρ(t)] + E[I(t)] = 0,

onde a segunda igualdade é obtida pela independência entre V0 e B(·). Por �m,

utilizamos o fato de que V0 ∼ N (0, σ2
0) e I(t) ∼ N (0, σ2

I(t)).

(ii) Pelo item (i), temos E[V (t)] = 0, logo

Var[V (t)] = E[V (t)2] = E[(V0ρ(t) + I(t))(V0ρ(t) + I(t))]

= E[(V0ρ(t))2] + E[2ρ(t)V0I(t)] + E[I(t)2].
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Como E[I(t)] = 0, segue que E[I(t)2] = Var[I(t)], portanto

Var[V (t)] = ρ(t)2E[V 2
0 ] + 2ρ(t)E[V0]E[I(t)] + Var[I(t)]

= ρ(t)2σ2
0 +

∫ t

0

[ρ(t− s)]2ds.

(iii) Sabemos que V0 ∼ N (0, σ2
0) e I(t) ∼ N (0, σ2

I(t)) são independentes. Pela

propriedade da soma de variáveis aleatórias independentes com distribuição normal,

obtemos

V (t) = V0ρ(t) + I(t) ∼ N (0, σ2
0ρ(t)2 + σ2

I(t)).

Assim, obtemos σ2
0ρ(t)2 + σ2

I(t) = σ2
0ρ(t)2 +

∫ t
0
[ρ(t− s)]2ds e segue o resultado.

(iv) Considere t1 > 0 e t2 > 0 tais que t1 < t2. Então a função de autocovariância é

dada por

γV (t1, t2) = Cov(V (t1), V (t2)) = E[V (t1)V (t2)]− E[V (t1)]E[V (t2)]

= E

[(
V0ρ(t1) +

∫ t1

0

ρ(t1 − s)dB(s)

)(
V0ρ(t2) +

∫ t2

0

ρ(t2 − s)dB(s)

)]

= E[V 2
0 ρ(t1)ρ(t2)] + E

[
V0ρ(t1)

∫ t2

0

ρ(t2 − s)dB(s)

]

+ E

[
V0ρ(t2)

∫ t1

0

ρ(t1 − s)dB(s)

]

+ E

[(∫ t1

0

ρ(t1 − s)dB(s)

)(∫ t2

0

ρ(t2 − s)dB(s)

)]

= ρ(t1)ρ(t2)σ2
0 + 0 + E

[(∫ t1

0

ρ(t1 − s)dB(s)

)

(∫ t1

0

ρ(t2 − s)dB(s) +

∫ t2

t1

ρ(t2 − s)dB(s)

)]

= ρ(t1)ρ(t2)σ2
0 +

∫ t1

0

ρ(t1 − s)ρ(t2 − s)ds

+ E[I(t1)]E

[∫ t2

t1

ρ(t2 − s)dB(s)

]

= ρ(t1)ρ(t2)σ2
0 +

∫ t1

0

ρ(t1 − s)ρ(t2 − s)ds, (3.2)

onde utilizamos, na penúltima igualdade da expressão (3.2), a propriedade de incre-

mentos independentes do movimento Browniano e a seguinte propriedade da integral
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de Itô,

E

[∫ T

0

f(t)dB(t)

∫ T

0

g(t)dB(t)

]
=

∫ T

0

f(t)g(t)dt.

Além disso, na última igualdade utilizamos o fato de que E[I(t)] = 0, para todo

t ≥ 0.

(v) Considere t1 > 0 e t2 > 0 tais que t1 < t2. Então a função de autocorrelação é

dada por

RV (t1, t2) =
γV (t1, t2)

σV (t1)σV (t2)

,

onde

σ2
V (ti)

= ρ(ti)
2σ2

0 +

∫ ti

0

[ρ(ti − s)]2ds, i ∈ {1, 2}.

�

Na Proposição 3.2 apresentamos um resultado que será muito útil para as pro-

posições subsequentes.

Proposição 3.2. Para o processo dado em (3.6), temos

E [V (t)V (t+ h)] = σ2
0ρ(t)ρ(t+ h) +

∫ t

0

ρ(u)ρ(u+ h)du, ∀ h, t ≥ 0.

Prova: Basta utilizar a Proposição 3.1(iv), com t1 = t e t2 = t+ h, então

E [V (t)V (t+ h)] = σ2
0ρ(t)ρ(t+ h) +

∫ t

0

ρ(t− s)ρ(t+ h− s)ds.

Fazendo a mudança de variáveis u = t− s, obtemos du = −ds e

E [V (t)V (t+ h)] = σ2
0ρ(t)ρ(t+ h) +

∫ 0

t

ρ(u)ρ(u+ h)(−du)

= σ2
0ρ(t)ρ(t+ h) +

∫ t

0

ρ(u)ρ(u+ h)du.

e isto completa a prova. �

Na proposição a seguir apresentamos uma condição para a estacionariedade do

processo dado em (3.1).

Proposição 3.3. O processo dado em (3.1), com V0 ∼ N (0, σ2
0), é estacionário se,

e somente se,

ρ(t) = e−θt, ∀t ≥ 0 e σ2
0 =

1

2θ
,
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onde σ2
0 é a variância de V0.

Prova: Já vimos no Capítulo 2 que se ρ(t) = e−θt e σ2
0 = 1

2θ
, então {V (t)}t≥0 é um

processo estacionário.

Por outro lado, suponha que {V (t)}t≥0 é estacionário. Portanto,

E [V (t)V (t+ h)] = σ2ρ(t)ρ(t+ h) +

∫ t

0

ρ(u)ρ(u+ h)du

não depende de t. Seja ψ(t, h) =

∫ t

0

ρ(u)ρ(u+ h)du. Então,

E [V (t)V (t+ h)] = σ2∂ψ

∂t
(t, h) + ψ(t, h). (3.3)

Tomando as derivadas com respeito a t nos dois lados da igualdade (3.3), obtemos

que ψ deve satisfazer

σ2∂
2ψ

∂t2
(t, h) +

∂ψ

∂t
(t, h) = 0

com a condição de contorno
∂ψ

∂t
(0, h) = ρ(0)ρ(0 + h) = ρ(h), h ≥ 0, pois ρ(0) = 1.

Resolvendo esta equação, obtemos

σ2∂
2ψ

∂t2
(t, h)et/σ

2

+
∂ψ

∂t
(t, h)et/σ

2

= 0⇒
∂

∂t

[
σ2∂ψ

∂t
(t, h)et/σ

2

]
= 0⇒ σ2∂ψ

∂t
(t, h)et/σ

2

= g(h).

Tomando t = 0 e utilizando a condição de contorno, temos

σ2∂ψ

∂t
(0, h) = g(h)⇒ σ2ρ(h) = g(h).

Então,

∂ψ

∂t
(t, h) = ρ(h)e−t/σ

2 ⇒ ρ(t)ρ(t+ h) = ρ(h)e−t/σ
2 ⇒

ρ(t)ρ(t+ 0) = ρ(0)e−t/σ
2 ⇒ ρ2(t) = e−t/σ

2 ⇒ ρ(t) = e−t/2σ
2

.

Logo, seja θ =
1

2σ2
e teremos o resultado desejado.

�

A próxima proposição é sobre a propriedade de Markov do processo dado em
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(3.1).

Proposição 3.4. Suponha que ρ(t) 6= 0, ∀t ≥ 0. Então, o processo dado em (3.1)

é de Markov se, e somente se, para algum θ > 0,

ρ(t) = e−θt ou ρ(t) = 1, ∀t ≥ 0. (3.4)

Prova: Já vimos no Capítulo 2 que se ρ(t) = e−θt ou ρ(t) = 1, então {V (t)}t≥0 é

um processo de Markov.

Para provar a recíproca, é su�ciente mostrar que a função ρ(·) satisfaz a seguinte
equação (veja Kannappan, 2009, corolário 1.36.)

ρ(t+ h) = ρ(t)ρ(h), ∀t, h ≥ 0.

Lembre que um processo Gaussiano {X(t)}t≥0 é Markov se, e somente se, (veja

Kallenberg, 2002, proposição 13.7)

E [X(s)X(u)]E
[
X2(t)

]
= E [X(s)X(t)]E [X(t)X(u)] , ∀ 0 ≤ s ≤ t ≤ u.

Então, se {V (t)}t≥0 é um processo de Markov, temos

E [V0V (t+ h)]E
[
V 2(t)

]
= E [V0V (t)]E [V (t)V (t+ h)] , ∀ h, t ≥ 0.

Logo,

σ2ρ(0)ρ(t+ h)

[
σ2ρ2(t) +

∫ t

0

ρ2(u)du

]

= σ2ρ(0)ρ(t)

[
σ2ρ(t)ρ(t+ h) +

∫ t

0

ρ(u)ρ(u+ h)du

]
⇒

ρ(t+ h)

[
σ2ρ2(t) +

∫ t

0

ρ2(u)du

]
= ρ(t)

[
σ2ρ(t)ρ(t+ h) +

∫ t

0

ρ(u)ρ(u+ h)du

]
⇒

σ2ρ2(t)ρ(t+ h) + ρ(t+ h)

∫ t

0

ρ2(u)du

= σ2ρ2(t)ρ(t+ h) + ρ(t)

∫ t

0

ρ(u)ρ(u+ h)du⇒

ρ(t+ h)

∫ t

0

ρ2(u)du = ρ(t)

∫ t

0

ρ(u)ρ(u+ h)du⇒ ρ(t+ h)

ρ(t)
=

∫ t
0
ρ(u)ρ(u+ h)du
∫ t

0
ρ2(u)du

.
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Ainda, temos

∂

∂t

[
ρ(t+ h)

ρ(t)

]
=

∂

∂t




∫ t

0

ρ(u)ρ(u+ h)du

∫ t

0

ρ2(u)du


 =

=

ρ(t)ρ(t+ h)

∫ t

0

ρ2(u)du− ρ2(t)

∫ t

0

ρ(u)ρ(u+ h)du

(∫ t

0

ρ2(u)du

)2 = 0.

Logo, a função
ρ(t+ h)

ρ(t)
= ψ(h) não depende de t e

ρ(t+ h) = ρ(t)ψ(h), ∀ h, t ≥ 0.

Tomando t = 0, temos ψ(h) = ρ(h), ∀ h ≥ 0. Então,

ρ(t+ h) = ρ(t)ρ(h), ∀t, h ≥ 0.

o que completa a prova. �

Ruído α-estável

Considere o processo dado por

V (t) = V0ρ(t) +

∫ t

0

ρ(t− s)dL(s), (3.5)

onde L(·) é processo α-estável simétrico com 1 < α < 2.

Considere V0 e L(·) independentes. Além disso, V0 ∼ Sα(σ0, 0, 0). Na Proposição

3.5 a seguir apresentamos propriedades teóricas do processo dado em (3.5).

Proposição 3.5. Seja {V (t)}t≥0 o processo de�nido em (3.5), então

(i) E[V (t)] = 0, para todo t ≥ 0.

(ii) V (t) ∼ Sα(σV (t), 0, 0), onde σαV (t) = |ρ(t)|ασα0 +
∫ t

0
|ρ(t− s)|αds.

Prova: Considere I(t) =
∫ t

0
ρ(t− s)dL(s).

(i) Como estamos considerando 1 < α < 2, existe média para a distribuição α-

estável, ver propriedade 1.2.16 em Samorodnitsky e Taqqu (1994) (a variância é
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in�nita). Como V0 ∼ S(σ0, 0, 0), temos que E[V0ρ(t)] = ρ(t)E[V0] = 0.

Além disso, temos que I(t) ∼ Sα(σI(t), 0, 0), onde σαI(t) =
∫ t

0
|ρ(t− s)|αds (propo-

sição 3.4.1 em Samorodnitsky e Taqqu, 1994). Portanto, E[I(t)] = 0.

Como V0 e L(·) são independentes, segue que V0 e I(t) são independentes. Por-

tanto,

E[V (t)] = E[V0ρ(t)] + E[I(t)] = 0.

(ii) Se V0 ∼ S(σ0, 0, 0), pela propriedade 1.2.3 em Samorodnitsky e Taqqu (1994),

temos que V0ρ(t) ∼ Sα(|ρ(t)|σ0, 0, 0).

Além disso, I(t) ∼ Sα(σI(t), 0, 0). Pela independência entre V0 e I(t) e pela

propriedade 1.2.1 em Samorodnitsky e Taqqu (1994), temos

V (t) = V0ρ(t) + I(t) ∼ Sα(σV (t), 0, 0),

onde σαV (t) = |ρ(t)|ασα0 +
∫ t

0
|ρ(t− s)|αds. �

Ruído Lévy

Considere o processo dado por

V (t) = V0ρ(t) +

∫ t

0

ρ(t− s)dL(s), (3.6)

onde {L(t)}t≥0 é um processo de Lévy com tripla geradora (G, τ, β). Ou seja, a

função característica de L(t) é dada por

E(eizL(t)) = etψ(z), para todo z ∈ R, (3.7)

onde

ψ(z) = −1

2
z2G+

∫

R

[
eizy − 1− izy ID(y)

]
τ(dy) + iβz. (3.8)

Queremos encontrar a distribuição da variável V (t). Para exempli�car, vamos

iniciar com um caso particular de processo de Lévy e de função ρ(·), veja o exemplo

a seguir.

Exemplo 3.1. Considere ρ(t) = e−θt em (3.6), ou seja, a expressão (3.6) de�ne

o processo OU, com ruído Lévy. Seja {L(t)}t≥0 um processo de Lévy gerado pela

tripla (G, λδ1, β), onde δ1 é a medida Delta de Dirac no ponto 1. Suponha θ ≥ 0 e

que V0 = v0 é determinístico. Então, V (t) tem distribuição in�nitamente divisível
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com tripla geradora (At, νt, γt,v0) dada por

At =
G

2θ
(1− e−2θt),

νt(B) = λ

∫ t

0

IB
(
e−θs

)
ds, B ∈ B(R),

γt,v0 = e−θt
(
v0 −

β

θ

)
+
β

θ
. (3.9)

Vamos mostrar que V (t) é in�nitamente divisível com tripla geradora dada em

(3.9). Utilizando a seguinte propriedade de medida Delta de Dirac

∫
g(y)λδ1(dy) = λg(1),

temos que o expoente característico do processo de Lévy é dado por

ψ(z) = −1

2
z2G+

∫

R

[
eizy − 1− izy ID(y)

]
λδ1(dy) + iβz

= −1

2
z2G+ λ

[
eiz − 1− iz

]
+ iβz, (3.10)

onde D = {x : |x| ≤ 1} e ψ(z) = ln(ϕL(1)(z)) (ϕL(1)(·) é a função característica de

L(1)). Então ψ(e−θsz) é contínua em (s, z) ∈ [0,∞)×R. Seja sn,j = jt
2n
, então

∫ t

0

ψ(e−θsz)ds = lim
n→∞

t

2n

2n∑

j=1

ψ(e−θsn,jz).

Considere

Yn = e−θtv0 +
2n∑

j=1

e−θsn,j(L(sn,j)− L(sn,j−1)).

A distribuição de Yn é in�nitamente divisível (pelo lema 7.4 em Sato, 1999) para

cada n. Temos

E[eizYn ] = exp

[
ie−θtv0z +

t

2n

2n∑

j=1

ψ(e−θsn,jz)

]
.

Como
∫ t

0
ψ(e−θsz)ds é contínua em z, temos

E[eizYn ] −→ exp

[
ie−θtv0z +

∫ t

0
ψ(e−θsz)ds

]
, quando n→∞. (3.11)
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Pela proposição 2.5(viii) em Sato (1999), o lado direito da expressão (3.11) é

função característica de uma probabilidade. Pelo lema 7.8 em Sato (1999), esta

probabilidade é in�nitamente divisível.

Falta mostrar quem é a tripla geradora de V (t), denotada por (At, νt, γt,v0).

Utilizando a expressão (3.10), temos

∫ t

0

ψ(e−θsz)ds =

=

∫ t

0

[
−1

2
(e−θsz)2G+ λ

[
eie
−θsz − 1− ie−θsz

]
+ iβe−θsz

]
ds

= −1

2
G

∫ t

0

e−2θsz2ds+ iβz

∫ t

0

e−θsds+ Ĩ

=
z2

2

G

2θ

(
e−2θt − 1

)
+ iz

β

θ
(1− e−θt) + Ĩ , (3.12)

onde Ĩ =
∫ t

0
λ
[
eie
−θsz − 1− ie−θsz

]
ds. Note que

Ĩ = λ

∫ t

0

eie
−θszds− λt− λiz

∫ t

0

e−θsds = λ

∫ t

0

eie
−θszds− λt− izλ

θ
(1− e−θt)

=
λ

θ

∫ 1

e−θt

eixz

x
dx− λt− izλ

θ
(1− e−θt), (3.13)

onde na última igualdade na expressão (3.13) �zemos a mudança de variáveis: x =

e−θs ⇒ dx
ds

= e−θs(−θ)⇒ ds = − 1
θx
dx. Considere

I =

∫

R

[
eizx − 1− izx ID(x)

]
ν̃t(dx), (3.14)

onde

ν̃t(B) = λ

∫ t

0

IB
(
e−θs

)
ds, B ∈ B(R). (3.15)

Vamos de�nir ν̃t(B) para qualquer intervalo [a, b] ⊆ R, a < b, já que os intervalos

são geradores de B(R). Note que |e−θs| ≤ 1, então

e−θs ∈ [a, b], a, b > 0⇔ a ≤ e−θs ≤ b⇔ ln(a) ≤ −θs ≤ ln(b)

⇔ s ∈
[
− ln(b)

θ
,− ln(a)

θ

]
.
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Portanto, temos que

ν̃t([a, b]) = λ

∫ t

0

I[− ln(b)
θ
,− ln(a)

θ ](s)ds =
λ

θ
(ln(b)− ln(a)), se [a, b] ⊆ [e−θt, 1].

Assim, temos

ν̃t([a, b]) =

∫ b

a

g(x)dx, onde g(x) =
λ

θx
I[e−θt,1](x). (3.16)

Utilizando a expressão (3.16) em (3.14), obtemos

I =

∫ 1

e−θt

λ

θx
(eizx − 1− izx)dx =

λ

θ

∫ 1

e−θt

eizx

x
dx− λ

θ

∫ 1

e−θt

1

x
dx− izλ

θ

∫ 1

e−θt
dx

=
λ

θ

∫ 1

e−θt

eizx

x
dx+ λt− izλ

θ
(1− e−θt).

Portanto, I = Ĩ. Assim, podemos reescrever (3.12) da seguinte forma

∫ t

0

ψ(e−θsz)ds = −z
2

2

G

2θ

(
1− e−2θt

)
+ iz

β

θ
(1− e−θt)

+

∫

R

[
eizx − 1− izx ID(x)

]
ν̃t(dx), (3.17)

Falta mostrar que ν̃ satisfaz
∫
R

(x2 ∧ 1)ν̃(dx) <∞. Temos que

∫

R

(x2 ∧ 1)ν̃(dx) =

∫

|x|≤1

x2ν̃(dx) +

∫

|x|>1

ν̃(dx).

Logo, basta mostrar que
∫
|x|≤1

x2ν̃(dx) <∞ e
∫
|x|>1

ν̃(dx) <∞.

Temos
∫
|x|>1

ν̃(dx) = 0 <∞.

Por �m, temos

∫

|x|≤1

x2ν̃(dx) =

∫ 1

e−θt
x2 λ

θx
dx =

λ

θ

∫ 1

e−θt
xdx =

λ

θ

[
x2

2

]1

e−θt
=

λ

2θ
(1− e−2θt) <∞.

Portanto, ν̃ satisfaz as condições de medida de Lévy e podemos tomar ν = ν̃.

Pela expressão (3.11) em conjunto com (3.17), obtemos a tripla geradora (At, νt, γt,v0)

dada pela expressão (3.9).

�
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No Lema A.1, presente no Apêndice A, mostramos uma generalização do resul-

tado obtido no Exemplo 3.1.

No lema a seguir, provamos um resultado para o caso geral do processo dado em

(3.6).

Lema 3.1. Considere o processo dado em (3.6). Seja {L(t)}t≥0 um processo de Lévy

gerado pela tripla (G, τ, β). Suponha que τ(R) < ∞, V0 = v0 seja determinístico e

que a função ρ(·) seja contínua tal que ρ(s) 6= 0, para 0 ≤ s ≤ t. Então, para t > 0

�xo, V (t) é in�nitamente divisível com tripla geradora (At, νt, γt,v0), dada por

At = G

∫ t

0

ρ2(t− s)ds,

νt(B) =

∫

R

τ(dy)

∫ t

0

IB(y ρ(t− s))ds, B ∈ B(R),

γt,v0 = ρ(t)v0 + β

∫ t

0

ρ(t− s)ds+

∫ t

0

ds

∫

R

y ρ(t− s) [ID(y ρ(t− s))− ID(y)] τ(dy),

(3.18)

onde D = {x : |x| ≤ 1}.

Prova: Seja g(·) uma função contínua em [s, t] com 0 ≤ s < t <∞, logo

E

[
exp

(
iz

∫ t

s

g(u)dL(u)

)]
= exp

[∫ t

s

ψ(z g(u))du

]
, (3.19)

para z ∈ R, onde ψ(z) = lnϕL(1)(z) (ϕL(1)(·) é a função característica de L(1)).

De fato, seja Pn(ξ) uma partição de [s, t], tal que s = t0 < t1 < · · · < tn = t e

limn→∞ ‖Pn(ξ)‖ = 0, onde ‖Pn(ξ)‖ = maxk=1,··· ,n(tk − tk−1). Seja ξk um ponto de

[tk−1, tk], a soma de Stieltjes, Sn, é dada por

Sn(Pn(ξ)) =
n∑

j=1

g(ξj)(L(tj)− L(tj−1)). (3.20)

Então, a função característica de Sn é dada por

ϕn(z) = E

[
exp

(
iz

n∑

j=1

g(ξj)(L(tj)− L(tj−1))

)]

=
n∏

j=1

E[exp (izg(ξj)(L(tj)− L(tj−1)))] =
n∏

j=1

E[exp (izg(ξj)(L(tj − tj−1)))]
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=
n∏

j=1

exp ((tj − tj−1)ψ(zg(ξj))) = exp

[
n∑

j=1

ψ(zg(ξj))(tj − tj−1)

]
.

Como Sn converge em probabilidade para
∫ t
s
g(u)dL(u), também converge em

distribuição. Logo, pelo teorema da continuidade de Lévy, ϕn(z) → ϕ(z), quando

n→∞, onde ϕ(z) é a função característica da integral estocástica. Portanto,

ϕ(z) = lim
n→∞

exp

[
n∑

j=1

ψ(zg(ξj))(tj − tj−1)

]
= exp

[∫ t

s

ψ(z g(u))du

]
,

onde a última igualdade vale pela continuidade de ψ(·), g(·) e da função exponencial.

Assim, segue que

E[eizV (t)] = exp

[
izρ(t)v0 +

∫ t

0

ψ(z ρ(t− s))ds
]
,

onde

ψ(z) = −1

2
z2G+

∫

R

[
eizy − 1− izy ID(y)

]
τ(dy) + iβz. (3.21)

Logo, temos

∫ t

0

ψ(z ρ(t− s))ds =

∫ t

0

[
−1

2
(z ρ(t− s))2G

+

∫

R

[
eiz ρ(t−s)y − 1− iz ρ(t− s)y ID(y)

]
τ(dy) + iβz ρ(t− s)

]
ds

= −1

2

∫ t

0

z2Gρ2(t− s)ds+ i

∫ t

0

βz ρ(t− s)ds+ Ĩ ,

onde

Ĩ =

∫ t

0

∫

R

[
eiz ρ(t−s)y − 1− iz ρ(t− s)y ID(y)

]
τ(dy)ds.

Queremos mostrar que este Ĩ pode ser escrito da seguinte forma

I =

∫

R

(
eizx − 1− izxID(x)

)
νt(dx)+i

∫ t

0

ds

∫

R

zy ρ(t−s)(ID(y ρ(t− s))−ID(y))τ(dy),

(3.22)
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onde

νt(dx) =

(∫

R

∫ t

0

I{y ρ(t−s)}(x) ds τ(dy)

)
dx. (3.23)

Vamos mostrar a igualdade Ĩ = I.

Note que se mostrarmos a igualdade a seguir,

∫ t

0

ds

∫

R

(eiz ρ(t−s)y − 1)τ(dy) =

∫

R

[
eizx − 1− izx ID(x)

]
ν̃t(dx)

+ i

∫ t

0

ds

∫

R

zy ρ(t− s) ID(e−csy)τ(dy), (3.24)

obtemos Ĩ = I, pois basta subtrair o termo i
∫ t

0
ds
∫
R
zy ρ(t− s) ID(y)ρ(dy) dos dois

lados da igualdade (3.24) e teremos

∫ t

0

ds

∫

R

(eiz ρ(t−s)y − 1)τ(dy)− i
∫ t

0

ds

∫

R

zy ρ(t− s) ID(y)τ(dy)

=

∫

R

[
eizx − 1− izx ID(x)

]
ν̃t(dx) + i

∫ t

0

ds

∫

R

zy ρ(t− s) ID(y ρ(t− s))τ(dy)

− i
∫ t

0

ds

∫

R

zy ρ(t− s) ID(y)τ(dy))⇔ Ĩ = I.

Veja que, para B ∈ B(R),

νt(B) =

∫

R

IB(x)νt(dx) =

∫

R

IB(x)

∫

R

(∫ t

0

I{y ρ(t−s)}(x)ds

)
τ(dy)dx

=

∫

R

∫

R

(∫ t

0

IB(x)I{y ρ(t−s)}(x)ds

)
τ(dy)dx. (3.25)

Note que podemos aplicar o Teorema de Fubini em (3.25), pois a função do

integrando é positiva. Logo, obtemos

νt(B) =

∫

R

∫ t

0

(∫

R

IB(x)I{y ρ(t−s)}(x)dx

)
dsτ(dy)

=

∫

R

∫ t

0

IB(y ρ(t− s))ds τ(dy) =

∫

R

τ(dy)

∫ t

0

IB(y ρ(t− s))ds. (3.26)
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Portanto, obtemos para o lado direito de (3.24)

∫

R

[
eizx − 1− izx ID(x)

]
νt(dx) + i

∫ t

0

ds

∫

R

zy ρ(t− s) ID(y ρ(t− s))τ(dy)

=

∫

R

[
eizx − 1

]
νt(dx)− i

∫

R

zx ID(x)νt(dx) + i

∫ t

0

ds

∫

R

zyρ(t− s) ID(yρ(t− s))τ(dy)

= A− iB + iC,

onde

A =

∫

R

[
eizx − 1

]
νt(dx), B =

∫

R

zx ID(x)νt(dx)

C =

∫ t

0

ds

∫

R

zy ρ(t− s) ID(y ρ(t− s))τ(dy),

Utilizando a expressão (3.23), obtemos

A =

∫

R

[
eizx − 1

] ∫

R

(∫ t

0

I{y ρ(t−s)}(x)ds

)
τ(dy)dx

=

∫

R

∫

R

(∫ t

0

[
eizx − 1

]
I{y ρ(t−s)}(x)ds

)
τ(dy)dx

=

∫ t

0

∫

R

(∫

R

[
eizx − 1

]
I{y ρ(t−s)}(x)dx

)
τ(dy)ds

=

∫ t

0

∫

R

[
eizy ρ(t−s) − 1

]
τ(dy)ds.

onde na terceira igualdade aplicamos o Teorema de Fubini.

Ainda temos

B =

∫

R

zx ID(x)

∫

R

(∫ t

0

I{y ρ(t−s)}(x)ds

)
τ(dy)dx

=

∫

R

∫

R

(∫ t

0

zx ID(x) I{y ρ(t−s)}(x)ds

)
τ(dy)dx

=

∫ t

0

∫

R

(∫

R

zx ID(x) I{y ρ(t−s)}(x)dx

)
τ(dy)ds

=

∫ t

0

∫

R

zy ρ(t− s) ID(y ρ(t− s))τ(dy)ds,

onde na terceira igualdade novamente aplicamos o Teorema de Fubini.

Portanto, temos B = C, logo −iB + iC = 0 e A é igual ao lado esquerdo da

expressão (3.24).
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Falta mostrar que ν satisfaz
∫
R

(x2 ∧ 1)ν(dx) <∞. Temos que

∫

R

(x2 ∧ 1)ν(dx) =

∫

|x|≤1

x2ν(dx) +

∫

|x|>1

ν(dx),

logo, basta mostrar que
∫
|x|≤1

x2ν(dx) <∞ e
∫
|x|>1

ν(dx) <∞. Temos

∫

|x|>1

ν(dx) =

∫

|x|>1

∫

R

(∫ t

0

I{y ρ(t−s)}(x)ds

)
τ(dy)dx

=

∫ t

0

∫

R

(∫

|x|>1

I{y ρ(t−s)}(x)dx

)
τ(dy)ds =

∫ t

0

∫

R

I{|y|> 1
|ρ(t−s)|}τ(dy)ds

=

∫

R

∫ t

0

I{|y|> 1
|ρ(t−s)|}ds τ(dy) ≤ t

∫

R

max
0≤s≤t

{
I{|y|> 1

|ρ(t−s)|}

}
τ(dy)

= t

∫

R

I{|y|> 1
|ρ(t−s1)|

}τ(dy),

onde a segunda igualdade vale, pois
∫
|x|>1

I{y ρ(t−s)}(x)dx 6= 0, se x = y ρ(t− s), logo
|x| = |ρ(t− s)||y| > 1↔ |y| > 1

|ρ(t−s)| .

Por �m, temos

∫

|x|≤1

x2ν(dx) =

∫

|x|≤1

x2

∫

R

(∫ t

0

I{y ρ(t−s)}(x)ds

)
τ(dy)dx

=

∫

|x|≤1

∫

R

(∫ t

0

x2I{y ρ(t−s)}(x)ds

)
τ(dy)dx

=

∫ t

0

∫

R

(∫

|x|≤1

x2I{y ρ(t−s)}(x)dx

)
τ(dy)ds

=

∫ t

0

∫

R

I{|y|≤ 1
|ρ(t−s)|}ρ

2(t− s)y2τ(dy)ds =

∫

R

y2

∫ t

0

I{|y|≤ 1
|ρ(t−s)|}ρ

2(t− s)ds τ(dy)

≤ t

∫

R

y2 max
0≤s≤t

{I|y|≤ 1
|ρ(t−s)|}ρ

2(t− s)}τ(dy) = tρ2(t− s2)

∫

|y|≤ 1
|ρ(t−s2)|

y2τ(dy),

onde a terceira igualdade vale, pois
∫
|x|≤1

x2I{y ρ(t−s)}(x)dx 6= 0, se x = y ρ(t − s),

assim |x| = |ρ(t− s)||y| ≤ 1↔ |y| ≤ 1
|ρ(t−s)| .

Estas expressões devem ser �nitas, pois τ deve satisfazer
∫
R

(x2 ∧ 1)τ(dx) <∞.

Isto implica que τ(|x| ≥ 1) < ∞, além disso, τ(|x| ≤ 1) < ∞ ou τ(A) < ∞, para

todo conjunto boreliano A tal que 0 está no interior de Ac (ver Kyprianou, 2014).

64



Portanto, concluímos que

E[eizV (t)] = exp

{
−1

2
z2

∫ t

0

Gρ2(t− s)ds+ iz

[
ρ(t)v0 + β

∫ t

0

ρ(t− s)ds

+

∫ t

0

ds

∫

R

y ρ(t− s)(ID(y ρ(t− s))− ID(y))τ(dy)

]

+

∫

R

(eizx − 1− izxID(x))νt(dx)

}
.

Logo, V (t) é in�nitamente divisível com tripla geradora dada por (3.18).

�

Note que, no Lema 3.1, provamos que cada variável aleatória V (t) (t > 0 �xo)

possui distribuição in�nitamente divisível, onde a tripla geradora é dada em (3.18).

Na seção seguinte consideramos uma adaptação de um processo proposto por Kle-

baner (2005).

3.2 Processo Particular (Klebaner, 2005)

Considere a função ρ(t) = t−d, o processo dado pela expressão (2.23), resultante

é dado por

V (t) = V0 t
−d +

∫ t

0

(t− s)−ddL(s), (3.27)

onde L(·) é o processo de Lévy padrão α-estável. Note que a função ρ(·) não satisfaz
o problema de valor inicial dado pela expressão (2.24), pois ρ(0) 6= 1. O processo

de�nido em (3.27) foi inspirado em um exemplo de Klebaner (2005). A integral

estocástica em (3.27) está bem de�nida se
∫ t

0
|(t− s)−d|αds <∞. Temos que, para

0 < s < t <∞,

∫ t

0

|(t− s)−d|αds =

∫ t

0

(t− s)−αdds.

Fazendo a seguinte mudança de variáveis u = t− s, obtemos

∫ t

0

|(t− s)−d|αds =

∫ t

0

u−αddu =
u−αd+1

−αd+ 1

∣∣∣∣
t

0

=
1

−αd+ 1

[
t−αd+1 − lim

ε→0
ε−αd+1

]
.

(3.28)

A expressão (3.28) é �nita se −αd+1 > 0, logo devemos impor a condição d < 1
α
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para que a integral estocástica em (3.27) esteja bem de�nida.

No Corolário 3.1 a seguir, provamos as funções codiferença, covariância espectral

e covariação teóricas, considerando que V0 = 0.

Corolário 3.1. Seja {V (t)}t≥0 o processo de�nido pela expressão (3.27), com V0 =

0. As suas funções codiferença, covariância espectral e covariação teóricas são dadas,

respectivamente, por

τV (s; k, t) = |s|α
∫ t

0

(
|u+ k|−αd + |u|−αd − |(u+ k)−d − u−d|α

)
du, (3.29)

%(V (t), V (t+ k)) =

∫ t

0

s−d(s+ k)−d
[
s−2d + (s+ k)−2d

]α−2
2 ds, (3.30)

sc(V (t), V (t+ k)) =

∫ t

0

s−d(s+ k)−d ds. (3.31)

Prova: Pelas Proposições 2.2(iii), 2.3 e 2.4, como ρ(t) = t−d, obtemos o resultado

deste Corolário.

�

Realizamos um estudo de simulação, apresentando a série simulada em conjunto

com suas funções codiferença teórica e empírica, com o intuito de veri�car o decai-

mento da função codiferença. Para a geração do processo, utilizamos a discretização

dada na Proposição 3.6 a seguir.

Proposição 3.6. Seja {V (t)}t≥0 o processo de�nido pela expressão (3.27). Uma

forma discreta para este processo é dada por

V (kh) = V0 (kh)−d + εk,h,

onde k ∈ {1, · · · , n}, n é o tamanho amostral, h é tamanho da discretização e

εk,h ∼ Sα(σk,h, 0, 0), tal que σαk,h = (kh)−αd+1

−αd+1
.

Prova: Pela expressão (3.27), temos que

V (kh) = V0 (kh)−d + εk,h,

onde εk,h =
∫ kh

0
(kh− s)−ddL(s). Pela proposição 3.4.1 em Samorodnitsky e Taqqu

(1994), temos que εk,h ∼ Sα(σk,h, 0, 0), onde

σαk,h =

∫ kh

0

|(kh− s)−d|α =

∫ kh

0

u−αddu =
(kh)−αd+1

−αd+ 1
. �
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Observação 3.1. Note que a distribuição de εk,h depende de k, assim como a

distribuição de V (kh). Mesmo considerando a primeira diferença do processo, não

obtemos estacionariedade.

Consideramos os parâmetros variando nos seguintes conjuntos:

• α ∈ {1.3, 1.8, 2};

• d ∈ {0.2, 0.3, 0.4};

• T = 500, h ∈ {1, 0.5, 0.1} e n = T
h
;

• s = 0.01 (parâmetro da codiferença empírica).

As Figuras 3.1-3.3 apresentam a série temporal, a função codiferença teórica e

a função codiferença empírica, quando α = 1.3. Para os demais casos de α, veja o

Apêndice B. Podemos observar que, na maior parte dos casos apresentados, a função

codiferença teórica decai lentamente a zero, assim como a sua respectiva codiferença

empírica.

Observação 3.2. (a) A função codiferença teórica deste processo, dada na expressão

(3.29), depende de k e t. As Figuras 3.1-3.3 apresentam os resultados quando �xamos

t = h na expressão (3.29). Nestas condições, temos que

τV (s; k) = |s|α
∫ h

0

(
|u+ k|−αd + |u|−αd − |(u+ k)−d − u−d|α

)
du.

(b) Utilizamos a codiferença empírica proposta por Rosadi e Deistler (2009) para

processos estacionários, mesmo que o processo não seja estacionário. Para trabalhos

futuros, vamos estudar nova de�nição para codiferença empírica para processos não

estacionários.
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(a) h = 1 (b) h = 1 (c) h = 1

(d) h = 0.5 (e) h = 0.5 (f) h = 0.5

(g) h = 0.1 (h) h = 0.1 (i) h = 0.1

Figura 3.1: Série temporal simulada ((a), (d) e (g)), codiferença teórica ((b), (e) e
(h)) e empírica ((c), (f) e (i)), quando α = 1.3, d = 0.2, T = 500 e h ∈ {1, 0.5, 0.1}.
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(a) h = 1 (b) h = 1 (c) h = 1

(d) h = 0.5 (e) h = 0.5 (f) h = 0.5

(g) h = 0.1 (h) h = 0.1 (i) h = 0.1

Figura 3.2: Série temporal simulada ((a), (d) e (g)), codiferença teórica ((b), (e) e
(h)) e empírica ((c), (f) e (i)), quando α = 1.3, d = 0.3, T = 500 e h ∈ {1, 0.5, 0.1}.
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(a) h = 1 (b) h = 1 (c) h = 1

(d) h = 0.5 (e) h = 0.5 (f) h = 0.5

(g) h = 0.1 (h) h = 0.1 (i) h = 0.1

Figura 3.3: Série temporal simulada ((a), (d) e (g)), codiferença teórica ((b), (e) e
(h)) e empírica ((c), (f) e (i)), quando α = 1.3, d = 0.4, T = 500 e h ∈ {1, 0.5, 0.1}.
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3.3 Processo Linear Fracionário Bem-Balanceado

com Ruído α-estável

Nesta seção consideramos um outro processo que apresenta longa dependência.

Este processo foi de�nido em Samorodnitsky e Taqqu (1994) e é denominado processo

linear fracionário bem-balanceado com ruído α-estável (denotado por WBLFS, do

inglês well-balanced linear fractional stable motion). De�nimos o WBLFS a seguir.

De�nição 3.1. Seja {L(t)}t≥0 o processo de Lévy padrão α-estável, 0 < α ≤ 2. O

processo WBLFS é de�nido como

X(t) =

∫ ∞

−∞
(|t− s|H−1/α − |s|H−1/α)dL(s), para todo t ≥ 0, (3.32)

onde 1
α
< H < 1. Note que X(0) = 0.

A integral estocástica em (3.32) está bem de�nida, pois

∫ ∞

−∞
||t− s|H−1/α − |s|H−1/α|αds <∞.

De fato, seja A > 0 constante real, tal que A > t. Então, temos que

∫ −A

−∞
||t− s|H−1/α − |s|H−1/α|αds =

∫ ∞

A

||t+ u|H−1/α − |u|H−1/α|αdu

=

∫ ∞

A

(
(t+ u)H−1/α − (u)H−1/α

)α
du.

Como 1
α
< H < 1, a função f(x) = xH−1/α é contínua. Pelo teorema do valor

médio, temos (t + u)H−1/α − (u)H−1/α = f ′(c1)t, onde u < c1 < u + t. Logo,

f ′(c1) = (H − 1/α)c
H−1/α−1
1 ≤ (H − 1/α)uH−1/α−1. Portanto,

∫ −A

−∞
||t− s|H−1/α − |s|H−1/α|αds ≤

∫ ∞

A

((H − 1/α)uH−1/α−1t)αdu

= (H − 1/α)αtα
−Aα(H−1)

α(H − 1)
<∞.

A integral no intervalo [−A,A] também é �nita, pois o integrando é contínuo e
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limitado nesse intervalo. Por �m, veja que

∫ ∞

A

||t− s|H−1/α − |s|H−1/α|αds =

∫ ∞

A

|(s− t)H−1/α − sH−1/α|αds

=

∫ ∞

A

(
sH−1/α − (s− t)H−1/α

)α
du.

Novamente, pelo teorema do valor médio, temos sH−1/α − (s − t)H−1/α = f ′(c2)t,

onde s− t < c2 < s. Logo, f ′(c2) = (H − 1/α)c
H−1/α−1
2 ≤ (H − 1/α)(s− t)H−1/α−1.

Portanto,

∫ ∞

A

||t− s|H−1/α − |s|H−1/α|αds ≤
∫ ∞

A

((H − 1/α)(s− t)H−1/α−1t)αds

= (H − 1/α)αtα
−(A− t)α(H−1)

α(H − 1)
<∞.

O processo {X(t)}t≥0 tem duas características importantes: é self-similar com

parâmetro H e tem incrementos estacionários. Dizemos que um processo tem incre-

mentos estacionários se, para todo u > 0,

{X(t)−X(0)}t≥0
d
= {X(u+ t)−X(u)}t≥0.

Dizemos que um processo X é self-similar com parâmetro H se, para todo a > 0,

as distribuições �nito-dimensionais de {X(at), t ≥ 0} são iguais as distribuições

�nito-dimensionais de {aHX(t), t ≥ 0}. Estas duas propriedades são apresentadas

em Samorodnitsky e Taqqu (1994) e provamos elas a seguir.

Propriedade 3.1. Seja {X(t)}t≥0 processo WBLFS, dado por (3.32), então

(i) {X(t)}t≥0 tem incrementos estacionários.

(ii) {X(t)}t≥0 é self-similar com parâmetro H.

Prova: (i) Utilizando a De�nição 3.1, temos que

X(u+ t)−X(u) =

∫ ∞

−∞

(
|u+ t− s|H−1/α − |u− s|H−1/α

)
dL(s).

Então, pela proposição 3.4.1 em Samorodnitsky e Taqqu (1994), X(u+ t)−X(u) ∼
Sα(σ1, 0, 0), onde

σα1 =

∫ ∞

−∞

∣∣|u+ t− s|H−1/α − |u− s|H−1/α
∣∣α ds.
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Fazendo a mudança de variáveis y = −(u− s), temos que

σα1 =

∫ ∞

−∞

∣∣|t− y|H−1/α − |y|H−1/α
∣∣α ds.

Por outro lado, como X(0) = 0, temos que X(t) − X(0) = X(t). Utilizando a

expressão (3.1) e, novamente, a proposição 3.4.1 em Samorodnitsky e Taqqu (1994),

temos que X(t) ∼ Sα(σ2, 0, 0), onde

σα2 =

∫ ∞

−∞

∣∣|t− y|H−1/α − |y|H−1/α
∣∣α ds.

Logo, σ1 = σ2 e vale a igualdade em distribuição.

(ii) Precisamos mostrar que, para todo c > 0 e t1, t2, · · · , td > 0, (X(ct1), X(ct2),

· · · , X(ctd))
d
= (cHX(t1), cHX(t2), · · · , cHX(td)). Para isso, vamos mostrar a igual-

dade das funções características. Temos que

ϕX(ct1),··· ,X(ctd)(θ1, · · · , θd) = exp



−

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∣∣

d∑

j=1

θj(|ctj − s|H−1/α − |s|H−1/α)

∣∣∣∣∣∣

α

ds





= exp



−

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∣∣

d∑

j=1

θjc
H−1/α(|tj − x|H−1/α − |x|H−1/α)

∣∣∣∣∣∣

α

c dx





= exp



−c

αH

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∣∣

d∑

j=1

θj(|tj − x|H−1/α − |x|H−1/α)

∣∣∣∣∣∣

α

dx



 ,

(3.33)

onde, na segunda igualdade, �zemos a seguinte mudança de variáveis s = cx.

Por outro lado, segue que

ϕcHX(t1),··· ,cHX(td)(θ1, · · · , θd) = exp



−

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∣∣

d∑

j=1

θjc
H(|tj − s|H−1/α − |s|H−1/α)

∣∣∣∣∣∣

α

ds





= exp



−c

αH

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∣∣

d∑

j=1

θj(|tj − s|H−1/α − |s|H−1/α)

∣∣∣∣∣∣

α

ds



 .

(3.34)

Portanto, como as funções características, dadas em (3.33) e (3.34), são iguais, vale

a igualdade em distribuição requerida. �
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Lembrando que um movimento Browniano fracionário com parâmetro de Hurst

H apresenta longa dependência quando 1/2 < H < 1, ou seja, se d = H − 1/2,

quando 0 < d < 1/2. Por analogia, o WBLFS apresenta longa dependência quando

1/α < H < 1, ou seja, se d = H − 1/α, quando 0 < d < (1− 1/α).

Para simulações, precisamos de uma discretização do processo. Na Proposição

3.7 a seguir provamos uma discretização do processo dado em (3.32).

Proposição 3.7. Seja {X(t)}t≥0 o processo estocástico dado pela de�nição 3.1.

Uma forma discreta para este processo é

X((k + 1)h) = X(kh) + Yk,h,

onde Yk,h =
∫∞
−∞
(
|(k + 1)h− s|H−1/α − |kh− s|H−1/α

)
dL(s). Além disso, Yk,h ∼

Sα(σY , 0, 0), onde

σαY =

∞∫

−∞

∣∣|y|H−1/α − |y − h|H−1/α
∣∣α dy.

Prova: Pela expressão (3.32), temos que

X((k + 1)h) =

∫ ∞

−∞
|(k + 1)h− s|H−1/αdL(s)−

∫ ∞

−∞
|s|H−1/αdL(s).

Logo,

X((k + 1)h)−
∫ ∞

−∞
|((k + 1)h)− s|H−1/αdL(s) = −

∫ ∞

−∞
|s|H−1/αdL(s).

Por outro lado, temos que

X(kh)−
∫ ∞

−∞
|kh− s|H−1/αdL(s) = −

∫ ∞

−∞
|s|H−1/αdL(s).

Assim, segue que

X((k + 1)h)−
∫ ∞

−∞
|((k + 1)h)− s|H−1/αdL(s) = X(kh)−

∫ ∞

−∞
|kh− s|H−1/αdL(s).

74



Ou seja,

X((k + 1)h) =X(kh) +

∫ ∞

−∞
|((k + 1)h)− s|H−1/αdL(s)−

∫ ∞

−∞
|kh− s|H−1/αdL(s)

=X(kh) +

∫ ∞

−∞

(
|((k + 1)h)− s|H−1/α − |kh− s|H−1/α

)
dL(s). (3.35)

Note que a expressão que envolve a integral em (3.35) determina um novo pro-

cesso, chamado ruído fracionário estável (do inglês fractional stable noise). Vamos

denotá-lo por {Yk,h}nk=1, onde n é o tamanho amostral. Logo,

X((k + 1)h) = X(kh) + Yk,h,

Para calcular a distribuição de Yk,h, utilizamos a proposição 3.4.1 de Samorodnitsky

e Taqqu (1994), obtendo que Yn tem distribuição Sα(σY , 0, 0), onde

σαY =

∞∫

−∞

∣∣|(k + 1)h− s|H−1/α − |kh− s|H−1/α
∣∣α ds

=

∞∫

−∞

∣∣|y|H−1/α − |y − h|H−1/α
∣∣α dy. (3.36)

�

Note que a integral em (3.36) não tem solução analítica. Logo, utilizamos méto-

dos numéricos para a sua resolução.

Neste capítulo provamos diversas propriedades teóricas com respeito a classe de

processos descritos na De�nição 2.4. Além disso, introduzimos um novo processo

inspirado em um exemplo dado por Klebaner (2005). Ainda estudamos o processo

WBLFS, que apresenta longa dependência quando 1/α < H < 1.
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Capítulo 4

Estimação

Neste capítulo, apresentamos os métodos de estimação utilizados nos processos

estudados neste trabalho. Iniciamos o capítulo apresentando o método de discretiza-

ção Euler-Maruyama na Seção 4.1, que será utilizado para implementar a estimação

de mínimos quadrados para o processo Cosseno. A Seção 4.2 apresenta a estimação

de máxima verossimilhança para os processos OU e Cosseno. A Seção 4.3 apresenta

o método de estimação dos mínimos quadrados para os processos OU e Cosseno. A

Seção 4.4 apresenta um algoritmo iterativo para a estimação de máxima verossimi-

lhança no processo Cosseno. Na Seção 4.5 mostramos o procedimento de estimação

dos parâmetros do processo WBLFS. A Seção 4.6 apresenta a estimação dos parâ-

metros dos processos OU e Cosseno, com ruído movimento Browniano, utilizando a

metodologia Bayesiana. Por �m, a Seção 4.7 apresenta a estimação pela metodologia

Bayesiana, quando o ruído é um processo de Lévy α-estável.

4.1 Discretização Euler-Maruyama

Queremos utilizar uma discretização para o Processo Cosseno baseada na Equa-

ção Diferencial Estocástica (EDE) ao invés de utilizar o processo solução, como

foi feito na Proposição 2.6. Note que a equação diferencial estocástica que gera o

processo Cosseno é dada por

V (t) = V0 −
∫ t

0

(∫ u

0

a2V (s)ds

)
du+ L(t). (4.1)

Um dos métodos mais utilizados para discretizar e aproximar soluções de EDE é o
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Euler-Maruyama (ver Higham, 2001, Jacod et. al. 2005 e Kleppe, 2006). Considere

a seguinte EDE

X(t) = X0 +

∫ t

0

f(X(s))ds+

∫ t

0

g(X(s))dL(s), (4.2)

onde f(·) e g(·) são funções escalares e a condição inicial X0 é uma variável aleatória.

Para aplicar um método numérico em (4.2) sobre o intervalo [0, T ], precisamos

discretizar esse intervalo. Sejam ∆t = T/M , onde M é um inteiro positivo, e

τj = j∆t. O método de Euler-Maruyama tem a forma

X(τj) = X(τj−1) + f(X(τj−1))∆t+ g(X(τj−1))(L(τj)− L(τj−1)),

para j = 1, 2, · · · ,M .

Jacod et al. (2005) propõe substituir os incrementos de L(·) por uma sequência

{ηj}Mj=1 de variáveis aleatórias i.i.d., que sejam simples para uso na simulação. Assim,

consideramos

X(τj) = X(τj−1) + f(X(τj−1))∆t+ g(X(τj−1))ηj,

para j = 1, 2, · · · ,M .

No caso do processo Cosseno, comparando as expressões (4.1) e (4.2), temos

f(V (t)) = −
∫ t

0
a2V (s)ds e g(V (t)) = 1. No Lema 4.1 a seguir provamos a distribui-

ção das variáveis aleatórias ηj.

Lema 4.1. Se L(·) é processo Lévy padrão α-estável, ηj ∼ Sα((∆t)1/α, 0, 0), onde

∆t = T
M
, M é um inteiro positivo.

Prova: Pela de�nição de processo Lévy padrão α-estável dada no Capítulo 2, temos

que L(τj) − L(τj−1) ∼ Sα((τj − τj−1)1/α, 0, 0). Observe que τj − τj−1 = j∆t − (j −
1)∆t = ∆t. Portanto, ηj = L(τj)− L(τj−1) ∼ Sα((∆t)1/α, 0, 0).

�

Vamos considerar L(·) processo Lévy α-estável. Logo, obtemos

V (τj) = V (τj−1) + f(V (τj−1))∆t+ ηj,

para j = 1, 2, · · · ,M , onde ηj ∼ Sα((∆t)1/α, 0, 0), pelo Lema 4.1. Note que podemos

considerar V (τj) constante no intervalo [τj−1, τj]. Logo,
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f(V (τj−1)) = −
∫ τj−1

0

a2V (s)ds

= −a2V0∆t− a2V (τ1)∆t− a2V (τ2)∆t− · · · − a2V (τj−1)∆t

= −a2∆t

j−1∑

i=0

V (τi),

onde τ0 = 0.

Portanto, obtemos

V (τj) = V (τj−1)− a2(∆t)2

j−1∑

i=0

V (τi) + ηj, (4.3)

para j = 1, 2, · · · , L.

Queremos comparar os resultados obtidos utilizando a discretização pelo método

de Euler-Maruyama com a discretização dada na Proposição 2.6, baseada na solução

do processo. Além disso, vamos comparar com a solução da EDE.

Note que a solução da EDE é dada por

V (t) = V0 cos(at) +

∫ t

0

cos(a(t− s)) dL(s). (4.4)

Para simular a partir de (4.4), precisamos aproximar a integral por somas de

Riemann, da seguinte forma

V (t) = V0 cos(at) +
M−1∑

j=0

cos(a(t− sj))(L(sj+1)− L(sj)), (4.5)

onde sj = jt
M
, M inteiro positivo.

Observação 4.1. Note que o passo da discretização h em (2.43) faz o mesmo papel

do ∆t em (4.3). Iremos utilizar apenas a notação h.

As Figuras 4.1-4.2 apresentam os resultados das simulações do processo Cosseno

com as três discretizações (Proposição 2.6 e expressões (4.3) e (4.5)). Nas �guras,

a linha roxa é o resultado utilizando a solução da EDE, dado em (4.5). A linha

vermelha é o resultado utilizando o método de Euler-Maruyama, dado em (4.3).

A linha azul é o resultado utilizando a nossa discretização, dada em (2.43). Note
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que as duas discretizações, a proposta na Proposição 2.6 e a de Euler-Maruyama,

apresentam resultados semelhantes. Mas, em alguns casos, o método de Euler-

Maruyama apresenta melhores resultados, captando melhor a variação do processo.

(a) h = 1, n = 10 (b) h = 0.5, n = 20 (c) h = 0.1, n = 100

(d) h = 1, n = 50 (e) h = 0.5, n = 100 (f) h = 0.1, n = 500

(g) h = 1, n = 100 (h) h = 0.5, n = 200 (i) h = 0.1, n = 1000

Figura 4.1: Simulação do Processo Cosseno quando α = 1.1 e a = 1.
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(a) h = 1, n = 10 (b) h = 0.5, n = 20 (c) h = 0.1, n = 100

(d) h = 1, n = 50 (e) h = 0.5, n = 100 (f) h = 0.1, n = 500

(g) h = 1, n = 100 (h) h = 0.5, n = 200 (i) h = 0.1, n = 1000

Figura 4.2: Simulação do Processo Cosseno quando α = 1.5 e a = 1.
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4.2 Estimação de Máxima Verossimilhança

Nesta seção apresentamos a estimação de máxima verossimilhança para os pro-

cessos OU e Cosseno.

4.2.1 Processo OU

Para cada função ρ(·) e cada processo de ruído L(·), o processo dado em (2.23)

apresenta diferentes parâmetros a serem estimados. Nesta subseção, estimamos os

parâmetros através do método de máxima verossimilhança no caso em que ρ(t) =

e−θ t, ou seja, o processo OU.

Pela expressão (2.36), note que podemos considerar o processo OU como um

processo AR(1). Seja η = (α, σ, θ)′ o vetor de parâmetros a ser estimado e seja

{Vkh}n−1
k=0 uma amostra de tamanho n do processo dado em (2.2). Temos que

Zk,h = Vkh − e−θhV(k−1)h.

Note que, para h �xo, {Zk,h}k∈N é uma sequência de variáveis aleatórias i.i.d..

Então, a função de verossimilhança é dada por

L(η|Z1,h, · · · , Zn−1,h) =
n−1∏

k=1

f(Zk,h|η),

onde f(·|η) é a função densidade da distribuição α-estável. Lembre que apenas para

três casos de α existe fórmula fechada para a função densidade: α = 0.5 (Lévy),

α = 1 (Cauchy) e α = 2 (Gaussiano). A função de log-verossimilhança é dada por

`(η|Z1,h, · · · , Zn−1,h) =
n−1∑

k=1

ln(f(Zk,h|η)).

Por otimização numérica da função `(·), obtemos o estimador de máxima veros-

similhança η̂ = (α̂, σ̂, θ̂)′. Na Subseção 6.1.1 apresentamos resultados de simulações

de Monte Carlo, utilizando a metodologia aqui descrita.
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4.2.2 Processo Cosseno

Nesta subseção, propomos a estimação pelo método da máxima verossimilhança

dos parâmetros para o caso ρ(t) = cos(at), ou seja, o processo Cosseno. Pela ex-

pressão (2.43), note que podemos considerar o processo Cosseno como um processo

AR(2) não-estacionário. Seja η = (α, σε, a)′ o vetor de parâmetros a ser estimado e

seja {Vkh}n−1
k=0 uma amostra de tamanho n do processo dado pela expressão (2.42).

O procedimento para obter a função de verossimilhança é similar ao caso apresen-

tado na Subseção 4.2.1. Na Subseção 6.1.2 apresentamos resultados de simulações

de Monte Carlo, utilizando a metodologia aqui descrita.

4.3 Estimação de Mínimos Quadrados

Nesta seção apresentamos a estimação de mínimos quadrados para os processos

OU e Cosseno.

4.3.1 Processo OU

Consideramos o estimador de mínimos quadrados proposto por Zhang e Zhang

(2013). O estimador θ̂n, baseado na discretização proposta na Proposição 2.5, é

o valor de θ que minimiza
∑n

h=1 |V (kh) − e−θhV ((k − 1)h)|2, onde n é o tamanho

amostral. Então

θ̂n = −1

h
ln

(∑n
k=1 V ((k − 1)h)V (kh)∑n

k=1 V ((k − 1)h)2

)
. (4.6)

Considere θ0 o valor verdadeiro do parâmetro. As propriedades assintóticas do

estimador θ̂n são condicionadas às duas condições a seguir.

Condição 1: n→∞ e h > 0 �xo.

Condição 2: n→∞, h→ 0 e nh→∞.

Os teoremas relacionados à consistência e distribuição assintótica do estimador,

dado em (4.6), são provados em Zhang e Zhang (2013). Apresentamos suas demons-

trações, em detalhes, a seguir.

Teorema 4.1. Sob as Condições 1 ou 2, temos que

(a) Se 1 ≤ α < 2, então θ̂n
a.s.−→ θ0.
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(b) Se 0 < α < 1, então θ̂n
P−→ θ0.

Sejam Cα = (
∫∞

0
x−α sen (x)dx)−1 = 2 sen (πα/2)Γ(α)/π e σ1 = 2αC

−2/α
α/2 e σ2 =

C
−1/α
α .

Teorema 4.2. Seja 0 < α < 2. Sob a Condição 1, temos que

( n

lnn

)1/α

(θ̂n − θ0)
d−→ eθ0h(1− e−2θ0h)

h(1− e−αθ0h)1/α

Ỹ

Y0

, (4.7)

onde Y0 e Ỹ são variáveis aleatórias independentes, tais que Y0
d
= Sα/2(σ1, 1, 0) e

Ỹ
d
= Sα(σ2, 0, 0).

Na Subseção 6.2.1 apresentamos resultados de simulações de Monte Carlo, utili-

zando o estimador aqui proposto.

A seguir apresentamos as provas dos Teoremas 4.1 e 4.2. Para isso, precisamos

de alguns resultados auxiliares.

Lema 4.2. Seja δ > 0 um número real positivo. Então, sob a Condição 1, se

0 < α < 1, temos que
1

n1+δ
(|V0|α − |V (nh)|α)

P−→ 0.

Prova: Pela forma do processo OU, dada em (2.2), temos que

V (nh) = e−θnhV0 +

nh∫

0

e−θ(nh−s)dL(s). (4.8)

Pela proposição 3.4.1 em Samorodnitsky e Taqqu (1994), a integral na equação

(4.8) tem distribuição Sα

((
1−e−θnhα

θα

)1/α

, 0, 0

)
.

Consideramos o caso estacionário do processo OU, ou seja, V0
d
= Sα

((
1
θα

)1/α
, 0, 0

)
.

Então, aplicando as proposições 1.2.3 e 1.2.1 em Samorodnitsky e Taqqu (1994), te-

mos que

V (nh)
d
= Sα

((
1

θα

)1/α

, 0, 0

)
.

Logo,

V (nh)
d−→ V∞ ∼ Sα

((
1

θα

)1/α

, 0, 0

)
.
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Então,
1

n1+δ
(|V0|α − |V (nh)|α)

d−→ 0.

A convergência também vale em probabilidade, pois convergência em proba-

bilidade e convergência em distribuição são equivalentes, quando o limite é uma

constante. E isto prova o lema.

�

Lema 4.3. Seja δ > 0 um número real positivo. Então, sob a Condição 1, se

0 < α < 1, temos que
1

n1+δ

n∑

k=1

|V ((k − 1)h)|α P−→ 0.

Prova: Pela Proposição 2.5 e pela desigualdade Cr (ver Lin e Bai, 2010, p. 97-98),

temos que

|V (kh)|α = |e−θhV ((k − 1)h) + Zk,h|α ≤ e−αθh|V ((k − 1)h)|α + |Zk,h|α. (4.9)

Somando ambos os lados da equação (4.9) para k de 1 até n, obtemos

n∑

k=1

|V (kh)|α ≤ e−αθh
n∑

k=1

|V ((k − 1)h)|α +
n∑

k=1

|Zk,h|α.

Reorganizando os termos e multiplicando por 1/n1+δ, segue que

(1− e−αθh) 1

n1+δ

n∑

k=1

|V ((k − 1)h)|α ≤ 1

n1+δ

n∑

k=1

|Zk,h|α +
1

n1+δ
(|V0|α − |V (nh)|α).

(4.10)

Pelo Lema 4.2, o último termo de (4.10) converge a zero em probabilidade.

Precisamos apenas veri�car a convergência do primeiro termo após a desigualdade

em (4.10). Temos que {Zk,h, k = 1, 2, · · · , n} são variáveis aleatórias i.i.d. tais que,

pela Proposição 2.5,

Zk,h
d
= Sα

((
1− e−θnhα

θα

)1/α

, 0, 0

)
.

Temos que,

P(|Z1,h|α > n1+δ) = P(|Z1,h| > n
1+δ
α ) ≤ P(Z1,h > n

1+δ
α ).
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Pelo teorema 1.12 em Nolan (2010),

P(Z1,h > n
1+δ
α ) ∼ Cα(n

1+δ
α )−α

(1− e−θhα)

θα
= Cαn

−(1+δ) (1− e−θhα)

θα
.

Então,
∞∑

n=1

P(|Z1,h|α > n1+δ) <∞.

Como E[|Z1,h|α] =∞, pelo teorema 8.9 em Durret (2005),

lim
n→∞

|
n∑
k=1

|Zk,h|α|

n1+δ
≤ lim sup

n→∞

|
n∑
k=1

|Zk,h|α|

n1+δ
= 0.

Como
∑n

k=1 |Zk,h|α ≥ 0, segue que

lim
n→∞

n∑
k=1

|Zk,h|α

n1+δ
= 0.

Então, pela equação (4.10), segue o resultado do Lema.

�

O próximo lema é um caso particular do teorema 3.3 em Davis e Resnick (1986).

Lema 4.4. Suponha {Si}∞i=0 uma amostra de variáveis aleatórias i.i.d. com distri-

buição Sα(1, 0, 0). Então, para an = (Cαn)1/α e ãn = C
2/α
α (n ln (n))1/α, temos, para

m ∈ N,

(a−2
n

n∑

i=1

S2
i , ã
−1
n

n∑

i=1

SiSi+1, · · · , ã−1
n

n∑

i=1

SiSi+m)
d−→ (Y0, Y1, · · · , Ym),

onde Y0, Y1, · · · , Ym são variáveis aleatórias independentes, Y0 é uma variável ale-

atória positiva com distribuição Sα/2(σ1, 1, 0) e Y1, · · · , Ym são variáveis aleatórias

simétricas α-estáveis com distribuição Sα(σ2, 0, 0).

Lema 4.5. Suponha 0 < α < 2 conhecido, {Zk,h}nk=1 de�nido na Proposição 2.5 e

Y0 de�nido no Teorema 4.2. Então, temos que

(a) Sob a Condição 1, n−2/α
∑n

k=1 Z
2
k,h

d−→
(

1−e−θαh
θα

)2/α

C
2/α
α Y0.

(b) Sob a Condição 2, (nh)−2/α
∑n

k=1 Z
2
k,h

d−→ C
2/α
α Y0.
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Prova: (a) Temos, pela Proposição 2.5,

Zk,h
d
=

(
1− e−θαh

θα

)1/α

Sk, (4.11)

onde Sk ∼ Sα(1, 0, 0). Pelo Lema 4.4, temos que

a−2
n

n∑

k=1

S2
k

d−→ Y0.

Isto implica que,

(Cαn)−2/α

n∑

k=1

[(
1− e−θαh

θα

)−1/α

Zk,h

]2

d−→ Y0.

Então,

n−2/α

n∑

k=1

Z2
k,h

d−→
(

1− e−θαh
θα

)2/α

C2/α
α Y0.

(b) Pela Condição 2, temos que h→ 0, logo

lim
h→0

h−2/α

(
1− e−θαh

θα

)2/α

=

(
lim
h→0

1− e−θαh
hθα

)2/α

=

(
lim
h→0

θαe−θαh

θα

)2/α

= 1

Pelo Lema 4.4, segue que

n−2/α

n∑

k=1

S2
k

d−→ C2/α
α Y0,

logo,

(nh)−2/α

n∑

k=1

Z2
k,h

d
= h−2/α

(
1− e−θαh

θα

)2/α

n−2/α

n∑

k=1

S2
k

d−→ C2/α
α Y0,

onde vale a última convergência pelo teorema de Slutsky.

�

O próximo lema é um resultado do corolário 3.1 em Rosinski e Woyczynski (1986).

Lema 4.6. Suponha que 0 < α < 2 e o processo {φ(t)}t≥0 é real mensurável Ft-

adaptado, tal que, para todo T > 0,
∫ T

0
|φ(t)|αdt <∞ quase certamente. Seja τ(u) =∫ u

0
|φ(t)|αdt e ϕ : R+ 7→ R+ crescente. Então, se τ(u) → ∞ quase certamente,
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quando u→∞ e
∫∞

1
ϕ−α(t)dt <∞, então

lim sup
t→∞

|
∫ t

0
φ(s)dL(s)|
ϕ(τ(t))

= 0 a.s.

Prova do Teorema 4.1: Condição 1

Primeiro iremos apresentar a prova assumindo que valha a Condição 1. Temos

que

θ̂n = −1

h
ln

(∑n
k=1 V ((k − 1)h)V (kh)∑n

k=1 V ((k − 1)h)2

)
.

Então,

e−θ̂nh =

∑n
k=1 V ((k − 1)h)V (kh)∑n

k=1 V ((k − 1)h)2
.

Pela Proposição 2.5, segue que

e−θ̂nh =

∑n
k=1 V ((k − 1)h)(e−θ0hV ((k − 1)h) + Zk,h)∑n

k=1 V ((k − 1)h)2
= e−θ0h +

∑n
k=1 V ((k − 1)h)Zk,h∑n
k=1 V ((k − 1)h)2

.

(4.12)

Denote Tn,h =
∑n
k=1 V ((k−1)h)Zk,h∑n
k=1 V ((k−1)h)2

. Pela expressão em (4.12), para mostrar o teorema,

é su�ciente mostrar que Tn,h
a.s.−→ 0 ou

P−→ 0, de acordo com 1 ≤ α < 2 ou 0 < α < 1.

Pelo teorema 4.3 em Masuda (2004), temos que V (t) é ergódico. Também temos

que V (t)
d−→ V∞, quando t→∞, onde V∞ =

∫∞
0
e−θ0sdL(s) é uma variável aleatória

α-estável. Então, pelo teorema ergódico, para todo r ≥ α

lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

|V ((k − 1)h)|r = E(V r
∞) =∞ a.s. (4.13)

Seja

φn(t) =





∑n
k=1 V ((k − 1)h)e−θ0(kh−t)I((k−1)h,kh](t), se 1 < α < 2,

1
n1/α

∑n
k=1 V ((k − 1)h)e−θ0(kh−t)I((k−1)h,kh](t), se 0 < α ≤ 1.

Além disso, seja τ(nh) =
∫ nh

0
|φn(t)|αdt. Então, se 1 < α < 2

τ(nh) =

nh∫

0

|
n∑

k=1

V ((k − 1)h)e−θ0(kh−t)I((k−1)h,kh](t)|αdt
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=

nh∫

0

n∑

k=1

|V ((k − 1)h)|αe−θ0α(kh−t)I((k−1)h,kh](t)dt

=
n∑

k=1

|V ((k − 1)h)|α
nh∫

0

e−θ0α(kh−t)I((k−1)h,kh](t)dt

=

(
1− e−αθ0h

θ0α

) n∑

k=1

|V ((k − 1)h)|α.

Se 0 < α ≤ 1,

τ(nh) =

nh∫

0

| 1

n1/α

n∑

k=1

V ((k − 1)h)e−θ0(kh−t)I((k−1)h,kh](t)|αdt

=

(
1− e−αθ0h

θ0α

)
1

n

n∑

k=1

|V ((k − 1)h)|α.

Pela igualdade em (4.13), τ(nh)
a.s−→ ∞, quando n → ∞. Seja δ ∈ (0, 1) um

número real �xo, de�na

ϕ(t) =





t, se 1 < α < 2,

t1+δ, se α = 1,

t(2+α)/α, se 0 < α < 1.

Note que
∞∫

1

ϕ−α(t)dt =





1
α−1

, se 1 < α < 2,
1
δ
, se α = 1,
1

1+α
, se 0 < α < 1.

Então,
∫∞

1
ϕ−α(t)dt <∞. É fácil ver que

Tn,h =

∫ nh
0
φn(s)dL(s)

ϕ(τ(nh))

ϕ(τ(nh))

bn
∑n

k=1 V ((k − 1)h)2
,

onde bn =





1, se 1 < α < 2,

n−1/α, se 0 < α ≤ 1.

Pelo Lema 4.6, temos que

lim sup
n→∞

|
∫ nh

0
φn(s)dL(s)|
ϕ(τ(nh))

= 0 a.s. (4.14)

88



Então, é su�ciente mostrar que

ϕ(τ(nh))

bn
∑n

k=1 V ((k − 1)h)2

a.s−→ 0 ou
P−→ 0,

de acordo com 1 ≤ α < 2 ou 0 < α < 1. Para mostrar isso, iremos considerar três

casos para valores de α.

Caso 1: 1 < α < 2.

Pela desigualdade de Hölder,

ϕ(τ(nh))

bn
n∑
k=1

V ((k − 1)h)2

=
τ(nh)

n∑
k=1

V ((k − 1)h)2

≤
(

1− e−αθ0h
θ0α

)( n∑

k=1

|V ((k − 1)h)|α 2
α

)α/2( n∑

k=1

1q

)1/q
1

n∑
k=1

V ((k − 1)h)2

,

onde 1
2/α

+ 1
q

= 1, de onde implica que 1
q

= 1− α
2
. Então,

ϕ(τ(nh))

bn
n∑
k=1

V ((k − 1)h)2

≤
(

1− e−αθ0h
θ0α

)( n∑

k=1

V ((k − 1)h)2

)α
2
−1

n1−α
2

=

(
1− e−αθ0h

θ0α

)(
1

n

n∑

k=1

V ((k − 1)h)2

)α
2
−1

, (4.15)

que converge para zero quase certamente, quando n→∞, pela expressão (4.13).

Caso 2: α = 1.

Pela desigualdade Cr e, então, pela desigualdade de Hölder,

(
n∑

k=1

|V ((k − 1)h)|
)1+δ

≤ n1+δ−1

n∑

k=1

|V ((k − 1)h)|1+δ = nδ
n∑

k=1

|V ((k − 1)h)|1+δ

≤ nδ

(
n∑

k=1

|V ((k − 1)h)|1+δ 2
1+δ

) 1+δ
2
(

n∑

k=1

1
2

1+δ

) 1−δ
2

= n
δ+1
2

(
n∑

k=1

|V ((k − 1)h)|2
) 1+δ

2

.
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Então, temos que

ϕ(τ(nh))

bn
n∑
k=1

V ((k − 1)h)2

=

((
1−e−θ0h

θ0

)
1
n

n∑
k=1

|V ((k − 1)h)|
)1+δ

1
n

n∑
k=1

V ((k − 1)h)2

≤
(

1− e−θ0h
θ0

)1+δ

n−(1+δ)+1n
δ+1
2

(
n∑

k=1

V ((k − 1)h)2

) 1+δ
2
−1

=

(
1− e−θ0h

θ0

)1+δ
(

1

n

n∑

k=1

V ((k − 1)h)2

) δ−1
2

, (4.16)

que também converge a zero quase certamente, uma vez que temos (4.13).

Caso 3: 0 < α < 1.

Note que

ϕ(τ(nh))

bn
n∑
k=1

V ((k − 1)h)2

=
(τ(nh))

2+α
α

1
n1/α

n∑
k=1

V ((k − 1)h)2

=

(
1− e−αθ0h

θ0α

) 2+α
α

(
1

n

n∑

k=1

|V ((k − 1)h)|α
) 2+α

α
(

1

n1/α

n∑

k=1

V ((k − 1)h)2

)−1

=

(
1− e−αθ0h

θ0α

) 2+α
α

(
1

n1+ 1
2+α

n∑

k=1

|V ((k − 1)h)|α
) 2+α

α
(

1

n2/α

n∑

k=1

V ((k − 1)h)2

)−1

.

(4.17)

Então, pelo Lema 4.3, sob a Condição 1, temos que

1

n1+ 1
2+α

n∑

k=1

|V ((k − 1)h)|α −→P 0, as n→∞. (4.18)

Pela Proposição 2.5 e desigualdade Cr, também segue que

Z2
k,h = (V (kh)− e−θhV ((k − 1)h))2 ≤ 22−1(V (kh)2 + e−2θhV ((k − 1)h)2).

Somando de k = 1 a n e reorganizando os termos, obtemos

2
n∑

k=1

V (kh)2 + 2e−2θh

n∑

k=1

V ((k − 1)h)2 ≥
n∑

k=1

Z2
k,h
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Logo,

2
n∑

k=1

V ((k − 1)h)2 + 2e−2θh

n∑

k=1

V ((k − 1)h)2 ≥
n∑

k=1

Z2
k,h + 2(V 2

0 − V (nh)2)

2(1 + e−2θh)
n∑

k=1

V ((k − 1)h)2 ≥
n∑

k=1

Z2
k,h + 2(V 2

0 − V (nh)2)

n∑

k=1

V ((k − 1)h)2 ≥ 2−1(1 + e−2θh)−1

(
n∑

k=1

Z2
k,h + 2(V 2

0 − V (nh)2)

)
. (4.19)

Por argumento similar ao do Lema 4.3, temos que 1
n2/α (V 2

0 − V (nh)2)
P−→ 0.

Então, pelo Lema 4.5,

(
1

n2/α

n∑

k=1

V ((k − 1)h)2

)−1

≤ 2(1 + e−2θh)

(
1

n2/α

n∑

k=1

Z2
k,h + 2

1

n2/α
(V 2

0 − V (nh)2)

)−1

d−→ 2(1 + e−2θh)

((
1− e−θαh

θα

)2/α

C2/α
α Y0

)−1

. (4.20)

Pelas expressões (4.17) e (4.18) temos que

ϕ(τ(nh))

bn
n∑
k=1

V ((k − 1)h)2

d−→ 0.

A convergência também é válida em probabilidade, uma vez que convergência em

probabilidade e em distribuição são equivalentes, quando o limite é uma constante.

�

Prova do Teorema 4.1: Condição 2

Assumimos que a Condição 2 esteja satisfeita. Pela expressão (4.12), temos que

e−θ̂nh

e−θ0h
=

e−θ0h

e−θ0h
+

1

e−θ0h

∑n
k=1 V ((k − 1)h)Zk,h∑n
k=1 V ((k − 1)h)2

e−(θ̂n−θ0)h = 1 + eθ0h
∑n

k=1 V ((k − 1)h)Zk,h∑n
k=1 V ((k − 1)h)2

e−(θ̂n−θ0) =

(
1 + eθ0h

∑n
k=1 V ((k − 1)h)Zk,h∑n
k=1 V ((k − 1)h)2

)1/h
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Então, é su�ciente provar que

(
1 + eθ0h

∑n
k=1 V ((k − 1)h)Zk,h∑n
k=1 V ((k − 1)h)2

)1/h
a.s.−→ 1 ou

P−→ 1,

de acordo com 1 ≤ α < 2 ou 0 < α < 1. Veja que

(
1 + eθ0h

∑n
k=1 V ((k − 1)h)Zk,h∑n
k=1 V ((k − 1)h)2

)1/h

=

(
1 + eθ0h

∑n
k=1 V ((k − 1)h)Zk,h∑n
k=1 V ((k − 1)h)2

)Tn,h 1
Tn,hh

,

(4.21)

onde Tn,h = eθ0h
∑n
k=1 V ((k−1)h)Zk,h∑n
k=1 V ((k−1)h)2

.

Sabemos que

lim
x→0

(1 + x)1/x = e.

Então,

Tn,h
a.s.−→ 0 ou

P−→ 0 ⇐⇒ (1 + Tn,h)
1/Tn,h a.s.−→ e ou

P−→ e.

Revisando a prova do Teorema 4.2, sob a Condição 1, temos que Tn,h
a.s.−→ 0 ou

P−→ 0, de acordo com 1 ≤ α < 2 ou 0 < α < 1. Então, é su�ciente mostrar que

Tn,h
h

=
1

h
eθ0h

∑n
k=1 V ((k − 1)h)Zk,h∑n
k=1 V ((k − 1)h)2

a.s.−→ 0 ou
P−→ 0. (4.22)

Como eθ0h → 1, quando h → 0, precisamos mostrar que
∑n
k=1 V ((k−1)h)Zk,h

h
∑n
k=1 V ((k−1)h)2

a.s.−→ 0 ou
P−→ 0, de acordo com 1 ≤ α < 2 ou 0 < α < 1.

Seja φn(·), τ(·) e ϕ(·) conforme de�nição na prova do Teorema 4.1 sob a Condição

1. Temos que

∑n
k=1 V ((k − 1)h)Zk,h

h
∑n

k=1 V ((k − 1)h)2
=

∫ nh
0
φn(s)dL(s)

ϕ(τ(nh))

ϕ(τ(nh))

bnh
∑n

k=1 V ((k − 1)h)2
,

onde bn =





1, se 1 < α < 2,

n−1/α, se 0 < α ≤ 1.
.

As igualdades (4.13) e (4.14) continuam valendo sob a Condição 2. Então, para

veri�carmos a expressão (4.22), é su�ciente provar que, sob a Condição 2,

ϕ(τ(nh))

bnh
∑n

k=1 V ((k − 1)h)2

a.s.−→ 0 ou
P−→ 0,
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de acordo com 1 ≤ α < 2 ou 0 < α < 1. Consideramos três casos para os valores de

α.

Caso 1: 0 < α < 1.

Pela expressão (4.15), vemos que

ϕ(τ(nh))

bnh
∑n

k=1 V ((k − 1)h)2
≤
(

1− e−αθ0h
θ0αh

)(
1

n

n∑

k=1

V ((k − 1)h)2

)α
2
−1

,

que converge a zero quase certamente, por causa da expressão (4.13), e

lim
h→0

(
1− e−αθ0h
αθ0h

)
= lim

h→0

αθ0e
−αθ0h

αθ0

= 1.

Caso 2: α = 1.

Pela expressão (4.16), vemos que

ϕ(τ(nh))

bnh
∑n

k=1 V ((k − 1)h)2
≤
(

1− e−θ0h
θ0h

)1+δ

hδ

(
1

n

n∑

k=1

V ((k − 1)h)2

)−1−δ
2

,

que converge a zero quase certamente, por causa da expressão (4.13), e

lim
h→0

(
1− e−θ0h
θ0h

)1+δ

hδ =

(
lim
h→0

1− e−θ0h
θ0h

)1+δ

lim
h→0

hδ

=

(
lim
h→0

θ0e
−θ0h

θ0

)1+δ

lim
h→0

hδ = 0.

Caso 3: 0 < α < 1.

Pela expressão (4.17), temos que

ϕ(τ(nh))

bnh
n∑
k=1

V ((k − 1)h)2

=

(
1− e−αθ0h
θ0αh

) 2+α
α

(
1

n1+ 1
2+α

n∑

k=1

|V ((k − 1)h)|α
) 2+α

α

×
(

1

(nh)2/α

n∑

k=1

V ((k − 1)h)2

)−1

.

De forma similar à prova da expressão (4.20), pelo Lema 4.5, temos que, sob a
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Condição 2,

(
1

(nh)2/α

n∑

k=1

V ((k − 1)h)2

)−1

≤ 2(1 + e−2θh)

×
(

1

(nh)2/α

n∑

k=1

Z2
k,h + 2

1

(nh)2/α
(V 2

0 − V (nh)2)

)−1

d−→ 4C−2/α
α

1

Y0

.

Note que, sob a Condição 2, o resultado dado pela expressão (4.18) continua valendo.

Portanto, concluímos a demonstração do teorema.

�

Prova do Teorema 4.2: Podemos considerar o processo OU como um processo

AR(1), se utilizarmos a discretização dada pela Proposição 2.5. Pelo exemplo 5.3

em Davis e Resnick (1986), sob a Condição 1, temos

( n

lnn

)1/α
(∑n

k=1 V ((k − 1)h)V (kh)∑n
k=1 V ((k − 1)h)2

− e−θ0h
)

d−→ 1− e−2θ0h

(1− e−αθ0h)1/α

Ỹ

Y0

.

Pelo teorema do valor médio, temos que existe θ̄n, tal que

( n

lnn

)1/α (
e−θ̂nh − e−θ0h

)
= −

( n

lnn

)1/α

e−θ̄nh(θ̂n − θ0)h,

onde θ̄n deve satisfazer |θ̄n − θ0| ≤ |θ̂n − θ0|. Pela consistência de θ̂n e simetria das

variáveis Ỹ e Y0, obtemos a expressão (4.7).

�

4.3.2 Processo Cosseno

Nesta subseção, propomos a estimação de mínimos quadrados para o processo

Cosseno. Propomos duas opções de estimação de mínimos quadrados: uma baseada

na discretização de Euler-Maruyama, descrita na Seção 4.1, e outra baseada na

discretização proposta neste trabalho, dada pela Proposição 2.6.

Discretização de Euler-Maruyama:

Seja {V (kh)}nk=0 uma amostra do processo Cosseno, baseada na discretização de

Euler-Maruyama (ver (4.3)). Temos a seguinte expressão
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n∑

k=1

η2
j =

n∑

k=1

(
V (kh)− V ((k − 1)h) + a2h2

k−1∑

j=1

V (jh)

)2

. (4.23)

Queremos minimizar a expressão (4.23) em relação ao parâmetro a. Logo, deri-

vamos em relação à a e igualamos a zero, obtendo

n∑

k=1


2


V (kh)− V ((k − 1)h) + a2h2

k−1∑

j=1

V (jh)


 2ah2

k−1∑

j=1

V (jh)


 =0

n∑

k=1


(V (kh)− V ((k − 1)h))

k−1∑

j=1

V (jh)


+ (ah)2

n∑

k=1



k−1∑

j=1

V (jh)




2

=0.

Logo,

âOLS =
1

h

√√√√√√−
∑n

k=1

[
(V (kh)− V ((k − 1)h))

∑h−1
j=0 V (jh)

]

∑n
k=1

(∑k−1
j=0 V (jh)

)2 . (4.24)

Além disso, iremos utilizar dois estimadores robustos para os mínimos quadrados.

Consideramos os estimadores robustos Least Trimmed Squares (denotado por âLTS)

e MM (denotado por âMM), também utilizados em Lopes e Mendes (2006). O

método LTS, proposto por Rousseeuw (1984), minimiza a soma dos k menores

quadrados dos resíduos, onde k > n/2, ou seja, pelo menos a metade das observações

devem ser utilizadas. O método de estimação robusta MM , proposto por Yohai

(1987), utiliza valores iniciais para os coe�cientes e para a escala obtidos por um

estimador S, ver Rousseeuw e Yohai (1984). O estimador �nal é um estimador M

com janela de Tukey, dada por

ϑ(ui) =

{
u2i
2
− u4i

2c2
+

u6i
6c4
, se |ui| ≤ c

c2

6
, se |ui| > c,

onde c = 4.685, ei é o resíduo da i-ésima observação e ui = ei
σ
. Por �m, o estimador

é o ponto de mínimo da função

n∑

i=1

ϑ(ui) =
n∑

i=1

ϑ(
ei
σ

), (4.25)

onde σ é o parâmetro de escala obtido inicialmente pelo estimador S.

Observação 4.2. Seja um processo dado pela seguinte equação diferencial estocás-

95



tica.

dX(t) = µ(X(t); θ)dt+ σ(X(t); θ)dB(t), (4.26)

onde {B(t)}t≥0 é o movimento Browniano. Considerando conhecido o termo de

difusão, isto é, σ(X(t); θ) = σ(X(t)), Phillips e Yu (2007) a�rmam que a função

de log-verossimilhança exata contínua de um processo dado pela expressão (4.26),

observado no intervalo [0, T ], é da seguinte forma

`(θ) =

∫ T

0

µ(X(t); θ)

σ2(X(t))
dX(t)− 1

2

∫ T

0

µ2(X(t); θ)

σ2(X(t))
dt.

Caso consideremos o processo Cosseno com ruído movimento Browniano, ou seja,

{L(t)}t≥0 = {B(t)}t≥0, temos a seguinte equação diferencial estocástica

d V (t) =

(
−
∫ t

0

a2V (s) ds

)
dt+ dB(t).

Logo, a função de log-verossimilhança exata contínua é dada por

`(a) =

∫ T

0

(
−
∫ t

0

a2V (s) ds

)
d V (t)− 1

2

∫ T

0

(
−
∫ t

0

a2V (s) ds

)2

dt.

Para encontrar o ponto de máximo desta função, derivamos em relação ao parâmetro

a e igualamos a zero

d

d a
`(a) =−

∫ T

0

(∫ t

0
2aV (s) ds

)
d V (t)

− 1

2

∫ T

0
2

(
−
∫ t

0
a2V (s) ds

)(∫ t

0
2aV (s) ds

)
dt = 0.

Portanto, obtemos

â =

√√√√√√−
∫ T

0

(∫ t
0
V (s) ds

)
d V (t)

∫ T
0

(∫ t
0
aV (s) ds

)2

dt
. (4.27)

Note que a expressão (4.27) é o análogo contínuo do estimador de mínimos

quadrados para o processo Cosseno, dado pela expressão (4.24).

Discretização da Proposição 2.6:

Seja {V (kh)}nk=0 uma amostra do processo Cosseno, baseada na discretização
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dada pela Proposição 2.6. Temos a seguinte expressão

n∑

k=1

ε2
k,h =

n∑

k=1

(V ((k + 1)h)− 2 cos(ah)V (kh) + V ((k − 1)h))2 . (4.28)

Queremos minimizar a expressão (4.28) em relação ao parâmetro a. Logo, deri-

vamos em relação à a e igualamos a zero, obtendo

n∑

k=1

[2 (V ((k + 1)h)− 2 cos(ah)V (kh) + V ((k − 1)h)) 2h sen(ah)V (kh)] =0

n∑

k=1

V (kh) [V ((k + 1)h) + V ((k − 1)h)]− 2 cos(ah)
n∑

k=1

V (kh)2 =0,

onde supomos que sen(ah) 6= 0. Logo,

âOLS =
1

h
arccos

(
1

2

∑n
k=1 V (kh) [V ((k + 1)h) + V ((k − 1)h)]∑n

k=1 V (kh)2

)
. (4.29)

Na Subseção 6.2.2 apresentamos resultados de simulações de Monte Carlo, utili-

zando os estimadores aqui propostos, baseados nas duas discretizações.

4.4 MLE Iterativo para o Processo Cosseno

Nesta seção, propomos utilizar um método para aprimorar a estimação via MLE

no Processo Cosseno, especialmente a estimação dos parâmetros da distribuição

α-estável. Para isso, discretizamos o processo utilizando a Proposição 2.6.

O método iterativo que propomos utilizar baseia-se também nos estimadores de

momentos de ordem fracionária baixa (a sigla usada é FLOM, do inglês fractio-

nal lower order moments), estudados por Dance e Kuruoglu (1999) e Ma e Nikias

(1995). Utilizando FLOM, podemos encontrar estimativas para α e σε resolvendo

as seguintes expressões

sin(p π
α

)
p π
α

=

[
q

(
ApA−p
tan(q)

+ SpS−p tan(q)

)]−1

,

onde q = p π
2
, Ap = E[|ε|p], Sp = E[sign(ε)|ε|p] e utilizamos a versão empírica de Ap
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e Sp no lugar da teórica. Dada uma estimativa de α, calculamos

κ =
α̂

p
arctan

(
Sp
Ap

tan(q)

)
.

Dada uma estimativa de α e κ, para estimar σε, consideramos

σ̂ε = | cos(κ)|
(

γ(1− p) cos(p π/2)

γ(1− p/α̂) cos(pκ/α̂)
Ap

)α̂/p
.

Os autores Dance e Kuruoglu (1999) e Ma e Nikias (1995) mostraram que a

melhor escolha para p é o valor 0.2. Neste trabalho, utilizamos este valor para p.

Note que o vetor de parâmetros a ser estimado é η = (a, α, σε)
′. Utilizamos a

notação: η̂mle = (âmle, α̂mle, σ̂mle)
′ para as estatísticas encontradas através do MLE

e (α̂flom, σ̂flom)′ para as estatísticas encontradas utilizando o FLOM. Além disso,

podemos utilizar a expressão (2.44) para estimar σε, cujo estimador será denotado

por σ̂ε.

Algoritmo Iterativo 4.1. O método iterativo que propomos baseia-se nas etapas

descritas a seguir.

• Passo 1: Estimamos o vetor de parâmetros η = (a, α, σε)
′ através dos métodos

MLE, FLOM e expressão (2.44), respectivamente.

• Passo 2: Escolhemos o vetor η(1) = (â(1), α̂(1), σ̂
(1)
ε )′, onde as estimativas serão

aquelas que apresentarem o menor vício, i.é.,

â(1) = min
i∈{mle,flom}

|âi − a|

α̂(1) = min
i∈{mle,flom}

|α̂i − α|

σ̂(1)
ε = min

i∈{mle,flom,exp.(2.44)}
|σ̂i − σ̂ε|.

• Passo 3: O vetor η(1) é escolhido como o vetor inicial para refazer a estimação

utilizando MLE. Assim, obtemos uma nova estimativa pelo método MLE, η̂mle.

• Passo 4: Repetir o Passo 3 até a convergência.

Observação 4.3. (a) Com apenas 2 iterações já temos convergência. Logo, os

resultados apresentados são para o MLE da segunda iteração.
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(b) Tal metodologia se aplica apenas em simulações, pois em séries temporais

reais não sabemos o verdadeiro valor dos parâmetros.

Na Seção 6.3 apresentamos resultados de simulações de Monte Carlo, utilizando

o estimador aqui proposto.

4.5 Estimação para o Processo Linear Fracionário

Bem-Balanceado com Ruído α-estável

O processo WBLFS, dado pela De�nição 3.1, pode ser visto como um AR(1)

não estacionário, cujo processo de inovação é dado por {Yk,h}k∈N (Proposição 3.7).

Apesar do processo de ruído {Yk,h}k∈N ser dependente, para a geração do processo e

para o cálculo da verossimilhança, consideramos independência. Assim, a função de

verossimilhança é escrita em função dos erros. A estimação dos parâmetros é feita

pelo método da máxima verossimilhança, obtendo a estimativa para η = (α, σY )′.

Estimamos também o parâmetro H. Para isso, utilizando os valores estimados

(α̂, σ̂Y )′, obtemos a solução em H para a seguinte equação

σ̂Y −



∞∫

−∞

∣∣|s|H−1/α̂ − |s− h|H−1/α̂
∣∣α̂ ds




1/α̂

= 0,

obtendo o estimador Ĥ, sujeito à restrição 1/α < H < 1.

Na Seção 6.4 apresentamos resultados de simulações de Monte Carlo, utilizando

os estimadores aqui propostos.

4.6 Estimação Bayesiana para o Processo Tipo OU

Generalizado com Ruído Movimento Browni-

ano

Nesta seção apresentamos a metodologia Bayesiana para estimar os parâme-

tros de dois exemplos de processos tipo OU generalizados: o processo OU e o pro-

cesso Cosseno. Consideramos o ruído movimento Browniano, ou seja, {L(t)}t≥0 =

{B(t)}t≥0, nas expressões dos Exemplos 2.1 e 2.2. Para aplicar a metodologia Baye-
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siana utilizamos o ambiente computacional JAGS (ver Plummer, 2003) em conexão

com o ambiente R, utilizando o pacote R2jags. O ambiente computacional JAGS

implementa o amostrador de Gibbs (ver Gelfand e Smith, 1990).

Para obter a função de distribuição a posteriori, muitas vezes nos deparamos

com integrais complicadas e sem solução analítica. Uma alternativa para contornar

esse problema são os métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC).

Neste contexto, pretende-se obter uma amostra da distribuição a posteriori e calcu-

lar estimativas amostrais de interesse desta distribuição. Os métodos MCMC mais

utilizados são o amostrador de Gibbs e o algoritmo de Metropolis-Hastings. Aqui

apresentamos o algoritmo utilizado pelo amostrador de Gibbs, que foi aplicado para

gerar amostras a partir das distribuições a posteriori consideradas nas Subseções

4.6.1 e 4.6.2. O amostrador de Gibbs é baseado nas distribuições condicionais com-

pletas para cada parâmetro. Seja η o vetor de parâmetros em análise e um vetor de

valores iniciais arbitrário η(0) = (η
(0)
1 , · · · , η(0)

r )′, onde r é o número de parâmetros

a serem estimados. O algoritmo do amostrador de Gibbs é dado pelas seguintes

etapas

• Passo 1: Obtenha um novo valor η(t) a partir de η(t−1) da seguinte forma

- gerar η
(t)
1 a partir de Π

(
η1|y, η(t−1)

2 , η
(t−1)
3 , · · · , η(t−1)

r

)
;

- gerar η
(t)
2 a partir de Π

(
η2|y, η(t−1)

1 , η
(t−1)
3 , · · · , η(t−1)

r

)
;

...

- gerar η
(t)
r a partir de Π

(
ηr|y, η(t−1)

1 , · · · η(t−1)
r−1

)
.

• Passo 2: Quando o vetor η(t) = (η
(t)
1 , · · · , η(t)

r )′ é obtido, retornar ao Passo

1, fazendo t = t+ 1, até que haja convergência.

Para obter a convergência desejada do amostrador de Gibbs, é necessário consi-

derar um período de aquecimento, também chamado de burn-in. Este corresponde

a desconsiderar um número de iterações pré-determinado antes que os parâmetros

amostrados sejam usados na distribuição a posteriori. Além disso, consideramos sal-

tos de tamanho p: estes correspondem a usar somente as observações múltiplas de p

a partir da amostra produzida. O intuito deste procedimento é reduzir a correlação

na amostra gerada.

Consideramos prioris para os parâmetros de interesse com distribuição Gama

Inversa. Uma variável aleatóriaX tem distribuição Gama Inversa com parâmetros de
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forma γ1 e de escala γ2, denotada por X ∼ GI(γ1, γ2), quando sua função densidade

é dada por

fX(x|γ1, γ2) =
γ2
γ1

Γ(γ1)
x−(γ1+1) exp(−γ2

x
), (4.30)

para x > 0, γ1 > 0, γ2 > 0, onde Γ(x) =
∫∞

0
exp(−t)tx−1dt é a função Gama. Uma

variável aleatória com distribuição Gama Inversa só contempla valores positivos.

Por isso é utilizada como priori para parâmetros com essa característica, tal como

a variância. Além disso, se X ∼ GI(γ1, γ2), temos que

E(X) = γ2
γ1−1

, para γ1 > 1;

Var(X) =
γ22

(γ1−1)2(γ1−2)
, para γ1 > 2.

Como utilizamos o amostrador de Gibbs, precisamos aplicar testes de diagnós-

tico, para garantir a convergência e estacionariedade das cadeias de Markov geradas

pelo algoritmo. Os testes que foram aplicados às cadeias obtidas são os seguintes:

Raftery-Lewis, Geweke e Heidelberger-Welch. Para isso utilizamos o pacote coda do

programa R.

Raftery-Lewis :

O critério proposto por Raftery e Lewis (1992) é um método para estimar quantas

iterações são necessárias para que o amostrador de Gibbs apresente convergência

à distribuição estacionária. Além disso, propõe quantas iterações são necessárias

para isto. Esse valor é calculado ao garantir que um quantil de uma determinada

função do parâmetro, f(η), seja estimada com precisão pré-de�nida. Por exemplo,

desejamos estimar P(f(η) ≤ u|y) com probabilidade 0.95, quando o verdadeiro

valor é q. Uma cadeia binária (0 ou 1) é formada segundo Zj = I(−∞,u](f(η)j), onde

I{·}(·) é a função indicadora e f(η)j é o valor gerado na j-ésima iteração. Pode-se

construir novas sequências ao tomar os valores de Zj a cada k∗ iterações, sendo

Z
(k∗)
j = Z1+(j−1)k∗ . Este processo é aproximadamente uma cadeia de Markov desde

que k∗ seja su�cientemente grande. Seja

P =

(
1− α α

β 1− β

)
,

a matriz de transição de {Z(k∗)
j }, onde P(Zj = 1|Zj−1 = 0) = α e P(Zj = 0|Zj−1 =

1) = β. Com a de�nição do k∗, determina-se B = mk∗, o número de iterações
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necessárias para o burn-in, sendo que

m =
ln
(

ε(α+β)
max(α,β)

)

ln(1− α− β)
,

onde ε é a distância entre P(Z
(ε∗)
B = a|Z(k∗)

0 = b) e a distribuição de equilíbrio, para

a, b ∈ {0, 1}.

Então, escolhe-se N = nk∗ de maneira a garantir que q̂ esteja próximo de q de

acordo com a probabilidade de�nida. O estimador de q é Z̄(k∗)
m = 1

n

∑n
j=1 Z

(k∗)
j .

Então,

n =
αβ(2− α− β)

(α + β)3

{
r

Φ(1
2
(1 + s))

}−2

,

onde Φ é a função de distribuição da normal padrão.

Geweke :

Geweke (1992) sugere um procedimento para testar a convergência das cadeias

de Markov obtidas pelo amostrador de Gibbs. Seja f(η) a função do parâmetro a

ser estimada. Considerando a trajetória f (1), f (2), · · · , construída a partir de f (i) =

f(η(i)), essa trajetória de�ne uma série temporal. Estimamos a média utilizando

f̄n =
1

n

n∑

i=1

f (i).

Este é um estimador não-viciado, com variância assintótica Sf (0)/n, onde Sf (ω) é

a função densidade espectral na frequência ω. Em geral, não conhecemos Sf (0),

então estimamos Ŝf (0), utilizando análise espectral. Após n iterações, onde n deve

ser grande o su�ciente, determinam-se as médias f̄a e f̄b, com base nas na primeiras

iterações e nas nb últimas iterações, respectivamente. Considerando, também, os

estimadores das variâncias assintóticas Ŝaf (0) e Ŝbf (0). Admitindo que na/n e nb/n

são �xos e n→∞ pode-se mostrar que

f̄a − f̄b√
Ŝaf (0)/na + Ŝbf (0)/nb

→ N (0, 1),

se a sequência f (i) for estacionária. Assim, um teste de hipóteses para uma sequência

pode ser construído, para veri�car a convergência da cadeia de Markov.
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Heidelberger-Welch :

O método de Heidelberger e Welch (1981) é utilizado para testar se a cadeia

é estacionária e para veri�car se a média estimada está sendo calculada com uma

precisão pré-especi�cada. Para a primeira parte do teste, seja f(η) a função do

parâmetro que desejamos testar. Além disso, seja Sf (0) a função densidade espectral

na frequência zero, obtida da segunda metade da sequência, para evitar erros de

estimação provenientes de possíveis fases transientes da cadeia. Seja Xj a j-ésima

iteração da sequência e considere

Y0 = 0, Yn =
n∑

j=1

Xj, X̄ =
1

n

n∑

j=1

Xj,

Bn(t) =
Ybntc − bntcX̄√

nSf (0)
, 0 < t < 1,

onde bqc denota o maior inteiro menor ou igual a q. Então, sob a hipótese nula de

estacionariedade para n grande, a estatística Bn(t) é distribuída aproximadamente

como uma ponte Browniana e a estatística de Cramer-von Mises pode ser utilizada,

T =
∫ 1

0
Bn(t)2dt, para testar a estacionariedade. Se T for maior do que um valor ta-

belado, rejeitamos que Bn(·) tem a forma da ponte Browniana, rejeitando a hipótese

de estacionariedade.

Para estimar o tamanho de burn-in, um procedimento iterativo é sugerido por

Heidelberger e Welch (1981), que é baseado em um teste de hipótese repetitivo da

estatística de Cramer-von Mises para diferentes partes da cadeia.

Na segunda parte do teste considera-se a porção da seqüência que passou no

teste de estacionariedade, para cada variável em estudo. Então, utilizando a metade

do comprimento do intervalo de credibilidade de (1 − α)% para a média, calcula-

se o teste half-width. A estatística calculada é a �meia largura relativa� (relative

half-width) do intervalo, dada pela expressão

RHW =
z(1−α/2)(Ŝ

2
n)1/2

θ̂
,

onde z(1−α/2) é o escore z para o 100(1−α/2)-ésimo percentil, n é o comprimento da

cadeia de Markov, θ̂ é a média estimada do parâmetro θ e Ŝ2
n é a variância estimada

da cadeia de Markov através do método da função densidade espectral.

O teste de estacionariedade é unilateral e a rejeição ocorre quando o p-valor é
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maior do que 1−α. É necessário escolher um nível ε de tolerância. Caso RHW > ε,

conclui-se que não há dados su�cientes para estimar com precisão a média com nível

de con�ança 1− α e tolerância ε.

4.6.1 Processo OU

Nesta subseção consideramos a estimação Bayesiana dos parâmetros do Processo

OU com ruído movimento Browniano. Para implementar o modelo, utilizamos a

discretização obtida para o processo OU na Proposição 2.5. Quando o ruído for

o movimento Browniano, temos Zk,h ∼ N (0, σ2
Z), onde σ2

Z = σ2
(

1−e−2θh

2θ

)
. Além

disso, consideramos o caso estacionário do processo OU, ou seja, V0 ∼ N (0, σ2
0),

onde σ2
0 = 1

2θ
. Seja V = {Vkh}nk=0 uma amostra do processo OU e η = (θ, σ2)′ o

vetor de parâmetros a ser estimado, então a função de verossimilhança é dada por

L(V|η) =

√
θn+1

πn+1σ2n(1− e−2θh)n
exp{−θV (0)2}

×
n∏

i=1

exp

{
−θ(V (ih)− e−θhV ((i− 1)h))2

σ2(1− e−2θh)

}
.

Para as distribuições a priori, considerando independência entre os parâmetros,

utilizamos as seguintes prioris não-informativas:

• σ2 ∼ GI(0.001, 0.001);

• θ ∼ GI(0.001, 0.001).

Assim, a posteriori que obtemos é dada por

Π(η|V) ∝ L(V|η)π(η)

∝ L(V|η)θ−1.001σ−2.002 exp

{
−0.001

(
1

θ
+

1

σ2

)}
,

onde π(·) é a distribuição a priori do vetor de parâmetros.

Na Subseção 6.5.1 apresentamos resultados de simulações, utilizando a metodo-

logia Bayesiana aqui descrita.
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4.6.2 Processo Cosseno

Nesta subseção apresentamos o procedimento de estimação Bayesiana dos parâ-

metros para o Processo Cosseno, considerando o ruído como um movimento Brow-

niano.

Para implementar o modelo, utilizamos a discretização do processo Cosseno dada

pela Proposição 2.6. No caso de ruído movimento Browniano, temos εk,h ∼ N (0, σ2
ε),

onde σ2
ε = σ

(
cos(ah)sin(ah)+ah

a

)
. Consideramos εk,h variáveis aleatórias i.i.d. Além

disso, consideramos V0 ∼ N (0, σ2
0). Seja V = {Vkh}nk=0 uma amostra do processo

Cosseno e η = (a, σ2)′ o vetor de parâmetros a ser estimado. Então, a função de

verossimilhança é dada por

L(V|η) =

√
an

2nπn+1σ2
0σ

2n(cos(ah) sen(ah) + ah)n

× exp

{
−
(
V (0)2

2σ2
0

+
a(V (h)− 2 cos(ah)V (0))2

σ2(cos(ah) sen(ah) + ah)

)}

×
n∏

i=2

exp

{
−a(V (ih)− 2 cos(ah)V ((i− 1)h) + V ((i− 2)h))2

2σ2(cos(ah) sen(ah) + ah)

}
.

Para as distribuições a priori, considerando independência entre os parâmetros,

utilizamos as seguintes prioris não-informativas:

• σ2 ∼ GI(0.001, 0.001);

• a ∼ GI(0.001, 0.001).

Assim, a posteriori que obtemos é dada por

Π(η|V) ∝ L(V|η)π(η)

∝ L(V|η)a−1.001σ−2.002 exp

{
−0.001

(
1

a
+

1

σ2

)}
,

onde π(·) é a distribuição a priori do vetor de parâmetros.

Na Subseção 6.5.2 apresentamos resultados de simulações, utilizando a metodo-

logia Bayesiana aqui descrita.
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4.7 Estimação Bayesiana para o Processo Tipo OU

Generalizado com Ruído Lévy α-Estável

Nesta seção apresentamos a metodologia Bayesiana para estimar os parâmetros

dos processos OU e Cosseno, considerando ruído Lévy α-estável. Para aplicar a

metodologia Bayesiana novamente utilizamos o ambiente computacional JAGS em

conexão com o ambiente R, utilizando o pacote R2jags. Para implementar a meto-

dologia, utilizamos o amostrador de Gibbs, descrito na Seção 4.6.

A distribuição α-estável só possui forma fechada para sua função densidade em

três valores de α: α = 0.5 (Lévy), α = 1 (Cauchy) e α = 2 (Gaussiana). Esta ca-

racterística di�cultou muito a implementação da metodologia Bayesiana. Tentamos

utilizar a ideia de considerar variáveis adicionais descrita em Buckle (1995), mas

não obtivemos bons resultados. As cadeias geradas não convergiam e apresentavam

forte correlação. Descobrimos uma nova forma de descrever a função densidade da

distribuição α-estável, utilizando as chamadas funções H-Fox (ver Mathai et al.,

2010).

A função H-Fox é de�nida como uma integral complexa, dada por

Hm,n
p,q

[
z

(a1, A1), . . . , (an, An), (an+1, An+1), . . . , (ap, Ap)

(b1, B1), . . . , (bm, Bm), (bm+1, Bm+1), . . . , (bq, Bq)

]

=
1

2πi

∫

L

m∏

j=1

Γ(bj +Bjs)
n∏

j=1

Γ(1− aj − Ajs)

q∏

j=m+1

Γ(1− bj −Bjs)

p∏

j=n+1

Γ(aj + Ajs)

z−sds,

onde Aj e Bj assumem valores positivos e todos os aj e bj podem ser complexos. O

contorno L na integral acima vai de c − i∞ até c + i∞ de modo que os polos da

função matemática Gama Γ(bj + Bjs), j = 1, · · · ,m estão à esquerda e os polos de

Γ(1− aj + Ajs), j = 1, · · · , n, estão à direita de L.

A função H-Fox pode ser aproximada por séries de potências, conforme Braaksma
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(1964). Para z 6= 0 se κ > 0 ou para 0 < |z| > D−1 se κ = 0, temos

Hm,n
p,q (z) =

m∑

h=1

∞∑

v=0

m∏

j=1,j 6=h
Γ

(
bj +Bj

bh + v

Bh

)

q∏

j=m+1

Γ

(
1− bj +Bj

bh + v

Bh

)×

×

n∏

j=1

Γ

(
1− aj + Aj

bh + v

Bh

)

p∏

j=n+1

Γ

(
aj − Aj

bh + v

Bh

)
(−1)vz bh+v

Bh

v!Bh

,

Para z 6= 0, se κ < 0, ou para |z| > D−1, se κ = 0, temos

Hm,n
p,q (z) =

n∑

h=1

∞∑

v=0

n∏

j=1,j 6=h
Γ

(
1− aj + Aj

1− ah + v

Ah

)

p∏

j=n+1

Γ

(
aj + Aj

1− ah + v

Ah

) ×

×

m∏

j=1

Γ

(
bj +Bj

1− ah + v

Ah

)

q∏

j=m+1

Γ

(
1− bj −Bj

1− ah + v

Ah

)
(−1)v(1/z)

1−ah+v
Ah

v!Ah
,

onde,

κ =

p∑

j=1

Bj −
q∑

j=1

Aj e D =

p∏

j=1

A
Aj
j

q∏

j=1

B
Bj
j

.

Usando a representação da função H-Fox por séries de potências, podemos apro-

ximar a função densidade de uma variável aleatória com distribuição α-estável.

Seja X ∼ Sα(σ, β, δ) e α 6= 1, então a função densidade de X é dada por

f(x;α, σ̃, β̃, δ) =
1

απσ̃

∞∑

v=0

(−1)v sin
[
π
2

(
1 + β̃ − 2β̃

α

)
(1 + v)

] (
1+v
α

) (
x−δ
σ̃

)v

v!
, (4.31)
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quando 1 < α < 2 e x− δ > 0, e

f(x;α, σ̃, β̃, δ) =
1

πσ̃

∞∑

v=0

(−1)v sin
[
π
2

(
2 + αv + αvβ̃

)]
(1 + αv)

(
x−δ
σ̃

)−1−αv

v!
, (4.32)

quando 0 < α < 1 e x− δ > 0. Para x− δ < 0, a expressão para a função densidade

é f(x;α, σ̃, β̃, δ) = f(−x;α, σ̃, β̃, δ), onde σ̃ e β̃ são dados por

σ̃ = σ
(

1 + β2 tan2
(απ

2

)) 1
2α

(4.33)

β̃ =

{
2
πα

arctan (β tan(απ/2)) , se 0 < α < 1
2

π(α−2)
arctan

(
β tan(π(α−2)

2
)
)
, se 1 < α < 2.

(4.34)

Para trabalhar computacionalmente com as representações (4.31) e (4.32), é

preciso tomar cuidado, pois podem haver intervalos onde a série diverge. Para

1 < α < 2 e x − δ > 0, a equação (4.31) deve ser utilizada para calcular a função

densidade para pequenas diferenças de x− δ. Quando x ≥ δ, 1 < α < 2 e (x− δ)→
∞, usamos a seguinte aproximação

f(x;α, σ̃, β̃, δ) =
1

σ̃π

∞∑

v=0

(−1)v sin
[
π
2

(
vα+ vαβ̃ + 2− 2β̃v

)]
(1 + v)

(
x−δ
σ̃

)−1−αv

v!
, (4.35)

Analogamente, a equação (4.32) deve ser substituída por

f(x;α, σ̃, β̃, δ) =
1

σ̃πα

∞∑

v=0

(−1)v sin
[
π
2

(
1 + β̃ + v + β̃v

)] (
1+v
α

) (
x−δ
σ̃

)v

v!
, (4.36)

quando x ≥ δ, 0 < α < 1 e (x − δ) → 0+, onde σ̃ e β̃ são dados, respectivamente,

por (4.33) e (4.34).

Calculamos a função de verossimilhança das amostras geradas, utilizando as

expressões (4.31), (4.32), (4.35) e (4.36). As Subseções 4.7.1 e 4.7.2 apresentam a

metodologia utilizada para os processo OU e Cosseno, respectivamente.

4.7.1 Processo OU

Nesta subseção consideramos a estimação Bayesiana dos parâmetros do Processo

OU com ruído Lévy α-estável. Para implementar o modelo, utilizamos a discreti-

zação obtida para o processo OU na Proposição 2.5, onde Zk,h ∼ Sα(σZ , 0, 0) e

σαZ = 1−e−θαh
θα

. Além disso, consideramos o caso estacionário do processo OU, ou

108



seja, V0 ∼ Sα(σ0, 0, 0), onde σα0 = 1
αθ
. Seja V = {Vkh}nk=0 uma amostra do processo

OU e η = (α, σZ , θ)
′ o vetor de parâmetros a ser estimado. Então a função de

verossimilhança é dada por

L(V|η) =
n∏

k=1

f(Vkh − e−θhV(k−1)h;σZ , 0, 0),

onde f(·) é dada por (4.31), (4.32), (4.35) e (4.36), dependendo de cada caso.

Para as distribuições a priori, considerando independência entre os parâmetros,

utilizamos as seguintes prioris não-informativas:

• α ∼ NT (1.5, 10; 1, 2), ou seja, α segue uma distribuição normal com média

1.5 e variância 10, truncada no intervalo [1, 2];

• θ ∼ GI(0.001, 0.001).

Assim, a posteriori que obtemos é dada por

Π(η|V) ∝ L(V|η)π(η)

∝ L(V|η) θ−1.001 exp

{
−0.001

θ
− (α− 1.5)2

200

}
Iα([1, 2]),

onde π(·) é a distribuição a priori do vetor de parâmetros.

Na Subseção 6.6.1 apresentamos resultados de simulações, utilizando a metodo-

logia Bayesiana aqui descrita.

4.7.2 Processo Cosseno

Nesta subseção consideramos a estimação Bayesiana dos parâmetros do Processo

Cosseno com ruído Lévy α-estável. Para implementar o modelo, utilizamos a discre-

tização do processo Cosseno dada pela Proposição 2.6. Temos que εk,h ∼ Sα(σε, 0, 0),

onde σαε = 2
∫ h

0
| cos(as)|αds. Consideramos εk,h variáveis aleatórias i.i.d. Seja

V = {Vkh}nk=0 uma amostra do processo Cosseno e η = (α, σε, a)′ o vetor de pa-

râmetros a ser estimado. Além disso, consideramos V0, V1 ∼ Sα(σ0, 0, 0). Então, a

função de verossimilhança é dada por

L(V|η) =
n−1∏

k=1

f(V(k+1)h − 2 cos(ah)Vkh + V(k−1)h;σε, 0, 0),
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onde f(·) é dada pelas expressões (4.31), (4.32), (4.35) ou (4.36), dependendo de

cada caso.

Para as distribuições a priori, considerando independência entre os parâmetros,

utilizamos as seguintes prioris não-informativas:

• α ∼ NT (1.5, 10; 1, 2), ou seja, α segue uma distribuição normal com média

1.5 e variância 10, truncada no intervalo [1, 2];

• a ∼ GI(0.001, 0.001).

Assim, a posteriori que obtemos é dada por

Π(η|V) ∝ L(V|η)π(η)

∝ L(V|η) a−1.001 exp

{
−0.001

a
− (α− 1.5)2

200

}
Iα([1, 2]),

onde π(·) é a distribuição a priori do vetor de parâmetros.

Na Subseção 6.6.2 apresentamos resultados de simulações, utilizando a metodo-

logia Bayesiana aqui descrita.
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Capítulo 5

Previsão

Neste capítulo apresentamos a previsão para processos α-estáveis estacionários.

Na Seção 5.1 apresentamos um preditor linear baseado na dispersão, proposto por

Cline e Brockwell (1985), e o aplicamos para o processo OU. Na Seção 5.2 apresen-

tamos o preditor linear baseado na covariação, proposto por Mohammadi e Moham-

madpour (2009), e também o aplicamos para o processo OU. Seja X̂(n+ k) o valor

predito de X(n+ k), baseado na amostra {X(i)}i=i,··· ,n. De�nimos o erro de predi-

ção por X(n+ k)− X̂(n+ k). Para �ns de comparação, consideramos as seguintes

estatísticas

MPE =

(
1

M

M∑

l=1

X(n+ k)− X̂(n+ k)

X(n+ k)

)
100%,

MSE =
1

M

M∑

l=1

(X(n+ k)− X̂(n+ k))2,

MAE =
1

M

M∑

l=1

|X(n+ k)− X̂(n+ k)|,

MAPE =

(
1

M

M∑

l=1

∣∣∣∣∣
X(n+ k)− X̂(n+ k)

X(n+ k)

∣∣∣∣∣

)
100%,

onde M é o número de valores preditos, MPE é a porcentagem de erro médio, MSE

é o erro quadrático médio, MAE é o erro absoluto médio e MAPE é a porcentagem

de erro médio absoluto.

Como, dentre os exemplos de processos estudados neste trabalho, apenas o pro-

cesso OU é estacionário, apresentamos um estudo de previsão para este processo

baseado na dispersão e na covariação.
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5.1 Preditor Baseado na Dispersão

Cline e Brockwell (1985) propõem o preditor de mínima dispersão para processos

lineares com ruído α-estável. No entanto, uma hipótese necessária é a estacionari-

edade. Portanto, dentre os processos que estudamos, apenas o OU satisfaz esta

condição (conforme Proposição 3.3). Caso não seja estacionário, devemos usar pre-

visão para processos localmente estacionários (ver Dahlhaus, 1997 e Palma et al.,

2013). No entanto, isto não será abordado nesse trabalho.

A De�nição 5.1 a seguir apresenta a dispersão.

De�nição 5.1. Seja Y
d
=

(
∞∑

j=−∞
|aj|α

)1/α

W1, onde W1 tem distribuição simétrica

α-estável. Então a dispersão de Y é de�nida por

disp(Y ) =
∞∑

j=−∞
|aj|α. (5.1)

Consideramos o preditor linear baseado na dispersão no processo OU. Para isso,

considere o seguinte resultado, que pode ser encontrado em Cline e Brockwell (1985).

Proposição 5.1. Seja {Xn}n∈N um processo AR(1), tal que Xn = φXn−1 +εn, onde

|φ| < 1 e εn ∼ Sα(σ, 0, 0). Então o preditor de mínima dispersão é dado por

X̂n+k = φkXn, k ≥ 1, n ≥ 1,

onde o erro de dispersão é dado por

disp(Xn+k − X̂n+k) =
1− |φ|αk
1− |φ|α .

De fato, podemos encontrar o erro de dispersão pela expressão a seguir

disp(Xn+k − X̂n+k) = disp(Xn+k − φkXn) = disp(

∞∑

j=0

φjεn+k−j − φk
∞∑

j=0

φjεn−j)

= disp(

∞∑

j=0

φjεn+k−j −
∞∑

j=0

φj+kεn−j)

= disp(

k−1∑

j=0

φjεn+k−j +

∞∑

j=k

φjεn+k−j −
∞∑

j=0

φj+kεn−j). (5.2)
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Fazendo a mudança de variáveis i = j + k no último somatório da expressão

(5.2), obtemos

∞∑

j=k

φjεn+k−j −
∞∑

j=0

φj+kεn−j =
∞∑

j=k

φjεn+k−j −
∞∑

i=k

φiεn+k−i = 0.

Logo, segue que

disp(Xn+k − X̂n+k) = disp(
k−1∑

j=0

φjεn+k−j)

=
k−1∑

j=0

|φ|αj =
1− |φ|αk
1− |φ|α .

No caso do processo OU, temos

V (jh) = e−θhV ((j − 1)h) + Zk,h,

onde Zk,h ∼ Sα(σ
(

1−e−θαh
θα

)1/α

, 0, 0).

Portanto, utilizamos a Proposição 5.1 com φ = e−θh, e obtemos o preditor de

mínima dispersão, dado por

V̂ ((n+ k)h) = V̂ (nh+ kh) = e−θh
2kV (nh).

Além disso, o erro de dispersão é dado por

edisp =
1− e−θh2αk
1− e−θhα .

Note que é necessário utilizarmos estimativas para θ e α. Para isso, utilizaremos

o estimador de máxima verossimilhança. Apresentamos resultados de simulações

nas Tabelas 5.1-5.9. Consideramos as seguintes con�gurações para os parâmetros.

• θ ∈ {0.5, 1, 2};

• α ∈ {1.1, 1.5, 2};

• T = 1000, h ∈ {1, 0.1, 0.01} e n = T/h.

Podemos observar, pelas Tabelas 5.1-5.9, que os resultados apresentam valores
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para as estatísticas de previsão bastante altos, quando h ∈ {1, 0.1}, mas diminuem

consideravelmente quando h = 0.01. As Figuras 5.1-5.9 mostram os últimos vinte

pontos observados da série temporal (pontos abertos) em conjunto com os cinco

valores preditos (pontos pretos). Podemos notar que quanto maior o valor de k,

mais o valor predito se afasta do seu verdadeiro valor. Além disso, observe que a

previsão à 5 passos melhora para alguns casos de θ, quando h assume valor pequeno.
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Tabela 5.1: Resultado da previsão à 5 passos com erro V − V̂ e erro de dispersão
edisp, quando θ ∈ {0.5, 1, 2}, α = 1.1, h = 1 e n = 1000.

k V V̂ V − V̂ edisp

θ = 0.5, θ̂mle = 0.5022 e α̂mle = 1.1430
1 -0.0460 -0.1594 0.1133 0.9968
2 0.2480 -0.0965 0.3445 1.5597
3 40.4655 -0.0584 40.5239 1.8775
4 24.6274 -0.0353 24.6627 2.0570
5 15.5411 -0.0214 15.5625 2.1584

MPE = 38.6433%,MSE = 498.5515,
MAE = 16.2414,MAPE = 137.0844%

θ = 1, θ̂mle = 0.9844 e α̂mle = 1.1776
1 1.1134 0.6071 0.5063 1.0083
2 1.0318 0.2269 0.8049 1.3189
3 0.5775 0.0848 0.4928 1.4146
4 3.5574 0.0317 3.5257 1.4440
5 1.4096 0.0118 1.3978 1.4531

MPE = 81.4159%,MSE = 3.1063,
MAE = 1.3455,MAPE = 81.4159%

θ = 2, θ̂mle = 1.9792 e α̂mle = 1.1412
1 -0.2987 -0.0717 -0.2270 1.0027
2 -0.6936 -0.0099 -0.6837 1.1050
3 -0.2108 -0.0014 -0.2094 1.1155
4 0.5685 -0.0002 0.5686 1.1165
5 -0.0998 -0.0000 -0.0998 1.1167

MPE = 94.7853%,MSE = 0.1792,
MAE = 0.3577,MAPE = 94.7853%

(a) θ = 0.5 (b) θ = 1 (c) θ = 2

Figura 5.1: Previsão à 5 passos, quando α = 1.1, θ ∈ {0.5, 1, 2}, h = 1 e n = 1000.
Os pontos abertos são os valores observados e os pontos fechados os valores preditos.
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Tabela 5.2: Resultado da previsão à 5 passos com erro V − V̂ e erro de dispersão
edisp, quando θ ∈ {0.5, 1, 2}, α = 1.5, h = 1 e n = 1000.

k V V̂ V − V̂ edisp

θ = 0.5, θ̂mle = 0.4758 e α̂mle = 1.4422
1 -0.6903 -1.3251 0.6349 1.0347
2 -1.4611 -0.8234 -0.6377 1.5378
3 -4.0493 -0.5116 -3.5377 1.7824
4 -2.6534 -0.3179 -2.3356 1.9014
5 -1.4614 -0.1975 -1.2638 1.9592

MPE = 42.7082%,MSE = 4.0754,
MAE = 1.6819,MAPE = 79.4977%

θ = 1, θ̂mle = 1.0010 e α̂mle = 1.5312
1 0.6520 0.2145 0.4375 0.9996
2 0.1755 0.0788 0.0967 1.2158
3 0.0401 0.0290 0.0111 1.2625
4 -1.1045 0.0106 -1.1152 1.2726
5 0.4915 0.0039 0.4876 1.2748

MPE = 70.0275%,MSE = 0.3365,
MAE = 0.4296,MAPE = 70.0275%

θ = 2, θ̂mle = 1.9183 e α̂mle = 1.4116
1 -0.1990 -0.0570 -0.1420 1.0078
2 -0.2819 -0.0084 -0.2735 1.0677
3 -0.3982 -0.0012 -0.3970 1.0712
4 -0.9378 -0.0002 -0.9376 1.0714
5 -0.2935 -0.0000 -0.2935 1.0714

MPE = 93.6131%,MSE = 0.2436,
MAE = 0.4087,MAPE = 93.6131%

(a) θ = 0.5 (b) θ = 1 (c) θ = 2

Figura 5.2: Previsão à 5 passos, quando α = 1.5, θ ∈ {0.5, 1, 2}, h = 1 e n = 1000.
Os pontos abertos são os valores observados e os pontos fechados os valores preditos.
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Tabela 5.3: Resultado da previsão à 5 passos com erro V − V̂ e erro de dispersão
edisp, quando θ ∈ {0.5, 1, 2}, α = 2, h = 1 e n = 1000.

k V V̂ V − V̂ edisp

θ = 0.5, θ̂mle = 0.4460 e α̂mle = 1.9989
1 2.9488 1.3480 1.6008 1.0711
2 0.7985 0.8629 -0.0644 1.4653
3 -0.4922 0.5524 -1.0446 1.6104
4 -0.0821 0.3536 -0.4357 1.6638
5 0.3856 0.2264 0.1592 1.6835

MPE = 166.1405%,MSE = 0.7746,
MAE = 0.6610,MAPE = 169.3671%

θ = 1, θ̂mle = 1.1311 e α̂mle = 1.9998
1 0.9868 0.4148 0.5719 0.9652
2 0.8547 0.1339 0.7209 1.0958
3 -0.2578 0.0432 -0.3010 1.1135
4 0.4922 0.0139 0.4783 1.1159
5 -0.6815 0.0045 -0.6860 1.1162

MPE = 91.3765%,MSE = 0.3273,
MAE = 0.5516,MAPE = 91.3765%

θ = 2, θ̂mle = 1.9065 e α̂mle = 1.9998
1 -0.2424 0.0785 -0.3209 1.0039
2 0.4615 0.0117 0.4498 1.0222
3 0.2498 0.0017 0.2480 1.0226
4 0.5109 0.0003 0.5106 1.0226
5 0.6022 0.0000 0.6021 1.0226

MPE = 105.8199%,MSE = 0.1980,
MAE = 0.4263,MAPE = 105.8199%

(a) θ = 0.5 (b) θ = 1 (c) θ = 2

Figura 5.3: Previsão à 5 passos, quando α = 2, θ ∈ {0.5, 1, 2}, h = 1 e n = 1000.
Os pontos abertos são os valores observados e os pontos fechados os valores preditos.
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Tabela 5.4: Resultado da previsão à 5 passos com erro V − V̂ e erro de dispersão
edisp, quando θ ∈ {0.5, 1, 2}, α = 1.1, h = 0.1 e n = 10000.

k V V̂ V − V̂ edisp

θ = 0.5, θ̂mle = 0.4972 e α̂mle = 1.1222
1 1.7504 1.9069 -0.1565 0.1031
2 1.5389 1.8975 -0.3585 0.2056
3 1.7720 1.8880 -0.1160 0.3076
4 1.5580 1.8787 -0.3207 0.4090
5 4.5001 1.8694 2.6307 0.5098

MPE = −0.1822%,MSE = 1.4380,
MAE = 0.7165,MAPE = 23.5659%

θ = 1, θ̂mle = 1.0005 e α̂mle = 1.1222
1 -0.4075 -0.5525 0.1450 0.1051
2 -0.3175 -0.5470 0.2295 0.2090
3 -0.3997 -0.5416 0.1418 0.3117
4 -0.4759 -0.5362 0.0603 0.4133
5 -0.4805 -0.5308 0.0503 0.5138

MPE = −33.3006%,MSE = 0.0200,
MAE = 0.1254,MAPE = 33.3006%

θ = 2, θ̂mle = 1.9987 e α̂mle = 1.1290
1 -1.8323 -2.1177 0.2854 0.1105
2 -1.4485 -2.0758 0.6273 0.2186
3 -1.1675 -2.0347 0.8672 0.3242
4 -1.0380 -1.9945 0.9565 0.4275
5 -0.8344 -1.9550 1.1206 0.5285

MPE = −71.9228%,MSE = 0.6795,
MAE = 0.7714,MAPE = 71.9228%

(a) θ = 0.5 (b) θ = 1 (c) θ = 2

Figura 5.4: Previsão à 5 passos, quando α = 1.1, θ ∈ {0.5, 1, 2}, h = 0.1 e
n = 10000. Os pontos abertos são os valores observados e os pontos fechados os
valores preditos.
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Tabela 5.5: Resultado da previsão à 5 passos com erro V − V̂ e erro de dispersão
edisp, quando θ ∈ {0.5, 1, 2}, α = 1.5, h = 0.1 e n = 10000.

k V V̂ V − V̂ edisp

θ = 0.5, θ̂mle = 0.4940 e α̂mle = 1.4950
1 -5.2263 -5.9567 0.7305 0.1046
2 -4.9696 -5.9274 0.9578 0.2084
3 -4.8340 -5.8982 1.0642 0.3115
4 -4.2309 -5.8691 1.6382 0.4137
5 -3.9075 -5.8402 1.9326 0.5153

MPE = −28.6887%,MSE = 1.8004,
MAE = 1.2647,MAPE = 28.6887%

θ = 1, θ̂mle = 1.0167 e α̂mle = 1.4879
1 0.1192 -0.2165 0.3357 0.1052
2 0.4927 -0.2143 0.7071 0.2088
3 0.8746 -0.2122 1.0868 0.3110
4 0.1361 -0.2100 0.3461 0.4116
5 0.4705 -0.2079 0.6784 0.5107

MPE = 189.5911%,MSE = 0.4748,
MAE = 0.6308,MAPE = 189.5911%

θ = 2, θ̂mle = 2.0356 e α̂mle = 1.5037
1 0.2193 0.2428 -0.0236 0.1124
2 -0.1188 0.2379 -0.3567 0.2214
3 0.0887 0.2331 -0.1445 0.3272
4 0.1443 0.2284 -0.0842 0.4299
5 2.2441 0.2238 2.0203 0.5295

MPE = 31.6684%,MSE = 0.8474,
MAE = 0.5258,MAPE = 124.4817%

(a) θ = 0.5 (b) θ = 1 (c) θ = 2

Figura 5.5: Previsão à 5 passos, quando α = 1.5, θ ∈ {0.5, 1, 2}, h = 0.1 e
n = 10000. Os pontos abertos são os valores observados e os pontos fechados os
valores preditos.
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Tabela 5.6: Resultado da previsão à 5 passos com erro V − V̂ e erro de dispersão
edisp, quando θ ∈ {0.5, 1, 2}, α = 2, h = 0.1 e n = 10000.

k V V̂ V − V̂ edisp

θ = 0.5, θ̂mle = 0.4799 e α̂mle = 1.9978 0.5 , ,

1 2.4501 2.6611 -0.2110 0.1087
2 2.5875 2.6483 -0.0608 0.2164
3 2.3782 2.6357 -0.2575 0.3230
4 2.5227 2.6230 -0.1003 0.4285
5 2.4363 2.6105 -0.1742 0.5329

MPE = −6.5832%,MSE = 0.0310,
MAE = 0.1608,MAPE = 6.5832%

θ = 1, θ̂mle = 1.1628 e α̂mle = 1.9999
1 -2.0216 -2.8865 0.8648 0.0954
2 -1.5400 -2.8531 1.3131 0.1890
3 -1.9864 -2.8201 0.8337 0.2807
4 -1.4010 -2.7875 1.3865 0.3705
5 -1.4827 -2.7553 1.2726 0.4586

MPE = −70.9610%,MSE = 1.3418,
MAE = 1.1341,MAPE = 70.9610%

θ = 2, θ̂mle = 1.9636 e α̂mle = 1.9997
1 1.3534 0.6477 0.7057 0.1207
2 0.8339 0.6351 0.1988 0.2367
3 0.2440 0.6228 -0.3787 0.3482
4 0.0175 0.6107 -0.5932 0.4552
5 0.6025 0.5988 0.0037 0.5581

MPE = −695.4082%,MSE = 0.2066,
MAE = 0.3760,MAPE = 726.0469%

(a) θ = 0.5 (b) θ = 1 (c) θ = 2

Figura 5.6: Previsão à 5 passos, quando α = 2, θ ∈ {0.5, 1, 2}, h = 0.1 e n = 10000.
Os pontos abertos são os valores observados e os pontos fechados os valores preditos.
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Tabela 5.7: Resultado da previsão à 5 passos com erro V − V̂ e erro de dispersão
edisp, quando θ ∈ {0.5, 1, 2}, α = 1.1, h = 0.01 e n = 100000.

k V V̂ V − V̂ edisp

θ = 0.5, θ̂mle = 0.5058 e α̂mle = 1.1316
1 -6.5315 -6.5545 0.0230 0.0099
2 -6.5090 -6.5541 0.0451 0.0198
3 -6.5118 -6.5538 0.0420 0.0297
4 -6.4581 -6.5535 0.0954 0.0397
5 -6.4328 -6.5531 0.1203 0.0496

MPE= -1.0076%, MSE= 0.0056,
MAE= 0.0652, MAPE= 1.0076%

θ = 1, θ̂mle = 1.0211 e α̂mle = 1.0856
1 23.4095 23.6429 -0.2334 0.0098
2 23.1928 23.6405 -0.4477 0.0197
3 22.9651 23.6381 -0.6729 0.0295
4 22.7637 23.6357 -0.8720 0.0394
5 22.5621 23.6333 -1.0711 0.0492

MPE= -2.8871%, MSE= 0.5231,
MAE= 0.6594, MAPE= 2.8871%

θ = 2, θ̂mle = 1.9980 e α̂mle = 1.1326
1 0.8163 0.8580 -0.0417 0.0101
2 0.8003 0.8578 -0.0575 0.0202
3 0.7702 0.8576 -0.0875 0.0304
4 0.7369 0.8575 -0.1205 0.0405
5 0.7373 0.8573 -0.1200 0.0506

MPE= -11.2547%, MSE= 0.0083,
MAE= 0.0854, MAPE= 11.2547%

(a) θ = 0.5 (b) θ = 1 (c) θ = 2

Figura 5.7: Previsão à 5 passos, quando α = 1.1, θ ∈ {0.5, 1, 2}, h = 0.01 e
n = 100000. Os pontos abertos são os valores observados e os pontos fechados os
valores previstos.
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Tabela 5.8: Resultado da previsão à 5 passos com erro V − V̂ e erro de dispersão
edisp, quando θ ∈ {0.5, 1, 2}, α = 1.5, h = 0.01 e n = 100000.

k V V̂ V − V̂ edisp

θ = 0.5, θ̂mle = 0.4861 e α̂mle = 1.5018
1 -2.6819 -2.6756 -0.0063 0.0103
2 -2.6969 -2.6755 -0.0214 0.0206
3 -2.7431 -2.6754 -0.0678 0.0310
4 -2.7122 -2.6752 -0.0370 0.0413
5 -2.7253 -2.6751 -0.0502 0.0516

MPE= 1.3409%, MSE= 0.0018,
MAE= 0.0365, MAPE= 1.3409%

θ = 1, θ̂mle = 0.9816 e α̂mle = 1.5014
1 4.8848 4.9357 -0.0509 0.0103
2 4.8915 4.9352 -0.0437 0.0205
3 4.8494 4.9347 -0.0853 0.0308
4 4.9106 4.9342 -0.0236 0.0410
5 4.9272 4.9338 -0.0065 0.0513

MPE= -0.8613%, MSE= 0.0025,
MAE= 0.0420, MAPE= 0.8613%

θ = 2, θ̂mle = 2.0044 e α̂mle = 1.4942
1 0.3607 0.4538 -0.0931 0.0101
2 0.3542 0.4537 -0.0995 0.0203
3 0.2964 0.4536 -0.1572 0.0304
4 0.2338 0.4535 -0.2197 0.0405
5 0.2789 0.4534 -0.1746 0.0506

MPE= -52.7065%, MSE= 0.0244,
MAE= 0.1488, MAPE= 52.7065%

(a) θ = 0.5 (b) θ = 1 (c) θ = 2

Figura 5.8: Previsão à 5 passos, quando α = 1.5, θ ∈ {0.5, 1, 2}, h = 0.01 e
n = 100000. Os pontos abertos são os valores observados e os pontos fechados os
valores previstos.
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Tabela 5.9: Resultado da previsão à 5 passos com erro V − V̂ e erro de dispersão
edisp, quando θ ∈ {0.5, 1, 2}, α = 2, h = 0.01 e n = 100000.

k V V̂ V − V̂ edisp

θ = 0.5, θ̂mle = 0.4614 e α̂mle = 1.9992
1 1.1023 1.1428 -0.0405 0.0109
2 1.0346 1.1428 -0.1081 0.0218
3 0.9421 1.1427 -0.2006 0.0327
4 0.9530 1.1427 -0.1896 0.0435
5 0.8759 1.1426 -0.2667 0.0544

MPE= -17.1538%, MSE= 0.0321,
MAE= 0.1611, MAPE= 17.1538%

θ = 1, θ̂mle = 1.0797 e α̂mle = 1.9999
1 1.4410 1.4617 -0.0207 0.0094
2 1.5647 1.4615 0.1032 0.0187
3 1.5610 1.4613 0.0996 0.0281
4 1.8502 1.4612 0.3890 0.0374
5 1.9668 1.4610 0.5058 0.0468

MPE= 11.6573%, MSE= 0.0856,
MAE= 0.2237, MAPE= 12.2319%

θ = 2, θ̂mle = 2.0230 e α̂mle = 1.9976
1 -0.1786 0.0296 -0.2082 0.0101
2 -0.1738 0.0296 -0.2033 0.0202
3 -0.3008 0.0295 -0.3304 0.0302
4 -0.4293 0.0295 -0.4588 0.0403
5 -0.2983 0.0295 -0.3278 0.0504

MPE= 112.0324%, MSE= 0.1024,
MAE= 0.3057, MAPE= 112.0324%

(a) θ = 0.5 (b) θ = 1 (c) θ = 2

Figura 5.9: Previsão à 5 passos, quando α = 2, θ ∈ {0.5, 1, 2}, h = 0.01 e
n = 100000. Os pontos abertos são os valores observados e os pontos fechados os
valores previstos.
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5.2 Preditor Baseado na Covariação

O artigo Mohammadi e Mohammadpour (2009) propõe o melhor preditor linear

para processos fracamente estacionários α-estáveis. A proposição a seguir apresenta

o preditor linear; ela pode ser encontrada em Mohammadi e Mohammadpour (2009).

Proposição 5.2. Seja {X(t)}t∈Z um processo processos fracamente estacionários

α-estável tal que sc(0) > 0 e sc(h) → 0, quando h → ∞. Seja X̂(n + 1) o melhor

preditor linear de X(n + 1), baseado em X(1), X(2), · · · , X(n), então X̂(n + 1) é

dado por

X̂(n+ 1) =
n∑

i=1

aiX(n+ 1− i), (5.3)

onde os coe�cientes ai podem ser obtidos resolvendo s seguinte sistema de equações

n∑

i=1

aisc(i− j) = sc(j), j ∈ {1, 2, · · · , n}. (5.4)

O erro de previsão é dado por

‖ X(n+ 1)− X̂(n+ 1) ‖2= sc(0)− b′nΦ−1
n b′n,

onde b′n = (sc(1), sc(2), · · · , sc(n)) e Φn = [sc(i−j)]ni,j=1. A norma ‖ · ‖2 é a norma

induzida pela covariação.

Note que é necessário resolver um sistema linear com n variáveis e n incógnitas.

Exemplo 5.1. Covariação para Processo Linear

Seja {Xn}n∈N um processo estacionário linear, dado por

Xn =
∞∑

j=0

ψjεn−j =
∞∑

j=0

ψj

∫
I(n−j,n−j+1)(x)dL(x). (5.5)

onde εn são variáveis aleatórias i.i.d. Sα(1, 0, 0). A segunda igualdade em (5.5)

decorre de εn =
∫
I(n,n+1)(x)dL(x).

Assim, temos
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sc(h) = sc(Xh, X0) = lim
n→∞

sc

(
n∑

j=0

ψjεh−j,
n∑

i=0

ψiε−i

)

=
∞∑

j=0

∞∑

i=0

ψjψisc(εh−j, ε−i)

=
∞∑

j=0

∞∑

i=0

ψjψi

∫
I(h−j,h−j+1)(x)I(−i,−i+1)(x)dx.

h = 0 ⇒ sc(0) =
∞∑

j=0

ψ2
j

h = 1 ⇒ sc(1) =
∞∑

j=0

∞∑

i=0

ψjψi

∫
I(1−j,1−j+1)(x)I(−i,−i+1)(x)dx =

∞∑

j=1

ψjψj−1

h = 2 ⇒ sc(1) =
∞∑

j=2

ψjψj−2

...

sc(h) =
∞∑

j=h

ψjψj−h.

Assim, é possível calcular a covariação para os processos ARFIMA causais, uti-

lizando sua representação média móvel in�nita.

Note que a expressão da covariação para um processo linear α-estável é muito

parecida com a função de autocovariância de um processo linear com ruído não

correlacionado de média zero e variância �nita, que é dada por

γ(h) = σ2

∞∑

j=0

ψjψj+h,

onde σ2 é a variância do ruído branco.

No artigo, os autores propõem o melhor preditor linear para processos α-estáveis

discretos. Seja X̂(n + 1) o melhor preditor linear de X(n + 1), baseado em X(1),

X(2), · · · ,X(n), então X̂(n+ 1) é dado por
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.10: Função Covariação para o processo AR(1). (a) φ1 = 0.5; (b) φ1 =
−0.5; (c) φ1 = 0.7 e (d) φ1 = −0.7.

X̂(n+ 1) =
n∑

i=1

aiX(n+ 1− i), (5.6)

onde os coe�cientes ai podem ser obtidos resolvendo a seguinte equação

sc(
n∑

i=1

aiX(n+1−i), X(n+1−j)) = sc(X(n+1), X(n+1−j)), j ∈ {1, 2, · · · , n}.

(5.7)

Exemplo 5.2. Seja o processo dado por X = {X(t) = Z(t) + θZ(t − 1); t ∈ Z},
onde Z(t) =

∫
R
I(t,t+1)(x)dL(x) (é um MA(1) α-estável). Assim, temos que
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.11: Série gerada de um processo MA(1) com α = 1.5, σ = 1, n = 100, os
pontos vermelhos são as predições de X(n + 1), · · · , X(n + 10). (a) θ1 = −0.2; (b)
θ1 = 0.2; (c) θ1 = −0.3 e (d) θ1 = 0.3.

sc(X(t), X(s)) =

∫

R

(
I(t,t+1)(x) + θI(t−1,t)(x)

) (
I(s,s+1)(x) + θI(s−1,s)(x)

)
dx

=

∫

R

I(t,t+1)(x)I(s,s+1)(+)θI(t,t+1)(x)I(s−1,s)(x)(x)

+θI(t−1,t)(x)I(s,s+1)(x) + θ2I(t−1,t)(x)I(s−1,s)(x) dx

=





1 + θ2, se t = s

θ, se |t− s| = 1

0, c.c..

Queremos encontrar os coe�cientes ai de (5.6). Assim, precisamos resolver (5.7).
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.12: Série gerada de um processo MA(1) com α = 1.9, σ = 1, n = 100, os
pontos vermelhos são as predições de X(n + 1), · · · , X(n + 10). (a) θ1 = −0.2; (b)
θ1 = 0.2; (c) θ1 = −0.3 e (d) θ1 = 0.3.

Aj = sc

(
n∑

i=1

aiX(n+ 1− i), X(n+ 1− j)
)

=
n∑

i=1

sc(X(n+ 1− i), X(n+ 1− j)).

Segue então
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A1 =
n∑

i=1

sc(X(n+ 1− i), X(n)) = a1(1 + θ2) + a2θ

A2 =
n∑

i=1

sc(X(n+ 1− i), X(n− 1)) = a1θ + a2(1 + θ2) + a3θ

A3 =
n∑

i=1

sc(X(n+ 1− i), X(n− 2)) = a2θ + a3(1 + θ2) + a4θ

...

Aj = aj−1θ + aj(1 + θ2) + aj+1θ
...

An = an−1θ + an(1 + θ2),

onde

sc(X(n+ 1), X(n+ 1− j)) =

{
θ, se j = 1

0, c.c..

Então, precisamos resolver o sistema linear





a1(1 + θ2) + a2θ = θ

a1θ + a2(1 + θ2) + a3θ = 0

a2θ + a3(1 + θ2) + a4θ = 0
...

an−1θ + an(1 + θ2) = 0.

Sua solução é dada por

an =
(−1)n+1 θn

1 + θ2 + θ4 + · · ·+ θ2n

aj = −aj+1
θ + θ3 + · · ·+ θ2j−1

1 + θ2 + θ4 + · · ·+ θ2j
+

(−1)j+1 θj

1 + θ2 + θ4 + · · ·+ θ2j
,

para j = 1, · · · , n− 1.

Nas Figuras 5.11-5.12 apresentamos os resultados para a previsão de X̂(n + j),

quando j ∈ {1, · · · , 10}, para este exemplo.
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Exemplo 5.3. Para o processo OU, note que ele satisfaz as condições da Proposição

5.2, pois sc(0) = 1
2θ
> 0 e sc(t) = e−θt

2θ
→ 0, quando t → ∞. Utilizamos a seguinte

discretização

V (jh) = e−θhV ((j − 1)h) + Zj,h, j ∈ {1, · · · , n}

onde Zj,h ∼ Sα(σ
(

1−e−θαh
θα

)1/α

, 0, 0). Então, V̂ ((n+ k)h) é dado por

V̂ ((n+ k)h) =
n∑

i=1

aiV ((n+ 1− i)h), (5.8)

onde os coe�cientes ai podem ser obtidos resolvendo o seguinte sistema

n∑

i=1

ai
e−θh|j−i|

2θ
=
e−θh(k+j−1)

2θ
, j ∈ {1, 2, · · · , n}.

Este sistema é equivalente a resolver

n∑

i=1

aie
−θh|j−i| = e−θh(k+j−1), j ∈ {1, 2, · · · , n}.

A solução deste sistema é dada por

a1 = e−θkh, ai = 0, i ∈ {2, · · · , n}.

Logo, temos que

V̂ ((n+ k)h) = e−θkhV (nh).

O erro de previsão é dado por

eMM(k) =‖ V ((n+ k)h)− V̂ ((n+ k)h) ‖2=
1

2θ
− b′nΦ−1

n b′n =
1

2θ
(1− e−2θkh),

onde bn e Φn são dados na Proposição 5.2.

Note que é necessário utilizarmos estimativas para θ e α. Para isso, utilizamos

o estimador de máxima verossimilhança, θ̂mle e α̂mle. Apresentamos resultados de

simulações nas Tabelas 5.10-5.18. Consideramos as seguintes con�gurações para os

parâmetros.

• θ ∈ {0.5, 1, 2};
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• α ∈ {1.1, 1.5, 2};

• T = 1000, h ∈ {1, 0.1, 0.01} e n = T/h;

Pelas Tabelas 5.10-5.12, podemos perceber que a previsão baseada na disper-

são e a previsão baseada na covariação são análogas, no caso h = 1. No caso

h ∈ {0.1, 0.01} (ver Tabelas 5.13-5.18), a previsão baseada na covariação apresenta,

na maioria das vezes, estatísticas de previsão de erro com valores menores do que

a previsão baseada na dispersão. As Figuras 5.13-5.21 mostram os últimos vinte

pontos observados da série temporal (pontos abertos) em conjunto com os cinco úl-

timos valores preditos (pontos pretos). Os melhores resultados foram obtidos quando

h = 0.01. Neste caso, os erros e estatísticas de previsão são valores baixos.
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Tabela 5.10: Resultado da previsão à 5 passos com erro V − V̂ e erro do preditor
eMM , quando θ ∈ {0.5, 1, 2}, α = 1.1, h = 1 e n = 1000.

k V V̂ V − V̂ eMM

θ = 0.5, θ̂mle = 0.5022 e α̂mle = 1.1430
1 -0.0460 -0.1597 0.1137 0.6310
2 0.2480 -0.0969 0.3449 0.8621
3 40.4655 -0.0588 40.5243 0.9468
4 24.6274 -0.0356 24.6630 0.9778
5 15.5411 -0.0216 15.5627 0.9891

MPE = 38.5279%,MSE = 498.5622,
MAE = 16.2417,MAPE = 137.2686%

θ = 1, θ̂mle = 0.9844 e α̂mle = 1.1776
1 1.1134 0.5977 0.5157 0.4370
2 1.0318 0.2199 0.8119 0.4980
3 0.5775 0.0809 0.4966 0.5065
4 3.5574 0.0298 3.5276 0.5077
5 1.4096 0.0109 1.3987 0.5079

MPE = 81.8773%,MSE = 3.1144,
MAE = 1.3501,MAPE = 81.8773%

θ = 2, θ̂mle = 1.9792 e α̂mle = 1.1412
1 -0.2987 -0.0702 -0.2285 0.2478
2 -0.6936 -0.0095 -0.6841 0.2525
3 -0.2108 -0.0013 -0.2095 0.2526
4 0.5685 -0.0002 0.5686 0.2526
5 -0.0998 -0.0000 -0.0998 0.2526

MPE = 94.9035%,MSE = 0.1795,
MAE = 0.3581,MAPE = 94.9035%

(a) θ = 0.5 (b) θ = 1 (c) θ = 2

Figura 5.13: Previsão à 5 passos, quando α = 1.1, θ ∈ {0.5, 1, 2}, h = 1 e n = 1000.
Os pontos abertos são os valores observados e os pontos fechados os valores preditos.

132



Tabela 5.11: Resultado da previsão à 5 passos com erro V − V̂ e erro do preditor
eMM , quando θ ∈ {0.5, 1, 2}, α = 1.5, h = 1 e n = 1000.

k V V̂ V − V̂ eMM

θ = 0.5, θ̂mle = 0.4758 e α̂mle = 1.4422
1 -0.6903 -1.2935 0.6032 0.6451
2 -1.4611 -0.7845 -0.6765 0.8941
3 -4.0493 -0.4758 -3.5734 0.9903
4 -2.6534 -0.2886 -2.3648 1.0274
5 -1.4614 -0.1751 -1.2863 1.0418

MPE = 44.8610%,MSE = 4.1676,
MAE = 1.7009,MAPE = 79.8179%

θ = 1, θ̂mle = 1.0010 e α̂mle = 1.5312
1 0.6520 0.2147 0.4373 0.4320
2 0.1755 0.0790 0.0965 0.4904
3 0.0401 0.0291 0.0111 0.4983
4 -1.1045 0.0107 -1.1152 0.4993
5 0.4915 0.0039 0.4876 0.4995

MPE = 69.9606%,MSE = 0.3364,
MAE = 0.4295,MAPE = 69.9606%

θ = 2, θ̂mle = 1.9183 e α̂mle = 1.4116
1 -0.1990 -0.0525 -0.1465 0.2550
2 -0.2819 -0.0071 -0.2748 0.2605
3 -0.3982 -0.0010 -0.3972 0.2606
4 -0.9378 -0.0001 -0.9377 0.2606
5 -0.2935 -0.0000 -0.2935 0.2606

MPE = 94.1670%,MSE = 0.2440,
MAE = 0.4099,MAPE = 94.1670%

(a) θ = 0.5 (b) θ = 1 (c) θ = 2

Figura 5.14: Previsão à 5 passos, quando α = 1.5, θ ∈ {0.5, 1, 2}, h = 1 e n = 1000.
Os pontos abertos são os valores observados e os pontos fechados os valores preditos.
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Tabela 5.12: Resultado da previsão à 5 passos com erro V − V̂ e erro do preditor
eMM , quando θ ∈ {0.5, 1, 2}, α = 2, h = 1 e n = 1000.

k V V̂ V − V̂ eMM

θ = 0.5, θ̂mle = 0.4460 e α̂mle = 1.9989
1 2.9488 1.2772 1.6716 0.6616
2 0.7985 0.7746 0.0239 0.9327
3 -0.4922 0.4698 -0.9621 1.0438
4 -0.0821 0.2850 -0.3670 1.0894
5 0.3856 0.1728 0.2128 1.1080

MPE = 151.5208%,MSE = 0.7801,
MAE = 0.6475,MAPE = 151.5208%

θ = 1, θ̂mle = 1.1311 e α̂mle = 1.9998
1 0.9868 0.4730 0.5138 0.3960
2 0.8547 0.1740 0.6808 0.4373
3 -0.2578 0.0640 -0.3218 0.4415
4 0.4922 0.0235 0.4687 0.4420
5 -0.6815 0.0087 -0.6901 0.4420

MPE = 90.6061%,MSE = 0.3054,
MAE = 0.5350,MAPE = 90.6061%

θ = 2, θ̂mle = 1.9065 e α̂mle = 1.9998
1 -0.2424 0.0715 -0.3139 0.2565
2 0.4615 0.0097 0.4518 0.2621
3 0.2498 0.0013 0.2485 0.2623
4 0.5109 0.0002 0.5107 0.2623
5 0.6022 0.0000 0.6021 0.2623

MPE = 105.3656%,MSE = 0.1976,
MAE = 0.4254,MAPE = 105.3656%

(a) θ = 0.5 (b) θ = 1 (c) θ = 2

Figura 5.15: Previsão à 5 passos, quando α = 2, θ ∈ {0.5, 1, 2}, h = 1 e n = 1000.
Os pontos abertos são os valores observados e os pontos fechados os valores preditos.
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Tabela 5.13: Resultado da previsão à 5 passos com erro V − V̂ e erro do preditor
eMM , quando θ ∈ {0.5, 1, 2}, α = 1.1, h = 0.1 e n = 10000.

k V V̂ V − V̂ eMM

θ = 0.5, θ̂mle = 0.4972 e α̂mle = 1.1222
1 1.7504 1.8230 -0.0725 0.0952
2 1.5389 1.7340 -0.1951 0.1814
3 1.7720 1.6495 0.1225 0.2594
4 1.5580 1.5690 -0.0111 0.3300
5 4.5001 1.4925 3.0076 0.3940

MPE = 11.2434%,MSE = 1.8208,
MAE = 0.6818,MAPE = 18.2564%

θ = 1, θ̂mle = 1.0005 e α̂mle = 1.1222
1 -0.4075 -0.5050 0.0975 0.0906
2 -0.3175 -0.4569 0.1394 0.1648
3 -0.3997 -0.4134 0.0137 0.2256
4 -0.4759 -0.3741 -0.1018 0.2753
5 -0.4805 -0.3385 -0.1420 0.3160

MPE = −4.0614%,MSE = 0.0119,
MAE = 0.0989,MAPE = 24.4431%

θ = 2, θ̂mle = 1.9987 e α̂mle = 1.1290
1 -1.8323 -1.7689 -0.0635 0.0824
2 -1.4485 -1.4482 -0.0003 0.1377
3 -1.1675 -1.1857 0.0182 0.1748
4 -1.0380 -0.9708 -0.0673 0.1996
5 -0.8344 -0.7948 -0.0396 0.2163

MPE = 2.6295%,MSE = 0.0021,
MAE = 0.0378,MAPE = 3.2531%

(a) θ = 0.5 (b) θ = 1 (c) θ = 2

Figura 5.16: Previsão à 5 passos, quando α = 1.1, θ ∈ {0.5, 1, 2}, h = 0.1 e
n = 10000. Os pontos abertos são os valores observados e os pontos fechados os
valores preditos.
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Tabela 5.14: Resultado da previsão à 5 passos com erro V − V̂ e erro do preditor
eMM , quando θ ∈ {0.5, 1, 2}, α = 1.5, h = 0.1 e n = 10000.

k V V̂ V − V̂ eMM

θ = 0.5, θ̂mle = 0.4940 e α̂mle = 1.4950
1 -5.2263 -5.6943 0.4680 0.0952
2 -4.9696 -5.4166 0.4470 0.1815
3 -4.8340 -5.1524 0.3184 0.2596
4 -4.2309 -4.9011 0.6702 0.3304
5 -3.9075 -4.6621 0.7546 0.3945

MPE = −11.9375%,MSE = 0.3078,
MAE = 0.5316,MAPE = 11.9375%

θ = 1, θ̂mle = 1.0167 e α̂mle = 1.4879
1 0.1192 -0.1979 0.3171 0.0905
2 0.4927 -0.1791 0.6718 0.1643
3 0.8746 -0.1620 1.0366 0.2246
4 0.1361 -0.1466 0.2827 0.2737
5 0.4705 -0.1327 0.6032 0.3139

MPE = 171.3792%,MSE = 0.4141,
MAE = 0.5823,MAPE = 171.3792%

θ = 2, θ̂mle = 2.0356 e α̂mle = 1.5037
1 0.2193 0.2029 0.0164 0.0821
2 -0.1188 0.1661 -0.2849 0.1368
3 0.0887 0.1360 -0.0473 0.1732
4 0.1443 0.1113 0.0329 0.1974
5 2.2441 0.0912 2.1529 0.2136

MPE = 62.5404%,MSE = 0.9440,
MAE = 0.5069,MAPE = 83.9032%

(a) θ = 0.5 (b) θ = 1 (c) θ = 2

Figura 5.17: Previsão à 5 passos, quando α = 1.5, θ ∈ {0.5, 1, 2}, h = 0.1 e
n = 10000. Os pontos abertos são os valores observados e os pontos fechados os
valores preditos.
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Tabela 5.15: Resultado da previsão à 5 passos com erro V − V̂ e erro do preditor
eMM , quando θ ∈ {0.5, 1, 2}, α = 2, h = 0.1 e n = 10000.

k V V̂ V − V̂ eMM

θ = 0.5, θ̂mle = 0.4799 e α̂mle = 1.9978
1 2.4501 2.5435 -0.0934 0.0954
2 2.5875 2.4194 0.1681 0.1820
3 2.3782 2.3014 0.0767 0.2607
4 2.5227 2.1892 0.3335 0.3322
5 2.4363 2.0824 0.3539 0.3971

MPE = 6.7317%,MSE = 0.0559,
MAE = 0.2051,MAPE = 8.2565%

θ = 1, θ̂mle = 1.1628 e α̂mle = 1.9999
1 -2.0216 -2.6423 0.6207 0.0892
2 -1.5400 -2.3909 0.8508 0.1599
3 -1.9864 -2.1633 0.1770 0.2160
4 -1.4010 -1.9575 0.5565 0.2604
5 -1.4827 -1.7712 0.2885 0.2956

MPE = −30.8075%,MSE = 0.3067,
MAE = 0.4987,MAPE = 30.8075%

θ = 2, θ̂mle = 1.9636 e α̂mle = 1.9997
1 1.3534 0.5408 0.8126 0.0827
2 0.8339 0.4428 0.3912 0.1385
3 0.2440 0.3625 -0.1185 0.1762
4 0.0175 0.2968 -0.2793 0.2017
5 0.6025 0.2430 0.3595 0.2189

MPE = −296.4669%,MSE = 0.2069,
MAE = 0.3922,MAPE = 363.1114%

(a) θ = 0.5 (b) θ = 1 (c) θ = 2

Figura 5.18: Previsão à 5 passos, quando α = 2, θ ∈ {0.5, 1, 2}, h = 0.1 e
n = 10000. Os pontos abertos são os valores observados e os pontos fechados os
valores preditos.
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Tabela 5.16: Resultado da previsão à 5 passos com erro V − V̂ e erro do preditor
eMM , quando θ ∈ {0.5, 1, 2}, α = 1.1, h = 0.01 e n = 100000.

k V V̂ V − V̂ eMM

θ = 0.5, θ̂mle = 0.5058 e α̂mle = 1.1316
1 -6.5315 -6.5221 -0.0094 0.0099
2 -6.5090 -6.4896 -0.0194 0.0198
3 -6.5118 -6.4572 -0.0546 0.0295
4 -6.4581 -6.4250 -0.0331 0.0392
5 -6.4328 -6.3930 -0.0399 0.0488

MPE= 0.4824%, MSE= 0.0012,
MAE= 0.0313, MAPE= 0.4824%

θ = 1, θ̂mle = 1.0211 e α̂mle = 1.0856
1 23.4095 23.4100 -0.0005 0.0099
2 23.1928 23.1771 0.0157 0.0196
3 22.9651 22.9465 0.0186 0.0291
4 22.7637 22.7182 0.0455 0.0384
5 22.5621 22.4921 0.0700 0.0475

MPE= 0.1314%, MSE= 0.0015,
MAE= 0.0301, MAPE= 0.1323%

θ = 2, θ̂mle = 1.9980 e α̂mle = 1.1326
1 0.8163 0.8412 -0.0248 0.0098
2 0.8003 0.8245 -0.0242 0.0192
3 0.7702 0.8082 -0.0380 0.0283
4 0.7369 0.7922 -0.0552 0.0370
5 0.7373 0.7765 -0.0392 0.0453

MPE= -4.7619%, MSE= 0.0014,
MAE= 0.0363, MAPE= 4.7619%

(a) θ = 0.5 (b) θ = 1 (c) θ = 2

Figura 5.19: Previsão à 5 passos, quando α = 1.1, θ ∈ {0.5, 1, 2}, h = 0.01 e
n = 100000. Os pontos abertos são os valores observados e os pontos fechados os
valores previstos.
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Tabela 5.17: Resultado da previsão à 5 passos com erro V − V̂ e erro do preditor
eMM , quando θ ∈ {0.5, 1, 2}, α = 1.5, h = 0.01 e n = 100000.

k V V̂ V − V̂ eMM

θ = 0.5, θ̂mle = 0.4861 e α̂mle = 1.5018
1 -2.6819 -2.6624 -0.0195 0.0100
2 -2.6969 -2.6491 -0.0478 0.0198
3 -2.7431 -2.6359 -0.1072 0.0296
4 -2.7122 -2.6228 -0.0894 0.0392
5 -2.7253 -2.6097 -0.1156 0.0488

MPE= 2.7895%, MSE= 0.0071,
MAE= 0.0759, MAPE= 2.7895%

θ = 1, θ̂mle = 0.9816 e α̂mle = 1.5014
1 4.8848 4.8871 -0.0022 0.0099
2 4.8915 4.8384 0.0531 0.0196
3 4.8494 4.7903 0.0591 0.0291
4 4.9106 4.7426 0.1680 0.0385
5 4.9272 4.6954 0.2318 0.0476

MPE= 2.0769%, MSE= 0.0177,
MAE= 0.1028, MAPE= 2.0951%

θ = 2, θ̂mle = 2.0044 e α̂mle = 1.4942
1 0.3607 0.4449 -0.0842 0.0098
2 0.3542 0.4361 -0.0819 0.0192
3 0.2964 0.4275 -0.1311 0.0283
4 0.2338 0.4190 -0.1852 0.0370
5 0.2789 0.4107 -0.1318 0.0453

MPE= -43.4341%, MSE= 0.0165,
MAE= 0.1228, MAPE= 43.4341%

(a) θ = 0.5 (b) θ = 1 (c) θ = 2

Figura 5.20: Previsão à 5 passos, quando α = 1.5, θ ∈ {0.5, 1, 2}, h = 0.01 e
n = 100000. Os pontos abertos são os valores observados e os pontos fechados os
valores previstos.
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Tabela 5.18: Resultado da previsão à 5 passos com erro V − V̂ e erro do preditor
eMM , quando θ ∈ {0.5, 1, 2}, α = 2, h = 0.01 e n = 100000.

k V V̂ V − V̂ eMM

θ = 0.5, θ̂mle = 0.4614 e α̂mle = 1.9992
1 1.1023 1.1372 -0.0349 0.0100
2 1.0346 1.1315 -0.0969 0.0198
3 0.9421 1.1259 -0.1838 0.0296
4 0.9530 1.1202 -0.1672 0.0393
5 0.8759 1.1146 -0.2388 0.0489

MPE= -15.3669%, MSE= 0.0259,
MAE= 0.1443, MAPE= 15.3669%

θ = 1, θ̂mle = 1.0797 e α̂mle = 1.9999
1 1.4410 1.4473 -0.0063 0.0099
2 1.5647 1.4329 0.1319 0.0196
3 1.5610 1.4186 0.1424 0.0290
4 1.8502 1.4045 0.4457 0.0383
5 1.9668 1.3905 0.5763 0.0474

MPE= 14.1001%, MSE= 0.1137,
MAE= 0.2605, MAPE= 14.2753%

θ = 2, θ̂mle = 2.0230 e α̂mle = 1.9976
1 -0.1786 0.0290 -0.2076 0.0098
2 -0.1738 0.0284 -0.2022 0.0192
3 -0.3008 0.0278 -0.3287 0.0283
4 -0.4293 0.0273 -0.4566 0.0369
5 -0.2983 0.0268 -0.3251 0.0453

MPE= 111.4307%, MSE= 0.1012,
MAE= 0.3040, MAPE= 111.4307%

(a) θ = 0.5 (b) θ = 1 (c) θ = 2

Figura 5.21: Previsão à 5 passos, quando α = 2, θ ∈ {0.5, 1, 2}, h = 0.01 e
n = 100000. Os pontos abertos são os valores observados e os pontos fechados os
valores previstos.
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Observação 5.1. A Tabela 5.19 apresenta resultados para a previsão no processo

OU, utilizando os preditores baseados na dispersão (ver Proposição 5.1) e na cova-

riação (ver Proposição 5.2). Consideramos h = 1 e n ∈ {10000, 100000} para testar

a in�uência de n e h na previsão. Note que mesmo com grandes valores para n, se o

valor de h não for pequeno, a previsão não é satisfatória. Isso ocorre devido ao fato

de os preditores dependerem diretamente de h. O valor de n in�uencia na estimação

dos parâmetros θ e α, mas não nos preditores.

Tabela 5.19: Resultado da previsão à 5 passos dos preditores baseados na dispersão
e na covariação, com erros edisp e eMM , quando θ = 0.5, α = 1.1, h = 1 e n ∈
{10000, 100000}.

k V V̂disp V − V̂disp edisp

n = 10000, θ = 0.5, θ̂mle = 0.4991 e α̂mle = 1.1586
1 -5.3423 -5.1165 -0.2257 1.0014
2 -3.3654 -3.1063 -0.2591 1.5625
3 -2.1451 -1.8858 -0.2592 1.8769
4 -7.5150 -1.1449 -6.3701 2.0530
5 -3.2443 -0.6951 -2.5492 2.1517

MPE= 37.4703%, MSE= 9.4525,
MAE= 1.9327, MAPE= 37.4703%

n = 100000, θ = 0.5, θ̂mle = 0.4998, α̂mle = 1.1329
1 -0.0100 0.4764 -0.4864 1.0003
2 -0.5315 0.2890 -0.8205 1.5681
3 -2.1540 0.1753 -2.3293 1.8903
4 -0.2042 0.1064 -0.3106 2.0732
5 -0.4848 0.0645 -0.5493 2.1770

MPE= 1078.1043%, MSE= 1.3467,
MAE= 0.8992, MAPE= 1078.1043%

k V V̂MM V − V̂MM eMM

n = 10000, θ = 0.5, θ̂mle = 0.4991, α̂mle = 1.1586
1 -5.3423 -5.1117 -0.2306 0.6326
2 -3.3654 -3.1004 -0.2650 0.8658
3 -2.1451 -1.8805 -0.2646 0.9517
4 -7.5150 -1.1406 -6.3744 0.9834
5 -3.2443 -0.6918 -2.5525 0.9951

MPE= 37.6051%, MSE= 9.4685,
MAE= 1.9374, MAPE= 37.6051%

n = 100000, θ = 0.5, θ̂mle = 0.4998, α̂mle = 1.1329
1 -0.0100 0.4762 -0.4862 0.6322
2 -0.5315 0.2889 -0.8204 0.8649
3 -2.1540 0.1752 -2.3292 0.9506
4 -0.2042 0.1063 -0.3105 0.9821
5 -0.4848 0.0645 -0.5492 0.9937

MPE= 1077.8633%, MSE= 1.3465,
MAE= 0.8991, MAPE= 1077.8633%
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Capítulo 6

Simulações

Neste capítulo apresentamos simulações realizadas, utilizando os procedimentos

de estimação descritos no Capítulo 4.

6.1 Estimação de Máxima Verossimilhança

Nesta seção apresentamos as simulações de Monte Carlo para a estimação via

máxima verossimilhança nos processos OU e Cosseno.

6.1.1 Processo OU

Na Figura 6.1, apresentamos resultados de simulações de Monte Carlo, utilizando

o procedimento de máxima verossimilhança descrito na subseção 4.2.1. Considera-

mos experimentos com os parâmetros variando nos seguintes conjuntos.

• θ ∈ {1, 2};

• α ∈ {1.1, 1.5, 2};

• N = 2000, h = 1 e 500 replicações.

Para gerar as séries temporais, aplicamos a equação discreta dada pela expressão

(2.36). A Figura 6.1 apresenta boxplots para o procedimento de estimação dos

parâmetros. Os boxplots apresentam a média, mediana, pontos de outlier e uma

ideia da variabilidade. Observamos que a estimação de máxima verossimilhança
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apresenta uma boa performance. Comparando todos grá�cos, é possível ver que a

pior situação ocorre quando α = 1.1. Neste caso, há vários pontos de outlier e a

média estimada não é tão próxima do verdadeiro valor do parâmetro. Este resultado

já era esperado, pois o parâmetros α está próximo do intervalo em que a distribuição

α-estável tem primeiro momento in�nito.

Conforme esperado, a performance do estimador é aprimorada quando o α = 2

(caso Gaussiano). Pelos grá�cos também �ca claro que o parâmetro θ é melhor

estimado que os demais. Há uma pequena diferença nos resultados quando θ = 1 ou

θ = 2, no último caso, a variabilidade apresenta um pequeno aumento. Pelas simula-

ções, podemos concluir que o estimador de máxima verossimilhança apresenta bons

resultados, tornando-se uma ótima opção para realizar a estimação dos parâmetros

do processo OU.

6.1.2 Processo Cosseno

Na Figura 6.2, apresentamos resultados de simulações de Monte Carlo, utilizando

o procedimento de máxima verossimilhança descrito na subseção 4.2.2. Considera-

mos experimentos com os parâmetros variando nos seguintes conjuntos.

• a ∈ {1, 2};

• α ∈ {1.1, 1.5, 2};

• N = 2000, h = 1 e 500 replicações.

Para gerar as séries temporais, aplicamos a equação discreta dada pela expressão

(2.43). A Figura 6.2 apresenta boxplots para o procedimento de estimação dos

parâmetros.

Observamos que a estimação de máxima verossimilhança apresenta uma boa

performance. Percebemos que a estimação do parâmetro a é muito precisa, mas isto

não ocorre com os demais parâmetros. No entanto, a estimação melhora para todos

os parâmetros, quando α = 2. Comparando todos grá�cos, é possível ver que a pior

situação ocorre quando α = 1.1, pois vemos que o vício é ligeiramente maior do que

nos demais resultados. Não há diferenças signi�cantes nos resultados obtidos para

os casos a = 1 e a = 2. Pelas simulações, podemos concluir que o estimador de

máxima verossimilhança apresentou resultados muito satisfatórios, assim como para

o processo OU.
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(a) α̂; α = 1.1 (b) σ̂; α = 1.1 (c) θ̂; α = 1.1

(d) α̂; α = 1.5 (e) σ̂; α = 1.5 (f) θ̂; α = 1.5

(g) α̂; α = 2 (h) σ̂; α = 2 (i) θ̂; α = 2

Figura 6.1: Resultados para a estimação do processo OU, quando h = 1 e
N = 2000. Cada grá�co apresenta os resultados para θ ∈ {1, 2}. As linhas pre-
tas são as medianas de cada experimento, as coloridas mostram o verdadeiro valor
do parâmetro e os pontos pretos a média amostral.
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(a) α̂; α = 1.1 (b) σ̂ε; α = 1.1 (c) â; α = 1.1

(d) α̂; α = 1.5 (e) σ̂ε; α = 1.5 (f) â; α = 1.5

(g) α̂; α = 2 (h) σ̂ε; α = 2 (i) â; α = 2

Figura 6.2: Resultados para a estimação do processo Cosseno, quando h = 1 e
N = 2000. Cada grá�co apresenta os resultados para a ∈ {1, 2}. As linhas pretas
são as medianas de cada experimento, as coloridas mostram o verdadeiro valor do
parâmetro e os pontos pretos a média amostral.
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6.2 Estimação de Mínimos Quadrados

Nesta seção apresentamos simulações de Monte Carlo considerando os estimado-

res de mínimos quadrados introduzidos nas Subseções 4.3.1 e 4.3.2.

6.2.1 Processo OU

Nesta subseção apresentamos os resultados das simulações de Monte Carlo para

a estimação de mínimos quadrados no processo OU. Utilizamos o estimador apre-

sentado na Subseção 4.3.1, proposto por Zhang e Zhang (2013). Consideramos

experimentos com os parâmetros variando nos seguintes conjuntos.

• θ = 1;

• α ∈ {0.9, 1.8};

• h ∈ {1, 0.5, 0.05, 0.005}, T ∈ {50, 100, 200, 500}, n = T/h e 1000 replicações.

Nas Tabelas 6.1-6.2 apresentadas mostramos a média amostra, o vício e o desvio-

padrão para as 1000 replicações consideradas em cada experimento. Estas estatísti-

cas são, respectivamente, de�nas por

mean(θ̂) =
1

re

re∑

i=1

θ̂i, bias(θ̂) = θ −mean(θ̂),

sd(θ̂) =

√√√√ 1

re− 1

re∑

i=1

(θ̂i −mean(θ̂))2,

onde θ̂i representa o valor estimador para a i-ésima replicação.

As Tabelas 6.1-6.2 apresentam os resultados para α ∈ {0.9, 1.8}, que estão no

intervalo onde há consistência do estimador θ̂. Vemos que, em ambos os casos, o es-

timador apresenta baixo vício. Quando T cresce, os valores de vício e desvio-padrão

diminuem, conforme esperado. Note que θ̂ sempre super-estima o verdadeiro valor

do parâmetro. As simulações apresentadas con�rmam a consistência do estimador.
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Tabela 6.1: Resultados da estimação de mínimos quadrados para o processo OU,
quando θ = 1, α = 0.9 e σ = 1.

T
50 100 200 500

h = 1

mean(θ̂) 1.0551 1.0296 1.0106 1.0028

bias(θ̂) 0.0551 -0.0296 -0.0106 -0.0028

sd(θ̂) 0.3576 0.2502 0.2323 0.0726

h = 0.5

mean(θ̂) 1.0287 1.0284 1.0113 0.9969

bias(θ̂) 0.0287 0.0284 0.0113 0.0031

sd(θ̂) 0.2086 0.2381 0.1183 0.0537

h = 0.05

mean(θ̂) 1.0206 1.0073 1.0044 1.0009

bias(θ̂) -0.0206 0.0073 0.0044 0.0009

sd(θ̂) 0.1739 0.1077 0.0668 0.0652

h = 0.005

mean(θ̂) 1.0220 1.0091 1.0029 1.0021

bias(θ̂) -0.0220 -0.0091 -0.0029 -0.0021

sd(θ̂) 0.1512 0.1031 0.0728 0.0451

Tabela 6.2: Resultados da estimação de mínimos quadrados para o processo OU,
quando θ = 1, α = 1.8 e σ = 1.

T
50 100 200 500

h = 1

mean(θ̂) 1.1107 1.0475 1.0298 1.0100

bias(θ̂) 0.1107 0.0475 0.0298 0.0100

sd(θ̂) 0.4671 0.2744 0.1905 0.1110

h = 0.5

mean(θ̂) 1.0551 1.0309 1.0151 1.0088

bias(θ̂) 0.0551 0.0309 0.0151 0.0088

sd(θ̂) 0.2829 0.1796 0.1300 0.0788

h = 0.05

mean(θ̂) 1.0276 1.0231 1.0096 1.0055

bias(θ̂) -0.0276 -0.0231 0.0096 0.0055

sd(θ̂) 0.1922 0.1415 0.1019 0.0599

h = 0.005

mean(θ̂) 1.0432 1.0203 1.0130 1.0061

bias(θ̂) -0.0432 -0.0203 -0.0130 -0.0061

sd(θ̂) 0.1945 0.1385 0.0963 0.0624
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6.2.2 Processo Cosseno

Nesta subseção apresentamos resultados de simulações de Monte Carlo, utili-

zando o método dos mínimos quadrados descritos na subseção 4.3.2. Consideramos

duas diferentes discretizações, que proporcionam diferentes estimadores de mínimos

quadrados.

Discretização de Euler-Maruyama:

Nas Figuras 6.3-6.6 a seguir, apresentamos resultados de simulações de Monte

Carlo, utilizando o método dos mínimos quadrados e mínimos quadrados robus-

tos descritos na subseção 4.3.2. Consideramos a discretização de Euler-Maruyama,

descrita na Seção 4.1. Nos estimadores robustos, utilizamos os k = n/2 menores

quadrados dos resíduos, no método LTS, e janela de Tukey truncada em c = 4.685,

no método MM. No Apêndice C, apresentamos resultados para k = n/2 − 170,

no método LTS, e janela de Tukey com c = 1.55, no método MM. Consideramos

experimentos com os parâmetros variando nos seguintes conjuntos.

• a ∈ {0.1, 0.3, 0.5, 1};

• α ∈ {1.1, 1.5, 1.8, 2};

• T ∈ {1000}, h ∈ {1, 0.5, 0.1} e n = T/h;

• 100 replicações.

Podemos observar que os estimadores apresenta vício, RMSE e variância altos

quando o parâmetro a aumenta. O estimador robusto LTS reduz vício e variância

em quase todos os casos apresentados. Apenas quando α = 2 é que os 3 estimadores

apresentam praticamente o mesmo comportamento. O estimador robusto MM não

apresenta melhora signi�cativa, quando comparado com o estimador de mínimos

quadrados.
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(a) âOLS , a = 0.1 (b) âLTS , a = 0.1 (c) âMM , a = 0.1

(d) âOLS , a = 0.3 (e) âLTS , a = 0.3 (f) âMM , a = 0.3

(g) âOLS , a = 0.5 (h) âLTS , a = 0.5 (i) âMM , a = 0.5

(j) âOLS , a = 1 (k) âLTS , a = 1 (l) âMM , a = 1

Figura 6.3: Estimação de mínimos quadrados no Processo Cosseno considerando
discretização de Euler-Maruyama, quando a ∈ {0.1, 0.3, 0.5, 1}, α = 1.1, cada grá�co
apresenta resultados para h ∈ {1, 0.5, 0.1}, T = 1000 e n = T/h. As linhas pretas
são as medianas de cada experimento, as cinzas mostram o verdadeiro valor do
parâmetro e os pontos pretos a média amostral.
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(a) âOLS , a = 0.1 (b) âLTS , a = 0.1 (c) âMM , a = 0.1

(d) âOLS , a = 0.3 (e) âLTS , a = 0.3 (f) âMM , a = 0.3

(g) âOLS , a = 0.5 (h) âLTS , a = 0.5 (i) âMM , a = 0.5

(j) âOLS , a = 1 (k) âLTS , a = 1 (l) âMM , a = 1

Figura 6.4: Estimação de mínimos quadrados no Processo Cosseno considerando
discretização de Euler-Maruyama, quando a ∈ {0.1, 0.3, 0.5, 1}, α = 1.5, cada grá�co
apresenta resultados para h ∈ {1, 0.5, 0.1}, T = 1000 e n = T/h. As linhas pretas
são as medianas de cada experimento, as cinzas mostram o verdadeiro valor do
parâmetro e os pontos pretos a média amostral.
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(a) âOLS , a = 0.1 (b) âLTS , a = 0.1 (c) âMM , a = 0.1

(d) âOLS , a = 0.3 (e) âLTS , a = 0.3 (f) âMM , a = 0.3

(g) âOLS , a = 0.5 (h) âLTS , a = 0.5 (i) âMM , a = 0.5

(j) âOLS , a = 1 (k) âLTS , a = 1 (l) âMM , a = 1

Figura 6.5: Estimação de mínimos quadrados no Processo Cosseno considerando
discretização de Euler-Maruyama, quando a ∈ {0.1, 0.3, 0.5, 1}, α = 1.8, cada grá�co
apresenta resultados para h ∈ {1, 0.5, 0.1}, T = 1000 e n = T/h. As linhas pretas
são as medianas de cada experimento, as cinzas mostram o verdadeiro valor do
parâmetro e os pontos pretos a média amostral.
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(a) âOLS , a = 0.1 (b) âLTS , a = 0.1 (c) âMM , a = 0.1

(d) âOLS , a = 0.3 (e) âLTS , a = 0.3 (f) âMM , a = 0.3

(g) âOLS , a = 0.5 (h) âLTS , a = 0.5 (i) âMM , a = 0.5

(j) âOLS , a = 1 (k) âLTS , a = 1 (l) âMM , a = 1

Figura 6.6: Estimação de mínimos quadrados no Processo Cosseno considerando
discretização de Euler-Maruyama, quando a ∈ {0.1, 0.3, 0.5, 1}, α = 2, cada grá�co
apresenta resultados para h ∈ {1, 0.5, 0.1}, T = 1000 e n = T/h. As linhas pretas
são as medianas de cada experimento, as cinzas mostram o verdadeiro valor do
parâmetro e os pontos pretos a média amostral.
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Discretização da Proposição 2.6:

Nas Figuras 6.7-6.8 a seguir, apresentamos resultados de simulações de Monte

Carlo, utilizando o método dos mínimos quadrados descrito na subseção 4.3.2. Con-

sideramos a discretização apresentada na Proposição 2.6, ver Subseção 2.3.1 (Exem-

plo 2.2). Consideramos experimentos com os parâmetros variando nos seguintes

conjuntos.

• a ∈ {0.1, 0.3, 0.5, 1};

• α ∈ {1.1, 1.5, 1.8, 2};

• T ∈ {1000}, h ∈ {1, 0.5, 0.1} e n = T/h;

• 100 replicações.

Podemos observar que a estimação foi muito precisa, o estimador apresenta ví-

cio e variância muito pequenos em todos casos apresentados. Ao compararmos os

resultados aqui apresentados, utilizando a discretização da Proposição 2.6, com os

resultados obtidos com a discretização de Euler-Maruyama, percebemos que a discre-

tização in�uencia na estimação dos parâmetros. A estimação de mínimos quadrados

baseada na discretização da Proposição 2.6 é muito mais precisa, sendo que nem foi

necessária a utilização de estimadores robustos.
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(a) âOLS , a = 0.1, α = 1.1 (b) âOLS , a = 0.3, α = 1.1

(c) âOLS , a = 0.5, α = 1.1 (d) âOLS , a = 1, α = 1.1

(e) âOLS , a = 0.1, α = 1.5 (f) âOLS , a = 0.3, α = 1.5

(g) âOLS , a = 0.5, α = 1.5 (h) âOLS , a = 1, α = 1.5

Figura 6.7: Estimação de mínimos quadrados no Processo Cosseno considerando
discretização da Proposição 2.6, quando a ∈ {0.1, 0.3, 0.5, 1}, α ∈ {1.1, 1.5}, cada
grá�co apresenta resultados para h ∈ {1, 0.5, 0.1}, T = 1000 e n = T/h. As linhas
horizontais pretas são as medianas de cada experimento, as pontilhadas mostram o
verdadeiro valor do parâmetro e os pontos pretos a média amostral.
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(a) âOLS , a = 0.1, α = 1.8 (b) âOLS , a = 0.3, α = 1.8

(c) âOLS , a = 0.5, α = 1.8 (d) âOLS , a = 1, α = 1.8

(e) âOLS , a = 0.1, α = 2 (f) âOLS , a = 0.3, α = 2

(g) âOLS , a = 0.5, α = 2 (h) âOLS , a = 1, α = 2

Figura 6.8: Estimação de mínimos quadrados no Processo Cosseno considerando
discretização da Proposição 2.6, quando a ∈ {0.1, 0.3, 0.5, 1}, α ∈ {1.8, 2}, cada
grá�co apresenta resultados para h ∈ {1, 0.5, 0.1}, T = 1000 e n = T/h. As linhas
horizontais pretas são as medianas de cada experimento, as pontilhadas mostram o
verdadeiro valor do parâmetro e os pontos pretos a média amostral.
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6.3 MLE Iterativo para o Processo Cosseno

As Figuras 6.9-6.11 a seguir apresentam os resultados considerando o Algoritmo

Iterativo 4.1, dado na Seção 4.4. Nas simulações de Monte Carlo realizamos 100

replicações, considerando os parâmetros variando nos seguintes conjuntos:

• a ∈ {0.5, 1, 2};

• α ∈ {1.3, 1.5, 1.8};

• h ∈ {1, 0.5, 0.1};

• n ∈ {1000, 5000, 10000}.

As Figuras 6.9-6.11 mostram os resultados para o caso h = 1. Para os demais

casos de h, veja o Apêndice D. Os resultados apresentados indicam consistência nu-

mérica do estimador. Note que quando o tamanho amostral aumenta, a estimação

melhora ainda mais, conforme esperado. Não há mudança signi�cativa quando va-

riamos o valor de h. Os resultados apresentados mostram uma melhora signi�cativa

quando comparados com o MLE utilizando apenas o primeiro ponto inicial �xo.
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(a) âmle, n = 1000 (b) α̂mle, n = 1000 (c) σ̂mle, n = 1000

(d) âmle, n = 5000 (e) α̂mle, n = 5000 (f) σ̂mle, n = 5000

(g) âmle, n = 10000 (h) α̂mle, n = 10000 (i) σ̂mle, n = 10000

Figura 6.9: MLE Iterativo no Processo Cosseno quando α = 1.3, h = 1, cada
grá�co apresenta resultados para a ∈ {0.5, 1, 2} e σε ∈ {0.2348, 0.7768, 1.6354}. As
linhas pretas são as medianas de cada experimento, as cinzas mostram o verdadeiro
valor do parâmetro e os pontos pretos a média amostral.

157



(a) âmle, n = 1000 (b) α̂mle, n = 1000 (c) σ̂mle, n = 1000

(d) âmle, n = 5000 (e) α̂mle, n = 5000 (f) σ̂mle, n = 5000

(g) âmle, n = 10000 (h) α̂mle, n = 10000 (i) σ̂mle, n = 10000

Figura 6.10: MLE Iterativo no Processo Cosseno quando α = 1.5, h = 1, cada
grá�co apresenta resultados para a ∈ {0.5, 1, 2} e σε ∈ {0.2348, 0.7789, 1.6890}. As
linhas pretas são as medianas de cada experimento, as cinzas mostram o verdadeiro
valor do parâmetro e os pontos pretos a média amostral.
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(a) âmle, n = 1000 (b) α̂mle, n = 1000 (c) σ̂mle, n = 1000

(d) âmle, n = 5000 (e) α̂mle, n = 5000 (f) σ̂mle, n = 5000

(g) âmle, n = 10000 (h) α̂mle, n = 10000 (i) σ̂mle, n = 10000

Figura 6.11: MLE Iterativo no Processo Cosseno quando α = 1.8, h = 1, cada
grá�co apresenta resultados para a ∈ {0.5, 1, 2} e σε ∈ {0.2348, 0.7820, 1.7606}. As
linhas pretas são as medianas de cada experimento, as cinzas mostram o verdadeiro
valor do parâmetro e os pontos pretos a média amostral.
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6.4 Estimação para o Processo Linear Fracionário

Bem-Balanceado com Ruído α-estável

Nesta seção, apresentamos simulações de Monte Carlo, utilizando o procedimento

de estimação descrito na Seção 4.5.

As Figuras 6.12-6.13 apresentam resultados para a estimação dos parâmetros do

processo WBLFS, dado por (3.32). Para a geração das séries temporais, utilizamos

a versão discreta obtida na Proposição 3.7. Consideramos experimentos com 100

replicações para cada caso, onde os parâmetros variam nos seguintes conjuntos

• H ∈ {0.7, 0.8, 0.9};

• α ∈ {1.5, 1.7, 1.9};

• n = 5000 e h ∈ {0.1, 1}.

Nas Figuras 6.12-6.13 observa-se que a estimação é muito e�ciente para os parâ-

metros α, σY e H, no sentido de apresentar baixo vício e baixa variabilidade.
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(a) α̂, H = 0.7 (b) σ̂Y , H = 0.7 (c) Ĥ, H = 0.7

(d) α̂, H = 0.8 (e) σ̂Y , H = 0.8 (f) Ĥ, H = 0.8

(g) α̂, H = 0.9 (h) σ̂Y , H = 0.9 (i) Ĥ, H = 0.9

Figura 6.12: Resultados da estimação quando n = 5000, H ∈ {0.7, 0.8, 0.9} e h =
1. Cada grá�co apresenta resultado para α ∈ {1.5, 1.7, 1.9}. As linhas horizontais
pretas são as medianas de cada experimento, as pontilhadas mostram o verdadeiro
valor do parâmetro e os pontos pretos a média amostral.
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(a) α̂, H = 0.7 (b) σ̂Y , H = 0.7 (c) Ĥ, H = 0.7

(d) α̂, H = 0.8 (e) σ̂Y , H = 0.8 (f) Ĥ, H = 0.8

(g) α̂, H = 0.9 (h) σ̂Y , H = 0.9 (i) Ĥ, H = 0.9

Figura 6.13: Resultados da estimação quando n = 5000, H ∈ {0.7, 0.8, 0.9} e
h = 0.1. Cada grá�co apresenta resultado para α ∈ {1.5, 1.7, 1.9}. As linhas
horizontais pretas são as medianas de cada experimento, as pontilhadas mostram o
verdadeiro valor do parâmetro e os pontos pretos a média amostral.
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6.5 Estimação Bayesiana para o Processo Tipo OU

Generalizado com Ruído Movimento Browni-

ano

Nesta seção apresentamos os resultados de simulações realizadas utilizando a

metodologia Bayesiana, descrita na Seção 4.6.

6.5.1 Processo OU

Apresentamos os resultados obtidos para a estimação dos parâmetros do processo

OU Gaussiano, utilizando a metodologia descrita na Subseção 4.6.1. Os verdadeiros

valores dos parâmetros foram considerados nos seguintes conjuntos:

• θ ∈ {0.5, 1, 2} e σ = 1;

• h ∈ {1, 0.5, 1} e n = 2000.

Foram geradas 450.000 amostras para cada parâmetro estudado, das quais des-

consideramos as 50.000 primeiras observações (ou seja, burn− in = 50.000) e depois

realizamos saltos de tamanho 100, resultando em uma amostra �nal de tamanho

4000 para cada parâmetro a ser analisado. Consideramos duas cadeias com diferen-

tes valores iniciais. Como ambas convergiram para os mesmos valores, apresentamos

os resultados para apenas para uma das cadeias. A Tabela 6.3 apresenta os resulta-

dos obtidos. Notamos que os resultados foram muito precisos, com exceção do caso

θ = 2, que apresentou altos valores para vício e desvio-padrão para a estimativa de

θ. Mesmo quando θ = 2 os valores para vício e desvio-padrão para σ são baixos. No

entanto, quando h = 0.1 todos os resultados melhoram, tanto para θ̂, quanto para

σ̂. Todas as cadeias passaram nos testes de convergência Raftery-Lewis, Geweke e

Heidelberger-Welch. Os intervalos de credibilidade, com 95% de con�ança, foram

obtidos a partir dos quantis de ordem 0.025 e 0.975 das amostras geradas para cada

parâmetro, pelo amostrador de Gibbs.

Na Figura 6.14 apresentamos grá�cos das cadeias geradas, função densidade e

função de autocorrelação para um caso particular estudado. Todos os demais casos

tiveram comportamento muito semelhante e por isso optamos por omiti-los. A

Figura 6.15 apresenta os valores preditos para as 5 últimas observações do processo,

com intervalo de credibilidade à 95%. Para o primeiro valor predito, vemos que
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o intervalo de credibilidade não contempla o verdadeiro valor observado. Para os

demais, os intervalos de credibilidade contêm o verdadeiro valor observado.

Observação 6.1. Realizamos simulações considerando os 6 últimos valores preditos,

com o intuito de aprimorar o predito que não continha o verdadeiro valor observado.

No entanto, obtivemos os mesmos resultados.

Tabela 6.3: Resultados da estimação quando θ ∈ {0.5, 1, 2}, σ = 1, h ∈
{1, 0.5, 0.1}, n = 2000.

θ θ̄ biasθ sdθ ICθ σ σ̄ biasσ sdσ ICσ

h = 1
0.5 0.4785 0.0215 0.0289 (0.4219 , 0.5357) 1 0.9631 0.0369 0.0390 (0.8894 , 1.0420)
1 0.9464 0.0536 0.0528 (0.8475 , 1.0553) 1 0.9443 0.0557 0.0457 (0.8588 , 1.0377)
2 1.8544 0.1456 0.1426 (1.6076 , 2.1534) 1 0.9153 0.0847 0.0702 (0.7938 , 1.0653)

h = 0.5
0.5 0.4842 0.0158 0.0348 (0.4167 , 0.5541) 1 0.9729 0.0271 0.0341 (0.9098 , 1.0412)
1 0.9564 0.0436 0.0560 (0.8496 , 1.0692) 1 0.9619 0.0381 0.0383 (0.8897 , 1.0394)
2 1.8926 0.1074 0.1068 (1.6986 , 2.1083) 1 0.9440 0.0560 0.0465 (0.8586 , 1.0409)

h = 0.1
0.5 0.5196 -0.0196 0.0750 (0.3715 , 0.6678) 1 0.9815 0.0185 0.0315 (0.9215 , 1.0442)
1 0.9947 0.0053 0.1049 (0.7905 , 1.2006) 1 0.9792 0.0208 0.0323 (0.9172 , 1.0445)
2 1.9517 0.0483 0.1530 (1.6553 , 2.2609) 1 0.9760 0.0240 0.0350 (0.9087 , 1.0449)

(a) Traceplot θ (b) Densidade θ (c) ACF θ

(d) Traceplot σ (e) Densidade σ (f) ACF σ

Figura 6.14: Traceplot, funções de densidade e de autocorrelação das cadeias
geradas para θ = 0.5, σ = 1, h = 1, n = 2000.
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(a) θ = 0.5 e h = 1 (b) θ = 0.5 e h = 0.5 (c) θ = 0.5 e h = 0.1

(d) θ = 1 e h = 1 (e) θ = 1 e h = 0.5 (f) θ = 1 e h = 0.1

(g) θ = 2 e h = 1 (h) θ = 2 e h = 0.5 (i) θ = 2 e h = 0.1

Figura 6.15: Valores preditos da série temporal com intervalo de credibilidade
à 95%, para os últimos 5 valores observados, quando θ ∈ {0.5, 1, 2}, σ = 1, h ∈
{1, 0.5, 0.1}, n = 2000. Os pontos abertos são os verdadeiros valores observados,
os pontos pretos são os valores preditos e as linhas horizontais pontilhadas são os
intervalos de credibilidade.

6.5.2 Processo Cosseno

Apresentamos os resultados obtidos para a estimação dos parâmetros do processo

OU Gaussiano, utilizando a metodologia descrita na Subseção 4.6.2. Os verdadeiros
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valores dos parâmetros foram considerados nos seguintes conjuntos:

• a ∈ {0.5, 1, 2} e σ = 1;

• h ∈ {1, 0.5, 1} e n = 2000.

Foram geradas 450.000 amostras para cada parâmetro estudado, das quais des-

consideramos as 50.000 primeiras observações (ou seja, burn− in = 50.000) e depois

realizamos saltos de tamanho 100, resultando em uma amostra �nal de tamanho

4000 para cada parâmetro a ser analisado. Consideramos duas cadeias com diferen-

tes valores iniciais. Como ambas convergiram para os mesmos valores, apresentamos

os resultados para apenas uma das cadeias. A Tabela 6.4 apresenta os resultados

obtidos. Notamos que os resultados foram muito precisos, apresentando baixo vício

e desvio-padrão para todos os casos apresentados. Todas as cadeias passaram nos

testes de convergência Raftery-Lewis, Geweke e Heidelberger-Welch. Na Figura 6.16

apresentamos grá�cos das cadeias geradas, funções de densidade e autocorrelação

para um caso particular estudado. Todos os demais casos tiveram comportamento

muito semelhante e por isso optamos por omiti-los.

Tabela 6.4: Resultados da estimação quando a ∈ {0.5, 1, 2}, σ = 1, h ∈ {1, 0.5, 0.1}
e n = 2000.

a ā biasa sda ICa σ σ̄ biasσ sdσ ICσ

h = 1
0.5 0.5001 -0.0001 0.0002 (0.4997 , 0.5004) 1 0.9790 0.0210 0.0312 (0.9212 , 1.0429)
1 1.0000 0.0000 0.0004 (0.9993 , 1.0008) 1 0.9794 0.0206 0.0308 (0.9211 , 1.0403)
2 2.0003 -0.0003 0.0005 (1.9994 , 2.0013) 1 0.9790 0.0210 0.0319 (0.9199 , 1.0425)

h = 0.5
0.5 0.5008 -0.0008 0.0011 (0.4987 , 0.5030) 1 0.9795 0.0205 0.0313 (0.9207 , 1.0408)
1 1.0001 -0.0001 0.0004 (0.9993 , 1.0009) 1 0.9794 0.0206 0.0303 (0.9227 , 1.0419)
2 2.0001 -0.0001 0.0007 (1.9986 , 2.0015) 1 0.9792 0.0208 0.0315 (0.9198 , 1.0424)

h = 0.1
0.5 0.5006 -0.0006 0.0075 (0.4858 , 0.5147) 1 0.9791 0.0209 0.0309 (0.9210 , 1.0407)
1 1.0080 -0.0080 0.0053 (0.9975 , 1.0184) 1 0.9782 0.0218 0.0306 (0.9192 , 1.0411)
2 1.9967 0.0033 0.0047 (1.9875 , 2.0058) 1 0.9784 0.0216 0.0312 (0.9203 , 1.0412)

A Figura 6.17 apresenta os valores preditos para as 5 últimas observações do

processo, com intervalo de credibilidade à 95%. Novamente, para o primeiro valor

predito, o intervalo de credibilidade não contêm o verdadeiro valor observado. Para

os demais, os intervalos de credibilidade contêm o verdadeiro valor observado. Apa-

rentemente, temos intervalos de credibilidade com tamanhos menores do que para

o processo OU. No entanto, a escala para os grá�cos da Figura 6.17 é muito maior.
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(a) Traceplot a (b) Densidade a (c) ACF a

(d) Traceplot σ (e) Densidade σ (f) ACF σ

Figura 6.16: Traceplot, funções de densidade e de autocorrelação das cadeias
geradas para a = 0.5, σ = 1, h = 1, n = 2000.

Na verdade, o tamanho dos intervalos de credibilidade tanto para o processo OU

quanto para o Cosseno são semelhantes.

6.6 Estimação Bayesiana para o Processo Tipo OU

Generalizado com Ruído Lévy α-Estável

Nesta seção apresentamos os resultados de simulações realizadas utilizando a

metodologia Bayesiana, descrita na Seção 4.7.

6.6.1 Processo OU

Apresentamos os resultados obtidos para a estimação dos parâmetros do processo

OU com ruído Lévy α-estável, utilizando a metodologia descrita na Subseção 4.7.1.

Os verdadeiros valores dos parâmetros foram considerados nos seguintes conjuntos:
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(a) θ = 0.5 e h = 1 (b) θ = 0.5 e h = 0.5 (c) θ = 0.5 e h = 0.1

(d) θ = 0.5 e h = 1 (e) θ = 0.5 e h = 0.5 (f) θ = 0.5 e h = 0.1

(g) θ = 0.5 e h = 1 (h) θ = 0.5 e h = 0.5 (i) θ = 0.5 e h = 0.1

Figura 6.17: Valores preditos da série temporal com intervalo de credibilidade
à 95%, para os últimos 5 valores observados, quando a ∈ {0.5, 1, 2}, σ = 1, h ∈
{1, 0.5, 0.1}, n = 2000. Os pontos abertos são os verdadeiros valores observados,
os pontos pretos são os valores preditos e as linhas horizontais pontilhadas são os
intervalos de credibilidade.

• θ ∈ {1, 2} e α ∈ {1.1, 1.5};

• h = 1 e n = 2000.
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Foram geradas 450.000 amostras para cada parâmetro estudado, das quais des-

consideramos as 50.000 primeiras observações (ou seja, burn− in = 50.000) e depois

realizamos saltos de tamanho 100, resultando em uma amostra �nal de tamanho

4000 para cada parâmetro a ser analisado. A Tabela 6.5 apresenta os resultados

obtidos. Notamos que os resultados apresentaram baixos valores de vício para todos

os parâmetros. No entanto, os verdadeiros valores dos parâmetros da distribuição

estável (α e σZ) não estão inclusos nos seus respectivos intervalos de credibilidade.

O parâmetro θ é estimado com muita precisão e os seus intervalos de credibilidade

contêm os verdadeiros valores do parâmetro. Um ponto crítico desta abordagem

Bayesiana está em atribuir valores iniciais para as cadeias. Utilizamos as médias

estimadas via máxima verossimilhança, fazendo pequenos ajustes a �m de conseguir

inicializar as cadeias. Pequenas variações nos valores iniciais já impossibilitam a

inicialização do algoritmo.

Na Figura 6.18 apresentamos grá�cos das cadeias geradas, funções densidade e

de autocorrelação para um caso particular estudado. Todos os demais casos tiveram

comportamento muito semelhante e por isso optamos por omiti-los.
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Tabela 6.5: Resultados da estimação quando θ ∈ {1, 2}, α ∈ {1.1, 1.5}, h = 1,
n = 2000.

α = 1.1 σZ = 0.6347 θ = 1

mean 1.1311 0.6354 1.0005
bias -0.0311 -0.0007 -0.0005
sd 0.0004 0.0002 0.0009
IC (1.1302,1.1316) (0.6350,0.6358) (0.9987,1.0019)

α = 1.1 σZ = 0.4389 θ = 2
mean 1.1299 0.4413 1.9970
bias -0.0299 -0.0024 0.0030
sd 0.0003 0.0005 0.0033
IC (1.1292,1.1303) (0.4404,0.4420) (1.9918,2.0029)

α = 1.5 σZ = 0.6449 θ = 1
mean 1.5512 0.6474 0.9953
bias -0.0512 -0.0025 0.0047
sd 0.0008 0.0011 0.0046
IC (1.5497,1.5525) (0.6454,0.6491) (0.9881,1.0035)

α = 1.5 σZ = 0.4647 θ = 2
mean 1.5460 0.4715 1.9696
bias -0.0460 -0.0068 0.0304
sd 0.0009 0.0019 0.0150
IC (1.5448,1.5483) (0.4668,0.4737) (1.9526,2.0071)
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(a) Traceplot α (b) Densidade α (c) ACF α

(d) Traceplot σZ (e) Densidade σZ (f) ACF σZ

(g) Traceplot θ (h) Densidade θ (i) ACF θ

Figura 6.18: Traceplot, funções de densidade e de autocorrelação das cadeias
geradas para θ = 1, α = 1.1, h = 1, n = 2000.
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6.6.2 Processo Cosseno

Apresentamos os resultados obtidos para a estimação dos parâmetros do processo

Cosseno com ruído Lévy α-estável, utilizando a metodologia descrita na Subseção

4.7.2. Os verdadeiros valores dos parâmetros foram considerados nos seguintes con-

juntos:

• a ∈ {1, 2} e α ∈ {1.1, 1.5};

• h = 1 e n = 2000.

Foram geradas 450.000 amostras para cada parâmetro estudado, das quais des-

consideramos as 50.000 primeiras observações (ou seja, burn− in = 50.000) e depois

realizamos saltos de tamanho 100, resultando em uma amostra �nal de tamanho

4000 para cada parâmetro a ser analisado. A Tabela 6.6 apresenta os resultados

obtidos. Notamos que os resultados apresentaram baixos valores de vício para todos

os parâmetros. No entanto, os verdadeiros valores do parâmetro α da distribuição

estável não estão inclusos nos intervalos de credibilidade. O parâmetro a é estimado

de forma extremamente precisa e os seus intervalos de credibilidade acabam se re-

duzindo a um ponto, considerando uma aproximação de quatro casas decimais. Da

mesma forma que para o processo OU, para o processo Cosseno também tivemos

problemas em atribuir valores iniciais para as cadeias. Utilizamos as médias esti-

madas via máxima verossimilhança, fazendo pequenos ajustes a �m de conseguir

inicializar as cadeias. Pequenas variações nos valores iniciais já impossibilitam a

inicialização do algoritmo.

Na Figura 6.19 apresentamos grá�cos das cadeias geradas, funções densidade e

de autocorrelação para um caso particular estudado. Todos os demais casos tiveram

comportamento muito semelhante e por isso optamos por omiti-los.
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Tabela 6.6: Resultados da estimação quando a ∈ {1, 2}, α ∈ {1.1, 1.5}, h = 1,
n = 2000.

α = 1.1 σε = 1.5824 a = 1

mean 1.1328 1.5545 1.0000
bias -0.0328 0.0279 0.0000
sd 0.0002 0.0002 0.0000
IC (1.1322,1.1331) (1.5542,1.5550 ) {1}

α = 1.1 σε = 1.0452 a = 2
mean 1.1323 1.0331 2.0000
bias -0.0323 0.0121 0.0000
sd 0.0003 0.0001 0.0000
IC (1.1314,1.1327) (1.0329,1.0334) {2}

α = 1.5 σε = 1.3450 a = 1
mean 1.5559 1.3239 1.0000
bias -0.0559 0.0211 0.0000
sd 0.0008 0.0003 0.0000
IC (1.5537,1.5566) (1.3236,1.3246) {1}

α = 1.5 σε = 0.9467 a = 2
mean 1.5537 0.9391 2.0000
bias -0.0537 0.0076 0.0000
sd 0.0007 0.0001 0.0000
IC (1.5519,1.5544) (0.9390,0.9394) {2}
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(a) Traceplot α (b) Densidade α (c) ACF α

(d) Traceplot σε (e) Densidade σε (f) ACF σε

(g) Traceplot a (h) Densidade a (i) ACF a

Figura 6.19: Traceplot, funções de densidade e de autocorrelação das cadeias
geradas para a = 1, α = 1.1, h = 1, n = 2000.
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Capítulo 7

Aplicações

7.1 Mortalidade por Problema Cardiovascular na

Cidade de Los Angeles

Vamos analisar uma série temporal que descreve a mortalidade por problema

cardiovascular na cidade de Los Angeles, obtida em Shumway e Sto�er (2011). Série

temporal com n = 508 observações, coletadas semanalmente de 1970 a 1979. O pe-

ríodo da série é de 52 unidades. Logo, sua frequência é a = 2π
52

= 0.1208. Na Tabela

7.1 apresentamos as estatísticas descritivas dos dados: média, mediana, assimetria

e curtose.

Pela Tabela 7.1 vemos que o valor da assimetria indica dados com assimetria

positiva, mas como estudamos apenas o caso simétrico, não levamos em conside-

ração essa informação. Além disso, o valor da curtose (acima de 3) aponta dados

com caudas pesadas, indicando a possibilidade de utilização de distribuições não

Gaussianas para modelagem. Na Figura 7.1 segue a série centralizada na média que

consideramos na análise.

Na nossa análise consideramos h ∈ {0.25, 1, 5.6}. Modelamos a série utilizando

o processo Cosseno, dado no Exemplo 2.2. Utilizando a série real, aplicamos o

Tabela 7.1: Estatísticas descritivas dos dados de mortalidade por problema cardi-
ovascular na cidade de Los Angeles.

Média Mediana Assimetria Curtose
88.7 87.33 0.41 3.99
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Figura 7.1: Série temporal real com os dados de mortalidade cardiovascular na
cidade de Los Angeles centralizada na média.

Algoritmo Iterativo 4.1 (Seção 4.4) para estimar os parâmetros. Na Tabela 7.2

apresentamos os resultados da estimação considerando h ∈ {0.25, 1, 5.6}. Como

a estimação considerando h ∈ {0.25, 1} não foi satisfatória. Fizemos um estudo

de qual valor de h seria o melhor para estimar o parâmetro a. Note que devemos

considerar h = 5.6, pois este foi o melhor valor de h para estimar o parâmetro

a. Este valor de h indica que processos a tempo contínuo não são adequados para

modelar esta série temporal. Ainda assim a estimação foi satisfatória, modelando

esta série temporal por processo a tempo contínuo.

A Figura 7.2 apresenta os resíduos obtidos considerando os valores estimados,

apresentados na Tabela 7.2 (quando h = 5.6). Note que ainda há presença de

pequena sazonalidade nos resíduos, que o processo Cosseno não conseguiu captar.

Outra forma de estimar o parâmetro a é utilizando o periodograma e o peri-

odograma suavizado. Na Figura 7.3 temos o periodograma (a) e o periodograma

suavizado (b), utilizando a janela de Bartlett.

A frequência em que o periodograma apresentou maior pico foi para ω = 0.1236,

tanto no periodograma, quanto no periodograma suavizado. Este valor se aproxima

muito do valor do verdadeiro parâmetro a e pode ser uma boa estimativa. Para

melhorar a estimação, propomos utilizar mais frequências, além das de Fourier.

Assim, iremos calcular o periodograma nas seguintes frequências ωct = 2πt
cn
, para

c ∈ N, −cn
2
< t ≥ b cn

2
c. Tomando c = 10, obtemos a melhor estimativa a = 0.1199
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Tabela 7.2: Estimação dos parâmetros utilizando o Algoritmo Iterativo 4.1 (Seção
4.4), quando h ∈ {0.25, 1, 5.6}.

â α̂ σ̂ε

h = 0.25

2.7413 1.9861 7.5633

h = 1

0.6855 1.9869 7.5622

h = 5.6

0.1208 1.9860 7.5529

Figura 7.2: Série temporal dos resíduos, considerando h = 5.6.

(tanto para o periodograma normal quanto para o suavizado).

Então, realizamos simulações para o processo Cosseno para a = 2π
52
, α = 1.98

e h ∈ {0.25, 1, 5.6}. Nas Figuras 7.4-7.6 apresentamos resultados da estimação

considerando 100 replicações.

As Figuras 7.7-7.9 apresentam as séries simuladas utilizando diferentes discre-

tizações: a discretização proposta na Proposição 2.6 (a), a discretização de Euler-

Maruyama dada em (4.3)(b) e a expressão da solução do processo dada em (2.42)

(c). Assim, vemos o quanto a discretização in�uencia, pois as séries simuladas são

diferentes, dependendo da discretização. A discretização que encontrou séries mais
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(a) Periodograma (b) Periodograma Suavizado

Figura 7.3: Periodograma (a) e periodograma suavizado (b) da série temporal dos
dados de mortalidade cardiovascular na cidade de Los Angeles.

(a) â (b) α̂

Figura 7.4: Resultados para â e α̂, quando h = 0.25. As linhas vermelhas repre-
sentam o verdadeiro valor do parâmetro e o ponto vermelho a média amostral.

semelhantes da original foi a de Euler-Maruyama, mas a discretização proposta na

Proposição 2.6 também apresentou comportamento semelhante, especialmente no

caso h = 5.6.
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(a) â (b) α̂

Figura 7.5: Resultados para â e α̂, quando h = 1. As linhas vermelhas representam
o verdadeiro valor do parâmetro e o ponto vermelho a média amostral.

(a) â (b) α̂

Figura 7.6: Resultados para â e α̂, quando h = 5.6. As linhas vermelhas represen-
tam o verdadeiro valor do parâmetro e o ponto vermelho a média amostral.

(a) (b) (c)

Figura 7.7: Série simulada quando h = 0.25 considerando a discretização: (a)
proposta na Proposição 2.6; (b) de Euler-Maruyama, dada em (4.3); (c) dada pela
expressão da solução do processo em (2.42).
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(a) (b) (c)

Figura 7.8: Série simulada quando h = 1 considerando a discretização: (a) pro-
posta na Proposição 2.6; (b) de Euler-Maruyama, dada em (4.3); (c) dada pela
expressão da solução do processo em (2.42).

(a) (b) (c)

Figura 7.9: Série simulada quando h = 5.6 considerando a discretização: (a)
proposta na Proposição 2.6; (b) de Euler-Maruyama, dada em (4.3); (c) dada pela
expressão da solução do processo em (2.42).

7.2 Preços das Ações da Companhia Apple

Vamos analisar uma série temporal que descreve os preços das ações da compa-

nhia Apple. A série temporal considerada possui n = 481650 observações, coletadas

de minuto a minuto entre 04 de Janeiro de 2010 e 26 de Novembro de 2014. Os horá-

rios de negociação são de 9:31 à 16:00, obtendo um total de 390 observações diárias.

Na Figura 7.10 apresentamos a série original. Para fazer a análise consideramos os
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log-retornos de 1 minuto, de�nidos como

R
(1)
t = 100× ln

(
Yt+1

Yt

)
,

onde t ∈ {1, · · · , n− 1} e Yt são os preços observados da série temporal. Na Figura

7.11 apresentamos a série dos log-retornos de 1 minuto.

Figura 7.10: Série temporal real com os preços das ações da companhia Apple, de
04 de Janeiro de 2010 à 26 de Novembro de 2014.

Figura 7.11: Série temporal dos log-retornos de 1 minuto dos preços das ações da
companhia Apple, de 04 de Janeiro de 2010 à 26 de Novembro de 2014.

Consideramos o tamanho da discretização h = 1
390

, pois temos 390 observações

diárias. Além disso, agregamos os log-retornos de 1 minuto para obter log-retornos

de 5 minutos e log-retornos de 15 minutos. Os log-retornos de 5 minutos são dados

por R(5)
t = R

(1)
5t−4 + R

(1)
5t−3 + · · · + R

(1)
5t , para t ∈ {1, · · · , 96329}, neste caso, consi-

deramos h = 5
390

(ver Figura 7.12). Os log-retornos de 15 minutos são dados por
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R
(15)
t = R

(1)
15t−14 + R

(1)
15t−13 + · · · + R

(1)
15t, para t ∈ {1, · · · , 32109}, neste caso, consi-

deramos h = 15
390

(ver Figura 7.13). As Figuras 7.14-7.16 apresentam a codiferença

empírica dos log-retornos de 1, 5 e 15 minutos, considerando s ∈ {1, 0.1, 0.01}.

Figura 7.12: Série temporal dos log-retornos de 5 minutos dos preços das ações da
companhia Apple, de 04 de Janeiro de 2010 à 26 de Novembro de 2014.

Figura 7.13: Série temporal dos log-retornos de 15 minutos dos preços das ações
da companhia Apple, de 04 de Janeiro de 2010 à 26 de Novembro de 2014.

Modelamos a série utilizando o processo Cosseno, dado no Exemplo 2.2. Utili-

zando as séries dos log-retornos R(1)
t , R(5)

t e R(15)
t , aplicamos o método de máxima

verossimilhança para estimar os parâmetros. Na Tabela 7.3 apresentamos os resul-

tados da estimação considerando h ∈ { 1
390
, 5

390
, 15

390
}. A Figura 7.17 apresenta os

resíduos obtidos com os resultados da estimação, para as três séries de log-retornos

consideradas. Podemos perceber que o processo Cosseno não conseguiu captar todas

as características da série temporal, pois ainda há picos de volatilidade nas séries

dos resíduos. É necessário maior estudo para aprimorar essa análise.
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(a) s = 1 (b) s = 0.1 (c) s = 0.01

Figura 7.14: Codiferença empírica da série temporal dos log-retornos de 1 minuto,
considerando s ∈ {1, 0.1, 0.01}.

(a) s = 1 (b) s = 0.1 (c) s = 0.01

Figura 7.15: Codiferença empírica da série temporal dos log-retornos de 5 minutos,
considerando s ∈ {1, 0.1, 0.01}.

(a) s = 1 (b) s = 0.1 (c) s = 0.01

Figura 7.16: Codiferença empírica da série temporal dos log-retornos de 15 minu-
tos, considerando s ∈ {1, 0.1, 0.01}.
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Tabela 7.3: Estimação de máxima verossimilhança, utilizando as séries dos log-
retornos R(1)

t , R(5)
t e R(15)

t , com h ∈ { 1
390
, 5

390
, 15

390
}, respectivamente.

â α̂ σ̂ε

R
(1)
t ; h = 1

390
= 0.0026

632.5659 1.5132 0.0472

R
(5)
t ; h = 5

390
= 0.0128

124.6056 1.4661 0.1010

R
(15)
t ; h = 15

390
= 0.0385

36.6624 1.4304 0.1959

(a) R
(1)
t e h = 0.0026 (b) R

(5)
t e h = 0.0128 (c) R

(15)
t e h = 0.0385

Figura 7.17: Resíduos para as três séries de log-retornos R(1)
t , R(5)

t e R(15)
t .
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Capítulo 8

Conclusões

Neste trabalho abordamos diversos assuntos que são importantes em probabili-

dade e na análise de séries temporais, tais como processos estocásticos a tempo con-

tínuo, medidas de dependência para processos α-estáveis, estimação de parâmetros,

previsão e análise de dados observados. Uma parte dos estudos aqui apresentados

resultou no artigo Stein et al. (2015), apresentado no Apêndice E.

Em um primeiro momento introduzimos três medidas de dependência: codife-

rença, covariância espectral e covariação. Estas medidas foram consideradas para

substituir a função de autocovariância, que não está bem de�nida no caso de proces-

sos com segundo momento in�nito. Provamos a consistência da codiferença empírica

para processos estacionários α-estáveis simétricos, condicionada a condição de que

sua função codiferença teórica converge a zero. O processo tipo OU generalizado é

introduzido e encontramos as expressões para as suas diversas medidas de depen-

dência. Uma das fragilidades da função codiferença é a dependência do parâmetro

adicional s. Por sua vez, a função covariação espectral não apresenta esta desvan-

tagem. Mesmo assim, a estimação das duas pode ser obtida de forma equivalente,

se tomarmos s de forma a obter o mesmo intervalo no eixo das ordenadas para as

funções codiferença e covariância espectral teóricas. Apenas para o Exemplo 2.2 a

covariância espectral empírica melhor aproximou a sua respectiva função teórica.

No Capítulo 3, onde tratamos das propriedades teóricas do processo tipo OU

generalizado, obtivemos diversas propriedades interessantes. Ressaltamos as Propo-

sições 3.3 e 3.4, que a�rmam que o processo tipo OU generalizado, no caso de ruído

movimento Browniano, é estacionário e markoviano se, e somente se, for o processo

OU. Também destacamos o Lema 3.1, onde considerando o processo de Lévy como

ruído, obtivemos a distribuição da variável aleatória V (t), para cada t �xo, sendo
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esta in�nitamente divisível.

Ao longo do texto propusemos a utilização de diversos métodos de estimação

e realizamos um extenso estudo de resultados obtidos através de simulações. No

processo OU apresentamos a estimação de máxima verossimilhança, mínimos qua-

drados e metodologia Bayesiana. A estimação do parâmetro θ foi muito precisa em

todos métodos estudados. Ressaltamos que a metodologia Bayesiana determinou

intervalos de credibilidade de tamanho pequeno, contendo o verdadeiro valor do

parâmetro θ. Para a estimação dos parâmetros da distribuição α-estável, a estima-

ção de máxima verossimilhança apresentou resultados satisfatórios. A pior situação

ocorreu quando α = 1.1, onde a média se afastou ligeiramente do verdadeiro valor do

parâmetro. Mas sabemos da di�culdade na estimação, quando α está próximo da re-

gião (0, 1), onde os dois primeiros momentos são in�nitos. A metodologia Bayesiana

apresentou problemas mais graves no momento de estimar os parâmetros da distri-

buição α-estável, pois além de superestimar a média dos parâmetros, não incluiu os

verdadeiros valores nos intervalos de credibilidade. Acreditamos que precisamos de

mais estudos para aprimorar essa técnica.

No processo Cosseno, além dos métodos de estimação descritos no parágrafo an-

terior, propomos um método iterativo para aprimorar a estimação de máxima veros-

similhança. Utilizamos duas discretizações diferentes para implementar a estimação

por mínimos quadrados: a discretização de Euler-Maruyama e uma nova discreti-

zação que é proposta no presente trabalho. A estimação utilizando a discretização

de Euler-Maruyama apresentou altos valores para vício e variância, especialmente

quando o valor do parâmetro a aumentou. Por outro lado, a estimação baseada na

discretização proposta na Proposição 2.6 foi muito precisa. Assim, percebemos que

a forma usada para discretizar o processo pode in�uenciar na estimação dos seus

parâmetros. O método iterativo via máxima verossimilhança aprimorou a estimação

do parâmetro α, quando aumentamos o tamanho amostral. A metodologia Bayesi-

ana novamente apresentou di�culdades na estimação dos parâmetros da distribuição

α-estável. No entanto, foi extremamente precisa para estimar o parâmetro a.

Para realizar a previsão, consideramos dois preditores lineares para processos

estacionários α-estáveis. O preditor que minimiza o erro de dispersão, proposto em

Cline e Brockwell (1985), e o preditor baseado na covariação, proposto em Moham-

madi e Mohammadpour (2009). Entre todos processos estudados, apenas o processo

OU é estacionário. Dessa forma, aplicamos os preditores para este processo. Ob-

servamos que a previsão baseada na dispersão e aquela baseada na covariação são
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análogas no caso h = 1, ou seja, quando o passo da discretização é igual a um. Para

valores pequenos de h, o preditor fundamentado na covariação melhora seu desem-

penho, obtendo assim valores pequenos para os erros e estatísticas de previsão.

Por �m, realizamos aplicações a dados observados. Consideramos uma série

temporal que descreve a mortalidade por doença cardiovascular na cidade de Los

Angeles, entre os anos 1970 e 1979. Os dados foram coletados semanalmente. Neste

caso, o valor sugerido para h não é pequeno, indicando que processos a tempo contí-

nuo não são adequados para modelar esta série temporal. Mesmo assim, a estimação

foi satisfatória. Outra série temporal analisada retrata os preços das ações da com-

panhia Apple, entre os anos 2010 e 2014, com dados coletados a cada minuto. Esta

série temporal apresenta pequeno valor para h, o que sugere a utilização de processos

a tempo contínuo para sua modelagem. Além disso, encontramos estimativas para o

parâmetro α da distribuição α-estável com valores distantes de 2 (caso Gaussiano),

o que sinaliza que esta série temporal deve ser melhor modelada por distribuições

com caudas mais pesadas do que as de uma distribuição Gaussiana.

Para trabalhos futuros, destacamos os seguintes tópicos: implementar a estima-

ção dos parâmetros do processo descrito no Exemplo 2.3 e no processo com longa

dependência, de�nido na Seção 3.2; aprimorar a metodologia Bayesiana, utilizando

funções H-Fox, no caso de ruído Lévy α-estável e estudar e implementar a previsão

para processos não estacionários (em particular, para o processo Cosseno).
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Apêndice A

Lema que Generaliza o Exemplo 3.1

Neste apêndice apresentamos o lema que generaliza o Exemplo 3.1. Nele prova-

mos que o processo {V (t)}t≥0, dado na expressão (3.6), com ruído Lévy e ρ(t) = e−θt,

tem distribuição in�nitamente divisível para cada t �xo.

Lema A.1. Seja {L(t)}t≥0 um processo de Lévy gerado pela tripla (G, τ, β). Seja

{V (t)}t≥0 o processo dado em (3.6), com ρ(t) = e−θt, θ > 0. Suponha que τ(R) <∞
e que V0 = v0 seja determinístico. Então, para todo t > 0, a variável aleatória V (t)

é in�nitamente divisível com tripla geradora (At, νt, γt,v0) dada por

At = G

∫ t

0

e−2θsds,

νt(B) =

∫

R

τ(dy)

∫ t

0

IB
(
e−θsy

)
ds, B ∈ B(R),

γt,v0 = e−θtv0 + β

∫ t

0

e−θsds+

∫

R

τ(dy)

∫ t

0

e−θsy [ID
(
e−θsy

)− ID(y)] ds,

onde D = {x : |x| ≤ 1}.

Prova: Para mostrar que V (t) é in�nitamente divisível, utiliza-se um argumento

análogo ao utilizado no Exemplo 3.1. Vamos mostrar quem é a tripla geradora de

V (t), denotada por (At, νt, γt,v0).
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Utilizando a expressão (3.10), temos

∫ t

0

ψ(e−θsz)ds =

=

∫ t

0

[
−1

2
(e−θsz)2G+

∫

R

[
eie
−θszy − 1− ie−θszy ID(y)

]
τ(dy) + iβe−θsz

]
ds

= −1

2
G

∫ t

0

e−2θsz2ds+ iβz

∫ t

0

e−θsds+ Ĩ ,

onde Ĩ =
∫ t

0
ds
∫
R

[
eie
−θszy − 1− ie−θszy ID(y)

]
τ(dy). Queremos mostrar que este Ĩ

pode ser escrito da seguinte forma

I =

∫

R

[
eizx − 1− izx ID(x)

]
ν̃t(dx) + i

∫ t

0

ds

∫

R

ze−θsy [ID
(
e−θsy

)− ID(y)] τ(dy),

onde

ν̃t(B) =

∫

R

τ(dy)

∫ t

0

IB
(
e−θsy

)
ds, B ∈ B(R). (A.1)

Note que se mostrarmos a igualdade a seguir,

∫ t

0

ds

∫

R

(eie
−θszy − 1)τ(dy) =

∫

R

[
eizx − 1− izx ID(x)

]
ν̃t(dx)

+ i

∫ t

0

ds

∫

R

ze−θsy ID
(
e−θsy

)
τ(dy), (A.2)

obtemos Ĩ = I, pois basta subtrair o termo i
∫ t

0
ds
∫
R
zye−θs ID(y)τ(dy) dos dois

lados da igualdade (A.2) e teremos

∫ t

0

ds

∫

R

(eie
−θszy − 1)τ(dy)− i

∫ t

0

ds

∫

R

zye−θs ID(y)τ(dy)

=

∫

R

[
eizx − 1− izx ID(x)

]
ν̃t(dx) + i

∫ t

0

ds

∫

R

ze−θsy ID
(
e−θsy

)
τ(dy)

− i
∫ t

0

ds

∫

R

zye−θs ID(y)τ(dy))⇔ Ĩ = I.

Para mostrar a igualdade (A.2), veja que

ν̃t(B) =

{ ∫ t
0
ds
∫
R
τ(dy), se e−θsy ∈ B,

0, c.c..
(A.3)
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Pela expressão (A.3) de�nimos ν̃t(dx) como sendo

ν̃t(dx) =

∫

R

(∫ t

0

I{e−θsy}(x)ds

)
τ(dy)dx. (A.4)

Veja que, para B ∈ B(R)

ν̃t(B) =

∫

R

IB(x)ν̃t(dx) =

∫

R

IB(x)

∫

R

(∫ t

0

I{e−θsy}(x)ds

)
τ(dy)dx

=

∫

R

∫

R

(∫ t

0

IB(x)I{e−θsy}(x)ds

)
τ(dy)dx. (A.5)

Note que podemos aplicar o teorema de Fubini em (A.5), pois a função do inte-

grando é positiva. Logo, obtemos

ν̃t(B) =

∫

R

∫ t

0

(∫

R

IB(x)I{e−θsy}(x)dx

)
dsτ(dy)

=

∫

R

∫ t

0

IB
(
e−θsy

)
dsτ(dy) =

∫

R

τ(dy)

∫ t

0

IB
(
e−θsy

)
ds. (A.6)

Observe que a expressão que encontramos em (A.6) é a mesma que em (A.1).

Assim, podemos utilizar (A.4). O lado direito da expressão (A.2) pode ser reescrito

por

∫

R

[
eizx − 1− izx ID(x)

]
ν̃t(dx) + i

∫ t

0

ds

∫

R

ze−θsy ID
(
e−θsy

)
τ(dy)

=

∫

R

[
eizx − 1

]
ν̃t(dx)− i

∫

R

zx ID(x)ν̃t(dx) + i

∫ t

0

ds

∫

R

ze−θsy ID
(
e−θsy

)
τ(dy)

= A− iB + iC,

onde

A =

∫

R

[
eizx − 1

]
ν̃t(dx), B =

∫

R

zx ID(x)ν̃t(dx) e

C =

∫ t

0

ds

∫

R

ze−θsy ID
(
e−θsy

)
τ(dy).
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Utilizando a expressão (A.4), obtemos

A =

∫

R

[
eizx − 1

] ∫

R

(∫ t

0

I{e−θsy}(x)ds

)
τ(dy)dx

=

∫

R

∫

R

(∫ t

0

[
eizx − 1

]
I{e−θsy}(x)ds

)
τ(dy)dx

=

∫ t

0

∫

R

(∫

R

[
eizx − 1

]
I{e−θsy}(x)dx

)
τ(dy)ds =

∫ t

0

∫

R

[
eize

−θsy − 1
]
τ(dy)ds.

onde na terceira igualdade aplicamos o teorema de Fubini.

Ainda temos

B =

∫

R

zx ID(x)

∫

R

(∫ t

0

I{e−θsy}(x)ds

)
τ(dy)dx

=

∫

R

∫

R

(∫ t

0

zx ID(x) I{e−θsy}(x)ds

)
τ(dy)dx

=

∫ t

0

∫

R

(∫

R

zx ID(x) I{e−θsy}(x)dx

)
τ(dy)ds =

∫ t

0

∫

R

ze−θsy ID
(
e−θsy

)
τ(dy)ds,

onde na terceira igualdade novamente aplicamos o teorema de Fubini.

Portanto, temos B = C, logo −iB + iC = 0 e A é igual ao lado esquerdo da

expressão (A.2).

Falta mostrar que ν̃ satisfaz
∫
R

(x2 ∧ 1)ν̃(dx) <∞. Temos que

∫

R

(x2 ∧ 1)ν̃(dx) =

∫

|x|≤1

x2ν̃(dx) +

∫

|x|>1

ν̃(dx).

Logo, basta mostrar que
∫
|x|≤1

x2ν̃(dx) <∞ e
∫
|x|>1

ν̃(dx) <∞. Temos

∫

|x|>1

ν̃(dx) =

∫

|x|>1

∫

R

(∫ t

0

I{e−θsy}(x)ds

)
τ(dy)dx

=

∫ t

0

∫

R

(∫

|x|>1

I{e−θsy}(x)dx

)
τ(dy)ds =

∫ t

0

∫

R

I{|y|>eθs}τ(dy)ds

≤
∫ t

0

∫

R

I{|y|>e−θs}τ(dy)ds =

∫

R

∫ t

0

I{|y|>e−θs}dsτ(dy)

≤
∫

R

tI{|y|>e−θt}τ(dy) = t

∫

|y|>e−θt
τ(dy),

onde a terceira igualdade vale, pois
∫
|x|>1

I{e−θsy}(x)dx 6= 0, se x = e−θsy. Logo,

|x| = e−θs|y| > 1⇔ |y| > eθs.
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Por �m, temos

∫

|x|≤1

x2ν̃(dx) =

∫

|x|≤1

x2

∫

R

(∫ t

0

I{e−θsy}(x)ds

)
τ(dy)dx

=

∫

|x|≤1

∫

R

(∫ t

0

x2I{e−θsy}(x)ds

)
τ(dy)dx

=

∫ t

0

∫

R

(∫

|x|≤1

x2I{e−θsy}(x)dx

)
τ(dy)ds

=

∫ t

0

∫

R

I{|y|≤eθs}e2θsy2τ(dy)ds =

∫

R

∫ t

0

I{|y|≤eθs}e2θsy2dsτ(dy)

=

∫

R

y2

(∫ t

0

I{|y|≤eθs}e2θsds

)
τ(dy) ≤

∫

R

y2tI{|y|≤eθt}e2θtτ(dy)

= te2θt

∫

|y|≤eθt
y2τ(dy),

onde a quarta igualdade vale, pois
∫
|x|≤1

x2I{e−θsy}(x)dx 6= 0, se x = e−θsy. Logo,

|x| = e−θs|y| ≤ 1⇔ |y| ≤ eθs.

Temos que a medida τ(·) deve satisfazer
∫
R

(x2 ∧ 1)τ(dx) < ∞, isto implica

que τ(|x| ≥ 1) < ∞. Além disso, τ(|x| ≤ 1) < ∞ ou τ(A) < ∞, para todo

conjunto boreliano A tal que 0 está no interior de Ac (ver Kyprianou, 2014). Logo,

as expressões são �nitas, pois

t

∫

|y|>e−θt
τ(dy) = t

[
τ(|y| > 1) + τ(|y| ∈ (e−θt, 1]))

]
<∞

e

te2θt

∫

|y|≤eθt
y2τ(dy) = te2θt

[∫

|y|≤1

y2τ(dy) +

∫ −1

−eθt
y2τ(dy) +

∫ eθt

1

y2τ(dy)

]

≤ te2θt

[∫

|y|≤1

y2τ(dy) + e2θtτ(y ∈ (−eθt,−1)) + e2θtτ(y ∈ (1, eθt))

]

= te2θt

[∫

|y|≤1

y2τ(dy) + e2θtτ(|y| ∈ (1, eθt))

]

≤ te2θt

[∫

|y|≤1

y2τ(dy) + e2θtτ(|y| > 1)

]
<∞.

�
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Apêndice B

Figuras Adicionais do Processo com

Longa Dependência

As Figuras B.1-B.6 apresentam a série temporal gerada, a função codiferença

teórica e a função codiferença empírica do processo dado em (3.27). Estas �guras

complementam as simulações apresentadas na Seção 3.2.
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(a) h = 1 (b) h = 1 (c) h = 1

(d) h = 0.5 (e) h = 0.5 (f) h = 0.5

(g) h = 0.1 (h) h = 0.1 (i) h = 0.1

Figura B.1: Série temporal simulada ((a), (d) e (g)), codiferença teórica ((b), (e) e
(h)) e empírica ((c), (f) e (i)), quando α = 1.8, d = 0.2, T = 500 e h ∈ {1, 0.5, 0.1}.
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(a) h = 1 (b) h = 1 (c) h = 1

(d) h = 0.5 (e) h = 0.5 (f) h = 0.5

(g) h = 0.1 (h) h = 0.1 (i) h = 0.1

Figura B.2: Série temporal simulada ((a), (d) e (g)), codiferença teórica ((b), (e) e
(h)) e empírica ((c), (f) e (i)), quando α = 1.8, d = 0.3, T = 500 e h ∈ {1, 0.5, 0.1}.
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(a) h = 1 (b) h = 1 (c) h = 1

(d) h = 0.5 (e) h = 0.5 (f) h = 0.5

(g) h = 0.1 (h) h = 0.1 (i) h = 0.1

Figura B.3: Série temporal simulada ((a), (d) e (g)), codiferença teórica ((b), (e) e
(h)) e empírica ((c), (f) e (i)), quando α = 1.8, d = 0.4, T = 500 e h ∈ {1, 0.5, 0.1}.
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(a) h = 1 (b) h = 1 (c) h = 1

(d) h = 0.5 (e) h = 0.5 (f) h = 0.5

(g) h = 0.1 (h) h = 0.1 (i) h = 0.1

Figura B.4: Série temporal simulada ((a), (d) e (g)), codiferença teórica ((b), (e)
e (h)) e empírica ((c), (f) e (i)), quando α = 2, d = 0.2, T = 500 e h ∈ {1, 0.5, 0.1}.
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(a) h = 1 (b) h = 1 (c) h = 1

(d) h = 0.5 (e) h = 0.5 (f) h = 0.5

(g) h = 0.1 (h) h = 0.1 (i) h = 0.1

Figura B.5: Série temporal simulada ((a), (d) e (g)), codiferença teórica ((b), (e)
e (h)) e empírica ((c), (f) e (i)), quando α = 2, d = 0.3, T = 500 e h ∈ {1, 0.5, 0.1}.
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(a) h = 1 (b) h = 1 (c) h = 1

(d) h = 0.5 (e) h = 0.5 (f) h = 0.5

(g) h = 0.1 (h) h = 0.1 (i) h = 0.1

Figura B.6: Série temporal simulada ((a), (d) e (g)), codiferença teórica ((b), (e)
e (h)) e empírica ((c), (f) e (i)), quando α = 2, d = 0.4, T = 500 e h ∈ {1, 0.5, 0.1}.
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Apêndice C

Estimação Robusta de Mínimos

Quadrados para o Processo Cosseno

As Figuras C.1-C.4 apresentam resultados da estimação robusta de mínimos

quadrados para o processo Cosseno, utilizando a metodologia proposta na Subseção

4.3.2. No método robusto MM, vamos considerar a janela de Tukey com c = 1.55. No

método robusto LTS, vamos considerar a soma dos k = n/2−170 menores quadrados

dos resíduos, apenas como teste, pois esse valor não é permitido teoricamente (k >

n/2).

Não há uma melhora signi�cativa em relação aos resultados apresentados na

Subseção 6.2.2 (onde c = 4.685 e k = n/2). Em alguns casos, os resultados aqui

expostos, apresentam média mais próxima do verdadeiro valor do parâmetros e

menor variância. Mas, em outros casos, os resultados apresentados na Subseção

6.2.2 são melhores.
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(a) âLTS , a = 0.1 (b) âMM , a = 0.1

(c) âLTS , a = 0.3 (d) âMM , a = 0.3

(e) âLTS , a = 0.5 (f) âMM , a = 0.5

(g) âLTS , a = 1 (h) âMM , a = 1

Figura C.1: Estimação robusta de mínimos quadrados no Processo Cosseno con-
siderando discretização de Euler-Maruyama, quando a ∈ {0.1, 0.3, 0.5, 1}, α = 1.1,
cada grá�co apresenta resultados para h ∈ {1, 0.5, 0.1}, T = 1000 e n = T/h. As
linhas pretas são as medianas de cada experimento, as cinzas mostram o verdadeiro
valor do parâmetro e os pontos pretos a média amostral.

207



(a) âLTS , a = 0.1 (b) âMM , a = 0.1

(c) âLTS , a = 0.3 (d) âMM , a = 0.3

(e) âLTS , a = 0.5 (f) âMM , a = 0.5

(g) âLTS , a = 1 (h) âMM , a = 1

Figura C.2: Estimação robusta de mínimos quadrados no Processo Cosseno con-
siderando discretização de Euler-Maruyama, quando a ∈ {0.1, 0.3, 0.5, 1}, α = 1.5,
cada grá�co apresenta resultados para h ∈ {1, 0.5, 0.1}, T = 1000 e n = T/h. As
linhas pretas são as medianas de cada experimento, as cinzas mostram o verdadeiro
valor do parâmetro e os pontos pretos a média amostral.
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(a) âLTS , a = 0.1 (b) âMM , a = 0.1

(c) âLTS , a = 0.3 (d) âMM , a = 0.3

(e) âLTS , a = 0.5 (f) âMM , a = 0.5

(g) âLTS , a = 1 (h) âMM , a = 1

Figura C.3: Estimação robusta de mínimos quadrados no Processo Cosseno con-
siderando discretização de Euler-Maruyama, quando a ∈ {0.1, 0.3, 0.5, 1}, α = 1.8,
cada grá�co apresenta resultados para h ∈ {1, 0.5, 0.1}, T = 1000 e n = T/h. As
linhas pretas são as medianas de cada experimento, as cinzas mostram o verdadeiro
valor do parâmetro e os pontos pretos a média amostral.
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(a) âLTS , a = 0.1 (b) âMM , a = 0.1

(c) âLTS , a = 0.3 (d) âMM , a = 0.3

(e) âLTS , a = 0.5 (f) âMM , a = 0.5

(g) âLTS , a = 1 (h) âMM , a = 1

Figura C.4: Estimação robusta de mínimos quadrados no Processo Cosseno con-
siderando discretização de Euler-Maruyama, quando a ∈ {0.1, 0.3, 0.5, 1}, α = 2,
cada grá�co apresenta resultados para h ∈ {1, 0.5, 0.1}, T = 1000 e n = T/h. As
linhas pretas são as medianas de cada experimento, as cinzas mostram o verdadeiro
valor do parâmetro e os pontos pretos a média amostral.
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Apêndice D

MLE Iterativo para o Processo

Cosseno

As Figuras D.1-D.6 apresentam resultados para o procedimento de estimação do

processo Cosseno, utilizando o Algoritmo Iterativo 4.1. Essas �guras complementam

as simulações apresentadas na Seção 6.3.
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(a) âmle, n = 1000 (b) α̂mle, n = 1000 (c) σ̂mle, n = 1000

(d) âmle, n = 5000 (e) α̂mle, n = 5000 (f) σ̂mle, n = 5000

(g) âmle, n = 10000 (h) α̂mle, n = 10000 (i) σ̂mle, n = 10000

Figura D.1: MLE Iterativo no Processo Cosseno quando α = 1.3, h = 0.5, cada
grá�co apresenta resultados para a ∈ {0.5, 1, 2} e σε ∈ {0.0361, 0.1377, 0.4558}. As
linhas pretas são as medianas de cada experimento, as cinzas mostram o verdadeiro
valor do parâmetro e os pontos pretos a média amostral.
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(a) âmle, n = 1000 (b) α̂mle, n = 1000 (c) σ̂mle, n = 1000

(d) âmle, n = 5000 (e) α̂mle, n = 5000 (f) σ̂mle, n = 5000

(g) âmle, n = 10000 (h) α̂mle, n = 10000 (i) σ̂mle, n = 10000

Figura D.2: MLE Iterativo no Processo Cosseno quando α = 1.5, h = 0.5, cada
grá�co apresenta resultados para a ∈ {0.5, 1, 2} e σε ∈ {0.0387, 0.1479, 0.4907}. As
linhas pretas são as medianas de cada experimento, as cinzas mostram o verdadeiro
valor do parâmetro e os pontos pretos a média amostral.

213



(a) âmle, n = 1000 (b) α̂mle, n = 1000 (c) σ̂mle, n = 1000

(d) âmle, n = 5000 (e) α̂mle, n = 5000 (f) σ̂mle, n = 5000

(g) âmle, n = 10000 (h) α̂mle, n = 10000 (i) σ̂mle, n = 10000

Figura D.3: MLE Iterativo no Processo Cosseno quando α = 1.8, h = 0.5, cada
grá�co apresenta resultados para a ∈ {0.5, 1, 2} e σε ∈ {0.0418, 0.1598, 0.5321}. As
linhas pretas são as medianas de cada experimento, as cinzas mostram o verdadeiro
valor do parâmetro e os pontos pretos a média amostral.
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(a) âmle, n = 1000 (b) α̂mle, n = 1000 (c) σ̂mle, n = 1000

(d) âmle, n = 5000 (e) α̂mle, n = 5000 (f) σ̂mle, n = 5000

(g) âmle, n = 10000 (h) α̂mle, n = 10000 (i) σ̂mle, n = 10000

Figura D.4: MLE Iterativo no Processo Cosseno quando α = 1.3, h = 0.1, cada
grá�co apresenta resultados para a ∈ {0.5, 1, 2} e σε ∈ {0.0004, 0.0016, 0.0067}. As
linhas pretas são as medianas de cada experimento, as cinzas mostram o verdadeiro
valor do parâmetro e os pontos pretos a média amostral.
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(a) âmle, n = 1000 (b) α̂mle, n = 1000 (c) σ̂mle, n = 1000

(d) âmle, n = 5000 (e) α̂mle, n = 5000 (f) σ̂mle, n = 5000

(g) âmle, n = 10000 (h) α̂mle, n = 10000 (i) σ̂mle, n = 10000

Figura D.5: MLE Iterativo no Processo Cosseno quando α = 1.5, h = 0.1, cada
grá�co apresenta resultados para a ∈ {0.5, 1, 2} e σε ∈ {0.0005, 0.0021, 0.0085}. As
linhas pretas são as medianas de cada experimento, as cinzas mostram o verdadeiro
valor do parâmetro e os pontos pretos a média amostral.
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(a) âmle, n = 1000 (b) α̂mle, n = 1000 (c) σ̂mle, n = 1000

(d) âmle, n = 5000 (e) α̂mle, n = 5000 (f) σ̂mle, n = 5000

(g) âmle, n = 10000 (h) α̂mle, n = 10000 (i) σ̂mle, n = 10000

Figura D.6: MLE Iterativo no Processo Cosseno quando α = 1.8, h = 0.1, cada
grá�co apresenta resultados para a ∈ {0.5, 1, 2} e σε ∈ {0.0006, 0.0027, 0.0110}. As
linhas pretas são as medianas de cada experimento, as cinzas mostram o verdadeiro
valor do parâmetro e os pontos pretos a média amostral.
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Abstract

In this paper we present a class of continuous-time processes arising from the
solution of the generalized Langevin equation and show some of its properties. We
define the theoretical and empirical codifference as a measure of dependence for
stochastic processes. As an alternative dependence measure we also consider the
spectral covariance. These dependence measures replace the autocovariance func-
tion when it is not well defined. Results for the theoretical codifference and theoreti-
cal spectral covariance functions for the mentioned process are presented. The max-
imum likelihood estimation procedure is proposed to estimate the parameters of the
process arising from the classical Langevin equation, i.e., the Ornstein-Uhlenbeck
process, and of the so-called Cosine process. We also present a simulation study
for particular processes arising from this class showing the generation, and the
theoretical and empirical counterpart for both codifference and spectral covariance
measures.

Keywords: Generalized Langevin Equation; Codifference and Spectral Covariance;
Stable Processes; Maximum Likelihood Estimation Method.

1 Introduction

The classical Langevin equation defines a continuous stochastic process. It was introduced
by Langevin (1908) to model the motion dynamics of a particle immersed in a fluid
medium. It is given by {

d V (t) = −θV (t)dt+ dL(t)

V (0) = V0,
(1.1)

where θ > 0 is a constant of friction and {L(t)}t≥0 is a noise process, representing a
random force.

‡Corresponding author. E-mail: silvia.lopes@ufrgs.br



This equation can be solved by applying the Laplace transform methods (or Ito’s
formula). From this perspective, the solution of (1.1) is given by

V (t) = V0e
−θt +

∫ t

0

e−θ(t−s) dL(s). (1.2)

The stochastic process solution {V (t)}t≥0, given in (1.2), is called the Ornstein-
Uhlenbeck (OU) process. It is widely used for modeling financial time series, such as
interest and exchange rates, as well as other applications. For more details regarding the
OU process, see Barndorff-Nielsen and Shephard (2003), Barndorff-Nielsen and Shephard
(2001), Barndorff-Nielsen and Shephard (2000), Jongbloed et. al. (2005), and Zhang and
Zhang (2013).

In 1965 Hazime Mori proposed a generalization of the classical Langevin equation.
Another generalization was proposed by Ryogo Kubo in 1966, which became known as
the generalized Langevin equation (GLE). This equation is given by

{
d V (t) = −

∫ t
0
γ(t− s)V (s) ds dt+ dL(t)

V (0) = V0,
(1.3)

where {L(t)}t≥0 is a noise process, V0 is a random variable independent of L(·) and γ(·)
is the memory function. Assuming that all processes are second order moments, that is,
they have finite quadratic mean, Kannan (1977) studied the solution of GLE. The author
showed that any mean square solution {V (t)}t≥0 process of the GLE has the form

V (t) = V0ρ(t) +

∫ t

0

ρ(t− s) dL(s),

where V0 is the random variable from (1.3), {L(t)}t≥0 is the noise process and ρ(·) is a
deterministic function satisfying the Volterra integro-differential equation, given by

{
ρ′(t) = −

∫ t
0
γ(t− s)ρ(s) ds

ρ(0) = 1.
(1.4)

The subject of this paper is to study a continuous process derived from the GLE
solution, considering the Lévy process as the noise process. In order to generalize the
solution class of the GLE, we should modify the function ρ(·). Instead of (1.4), we
consider another integro-differential equation that is given in Definition 3.1. This idea
extends the previous work done by Medino et al. (2012). Another goal is to investigate
the dependence structure of the process, since the autocovariance function is not well
defined in the case of infinite second moment processes. We propose to use the so-called
codifference as a dependence measure and analyze the properties of its estimator. The
codifference function was introduced by Astrauskas (1983) and has been studied by many
authors. We also investigate an alternative dependence measure, the so-called spectral
covariance, introduced by Paulauskas (1976) and we consider its estimator. Besides, we
are interested in studying the parameter estimation of these processes. In this work we
present the estimation procedure based on the maximum likelihood for two processes: the
OU process and the so-called Cosine process.

The paper is organized as follows: Section 2 presents the codifference and spectral
covariance dependence measures and their estimators. Section 3 presents the generaliza-
tion of expression (1.4) and the class of processes obtained from this equation. Section 4
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presents examples of this class. In special, a recurrence formula is derived for particular
cases of the general process. Simulated time series are generated using this recurrence
formula and we present their theoretical and empirical counterpart for both codifference
and spectral covariance measures. Section 5 presents a Monte Carlo simulation study
for the maximum likelihood estimation of the process arising from the classical Langevin
equation (Ornstein-Uhlenbeck process) and of the so-called Cosine process. Section 6
concludes the paper.

2 Dependence Measures: Codifference and Spectral Covariance

In this section we present two dependence measures: the codifference and the spectral
covariance. The theoretical codifference and its empirical counterpart are defined in
Subsection 2.1. We prove the estimator consistency for stationary symmetric α-stable
processes that satisfy a mild condition. The spectral covariance is defined in Subsection
2.2 together with an estimator for it based on the spectral measure estimation.

2.1 Codifference Function

In this subsection we want to define a dependence measure for any process. Let X1 and
X2 be two random variables. The codifference of X1 and X2 is defined as

τ(X1, X2) = ln {E [exp (i(X1 −X2))]} − ln {E [exp (i(X1))]}
− ln {E [exp (−i(X2))]}. (2.1)

The codifference function, defined in (2.1), is related to the function considered by
Astrauskas (1983). This measure was used again in Astrauskas et al. (1991).

Remark 2.1. (a) If X1 and X2 are independent random variables, then τ(X1, X2) = 0.
(b) If X1 and X2 are Gaussian random variables, then τ(X1, X2) = Cov(X1, X2).
(c) The codifference function is well defined even when the process does not have finite
mean. The codifference function given in (2.1) was proposed by Kokoszka and Taqqu
(1995).

If {X(t)}t≥0 is any process, then the codifference function is given by

τX(k, t) = τ(X(k), X(t)), (2.2)

for k, t ≥ 0. For more details, we refer the reader to Samorodnitsky and Taqqu (1994).
There is an even more general definition for the codifference, similar to the one pro-

posed in Kokoszka and Taqqu (1994), given by

τX(s; k, t) = ln {E [exp (is(X(t+ k)−X(t)))]} − ln {E [exp (is(X(t+ k)))]}
− ln {E [exp (−is(X(t)))]}, (2.3)

where s ∈ R, k ≥ 0 and t ≥ 0. When s = 1, expression (2.3) reduces to (2.1).

Remark 2.2. If {X(t)}t≥0 is any stationary process, then expression (2.3) does not
depend on t. In this situation, expression (2.3) will be denoted by τX(s; k).
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We will consider the codifference function estimator proposed in Rosadi and Deistler
(2009), for ARMA processes. In this work we want to consider any stationary process with
symmetric α-stable finite-dimensional distributions and prove the estimator consistency.
Let {X(t)}t≥0 be any stationary process and let {Xi}Ni=1 be a sample of size N derived
from this process. As the codifference function is defined via characteristic functions, it
can be estimated by empirical characteristic functions. The estimator for the codifference
function at k, proposed by Rosadi and Deistler (2009), is given by

τ̂X(s; k) =

√
N − k
N

[
ln

(
1

N − k
N−k∑

t=1

eis(Xt+k−Xt)
)
− ln

(
1

N − k
N−k∑

t=1

eisXt+k

)

− ln

(
1

N − k
N−k∑

t=1

e−isXt

)]
, (2.4)

for any k ∈ {0, · · · , N}. For more details on the estimator given in (2.4), we refer the
reader to Rosadi and Deistler (2009).

The consistency property of the empirical codifference is given in Theorem 2.1. We
need to consider the following condition to derive this consistency property:

Condition A: τX(s; k)→ 0, when k →∞, for all s ∈ R.

Notice that Condition A is not so strong, since at least stationary stable processes that
present the mixing property must satisfy this condition (see Gross, 1994).

Let us defined the k-th difference of the {X(t)}t≥0 process by

W (t) = X(t+ k)−X(t). (2.5)

Theorem 2.1. Let {X(t)}t≥0 be any stationary symmetric α-stable process, 0 < α ≤ 2,
satisfying Condition A. Let {W (t)}t≥0 be the process defined in (2.5) and assume it also
satisfies Condition A, for any fixed k. For s ∈ R and k ∈ N ∪ {0}, the sample codif-
ference τ̂X(s; k), defined in expression (2.4), is a consistent estimator for the theoretical
codifference τX(s; k), when N →∞.

To show the consistency property of the codifference estimator, first it is necessary to
prove the following two lemmas.

Lemma 2.1. Let {X(t)}t≥0 be any stationary symmetric α-stable process, 0 < α ≤ 2,
satisfying Condition A, and denote by ΦX(s) = E(eisX(t)) its characteristic function. For
s ∈ R and k ∈ N ∪ {0},

ln(φ̂(s; k)) := ln

(
1

N − k
N−k∑

t=1

eisXt

)

is a consistent estimator for ln(ΦX(s)), when N →∞.

Proof: Let Ys(t) := eisX(t). Notice that the process {Ys(t)}t≥0 is stationary. For

simplicity, instead of working with φ̂(s; k), we first show the consistency property for
φ̂∗(s) := 1

N

∑N
t=1 e

isXt .

Here, φ̂∗(s) is an unbiased estimator for ΦX(s) = E(Ys(t)). To show the weak con-
sistency for this estimator, we show that Ys(t) is a mean ergodic process. A sufficient
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condition for Ys(t) to be a mean ergodic process, i.e. φ̂∗(s)→ ΦX(s) in the mean square
sense, is that its covariance function tends to zero when k tends to infinity (see theo-
rem 7.1.1 in Brockwell and Davis, 1987). The covariance function of Ys(t) at k can be
expressed as

CYs(k) = Cov(Ys(t+ k), Ys(t)) = E(Ys(t+ k)Ys(t))− E(Ys(t+ k))E(Ys(t))

= E(eisX(t+k)e−isX(t))− |ΦX(s)|2 = |ΦX(s)|2
(

E(eis(X(t+k)−X(t)))

E(eisX(t+k))E(e−isX(t))
− 1

)
.

(2.6)

Notice that

exp(τX(s; k)) =
E(eis(X(t+k)−X(t)))

E(eisX(t+k))E(e−isX(t))
.

Then, we have
CYs(k) = |ΦX(s)|2 (exp(τX(s; k))− 1) .

From Condition A, CYs(k) → 0, when k → ∞. As mean square convergence entails

convergence in probability, we have φ̂∗(s)
P→ ΦX(s), for all s ∈ R. Moreover, ΦX(·) is

a positive real-valued function, since we are considering symmetric α-stable processes.

Therefore, we can conclude that Re (φ̂∗(s))
P→ Re (ΦX(s)) = ΦX(s) and Im (φ̂∗(s))

P→
Im (ΦX(s)) = 0, where Re (z) and Im (z) are the real and imaginary parts of z ∈ C.

By taking the principal value of the ln(·) function in the complex domain, this function
will be continuous and well-defined on C minus the negative real line. It is possible to
see that Re (ΦX(s)) = ΦX(s) > 0, but Re (φ̂∗(s)) can be less than or equal to zero.
Therefore, without loss of generality, we restrict the definition of the real and imaginary
parts of ln(φ̂∗(s)) only on the right half plane where Re (φ̂∗(s)) is greater than zero, and
equal to zero, otherwise. From this consideration, given that ln(z) = ln |z|+ i arg(z), it is
possible to obtain

Re [ln(φ̂∗(s))] = ln{[Re (φ̂∗(s))]2 + [Im (φ̂∗(s))]2} 1
2

=
1

2
ln{[Re (φ̂∗(s))]2 + [Im (φ̂∗(s))]2}

and

Im [ln(φ̂∗(s))] = arctan

[
Im (φ̂∗(s))

Re (φ̂∗(s))

]
.

From the continuity of the logarithm function in the considered domain, we have

Re [ln(φ̂∗(s))]
P→ Re [ln(ΦX(s))] = ln(ΦX(s)) and Im [ln(φ̂∗(s))] = arg(φ̂∗(s))

P→ 0, when

N → ∞. In other words, ln(φ̂∗(s))
P→ ln(ΦX(s)). To complete the proof, it is sufficient

to show that φ̂∗(s)− φ̂(s; k)
P→ 0. We can see that

E|φ̂∗(s)− φ̂(s; k)| = E

∣∣∣∣∣
1

N

N∑

t=1

eisXt − 1

N − k
N−k∑

t=1

eisXt

∣∣∣∣∣

= E

∣∣∣∣∣

(
1

N
− 1

N − k

)N−k∑

t=1

eisXt +
1

N

N∑

t=N−k+1

eisXt

∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣

1

N
− 1

N − k

∣∣∣∣
N−k∑

t=1

|eisXt |+ 1

N

N∑

t=N−k+1

|eisXt | =
(

1

N − k −
1

N

)
(N − k) +

k

N
=

2k

N
.
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Thus, when N →∞, φ̂∗(s)− φ̂(s; k)→ 0 in mean, and it also converges in probability.
�

Remark 2.3. If X is an α-stable random variable denoted by X ∼ Sα(σ, β, µ), then
Y = eisX is not an α-stable random variable, for every fixed s ∈ R. Indeed, the variance
of Y is finite. Thus, the expression (2.6) is well defined.

Corollary 2.1. Let {X(t)}t≥0 be any stationary symmetric α-stable process, 0 < α ≤ 2.
Let Ys(t) = eisX(t). Suppose that the autocovariance function of the process {Ys(t)}t≥0,
denoted by CYs(·), is such that CYs(k)→ 0, when k →∞. Then, the codifference function
τX(s; k), defined in expression (2.3), is asymptotically zero, when k →∞.

Proof: From the expression (2.6), we have

CYs(k) = |ΦX(s)|2
(

E(eis(X(t+k)−X(t)))

E(eisX(t+k))E(e−isX(t))
− 1

)
→ 0,

when k →∞. Then,

E(eis(X(t+k)−X(t)))

E(eisX(t+k))E(e−isX(t))
− 1→ 0⇐⇒ E(eis(X(t+k)−X(t)))

E(eisX(t+k))E(e−isX(t))
→ 1

⇐⇒ ln

(
E(eis(X(t+k)−X(t)))

E(eisX(t+k))E(e−isX(t))

)
→ 0. (2.7)

Notice that the left-hand side term of (2.7) is τX(s; k). Hence, τX(s; k) → 0, when
k →∞.

�
Lemma 2.2. Let {X(t)}t≥0 be any stationary symmetric α-stable process satisfying Con-
dition A. Let {W (t)}t≥0 be the process defined in (2.5) and assume it also satisfies Con-
dition A, for any fixed k. Let ΦW (s; k) = E(eis(X(t+k)−X(t))) denote the characteristic
function of {W (t)}t≥0. For k ∈ N ∪ {0} and s ∈ R

ln(φ̂(s; k))
P→ ln(ΦW (s; k)),

when N →∞, where φ̂(s; k) is given by

φ̂(s; k) :=
1

N − k
N−k∑

t=1

eis(Xt+k−Xt).

Proof: For the proof, we can proceed in a similar way as in Lemma 2.1. Firstly we show

the consistency property for φ̂∗(s; k) := 1
N

N∑
t=1

eis(Xt+k−Xt). Define Z(t) := Ys(t+ k)Ys(t) =

eis(X(t+k)−X(t)), for fixed k. It is easy to see that {Z(t)}t≥0 is a stationary process, that is

Z(t+ l)
d
= Z(t). We shall show that Z(·) is a mean ergodic process. A sufficient condition

for Z(·) to be a mean ergodic process is that its covariance function tends to zero. The
covariance function of Z(·) at lag l can be given as

CZ(l) = Cov(Z(t+ l), Z(t)) = E(Z(t+ l)Z(t))− E(Z(t+ l))E(Z(t))

= E(eis(X(t+l+k)−X(t+l)−X(t+k)+X(t)))− |ΦW (s; k)|2

= E(eis((X(t)−X(t+k))−(X(t+l)−X(t+l+k)))− |ΦW (s; k)|2. (2.8)
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Then, we need to show that E(Z(t + l)Z(t)) = E(eis((X(t)−X(t+k))−(X(t+l)−X(t+l+k))) →
|ΦW (s; k)|2, when l→∞. Notice that

E(Z(t+ l)Z(t)) = |ΦW (s; k)|2
(
E(eis((X(t)−X(t+k))−(X(t+l)−X(t+l+k)))

|ΦW (s; k)|2
)

= |ΦW (s; k)|2
(

E(eis((X(t)−X(t+k))−(X(t+l)−X(t+l+k)))

E(eis(X(t+l+k)−X(t+l)))E(e−is(X(t+k)−X(t)))

)

= |ΦW (s; k)|2 exp(τW (s; l)), (2.9)

where τW (s; l) = ln
(

E(eis((X(t)−X(t+k))−(X(t+l)−X(t+l+k)))

E(eis(X(t+l+k)−X(t+l)))E(e−is(X(t+k)−X(t)))

)
is the codifference function of

W (·), for fixed k and t. By hypothesis, we have τW (s; l) → 0 when l → ∞. Hence
exp(τW (s; l)) → 1. In other words, E(eis((X(t)−X(t+k))−(Xt+l−Xt+l+k)) → |ΦW (s; k)|2 when

l→∞, and therefore φ̂∗(s; k) converges in mean square to ΦW (s; k). Therefore, φ̂∗(s; k)
P→

ΦW (s; k). For the remaining of this proof, we can proceed similarly to the proof of Lemma
2.1. �

Corollary 2.2. Let {X(t)}t≥0 be any stationary symmetric α-stable process, 0 < α ≤
2. Let Z(t) := eis(X(t+k)−X(t)), for fixed k. Suppose that the autocovariance function
of the process {Z(t)}t≥0, denoted by CZ(·), is such that CZ(l) → 0, when l → ∞. Let
{W (t)}t≥0 be the process defined in (2.5). Then, the codifference function τW (s; l), defined
in expression (2.3), is asymptotically zero when l→∞.

Proof: From the expression (2.8), we have

CZ(l) = E(eis((X(t)−X(t+k))−(X(t+l)−X(t+l+k)))− |ΦW (s; k)|2 → 0,

when l→∞. Hence,

E(eis((X(t)−X(t+k))−(X(t+l)−X(t+l+k)))→ |ΦW (s; k)|2.

From the expression (2.9),

|ΦW (s; k)|2 E(eis((X(t)−X(t+k))−(X(t+l)−X(t+l+k)))

E(eis(X(t)−X(t+k)))E(eis(X(t+l+k)−X(t+l)))
→ |ΦW (s; k)|2

⇐⇒ ln

[
E(eis((X(t)−X(t+k))−(X(t+l)−X(t+l+k)))

E(eis(X(t)−X(t+k)))E(eis(X(t+l+k)−X(t+l)))

]
→ 0. (2.10)

Notice that the left-hand side term in (2.10) is τW (s; l), where W (·) is defined by (2.5),
for fixed k. Therefore, τW (s; l)→ 0 when l→∞.

�
Proof of Theorem 2.1: For fixed k and N → ∞, we have

√
N−k
N
→ 1. From Lemmas

2.1 and 2.2, it is true that

τ̂X(s; k)
P→ ln[ΦW (s; k)]− ln[ΦX(s)]− ln[ΦX(−s)] = τX(s; k),

for s ∈ R, when N →∞.
�
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2.2 Spectral Covariance

As an alternative dependence measure for random variables with infinite variance, we
can also consider the spectral covariance. This dependence measure was introduced by
Paulauskas (1976) and it was revisited in Damarackas and Paulauskas (2014).

Given an α-stable random vector (X1, X2), with 0 < α < 2, α 6= 1, we define the
spectral covariance as

%(X1, X2) =

∫

S2

s1 s2 Γ(ds), (2.11)

where Γ is the spectral measure on S2 = {x = (x1, x2) ∈ R2 : x21+x22 = 1}. The advantage
of using the spectral covariance is its definition based only on the spectral measure, not
on the characteristic function. Damarackas and Paulauskas (2014) provided an analysis,
based on some examples, for the best α parameter dependence of the spectral covariance.

Consider an α-stable stochastic process given in the integral form as follows

X(t) =

∫

E

ft(s)dL(s), (2.12)

where E ⊆ R is a set, {L(t)}t≥0 is the α-stable Lévy process and {ft(·)}t≥0 is such that∫
E
|ft(s)|αds < ∞. In this case, Damarackas and Paulauskas (2014) showed that the

spectral covariance can be written as

%(X(t), X(t+ k)) =

∫

E

ft(s)ft+k(s)‖f̄(s)‖α−2 ds, (2.13)

where ‖f̄(s)‖2 = f 2
t (s) + f 2

t+k(s).
For estimation purposes, we will consider the estimator proposed in Kodia and Garel

(2014), where for any fixed t ≥ 0, we have

%̂(X(t), X(t+ k)) =
m∑

j=1

σ̂j,k cos

(
2π(j − 1)

m

)
sin

(
2π(j − 1)

m

)
, (2.14)

where σ̂k = (σ̂j,k)
m
j=1 such that σ̂k = minσ≥0 ‖Îk − Ψ̂σ‖. To estimate the weights σ̂k con-

sider Ψ̂ an m×m matrix defined by Ψ̂ = (ψ̂α(〈tj, sl〉))mj,l=1 such that ψ̂α(〈tj, sl〉) = |tj1sl1+

tj2sl2|α̂, where α̂ is some estimate for α and tj = sj =
(

cos
(

2π(j−1)
m

)
, sin

(
2π(j−1)

m

))
. In

this work we use four estimators for α: the maximum likelihood (denoted by α̂mle), the
regression-type estimator proposed by Koutrouvelis (1980) (denoted by α̂kou), the quantile
based estimator of McCulloch (1986) (denoted by α̂mc) and the regression-type estimator
proposed by Press (1972) (denoted by α̂pr). The estimator defined in expression (2.14)
requires an i.i.d. sample Xk

(1), · · · ,Xk
(re) of (X(t), X(t+ k)), where re is the number of

replications. Let Îk = (Îk,re(tj))
m
j=1 and Îk,re(tj) = − ln(φ̂k,re(tj)), where φ̂k,re(tj) is the

empirical characteristic function given by φ̂k,re(tj) = 1
re

re∑
j=1

ei〈tj,Xk
(j)〉. For more details on

the empirical spectral covariance, we refer the reader to Kodia and Garel (2014).

3 Processes Derived from the GLE Solution

We introduce in this section our procedure to study the Generalized Langevin Equation or
the GLE, for short, and present what we call the Generalized Langevin Process. Such way
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to consider this equation is specially useful in cases where the noise has infinite second
moment, but it also can be applied in the finite second moment situations. The main
element in our method is Definition 3.1, where we consider GLE driven by Lévy processes.
For the background noise process, we assume stochastic processes L = {L(t)}t≥0 satisfying
the following conditions:

B1: L(0) ≡ 0 with probability 1.
B2: L has independent increments, i.e., L(t0), L(t1) − L(t0), · · · , L(tn) − L(tn−1) are
independent random variables for every 0 < t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn for all positive
integer n.
B3: L has stationary increments, i.e., for all t ≥ 0, L(t+ h) − L(t) has the same distri-
bution as L(h), for all h > 0.
B4: L is continuous in probability, that is, given t ≥ 0 and δ > 0, we have

lim
h→0

P(|L(t+ h)− L(t)| > δ) = 0.

For a treatment on Lévy processes suitable for the scope of this paper, we refer the
reader to Applebaum (2009) or Schoutens (2003). We recall that the only Lévy process
that has finite second moment is the standard Brownian motion, also known as the Wiener
process, and that the random variable L(1) has infinitely divisible distribution whose
characteristic function is given by

ϕL(x) = e−ψ(x),

where ψ : R→ C is the characteristic exponent of L(1).

Remark 3.1. If {L(t)}t≥0 is the symmetric α-stable Lévy process, then the characteristic
exponent of L(1) is given by ψ(x) = |x|α.

Definition 3.1. Let V = {V (t)}t≥0 be a stochastic process and ρ = {ρ(t)}t≥0 be a
deterministic function. We say that the pair (V, ρ) represents a solution to the GLE if V
is given by

V (t) = V0ρ(t) +

∫ t

0

ρ(t− s) dL(s) (3.1)

and the function ρ satisfies the following integro-differential equation

{
ρ′(t) = −

∫ t
0
ρ(s) dµt(s),

ρ(0) = 1,
(3.2)

where {µt}t≥0 is a family of signed measures and L = {L(t)}t≥0 is a Lévy process. The
stochastic process V = {V (t)}t≥0 will be called the Generalized Langevin Process.

Under the conditions in Definition 3.1, the stochastic integral in (3.1) can be taken in
the sense of convergence in probability if ρ(·) is continuous (Lukacs, 1975) or, in the general
setting, considering stochastic integration with respect to semimartingale (Applebaum,
2009). Integro-differential equations as in (3.2) are well studied in Mingarelli (1983).

The following proposition gives a characterization of the discrete form of the process
in (3.1) and will be useful for numerical, simulation and estimation purposes.
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Proposition 3.1. Under the conditions in Definition 3.1 and if {L(t)}t≥0 is a standard
α-stable Lévy motion, the process given by (3.1) has the following discrete form

V (n+ 1)− V (n)
d
= V0 (ρ(n+ 1)− ρ(n)) + ξn, (3.3)

where
d
= means equality in distribution and ξn ∼ Sα(σn, 0, 0), such that σn is given by

σαn =

∫ n

0

|ρ(n+ 1− s)− ρ(n− s)|α ds+

∫ n+1

n

|ρ(n+ 1− s)|α ds. (3.4)

Proof: From the expression (3.1) one has

V (n+ 1)− V (n) = V0 (ρ(n+ 1)− ρ(n)) + ξn,

where ξn =
∫ n+1

0
ρ(n+ 1− s) dL(s)−

∫ n
0
ρ(n− s) dL(s). We can rewrite ξn as follows

ξn =

∫ n

0

[ρ(n+ 1− s)− ρ(n− s)] dL(s) +

∫ n+1

n

ρ(n+ 1− s) dL(s) = An +Bn, (3.5)

where An =
∫ n
0

[ρ(n + 1 − s) − ρ(n − s)] dL(s) and Bn =
∫ n+1

n
ρ(n + 1 − s) dL(s), such

that An and Bn are independent. In addition, by Proposition 3.4.1 in Samorodnitsky and
Taqqu (1994), An ∼ Sα(σAn , 0, 0) and Bn ∼ Sα(σBn , 0, 0), where

σαAn =

∫ n

0

|ρ(n+ 1− s)− ρ(n− s)|α ds, (3.6)

σαBn =

∫ n+1

n

|ρ(n+ 1− s)|α ds. (3.7)

By Property 1.2.1 in Samorodnitsky and Taqqu (1994), we have ξn ∼ Sα(σn, 0, 0), where
σn is given by (3.4).

�

Let {Iρ(t)}t≥0 be the stochastic process given by Iρ(t) =
∫ t
0
ρ(t−x)dL(x) with τIρ(s; k, t)

as its codifference function. The proposition A.1 in Medino et. al. (2012) says that char-
acteristic functions of stochastic integrals are given in terms of the integrand function and
the characteristic exponent of L(1). Then, from Remark 3.1, τIρ(s; k) can be rewriting as

τIρ(s; k) = ln

[
E(eis

∫ t
0 (ρ(t+k−x)−ρ(t−x))dL(x))E(eis

∫ t+k
t ρ(t+k−x)dL(x))

E(eis
∫ t+k
0 ρ(t+k−x)dL(x))E(e−is

∫ t
0 ρ(t−x)dL(x))

]

= ln

[
e−|s|

α(
∫ t
0 |ρ(t+k−x)−ρ(t−x)|αdx+

∫ t+k
t |ρ(t+k−x)|αdx)

e−|s|
α(

∫ t+k
0 |ρ(t+k−x)|αdx+

∫ t
0 |ρ(t−x)|αdx)

]

= |s|α
∫ t

0

(|ρ(t+ k − x)|α + |ρ(t− x)|α − |ρ(t+ k − x)− ρ(t− x)|α) dx. (3.8)

The next proposition gives the general formula for the codifference function of the stochas-
tic process defined by (3.1).

Proposition 3.2. Let {V (t)}t≥0 be the stochastic process defined in the expression (3.1).
Then the following statements hold.
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(i) The codifference function of {V (t)}t≥0 is given by

τV (s; k, t) = ln

[
ϕV0(s(ρ(t+ k)− ρ(t)))

ϕV0(sρ(t+ k))ϕV0(−sρ(t))

]
+ τIρ(s; k, t),

where ϕV0(·) is the characteristic function of the random variable V0 ≡ V (0).

(ii) If {V (t)}t≥0 is stationary, then its codifference function reduces to

τV (s; k) = ln

[
ϕV0(s(ρ(k)− 1))

ϕV0(sρ(k))ϕV0(−s)

]
,

where ϕV0(·) is the characteristic function of the random variable V0 ≡ V (0).

(iii) Let {L(t)}t≥0 be a symmetric α-stable Lévy process and V0 ∼ Sα(σ, 0, 0). Then the
codifference function of {V (t)}t≥0 is given by

τV (s; k, t) = |s|ασα [|ρ(t+ k)|α + |ρ(t)|α − |ρ(t+ k)− ρ(t)|α]

+|s|α
∫ t

0

(|ρ(t+ k − x)|α + |ρ(t− x)|α − |ρ(t+ k − x)− ρ(t− x)|α) dx. (3.9)

(iv) Let {L(t)}t≥0 be a symmetric α-stable Lévy process and V0 ∼ Sα(σ, 0, 0). If {V (t)}t≥0
is a stationary process, then

τV (s; k) = |s|ασα [1 + |ρ(k)|α − |ρ(t+ k)− 1|α] .

Proof: (i) From (2.3) we have

τV (s; k, t) = ln

[
E(eis(V (t+k)−V (t)))

E(eisV (t+k))E(e−isV (t))

]
. (3.10)

From expression (3.1) and due the independence between {L(t)}t≥0 and V0

τV (s; k, t) = ln

[
E(eisV0(ρ(t+k)−ρ(t)))E(eis(Iρ(t+k)−Iρ(t)))

E(eisV0ρ(t+k))E(eisIρ(t+k))E(e−isV0ρ(t))E(e−isIρ(t))

]

= ln

[
ϕV0(s(ρ(t+ k)− ρ(t)))

ϕV0(sρ(t+ k))ϕV0(−sρ(t))

]
+ τIρ(s; k, t), (3.11)

and this completes the proof.
(ii) From the stationarity property, the value t can be taken equal to zero. Then, from

the item (i)

τV (s; k) = ln

[
ϕV0(s(ρ(k)− 1))

ϕV0(sρ(k))ϕV0(−s)

]
+ τIρ(s; k).

Notice that

τIρ(s; k) = τ(Iρ(k), Iρ(0)) = ln

(
E(eis

∫ t
0 ρ(t−x)dL(x))

E(eis
∫ t
0 ρ(t−x)dL(x))

)
= 0,

and this completes the proof.
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(iii) From the characteristic function of V0 ∼ Sα(σ, 0, 0) and from item (i), the expres-
sion of τV (s; k, t) is given by

τV (s; k, t) = ln

[
e−σ

α|s(ρ(t+k)−ρ(t))|α

e−σα|sρ(t+k)|αe−σα|−sρ(t)|α

]
+ τIρ(s; k)

= |s|ασα [|ρ(t+ k)|α + |ρ(t)|α − |ρ(t+ k)− ρ(t)|α] + τIρ(s; k). (3.12)

From (3.8) and (3.12), we obtain the expression for the codifference function (3.9).
(iv) From the stationarity property, the value t can be taken equal to zero. Then,

from items (ii) and (iii)

τV (s; k) = |s|ασα [1 + |ρ(k)|α − |ρ(k)− 1|α] .

�
Observe that the codifference function of any stationary process of the form (3.1) only

depends on its characteristic function at time zero and on the memory function ρ(·).
The next proposition gives the general formula for the spectral covariance of a stochastic
process defined in (3.1).

Proposition 3.3. Let {L(t)}t≥0 be a symmetric α-stable Lévy process and V0 ≡ 0. Then
the spectral covariance of {V (t)}t≥0 defined in expression (3.1) is given by

%(V (t), V (t+ k)) =

∫ t

0

ρ(t− s)ρ(t+ k − s)
[
ρ2(t− s) + ρ2(t+ k − s)

]α−2
2 ds. (3.13)

If the process {V (t)}t≥0 is stationary, then the expression (3.13) will depend only on k
and t can be considered a fixed value.

Proof: By equation (3.1) with V0 ≡ 0, we have

V (t) =

∫ ∞

0

I[0,t](s)ρ(t− s) dL(s). (3.14)

Then equation (2.13) gives

%(V (t), V (t+ k)) =

∫ ∞

0

I[0,t](s)ρ(t− s)I[0,t+k](s)ρ(t+ k − s)
[
I[0,t](s)2ρ2(t− s)

+I[0,t+k](s)2ρ2(t+ k − s)
]α−2

2 ds

=

∫ t

0

ρ(t− s)ρ(t+ k − s)
[
ρ2(t− s) + ρ2(t+ k − s)

]α−2
2 ds. (3.15)

�
To end this section, we observe the if θ > 0 and µt(E) = θ IE(t), where IE(·) is the

indicator function of the set E, then {µt}t≥0 is a family of Dirac measures each of them
assigning mass θ > 0 to the point t ≥ 0. From the expression (3.2), we have ρ(t) = e−θt,
and the resulting process is the well-known Ornstein-Uhlenbeck process.

Also, notice that if µt = µ for all t ≥ 0 in Definition 3.1 and µ is absolutely continuous
with respect to the Lebesgue measure λ, that is, d µt(s) = d µ(s) = f(s) ds, for all t, s ≥ 0,
where

f(s) =
d µ

d λ
(s)
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is the Radon-Nikodym derivative of µ with respect to λ, then expression (3.2) reduces to

{
ρ′′(t) + ρ(t) f(t) = 0

ρ′(0) = 0, ρ(0) = 1.
(3.16)

In the general situation, d µt(s) = γ(t − s) ds will depend on t ≥ 0 and we recover
expression (1.4). This is not the main focus of this manuscript and we will discuss it in a
future work.

We want to emphasize that the processes arising from Definition 3.1 are not necessarily
Markov. In fact, only the OU process is Markov. But this feature does not hinder to study
problems involving this type of process (see Fleming et al., 2014). In the next sections,
for some particular functions f(·), we solve the second order initial value problem given
in (3.16) and perform some numerical simulation and estimation studies of the resulting
Generalized Langevin Processes.

4 Examples

In this section we present examples of processes defined in (3.1) for different functions ρ(·)
satisfying expression (3.16). For all examples we consider that {L(t)}t≥0 is the symmetric
α-stable Lévy process, which satisfies Conditions B1-B4.

Example 4.1. Ornstein-Uhlenbeck Process

The process given in (1.2) is called the Ornstein-Uhlenbeck (OU), where function ρ(·)
is given by e−θt, θ > 0. For generating and simulating purposes, a discrete form will be
given. Assume that the OU process is observed at discrete times {tk = kh; k = 0, 1, 2, · · · },
where h is the discretization step size. We can obtain a discretization form of the process
by using the additivity property with respect to the integration interval, that is,

V (kh) = e−θhV ((k − 1)h) + Zk,h, (4.1)

where Zk,h =
∫ kh
(k−1)h e

θ(s−kh)dL(s) and V ((k − 1)h) = e−θ(k−1)hV0+
∫ (k−1)h
0

eθ(s−(k−1)h)dL(s).

Furthermore, by using equality of characteristic functions, we can show that

Zk,h
d
=

(
1− e−θαh

θα

)1/α

Sk, (4.2)

where
d
= denotes equality in distribution and {Sk}k∈N is an independent identically dis-

tributed (iid) sequence of symmetric α-stable random variables with scale parameter σ.

To calculate the codifference function we need the V0 distribution. If {L(t)}t≥0 is the
standard α-stable Lévy motion, which satisfies conditions B1-B3, then the distribution
of V0 can be easily obtained. In Applebaum (2009), the expression (1.2) is rewritten as

V (t) =

∫ t

−∞
e−θ(t−s)dL(s), (4.3)

where the integral is defined by taking {L(t)}t<0 to be an independent copy of {−L(t)}t≥0.
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(a) θ = 0.5, s = 1

(b) θ = 0.5, s∗ = 0.5612

(c) θ = 1, s = 1

(d) θ = 1, s∗ = 0.5612

Figure 4.1: Theoretical and empirical codifference functions of the OU process, given in (1.2),
when α = 1.5, h = 0.5, n = 1000 and θ ∈ {0.5, 1}.
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(a) θ = 0.5 (b) θ = 0.5, α̂mle
∼= 1.5000 (c) θ = 0.5, α̂mc

∼= 1.5059

(d) θ = 0.5, α̂kou
∼= 1.4985 (e) θ = 0.5, α̂pr

∼= 1.5001

(f) θ = 1 (g) θ = 1, α̂mle
∼= 1.5001 (h) θ = 1, α̂mc

∼= 1.5043

(i) θ = 1, α̂kou
∼= 1.5040 (j) θ = 1, α̂pr

∼= 1.5066

Figure 4.2: Theoretical and empirical spectral covariance of the OU process, given in (1.2),
when α = 1.5, σ = 1, h = 0.5, n = 1000, re = 1000 and θ ∈ {0.5, 1}.

From expression (4.3) it follows that V0 =
∫ 0

−∞ e
θsdL(s). Applying proposition 3.4.1

in Samorodnitsky and Taqqu (1994), one has V0 ∼ Sα(σ̃, 0, 0), where σ̃ =
(

1
θα

)1/α
. Notice

that, with these parameters for V0, the OU process is stationary; however, it is not
stationary when V0 is a constant random variable. The theoretical codifference function
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of the OU process is given by the following expression (see example 4.7.1 in Samorodnitsky
and Taqqu, 1994).

τV (s; k) =
|s|α
θα

(
1 + e−αθk − (1− e−θk)α

)
. (4.4)

Figure 4.1 presents theoretical and empirical codifference functions for the OU process.
We consider s ∈ {1, s∗}, where s∗ is the value that gives the same ordinate range for
both the theoretical codifference and the spectral covariance measures. Notice that when
the θ value increases, the theoretical codifference function decreases to zero very fast.
Furthermore, when θ = 1 the empirical codifference function better approaches to its
theoretical counterpart.

The theoretical spectral covariance of the OU process can be calculated using expres-
sion (4.3). It is given by the following expression (see proposition 2 in Damarackas and
Paulauskas, 2014)

%(V (t), V (t+ k)) =
1

αθ(1 + e−2θk)(2−α)/2
e−θk, k ≥ 0. (4.5)

Figure 4.2 presents the theoretical and empirical spectral covariance of the OU process.
These graphs present the four different estimators for α, described in Subsection 2.2. We
note there is no significant difference in the empirical spectral covariance functions when
the α estimator changes. This is due to the fact that all α estimators values are very
accurate. Comparing Figures 4.1 and 4.2, we see that the estimators for the spectral
covariance and for the codifference functions (when s∗ = 0.5612) exhibit similar behavior.

Example 4.2. Cosine Process

Consider f(t) = a2, for a > 0. By solving the differential equation in (3.16) we find
ρ(t) = cos(at) and the resulting process is given by

V (t) = V0 cos(at) +

∫ t

0

cos(a(t− s)) dL(s). (4.6)

Hereafter, we shall call it as the Cosine Process.

The discrete form of this process is given in Proposition 4.1 below.

Proposition 4.1. Consider the process given in (4.6). One discretization form of this
process is given by

V ((k + 1)h) = 2 cos(ah)V (kh)− V ((k − 1)h) + εk,h, (4.7)

where h is the discretization step size and εk,h is Sα(σε, 0, 0) random variable, where

σαε = 2

∫ h

0

| cos(as)|αds. (4.8)

Proof: From the expression (4.6), we have
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V ((k + 1)h) =V0 cos(a(k + 1)h) +

∫ (k+1)h

0

cos[a((k + 1)h− s)] dL(s)

=V0[cos(akh) cos(ah)− sin(akh) sin(ah)]

+

∫ (k+1)h

0

cos(a(kh− s)) cos(ah)− sin(a(kh− s)) sin(ah) dL(s)

= cos(ah)V (kh)− V0 sin(akh) sin(ah)− sin(ah)

∫ (k+1)h

0

sin(a(kh− s)) dL(s)

+ cos(ah)

∫ (k+1)h

kh

cos(a(kh− s)) dL(s).

By using trigonometric properties based on the cosine function and multiplying the
resulting expression by two, we obtain

V ((k + 1)h) = 2 cos(ah)V (kh)− cos(a(k − 1)h)V0 −
∫ (k−1)h

0

cos(a((k − 1)h− s)) dL(s)

−
∫ (k+1)h

(k−1)h
cos(a((k − 1)h− s)) dL(s) + 2 cos(ah)

∫ (k+1)h

kh

cos(a(kh− s)) dL(s)

= 2 cos(ah)V (kh)− V ((k − 1)h) + εk,h,

where εk,h = −
∫ (k+1)h

(k−1)h cos(a((k− 1)h− s)) dL(s) + 2 cos(ah)
∫ (k+1)h

kh
cos(a(kh− s)) dL(s).

We can rewrite εk,h as

εk,h = −
∫ kh

(k−1)h
cos(a((k − 1)h− s)) dL(s)

+

∫ (k+1)h

kh

[2 cos(ah) cos(a(kh− s))− cos(a((k − 1)h− s))] dL(s) = A+B,

where A = −
∫ kh
(k−1)h cos(a((k − 1)h − s)) dL(s) and B =

∫ (k+1)h

kh
[2 cos(ah) cos(a(kh −

s))− cos(a((k− 1)h− s))] dL(s). Notice that A and B are independent random variables

such that A ∼ Sα(σA, 0, 0), with σαA =
∫ h
0
| cos(as)|α ds, and B ∼ Sα(σB, 0, 0), with

σαB =
∫ h
0
|2 cos(ah) cos(as) − cos(a(s + h))|α ds. Using trigonometric properties, we have

σαB =
∫ h
0
| cos(a(s−h))|α ds. Then, by property 1.2.1 in Samorodnitsky and Taqqu (1994),

we obtain εk,h ∼ Sα(σε, 0, 0), with

σαε =

∫ h

0

| cos(as)|αds+

∫ h

0

| cos(a(s− h))|αds = 2

∫ h

0

| cos(as)|αds, (4.9)

where the above second equality can be obtained by changing variables.
�

To calculate the codifference function we consider that V0 is a random variable with
symmetric α-stable distribution, denoted by Sα(σ, 0, 0). The Cosine process is non-
stationary, because there is at least one unit root in the discrete form given in Proposition
4.1. Thus, we can use Proposition 3.2(iii) to calculate its theoretical codifference, which
is given in Corollary 4.1 below.
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Corollary 4.1. Let {V (t)}t≥0 be the process given in (4.6). Then its theoretical codiffer-
ence function is given by

τV (s; k, t) =|s|ασα [| cos(a(t+ k))|α + | cos(at)|α − | cos(a(t+ k))− cos(at)|α]

+ |s|α
∫ t

0

(| cos(a(t+ k − x))|α + | cos(a(t− x))|α

− | cos(a(t+ k − x))− cos(a(t− x))|α)dx. (4.10)

Proof: From Proposition 3.2(iii), since ρ(t) = cos(at), we obtain expression (4.10).

�

Remark 4.1. The codifference function of the Cosine process depends both on k and t.
Figure 4.3 shows the results when we fix t = h in expression (4.10). We also consider
V0 = 0 in order to compare the codifference and the spectral covariance measures. Under
these assumptions, we have

τV (s; k, h) = |s|α
∫ h

0

(| cos(a(h+ k − x))|α + | cos(a(h− x))|α

− | cos(a(h+ k − x))− cos(a(h− x))|α)dx. (4.11)

Figure 4.3 presents theoretical and empirical codifference functions of the process
given in (4.6). Again we consider s ∈ {1, s∗}, where s∗ is the value that gives the same
ordinate range for both the theoretical codifference and the spectral covariance measures.
Notice that when the value of a increases, the theoretical codifference function presents
large variability, but it preserves the same characteristic. Furthermore, the theoretical
codifference function does not converge to zero, while its empirical counterpart slowly
does. The empirical codifference function estimates badly its theoretical counterpart.

Remark 4.2. A referee pointed out that the theoretical codifference function of the Co-
sine process is asymmetric relatively to the abscissa axis. In fact, we can numerically
calculate the extremes of the function in (4.11) for the cases shown in Figure 4.3. The
maximum and minimum values are given by 0.9897 and −0.4101, respectively, for Figure
4.3(a). Also the maximum and minimum values are given by 0.9577 and −0.3982, respec-
tively, for Figure 4.3(c). Thus, the theoretical codifference function of the Cosine process
is asymmetric relatively to the abscissa axis.

The spectral covariance of the Cosine process is given in Corollary 4.2 below.

Corollary 4.2. Let {V (t)}t≥0 be the process given in (4.6). Then its spectral covariance
is given by

%(V (t), V (t+ k)) =

∫ t

0

cos(a(t− s)) cos(a(t+ k − s))
[
cos2(a(t− s))

+ cos2(a(t+ k − s))
]α−2

2 ds. (4.12)

Proof: From Proposition 3.3, since ρ(t) = cos(at), we obtain expression (4.12).

�
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(a) a = 0.5, s = 1

(b) a = 0.5, s∗ = 0.7045

(c) a = 1, s = 1

(d) a = 1, s∗ = 0.6976

Figure 4.3: Theoretical and empirical codifference functions of the Cosine process, given in
(4.6), when α = 1.5, σ = 1, h = 0.5, n = 200 and a ∈ {0.5, 1}.
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(a) a = 0.5 (b) a = 0.5, α̂mle
∼= 1.4985 (c) a = 0.5, α̂mc

∼= 1.5059

(d) a = 0.5, α̂kou
∼= 1.5056 (e) a = 0.5, α̂pr

∼= 0.0262

(f) a = 1 (g) a = 1, α̂mle
∼= 1.4890 (h) a = 1, α̂mc

∼= 1.4820

(i) a = 1, α̂kou
∼= 1.4971 (j) a = 1, α̂pr

∼= 0.0786

Figure 4.4: Theoretical and empirical spectral covariance of the Cosine process, given in (4.6),
when α = 1.5, σ = 1, h = 0.5, n = 200, re = 1000 and a ∈ {0.5, 1}.

Figure 4.4 presents the theoretical and empirical spectral covariance of the Cosine
process. Notice that expression (4.12) depends on k and t and we fix t = h as in the
codifference function. These graphs present the four different estimators for α, described
in Subsection 2.2. We notice there are differences in the empirical spectral covariance
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measure when the α estimator changes. This is due to the fact that each α estimator has
different value, especially the one proposed by Press (1972). In this example, α̂pr has the
highest bias. Comparing Figures 4.3 and 4.4, we see that the estimators for the spectral
covariance measure better approach its theoretical counterpart.

Example 4.3. Consider f(t) = 2a(1 − 2at2), for any a > 0. By solving the differential
equation in (3.16) we find ρ(t) = e−at

2
and the resulting process is given by

V (t) = V0e
−at2 +

∫ t

0

e−a(t−s)
2

dL(s). (4.13)

The discrete form of this process is given in Proposition 4.2 below.

Proposition 4.2. Consider the process given in (4.13). One discretization form for this
process is given by

V ((k + 1)h) = e−a(2k+1)h2 V (kh) +Wk,h, (4.14)

where h is the discretization step size and

Wk,h =

∫ kh

0

e−a((kh−s)
2+(2k+1)h2)(e2ash − 1) dL(s) +

∫ (k+1)h

kh

e−a((kh−s)
2−2sh+(2k+1)h2) dL(s).

Moreover, the distribution of Wk,h is Sα(σW , 0, 0) random variable, where

σαW =

∫ kh

0

e−αa((kh−s)
2+(2k+1)h2)(e2ash − 1)α ds+

∫ (k+1)h

kh

e−αa((kh−s)
2−2sh+(2k+1)h2) ds.

(4.15)

Proof: From expression (4.13), we have

V0e
−a(kh)2 = V (kh)−

∫ kh

0

e−a(kh−s)
2

dL(s). (4.16)

We also have

V ((k + 1)h) = e−a(2k+1)h2

[
V0 e

−a(kh)2 +

∫ (k+1)h

0

e−a((kh)
2−2s(k+1)h+s2) dL(s)

]
.

Thus,

V0e
−a(kh)2 = ea(2k+1)h2V ((k + 1)h)−

∫ (k+1)h

0

e−a((kh)
2−2s(k+1)h+s2) dL(s). (4.17)

From expressions (4.16) and (4.17), we get

V ((k + 1)h) = e−a(2k+1)h2V (kh)−
∫ kh

0

e−a((kh−s)
2+(2k+1)h2) dL(s)

+

∫ (k+1)h

0

e−a((kh)
2−2s(k+1)h+s2+(2k+1)h2) dL(s)

= e−a(2k+1)h2V (kh) +Wk,h,
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where

Wk,h =

∫ (k+1)h

0

e−a((kh−s)
2−2sh+(2k+1)h2) dL(s)−

∫ kh

0

e−a((kh−s)
2+(2k+1)h2) dL(s)

=

∫ kh

0

e−a((kh−s)
2+(2k+1)h2)(e2ash − 1) dL(s) +

∫ (k+1)h

kh

e−a((kh−s)
2−2sh+(2k+1)h2) dL(s).

Using propositions 1.2.1 and 3.4.1 in Samorodnitsky and Taqqu (1994), the distribu-
tion of Wk,h is Sα(σW , 0, 0), where σαW is given by expression (4.15).

�
To calculate the codifference function we consider that V0 is a random variable with

symmetric α-stable distribution, denoted by Sα(σ, 0, 0). The theoretical codifference func-
tion of this process is given in Corollary 4.3.

Corollary 4.3. Let {V (t)}t≥0 be the process given in (4.13). Then its theoretical codif-
ference function is given by

τV (s; k, t) =|s|ασα
[
e−aα(t+k)

2

+ e−aαt
2 − (e−at

2 − e−a(t+k)2)α
]

+|s|α
∫ t

0

(e−aα(t+k−x)
2

+ e−aα(t−x)
2 − (e−a(t−x)

2 − e−a(t+k−x)2)α)dx. (4.18)

Proof: From Proposition 3.2(iii), since ρ(t) = e−at
2
, we obtain expression (4.18).

�

Remark 4.3. The codifference function given by (4.18) depends both on k and t. Figure
4.5 shows the results when we fix t = h in expression (4.18). We also consider V0 = 0
in order to compare the codifference and the spectral covariance measures. Under these
assumptions, we have

τV (s; k, h) = |s|α
∫ h

0

(e−aα(h+k−x)
2

+ e−aα(h−x)
2 − (e−a(h−x)

2 − e−a(h+k−x)2)α)dx. (4.19)

Figure 4.5 presents theoretical and empirical codifference functions for the process
given in (4.13). Again we consider s ∈ {1, s∗}, where s∗ is the value that gives the same
ordinate range for both the theoretical codifference and the spectral covariance measures.
Notice that, when the value a increases, the theoretical and empirical functions converge
quickly to zero. The results are very similar to Example 4.1.

The spectral covariance of the process defined in (4.13) is given in Corollary 4.4 below.

Corollary 4.4. Let {V (t)}t≥0 be the process defined in (4.13). Then its spectral covariance
is given by

%(V (t), V (t+ k)) =

∫ t

0

e−a(t−s)
2

e−a(t+k−s)
2
(
e−2a(t−s)

2

+ e−2a(t+k−s)
2
)α−2

2
ds. (4.20)

Proof: From Proposition 3.3, since ρ(t) = e−at
2
, we obtain expression (4.20).

�
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(a) a = 0.5, s = 1

(b) a = 0.5, s∗ = 0.5612

(c) a = 1, s = 1

(d) a = 1, s∗ = 0.5612

Figure 4.5: Theoretical and empirical codifference functions of the process given in (4.13) when
α = 1.5, h = 0.5, n = 1000 and a ∈ {0.5, 1}.
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(a) a = 0.5 (b) a = 0.5, α̂mle
∼= 1.4974 (c) a = 0.5, α̂mc

∼= 1.5026

(d) a = 0.5, α̂kou
∼= 1.5001 (e) a = 0.5, α̂pr

∼= 1.5015

(f) a = 1 (g) a = 1, α̂mle
∼= 1.4980 (h) a = 1, α̂mc

∼= 1.5064

(i) a = 1, α̂kou
∼= 1.5046 (j) a = 1, α̂pr

∼= 1.5050

Figure 4.6: Theoretical and empirical spectral covariance of the process given in (4.13) when
α = 1.5, σ = 1, h = 0.5, n = 1000, re = 1000 and a ∈ {0.5, 1}.

Figure 4.6 presents the theoretical and empirical spectral covariance of the process
given in (4.13). Notice that expression (4.20) depends on k and t and we fix t = h as in the
codifference function. These graphs present the four different estimators for α, described
in Subsection 2.2. We note there is no significant difference in the empirical spectral
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covariance when the α estimator changes. This is due to the fact that all α estimators
values are very accurate. Comparing Figures 4.5 and 4.6, we see that the estimators
for the spectral covariance and for the codifference functions (when s∗ = 0.5612) exhibit
similar behavior.

5 Monte Carlo Simulations

In this section we present Monte Carlo simulation results for the maximum likelihood
estimation (mle) in both the OU and Cosine processes.

5.1 Maximum Likelihood in the OU Process

For every function ρ(·) and each noise process L(·), the process given in (3.1) has different
parameters. In this subsection, we estimate the parameters for the case when ρ(t) = e−θ t,
that is, the OU process.

From expression (4.1), notice that we can consider the OU as an AR(1) process. Let
η = (α, σ, θ)′ be the parameter vector to be estimated and let {Vkh}N−1k=0 be a sample of
size N of the process given by (1.2). We have

Zk,h = Vkh − e−θhV(k−1)h.

Notice that, for a fixed h, {Zk,h}k∈N is a sequence of i.i.d. random variables with
symmetric α-stable distribution and scale parameter σ. Hence, the likelihood function is
given by

L(η|Z1,h, · · · , ZN−1,h) =
N−1∏

k=1

f(Zk,h|η),

where f(·|η) is the density distribution function of the α-stable distribution. Recall that
for only three cases of α there exist closed formulae for the distribution and density
functions.

The log-likelihood function is given by

`(η|Z1,h, · · · , ZN−1,h) =
N−1∑

k=1

ln(f(Zk,h|η)).

By numerical optimization of function `(·), we obtain the maximum likelihood estima-

tor η̂ = (α̂, σ̂, θ̂)′. In the simulations, the θ parameter is assumed to be in the set {1, 2}.
In this work, the parameters of the α-stable distribution are α ∈ {1.1, 1.5, 2} and σ = 1.
Notice that we are including the Gaussian case (α = 2). The Monte Carlo simulation
study is based on time series of samples of size N = 2000 derived from OU processes. We
perform 500 replications for each experiment. To generate the time series we apply the
discrete equation given in (4.1) and the discretization step size is considered to be 1.

Figure 5.1 shows boxplots of the parameter estimation procedure. The boxplots pre-
sent the mean, median, outlier points and an idea of the variability. From these graphs
we conclude that the maximum likelihood estimation performs relatively well. Comparing
all graphs, it is possible to see that the worst performance occurs when α = 1.1. In this
case, there are several outlier points, and the mean estimated values are not so close to
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the real parameter values. This result was expected by the fact that the α parameter is
too close to the range where even the first moment of the α-stable process is infinite.

Figure 5.1: Estimation results for OU processes when h = 1 and N = 2000. Each panel shows
the results for θ ∈ {1, 2}. The horizontal black lines report the medians for each experiment,
the horizontal dotted lines show the true parameter values, and the black dots are the sample
mean values.

The small bias values presented in Figure 5.1 indicate that, for all parameters, the
mean estimated value is very close to the true parameter one. As expected, the estimator
performance improves as the α parameter gets closer to α = 2 (Gaussian case). From the
graphs it is also clear that the θ parameter is better estimated than the others. There is
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a small difference in the results when a = 1 or a = 2: in the latter case the variability
slightly increases.

From a large Monte Carlo simulation study done before, it is clear that there is no
significant difference in the results for both cases h = 1 and h = 0.1, when we kept fixed
the sample size N . However, when the product Nh increases, the parameter estimation
improves. Another interesting characteristic is that, when the σ parameter value increases,
its estimation degrades by increasing the bias value and its variability. Similar results are
obtained when the θ parameter value increases. We performed an extensive simulation
study and the results are available upon request.

5.2 Maximum Likelihood in the Cosine Process

In this subsection, we estimate the parameters for the case when ρ(t) = cos(at), that is,
the Cosine process, via maximum likelihood procedure. From expression (4.7), notice that
we can consider the Cosine process as a non-stationary AR(2) process. Let η = (α, σε, a)′

be the parameter vector to be estimated and let {Vkh}N−1k=0 be a sample of size N of the
process given by (4.6). The procedure to obtain the likelihood function is very similar to
the case presented in Section 5.1.

In the simulations, the a parameter is assumed to be in the set {1, 2}. In this work,
the α parameter of the α-stable distribution is in the set {1.1, 1.5, 2} and σε depends on
α and a parameters (see expression (4.8)). Notice that we are including the Gaussian
case (α = 2). The Monte Carlo simulation study is based on time series of samples
of size N = 2000 derived from Cosine processes. We perform 500 replications for each
experiment. To generate the time series we apply the discrete equation given in (4.7) with
discretization step size h = 1.

Figure 5.2 presents the results for the mle procedure. We observe that the estimation
of the a parameter is very accurate, but this does not occur for the other parameters.
However, when α = 2 the estimation improves for all parameters. Comparing all graphs,
the worst performance occurs when α = 1.1, since the bias is slightly larger than the other
results. There is no significant difference in the results for both cases a = 1 and a = 2.
The estimation via maximum likelihood for the Cosine process was very satisfactory as
for the OU process.

6 Conclusions

In this work we present the codifference and the spectral covariance functions as two
dependence measures for the studied stochastic processes. These measures replace the
autocovariance function when it is not well defined. The consistency property of the
empirical codifference estimator, proposed in Subsection 2.1, is shown for stationary sym-
metric α-stable processes. Moreover, we present a continuous-time process arising from
the generalized Langevin equation and show some of its properties. Results for the theo-
retical codifference and the spectral covariance functions considering the mentioned pro-
cess are presented. In addition, several particular examples are discussed, showing their
codifference and spectral covariance functions. The spectral covariance function has the
advantage of not relying on s values, while the codifference function presents different
results when s changes its value.
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Figure 5.2: Estimation results for Cosine processes when h = 1 and N = 2000. Each panel
shows the results for a ∈ {1, 2}. The horizontal black lines report the medians for each exper-
iment, the horizontal dotted lines show the true parameter values, and the black dots are the
sample mean values.

Furthermore, we show via Monte Carlo simulation that maximum likelihood estimators
for OU and Cosine processes present features like low bias and low variability. This
simulation study shows that the mle estimation present large variability and some outlier
values when α = 1.1. This is due to the fact that the α parameter is close to the
range where the first moment of the process is infinite (0 < α ≤ 1). The estimator
performance improves when the α parameter gets closer to the Gaussian case (α = 2).
The Monte Carlo simulations also show that the discretization step size h of the process
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did not significantly matter for the OU parameters estimation. For future work we shall
investigate the maximum likelihood method for other functions ρ(·) in the process given
by the expression (3.1).
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