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RESUMO 
 
 
 

O  p r e s e n t e  t r a ba l h o  a p r e s e n t a  uma  a n á l i s e  d a  s o l i d i f i c a ç ã o  

u n i d i r e c i o n a l  a  p a r t i r  d e  u m e s t u d o  expe r ime n ta l  e  numér i co .  A  f i m  de  

p o s s i b i l i t a r  a  v i s ua l i z a ç ã o  d o  p r o c e s s o  s ã o  e v i t a d a s  a s  a l t a s  t e m p e r a t u r a s .  

D e s t a  f o r ma ,  ma t e r i a i s  c o m b a i x o  pon to  de  fu são ,  aba ixo  de  50°C ,  

t r a n s l ú c i d o s  e  t r a n s p a r e n t e s ,  s ão  fund idos  e  so l i d i f i c ados  e m um 

s o l i d i f i c a d o r  d i r e c i o n a l  d e  f o r ma  c i l í n d r i c a .  V i s a n d o  u m p r o c e s s o  d e  

so l i d i f i c ação  con t ro l ado  po r  d i fu são  pu r a ,  e s t e  s o l i d i f i c a d o r  é  r e s f r i a d o  

p e l a  s u a  b a s e .  S ã o  o b t i d o s  n o  e x p e r i me n t o  o s  c a m p o s  d e  t e mp e r a t u r a ,  

a l é m d a  p o s i ç ã o  d a  i n t e r f a c e  s ó l i do - l í qu ido  ao  l ongo  do  t empo .  Na  

s i mu l a ç ã o  n u mé r i c a  d o  p r o c e s s o  é  r e s o l v i d a  a  e qu a ç ã o  d a  e n e r g i a ,  

f o r mu l a d a  e m t e r m o s  d a  e n t a l p i a  u s a n d o  u m a  ma l h a  f i x a .  O s  r e s u l t a d o s  

s ã o  c o mp a r a d o s  e  a n a l i s a d os  d e  mo d o  a  v a l i da r  a  s i mu l a ç ã o ,  qu e  p a s s a  

a s s i m a  s e r v i r  p a r a  a  i n v e s t i g a ç ã o  d e  o u t r a s  s i t u a ç õ e s  d e  i n t e r e s s e  n o  

â mb i t o  d a  fu s ã o - s o l i d i f i ca ç ão .  
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ABSTRACT 
 
 
 

E x p e r i me n t a l  a n d  N u m e r i c  A na l y s i s  o f  t h e  D i r e c t i o n a l  

S o l i d i f i ca t i o n  o f  P h a s e  C h a n g e  M a t e r i a l  

 

 

A n  e x p e r i me n t a l  a n d  n u me r i c a l  a n a l y s i s  o f  u n i d i r e c t i ona l  

s o l i d i f i c a t i o n  i s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  w o r k .  I n  o r d e r  t o  e n a b l e  t h e  

v i s u a l i z a t i o n  o f  t h e  p r o c e s s ,  h i g h  t e mpe r a t u r e s  a r e  a v o i d e d .  T h u s ,  

ma t e r i a l s  w i t h  l o w  me l t i n g  p o i n t ,  b e l o w  5 0 ° C ,  t r a n s l u c e n t  a n d  

t r a n s p a r en t ,  a r e  me l t e d  a n d  s o l i d i f i e d  i n  a  d i r ec t i o n a l  s o l i d i f i c a t i o n  

s y s t e m o f  c y l i n d r i c a l  f o r m.  I n  o r d e r  t o  c o n t r o l  t h e  p r o c e s s  o f  

s o l i d i f i c a t i o n  b y  p u r e  d i f f u s i o n ,  t h i s  s o l i d i f i c a t i o n  s y s t e m h a s  a  c o l d  

s y s t e m a t  t h e  b a s e .  F r o m t h e  e x p e r i me n t  s o m e  p a r a me t e r s  a r e  o b t a i n e d ,  

s u c h  a s  t h e  t e mpe r a t u r e  f i e l d  a n d  t he  p o s i t i o n  o f  t h e  s o l i d - l i q u i d  i n t e r f a c e  

a l o n g  t h e  t i me .  I n  t h e  n u me r i c  o f  s i mu l a t i o n  t h e  e n e r g y  e q u a t i o n  i s  

s o l v e d ,  u s i n g  t h e  e n t h a l p y  f o r mu l a t i o n  a n d  a  f i x e d  me s h .  T h e  r e s u l t s  a r e  

c o mp a r e d  a n d  a n a l y z e d  i n  o r d e r  t o  v a l i d a t e  t h e  s i mu l a t i o n  me t h o d .  T h e s e  

r e s u l t s  ma y  b e  u s e f u l  i n  f u t u r e  i n v e s t i ga t i o n s  r e l a t e d  t o  

me l t i n g / so l i d i f i ca t i o n  p r o b l e ms .  
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1  INTRODUÇÃO 

1 . 1  M o t i v a ç ã o  

Os  p rob l emas  de  t r an s f e r ênc i a  de  ca lo r  com mudança  de  f a se ,  e m 

g e r a l ,  e  p a r t i c u l a rme n t e  a  s o l i d i f i c ação ,  c a r ac t e r i z am-se  po r  pos su í r e m 

uma  f ron t e i r a  que  s e  de s loca  com o  t e mpo .  

As  p r ime i r a s  so luções  de  p rob l emas  envo lvendo  f ron t e i r a  l i v r e  

r emon ta m a  meados  do  s écu lo  pa s sado  [Neuma nn ,  1860 ;  S t e f an ,  1891 ] .  

Nes t e s  p r ime i ro s  t empos  a  mo t ivação  dava - se  em pa r t e  a  n íve l  pu rame n t e  

ma te má t i co ,  po r  cons t i t u í r em- se  e m i n t e r e s s a n t e s  p r o b l e ma s  c o m d o mí n i o  

v a r i á ve l  e  e m p a r t e  p e l a  s ua  a p l i c a b i l i da d e  a  p r o b l e ma s  d e  c o n ge l a me n t o  

d o  ma r  e  d e  á gu a s  s u b t e r r â ne a s .  E s t a s  p r i me i r a s  f o r mu l a ç õ e s  d e r a m  

o r i g e m a  f a mí l i a s  d e  p r o b l ema s  c l á s s i c o s ,  o u  s e j a ,  p r ob l e ma s  d e  S t e fa n  e  

de  Neumann ,  com so luções  ana l í t i c a s  da  equação  de  Fou r i e r  pa r a  f ron t e i r a  

l i v r e .  

N a  p r i me i r a  me t a d e  d e s t e  s é c u l o  a  n e c e s s id a d e  d e  s o l u ç ã o  p a r a  

c e r t o s  p r o b l e ma s  me t a l ú r g i c o s  l e v o u  à  i n c o r po r a ç ã o  d o  mo l d e  d e  f u n d i ç ã o  

ne s t e s  equac ioname n tos ,  dando  o r i gem ao  mode lo  de  Schwarz ,1933 .  

N e s t a s  p r i me i r a s  f o r mu l a ç õ e s  d o  p r o b l e ma  e r a  r e s o l v i da  s o me n t e  a  

equação  da  d i fu são  do  ca lo r ,  em fo rma  t r a n s i e n t e  e  u ma  d i me n s ã o .  A s  

n e c e s s i dad e s  n o  c a mp o  d a  me t a l u r g i a  e x i g i r a m ,  e n t r e t a n t o  a  s o l u ç ã o  d e  

p r o b l e ma s  ma i s  c o mpl e x o s ,  e s p e c i a l me n t e  n o  c a s o  d a  s o l i d i f i c a ç ã o  d e  

l i g a s  me t á l i c a s ,  o nd e  a l é m d o  p r o c e sso  de  d i fu são  de  ca lo r  t em- se  d i fu são  

de  ma ssa  e  de  quan t i dade  de  mov i me n to  [V i skan t a ,  1988 ;  V i skan t a  1992 ;  

Ba t t l e ,  1992 ] .  A  complex idade  do  f e n ô me n o  e x i g i u  a  a d e s ã o  d e  

pe squ i s ado re s  de  á r ea s  a f i n s ,  como  a s  C i ênc i a s  Té rmica s .  Em 1977  j á  e r a  
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o b t i d a  a  p r i me i r a  s o l u ç ã o  de  u ma  f o r mu l a ç ã o  i n c or p o r a n d o  o  mo v i me n t o  

da  f a se  l í qu ida  [Spa r row ,  Pa t anka r  e  Ra ma dhyan i ,  1977 ] .  

A  pa r t i r  da í  a  aná l i s e  dos  f enô me nos  envo lvendo  a  so l i d i f i c ação  

d o s  me t a i s  e  l i g a s ,  t e m r e c e b i d o  b a s t an t e  a t enção .  Vá r io s  pe squ i s ado re s  

t ê m d e s e n v o l v i d o  mé t o d o s  e  mo d e l o s  ma t e má t i c o s  p a r a  t e n t a r  me l h o r  

r ep roduz i r  o s  f enômenos  envo lv idos  na  so l i d i f i c ação .  

O  h i s t ó r i co  do  de senvo lv ime n to  de  mode lo s  pa r a  o s  p roces sos  de  

so l i d i f i c ação  pode  gene r i came n te  s e r  d iv id ido  em t r ê s  pe r í odos .  No  

p r i me i r o  p e r í o d o ,  a n t e s  1 9 7 0 ,  o  e s t udo  e s t ava  concen t r ado  nos  p rob l emas  

de  condução  de  ca lo r  com mudança  de  f a se  [Ockendon  e  Hodgk ins ,  1975 ] .  

A  f i m  de  e s tuda r  de f e i t o s  em peças  f u n d i d a s ,  f o i  p r e s c r i t o  o  e s c o a me n t o  

de  f l u ido ,  com dados  expe r ime n t a i s ,  e  de sacop l ado  da  equação  da  ene rg i a .  

U s u a l me n t e  o s  m o d e l o s  e r a m l i mi t a d o s  a  u ma  d i m e n s ã o  [ F l e mi n g s  e  

Ne reo ,  1967 ] .  

No  s egundo  pe r í odo ,  a t é  a  me t ade  dos  anos  80 ,  o  a cop l amen to  da  

equação  de  conse rvação  da  quan t i dad e  d e  mo v i me n t o  c o m a  e q u a ç ã o  d a  

ene rg i a  f o i  t en t ado  [Mehrab i an  e t  a l . ,  1970 ;  Fu j i i  e t  a l . ,  1979 ;  R idde r  e t  

a l . ,  1981 ] .  J á  abo rdando  l i ga s ,  a  i n f l uênc i a  do  e scoamen to  de  f l u ido  

i n t e rdendr í t i co  fo i  i nves t i gado .  Norma l me n te  e r a  empregada  a  l e i  de  

D a r c y ,  a o  i n v é s  d e  r e s o l ve r  a  e q ua ç ã o  d e  c o n s e r v a ç ã o  c o m p l e t a ,  pa r a  

ob t e r  o  campo  de  ve loc idade .  A lém d i s so ,  o  a cop l amen to  en t r e  a s  r eg iõe s  

só l i da ,  b i f á s i ca  e  l í qu ida  fo r am igno radas ,  ou  t r a t adas  po r  me io  do  mé todo  

d e  mú l t i p l a s  r e g i õe s .  C o m u ma  c e r t a  ap rox i mação ,  f o r am desenvo lv ida s  e  

r e so lv ida s  equações  de  conse rvação  s epa radas  pa r a  c ada  r eg i ão ,  e  u m 

ba l anço  de  ene rg i a  ap rop r i ado  na  i n t e r f ace  fo i  en t ão  empregado .  O  mode lo  

r e q u e r  uma  p r e s c r i ç ã o  d o  t a ma n h o  e  fo r ma  da  r eg i ão  de  mi s tu r a ,  e  a  

i n t e r f a c e  a s s o c i a da  c o m a s  r e g i õ e s  s ó l i d a s  e  l í q u i d a s .  Co n s e q u e n t e me n t e ,  

o  mé t o d o  d e  mú l t i p l a s  r e g iõ e s  é  l i m i t a d o  a  a l g u n s  c a so s  c o m  g e o me t r i a  

r e l a t i v a me n t e  s i mp l e s .  

No  t e r ce i ro  pe r í odo ,  s egunda  me tade  dos  anos  80 ,  su rg i r a m 

mode lo s  com o  conce i t o  r eg i ão  ún i ca ,  ba seados  na  t eo r i a  c l á s s i ca  de  

mi s tu r a ,  empregando  mé d ia s  vo lumé t r i c a s ,  con fo r me  Bennon  e  Inc rope ra ,  

1987 ;  Vo l l e r  e  P r akash ,  1987  e  Becke rma nn  e  V i skan t a ,  1993 .  
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1 . 2  O b j e t i v o s  e  E s c o p o  d a  D i s s e r t a ç ã o  

A capac idade  de  r e so lve r - se  s i s t emas  de  equações  d i f e r enc i a i s  não  

l i n e a r e s ,  c o m o  a u x í l i o  d o  c o mp u t a d o r ,  é  h o j e  ma i o r  d o  q u e  o  p r ó p r i o  

conhec ime n to  da  f í s i c a  do  p roce s so  de  t r a n s f e r ê n c i a  d e  ma s s a  d u r a n t e  a  

so l i d i f i c ação  [Ba t t l e ,  1992 ] .  Es t e  f a t o  ge r a  a  nece s s idade  da  

e x p e r i me n t a ç ã o .  

O  ob j e t i vo  de s t a  d i s s e r t a ção  é  d e s e n v o l v e r  u m a p a r a t o  

expe r ime n ta l ,  s o l i d i f i c ado r  d i r ec iona l ,  c a p a z  de  v i s u a l i z a r  a  s o l i d i f i c a ç ã o ,  

p e r mi t i r  a  a n á l i s e  d o s  f e n ô me n o s  d o s  p r o c e s sos  d e  s o l i d i f i c a ç ã o ,  e  v a l i d a r  

um cód igo  numé r i co  pa r a  ana l i s a r  mode lo s  ex i s t en t e s .  

Pa r a  i s t o  cons t ru iu - s e  um so l i d i f i c ado r  d i r ec iona l  a  ba ixa  

t empe ra tu r a  [Chr i s t enson ,  Bennon  e  Inc rope ra ,  1989 ,  Ch r i s t enson  e  

I nc rope ra ,  1989 ] .  E l e  pe rmi t e  v i sua l i z a r  a  so l i d i f i c ação ,  r e a l i z a r  a  aná l i s e  

dos  f enômenos ,  e  po r t an to  va l i da r  o  cód igo  numé r i co .  

O  t r aba lho  em uma  d i me nsão  ( so l i d i f i c ador  d i r ec iona l )  t em  po r  

ob j e t i vo  r eduz i r  a  complex idade  do  f e n ô me n o ,  p e r mi t i n d o  q u e  a  a t e n ç ã o  

concen t r e - s e  nos  p roces sos  que  oco r r e m jun to  à  i n t e r f ace  só l i do - l í qu ido .  

No  cap í t u lo  2  de s t e  t r aba lho  s ão  i n t roduz ida s  a s  equaç õe s  

gove rnan t e s  do  p roce s so  de  so l i d i f i c ação ,  s endo  p r ime i r ame n te  r ea l i z ada  

u ma  a n á l i s e  d e  e sc a l a ,  c o m o  o b j e t i vo  de  e s t abe l ece r  a  o rdem de  g r andeza  

dos  f enômenos  a  s e r em obse rvados .  Tamb é m  s ã o  a p r e s e n t a d a s  a s  s o l uç õe s  

a n a l í t i c a s  c l á s s i c a s .  

No  cap í t u lo  3  pa s sa - s e  a  abo rda r  uma  mode l agem numé r i ca  pa r a  a  

so l i d i f i c ação ,  s endo  e s t a  f o rmu lada  em t e r mo s  d a  e n t a l p i a ,  s e nd o  a s  s ua s  

equações  r e so lv ida s  pe lo  Mé todo  dos  Vo lume s  F in i t o s .  

O  cap í t u lo  4  t r a t a  da  de sc r i ção  do  expe r ime n to ,  sua  mon tagem,  

i n s t r u me n t a ç ã o  e  r e s u l t a d os  o b t i d o s .  

As  conc lu sões  e  suges tõe s  pa r a  t r aba lhos  fu tu ro s  de s t e  s ão  

ap re sen t adas  no  cap í t u lo  5 .  

 



 

 

2  PROCES SO DE S O LIDIFICAÇÃO 

2 . 1  I n t r o d u ç ã o  

O p roces so  de  so l i d i f i c ação  de  me ta i s  ou  ma te r i a i s  de  mudanç a  de  

f a se ,  t ambém cha mados  de  PCM (Phase  Change  Ma te r i a l s ) ,  é  um p roce s so  

em r eg i me  t r ans i en t e ,   envo lvendo  a  r emoção  de  ca lo r  em fo r ma  l a t en t e  

pa r a  que  oco r r a  a  so l i d i f i c ação ,  e  a  evo lução  da  i n t e r f ace  só l i do - l í qu ido .  

O  conhec ime n to  da  c iné t i c a  da  so l i d i f i c ação  e  da  d i s t r i bu i ção  de  

t e mpe r a t u r a s  d u r a n t e  o  p r o c e s s o  é  e x t r e ma me n t e  i mp o r t a n t e .  A  b u s c a  p e l o  

conhec ime n to  de s t e  p roces so  mo t ivou  vá r i a s  i nves t i gações ,  de  ca r á t e r  

t an to  numé r i co  como  expe r ime n t a l .  

No  Bra s i l  o  p rob l ema  da  so l i d i f i c ação  vem sendo  abo rdado  sob  o  

pon to  de  v i s t a  da  sua  ap l i c ação  no  p ro c e s s o  d e  f a b r i c a ç ã o  p or  f u n d i ç ã o  

[Mül l e r ,  1994 ] ,  expe r ime n tação  [Za ro ,  1992 ] ,  e  s imu lação  compu tac iona l  

[Ga rc i a  e  P r a t e s ,  1978 ;  V ie lmo ,  1993 ;  B raga ,  1993 ;  Awruch  e  Re i t z ,  1993 ;  

V ie lmo  e  P ra t a ,  1994 ;  Awruch  e  Re i t z ,  1 9 9 4 ;  M i l ó n  e  B r a ga ,  2000 ;  Souza ,  

S .  I .  S . ,  V i e lmo ,  H .  A . ,  2000 ;  J e sus ,  A .  B . ,  I sma i l ,  K .  A .  R . ,  2000 ] .  

O  p r e sen t e  t r aba lho  dá  con t i nu ida de  a  a lguns  de s t e s  e s fo r ços ,  

p ropondo- se  a  de senvo lve r  um e s tudo  t e ó r i co -expe r imen ta l .  A  pa r t i r  da s  

r e spos t a s  f o rnec ida s  po r  expe r ime n tos ,  a va l i a - s e  a  p re c i s ã o  d e  a l g u ma s  

fo r mu lações  j á  ex i s t en t e s  pa r a  o  p rob l ema  da  so l i d i f i c ação .  

D e s t a  f o r ma  ma t e r i a i s  c o m b a i x o  p o n to  de  fu são ,  aba ixo  de  50°  C ,  

t r an s lúc idos  e  t r an spa ren t e s ,  s ão  fund idos  e  so l i d i f i c ados  e m um 

so l i d i f i c ado r  d i r ec iona l  e m f o r ma  c i l í n d r i c a .  

V i s a n d o  u m p r o c e s s o  d e  s o l i d i f i cação  con t ro l ado  po r  d i fu são  pu ra ,  

e s t e  s o l i d i f i c a d o r  é  r e s f r i a d o  p e l a  s u a  b a s e .  
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Na  s imu lação  numé r i ca  do  p roce sso  é  r e so lv ida  a  equação  da  

ene rg i a ,  f o rmu lada  em t e r mos  da  en t a lp i a  sobr e  uma  ma lha  f i xa .  

2 .2  Equação  Governante  

Cons ide r e  uma  f r en t e  so l i d i f i c ação  p l ana  que  s e  encon t r a  

i n i c i a l me n t e  n o  e s t a d o  e s t a c i o n á r i o .  A  f i gu ra  2 .1  mos t r a  o  d i ag rama  

e squemá t i co  pa r a  o  mode lo  e  o  s i s t ema  de  coo rdenada s .  A  ex t r ação  de  

ca lo r  pe l a  ba se  impõe  i n í c io  ao  p roce s so  de  so l i d i f i c ação  oca s ionando  o  

mov i me n to  da  i n t e r f ace .   

 

 
 

F ig .  2 . 1  D iag rama  e squemá t i co  da  f r en t e  de  so l i d i f i c ação .  

 

A  equação  da  ene rg i a ,  pa r t i cu l a r i z ada  pa r a  d i fu são  pu ra  t r an s i en t e  

e m u m a  d i me n s ã o  s em fon t e ,  é  dada  po r  

 ( )h k
t x x
ρ∂ ∂ ∂T =  ∂ ∂ ∂ 

  (2.1) 

onde  T  é  a  t e mpe r a t u r a ,   é  a  e n t a l p i a  e s p e c í f i c a ,  h ρ  é  a  d e n s i d a d e  ( ma s s a  

e s p e c í f i c a ) ,   é  o  t e mp o ,  e   é  a  condu t i v idade  t é rmica .  Assumi do  qu e  a s  

p rop r i eda d e s  t e rmo f í s i c a s  s ão  cons t an t e s  pa r a  c ada  f a se ,  e  que  s ão  

i n d e p e n d e n t e s  d a  t e mpe r a t u r a ,  t e m- s e  

t k

 
2

2
h k
t

T
x

ρ ∂ ∂
=

∂ ∂
.  (2.2) 

U t i l i z a n do  a  d e f i n i ç ã o  d e  c a l o r  e s p ec í f i c o  a  p r e s s ã o  c o n s t a n t e ,  

 pdh c dT= ,  (2.3) 
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e  subs t i t u indo  (2 .3 )  na  eq . (2 .2 )  t em- se  a  equação  da  ene rg i a  f o rmu lada  em 

t e mpe r a t u r a  

 
2

2p
Tc k
t

T
x

ρ ∂ ∂
=

∂ ∂
.  (2.4) 

C o mo  t e m- s e  d u a s  f a s e s  d i s t i n t a s ,  pa r a  a  r e g i ã o  d o  s ó l i d o  t e m- s e  

 
2

2s
s s

s p s
Tc k
t

T
x

ρ ∂ ∂
=

∂ ∂
,  (2.5) 

e  p a r a  o  l í q u i d o  

 
2

2l
l

l p l
Tc k
t

lT
x

ρ ∂ ∂
=

∂ ∂
,  (2.6) 

onde ,  o s  subsc r i t o s  “ s  e  l ”  r e f e r e m- s e  à s  f a s e s  s ó l i d a  e  l í q u i d a .  

N o  i n s t an t e  i n i c i a l  e  a n t e s  d e  qua lque r  só l i do  s e r  f o r mado ,  a  

d i s t r i bu i ção  de  t empe ra tu r a  no  l í qu ido  é  un i fo r me  e  e s t a  cond i ção  i n i c i a l  

é  d e t e r mi na d a  p o r  

 ( ,0) iT x T=  ( 0x >  , 0t = ). (2.7) 

S e  a  t e m p e r a t u r a  i n i c i a l  T  f o r  ma i o r  q u e  a  t e mp e r a t u r a  de  mu d a n ç a  

de  f a se  T  o  p r o b l ema  s e  c o n s t i t u i  n o  p r o b l e ma  d e  N e u ma n n .  N o  c a s o  d a  

t e mpe r a t u r a  i n i c i a l  T  s e r  i gu a l  à  t e m p e r a t u r a  d e  mu d a n ç a  d e  f a s e  T ,  s e  

cons t i t u i  n o  p ro b l e ma  d e  S t e fan .  

i

m

i m

A ex t r ação  de  ca lo r  pe l a  ba se  é  un i fo rme  e  man t ida  cons t an t e  com 

t e mpe r a t u r a  n a  p a r e d e  i g u a l  a  T ,  o u  s e j a  w

 (0, ) wT t T=  ( 0x =  , 0t > ). (2.8) 

N a  s e q ü ê n c i a  de s t e  c a p i t u l o  s e r ã o  a p r e s e n t a d a s  a s  so l u ç õ e s  d e  

o r d e m d e  g r a n d e z a  o u  a n á l i s e  d e  e s c a l a ,  e  a s  so luções  c l á s s i c a s  de  

p rob l emas  de  so l i d i f i c ação  conhec idas  como  so luções  de  S t e f an  e  de  

Neu mann ,  a s s i m c o mo  a  s o l u ç ã o  p a r a  M e i o  F i n i t o .  E m  V i e l mo ,  1 9 9 3 ,  s ã o  

d e mo n s t r a d a s  e s t a s  s o l u ç õ e s  c l á s s i c a s  p a s s o  a  p a s s o .  O  o b j e t i v o  é  e f e t u a r  

u ma  c o m p a r a ç ã o  c o m a  s o l u ç ã o  n u m é r i ca ,  t oma n d o  a s  me s ma s  c o n d i ç õ e s  

d e  c o n t o r n o  e  i n i c i a l ,  e  t a mbé m a p l i c a n d o  a s  me s ma s  p r o p r i e d a de s  

t e r mo f í s i c a s .  
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2 . 3   A n á l i s e  d e  E s c a l a  d o  P r o b l e m a  d e  S t e f a n  

Confo r me  Be j an ,  1995 ,  a  aná l i s e  d e  e s c a l a  é  r e c o me n d a d a  c o mo  o  

p r i me i r o  mé t o d o  p a r a  o b t e r  a  má x i m a  i n f o r ma ç ã o  p o r  un i d a d e  de  e s f o r ç o  

i n t e l e c t ua l .  

O  u s o  d a  a n á l i s e  d e  e s c a l a  p e r mi t e  i mp o r t a n t e s  r e s u l t a d o s  q u e  

s e r v i r ã o  c o mo  p o n t o  d e  p a r t i d a  p a r a  e s t udos  ma i s  de t a lhados .  Pa ra  o s  

pe squ i s ado re s  que  r ea l i z am expe r imen tos  de  l abo ra tó r i o  pode  fo rnece r  

p a r â me t r o s  p a r a  c o n f e c ç ã o  d o  e x p e r i me n to ,  como  po r  exemplo ,  o  s eu  

t empo  de  d u ra çã o  e  o  t a ma n ho  nece s sá r i o  da  cav idade  de  aná l i s e .  J á  pa r a  

o s  q u e  r e a l i z a m s i m u l a ç õ e s  n u mé r i c a s  p o d e  s e r v i r  p a r a  u ma  c o m p a r a ç ã o  

i n i c i a l  de  r e s u l t ad o s ,  a l ém d e  u ma  e s t i ma t i v a  d e  ma l h a  e s p a c i a l  e  

t e mp o r a l .  

C o n s i d e r e  u ma  f r e n t e  p l a n a  d e  s o l i d i f i c a ç ã o  d e s l o c a da  d e  δ ( t ) ,  q u e  

é  a  pos i ção  da  i n t e r f ace  só l i do / l í qu ido ,  con fo rme  a  f i gu ra  2 .2  aba ixo ,  

 

 
F i g .  2 . 2  B a l a n ç o  d e  c a l o r  n a  i n t e r f a c e  s ó l i d o / l í q u i d o  nu m p r o b l e ma  d e  

S t e f an .  

 

E fe tuando  um ba l anço  de  ca lo r  na  i n t e r f ace  mos t r ada  na  f i g .  2 . 2 ,  e  

t endo  que  a  t emp e ra tu r a  no  l í qu ido  e s t á  n a  t e mpe r a t u r a  d e  mu d a n ç a  d e  

f a se  ,  p rob l ema  de  S t e f an ,  obse rva - se  que ,  ( l mT T= )

  m w
f

T T dk
dt

L δρ
δ
− : ,  (2.9) 
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onde  fL  é  o  c a lo r  l a t en t e  de  mudança  de  f a se  e  ( )d V t
dt
δ
=  a  ve loc idade  da  

f r e n t e  d e  s o l i d i f i c aç ã o .  

S epa rando  a  equação  d i f e r enc i a l  t em-se  

 ( )
 

m w

f

T T
d k d

L
δ δ

ρ
−

: t ,  (2.10) 

i n t eg rando  ambos  o s  l ados  r e su l t am 

 ( ) 1/ 2

2
 

m w

f

T T
k

L
δ

ρ
 −

 

: t  ,  (2.11) 

u t i l i z ando  o  núme ro  de  S t e f an ,  de f i n ido  po r  

 ( )m w
p

f

T T
Ste c

L
−

= ,  (2.12) 

o b t é m- s e  q u e  

 ,  (2.13) ( 1/ 22   t Steδ α: )

ou  
2

2   
t

Ste
δ
α

: ,  (2.14) 

com  
p

k
c

α
ρ

= .  (2.15) 

E s t e  r e s u l t a d o  s e r á  p o s t e r i o r me n t e  c o mpa r a d o  c o m o u t r a s  s o l uç õ e s ,  

ma i s  c o mpl e x a s .  

2 .4  So lução  Ana l í t i ca  

Por  mo t ivos  de  ap l i c ação  em engenha r i a ,  pa s sa - s e  ago ra  a  

i n t r o d u z i r  o  mo l d e  n e s t a  d i s c u s s ã o .  So l uç õ e s  a n a l í t i c a s  p a r a  o s  p r o b l e ma s  

d e  s o l i d i f i c a ç ã o  sã o  s o me n t e  a va l i a d a s  c o m  a  i n t r o du ç ã o  d e  h i p ó t e se s  

s i mp l i f i c a d o r a s  d e  c a r á t e r  f í s i c o ,  t a i s  c o mo:  

o  f l uxo  de  ca lo r  é  un id i r ec iona l ;  

não  ex i s t e  r e s i s t ênc i a  t é rmica  ao  f l uxo  de  ca lo r  na  i n t e r f ace  do  

ma t e r i a l  s o l i d i f i c ad o  c o m o  mo l d e ,  o u  s e j a  a d mi t e - s e  a  e x i s t ê n c i a  de  

c o n t a t o  t é r mi c o  p e r f e i t o  e n t r e  o  ma t e r i a l  e  o  m o l d e ;  

a  t e mpe r a t u r a  da  i n t e r f a c e  ma t e r i a l / mo l d e  p e r ma n e c e  c o n s t a n t e  

d u r a n t e  o  p r o c e s s o  d e  s o l i d i f i c a ç ã o ;  
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a  i n t e r f a c e  s ó l i d o / l í q u i d o  é  ma c r o s c o p i c a me n t e  p l a n a ;  

não  ex i s t em f l uxos  de  ma ssa ;  

a s  p r o p r i e d a d e s  f í s i c a s  d o  ma t e r i a l  e  d o  mo l de  n ã o  v a r i a m d u r a n t e  

o  p r o c e s so  d e  s o l i d i f i c a ç ã o .  

o  ma t e r i a l  e  o  mo l d e  c o mpo r t a m- s e  c o mo  e l e me n t o s  s emi - i n f i n i t o s ,  

não  havendo  pe rdas  de  ca lo r  do  mo lde  pa r a  o  me io  amb ien t e ,  ou  s e j a  a  

t e mpe r a t u r a  e x t e r n a  d o  m o l d e  d e v e  p e r ma n e c e r  c o n s t a n t e  d u r a n t e  o  

p r o c e s s o  d e  s o l i d i f i c a ç ã o  ( t o d o  o  c a l o r  do  ma t e r i a l  é  t r a ns f e r i d o  p o r  

condução  e  ab so rv ido  t o t a lmen te  pe lo  mo lde ) ;  

E s t a s  h i pó t e s e s  a s s u mi d a s  c o n j u n t a me n t e  t o r na m  a  s o l u ç ã o  b a s t a n t e  

d i s t an t e  dos  ca sos  p r á t i co s ,  a f a s t ando - a  d e ma s i a d a me n t e ,  n a  ma i o r i a  d o s  

c a s o s ,  da  f í s i c a  r e a l  d o  p r o b l e m a ,  o  q u e  i n e v i t a v e l me n t e  r e s t r i n ge  

ba s t an t e  a  u t i l i z ação  p r á t i c a  de  t a i s  mé todos .  

So luções  ana l í t i c a s  que  emprega m e s t a s  s i mp l i f i c a ç õ e s  s ã o  

encon t r adas  em Ca r s l aw  e  J aege r ,  1959 ;  Rub ins t e in ,  1971 ;  Öz i s i k ,  1993 ;  

C rank ,  1984 .  

2 . 4 . 1  S o l u ç ã o  d e  S t e f a n  

Es ta  so lução  fo i  p ropos t a  po r  um dos  p ione i ro s  na  aná l i s e  dos  

p r o b l e ma s  d e  s o l i d i f i c a ç ã o .  

Con fo r me  j á  f o i  de sc r i t o ,  ne s t e  c a so  o  l í qu ido  encon t r a - s e  s empre  

na  t empe ra tu r a  de  mudança  de  f a se .  

A  cond i ção  i n i c i a l  é  a  s egu in t e :  

 ( ,0) iT x T Tm= =  ( 0x > ,  0t = ). (2.16) 

N a  i n t e r f a c e  ma t e r i a l / mo l d e  c o n s i d e r a - se  t e mpe r a t u r a  p r e sc r i t a  

en t ão  t em-se  

 (0, ) wT t T=  ( 0,  0x t )= > . (2.17) 

Es t a  cond i ção  i n i c i a l  t o rna  o  p rob l ema  pouco  r ea l í s t i co ,  po i s  

d i f i c i l me n t e  o  ma t e r i a l  n o  i n í c i o  d o  p r o c e s s o  e n c o n t r a r - s e - á  n a  

t empe ra tu r a  de  mudança  de  f a se .  
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F ig .  2 . 3  D i s t r i bu i ção  de  t empe ra tu r a  pa r a  o  p rob l ema  de  S t e f an .  

 

As  cond i ções  de  con to rno  s ão  dadas  con fo r me  a  F ig .  2 . 3  

 ( , ) mT t Tδ =  em ( )x tδ=  e   (2.18) 0,t >

 0T
x

∂
=

∂
 em x →∞  e  0.  (2.19) t >

E s t e  p r ob l e ma  c l á s s i c o  t em s o l ução  bem conhec ida  e  f a c i lmen t e  

encon t r ada  na  l i t e r a tu r a  [Ca r s l aw  e  J aege r ,  1959 ;  Öz i s ik ,  1993 ;  V ie lmo ,  

1993 ] .  

A  so lução  pa ra  d i s t r i bu i ção  de  t empe ra tu r a  pa r a  a  f a se  só l i da  é  a  

dada  po r  

 ( ) ( )
( )

( )
/ 2

,
s

s w m w
erf x t

T x t T T T
erf

α

λ
= + − ,  (2.20) 

com  .
 s

s
s p

k
c

α
ρ

=   (2.21) 

A  pos i ção  da  i n t e r f ace  só l i do - l í qu ido  com o  t empo  é  dada  pe l a  

equação  

 ( ) 2 ,st tδ λ α=   (2.22) 

onde  λ  é  um pa r â me t ro  cons t an t e .  Pa r a   a cha r  uma  r e l ação  pa r a  a  

ava l i a ção  de s t e  pa r âme t ro  a  equação  de  ba l anço  de  ene rg i a  na  i n t e r f ace  é  

u sada .  Pa r a  o  p rob l ema  S t e f an  o  ba l anço  de  ene rg i a  na  i n t e r f ace  r e su l t a  

 .s
s

x

Tk Lf
d

x dtδ

δρ
=

∂
=

∂
  (2.23) 
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En tão  a  de t e rminação  d e s t e  pa r â me t ro  é  ob t i da  a  pa r t i r  d a  s o l uçã o  

de s t a  equação  t r anscenden t a l  pa r a  λ  

 
2 1e ( )erf Steλλ λ

π
0.− =   (2.24) 

C o m a  d e t e r mi n a ç ã o  d o  p a r â me t r o  λ  s o luc ionando  a  equação  

(2 .24 ) ,  pode - se  de t e rmina r  ( )tδ  p e l a  e q u a ç ã o  ( 2 . 2 2 )  e  a  d i s t r i b u i ç ã o  d e  

t empe ra tu r a  pe l a  equação  (2 .20 ) .  

O  va lo r  do  pa râme t ro  λ  q u e  t o r na  e s t a  e  a s  de ma i s  s o l u ç õ e s  q ue  

s e r ã o  a p r e s e n t a da s  d e  a c o r d o  c o m a  f í s i c a  d o  p r o b l e ma  s e  e n c o n t r a  e n t r e  0  

e  1 .  

2 .4 .2  So lução  de  Neumann  

O p rob l ema  de  Neumann  c ons ide r a  que  o  ma te r i a l  de  mudança  de  

f a se ,  na  cond i ção  i n i c i a l ,  e s t á  em u ma  t e mpe r a t u r a  a c i ma  d a  t e m p e r a t u r a  

de  muda nça  de  f a se .  I s t o  é  o  que  r ea lme n te  acon t ece  nos  p roces sos  de  

so l i d i f i c ação ,  po i s  o  ma te r i a l  vazado  g e r a l me n t e  e s t á  supe raquec ido ,  i s t o  

é ,  numa  t empe ra tu r a  a c ima  da  t empe ra tu r a  de  muda nça  de  f a se .  Es t a  

cond i ção  i n i c i a l  é  dada  po r  

 ( ,0) iT x T=  em ( 0t =  e 0x > ). (2.25) 

Na  i n t e r f ace  ma t e r i a l -mo lde  cons ide r a - se  t empe ra tu r a  p r e sc r i t a  

con fo r me  equação  (2 .17 ) .  

As  cond i ções  de  con to rno  s ão  a s  me s mas  do  p rob l ema  de  S t e f an  

equações  (2 .18 )  e  ( 2 . 19 ) .  

Na  f i gu ra  2 .4  e squema t i c a me n te  a  d i s t r i b u i ç ã o  d a s  t e mpe r a t u r a s  

pa r a  o  mode lo  com a s  cond i ções  de  con to rno .  
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F ig .  2 . 4  D i s t r i bu i ção  de  t empe ra tu r a  pa r a  o  p rob l ema  de  Neumann .  

 

As  so luções  pa r a  d i s t r i bu i ção  de  t empe r a t u r a  p a r a  a  f a s e  s ó l i d a  e  a  

f a s e  l í qu ida  s ão  dadas  r e spec t i vamen te  po r  [Ca r s l aw  e  J aege r ,  1959 ;  

Öz i s ik ,  1993 ;  V ie lmo ,  1993 ] .  

 ( ) ( )
( )

( )
/ 2

,
s

s w m w
erf x t

T x t T T T
erf

α

λ
= + − , (2.26) 

e ( ) ( )
( )

( )
/ 2

,
l

l i m i
erfc x t

T x t T T T
erfc

α

λ
= + − . (2.27) 

A  pos i ção  da  i n t e r f ace  só l i do / l í qu ido  com o  t empo  é  ava l i ada  

t ambé m pe l a  equação  (2 .22 ) ,  a s s im co mo  p a r a   a c h a r  uma  r e l a ç ã o  p a r a  a  

ava l i a ção  do  pa r âme t ro  λ  a  equação  de  ba l anço  de  ene rg i a  na  i n t e r f ace  é  

u s a d a .  P a r a  o  p r o b l e ma  N e u ma n n  o  b a l anço  de  ene rg i a  na  i n t e r f ace  r e su l t a   

  s l
s l

x x

T Tk k Lf
d

x x dδ δ t
δρ

= =

∂ ∂
− =

∂ ∂
. (2.28) 

N o v a me n t e  a  d e t e r mi n a ç ã o  d e s t e  pa r â me t r o  é  o b t i da  a  p a r t i r  da  

s o l u ç ã o  da  e q u a ç ã o  t r a n s c e nd e n t a l  pa r a  λ  

 
2 2 2( ) ( )e e 0

( ) ( )
s

l

pl l

s p s s

ck Ste
erf k c Ste erfc Ste

λ λ
λ π

λ λ

− − Γ

−Γ − =
Γ

1 , (2.29) 

onde   é  a  r e l a ç ã o  e n t r e  a s  d i f u s i v i d a de s  t é r mi c a s ,  Γ

 s

l

α
α

Γ = .  (2.30) 
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sSte  e   s ã o  o  n ú mero  de  S t e f an  pa r a  só l i do  e  pa r a  o  l í qu ido ,  

r e s p e c t i v a me n t e ,  d a d o s  p o r  

lSte

 ( )m w
s ps

f

T T
Ste c

L
−

= ,  (2.31) 

  ( )i m
l pl

f

T T
Ste c

L
−

= .  (2.32) 

C o m a  d e t e r mi n a ç ã o  d o  p a r â me t r o  λ  s o luc ionando  a  equação  

( 2 . 2 9 ) ,  p o d e - s e  d e t e r mi n a r  t a mbé m a  d i s t r i b u i ç ã o  de  t e mpe r a t u r a ,  t a n t o  

pa r a  a  r eg i ão  do  só l i do  como  pa ra  a  r eg i ão  do  l í qu ido ,  a  pa r t i r  da s  

e q u a ç õ e s  ( 2 . 2 6 )  e  ( 2 . 2 7 ) .  

2 . 4 . 3  S o l u ç ã o  p a r a  M e i o  F i n i t o  

A so lução  pa r a  Me io  F in i t o  co r r e sponde  à  so lução  que  ma i s  s e  

a p r o x i ma  d a  r e a l i d a d e .  E s t a  s o l u ç ã o  é  p a r t i c u l a r me n t e  i mp o r t a n t e  p a r a  

e s t e  t r a ba l h o ,  p o i s  r e t r a t a  a  c a v i d a de  do  expe r ime n to .  A  comparação  p l ena  

com os  r e s u l t a d o s  e x p e r ime n t a i s  só  n ã o  f o i  p o s s í v e l  d e v i d o  a  q u e  a  

t empe ra tu r a  na  ba se  não  s e r  cons t an t e  c o m o  t e mp o ,  n o  e x p e r i me n t o ,  m a s  

s e r v i r á  pa r a  b a l i z a r  a  s i mu l a ç ã o  n u m é r i c a  e m t e r mo s  d e  mo d e l o  f i n i t o .  

Na  r eg i ão  do  l í qu ido  não  s e  t em so lução  ana l í t i c a .  A  so lução  

encon t r ada  é  u t i l i z a r  o  mé todo  i n t eg ra l  ne s t a  r eg i ão .  J á  p a r a  r e g i ã o  d o  

s ó l i d o  s e r ã o  a p r e s e n t a d a s  d u a s  s o l uç õ e s :  u ma  p r i me i r a  s e n d o  c o n s i d e r a d o  

u m me i o  s e mi - i n f i n i t o  e  o u t r a  cons ide r ando  um me io  f i n i t o .  

2 . 4 . 3 . 1  M e i o  F i n i t o  —  S ó l i d o  S e m i - i n f i n i t o  

A so lução  ap re sen t ada  aqu i  f o i  desenvo lv ida  po r  Cho  e  Sunde r l and ,  

1 9 6 9 ,  b a s e a d o  n o  mé t o d o  i n t e g r a l  p ropos to  po r  Goodma n  [Goodma n ,  

1 9 5 8 ;  G o o d ma n ,  1 9 6 1 ;  G o o d ma n ,  1 9 6 4 ]  p a r a  a  s o l u ç ã o  n a  r e g i ã o  d o  

l í q u i d o  s e n d o  q u e  n a  r e g i ã o  d o  s ó l i d o  u t i l i z a - s e  a  s o l u ç ã o  d e  me i o  s e m i -

i n f i n i t o  con fo r me  o s  ca sos  an t e r i o r e s ,  dadas  po r  S t e f an  e  Neum ann .  

C o n s i d e r e - s e  u m d o mí n i o  f i n i t o  u n i d i me n s i o n a l  d e l i mi t a d o  p o r  u m a  

r eg i ão  compreend ida  po r  0 x L< < ,  c o n t e n d o  l í q u i d o  e m u m a  t e mpe r a t u r a  

i n i c i a l  ,  ma i o r  q u e  a  t e mp e r a t u r a  de  mu d a n ç a  d e  f a s e  T ,  s u j e i t o  a s  

c o n d i ç õ e s  d e  c o n t o r n o  d e  t e mpe r a t u r a  p r e s c r i t a  e m 

iT m

0x =  e  i s o l a me n t o  e m  
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x L= ,  con fo rme  f i gu ra  2 .5 .  No  i n s t an t e  0t =  a  t empe ra tu r a  no  con to rno  de  

 é  s u b i t a me n t e  d i mi n u í d a  e  ma n t i da  du ran t e  t odo  t empo  do  p r oces so ,  

e m u m v a l o r  T  a b a i xo  d a  t e mp e r a t u r a  de  mu d a n ç a  d e  f a s e  d o  l í q u i do .  I s t o  

o c a s i o n a  o  r e s f r i a me n t o  d o  l í q u i d o ,  c o m a  f o r ma ç ã o  d e  u ma  c a ma d a  d e  

s ó l i d o ,  que  é  s e p a r a d a  d a  r e g i ã o  l í qu i d a  p o r  u ma  i n t e r f a c e ,  a t r a v é s  d a  q u a l  

s e  p r o c e ss a r ã o  a s  t r o c a s  d e  c a l o r .  

0x =

w

)l t

A s s u mi n d o - s e  q u e  a  t r a n s fe r ê n c i a  de  ca lo r  a t r avés  do  ma te r i a l  

oco r r a  some n te  po r  d i fu são  pu ra ,  a  r e t i r ada  de  ca lo r  não  va i  a f e t a r  t odo  o  

domí n io  i n s t an t an eame n te .  O  campo  de  t e mpe r a t u r a s  r e s u l t a n t e ,  n u m d a d o  

i n s t an t e  pode  s e r  v i s t o  na  f i gu ra  2 .5 .  

A  f i gu ra  2 .5  aba ixo  r ep re sen t a  o  mode lo  f í s i co  e  a  d i s t r i bu i ção  de  

t e mpe r a t u r a  p a r a  e s t e  mo d e l o .  

 

 
 

F ig .  2 . 5  D i s t r i bu i ção  de  t empe ra tu ra  p a r a  o  p r o b l e ma  d e  M e i o  F i n i t o  

 

A  cond i ção  i n i c i a l  é  dada  po r  

 ( ,0) iT x T=  em ( 0t =  e 0x > ). (2.33) 

As  cond i ções  de  con to rno  s ão  dadas  con fo r me  a  F ig .  2 . 5  

 (0, ) wT t T=  em ( 0x =  e 0t > ), (2.34) 

 ( , ) ( , ) ( ,sT t T t T Tδ δ δ= = =  em ( ( )x tδ=  e ), (2.35) 0t >m

 ( , ) 0T L t
x

∂
=

∂
 em ( x L=  e  ). (2.36) 0t >
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O ba l anço  de  ca lo r  na  i n t e r f a c e  s ó l i d o - l í q u i do  é  a q u e l e  j á  mos t r a d o  

na  eq .  ( 2 . 28 ) .  

V i s t o  q u e  o  p r o b l e ma  n a  r e g i ã o  d o  s ó l i d o  é  c o n s i d e r a d o  u m m e i o  

s e mi - i n f i n i t o ,  a  s o l u ç ã o  d e s t e  f i c a  c on f o r me  a  s o l u ç ã o  de  N e u ma n n  p a r a  o  

só l i do  a  eq .  ( 2 . 26 ) .  

O  p rob l ema  é  ago ra  r eduz ido  a  encon t r a r  a  d i s t r i bu i ção  de  

t e mpe r a t u r a  n a  r e g i ã o  d o  l í q u i d o  e  λ .  P a r a  a l c a n ç a r  i s t o ,  o  mé t o d o  

i n t eg ra l  de  Go o d man  é  ap l i c ado  ne s t a  r eg i ão .  

D e f i n i n d o  u ma  e s p e s s u r a  d e  p e n e t r a ç ã o  t é r mi c a ,  ( )tξ ,  a l ém da  qua l  

s e  a s sume  q u e  nen h u m f l u x o  de  ca lo r  a con t ece ,  a s  novas  cond i ções  de  

c o n t o r n o  n o  l í q u i d o  s ã o  

 ( , )lT x t Ti=  em ( ( )t x Lξ ≤ <  e t ), (2.37) 0>

 ( , ) 0lT x t
x

∂
=

∂
 em ( ( )t x Lξ ≤ <  e ). (2.38) 0t >

C o mo o  p r o b l e ma  a  s e r  r e s o l v i d o  é  u m p r o b l e ma  d e  d i f u s ã o  p u r a  a  

e q u a ç ã o  d a  e n e r g i a  d a d a  p e l a  a  eq u a ç ã o  ( 2 . 6 )  i n t e g r a d a  e m r e l a ç ã o  a  x ,  d e  

( )tδ  a t é  ( )tξ ,  r e su l t a  e m 

 
2( ) ( )

2( ) ( )

t tl
lt t

T dx dx
t x

ξ ξ

δ δ
α∂ ∂

=
∂ ∂∫ ∫ lT .  (2.39) 

D a  r e g r a  d e  L e i b n i t z  

 
( ) ( )

( ) ( )
  ( , ) ( , )

t t l
l lt t

T d dT dx dx T t T t
t t dt dt

ξ ξ

δ δ l
ξ δξ δ∂ ∂

= + −
∂ ∂∫ ∫ . (2.40) 

Usa n d o  a  co n d i ção  d e  con to rno  ( , )lT t iTξ = ,  e q .  ( 2 . 3 7 ) ,  e  T t( , )l mTδ = ,  

eq .  ( 2 . 35 )  e  s u b s t i t u in d o  n a  e quação  (2 . 40 )  t em- se  

 
( ) ( )

( ) ( )
  

t t l
lt t

T d dT dx dx T T
t t dt dt

ξ ξ

δ δ i m
ξ δ∂ ∂

= + −
∂ ∂∫ ∫ , (2.41) 

r e a r r an j ando  o s  t e rmos  

 
( ) ( )

( ) ( )
  

t tl
l it t

T ddx T dx T T
t t dt dt

ξ ξ

δ δ m
dξ δ∂ ∂

= − +
∂ ∂∫ ∫ . (2.42) 

R e s o l v e nd o  o  l a d o  d i r e i t o  da  e q u a ç ã o  ( 2 . 3 9 )  t e m- s e  

 
2( )

2( )
( ) ( )

 
t l l l

l l lt
x t x

T T Tdx
x xx

ξ

δ
ξ δ

α α α
= =

∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂∂∫
t

, (2.43) 
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e  u t i l i z and o  a  co n d i ção  d e  co n to rno  ( , ) 0lT t
x

ξ∂
=

∂
 r e s u l t a  

 
2( )

2( )
( )

 
t l l

l lt
x t

T Tdx
xx

ξ

δ
δ

α α
=

∂ ∂
= −

∂∂∫ .  (2.44) 

S u b s t i t u i n d o  n a  e qu a ç ã o  ( 2 .3 9 )  a s  e qu a ç õ e s  ( 2 . 4 2 )  e  ( 2 .4 4 )  t e m- s e  

 
( )

( )
( )

 
t l

l i m lt
x t

d d TT dx T T
t dt dt x

ξ

δ
δ

ξ δ α
=

∂
− + = −

∂ ∂∫
∂ . (2.45) 

S e p a r a n do  o s  t e r mo s  d a  e q ua ç ã o  ( 2 . 45 )  r e s u l t a  

 
( )

( )
( )

 
t l

l l it
x t

T d dT dx T T
t x dt dt

ξ

δ
δ

ξ δα
=

∂ ∂
= − + −

∂ ∂∫ m . (2.46) 

U m p o l i n ô mi o  p a r a  d i s t r i b u i ç ã o  de  t e mpe r a t u r a  s a t i s f a z e n d o  a s  

cond i ções  de  con to rno  dadas  pe l a s  e quações  (2 .35 ) ,  ( 2 . 37 )  e  ( 2 .38 )  é  

a s sumi do ,  e  que  vem dado  po r  

 ( ) ( )
2

,l i m i
xT x t T T T ξ

ξ δ
 −

= + −  − 


 .  (2.47) 

A s s u mi n d o  t a mbé m q u e  

 ( ) 2 st tξ β α= ,  (2.48) 

e  s u b s t i t u i n d o  a  e qu a ç ã o  ( 2 .4 7 )  n a  ( 2 . 4 6 ) ,  u t i l i z a n d o  a s  d e f i n i ç õ e s  d e  δ  e  

ξ ,  r e s u l t a  

 23
2 3

l4
s

αβ λ λ λ
α

 
= + − + + 

 
.  (2.49) 

U t i l i z a n do  o  b a l a nç o  n a  i n t e r f a c e  p a r a  a  de t e r mi n a ç ã o  d e  λ  t e m- s e  

en t ão  a  equação  t r an scenden t a l  pa r a  λ ,   

 
2( )

2

e 0
( ) 3 4

2 3

s

l

pl l

s p s sl

s

ck Ste
erf k c Ste Ste

λ π λ
λ αλ λ

α

−

−
 
− + + 
 

π
− = . (2.50) 

Encon t r ando  λ  p o d e - s e  d e t e r mi n a r  β  e  δ .  A  p a r t i r  d e s t e s  

p a r â me t r o s  t e m- s e  ξ ,  e  a s  d i s t r i bu i ções  de  t empe ra tu r a  no  só l i do  e  no  

l í q u i d o .  
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2 . 4 . 3 . 2  M e i o  F i n i t o  —  S ó l i d o  F i n i t o  

U ma  o u t r a  f o r ma  a n a l í t i c a  de  r e s o l ve r  e s t e  p r ob l e ma  é  c o n s i d e r a r  o  

d o mí n i o  d o  s ó l i d o  n ã o  u m  me i o  s e mi - i n f i n i t o ,  e  s i m u m me i o  f i n i t o ,  

u t i l i z ando  s epa ração  de  va r i áve i s  pa r a  r e so lvê - l o  [Öz i ( i k ,  1993 ] .  

O  p rob l ema  pa ra  o  só l i do  é  de sc r i t o  pe l a  eq . (2 .5 ) ,  a  cond i ção  

i n i c i a l  ( 2 . 25 )  e  a s  cond i ções  de  con to rno  (2 .17 )  e  ( 2 . 18 ) .  

O  p rob l ema  ap re sen t a  cond i ções  de  con to rno  não  homogêneas .  A  

o p ç ã o  é  d i v i d i r  a  so l u ç ã o  e m  d u a s  p a r t e s :  

p a r t e  e s t a c i o n á r i a  -  T  ( )e x

p a r t e  h o m o g ê n e a  -  T x  ( , )h t

A so lução  comple t a  é  a  soma  da s  duas :  

 ( , ) ( ) ( , )s e hT x t T x T x t= + .  (2.51) 

As  so luções  pa r a  a s  pa r t e s  e s t a c i o n á r i a  e  h o m o g ê n e a  s ã o  mos t r a d a s  

em Öz i s ik ,  1993 ,  

 ( ) ( )m w
e

T T
T x x T

δ
−

w= + ,  (2.52) 

 ( ) ( ) (
2

1

2 1,  cs mm w t
h i w m m

mm

T T
T x t T T x sen x e α ββ

δ δ β

∞
−

=

 − 
= − − − +  

   
∑ )os 1β δ , (2.53) 

c o mo  1
 m m
δ

β π
=  e n t ã o  t e m- s e  c o mo  s o l uç ã o  p a r a  s ó l i d o  

 

( ) ( ) ( )

( )( )
2 2

2

1

2,

          cos 1 .
s

m w m w
s w i w

m t

m

T T x T T x
T x t T T T

mxsen e m
m

α π
δ

δ δ δ

π δ π
δ π

∞ −

=

− − 
= + + − − 

 


  − +    
 
∑

  (2.54) 

Como  a  so lução  pa ra  o  l í qu i do  é  a  me s ma  desenvo lv ida  

a n t e r i o r me n t e ,  e mp r e g a - se  o  me s mo  b a l a n ç o  d e  c a l o r  n a  i n t e r f a c e  s ó l i d o -

l í q u i d o ,  e q .  ( 2 . 2 8 ) ,  q u e  r e s u l t a  n a  s egu i n t e  e q ua ç ã o  t r a ns c e n d e n t a l  p a r a  λ   
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( ) ( )( )
2 2

2
1
4

1

2

2

1 cos cos 1
2

0,
3 1 9 12
2 2

s

l

m

m

pl l

s s p sl

s

S m e m

cSte k
Ste k c Ste

π
λπ π

λ λ
αλ λ
α

∞ −

=

 
 − −  
 

− −
 
− + + 
 

∑ +

=
 (2.55) 

s e n d o   é  o  p a r â me t r o  d e  s u p e r a q u e c i me n t o  d a d o  p o r  S

 i m

w m

T TS
T T
−

=
−

.  (2.56) 

C o m n ú m e r o s  d e  sSte  e   d e t e r mi n a d o s  e n c o n t r a - s e ,  lSte λ  pode - se  

e n t ã o  d e t e r mi n a r  β  e  δ .  A  p a r t i r  d e s t e s ,  t e m- s e  ξ  e  a s  d i s t r i b u i ç õ e s  d e  

t e mpe r a t u r a  n o  s ó l i d o  e  n o  l í q u i d o .  

2 .4 .4  Es tudo  Comparat ivo  da  Espes sura  So l id i f i cada  

P a r a  e f e i t o  c o mpa r a t i v o  p a s s a - s e  a  a n a l i s a r  u m p r o b l e ma  r e s o l v i d o  

p o r  V o l l e r  e  C r o s s ,  1 9 8 1 a ,  s e n d o  e s t e  u m c a n a l  e m f o r ma  q u a d r a d a ,  d e  

c o mpr i me n t o  i n f i n i t o .  O  c a n a l  e s t a  i n i c i a l me n t e  c h e i o  d e  l í q u i d o  a  

t e mpe r a t u r a  d e  2° C .  N o  t e mp o  t = 0  a  t e mpe r a t u r a  d a s  s u a s  p a r e d e s  é  

c o l o c a d a  a  – 1 0 ° C  e  a s s i m ma n t i d a  a o  l o n g o  d o  t e mp o .  A  á r e a  d a  s e ç ã o  d o  

c a n a l  é  de  1 m 2  e  a s  p r o p r i e d a d e s  f í s i c a s  d a  subs t ânc i a  s ão  a s  s e g u i n t e s :  

 

0 °C ; mT =  

2 W/m °C ;l sk k= =  

= =2 MJ/kg °C ;s lp pc c  

 

 
3 =  = 1 kg/m ;s lρ ρ  

100 MJ/kg fL =  

 

A  f i g u r a  a s s e g u i r  m o s t r a  a  c o n f ig u r a ç ã o  d o  p r o b l e ma  r e s o l v i d o  p o r  

V o l l e r  e  C r o s s ,  1 9 8 1 a .  
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F i g .  2 . 6  R e p r e s e n t a ç ã o  d o  c a n a l  e  r e d i me n s i o n a me n t o  d e v i d o  à  s i me t r i a  

do  p rob l ema  

 

A  so l ução  a  s e r  ap r e sen t ada  aqu i  v a i  c o n s i d e r a r  o  mo d e l o  

u n i d i me n s i o n a l  pa r a  c o mpa r a ç ã o  d a s  c u r v a s .  

O  g r á f i c o  d a  f i g u r a  2 . 7  mos t r a  a  e vo lução  da  e spes su ra  so l i d i f i c ada  

a o  l o n g o  d o  t e mp o  p a r a  s o l u ç ã o  d e  S t e f a n ,  N e u ma n n ,  me i o  f i n i t o  s ó l i d o  

s e mi - i n f i n i t o ,  me i o  f i n i t o  s ó l i d o  f i n i t o  e  a n á l i s e  d e  e s c a l a .  

A  d e t e r m i n a ç ã o  do  p a r â me t r o  λ  f o i  o b t i d a  u t i l i z a n d o  o  p r o g r a m a  

d e  c o mp u t a ç ã o  s i m b ó l i c a  M a p l e  V ,  R e l e a s e  5 .  O  v a l o r  e n c o n t r a d o  p a r a  

c a d a  s o l uç ã o  é  mos t r a d o  a ba i x o  d e n t r o  d e  u ma  f a i x a  de  0  a  1 ,  v a l o r  q u e  

t o r n a :  

S t e f a n  0,34008224541λ = ;  

Ne u ma nn  0,3223905721λ = ;  

M e i o  f i n i t o  s ó l i do  s e mi - i n f i n i t o  0,3223905721λ = ;  

M e i o  f i n i t o  s ó l i do  f i n i t o  0,3348609138λ = .  
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F ig .  2 . 7  Evo lução  da  e spes su ra  so l i d i f i c a d a  c o m o  t e m p o  p a r a  a s  d i v e r s a s  

s o l u ç õ e s  a n a l i s a d a s  

 

A  f i g u r a  2 . 7  mos t r a  q u e  a s  s o l u ç õ e s  d e  N e u ma n n  e  S ó l i d o  s e mi -

i n f i n i t o  s ã o  p r a t i ca me n t e  i d ê n t i ca s .  A s  s o l u çõe s  p a ra  S ó l i d o  me i o  f i n i t o  e  

S t e f a n  s e  a p r o x ima m  b a s t a n t e .  A  a n á l i s e  d e  e s c a l a  mos t r a  q u e  uma  

s o l u ç ã o  ba r a t a  c o m o  e s s a  p od e  l e v a r  a  u ma  b o a  a p r o x i ma ç ã o .  N e s t e  c a s o ,  

po r  exemplo ,  a  so lução  encon t r ada  p o r  N e u ma n n  o u  M e i o  f i n i t o  c o m  

s ó l i d o  s e mi - i n f i n i t o  p a r a  1 2 0  h o r a s  r e s u l t o u  e m  0,379 mδ = ,  e  a n á l i s e  d e  

e s c a l a  0, 415 mδ = .  A  so l ução  não  só  ap re sen t a  conco rdânc i a  na  un id a d e  

c o mpr i me n t o  ma s  t a mbé m b a s t a n t e  p r ó x i mo  d o  r e s u l t a d o  e n c o n t r a d o  p e l a  

s o l u ç ã o  a n a l í t i c a ,  c o n f i r ma n d o  o  q u e  j á  t i nha - s e  p ro j e t ado  an t e r i o rme n te .  

 



 

3  MODEL O  NUMÉ RICO 

3 . 1  I n t r o d u ç ã o  

N o s  c a p í t u l o s  a n t e r i o r e s  f o r a m a p r e s e n t a d a s  a s  s o l u ç õ e s  c l á s s i c a s  

a n a l í t i c a s  p a r a  o s  p r o b l e ma s  d e  s o l id i f i c a ç ã o ,  b e m c o m o  a s  s o l u ç õ e s  p a r a  

me i o  f i n i t o  e  de  o r d e m d e  g r a n d e z a .  N e s t e  c a p í t u l o  da r - s e - á  ê n f a s e  a o s  

m o d e l o s  n u mé r i c o s .  

C o m o  d e s e n v o l v i me n t o  c a d a  v e z  ma i o r  d e  c o mp u t a d o r e s  r á p i d o s  e  

r e l a t i v a me n t e  b a ra t o s ,  t e m s i d o  p o s s í v e l  a  s o l u ç ã o  d e  p r o b l e ma s  ma i s  

c o mp l e x o s ,  c o m g e o me t r i a s  i r r e g u l a re s  e  d e s c r i ç õ e s  ma i s  r e a l í s t i c a s  d o s  

f e n ô me n o s  e n v o l v i d o s .  

A s  s i m u l a ç õ e s  n u mé r i c a s  e n t ã o  s e  t o r na r a m f e r r a me n t a s  

i n d i s p e n sá v e i s  e m m u i t a s  s i t u a ç õ e s  de  p ro j e to s  de  p rodu to s  e  p roces sos  de  

ma n u f a t u r a ,  p a r a  a v a l i a r  a  s u a  e f i c á c i a  a n t e s  d e  g a s t a r  f o r t u n a s  n a  

c o n s t r u ç ã o  d e  p r o t ó t i p o s ,  m o l d e s ,  e t c .  A s  s i mu l a ç õ e s  p os s i b i l i t a m  t a mbé m  

a  aná l i s e  de  d i f e r en t e s  va r i áve i s ,  m u i t a s  de s s a s  d i f í c e i s  d e  s e  o b t e r  

e x p e r i me n t a l me n t e  [ B i a n c h i ,  1 9 9 7 ] .  

V á r i o s  mo d e l o s  ma t e má t i c os  t ê m s ido  p ropos to s  pa r a  e s t u d a r  o s  

f e n ô me n o s  d e  s o l i d i f i c ação .  Nes t e  c ap í t u lo  r e f e r ê nc i a  s e r á  f e i t a  p a ra  

a l g u n s  d e s t e s  mo d e l o s  d e s e n v o l v i dos  pa r a  subs t ânc i a s  pu ra s .  

A  t r a n s f e r ê n c i a  d e  c a l o r  c om  mu d a n ç a  d e  f a s e  e s t á  a s soc i a d a  a  u ma  

l a r g a  c l a s s e  d e  p r o b l e ma s  d e  p r á t i c a  s i g n i f i c a n t e .  C o mo  r e s u l t a d o  f o i  

d e s e n v o l v i d a  u m a  v a r i e d a d e  d e  t é c n i ca s  numér i ca s  pa r a  l i da r  com 

m u d a n ç a  d e  f a s e  [ C r a n k ,  1 9 8 4 ] .  A  ma i o r i a  d e s s a s  t é c n i c a s  r e f e r e m- s e  a  

p r o b l e ma s  e m  q u e  a  d i f u s ã o  é  p r e d o mi na n t e .  A l é m  d i s s o ,  a l g u m a s  t é c n i c a s  

n u mé r i c a s  t ê m g r a n d e  c o mpl e x i d ade ,  e  da í  sua s  ap l i c ações  no  

m o d e l a m e n t o  d e  p r o b l e ma s  r e a i s ,  q u e  e n v o l v e m  f e n ô me n o s  f í s i c o s  

c o mpl e x o s .  O  mov i me n t o  d a  f r e n t e  d e  f u s ã o  o u  s o l i d i f i c a ç ã o  é  d e s c r i t o  
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p e l a s  s o l u ç õ e s  d e  S t e f a n  e  d e  N e u ma n n  [ C a r s l a w  e  J a e g e r ,  1 9 5 9 ;  

Rub ins t e in ,  1971 ;  Ockendon  e  Hodgk ins ,  1975 ] .  A  so lução  numér i ca  

d e s s a s  e q u a ç õ e s  e n v o l v e  a  l o c a l i z a ç ã o  c o n t í n u a  d a  f r o n t e i r a  mó v e l  d e  

m u d a n ç a  d e  f a s e  a o  l o n g o  d o  t e mpo ,  s o b  u m a  r e g i ã o  a p r o x i ma d a  p o r  u m  

n ú me r o  f i n i t o  d e  p o n t o s .  I s t o  t o r na  mu i t o s  mé t o d o s  n u mé r i c o s  c o mpl e x o s  

n a  s u a  i mp l e me n t a ç ã o  [ R u b i n s t e i n ,  19 7 1 ] .  

O s  d o i s  ma i s  i mp o r t a n t e s  e  l a r ga me n t e  u s a d o s  mé t o d o s  s ã o  o  d a  

e n t a l p i a  e  o  d a  t e m p e r a t u r a ,  e s t e  ú l t imo  ba seado  no  mé todo  da  capac ida d e  

t é r mi c a  e q u i v a l e n t e .  A  d i f e r e n ç a  f u n d a me n t a l  e n t r e  o s  d o i s  mé t o d o s  s e  

e n c o n t r a  n a  f o r mu l a ç ã o  d a  e q u a ç ã o  d a  e n e r g i a ,  e m t e r m o s  d e  e n t a l p i a  ou  

e m t e r mo s  d e  t e m p e r a t u r a .  A mb o s  mé t o d o s  a p r e se n t a m v a n t a g e n s  e  

d e s v a n t a g e n s .  

A  f o r mu l a ç ã o  e m  t e r mo s  d e  t e mpe r a t u r a  t e m  a  n e c e s s i d a d e  d e  

i d e n t i f i c a r  a  l o c a l i z a ç ã o  d a  i n t e r fa c e  s ó l i d o - l í q u i d o  a o  l o n g o  d o  t e mpo  

p e r ma n e n t e me n t e  [ M o r g a n ,  1 9 8 1 ;  H s i a o  e  C h u n g ,  1 9 8 4 ;  C r a n k ,  1 9 8 4 ] .  I s t o  

l e v a  a  u m  a l g o r i t mo  ma i s  c o m p l e x o  e m t e r mo s  d e  ma l h a ,  p o i s  a  ma l h a  t e m  

a  n e c e s s i d a d e  d e  a d a p t a r - se  n a  med i d a  q u e  a  i n t e r fa c e  s ó l i do - l í q u i d o  

a v a n ç a  no  t e mp o .  C o mo  e m  s u b s t â n c i a s  p u r a s  a  mud a n ç a  d e  f a s e  o c o r r e  

e m  u ma  d e t e r mi n a d a  t e m p e r a t u r a ,  o u  e m a l g u n s  c a s o s  d e  l i g a s  n ã o  

e u t é t i c a s  e m q u e  o c o r r e  n uma  f a i x a  d e  t e mpe r a t u ra s ,  ex i s t e  a  ne c e s s i da de  

de  uma  mudança  de  va r i áve l  a  f im d e  r e s o l v e r  e s t e  p r o b l e ma .  

A  t é c n i c a  n u mé r i c a  e mp r e g a d a  p a r a  r e s o l ve r  o  p r o b l e ma  é  a  

i mo b i l i z aç ã o  d e  f r o n t e i r a ,  a t r a v é s  d e  u ma  t r a n s fo r ma ç ã o  d e  c o o r d e n a d as .  

C o m i s s o  o  n o v o  s i s t e ma ,  an t e s  com f ron t e i r a  i r r e g u l a r  e  mó v e l ,  a g o r a  

ap re sen t a  f ron t e i r a  pa r a l e l a  à s  dema i s  e  f i xa  [ J e sus ,  1998 ] .  

A  o u t r a  t é c n i c a  de  g e r a r  s o l u ç õe s  n u mé r i c a s  d e  p r o b l e ma s  d e  

m u d a n ç a  d e  f a s e  é  r e f o r mu l a r  a  e q u a ç ã o  d a  e n e r g i a  e m u ma  ú n i c a  e q u a ç ã o  

e m  t e r mo s  d e  e n t a l p i a .  A  e n t a l p i a  é  u s a d a  c o m o  u ma  v a r i á ve l  d e p e n d e n t e  

j u n t o  c o m a  t e m p e r a t u r a  [ Ö z i s i k ,  1 9 9 3 ;  Lewi s  e  Robe r t s ,  1987 ] .  Es t e  

mé t o d o  é  c h a ma d o  o  mé t o d o  d e  e n t a l p i a  o u  t a mbé m d e  f o r mu l a ç ã o  f r a c a .  

De t a lhe s  do  mé t odo  da  en t a lp i a  s ão  d a d o s  p o r  u m  g r a n d e  n ú me r o  d e  

a u t o r e s ,  c o mo  P r i c e  e  S l a c k ,  1 9 5 4 ;  Bonac ina ,  e t  a l . ,  1973 ;  Meye r ,  1973 ;  

A t t h e y ,  1 9 7 4 ;  S h a ms u n d a r  e  S p a r r o w ,  1 9 7 5 ;  C r o w l e y ,  1 9 7 8 ;  V o l l e r  e  

C ros s ,  1981a ;  Vo l l e r  e  C ros s ,  1981b ;  Vo l l e r  e  C ros s ,  1983 ;  Tacke ,  1985 ;  

 



______________________________________________________________ Mode lo  Ma temá t i co  23

Vol l e r ,  Marka to s  e  C ros s ,  1987 ;  Vo l l e r  e  P r a k a s h ,  1 9 8 7 ;  C a o  e t  a l . ,  1 9 8 9 .  

O  d e g r a u  p r o mo v i d o  p e l a  f o r mu l a ç ã o  e m e n t a l p i a ,  q u e  é  o  c a l o r  l a t e n t e  de  

m u d a n ç a  d e  f a s e ,  r e mo v e  a  n e c e s s i d ad e  de  l o c a l i z a r  a  f r o n t e i r a  d e  

m udança  de  f a se  ( em t e rmos  de  ene r g i a ,  v a l o r  a c i ma  d o  c a l o r  l a t e n t e  

s i g n i f i c a  r e g i ã o  d e  l í q u i d o ,  v a l o r  a b a i x o  r e g i ã o  de  s ó l i d o )  e  a s s i m  

s i mp l i f i c a  q u a l q u e r  mé t o d o  n u mé r i c o  d e  s o l u ç ã o .  

C o n t u d o ,  a  d i s c r e t i z a ç ã o  d e  D i f e r e n ç a s  F i n i t a s  pad r ã o  p a r a  o  

mé todo  da  en t a l p i a  t em  uma  t endênc i a  a  o s c i l a ç õ e s  n u mé r i c a s  n a  

t e mpe r a t u r a  e  na  p o s i ç ã o  da  f r e n t e  d e  mudança  de  f a se ,  con fo rme  Vo l l e r ,  

C ros s  e  Wa l ton ,  1979 ;  Vo l l e r  e  C r os s ,  1981a  e  1983 ;  C rowley  e  

O c k e n d o n ,  1 9 7 9 .  E s p e c i a l m e n t e  p a r a  a  f r e n t e  d e  mu d a n ç a  d e  f a s e  p l a n a .  A  

p r e c i sã o  d o  c á l c u l o  d a  t e mpe r a t u r a ,  c o mpa r a d a  c o m u m p r o b l e ma  s i mi l a r  

s e m mud a n ç a  d e  f a s e ,  é  c on s i d e r a ve l me n te  r eduz ida ,  dev ido  a  e s t e  e f e i t o .  

R e f i n a n d o  a  ma l h a  d e  c á l c u l o  r e d u z e m- s e  a s  o s c i l a ç õ e s ,  ma s  a u me n t a  a s  

e x i g ê n c i a s  e m t e r mo s  d e  me m ó r i a  e  t e mp o  d e  c o mp u t a ç ã o .  

P a r a  s u pe r a r  e s t e  a s p e c t o  i n s a t i s fa t ó r i o  d o  mé t o d o  d e  e n t a l p i a ,  

V o l l e r  e  C r o s s  s u g e r i r a m d o i s  a l g o r i t mo s .  A  p r i me i r a  t é c n i c a  [Vo l l e r  e  

C r o s s ,  1 9 8 1 a ]  e v i t a  a s  o s c i l a ç õ e s ,  ma s  p r o d u z  s ó  u m n ú me r o  l i mi t a d o  d e  

va lo r e s  c a l cu l ados  pa r a  a  d i s t r i bu i ção  de  t empe ra tu r a ,  e  d a  p o s i ç ã o  d a  

f r e n t e  d e  mu d a n ç a  d e  f a s e .  I s t o  é  d e v i d o  a o s  v a l o r e s  d e  x∆  e  ∆ ,  ma lh a  

e s p a c i a l  e  t e m p o r a l ,  s e r e m e s t i p u l a d o s ,  e  o s  r e s u l t a d o s  q u e  s ã o  

a p r o v e i t a d o s  s e r e m  s o me n t e  a q u e l e s  onde  a  f r en t e  de  mudanç a  de  f a se  

c o i n c i d e  c o m u m  p o n t o  d o  n ó  d a  ma l h a  d e  s o l u ç ã o .  

t

O segundo  a lgo r i tmo  de  t r aba lho  d e  V o l l e r  e  C r o s s ,  1 9 8 3 ,  p r o p õ e  

u ma  ma l h a  d u p l a  q u e  e n v o l v e  t e mp o  d e  compu tado r  dob rado .  Embora  i s t o  

t enha  me lho rado  quan t o  à  l oca l i z ação  da  f r en t e  de  mu dança  de  f a se ,  n ã o  

a f e t o u  a s  o s c i l a ç õ e s  d e  t e mpe r a tu r a .  Ta mbé m nes t e  t r aba lho  fo i  

i n t r o d uz i d o  o  c o n c e i t o  d e  f r a ç ã o  d e  s ó l i d o ,  ú t i l  p a r a  d e t e r mi n a r  a  p o s i ç ã o  

d a  f r e n t e  d e  s o l i d i f i c a ç ã o .  

T acke ,  1985  cons t a t ou  que  a s  o sc i l a ç õ e s  t ê m s u a  f o n t e  n o  e l e me n t o  

q u e  c o n t é m  a  f r e n t e  d e  mu d a n ç a  de  f a se .  En t ão  ap re sen tou  uma  

d i s c r e t i z a ç ã o  me l h o r a d a  pa r a  a  f r a ç ã o  s o l i d i f i c a d a  d e s e n v o l v i d a  p o r  

V o l l e r  e  C r o s s ,  1 9 8 3 .  A  t é c n i c a  é  b a s e a da  e m  u m b a l a n ç o  d e  e n t a l p i a  n o  

v o l u me  d e  c o n t r o l e  q u e  c o n t é m a  f r e n t e  d e  mu d a n ç a  d e  f a s e ,  e m  
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c o mbi n a ç ã o  c o m p e r f i s  d e  t e mpe r a t u r a  l i n e a r i z a d o s  p e r t o  d e l e .  E n t ã o  

d i v i d i u  a  e n e r g i a  t o t a l  c o n t i d a  n o  v o l ume  o n d e  s e  e n c o n t r a  a  f r e n t e  d e  

m u d a n ç a  d e  f a s e  a  p a r t i r  d e  u m p e r f i l  l i ne a r .  F i c o u  s e nd o  i g u a l  à  p a r c e l a  

d e  c a l o r  l a t e n t e  ma i s  p a r t e  d o  c a l o r  s ens íve l  no  l i qu ido  e  pa r t e  de  ca lo r  

s ens íve l  no  só l i do .  Es t a  exp re s são  e v i t o u  a s  o s c i l a ç õ e s  t a n t o  n a  

d i s t r i b u i ç ã o  d e  t e m p e r a t u r a  c o mo  n a  p o s i ç ã o  d a  f r e n t e  d e  m u d a n ç a  d e  

f a se .  

A s  v a n t a g e n s  d a  f o r mu l a ç ã o  e m e n t a l p i a  s ã o  q u e  o  p r o b l e ma  a  s e r  

r e s o lv ido  é  f o r mu l ado  sob re  uma  ma l h a  f i x a .  N ã o  é  n e c e s s á r i a  

m o d i f i c a ç ã o  n o  e s q u e ma  n u mé r i c o  a  f i m d e  s a t i s f a z e r  a s  c on d i ç õ e s  n a  

i n t e r f a c e  mó v e l  d e  mu d a n ç a  d e  f a s e .  T a mbé m  é  d e  f á c i l  i mp l e me n t a ç ã o  

[ C r o w l e y ,  1 9 7 8 ] .  I s t o  p o d e  s e r  e s t end ido  pa r a  p rob l ema s  

mu l t i d i me n s i o n a i s ,  e  p a r a  so l i d i f i ca çã o  d e  l i ga s .  

 O s  mé t o d o s  d e  e n t a l p i a  ma i s  a t u a i s  p r o p o s t o s  p o r  V o l l e r  e  

P r a k a s h ,  1 9 8 7 ;  C a o  e t  a l . ,  1 9 8 9 ;  V o l l e r  e t  a l . ,  1990 ,  s ão  f l ex íve i s  e  pode m 

t r a t a r  com p rob l emas  de  mudança  de  f a s e  o c o r r e n d o  t a n t o  e m u ma  ú n i c a  

t e mpe r a t u r a  c o mo  s o b r e  u m a  f a i x a  de  t e mpe r a t u r a s .  

A p r e s e n t a d o  u m b r e v e  h i s t ó r i co  d e  a l g u n s  mé t o d o s ,  n a  s e ç ã o  

s e g u i n t e  p a s s a - se  a  a p r e sen t a r  a  eq u a ç ã o  de  c o n s e r v a ç ã o  q ue  r e g e  o  

f e n ô me n o .  

3 .2  Equação  de  Conservação  

O expe r ime n to  que  s e r á  de sc r i t o  no  cap i t u lo  4  fo i  conceb ido  pa r a  

s e r  c o n t r o l a d o  p o r  d i f u s ã o  p u r a ,  a  f i m  d e  e v i t a r  o s  e f e i t o s  d a  c o n v e c ç ã o  

d u r a n t e  o  p r o c e s s o  d e  s o l i d i f i c a ç ã o .  E n t ã o ,  v i s t o  q u e  nã o  h á  e s c o a me n t o ,  

s o me n t e  a  e q u a ç ã o  d e  c o n se r v a ç ã o  de  e n e r g i a  e m s u a  f o r ma  d i f u s i v a  p u r a  

n e c e s s i t a  s e r  r e s o l v i d a .  

O  mo d e l o  u s a d o  a q u i  é  b a s eado  na s  s egu in t e s  h ipó t e se s :  

O  p r o c e s s o  é  u n i d i me n s i o n a l  e  t r a n s i e n t e .  

A s  p r o p r i e d a d e s  t e r mo f í s i c a s  d e  cada  f a se  s ão  i so t róp i ca s  e  

i n d e p e n d e n t e s  d a  t e mpe r a t u r a ,  p o d e n d o  v a r i a r e m d e  f a s e  p a r a  f a s e .  

A  f a s e  s ó l i d a  é  r í g i d a ,  e  d a  me s ma  fo r ma  que  a  l í qu ida ,  não  s e  

m ov i me n t a .  

A s  f a s e s  s e  e n c o n t r a m e m e q u i l í b r i o  t e r mo d i n â mi c o .  
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P a r a  o  p r o b l e ma  d a  s o l i d i f i c a ç ã o  u n i d i r e c i o n a l  d e  u ma  s u b s t â n c i a  

p u r a ,  e m  u m d o mí n i o  c a r t e s i a n o ,  a  eq u a ç ã o  d a  e n e r g i a  c o m  a s  h i p ó t e s e s  

a s s u mi d a s  r e s u l t a  

 ( )h Tk
t x
ρ∂

x
∂ ∂= ∂ ∂ ∂ 


 .  (3.1) 

N o  p r o b l e ma ,  t e m - s e ,  a i n d a ,  d u a s  v a r i á v e i s  d e p e n d e n t e s ,    e  T  .  O  

mé t o d o  n u mé r i c o  a d o t a d o  n o  p r e s e n t e  t r a b a l h o  é  o  d e  C a o ,  F a g h r i ,  e  

Chang ,  1989 .  

h

O  mé t o d o  c o n s i s t e  e m t r a n s f o r ma r  a  e q u a ç ã o  d a  e n e r g i a  e m u m a  

e q u a ç ã o  n ã o  l i ne a r  c o m u m a  ú n i c a  va r i á ve l  de p e n d e n t e  .  As s im ,  r e so lve r  

u m p r o b l e ma  d e  m u d a n ç a  d e  f a s e  é  e q u i v a l e n t e  a  r e s o l v e r  u ma  e q u a ç ã o  

n ã o  l i n ea r  e m e n t a l p i a .  

h

N a  s e ç ã o  s e g u i n t e  e l e  é  mos t r a d o .  

3 . 3  M é t o d o  d a  E n t a l p i a  

No cap í t u l o  2 ,  a  pa r t i r  da  equação  d a  e n e r g i a  t o mo u - s e  a  d e f i n i ç ã o  

d e  pc  ( c a l o r  e s p e c í f i c o  a  p r e s são  cons t an t e ) ,  dada  po r  

 ( )p
dh c T
dT

= , (3.2) 

e  f o r mu l o u - s e  a  e qu a ç ã o  d a  e n e r g ia  e m  t e r mo s  d e  t e mpe r a t u r a .   

 D a  e q .  ( 3 . 2 ) ,  t e m- s e  u ma  r e l a ç ã o  e n t r e  e n t a l p i a  e  t e mpe r a t u r a ,  

 
p

dh dT
c

= . (3.3) 

O  p r o b l e ma  p r o p o s t o  é  d e  u ma  s u b s t â n c i a  p u r a  o n d e  a  mu d a n ç a  d e  

f a s e  o c o r r e  e m u m ú n i c a  t e mpe r a t u r a  T .  P o r  p r a t i c i da d e  s e  e s t a b e l e c e  

p a r a  a  r e g i ã o  o n d e  o  ma t e r i a l  s e  e n c o n t r a  s ó l i d o ,  n a  t e mpe r a t u r a  T ,  que  

.  

m

m

0h =

A  f i g u r a  3 . 1 0  mos t r a  e s t e  e  o u t r o s  d e t a l h e s .  
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F i g .  3 . 1  D i a g r a ma   x  T  p a r a  u ma  s u b s t â n c i a  p u r a  h

 

C o n f o r me  a  f i g u r a  3 . 1 ,  p a r a  a  f a s e  só l i da ,  onde   t e m- s e  q u e  0h ≤

 m
ps

hT T
c

= + , (3.4) 

o n d e  psc  é  o  c a l o r  e s pe c í f i c o  pa r a  a  f a s e  s ó l i d a .  

P a r a  a  r e g i ã o  c om p r e e n d i d a  e n t r e  a s  f a s e s  s ó l i d a  e  l í q u i d a ,  

c o n h e c i da  c o mo  i n t e r f a s e  s ó l i d o - l í q u id o ,  o n d e  0 fh L< <  t e m- s e  q u e  

 mT T= , (3.5) 

e  p a r a  a  r e g i ã o  c o r r e s p o n d en t e  à  f a s e  l í q u i d a ,  o n d e  fh L≥  t e m- s e  

 ( )f
m

pl

h L
T T

c
−

= + , (3.6) 

o n d e  plc  é  o  c a l o r  e spec í f i co  do  l í qu ido .  

C o mo  a  f o r mu l a ç ã o  a i nda  s e  e n c o n t r a  c o m d u a s  v a r i á ve i s  

dependen t e s  s e  f a z  u so  uma  mudança  de  va r i áve l ,  a t r avé s  da  “Tempera tu r a  

K i r c h h o f f ”  [ S o l o m o n  e t  a l . ,  1986 ]  de f i n ida  po r  

 

 ( )
m

T
k T

T k dη η= ∫ , (3.7) 

o n d e  ( )k η  é  a  c o n d u t i v i d a d e  t é r m i c a .  

Cons ide r ando  ( )k η  c o n s t a n t e  s e  o b t é m,  p a r a  a  f a s e  s ó l i d a  
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 ( )k s mT k T T= − , (3.8) 

p a r a  i n t e r f a c e  s ó l i do - l í q u i d o  

 0kT = , (3.9) 

e  p a r a  a  f a s e  l í q u i d a  

 ( )k l mT k T T= − . (3.10) 

S u b s t i t u i n d o  o  v a l o r  d e  T  d a  e q . ( 3 . 4 )  n a  e q u a ç ã o  ( 3 . 8 )  o b t é m- s e ,  

p a r a  a  f a s e  s ó l i d a  

 
s

s
k

p

k hT
c

=  (3.11) 

e  pa r a  f a se  l í qu ida ,  subs t i t u i n d o  a  e q . ( 3 . 6 )  n a  e q . ( 3 . 1 0 ) ,  o b t é m- s e  

 
(l

k
pl

k h L
T

c
)f−

= . (3.12) 

P ode - se  a i nda  exp re s sa r ,  pa r a  a  r eg i ão  do  só l i do ,  

 k
m

s

TT
k

T= +  (3.13) 

e  pa r a  r eg i ão  do  l í qu ido  

 k
m

l

TT
k

T= + . (3.14) 

S e n d o  a s s i m t e m- s e ,  d e  f o r ma  g e n é r i c a ,  q u e  

 k
m

TT
k

T= + , (3.15) 

e n t ã o  s e  p o d e  s u b s t i t u i r  a  e q . ( 3 . 1 5 )  n a  e q . ( 3 .1 ) ,  e  o b t e r  

 ( ) 2

2
kh T

t x
ρ∂ ∂

=
∂ ∂

. (3.16) 

O  pas so  s egu in t e  é  i n t roduz i r  uma  função  pa r a  T  que  exp re s se  pa r a  

c a d a  r e g i ã o  a s  d e f i n i ç õ e s  j á  d a d a s  p e l a s  e q u a ç õ e s  ( 3 . 9 ) ,  ( 3 . 1 1 )  e  ( 3 . 1 2 ) .  A  

e q u a ç ã o  t o ma  a  f o r ma  d e  

k

 ( ) ( )kT h h S h= Γ + , (3.17) 

o n d e   é  o  c o e f i c i e n t e  d e  d i f u s ã o  t é r mi c a  e   o  t e r m o  f o n t e  d a  

e q u a ç ã o ,  d a d o s  p o r  

( )hΓ ( )S h
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 ( )
s

s

p

kh
c

Γ =   e  ( ) 0S h =    para   0h ≤ ,          (fase sólida) (3.18) 

  Γ    e  S h( ) 0h = ( ) 0=    para   0 fh L< < ,     (interface) (3.19) 

 ( )
l

l

p

kh
c

Γ =  e ( )
l

l f

p

k L
S h

c
−

=  para   h .      (fase líquida) (3.20) 0≥

S u b s t i t u i n d o  a  e q . ( 3 . 1 7 )  n a  e q . ( 3 . 1 6 ) ,  o b t é m- s e  

 ( )2

2
hh P

t x
ρ

∂ Γ∂
= +

∂ ∂
, (3.21) 

c o m 

 
2

2
SP

x
∂

=
∂

, ( )hΓ = Γ , ( )S S h= . (3.22) 

A  e q u a ç ã o  d a  e n e r g i a  f o i  t r a ns f o r ma d a  n u m a  e q u a ç ã o ,  c o m  u m a  

ún i ca  va r i áve l  dependen t e ,  .  h

Tendo  conc lu ído  a  f o r mu lação ,  pa s sa - s e  ao  mé todo  numér i co  pa r a  a  

so lução  do  p rob l ema .  

3 . 4  M é t o d o  N u m é r i c o  

O b t i d a  a  e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l ,  p a r t e - s e  a go r a  p a r a  o  mé t o d o  

n u mé r i c o  a  f i m d e  r e s o l v e r  e s t a  e q u a ç ã o  d i f e r e nc i a l  e m  d e r i va da s  

p a r c i a i s ,  e q .  ( 3 . 2 3 ) ,  q u e  é  p a r a b ó l i c a  n o  t e mpo  e  e l í p t i c a  n o  e s p a ç o .  

 ( )
2 2

2 2
h h
t

S
x x

ρ ∂ ∂ ∂
= Γ +

∂ ∂ ∂
,       ( )hΓ = Γ ,     ( )S S h= . (3.23) 

N o s  e s q u e ma s  n u mé r i c o s  a s  e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  s ã o  a p r o x i ma d a s  

p o r  e q u a ç õ e s  a l g é b r i c a s ,  e  o  domí n io  é  d i s c r e t i z ado .  

E s t a  e q ua ç ã o  é  d i s c r e t i z a da  p e l o  M é t o d o  d o s  V o l u me s  F i n i t o s ,  

c o n f o r me  a p r e s e n t a d o  e m  P a t a n k a r ,  1980 ;  Ma l i ska ,  1995 ;  Ve r s t eeg  e  

M a l a l a s e k e r a ,  1 9 9 5  e  F e r z i g e r  e  P e r i c ,  1 9 9 7 .  R e s u l t a n t e  d e s t a  

d i s c r e t i z a ç ã o  s u r g e  u m s i s t e ma  d e  e q u a ç õ e s  a l g é b r i c a s  l i n e a r e s  a  r e s o l v e r .  

O  M é t o d o  d o s  V o l u me s  F i n i t o s  c o n s i s t e  e m i n t e g r a r  a s  e q u a ç õ e s  

d i f e r enc i a i s  sob re  vo l umes  de  con t r o l e ,  d e  t a ma n h o  f i n i t o ,  g e r a d o s  n a  

d i s c r e t i z ação  de  um domí n i o ,  ap l i c ando  a s  l e i s  de  conse rvação .  Uma  ve z  

q u e  a s  e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  s ã o  o r i g i n a l me n t e  o b t i d a s  a t r a v é s  d e  
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b a l a n ç o s  s o b r e  o s  v o l u me s  d e  c o n t r o l e ,  t em- se  a  ga r an t i a  de  que  a  ma s sa ,  

a  e n e r g i a  e  a  q u a n t i d a d e  d e  mo v i me n t o  s ã o  c o n s e r v a d a s .  N e s s e  s e n t i d o  a s  

s o l u ç õ e s  s ã o  e x a t a s .  M e s mo  e m ma l h a  g r o s s e i r a  h a v e r á  c o n s e r v a ç ã o .  E m 

ou t r a s  pa l av ra s ,  mi g ra - s e  d o  d o mí n i o  i n f i n i t e s i ma l  d a s  e q u a ç õ e s  

d i f e r e n c i a i s ,  p a r a  o  d o mí n i o  f i n i t o  f o r ma d o  p o r  v o l u m e s  d e  c o n t r o l e .  

P a r t i n d o  p a r a  a  i n t e g r a ç ã o  d a  eq u a ç ã o  ( 3 . 2 3 ) ,  s o b r e  o s  v o l u me s  d e  

c o n t r o l e ,  t e m- s e  

 ( )
2 2

2 2
V V

hdV h dV
t x x

ρ
∆ ∆

 ∂ ∂ ∂
= Γ +∂ ∂ ∂ 

∫∫∫ ∫∫∫
S
 . (3.24) 

A  f i g u r a  3 . 2  a p r e s e n t a  a  ma l h a  s o b r e  o  d o mí n i o  d e  s o l u ç ã o .  O  x∆  é  

o  t ama nho  do  vo lume  de  con t ro l e  c en t r a l i z ado  no  pon to  “P” ,  exδ  e  wxδ  s ã o  

a s  d i s t â n c i a s  e n t r e  o s  c e n t r o s  d o s  vo lumes  de  con t ro l e  v i z inhos ,  

p o s i c i o n a d o s  n o s  p o n t o s  “ E ”  ( l e s t e )  e  “ W”  ( o e s t e )  r e s p e c t i v a me n t e .  A s  

l e t r a s  “ e ”  e  “ w ”  c o r r e s p o n d e  à  p o s i ç ã o  d a s  f a c e s  d o s  v o l u me s  d e  c o n t r o l e .  

 
 

F i g .  3 . 2  M a l h a  s o b r e  d o mí n i o  d e  s o l u ç ã o  

U s a n d o  u m  e s q u e ma  t o t a l me n t e  i mp l í c i t o  e  r e f e r i n d o  à  F i g .  3 . 2 ,  

t e m- s e  

 
o

p p

V

h hhdV x
t t

ρ ρ
∆

−∂
= ∆

∂ ∆∫∫∫ , (3.25) 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

2
E E P P P P W W

V ee w

h h h h h hh dV
x x x xx δ δ∆

∂ Γ ∂ Γ   ∂ Γ −Γ
Γ = − = −   ∂ ∂∂    

∫∫∫
w

Γ −Γ , (3.26) 

 
( ) ( )

2

2
E P P W

V e

S S S S SdV
x xx δ δ∆

∂ −
= −

∂∫∫∫
w

− , (3.27) 

o n d e   é  p a s s o  d e  t e mp o  e  t∆ o
Ph  é  e n t a l p i a  d a  i n t e r aç ã o  a n t e r i o r .  

A  equação  a lgébr i ca  r e su l t an t e  pode  s e r  e s c r i t a  e m f o r ma  g e n é r i c a  

c o mo  
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 P P E E W Wa h a h a h b= + + , (3.28) 

onde  o s  c oe f i c i en t e s  s ão  dados  po r  

 
( )

E
E

e

a
xδ
Γ

= , (3.29) 

 
( )

W
W

w

a
xδ
Γ

= , (3.30) 

 
( ) ( )

o
p E P P W

e w

xh S S S Sb
t x x

ρ
δ δ

∆ − −
= + −

∆
, (3.31) 

 
( ) ( )

P P
P

e w

xa
x x t

ρ
δ δ
Γ Γ ∆

= + +
∆

. (3.32) 

D e v e - s e  o b s e r v a r  q u e  c o n t r a r i a me n t e  a o  a d o t a d o  e m t r a n s f e r ê n c i a  

d e  c a l o r  s e m m u d a n ç a  d e  f a s e ,  o n d e  o s  c o e f i c i e n t e s  d e  d i f u s ã o  t é r mi c a  Γ  

s ã o  a v a l i a d o s  n a s  f a c e s  d o s  v o l u me s  d e  c o n t r o l e ,  n o  e s q u e ma  e m  q u e s t ã o  

e s t e s  c o e f i c i e n t e s  s ã o  a v a l i a d o s  n o  c e n t r o  d o  v o l u me  e  n ã o  n a  i n t e r f a c e  

p a r a  e v i t a r  o  c a s o  d a  i n t e r f a c e ,  s e p a r a n d o  s ó l i d o  e  l í q u id o .  

P a r a  e xe m p l i f i c a r  e s t a  s i t ua ç ã o  a  f i gu ra  3 .3  mos t r a  a  s i t uação  de  

u m d o mí n i o  s e n d o  n o  p o n t o  “ P ”  s ó l i d o  e  n o  p o n t o  “ E ”  l í q u i d o ,  c o m a  

i n t e r f a c e  s ó l i d o - l í qu i d o  s e n do  c o n s i d e r a d a  e m “ e ” .  S e m mu d a n ç a  d e  f a s e  

s e  t e m 
( )

e

exδ
Γ ,  e  e m s i t u a ç ã o  d e  m u d a n ç a  de  f a s e  

( )
P

exδ
Γ  .  

 

 
 

F i g .  3 . 3  A v a l i a ç ã o  d a s  p r o p r i e d a d e s  nos  vo lumes  de  c on t ro l e  em 

t r a n s f e r ê n c i a  d e  c a l o r  c o m e  s e m mu d a n ç a  d e  f a s e  

 

C o n c l u í da  a  d i s c r e t i z a ç ã o ,  e  c o n h e c i d as  a s  c o n d i ç õ e s  i n i c i a i s  e  d e  

c o n t o r n o ,  d e v e - s e  r e s o l v e r  a  e q . ( 3 . 2 8 )  a  c a d a  i n c r e me n t o  d e  t e mp o .  
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3 . 5  S o l u ç ã o  d o  M o d e l o  M a t e m á t i c o  

O  t r a n s i e n t e  d o  p r o b l e ma  e s t u d a d o  d e ma n d a  u m  e s q u e ma  d e  

e v o l u ç ã o  n o  t e m p o .  O  p r o c e d i me n t o  d e  d e t e r mi n a r  o s  v a l o r e s  d a s  

v a r i á ve i s  f í s i c a s  e m u m  d a d o  i n s t a n t e  d e  t e mp o ,  p a r a  a s  e q u a ç õ e s  

a l g é b r i c a s  e  c o m  c o n h e c i me n t o  d o s  v a l o r e s  e m u m  p a s s o  d e  t e m p o  

a n t e r i o r ,  é  r e p e t i d o  p a r a  p a s s o s  d e  t e m p o  s u c e s s i v o s .  

P a r a  p r o b l e ma s  a l t a me n t e  n ã o  l i n e a r e s ,  é  n e c e s s á r i o  o  u s o  d e  s u b -

r e l a xa ç ã o .  I s t o  é  f r e q ü e n t e me n t e  e m p r egado  pa r a  ev i t a r  d i ve rgênc i a  na  

s o l u ç ã o  i t e r a t i v a  de  e q u a ç õe s  f o r t e m e n t e  n ã o - l i n e a r e s .  P a r a  o s  r e s u l t a d o s  

n u mé r i c os ,  q u e  s e r ã o  a p r e s e n t a d o s  n a  S e ç ã o  5 . 7 ,  o  c o e f i c i e n t e  d e  s u b-

r e l a xa ç ã o  u t i l i z a do  n a  s o l u ç ã o  d a  e q u a ç ã o  d a  e n e r g i a  f o i  0 . 8 .  O  

c o e f i c i e n t e  d e  r e l a x a ç ã o  s e r v e  p a r a  a v a n ç a r  ma i s  r a p i d a me n t e  a  s o l u ç ã o ,  

q u a n d o  o  p r o c e s s o  e s t á  l e n t o ,  o u  s e g u r a r  a  va r i áve l ,  quando  a  mesma  e s t a  

avançando  em de mas i a  e  pode  causa r  d ive rgênc i a  [Ma l i ska ,  1995 ] .  

O  con jun to  de  equações  a lgéb r i ca s  o b t i d a s  pe l o  p r oc ed i me n t o  d e  

d i s c r e t i z a ç ã o  f o i  r e s o l v i d o  u s a n d o  T D M A  (Tr iD iagona l  Ma t r i x  

A l g o r i t h m ) ,  c o m c o r r e ç ã o  e m  b l o c o  a o  l o n g o  d o  d o mí n i o  d i me n s i o n a l .  

O  p r o c e d i me n t o  i t e r a t i v o  pa r a  ca l c u l a r  o  c amp o  d a  en t a l p i a  pa r a  

c a d a  p a s s o  d e  t e m p o  é  e x e c u t a d o  a t é  q u e  o  c r i t é r i o  d e  c o n v e r g ê n c i a  s e j a  

s a t i s f e i t o .  O  c r i t é r i o  u s a d o  r e q u e r  q u e  ε ≤ 10 - 7  s endo  ε  d a d o  p o r  

 
o

P P
o
P

h h
h

ε −
=  (3.33) 

O  pa s so  de  t empo  u t i l i z ado  é  cons t an t e  du ran t e  t odo  a  so lução .  No  

c a s o  d a s  a n á l i s e s  e x p e r i me n t a i s  c o r r e sp o n d e  a o  i n t e r v a l o  d e  t e mp o  e m q u e  

é  f e i t a  a  a q u i s i ç ã o  d a s  a mo s t r a s .  I s t o  é  f e i t o  p a r a  f a c i l i t a r  a  c om p a r a ç ã o  

e n t r e  o s  r e s u l t a d o s  e x p e r i me n t a l  e  o  n u mé r i c o ,  d e p o i s  d e  v e r i f i c a d o  s e  e r a  

s u f i c i e n t e me n t e  p e q u e n o  p a r a  n ã o  c a u s a r  e r r o  n a  s o l u ç ã o  n u mé r i c a .  

O  t a ma n h o  d o  d o m í n i o  c o mp u t a c i o n a l  p a ra  t od a s  a s  s i mu l a ç õ e s  fo i  

s e l e c i o n a d o  p a r a  c o mbi n a r  c o m a  d i mensão  ve r t i c a l  da  s eção  de  t e s t e  

d e s c r i t a  n o  C a p í t u l o  4 .  V i s t o  q u e  o  p r o b l e ma  é  u n i d i me n s i o n a l ,  é  p o s s í v e l  

u s a r  u m n ú me r o  m u i t o  g r a n d e  d e  v o l u me s  d e  c o n t r o l e  p a r a  d i s c r e t i z a r  o  

d o mí n i o ,  s e m t e r - s e  p r o b l e ma s  d e  l i mi t a ç ã o  d e  me m ó r i a  o u  t e mp o s  d e  

C P U  m u i t o  g r a n d e s .  U ma  ma l h a  u n i f o r me  c o n t e n d o  2 0 0  v o l u me s  d e  
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c o n t r o l e  f o i  e s c o l h i d a  e  us a d a ,  t e nd o  p a r a  u m v o l u me  d e  c o n t r o l e  u m  

compr i me n t o  de  0 , 25mm.  

Re fe r en t e  ao  mé todo  é  impor t an t e  obse rva r  que  não  há  nece s s idade  

d e  s e  r a s t r e a r  a  f r e n t e  d e  m u d a n ç a  d e  f a s e ,  p a r a  r e s o l v e r  o  p r o b l e ma .  

En t r e t an to  pode - se  l oca l i z á - l a ,  a  c ada  mo men to ,  a  pa r t i r  do  va lo r  de  h ,  

l e mbr a n d o  q u e  a  f r e n t e  d e  mu d a n ç a  d e  f a s e  s i t u a - s e  e n t r e  0 fh L< < .  

A  ma n e i r a  ma i s  s i mp l e s  d e  c a l cu l á - l a  c on s i s t e  em v a r r e r  o s  

v o l u me s  d e  c o n t r o l e  d a  f r o n t e i r a ,  p a r t i n d o  d a  r e g i ã o  l í q u i d a ,  p e r g u n t a n d o  

s e  fh L< .  Q u a n d o  a  r e s p o s t a  f o r  a f i r ma t i va ,  a s sume - se  que  a  f r en t e  de  

m u d a n ç a  d e  f a s e  e s t á  n o  c e n t r o  de s t e  vo lume  de  con t ro l e .  Es t e  

p r o c e d i me n t o  é  s a t i s f a t ó r i o  e m c a s o s  d e  ma l h a s  r e f i n a d a s ,  c a u s a n d o  

e n t r e t a n t o  e r r o s  r e l a t i v a me n t e  g r a n des  e m ma l ha s  me n o s  r e f i n a da s .  

P a r a  me l h o r a r  a  p r e c i sã o  se  f a z  p r i me i r o  a  l o c a l i z a ç ão  d o  v o l u me  

o n d e  e s t á  a c o n t e c e n d o  a  mu d a n ç a  d e  f a se ,  pe lo  mé todo  de sc r i t o  

a n t e r i o r me n t e .  F e i t o  i s s o  c a l c u l a - s e  a  r e l a ç ã o  
f

h
L

,  m u l t i p l i c a n d o  p e l o  

t a ma n h o  d o  v o l u m e  d e  c o n t r o l e .  E s s a  med i d a  é  c o n s i d e r a d a  a  f r a ç ã o  d o  

v o l u me  s o l i d i f i c a d o  q u e  é  a s s u mi d o  d i r e t a me n t e  c o mo  s e n d o  a  f r a ç ã o  d e  

s ó l i d o  d o  v o l u me  d e  c o n t r o l e .  P a r a  e s t a b e l e c e r  a  p os i ç ã o  d a  f r e n t e  de  

s o l i d i f i c a ç ã o ,  s u b t r a i - s e  d a  p o s i ç ã o  da  f a c e  e m “ w”  d o  vo l u me  d e  c o n t r o l e  

o  v a l o r  c o r r e s p o n d e n t e  f r a ç ã o  s o l i d i f i c a d a  “ Sf ” .  

 A  t empe r a tu r a  de  cada  pon to  do  domí n i o  d e  s o l u ç ã o  t a mbé m p o d e  

s e r  c a l cu l ada ,  a  c ada  mo me n t o ,  a  pa r t i r  d a s  e q u a ç õ e s  ( 3 . 4 ) ,  ( 3 . 5 )  e  ( 3 . 6 ) .  

A  f i gu ra  3 . 4  ap r e sen t a  a  d i s t r i bu i ção  d e  t e m p e r a t u r a  e  e n t a l p i a  n a  

r e g i ã o  d e  mu d a n ç a  d e  f a s e ,  d e mo n s t r ando  a  l i nea r i z ação  da  t empe ra tu r a  e  

t a mbé m a s  p a r c e l a s  d e  ca lo r  l a t en t e  i nd i cada  po r  “ I ” ,  pa r c e l a  de  ca l o r  

s e n s í v e l  n o  l í q u i d o  “ I I ” ,  e  p a r c e l a  de  ca lo r  s ens íve l  do  só l i do  “ I I I ” .  
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F i g .  3 . 4  D i s t r i b u i ç ã o  d e  t e m p e r a t u r a  e  e n t a l p i a  n a  r e g i ã o  d e  mu d a n ç a  d e  

f a se  

 

C o mo  a  s o l u ç ã o  n o  t e mpo  é  t o t a l me n t e  i mp l í c i t a ,  h a v e n d o  n ã o  

l i n e a r i d a d e s ,  s ã o  n e c e s s á r ia s  i t e r a ç õ e s  a  c a d a  p a s s o  d e  t e mp o ,  c o n f o r me  o  

a l g o r i t mo  a b a i x o :  

( 1 )  F a ze r  c o m q u e   r ep re sen t e  o  campo  de   ex i s t en t e  no  i n í c io  

da s  k th  i n t e r ações .  

kh h

( 2 )  D e s t e s  v a l o re s ,  c a l c u l a r  v a l o r e s  t e n t a t i v os  d e  Γ  e  S  d e  a c o r d o  

c o m a s  r e l a ç õ e s  de l e s  c o m h ,  u s ando  equações  (3 .18 ) ,  ( 3 . 19 )  e  ( 3 . 20 ) .  
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( 3 )  R e s o l v e r  o  c on j u n t o  de  e q u a ç õe s  l i ne a r e s  d i s c r e t i z a da s  pa r a  

a d q u i r i r  o s  n o v o s  v a l o r e s  d e  1kh + .  

( 4 )  R e t o r n a r  p a r a  p a s s o  2  e  r e p e t i r  o  p r o c e s s o  a t é  q u e  i t e r a ç õ e s  

d e i x e m d e  p r o d u z i r  q u a l q u e r  mu d an ç a  s i g n i f i c a n t e  n o s  v a l o r e s  d e  .  h

3 . 6  C o m p a r a ç õ e s  e n t r e  R e s u l t a d o s  N u m é r i c o s  c o m  o s  A n a l í t i c o s  

P a r a  e f e i t o  d e  c o mpa r a ç ã o  e n t r e  o s  mé t o d o s  n u m é r i c o s  e  o s  

a n a l í t i c os ,  t o ma - s e  o  me s mo  p r o b l e ma  f í s i c o  r e s o l v i d o  p o r  V o l l e r  e  C r o s s ,  

1981a ,  a p r e sen t ado  em cap i t u lo  2  a l t e r a n d o - s e  o  ma t e r i a l  e  a s  

t e mpe r a t u r a s  i n i c i a l  e  d a  p a r e d e .  

O  ma t e r i a l  e s c o l h i d o  é  o  c y c l o h e xa n o l  j á  que  e s t e  é  o  ma t e r i a l  

u t i l i z a d o  n o s  e x p e r i me n t o s .  

O  c a n a l  e s t a  i n i c i a l me n t e  c h e i o  d e  l í q u i d o  a  t e m p e r a t u r a  d e  2 2 , 8 ° C .  

P a r a  o  c a s o  d o  p r o b l e ma  d e  S t e f a n  a  t e mpe r a t u r a  i n i c i a l  d o  l í q u i d o  é  a  

t e mpe r a t u r a  d e  m u d a n ç a  d e  f a s e  d e s t e ,  n o  c a s o  2 2 ° C .  N o  t e m p o  t = 0  a  

t e mpe r a t u r a  d a s  s u a s  p a r e d e s  é  c o l o c a d a  a  0 , 5  ° C  e  a s s i m ma n t i d a  a o  

l ongo  do  t empo .  A  á r ea  da  s eção  do  cana l  é  de  1m 2  e  a s  p rop r i edades  

f í s i c a s  do  cyc lohexano l  [Re id  e t  a l . ,  1987 ;  R idd i ck  e t  a l . ,  1986 ]  s ão  a s  

s e g u i n t e s :  

 

22 °C ; mT =  

0,13683 W/m °C ;l sk k= =  

= =2020,966 J/kg °C ;s lp pc c  

 

22,8 °C ; iT =  
3 =  = 965 kg/m ;s lρ ρ  

16972,84 J/kg fL =  

 

Os  g r á f i co  ap re sen t ados  na s  f i gu ra s  3 .5  e  3 .6  r ep re sen t am a s  

s o l u ç õ e s  a n a l í t i c a s  d o s  p r o b l e ma s  d e  S t e f a n  e  N e u ma n n  r e s p e c t i v a me n t e ,  

f r e n t e  à s  s o l u ç õ e s  e n c o n t r a d a s  pe l a s  a ná l i s e s  n u m é r i c a s .  A  s o l u ç ão  

a p r e s e n t a d a  é  d i s t r i b u i ç ã o  de  t e mpe r a t u r a  p a r a  u m d e t e r mi n a d o  p o n t o  c o m  

o  t e mp o .  A s  f i g u r a s  mos t r a m u m a  p e r f e i t a  c o n c o r d â n c i a  e n t r e  a s  d u as  

s o l u ç õ e s .  
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F i g .  3 . 5  D i s t r i b u i ç ã o  d e  t e m p e r a t u ra  p a r a  p o s i ç ã o  x = 0 , 0 0 7 4 5 m p r o b l e ma  

d e  S t e f a n  s o l u ç ã o  a na l í t i c a  e  n u mé r i c a .  

 

 
 

F i g .  3 . 6  D i s t r i b u i ç ã o  d e  t e m p e r a t u ra  p a r a  p o s i ç ã o  x = 0 , 0 0 7 4 5 m p r o b l e ma  

d e  N e u ma n n  s o l u ç ã o  a n a l í t i c a  e  n u mé r i c a .  
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Os  g r á f i co s  3 .7  e  3 . 8  mos t r am a  pos i ç ã o  d a  i n t e r f a c e  c o m o  t e m p o  

p a r a  a  s o l u ç ã o  d e  S t e f a n  e  N e u m a n n .  N o v a me n t e  n o t a - s e  u ma  p e r f e i t a  

conco r dânc i a  en t r e  o  n u mé r i c o  e  a n a l í t i c o .  

 

 
 

F ig .  3 . 7  Pos i ção  da  i n t e r f ace  com o  t e mpo  pa r a  o  p rob l ema  de  S t e f an  

s o l u ç ã o  a n a l í t i c a  e  n u mé r i c a .  

 

 
F i g .  3 . 8  P o s i ç ã o  d a  i n t e r f a c e  c o m o  t e mp o  p a r a  o  p r o b l e ma  d e  N e u ma n n  

s o l u ç ã o  a n a l í t i c a  e  n u mé r i c a .

 



 

 

4  ANÁLIS E EXP E RIMENT AL 

4 . 1  I n t r o d u ç ã o  

Duran t e  anos  t em  se  conceb ido  e  u t i l i z ado  a  expe r imen tação  pa r a  

b u s c a r  o  e n t e n d i me n t o  d o s  p r o c e s s o s  d e  s o l i d i f i ca ç ão ,  e  t a mb é m p a r a  

a v a l i a r  t e o r i a s .  A  d i f i c u l da d e  d e v i d o  à  o p a c i d a d e  dos  me t a i s  e  à s  a l t a s  

t e mpe r a t u r a s  d i f i c u l t a  a  r e a l i z a ç ã o  d e  e x p e r i me n t o s  e m l a b o r a t ó r i o ,  

aume n tando  a s s i m  a s  d i f i cu ldades  p a r a  o  e s t u d o  d a  s o l i d i f i c a ç ã o .  O  

i n t e r e s s e  e m  o b s e r v a r  a  i n t e r f a c e  só l i d o - l í qu i d o  d e  u m me t a l ,  d e v i d o  à  

e s t r u t u r a  r e s u l t an t e  d a  s o l i d i f i c ação  s e r  depende  dos  de t a lhe s  da  

m o r f o l o g i a  d a  i n t e r f a c e ,  c o n d u z i r a m à  u t i l i z a ç ã o  d e  ma t e r i a i s  

t r a n s p a r en t e s  q u e  s o l i d i f i c a m d e  fo r ma  s e me l h a n t e  a o s  me t a i s .  E s t e s  

c o mp o s t o s  o f e r e c e m  a  o p o r t u n i da de  d e  f a z e r  o b s e r v a ç õ e s  d i r e t a s  d e  

m u i t o s  d o s  f e n ô m e n o s  q u e  d e t e r mi n a m a  e s t r u t u r a  d e  me t a i s  f u n d i d o s .  

M u i t o s  a s p e c t o s  da  s o l i d i f i c a ç ã o  d e  me t a i s  p o d e m s e r  e s t u d a d os  u s a n d o  

c o mp o s t o s  o r g â n i c o s  t r a n s p a r e n t e s ,  a t r avés  de  ana log i a s .  

O s  e x p e r i me n t o s  s ã o  d e s e n v o l v i d o s  e m s e ç õ e s  d e  t e s t e s ,  g e r a l me n t e  

r e c i p i e n t e s  t r a n sp a r e n t e s  d e  A c r í l i c o  ou  v i d r o  P y r e x ,  p o r  s e r e m  

r e l a t i v a me n t e  ba r a t o s  e  f á ce i s  de  t r a b a l h a r .  E s t e s  e xp e r i me n t o s  t i v e r am  

Tam m ann ,  G . ,  1925  e  1929 ,  Cha lme r s ,  1940 ,  Masu ig ,  1950 ,  como  g randes  

p r e c u r s o re s .  

T a mbé m  s ã o  e x e m p l o s  d e s t a s  t é c n i ca s  o s  t r aba lhos  de  We inbe rg  e  

C h a l me r s ,  1 9 5 1  e  1 9 5 2 ,  R u t t e r  e  C h a l me r s ,  1 9 5 3 ,  T i l l e r ,  e t  a l .  1 9 5 3 ,  

Wa l ton  e t  a l l . , 1955 ,  Smi th  e t  a l l . ,  1955 ,  J ackson ,  1958 ,  Co l e  e  Wi nega rd ,  

1963 ,  Cha l me r s ,  1964 ,  Wi nega rd ,  1964 ,  J ackson ,  e t  a l l . ,  1966  e  Hun t  e t  

a l l . ,  1966 ,  J ackson  e t  a l l . ,  1 9 6 7 ,  F l e mi n g s  e  N e r e o ,  1 9 6 7 ,  F l e mi n g s  e t  a l l . ,  

1968a  e  1968b .  
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A  f i g u r a  4 . 1  a p r e s e n t a  a  s e ç ã o  d e  t e s t e  d e s e n v o l v i d a  p o r  J a c k s o n ,  

e t  a l . ,  1966 .  

Após  e s t e s  t r aba lhos  houve  um g rande  núme ro  de  pub l i c ações  

d e s e n v o l v i d a s  s o b r e  a  ó t i c a  e x p e r i me n ta l ,  c o m d i f e r e n t e s  c o n c e p ç õ e s  d e  

s e ç ã o  d e  t e s t e .  

 

 
 

F ig .  4 . 1  O  apa ra t o  de  t e s t e  de se nvo lv ido  po r  J ackson ,  e t  a l . ,  1966  

 

C o mo  e x e mp l o  d e s t a  t é c n i c a  c i t a - se  a  f o r ma ç ã o  d e  se g r e g a ç ã o  e m  

V ,  e  V  i nve r sa ,  que  oco r r em nos  aços ,  e m m o d e l o s  s i mi l a r e s  e m p r e g a n d o  

c l o r e t o  d e  a mô n i a  n u m mo l d e  d e  v i d r o .  

O  t r a b a l h o  d e  H u n t  e t  a l . ,  1 9 6 6 ,  c o n t r i b u i u  n o  e s t u d o  d o s  

f e n ô me n o s  a  n í v e l  mi c r o s cóp i co ,  com o  de senvo lv ime n to  de  um apa ra to  

e x p e r i me n t a l  p a r a  o b s e r v a r  a  s o l i d i f i c a ç ã o .  A  f i g u r a  4 . 2  mos t r a  o  

mi c r o s c ó p i o  e mp r e g a d o .  
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F ig .  4 . 2  Apa ra t o  de  t e s t e  de senvo lv ido  po r  Hun t  e t  a l . ,  1966  

 

U ma  d e r i v a ç ã o  d e s t e  mi c r o s c ó p i c o  f o i  e mp r e g a d a  n o  p r i n c í p i o  d a  

so l i d i f i c ação  d i r ec iona l  com o  u so  da  t éc n i ca  d e  B r i dg man ,  de sc r i t a  po r  

F l e mi n g s ,  1 9 7 4  e  K u r z  e  F i s h e r ,  1 9 8 9 .  E s t e  m i c r o s c ó p i c o  d e u  o r i g e m a o s  

chamados  c r i omi c ro scóp io s ,  de senvo lv i dos  pa r a  aná l i s e s  do  conge l amen to  

d e  ma t e r i a i s  b i o l ó g i c o s ,  c o n f o r me  B i a n c h i ,  1 9 9 7 .  

A  f i gu ra  4 .3  ap re sen t a  um c r e sc i me n t o  d e n d r í t i c o  d o  c o mp o s t o  

o rgân i co  cyc lohexano l ,  obse rvado  a t r avés  do  mi c roscóp io  [ J ackson  e  

H u n t ,  1 9 6 5 ] .  E s t e  ma t e r i a l  f a r á  p a r t e  dos  e s tudos  a  s egu i r  exp l anados .  
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F i g .  4 . 3  C r e s c i me n t o  d e n d r í t i c o  d o  c y c l o h e x a n o l  

 

N o  t e r r e n o  d a s  a l t a s  t e mpe r a t u r a s ,  t r a b a l h a n d o  d i r e t a me n t e  c o m a ç o  

e  l i g a s  c o mo  c h u m b o - a l u m í n i o ,  c hu m b o - e s t a n h o  e  a l u mí n i o - c o b r e ,  d u a s  

r e f e r ênc i a s  impor t an t e s  s ão  o s  so l i d i f i c a d o r e s  d e s e n v o l v i d o s  p o r  G a r c i a  e  

P r a t e s ,  1978 ,  mos t r ado  na  f i gu r a  4 . 4  e  p o r  C l y n e ,  1 9 8 2 ,  f i g u r a  4 . 5 .  
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F i g .  4 . 4  So l i d i f i c ado r  d i r ec iona l  ( G a r c i a  e  P r a t e s ,  1 9 7 8 )  
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F i g .  4 . 5  S o l i d i f i c a d o r  d i r ec iona l  (C lyne ,  1982 )  

 

Nes t e s  expe r ime n tos ,  o r i en t ados  a  a l t a  t e mpe r a t u r a ,  o  ma t e r i a l  a  

s e r  e n s a i a d o  é  f u n d i d o  n o  i n t e r i o r  d o  p r ó p r i o  s o l i d i f i c a d o r ,  p e l o  c a l o r  

f o r n e c i d o  p o r  r e s i s t ê nc i a s  e l é t r i c a s  c o n t i da s  n e l e  me s m o .  U ma  v e z  

fund ido  o  ma te r i a l ,  a s  r e s i s t ênc i a s  e l é t r i c a s  s ã o  d e s l i g a d a s  e  é  i n i c i a d a  a  

e x t r a ç ã o  u n i d i r e c i o n a l  d e  c a l o r ,  c au s a n d o  a  s o l i d i f i c a ç ã o  d o  ma t e r i a l .  

E s t a  e x t r a ç ã o  d e  c a l o r  p o d e  d a r - s e  a t r a v é s  d a  b a s e  o u  d o  t o p o ,  d e p e n d e n do  

d o s  o b j e t i v o s  d o  e n s a i o .  
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N o  c a s o  d a  e x t r a ç ã o  p e l a  ba s e  é  a s se g u r a d a  a  e s t a b i l i da d e  t é r mi c a  

d o  l í q u i do ,  o u  s e j a ,  a  c o n ve c ç ã o  n a t u r a l  d e  o r i g e m t é r mi c a  é  e v i t a d a .  No  

c a s o  d e  l i g a s  a  e s t a b i l i d a d e  má s s i c a  d e p e n d e  d a  l i g a  a  s e r  e n s a i a d a ,  b e m 

como  da  sua  concen t r ação .  A  pos i ção  da  f r e n t e  d e  s o l i d i f i c a ç ã o  é  i n d i c a da  

p o r  u m a p a l p a d o r  e  r e g i s t r a d a  a u t o ma t i ca me n t e  p e l o  s i s t e ma  d e  c o l e t a  d e  

d a d o s .  

S e n d o  a  e x t r a ç ã o  d e  c a l o r  p e l o  t opo  t em- se  convecção  na tu r a l ,  

e n t r e t a n t o  a  s o l i d i f i c a ç ã o  p o d e  s e r  i n t e r r o mp i d a  i n s t a n t a n e a me n t e  a  

q u a l q u e r  m o me n t o  r e mo v e n d o  a  c a ma d a  j á  s o l i d i f i c a d a .  

O  f l u i d o  r e f r i g e r a n t e  p o d e  s e r  ág u a  o u  a r ,  d e p e n d e n d o  d a  t a x a  d e  

s o l i d i f i c a ç ã o  p r e t e n d i d a .  T a mbé m o  ma t e r i a l  e  e s p e s s u r a  d o  m o l d e  s ã o  

v a r i á ve i s .  

 

4 .2  O  Exper imento  Desenvo lv ido  n a  P r e s e n t e  D i s s e r t a ç ã o  

U m e s t u d o  e x p e r i me n t a l  d e  d i f u s ã o  con t ro l ada ,  i s t o  é ,  s em f l ux o s  

a d v e c t i v o s ,  f o i  r e a l i z a d o  e  é  d e s c r i t o  n e s t e  ca p í t u l o  da  d i s s e r t a ção .  

U m s o l i d i f i c a d o r  d i r e c i o n a l  fo i  mon t a d o  e  o p e r a d o  n o  L a b o r a t ó r i o  

d e  M e d i ç õ e s  M e c â n i c a s  d o  D e p a r t a me n t o  d e  E n g e n h a r i a  M e c â n i c a  d a  

UF RG S .  Com o  ob j e t i vo  de  acompanha r  a  f r e n t e  d e  s o l i d i f i c a ç ã o  e  o s  

f e n ô me n o s  e n v o l v i d o s ,  o  s o l i d i f i c a d o r  é  c o n c e b i d o  d e  f o r ma  a  s e r  t o d o  

t r anspa r en t e .  

O  s o l i d i f i c a d o r  d i r e c i o n a l  a q u i  c o n c e b i d o  d i f e r e  d a q u e l e s  

a p r e s e n t a d o s  a n t e r i o r me n t e  e m  vá r io s  a spec to s ,  podendo - se  c i t a r  

p r i n c i p a l me n t e :  

 o  ma t e r i a l  a  s e r  s o l i d i f i c ad o  j á  s e  e n c o n t r a  e m e s t a d o  l í q u i d o  n a  

t e mpe r a t u r a  a mb i e n t e ,  n ã o  n e c e s s i t a n d o  f u n d i - l o  p r e v i a me n t e ;  

 a  s u a  t e m p e r a t u r a  d e  mud a n ç a  d e  f a s e  f i c a  p r ó x i ma  à  t e mpe r a t u r a  

a mb i e n t e ,  n ã o  n e c e s s i t a n d o  i s o l a m e n t o  t é r mi c o  a l é m  d a s  p a r e d e s  d o  

p r ó p r i o  c i l i n d r o  que  o  c o n t é m,  e  d e  u ma  t a mp a  s u p e r i o r ;  

 a  me d i ç ã o  d a  e s p e s s u r a  d e  s o l i d i f i c a ç ã o ,  a s s i m  c o mo  a  d a  

v e l o c i da de  d a  f r e n t e  d e  s o l i d i f i c a ç ã o ,  é  f e i t a  d i r e t a me n t e  c o m  a  a u x i l i o  d e  

u ma  f i l ma d o r a .  
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U m e s q u e ma  p a r a  o  a p a r a t o  e x p e r i me n t a l  c o m  t o d o s  c o m p o n e n t e s  é  

m o s t r a d o  n a  f i g u r a  4 . 6  

 

 
 

F ig .  4 . 6  O  expe r i me n t o  de senvo lv ido  na  p r e sen t e  d i s s e r t a ção  

 

O s  d e t a l h e s  d o  s i s t e ma  s ã o  d e s c r i t o s  a b a i x o .  

U ma  s e ç ã o  d e  t e s t e  c i l í n d r i c a  c o m u m  t r o c a d o r  d e  c a l o r  n a  b a s e  e  

i s o l a me n t o  n o  t o p o .  

S i s t e ma  d e  me d i ç ã o  d e  t e m p e r a t u r a  ( t e r mo p a r e s  e  s i s t e ma  d e  

a q u i s i ç ã o )  

 B o mba  d e  c i r c u l a ç ã o  d e  á g ua .  

B a n h o s  d e  t e mpe r a t u r a  c o n s t a n t e ,  u m a  t e m p e r a t u r a  a mb i e n t e  e  

ou t r o  com água  r e s f r i ada  po r  ge lo .  

I n s t r u me n t a ç ã o  pa r a  s e g u i r  a  p o s i ç ã o  d a  i n t e r f a c e  d u r a n t e  a  

s o l i d i f i c a ç ã o  ( r é g ua  e  f i l ma d o r a ) .  

A  c a v i d a d e  d e  t e s t e  c i l í nd r i c a  é  p r e e n c h i da  c o m ma t e r i a l  d e  

m u d a n ç a  d e  f a s e ,  M M F ,  n e s t e  c a s o  o  c yc lohexano l .  Na  pa r t e  supe r io r  é  

c o l o c a d a  u ma  t a mp a  d e  n y l on  t e c h n i l  a  f i m d e  i s o l á - l a  t e r mi c a me n t e .  A s  

pa r edes  ve r t i c a i s  s ão  de  ma te r i a l  t r an spa ren t e  (Ac r í l i co )  o  que  pos s ib i l i t a  

a  o b s e r v a ç ã o  d a  e v o l u ç ã o  da  i n t e r f ace  só l i do - l í qu ido .  
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V á r i o s  f a t o r e s  s ã o  i mp o r t a n t e s  p a r a  a  c o n c e p ç ã o  d e  u m e x p e r i me n t o  

d e s t e  t i p o :  

V i s u a l  e  a c e s s o  m e c â n i c o  da  s e ç ã o  de  t e s t e  

T e mp o  d e  d u r a ç ã o  c u r t o  p a r a  r o d a r  o  e x p e r i me n t o  

A c e s s o  à  i n s t r ume n t a ç ã o  s e m a fe t a r  s i g n i f i c a n t e me n t e  o s  

f e n ô me n o s  f í s i c o s  

M í n i ma  p e r d a  d e  c a l o r  p a r a  o  a mb i e n t e  

A  s e ç ã o  d e  t e s t e  o n d e  é  c o l o c a d o  o  M M F  t e m d i â me t r o  e x t e r n o  d e  

5 0 m m,  d i â me t r o  i n t e r n o  d e  4 4 m m  e  a l t u r a  d e  5 0 m m.  U m d e s e n h o  

e s q u e má t i c o  d o  c o n j u n t o  d a  s e ç ã o  d e  t e s t e  é  mos t r a d o  n a  f i g u r a  4 . 7 .  

T a mbé m  s e  a p r e s e n t a  u m a  f o t o g r a f i a  d a  s e ç ã o  d e  t e s t e  c o m a l g u n s  

d e t a l h e s  d e  c o n s t r u ç ã o  m o s t r a d os  n a  f i g u r a  4 . 8 ,  c o mo  a  l i n h a  d e  

c i r cu l ação  de  f l u i do ,  me i o  de  homoge ne i z a ç ã o  e  r e s f r i a me n t o  d o  s i s t e ma .  

 

 
 

F i g .  4 . 7  S e ç ã o  d e  t e s t e  
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F i g .  4 . 8  D e t a l h e s  d e  u ma  m e d i ç ã o  n a  s e ç ã o  d e  t e s t e  

 

A  s e ç ã o  d e  t e s t e  é  mo n t a d a  s o b r e  u ma  b a s e  c i l í n d r i c a  d e  n y l o n  

t e c h n i l ,  c o m d i â me t r o  e x t e rno  de  150mm e  a l t u r a  de  44mm.  O  t rocado r  de  

c a l o r  é  d e  a l u mí n i o  c o m d i â me t r o  e x t e r n o  d e  4 3 , 9 m m  e  a l t u r a  d e  8 , 1 m m .  

A l o j a - s e  n a  b a s e  d e  n y l o n  t e c h n i l  e m u m r e b a i x o  c o m 4 4 m m d e  d i â me t r o  e  

p ro fund idade  de  6mm.  O  f l u ido  de  c i r cu l ação  pa s sa  a t r avé s  de s sa  ba se ,  

q u e  f o r ma  u m t r o c a d o r  d e  c a l o r .  

O  f l u i do  de  c i r cu l ação  é  p roven i en t e  d e  d o i s  t a n q u e s ,  um c o m á g u a  

n a  t e mpe r a t u r a  a mb i e n t e ,  a  f i m d e  h o mogene i za r  o  s i s t ema ,  e  ou t ro ,  com 

á g u a  e  g e l o  c o m a  f u n ç ã o  d e  r e t i r a r  c a l o r  d o  m a t e r i a l  d e  mu d a n ç a  d e  f a s e  

e  p r ovocando  a  so l i d i f i c ação  de s t e .  O  f l u ido  é  t r an spo r t ado  pe lo  s i s t ema  

p o r  ma n g u e i r a s  d e  b o r r a c h a  c o m d i me n sões  de  ½  po l egada ,  r eve s t i da s  com 

i s o l a me n t o  d e  p o l i e s t i r e n o .  

O  s i s t e ma  h i d r á u l i c o  é  c o mp o s t o  p o r :  

D o i s  t a nq u e s :  b a n h o  f r i o  c o m 1 4  l i t r o s ,  e  b a n h o  a  t e mpe r a t u r a  

a mb i e n t e ,  c o m 7  l i t r o s  

Duas  vá l vu l a s  de  3  v i a s  
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L i n h a s  d e  a l i me n t a ç ã o  e  d e  r e t o r n o  

B o mba  d e  c i r c u l a ç ã o  c o m v a z ã o  d e  0 , 3  m³ / h  

O  mo n i t o r a me n t o  d a s  t e mpe r a t u r a s  d o s  b a n h o s  e  t r o c a d o r  d e  c a l o r  é  

f e i t o  p o r  s e i s  t e r mo p a r e s  d o  t i p o  K  ( C h r o me l  –  A l u me l )  c o m d i â me t r o  d e  

1 , 5 m m.  E m c a d a  b a n h o  é  c o l o c a d o  u m t e r mo p a r .  D o i s  o u t r o s  s ã o  

c o l o c a d o s  n o  t r o c a d o r  d e  c a l o r ,  me d i n d o  a  t e mpe r a t u r a  d e  p a s s a g e m d o  

f l u i d o .  E s t e s  s ã o  e s p a ç a d os  d e  1 2 m m  e m r e l a ç ã o  a o  c e n t r o ,  n a  d i r e ç ã o  d o  

e s c o a me n t o ,  a  f i m  d e  v e r i f i c a r  s e  o s  2  p o n t o s  s ã o  i s o t é r mi c o s .  O s  o u t r o s  

d o i s  s ã o  c o l o c a do s  j u n t o  à  i n t e r f a c e  me t a l - l í q u i do  o u  m e t a l - s ó l i do  

( t r o c a d o r  d e  c a l o r  e  ma t e r i a l  d e  mu d a n ç a  d e  f a s e ) ,  c o m a  f i n a l i d a d e  d e  

me d i r  a  t e mpe r a t u r a  n a  f a c e  s u p e r i o r  d o  t r o c a d o r  d e  c a l o r .  E s t e s  do i s  

t e r mo p a r e s  p a s s a m  a t r a v é s  d o  t r o c a d o r  d e  c a l o r ,  u m  p e l o  c e n t r o  e  o  o u t r o  

a  1 7 m m  d o  c e n t r o ,  t a m b é m n a  d i r eção  do  e scoamen to .  O  ob j e t i vo  

novame n t e  é  ve r i f i c a r  s e  o  c ampo  de  t empe ra tu r a s  é  i so t é rmi co ,  uma  ve z  

q u e  e s t a  é  u ma  c o n d i ç ã o  d e  c o n t o r n o  u t i l i z ada  n a  s i mu l a ç ã o  n u mé r i c a ,  

ma s  n ã o  s e n d o  c o n d i ç ã o  n e c e s s á r i a .  

A  v e d a ç ã o  e n t r e  os  t e r mo p a r e s ,  b a s e s ,  c a v i d a d e  e  t r o c a d o r  d e  c a l o r  

é  f e i t a  c om  b o r r a c h a  s i l i c o ne .  

O  s i s t e ma  d e  d i r e c i o n a me n t o  d e  f lu x o  é  c o mp o s t o  p o r  d u a s  v á l v u l a s  

ma n u a i s  d e  t r ê s  v i a s ,  d e  d i â me t r o  ½  p o l e g a d a ,  d e  b r o n z e .  

P a r a  me d i r  a s  t e m p e r a t u r a s  d o  MMF na  cav idade ,  f o r a m usa d o s  

t e r mo p a r e s  d o  t i p o  K  ( C h r o me l  –  A l u me l ) ,  c o m d i â me t r o  d e  1 , 5 m m,  n u m  

to t a l  de  c i nco ,  e  d i spos t o s  con fo r me  mos t r a  a  f i gu ra  4 .7 .  A  d i spos i ção  na  

h o r i z o n t a l  s e  mos t r a  ma i s  a p r o pr i ada  que  a  ve r t i c a l ,  po i s  mi n imi za  o  

e f e i t o  a l e t a .  O  e f e i t o  a l e t a  s e  ma n i f e s t a  ma i s  n a  p o s i ç ã o  v e r t i c a l  d o  q u e  

na  pos i ção  ho r i zon t a l .  D ev i do  à  r emoção  d e  c a l o r  s e r  p e l a  b a s e ,  e x i s t e  n o  

s e n t i d o  ve r t i c a l  um f o r t e  g r a d i e n t e  d e  t e mpe r a t u r a .  C o mo  o s  t e r mo p a r e s  

f i c a m d e n t r o  d a  se ç ã o  d e  t e s t e ,  de sde  a  p o s i ç ã o  d e  me d i d a  a t é  a  t a mpa ,  

e l e s  f i c am subme t i dos  a  e s t e  g r ad i en t e .  I s t o  p r o p o r c i o n a  a t r a v é s  d a  b a i n h a  

d o  t e r mo p a r ,  a o  l o n g o  d a  s u a  a l t u r a ,  u ma  t r o c a  d e  c a l o r  ma i o r  d e v i d o  a  e l a  

s e r  de  m a t e r i a l  me t á l i co .  Des t a  f o r ma  s u a  c o n d u t i v i d a d e  t é r mi c a  é  ma i o r  

q u e  o  m a t e r i a l  de  mu d a n ç a  d e  f a s e .  I s t o  n ã o  a c o n t e c e  na  p o s i ç ã o  

h o r i z o n t a l  d e v i d o  o  t e r mo p a r  e s t a r  s u b me t i d o  à  me s ma  t e mp e r a t u r a  a o  

l o n g o  d e s t e ,  d e n t r o  d a  s e ç ã o  d e  t e s t e .  
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D u r a n t e  o s  e x p e r i me n t o s  s e  f e z  u s o ,  a l t e r n a d a me n t e ,  d e  d o i s  t u b o s  

d e  a c r í l i c o  n a  s e ç ã o  d e  t e s t e ,  c a da  u m c o m  f u r a ç õ e s  d i f e r e n t e s  p a r a  a  

l o c a l i z a ç ã o  d o s  t e r mo p a r e s .  E s t a s  mo d i f i c a ç õ e s  s e  d e r a m  d e v i d o  à  p o s i ç ã o  

o n d e  s e  e n c o n t r a v a m o s  t e r mo p a r e s  n ã o  s e r  a t i n g i d a  p e l a  f r e n t e  d e  

so l i d i f i c ação  no  t empo  e m que  t r an sco r r e  o  e x p e r i me n t o .   A s  p o s i ç õ e s  d e  

c a d a  t e r m o p a r ,  e m r e l a ç ã o  à  b a s e ,  p a r a  s e ç ã o  d e  t e s t e  1  s ã o  2 ;  1 2 ;  2 1 ;  

31 ,5  e  42 ,5mm.  Pa ra  a  s eção  de  t e s t e  2  a s  pos i ções  s ão  2 ;  7 , 5 ;  11 ,5 ;  16 ,5  

e  21mm.  

A  f i g u r a s  4 . 9 ,  4 . 1 0  e  4 . 1 1  m o s t r a m o  a p a r a t o  e x p e r i me n t a l .  

 

 
 

F i g .  4 . 9  V i s t a  g e r a l  d o  a p a r a t o  e x p e r i me n t a l  
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F i g .  4 . 1 0  V i s t a  f o c a n d o  d e t a l h e s  d o  a p a r a t o  e x p e r i me n t a l  

 

 
F i g .  4 . 1 1  V i s t a  c o m p l e me n t a r  d o  a p a r a t o  e x p e r i me n t a l  
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Apresen t ado  o  equ ipame n to  pa s sa - s e  r e l a t a r  o  s i s t e ma  d e  me d i ç ã o .  

4 .3  Mater ia l  de  Mudança  de  Fase  

O  ma t e r i a l  d e  mu d a n ç a  d e  f a s e  e s c o l h i d o  p a r a  o  e x p e r i me n t o  f o i  

com o  cyc lohexano l ,  dev ido  ao  f a to  de  s e r  t r a n s p a r e n t e ,  e  t a mb é m d e v i d o  

a  s u a  t e mp e r a t u r a  d e  mu d a n ç a  d e  f a se  f i c a r  em to rno  de  23°C  [ J ackson  e  

Hun t ,  1965 ] .  Na  época  dos  t e s t e s ,  sob  c o n d i ç õ e s  d e  t e m p e r a t u r a  a mb i e n t e  

e l e  s e  e nc o n t r a  n o  e s t a d o  l í q u i d o ,  o  q u e   f a c i l i t o u  mu i t o  a  c o n c e p ç ã o  d o  

e x p e r i me n t o .  O  c y c l o h e x a n o l  ( h e x a h y d r o p h e n o l  h e x a n i l ,  C6H 1 2 O )  é  

c r i s t a l  p l á s t i c o  o r g â n i c o  t r a n s p a r e n t e  c o m  u m a  e s t r u t u r a  c r i s t a l i n a  c ú b i c a  

d e  f a c e  c e n t r a da  ( C F C )  [ L i ve s c u  e t  a l . ,  1 9 8 7] .  S e g u n d o  J a c k s on  e  H u n t ,  

1 9 6 5  o  c y c l o h e x a n o l  é  d a  c l a s s e  d o s  ma t e r i a i s  o r g â n i c o s  c a r a c t e r i z a d o s  

po r  ba ixa  en t rop i a  de  fu são .  O  cyc lohe xano l  em  e s t ado  l í qu ido ,  d i f e r e  do s  

ou t ro s  p l á s t i co s  c r i s t a l i nos  s endo  que  sua  v i s cos idade  ( µ = 0 , 0 5 3  [ k g / ms ] )  

é  a p r o x i ma d a me n t e  2 0  v e z e s  ma i s  a l t a  d o  q u e  o s  o u t r o s  p l á s t i c o s  c r i s t a i s  

[ S i n g h  e  G l i c k s ma n ,  1 9 8 9 ] .  

O  c y c l o h e x a n o l  t em s i d o  u t i l i z a d o  em d i v e r so s  t i p o s  d e  p e s q u i s a s .  

J a c k s o n  e t  a l . ,  1 9 6 7  e m e x p e r i me n t o s  d e s e n v o l v i d o s  s o b r e  a  n a t u r e z a  d e  

c r e s c i me n t o  d e  c r i s t a i s  e m f u n d i d o s ,  u t i l i zou  o  cyc lohexano l .  I s t o  dev id o  

a  s e r  t r a n s p a r e n t e ,  p o s s i b i l i t a n d o  o b s e r v a r  d i r e t a me n t e  a  mor f o l o g i a  d a  

i n t e r f a c e  d u r a n t e  t o d a s  a s  c o n d i ç õ e s  d e  c r e s c i me n t o ,  c o m  o  o b j e t i v o  d e  

a p l i c a r  e m  t e o r i a  d e  c r e s c i me n t o  d e  c r i s t a i s .  S i n g h  e t  a l . ,  1 9 8 8  f a z e m u s o  

d o  c y c l ohe x a n o l  p a r a  e s t ud a r  a  mo r fo l o g i a  d e  c r e s c i me n t o  d e  c r i s t a i s ,  

d ependendo  da  c iné t i c a  do  p roce s so  de  c r e sc ime n to  e  do  p roces so  

con t ro l ado  po r  d i fu são .  Ob je t i va r am c o n d i ç õ e s  d e  c r e s c i me n t o  d e  u m  

ú n i c o  c r i s t a l  p o r  mu d a n ç a  n a  t a x a  de  c r e sc ime n to  e  g r ad i en t e  de  

t e mpe r a t u r a .  K o o ,  1 9 9 6  e f e t u a  u ma  c o mpa r a ç ã o  d a  c i n é t i c a  d o  

c r e s c i me n t o  d e n d r í t i c o  d e  v á r i o s  ma t e r i a i s ,  e n t r e  e l e s  o  c yc l o h e x a no l ,  

com a  t e o r i a  de  t r an spo r t e ,  suge r i n d o  q u e  a  c i n é t i c a  d o  c r e s c i me n t o  

d e n d r í t i c o  d e  ma t e r i a i s  p o d e r i a m s e r  d e p e n d e n t e s  d a  mi c r o - e s t r u t u r a  d o  

c r i s t a l .  

O k a mo t o ,  e t  a l . ,  1 9 7 5 ,  c o n d u z i n d o  e s t u d o s  s o b r e  o  c y c l o h e x a n o l ,  

c o n s t a t a r a m q u e  n o  e s t a d o  l í q u i d o  e s t e  ba ixa  o  s eu  pon to  de  mudança  de  

f a s e  a o  a b s o r v e r  umi d a d e  d o  a r .  E s t e  p r o b l e m a  d e  p u r e z a  f a z  c o m  q u e  u m  
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e x p e r i me n t o  n ã o  p o s s a  s e r  r e p e t i d o  c o m o  m a t e r i a l  j á  u t i l i z a d o  e m o u t r o  

e x p e r i me n t o .  

A  s e ç ã o  s e g u i n t e  a p r e s e n t a  a s  p r o p r i e dad e s  t e r m o f í s i c a s  d o  

c y c l o h e xa n o l  e  a  sua  d e p e ndê n c i a  n a  a n á l i s e  de  mo d e l o s  ma t e má t i c o s  c o m 

e x p e r i me n t o s .  

4 . 3 . 1  P r o p r i e da d e s  T e r m o f í s i c a s  

A  d i f i c u l d a d e  n a  o b t e n ç ã o  d a s  p r op r i e d a de s  t e r mo f í s i c a s ,  e  a s  

d i f e r e n ç a s  s i g n i f i c a n t e s  d e  v a l o r  e m r e l a ç ã o  à s  f o n t e s ,  l e v a m a  i n c e r t e z a s  

n o s  r e s u l t a d o s .  N a t u r a l me n t e  o  r e s u l t a d o  d a  s i m u l a ç ã o  é  t o t a l me n t e  

dependen t e  da s  p rop r i edades  t e rmof í s i c a s  us a d a s .  A  me d i ç ã o  d e s t a s  

p r o p r i e d a d e s  e n v o l v e  t é c n i c a s  e x p e r ime n t a i s  d i f í c e i s ,  s e n d o  a s  p r e c i s õ e s  

d a  o r d e m  d e  ma i s  o u  me n o s  c i n c o  p o r  c e n t o  o u  me l h o r  [ O v e r f e l t ,  1 9 9 4 ] .  

A  t abe l a  4 .1  ap re sen t a  a s  p r o p r i e d a d e s  t e r mo f í s i c a s  d o  

Cyc lohexano l ,  a  pa r t i r  de  5  f o n t e s  d i f e r e n t e s .  

 

Tabe l a  4 . 1  P rop r i edades  t e rmo f í s i c a s  d o  c y c l o h e x a n o l  

 

F o n t e  mT  

[ °C ]  

ρ  

[ kg / m 3 ]  

α  

[ m 2 / s ]  
pc  

[ J / kgK]  

k  

[ W/ mK ]  

hsf  

[ J / kg ]  

1  23 ,9  965 ,0  0 ,62  10 - 7 2065 ,69 0 ,12359  17486 ,02

2  24 ,85  942 ,0  1 .16  10 - 7 1250 ,22 0 ,13683   

3  25 ,15  968 ,4   2020 ,966  16972 ,84

4  25 ,0  962 ,4   2078 ,674   

5  23 ,20    1745 ,0   17500 ,0  

6  23 ,0       

7  25 ,15       

 

F o n t e s :  

1  S ingh ,  e t  a . ,  1989 ;  

2  Re id  e t  a l . ,  1987 ;  

3  R i dd i ck  e t  a l . ,  1986 ;  

4  L i de ,  1999 -2000 ;  
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5  Washbu rn ,  1928 ;  

6  J ackson  e  Hun t ,  1965 ;  

7  L i ve scu  e t  a l . ,  1987 .  

 

Ac red i t a - s e  o  que  o  pc  d a  r e f e r ênc i a  2  deve  e s t a r  com e r ro  d e  

ed i ção ,  ou  de  un i dades .   

4 . 4  M e d i d a s  Q u a l i t a t i v a s  e  Q ua n t i t a t i v a s  

N e s t a  s e ç ã o  é  a p r e s e n t a da  a  i n s t r u me n t a ç ã o  e mp r e g a d a  nos  

e x p e r i me n t o s .  

4 . 4 . 1  L o c a l i za ç ã o  d a  I n t e r f a c e  

A i n t e r f ace  só l i do - l í qu ido  é  obse r vada  d i r e t ame n te  a t r avés  da s  

p a r e d e s  d a  s e ç ã o  d e  t e s t e s ,  f e i t a  e m  a c r í l i c o .  U ma  r é g u a  g r a d u a d a  é  

co l ocada  j un t o  à  pa r e de  ve r t i c a l ,  pa r a  med i r  a  pos i ção  da  i n t e r f ace  

r e l a t i va  ao  fundo  do  c i l i n d r o  ( t r o c a d o r  d e  c a l o r ) .  A  p r ec i s ão  de s sa s  

me d i d a s  é  d e  ± 1 mm,  t e n d o  e m v i s t a  q u e  a  r é g u a  g r a d u a d a  p e r mi t e  me d i d a s  

d e  mi l í me t r o  e m mi l í me t r o .  A  o b s e r v a ç ã o  v i sua l  r e v e l a  q u e  a  i n t e r f a c e  é  

r e a lme n te  p l ana ,  va l i dando  po r t an to  a  h ipó t e se  j á  a s s u mi d a  n o  

d e s e n v o l v i me n t o  d e  c a p í t u l o s  a n t e r i o r e s .  

A  pos i ção  da  i n t e r f ace  só l i do - l í qu id o  é  r a s t r e a d a  a t r a v é s  d e  u ma  

f i l ma d o r a ,  e  o  d e s e n v o l v i me n t o  d e  c a d a  e x p e r i me n t o  é  g r a v a d o  e m u ma  

f i t a  c a s se t e ,  s e n do  r e a l i z a d a  u ma  e d i ção  pos t e r i o r  pa r a  ob t enção  d o s  

d a d o s .  

4 . 4 . 2  T e m p e r a t u r a  

T o d a s  a s  t e mpe r a t u r a s  s ã o  me d i d a s  c o m t e r m o p a r e s  d o  t i p o  K 

( C h r o me l  –  A l u me l ) ,  c o m d i â me t r o  d e  1 , 5 m m ,  e n c a p s u l a d o s  e m c u r t o  c o m  

a  b a i n h a  a  f i m d e  o f e r e c e r  u ma  r ep o s t a  ma i s  r á p i d a  a o  s i s t e ma .  

O s  t e r mo p a r e s  s ã o  c o n e c t a d o s  po r  c abos  de  ex t ensão  a  um 

c o mp u t a d o r ,  c o m  c o n v e r s o r  A / D  e  o  s i s t e ma  d e  a q u i s i ç ã o  d e  d a d o s  

S A D 3 2 ,  d e s e n v o l v i d o  n o  L M M - D E M EC- UFRGS.  O  conve r so r  A /D  

u t i l i z ado  fo i  o  AXIOM AX5232 ,  de  12  b i t s  ( 4096  n íve i s ) ,  32  cana i s ,  
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1 0 0 H z ,  a d o t a n d o  u ma  f a i x a  d e  u t i l i z a ç ã o  d e  ±5 m V .  N o  p r e s e n t e  t r a ba l ho  

c o n t a m- s e  c o m a  a q u i s i ç ã o  d e  d a d o s  p o r  1 2  t e r mo p a r e s  s i mu l t a n e a me n t e .  

O  p rog rama  SAD32  pos su i  f unções  de  c o n v e r s ã o  p a r a  s i n a i s  d e  

t e r mo p a r e s  t i p o  K ,  J  e  S .  E l e  f o r n e c e  t o do  o  p r o c e s s a me n t o  d o s  d a d o s  

o b t i d o s  n o  e x p e r i me n t o ,  t a i s  c o mo  d i a g r a ma s  t e mpe r a t u r a  v e r s u s  t e mp o ,  

t a x a  d e  r e s f r i a me n t o ,  e t c .  

Cons ide r ando  a s  c a r ac t e r í s t i c a s  do  expe r ime n to ,  f o r a m 

e s t a b e l e c i d o s  c e r t o s  p a r â me t r o s  n e c e s s á r i o s  pa r a  aqu i s i ç ão  dos  dados ,  t a i s  

c o mo ,  o  t e mpo  d e  a q u i s i ç ã o  e  o  n ú me r o  d e  a m o s t r a s ,  q u e  e s t ã o  

r e l a c i o n a d o s  c o m a  d u r a ç ã o  d o  e x p e r ime n t o ,  q u e  f o i  e s t i p u l a d o  e m d u a s  

h o r a s .  

O  n ú me r o  d e  a m o s t r a s  p o r  s e gundo  ( t axa  de  aqu i s i ç ão )  é  

d e t e r mi n a d o  a  p a r t i r  d a  f r e q ü ê n c i a  do  A /D ,  100Hz ,  d iv id ido  pe lo  núme r o  

d e  t e r mo p a r e s  e m a t i v i d a d e .  

D u r a n t e  o s  e x p e r i me n t o s  n o t o u - s e  q u e  t a n t o  n o s  t e r mo p a r e s  

d i s p o s t o s  n a  f a c e  i n f e r i o r  d a  b a s e  ( t r o c a d or  d e  c a l o r ) ,  c o mo  n a  s u a  f a c e  

supe r io r ,  o  s i s t ema  s e  c o mp o r t a  i s o t e r mi c a me n t e .  Ve r i f i c ado  i s t o ,  s e  

o p t o u  p e l a  a q u i s i ç ã o  d e  d a d o s  c o m s o me n t e  u m t e r mo p a r  d e  c a d a  d o i s .  

També m se  ve r i f i cou  que  o  banho  à  t e m p e r a t u r a  a mb i e n t e  p o d e  s e r  

c o n s i d e r a d o  c o n s t a n t e  e m  t o d o  o  ex p e r i me n t o ,  n ã o  n e c e s s i t a n d o  a q u i s i ç ã o  

d e s t e  d a d o .  O  s i s t e ma  e n t ã o  f i c o u  c o mp o s t o  p o r  n o v e  t e r mo p a r e s .  C i n c o  

s ã o  c o l oc a d o s  n a  s e ç ã o  d e  t e s t e ,  u m n a  f a c e  i n f e r i o r  e  o u t r o  n a  f a c e  

s u p e r i o r  d o  t r o c a d o r  d e  c a l o r ,  u m c o l o c a d o  n a  s a í d a  d o  t a n q u e  d o  b a n h o  

f r i o  e  o  o u t r o  me d i n d o  a  t e m p e r a t u r a  a mb i e n t e .  

O  t e r mo p a r  r e s p o n s á v e l  p e l o  r e g i s t r o  d a  t e m p e r a t u r a  a mb i e n t e  e r a  

c h e c a d o  d e  c i n c o  e m  c i n c o  mi n u t o s  a t r av é s  d a  me d i d a  p o r  u m  t e r mô me t r o  

d e  b u l b o  p a d r ã o ,  c a l i b r a d o  e  c o m a  p r e c i s ã o  d e  ± 0 , 1 ° C .  V e r i f i c o u - s e  e n t ã o  

q u e  a  f l u t u a ç ã o  d a  t e mpe r a t u r a  a m b ie n t e  s e  a p r e s e n t a  d e s p r e z í v e l  e m  

r e l a ç ã o  a  o u t r a s  i nc e r t e z a s  d o  s i s t e ma .  

D e t e r mi n a d a  a  q ua n t i d a de  d e  t e r mo pa r e s ,  e  c o m a  f r e q ü ê n c i a   d a  

p l a c a  d e t e r mi n a - s e  a  t a x a  d e  a q u i s i ç ã o  ( i ) :  

F r eqüênc i a  de  aqu i s i ç ão  ( af ) :  100Hz ;  

N u me r o  d e  t e r mo p a r e s  ( ) :  8 ;  n
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 100 12 /
8

af Hzi amostras segundo
n

= = =  (4.1) 

N o  p r o c e s s o  d e  f i l t r a g em fo i  u t i l i z a d o  o  f i l t r o  mé d i a  m ó v e l  

ponde r ada ,  com f r eqüênc i a  de  co r t e  0 , 1Hz .  

C o m r e l a ç ã o  à s  i nc e r t e z a s  u t i l i z o u - se  c o mo  r e f e r ê n c i a  Z a r o ,  2 00 0 a  

e  b ,  O l ive sk i ,  2000  e  Schne ide r ,  2000 .  

P a r a  d e t e r mi n a r  a  i n c e r t e z a  d a s  me d i ç õ e s  s e  o p t o u  p o r  v e r i f i c a r  o  

s i s t e ma  c o mo  u m  t o d o :  t e r m o p a r e s ,  c a b o s  d e  e x t e n s ã o ,  p l a c a  A / D .  F o i  

u t i l i z a d o  u m s i s t e ma  d e  b a n h o  i s o t é r mi c o  c o n t r o l a d o  p o r  P I D  ( P o t e n c i a l  

I n t eg ra l  De r iva t i vo ) ,  a  f i m  de  con t ro l a r  a  t e m p e r a t u r a  d e s s e s  d u r a n t e  a s  

c a l i b r a ç õe s .  A  v e r i f i c a ç ã o  f o i  f e i t a  u t i l i z a nd o  u m t e r mô me t r o  d e  b u l bo  

ca l i b r ado ,  com p r ec i s ão  de  ±0 ,1 °C .  O  g r á f i c o  d a  f i g u r a  4 . 1 2  m o s t r a  a s  

c u r v a s  o b t i d a s  p a r a  c a d a  t e r mo p a r ,  s e n d o  o  g r á f i c o  c o mp o s t o  p e l a  

t e mpe r a t u r a  me d i d a  p e l o  t e r mô me t r o  d e  b u l bo  e  a  d i f e r e n ç a  ( � T )  e n t r e  o  

p a d r ã o ,  o  t e r mô me t r o  d e  b u l b o ,  e  a  m e d i a  d o  t e r mo p a r .  
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F i g .  4 . 1 2  C u r v a s  d a  i n c e r t e z a  d o s  t e r m o p a r e s  f r e n t e  a o  t e r mô me t r o  d e  

b u l b o  
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P o d e - s e  obs e r v a r  que  a  d i f e r e n ç a  e n c o n t r a d a  e n t r e  o s  t e r mo p a r e s  e  

o  t e r mô m e t r o  d e  b u l b o  n a s  me d i ç õ e s  num banho  i so t é rmi co  o sc i l ou  en t r e  

0 , 1  a  0 , 4 °C .  

D e c o r r e n t e  d i s t o ,  a s s umi u - s e  a  i nc e r t e z a  a s s o c i a d a  à  

i n s t r u me n t a ç ã o  p a r a  me d i ç ã o  d a  t e mp e r a t u r a  c o mo  s e n d o  ± 0 , 4 ° C .  

A  i n c e r t e z a  n a  t e m p e r a t u r a  d e v i d o  à  p o s i ç ã o  dos  t e r mo p a r e s ,  q ue  é  

± 0 , 0 2 m m ,  e  t a mbé m d e v i d o  a o  t e r mo p a r  p o s s u i r  u m d i â me t r o  d e  1 , 5 m m  

p r ec i s a  s e r  cons i de r ada .  A  pa r t i r  de s t e  d i âme t ro  conc lu i - s e  que  e l e  p o d e  

e s t a r  me d i n d o  e m  r e l a ç ã o  a  p o s i ç ã o  d es e j a d a  c o m u m  e r r o  d e  ± 0 , 7 5 m m .  

A s s i m ± 0 , 7 7 m m d e  e r r o  d e  p o s i ção  t em  que  s e r  cons ide r ado .   

4 .5  Proced imento  Exper imenta l  

O  p r o c ed i me n t o  i n i c i a l  c o n s i s t e  e m p r e p a r a r  o s  b a n h o s  d e  

t e mpe r a t u r a  a mb i e n t e  e  f r i o  p a r a  d a r  i n í c i o  a o  p r o c e s s o .  V e r i f i c a r  o  

s i s t e ma  d e  a q u i s i ç ã o  d e  d a d o s ,  c h e c a r  o s  t e r m o p a r e s  s e  e s t ã o  d e v i d a me n t e  

l i g a d o s  e  me d i n d o  c o r r e t a m e n t e .  I n f o r ma r  a  t e m p e r a t u r a  a mb i e n t e ,  l i d a  n o  

t e r mô me t r o  d e  b u l b o ,  a o  p r o g r a m a  d e  a q u i s i ç ã o  d e  d a d o s  ( S A D 3 2 ) .  

C o l o c a r  o  ma t e r i a l  d e  mud a n ç a  d e  f a s e  na  s eção  de  t e s t e  e  f e cha r  bem,  a  

f i m de  ev i t a r  sua  umi d i f i c ação .  L iga r  a  bomba  e  co loca r  o  f l u ido  do  

t a n q u e  d e  t e mpe r a t u r a  a mb i e n t e  e m c i r c u l a ç ã o ,  a  f i m d e  h o mo g e n e i z a r  o  

s i s t e ma .  P r e p a r a r  a  f i l ma d o r a ,  z e r a nd o  o  i n d i c a d o r  d e  t e mp o ,  p a r a  f a z e r  o  

r e g i s t r o  d o  e x p e r i me n t o  e  p e r mi t i r  a  a n á l i s e  p os t e r i o r  e  o  p ó s -

p r o c e s s a me n t o  d a s  i ma g e ns .  P o s i c io n a r  a  e s c a l a  a d e q u a d a me n t e  p a r a  

me d i r  a  p a r t i r  d a  p a r t e  s u p e r i o r  d o  t r o c a d o r .  

A p ó s  c h e c a r  t o d o  o  s i s t e ma  s e  d á  i n í c i o  a o  p r o c e s s o  c o mut a n d o  a  

vá lvu l a  de  t r ê s  v i a s  que  f i c a  na  s a ída  dos  t e rmina i s  dos  do i s  banho s ,  

pos i c ionando  e s t a  pa r a  pe rmi t i r  a  pa s sagem do  f l u ido  p roven i en t e  do  

t anque  f r i o .  Nes t e  me s mo  in s t a n t e  d e  t e mpo  o  s i s t e ma  d e  a q u i s i ç ã o  d e  

dados  e  a  f i lmado ra  começa m a  r eg i s t r a r  o  expe r ime n to .  O  f l u ido  

p r o v e n i e n t e  d o  t a n q u e  f r i o  ( f l u i d o  d e  r e f r i g e r a ç ã o )  p a s s a  a t r a v é s  d a  s e ç ã o  

d e  t e s t e  r e t i r a n d o  c a l o r  d o  ma t e r i a l  d e  mu d a n ç a  d e  f a s e ,  p o s s i b i l i t a n d o  o  

i n í c i o  d a  s o l i d i f i c aç ã o .  
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O  f l u i d o  d e  r e f r i g e r a ç ã o  i n i c i a l me n t e ,  a p ó s  p a s s a r  p e l a  s e ç ã o  d e  

t e s t e ,  r e t o rna  pa r a  o  banho  de  t em p e r a t u r a  a mb i e n t e ,  a  f i m d e  n ã o  

a u me n t a r  a  c a r g a  t é r mi c a  d o  b a n h o  f r i o  d u r a n t e  e s t e  t r a n s i e n t e  i n i c i a l .  

L o g o  a p ó s  e s t e  t r a n s i e n t e  i n i c i a l  é  comu tada  a  vá lvu l a  de  t r ê s  v i a s  

d e  r e t o r n o ,  f a z e n d o  c o m q u e  o  f l u i d o  de  r e f r i ge r ação  r e to rne  ao  ban h o  

f r i o .  A  t e mpe r a t u r a  d e s t e  é  ma n t i d a  pe l a  f u são  do  ge lo  mi s tu r ado  co m a  

água  no  s eu  i n t e r i o r .  

A o  f i n a l  d a  s o l i d i f i c a ç ã o ,  p a r t e - s e  p a r a  a  a n á l i s e  d o  e x p e r i me n t o  

c o m  a s  i ma g e n s  s e n d o  d i g i t a l i z a d a s .  É  r e a l i z a d a  a  a n á l i s e  d a s  c u r v a s  

ob t i da s  pe l a  aqu i s i ç ão  de  dados ,  p roce s sando - se  e  f i l t r ando  o s  dados .  

A o  f i n a l  d e s s a  s e ç ã o  f i c a  d e s c r i t a  t o d a  a n á l i s e  e x p e r i me n t a l .  P a s s a -

s e  a g o r a  à  a p r e se n t a ç ã o  d o s  r e s u l t a d o s ,  c om p a r a ç õ e s  c o m a  s i mu l a ç ã o  

n u mé r i c a  e  d i s c u s s ã o  d o s  r e s u l t a d o s .  

4 . 6  R e s u l t a d o s  e  D i s c u s s õ e s  

D o  p r o c e d i me n t o  e x p e r i m e n t a l  d es c r i t o  n a  s e ç ã o  a n t e r i o r  s ã o   

a p r e s e n t a d o s  a g o r a  o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  n a  c o mpa r a ç ã o  c o m  o  mé t o d o  

n u mé r i c o  d e s c r i t o  e m c a p í t u l o  a n t e r i o r .  

P a r a  g e r a ç ã o  d o s  r e s u l t a do s  n u mé r i c o s  s ã o  u s a d o s  o s  d a d o s  

p r o v e n i e n t e s  d o s  e x p e r i me n t o s ,  c o m o  t empe r a t u r a  i n i c i a l  de  t od a  a  s e ção  

d e  t e s t e  e  t e mp e r a t u r a  d a  b a s e  a o  l o n g o  d o  t e m p o  ( t e mp e r a t u r a  d e  

r e f r i ge r ação  da  ba se ) .  

4 . 6 . 1  P o s i ç ã o  d a  I n t e r f a c e  

N e s t a  s e ç ã o  s ã o  a p r e s e n t a d a s  a s  f i g u r a s  d o  e x pe r i me n t o  c o m  

r e l ação  à  pos i ção  da  i n t e r f ace  ao  l ongo  do  t empo .  As  f i gu ra s  f o r a m 

d i g i t a l i z a d a s  a  p a r t i r  d a s  i m a g e n s  g e r ad a s  p e l a  f i l ma d o r a  e m  d e t e r mi n a d o s  

i n s t a n t e s  d e  t e mp o ,  n a  s e q ü ê n c i a  da  evo lução  da  so l i d i f i c ação .  

 

 
 

 



 

 
F i g .  4 . 1 3  A n t e s  d o  i n í c i o  d o  

p r o c e s s o  d e  s o l i d i f i c a ç ã o  
 

 

 

 
F i g .  4 . 1 4  I n í c i o  d o  p r o c e s s o  d e  

s o l i d i f i c a ç ã o  c o m p e q u e n a  c a ma d a  

j á  s o l i d i f i c a d a  

 

 

F ig .  4 . 15  F ren t e  de  so l i d i f i c aç ã o  

j á  c o b r i n d o  o  1 °  t e r mo p a r  
 

 
F ig .  4 . 17  F ren t e  de  so l i d i f i c açã o  

chegando  no  2 °  t e rmopa r  
 

 
F i g .  4 . 1 9  D e t a l h e  d a  F r e n t e  d e  

s o l i d i f i c a ç ã o  j á  e n v o l v e n d o  t o d o   

o  2 °  t e r mo p a r  
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F ig .  4 . 16  F ren t e  de  so l i d i f i c ação  

e n t r e  o  1 °  e  o  2 °  t e r mo p a r  
 

 
F ig .  4 . 1 8  D e t a l he  da  f r en t e  de  

s o l i d i f i c a ç ã o  n o  2 °  t e r mo p a r  
 

 
F ig .  4 . 20  s eção  de  t e s t e  após  51  

mi n u t o s  e  3 4  s e g u n d o s  d o  i n í c i o  

d o  e x p e r i me n t o .  

4 . 6 . 2  C o m p a r a ç ã o  e n t r e  o s  R e s u l t a d o s  E x p e r i m e n t a i s  e  N u m é r i c o s  

C o m o s  d a d o s  o b t i d o s  d o s  e x p e r i me n tos  e  a s  cu rva s  ge r adas  d a s  

s i mu l a ç õ e s  n u mé r i c a s  a p r e s e n t a - s e  na  f i gu ra  4 .22  a  pos i ção  da  i n t e r f ace  

c o m  o  t e m p o .  A  s i mu l a ç ã o  n u mé r i c a  a p r e s e n t a  u ma  b o a  c o n c o r dâ n c i a  c om  

o  d a  e x p e r i me n t a l .  A p ó s  u m d e t e r mi n a d o  t e mp o  n o t a - s e  q u e  a  

so l i d i f i c ação  de ixa  de  se r  un id i r ec iona l  ( i n t e r f a c e  c u r va ) .  I s t o  é  d e v i d o  a o  

f a t o  d a  r e s i s t ê nc i a  t é r mi c a  c r i a d a  p e l a  c a ma d a  s o l i d i f i c a d a  p a s sa r  a  s e r  d a  

o r d e m d a  r e s i s t ê nc i a  t é r mi c a  a t r a v és  d a s  p a r e d e s  l a t e r a i s  d o  c i l i n d r o .  

C o mo  a  s i mu l a ç ã o  n u mé r i c a  é  r e a l i z a da  e m u ma  d i me n s ã o  e s t a  n ã o  t e m  

c o n d i ç õ e s  d e  c a p t a r  e s t e  f e n ô me n o .  P a r a  f a zê - l o  ba s t a  adequa r  o  so f twa re .  

Mas  com o  não  é  ob j e t i vo  ne s t e  mo men to  dev ido  ao  f im  dese j ado ,  que  é  a  

a n á l i s e  un i d i r e c i ona l ,  p a s sa - s e  a  a p r e s en t a r  o s  r e su l t ados  somen te  pa r a  a  

r eg i ão  de  i n t e r e s se .  

Os  r e su l t ados  ge r ados  fo r am ob t idos  u sando  o s  s egu in t e s  dados  

r e l a c ionados  aba i xo .  

A  t e mpe r a t u r a  a mb i e n t e  e m t o r n o  d e  2 2 °  C .  

A  t e mpe r a t u r a  i n i c i a l  d o  s i s t e ma ,  e n t r e  0  e  2m m ,  f o i  d e  T i = 2 2°C .  

D e  2 m m a t é  2 1 m m  a  t e mp e r a t u r a  é  dada  pe l a  f unção  T i=24 ,33*X 0 , 0 1 6 0 8 9  

[ °C] ,  s endo  X  a  coo rdenada  ve r t i c a l ,  dada  em mm.  A  pa r t i r  de  21mm 
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Ti=22 .8°C .  Es t a s  t empe ra tu r a s  f o r a m t i r a d a s  d o s  t e r mo p a r e s  c o n f o r m e  

ap r e s en t a do  na  t abe l a  4 . 2  aba ixo .  

 

T a b e l a  4 . 2  T e mpe r a t u r a  n o s  t e r mo p a r e s  n o  i n í c i o  d o  e x p e r i me n t o  
 

 
Termopar Posição [mm] Temperatura [°C] 

1° 2 22 
2° 7,5 22,5 
3° 11,5 22,6 
4° 16,5 22,8 
5° 21 22,8 

 

 

 

 

 

A s  p r o p r i e d a d e s  t e r mo f í s i c a s  u s a da s  f o r a m r e t i r a d a s  d e  S i n g h ,  e t  

a l l . ,  1 9 8 9 ,  c o n f o r m e  j á  a p r e sen t ado  na  t abe l a  4 . 1 .  

A  t e mpe r a t u r a  da  á g u a  d e  r e f r i ge r ação  u sada  no  expe r ime n to ,  que  é  

c o n d i ç ã o  d e  c o n t o r n o  d a  s i m u l a ç ã o  n u mé r i c a ,  f o i  o b t i da  p e l o  t e r m o p a r  d a  

ba se ,  e  é  ap r e sen t ada  no  g r á f i co  da  f i gu ra  4 .21 .  A  pa r t i r  de  250  s egundos  

a  t e mpe r a t u r a  s e  e s t a b i l i z a  n u m d e t e r mi n a d o  p a t a ma r  a t é  o  f i n a l  d o  

e x p e r i me n t o .  

 
 

F i g .  4 . 2 1  C u r v a  d a  t e mpe r a t u r a  d a  á gu a  d e  r e f r i g e r a ç ã o  c o m o  t e m p o  
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F i g .  4 . 2 2  P o s i ç ã o  d a  i n t e r f a c e  c o m o  t e mp o  ( n u mé r i c o  v e r s u s  

e x p e r i me n t a l )  

 

C o m o  o b j e t i v o  d e  e f e t u a r  c o mpa ra ç õe s  e n t r e  o  mo d e l o  ma t e má t i c o  

e  o  e x p e r i me n t a l ,  d e v i d o  à  i n c e r t e z a  n a  pos i ção  dos  t e rmopa re s ,  t o rna - s e  

n e c e s s á r i o  e x p r e s sa r  e s t a  i nc e r t e z a  t am b é m e m  t e mpe r a t u r a .  U ma  ma n e i r a  

e n c o n t r a d a  [ O l i v e s k i  e t  a l . ,  2 0 0 0 ]  f o i  a  d e  u t i l i z a r  o s  r e s u l t a d o s  

e n c o n t r a dos  n a  s i m u l a ç ã o  n u mé r i c a ,  u ma  v e z  q u e  e l a  j á  mos t r o u - s e  

c o r r e t a ,  c o m o  u s o  d e  ma l h a s  c o i n c i d i n d o  c o m  a  p o s i ç ã o  d o s  t e r mo p a r e s .  

A  p a r t i r  d o s  g r a d i e n t e s  t é r mi c o s  p o d e - s e  o b t e r  a  i n c e r t e z a  n a  t e mpe r a t u r a  

o r i g i n a d a  p e l a  i n c e r t e z a  d e  p o s i c i o n a me n t o  d o s  t e r mo p a r e s .  A s  f i g u r a s  

4 . 2 3 ,  4 . 2 4  e  4 . 2 5  mos t r a m  a s  s i mu l a ç õ e s  c o n s i d e r a n d o  a s  p o s i ç õ e s  d o s  

t e r mo p a r e s  e m x = 2 m m,  7 , 5 m m  e  1 1 , 5 m m,  r e s p e c t i va m e n t e ,  e  dua s  o u t r a s  

p o s i ç õ e s  q u e  d e l i mi t a m a  r e g i ã o  d e  i n c e r t e z a  g e o mé t r i c a .  
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F i g .  4 . 2 3  S o l u ç ã o  n u mé r i c a  d a  d i s t r i b u i ção  de  t empe ra tu r a s  pa r a  aná l i s e  

de  i nce r t e za  na  pos i ção  x=2mm 

 

 
 

F i g .  4 . 2 4  S o l u ç ã o  n u mé r i c a  d a  d i s t r i b u i ção  de  t empe ra tu r a s  pa r a  aná l i s e  

d e  i n c e r t e z a  n a  p os i ç ã o  x = 7 ,5 m m 
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F i g .  4 . 2 5  S o l u ç ã o  n u mé r i c a  d a  d i s t r i b u i ção  de  t empe ra tu r a s  pa r a  aná l i s e  

d e  i n c e r t e z a  n a  p os i ç ã o  x = 11 , 5 m m 

 

A s  f i gu ra s  4 . 26 ,  4 . 27  e  4 . 28  mos t r am t empe ra tu r a s  num c e r t o  

p o n t o ,  c o r r e s p o n d e n t e  à  p o s i ç ã o  d e  u m c e r t o  t e r mo p a r ,  a o  l o n g o  d o  t e mpo .  

T a mbé m c o n s t a m o s  r e s u l t a d o s  n u mé r i c o s .  

 
 

F i g .  4 . 2 6  E v o l u ç ã o  d a  t e mpe r a t u r a  p a r a  o  1 °  t e r m o p a r  c o m  o  t e mp o  
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F i g .  4 . 2 7  E v o l u ç ã o  d a  t e mpe r a t u r a  p a r a  o  2 °  t e r m o p a r  c o m  o  t e mp o  

 

 
 

F i g .  4 . 2 8  E v o l u ç ã o  d a  t e mpe r a t u r a  p a r a  o  3 °  t e r m o p a r  c o m  o  t e mp o  

 

O b s e r v o u - s e  p e l a  s i mu l a ç ã o  u ma  i n c e r t e z a  e m  r e l a ç ã o  à  p o s i ç ã o ,  

e m  t e r mo s  d e  t e m p e r a t u r a ,  p a r a  a  r e g i ã o  ma i s  c r í t i c a ,  e m t o r n o  d e  ±  2 ° C  

( F ig .  4 . 26 ,  t empo ; 2 5 0  s ) .  J á  p a r a  a s  p o s i ç õ e s  me n o s  s e n s í v e i s  e s t a  
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ince r t e za  é  de  ±  1° C .  Es t a  va r i a ção  é  d e v i d a  à  c a r a c t e r í s t i c a  do  p rob l ema ,  

p o i s  d e n t r o  d a  z o n a  d e  i n c e r t e z a  ge o mé t r i c a  p o d e - s e  t e r  t a n t o  s ó l i d o  

quan to  l í qu ido .  

Dev ido  ao  expos to  ac ima ,  e  l evando  e m c o n t a  a  c o n c o r d â n c i a  e n t r e  

a s  s o l u ç õ e s  n u m é r i c a s  e  a s  e x p e r i me n t a i s ,  e s t a  b a r r a  d e  i n ce r t e z a s  é  

ado t ada  de  ago ra  em d i an t e ,  en t end endo - se  que  e l a  aba r ca  i nc lu s ive  a s  

d e ma i s  i n c e r t e z a s  e x p e r i me n t a i s ,  p o r  s e r  a  ma i o r  d e l a s .  

A  a n á l i s e  d e s t e s  r e s u l t a d o s ,  ex p e r i me n t a i s  v e r s u s  n u mé r i c o s ,  

m o s t r a  u m  c o mpo r t a me n t o  m u i t o  p r ó x i mo ,  c o i n c i d i n d o  d e n t r o  d a  f a i x a  d e  

i n c e r t e z a  d o  e x p e r i me n t o .  

O  pon t o  de  i n f l exão  co r r e sponde  à  p o s i ç ã o  d a  i n t e r f a c e  s ó l i do -

l í qu ido  naque l e  i n s t an t e .  

N o t e - s e  q u e  q u a n t o  ma i o r  o  g r a d i e n t e  t é r mi c o  ma i o r  a  b a r r a  d e  

i nce r t e za  a s soc i ada .  I s t o  deve - se  à  me t o d o l o g i a  a d o t a d a  p a r a  d e f i n i - l a ,  

c o n f o r me  j á  f o i  de s c r i t o  no  p r e se n t e  t r a b a l ho .  E m d e c o r r ê n c i a  d i s t o  a  

b a r r a  d e  i n c e r t e z a  é  me n o r  n a  z o n a  d e  s ó l i d o ,  q u e  c o r r e s p o n d e  à  r e g i ã o  a  

e s q u e r d a  d o  p o n t o  d e  i n f l e x ã o .  

 

 

 



 

 

5  CONCLUSÕES GERAIS  E  SUGESTÕES 

5 . 1  C o n c l u s õ e s  

O p re sen t e  e s tudo  fo i  de senvo lv ido  pa r a  ob t e r  um ma io r  

e n t e n d i me n t o  d o s  f e n ô me n o s  d e  t r a nspo r t e  du ran t e  o  p roce s so  de  

s o l i d i f i c a ç ã o  d e  s u b s t â n c i a s  p u r a s .  U ma  r e v i s ã o  d a s  s o l u ç õ e s  a n a l í t i c a s  

c l á s s i c a s ,  a n á l i s e  d e  e sc a l a  e  s o l u ç ã o  p a r a  me i o  f i n i t o  fo ra m 

d e s e n v o l v i d a s .  U ma  s o l u ç ã o  n u mé r i ca  da s  equações  que  mode l am o  

p r o c e s s o  d e  s o l i d i f i c a ç ã o ,  e  u m  e s tudo  expe r ime n t a l  f o r am t a mbé m 

d e s e n v o l v i d o s  n e s t e  t r a b a l h o .  A  a n á l i se  e x p e r i me n t a l  f o i  r e a l i s a d a  e m  

u ma  s e ç ã o  d e  t e s t e  c i l í n d r i c a  r e f r i ge ra d a  a  á g ua  p a r a  me l h o r  c o mpr e e n s ã o  

e  a v a l i a ç ã o  d o s  f e n ô me n o s  d a  s o l i d i f i c a ç ã o .  O s  r e s u l t a dos  d a s  s i m u l a ç õ e s  

n u mé r i c a s  e  e x p e r i me n t a i s  f o r a m  compar ados ,  ob t endo - se  exce l e n t e  

c o n c o r d â n c i a  e n t r e  s i .  S e n d o  a s s i m,  e s t a s  me t o d o l o g i a s  d e  a b o r d a g e m d o  

f e n ô me n o  f i c a m v a l i d a d a s ,  e  p ron t a s  pa r a  s e r em ap l i c adas  a  ou t ro s  c a sos  

s e me l h a n t e s .  

5 . 1 . 1  P r o c e s s o  d e  S o l i d i f i c a ç ã o  

P r o c e s s o  d e  s o l i d i f i c a ç ã o  d e  s u b s t â n c i a s  pu r a s  f o r a m e s t u d a d o s  

a t r a v é s  d e  mé t o d o s  a n a l í t i c o s ,  n u mé r i c o s  e  d e  o r d e m d e  e s c a l a .  

C o mpa r a ç õ e s  e n t r e  o s  mé t o d o s  a n a l í t i c o s  e x a t o s ,  s o l u ç õ e s  d e  m e i o  

f i n i t o  e  d e  o r d e m d e  e s c a l a  f o r a m ap re sen t adas  e  d i s cu t i dos  a  sua  

i mp o r t â n c i a  d e n t r o  d o  c o n t e x t o  d o  f e n ô me n o  d e  s o l i d i f i c a ç ã o .  

A  aná l i s e  de  e sca l a  f o i  u sada  pa r a  p r ed i ze r  a  o rdem de  ma gn i tude  

d o s  f e n ô me n o s  d e  s o l i d i f i c a ç ã o  e  o  r e s u l t a d o  e n c o n t r a d o  c o i n c i d e  c o m a  

s o lução  ob t i da  a t r avé s  de  mé todos  ana l í t i co s  exa to s .  
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B a s e a d o s  n e s t a s  i n v e s t i g a ç õ e s  a s  s egu in t e s  conc lu sões  podem se r  

t i r a d a s :  

M é t o d o s  a n a l í t i c o s  e x a t o s  t ê m s ua  i mp o r t â n c i a  c o mo  b a s e  p a r a  

e s t u d o s  a c a d ê mi c o s .  E n t r e t a n t o  a  a d o ç ã o  d e  c o nd i ç õ e s  f í s i c a s  ma i s  

r e a l i s t a s  e l e v a  e n o r me me n t e  o  s e u  g r au  de  d i f i cu ldade ,  encon t r ando - se  

f o r a  d o  e s c o p o  d o  p r e s e n t e  t r a b a l h o .  

A  aná l i s e  de  e sca l a  o f e r ece  de  fo r m a  s i mp l e s  e  b a r a t a  a  a va l i aç ã o  

d e  a l g u n s  p a r â me t r o s  d o  p r o c e s s o  d e  so l i d i f i c ação ,  p r i nc ipa lmen te  pa r a  o  

de senvo lv ime n to  de  um apa ra to  e xpe r ime n ta l .  A t r avés  de l a  f o r a m 

a v a l i a d o s  o  t e mp o  p r o v á ve l  d e  d u r a ç ã o  d o  e x p e r i me n t o ,  a  o r d e m d e  

ma g n i t u d e  d a  v e l o c i d a d e  d a  f r e n t e  d e  s o l i d i f i c a ç ã o  e  a  e s p e s s u r a  d a  

c a ma d a  s o l i d i f i c a da .  

5 . 1 . 2   O  M é t o do  d a  E n t a l p i a  

U m m o d e l o  ma t e má t i c o  b a s e a d o  no  mé todo  da  en t a lp i a  f o i  

e mp r e g a d o  p a r a  e s t u d a r  o s  f e n ô me n o s  d e  s o l i d i f i c a ç ã o  so b r e  c o nd i ç õ e s  d e  

d i f u s ã o  p u r a  a t r a vé s  d a  s i mu l a ç ã o  n umé r i c a  u s a n d o  o  m é t o d o  d o s  v o l u me s  

f i n i t o s .  A  r e s p e i t o  d o  mé t o d o  d a  e n t a l p i a  u t i l i z a d o ,  a s  s e g u i n t e s  

conc lu sões  podem se r  e s t abe l ec ida s :  

É  u m mé t o d o  d e  f á c i l  i mp l e men tação  compu tac iona l ,  não  

n e c e s s i t a n d o  d e  n e n h u m a r t i f í c i o  ma t e má t i c o  a  f i m d e  s a t i s f a z e r  a s  

c o n d i ç õ e s  n a  i n t e r f a c e  mó v e l  d e  mu d a n ç a  de  f a s e .  C o mo  o  d o mí n i o  de  

c á l c u l o  é  d i s c r e t i z a d o  c o m u ma  mal h a  f i x a ,  n ã o  é  n e c e s s á r i a  a  

i mp l e me n t a ç ã o  d e  n e n h u m a  f o r mu l a ç ã o  d o  t i p o  L a g r a n g e a n a ,  o  q u e  

s i mp l i f i c o u  a  i mp l e me n t a ç ã o  d a  me t o d o l o g i a  n u m é r i c a  d e  V o l u me s  

F i n i t o s .  

A  c o n v e r g ê n c i a  f o i  o b t i d a  r a p i d a me n t e  p a r a  c a d a  p a s s o  d e  t e m p o ,  

s endo  ne ce s sá r i o  sub re l axa r  com um f a to r  0 , 8  pa r a  ev i t a r  o sc i l a ções  

d e n t r o  d e  c a d a  p a s s o  d e  t e mp o ,  p r i n c i p a l me n t e  n a  r e g i ã o  d a  i n t e r f a c e  

d e v i d o  a  g r a n d e  n ã o  l i n e a r i d a d e  n a  r e g i ã o .  

E m r e l a ç ã o  à  ma l ha  u t i l i z a d a  f o i  n e c e s s á r i o  u m r e f i n a me n t o  e m 

t o d o  o  d o mí n i o  d e  c á l c u l o ,  d e v i d o  a o  mé t o d o  d a  e n t a l p i a  e v e n t u a l me n t e  

ap r e s en t a r  o sc i l a ção  na  d i s t r i bu i ção  d e  t e mpe r a t u r a s .  E s t e  f a t o  j á  fo i  

c i t ado  po r  au t o r e s  como  V o l l e r ,  C ros s  e  Wa l ton ,  1979 ;  Vo l l e r  e  C ros s ,  
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1981a  e  1983 ;  C rowley  e  Ockendon ,  1979 ;  Tacke ,  1985 .  Com o  

r e f i n a me n t o  n o  d o mí n i o  d e  c á l c u l o  a  s o l u ç ã o  e n c o n t r a d a  a p r e s e n t ou  

e x c e l e n t e  c o n c o r d â n c i a  n a  c o mpa r a ç ã o  c o m a  s o l u ç ã o  a na l í t i c a  e  d e n t r o  d a  

r eg i ão  de  i nce r t e za  do  expe r i me n to .  

 

5 . 1 . 3  A n á l i s e  E x p e r i m e n t a l  

A  s o l i d i f i c a ç ã o  do  c y c l o he x a n o l ,  C 6 H 1 2 O ,  f o i  r e a l i z a da  n u m a  

s e ç ã o  de  t e s t e s  c i l í n d r i c a  t r a n s p a r e n t e ,  c o m r e s f r i a me n t o  p o r  á g ua  g e l a d a  

na  s ua  ba se .  As  pa r edes  l a t e r a i s  f i c a r am e m c on t a to  com o  a mb i en t e ,  s e m 

i s o l a me n t o ,  e  o  t o p o  i s o l a d o .  O  t r a n s f e r ênc i a  de  ca lo r  du ran t e  o  p roce s so  

d e  s o l i d i f i c a ç ã o  o c o r r e u  p o r  d i f u s ã o  p u r a ,  j á  que  o  r e s f r i a me n t o  p e l a  b a s e  

não  o r i g ina  co r r en t e s  convec t i va s .  O  c a mp o  d e  t e mpe r a t u r a s  e  a  p o s i ç ã o  

d a  i n t e r fa c e  f o r a m me d i d o s  a o  l on g o  d o  e x p e r i me n t o .  A s  s e g u i n t e s  

conc lu s ões  podem se r  ap r e sen t adas :  

A  s o l i d i f i c a ç ã o  o c o r r e u  d e  f o r ma  u n i d i r e c i ona l  p o r  b o a  p a r t e  d o  

e x p e r i me n t o .  E s t e  c o mp o r t a me n t o  c o me ç o u  a  mu d a r  d e p o i s  d e  d e c o r r i d o  

u m t e mp o  s i g n i f i c a t i v o .  I s t o  d e v e u - s e  à  r e s i s t ê n c i a  t é r mi c a  c r e s c e n t e  

i mp o s t a  p e l a  c a ma d a  s o l i d i f i c a d a .  O  f l u x o  d e  c a l o r  a t r a v é s  d a  p a r e d e  

l a t e r a l ,  que  i n i c i a l me n t e  e r a  d e s p r e z í v e l ,  p a s s o u  p o uc o  a  p o uc o  a  s e r  

c o n s i d e r á v e l .  

O  o b j e t i v o  d o  e x p e r i me n t o  f o i  a l c an ç a d o ,  t a n t o  n a  a v a l i a ç ã o  d o s  

f e n ô me n o s  c o mo  n a  c o mpa r a ç ã o  c o m  a  s i mu l a ç ã o  n u mé r i c a .  

A  p o s s i b i l i da d e  de  v i s u a l i z a ç ã o  d os  f e n ô me n o s  d a  so l i d i f i ca çã o ,  

ga r an t i da  pe l a  s eção  de  t e s t e ,  demons t rou  que  me smo  sob  concep ç ã o  

s imp le s  o  apa ra to  cons t ru ído  ge rou  ó t i mo s  r e s u l t a d o s ,  c o mpr o v a n d o  a s  

e x p e c t a t i v a s .  

 

5 .2  Suges tõe s  para  Futuros  Traba lhos  

Alguma s  suges tõe s  r e l a t i va s  a  pe squ i s a s  f u tu r a s  s ão  f e i t a s  a  s egu i r ,  

b a s e a d a s  n a s  c o n c l u s õ e s  d o  p r e s e n t e  t r a b a l h o :  
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A p r i mor a r  o  a p a r a t o  e x p e r i me n ta l  a g r e g a n d o  u ma  u n i d a d e  d e  

r e f r i g e r a ç ã o  q u e  p e r mi t a  t e mpe r a t u r a s  ma i s  b a i x a s  n a  f o n t e  f r i a .  I s t o  

a u me n t a r i a  a  v e l oc i d a d e  d e  s o l i d i f i ca ç ã o  e  p e r mi t i r i a  e x p e r i me n t o s  ma i s  

l o n g o s  e  c o m ma i o r  ma s s a  a  s e r  s o l i d i f i c a d a .  T a mb é m p r o p i c i a r i a  u m  

ma i o r  c o n t r o l e  d a  t e mpe r a t u r a  d e  r e f r i g e r a ç ã o .   

A d o ç ã o  d e  t e r mo p a r e s  d e  me n o r  d i â me t r o  p a r a  me n o r  i n t e r f e r ê n c i a  

n o  e x p e r i me n t o  e  ma i o r  v e l o c i d a d e  e ,  t a l v e z ,  d o  t i p o  T ,  d e v i d o  s u a  f a i x a  

de  t r aba lho  s e r  ma i s  adequada  p a r a  a  f a i x a  d e  t e mp e r a t u r a  d o  

e x p e r i me n t o .  

U ma  c â m e r a  d i g i t a l  c o m u m a  r e s o l u ç ã o  d e  z o o m m a i o r ,  p a r a  me l h o r  

a v a l i a r  a  i n t e r f a c e  d e  mu d a n ç a  d e  f a s e ,  t a n t o  e m p o s i ç ã o  q u a n t o  e m  

fo r ma .  

F a z e r  e xp e r i me n t o s  c o m o  u s o  d e  s o l u ç ã o  a q u o s a  d e  c l o r e t o  d e  

s ó d i o  o u  c l o r e t o  d e  a mô n i a ,  p a r a  o  e s tudo  de  f enômenos  e nvo lvendo  

mi s t u r a s .  

P r e p a r a r  o  c ó d i g o  n u mé r i c o  a  f im  de  s imu la r  p rob l emas  com 

g e o me t r i a s  i r r e g u l a r e s ,  com o  u so  de  coo rdenadas  cu rv i l í nea s  ou  ma lhas  

n ã o  e s t r u t u r a d a s .  

E s t u d a r  m u d a n ç a s  n o  mé t o d o  p a r a  d i mi n u i r  o s  p r o b l e ma s  d e  

o s c i l a ç õ e s  n a  d i s t r i b u i ç ã o  d a  t e mpe r a t u r a ,  q u e  n e s t e  c a s o  e x i g i r a m  

r e f i n a me n t o  d a  ma l h a  e  s u b r e l a xa ç ã o  d a  s o l u ç ã o .  
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