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INTRODUCAO

Os Postulados da Geometria Euclidiana introduzidos no livro Elementos de
Euclides e reapresentados como um conjunto minimal de axiomas por Hilbert,
estabelecem de maneira definitiva um conjunto axiomatico para a Geometria
Euclidiana[1]. Foi da busca por tentar provar o Postulado das Paralelas, que
emergiram novas descobertas € um profundo entendimento da Geometria
Euclidiana. Foi no século XIX, com a conducdo de Gauss, Bolyai e
Lobachewsky que comecou a surgir a Geometria Hiperbdlica. Nela, o
Postulado das Paralelas € substituido pelo Postulado da Geometria
Hiperbolica[2]. Como consequéncia, ha uma série de resultados novos e
surpreendentes, tal como o que serd provado nesse trabalho, o notdvel fato de
que a soma dos angulos internos de um triangulo ordinédrio qualquer € menor
do que dois angulos retos.

OBJETIVOS

¢ Definir os conceitos e proposi¢coes necessdrias para desenvolver a prova do
Teorema da soma dos angulos internos do tridngulo.

e Provar o Teorema de que em qualquer triangulo retangulo a soma dos seus
angulos internos € menor que dois angulos retos.

¢ Concluir que dado um tridangulo ordindrio qualquer, a soma de seus
angulos internos € menor que do que dois angulos retos.

DESENVOLVIMENTO

Postulado da Geometria Hiperbdélica: Por um ponto fora de uma reta,
podem ser tragadas pelo menos duas retas que nao encontram a reta dada.

Definicao: Um quadrildtero convexo € dito quadrildtero de Lambert quando
possuir trés angulos internos retos, conforme a Figura 1.
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Figura 1. Quadrilatero de Lambert

Proposicao: O angulo interno nao conhecido de um quadrilatero de Lambert
¢ agudo.

Teorema 1: A soma dos angulos internos de um tridngulo retangulo € menor
que dois angulos retos.

Dem: Consideremos o triangulo retingulo ABC com angulo reto em C,
conforme a Figura 2. Tomemos P como sendo o pé da perpendicular baixada
de M a CB, sendo M o ponto médio de AB. Seja D tal que o angulo DAB =
angulo ABC = «. Seja Q € AD tal que AQ = PB.
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Figura 2. Triangulo retangulo na Geometria Hiperbdlica

Logo, pelo caso de congruéncia LAL, AQM = BPM. Assim, MQ L AD e P,
M e Q sdo colineares. Deste modo, AQCP € quadrilatero de Lambert, ou seja,
a + 7y < 90° . Entdo, ao somar os angulos do tridngulo ABC temos que,

o+ +90° < 180°
Como queriamos demonstrar.

Teorema 2: A soma dos angulos internos de um triangulo ordinério qualquer
¢ menor que dois angulos retos.

Dem: Seja ABC um triangulo ordindrio qualquer e tracemos a altura relativa
ao vértice de maior angulo (que vamos supor ser o vértice A).
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Figura 3. Triangulo ordindrio qualquer na Geometria Hiperbdlica

Agora, note que dividimos o tridangulo ABC em dois triangulos retangulos
ordinarios ABD e ACD, conforme a Figura 3. Logo, pelo Teorema 1:

a+pP<90° e y+6<90°
Entao,

a+pB+y+6<180°
Como queriamos demonstrar.

CONCLUSAO

O teorema provado constitui um dos marcantes resultados que diferencia a
Geometria Hiperbdlica da Euclidiana. Além disso, a demonstracdao
apresentada, originalmente proposta por Lobachewski, aborda conceitos
fundamentais e de relevancia histérica no seu desenvolvimento, que sdao de
grande importancia para a compreensao desta geometria.
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