
Solução numérica para a equação do transporte pelo Product Nyström Method
Fernando Groff, Orientador: Esequia Sauter
Universidade Federal do Rio Grande do Sul - Instituto de Matemática e Estatı́stica
fernandogroff@outlook.com.br

Introdução
Transporte de nêutrons e transferência de calor por radiação são apenas alguns dos diver-
sos fenômenos descritos pela equação do transporte, introduzida por Ludwig Boltzmann. A
grande complexidade dos modelos envolvidos tem motivado o estudo e o desenvolvimento
de técnicas numéricas que conciliem precisão e velocidade, bem como o estudo de pro-
blemas mais simples, onde são feitas simplificações no domı́nio e no comportamento do
fenômeno. Neste trabalho, consideramos o problema de transferência radiativa em um meio
isotrópico com fronteira semi-reflexiva, descrito pela equação estacionária do transporte uni-
dimensional. Nestas condições, esta equação pode ser reformulada como a equação de
Fredholm do segundo tipo

I(y) = σ

∫ L

0
I(s)k(y , s)ds + S(y), y ∈ [0,L], (1)

onde y é a variável espacial, σ é o coeficiente de espalhamento, k = k(y , s) é o núcleo,
S = S(y) é uma função conhecida (que engloba a força externa e as condições de contorno)
e I = I(y) é o fluxo escalar, incógnita da equação.

O núcleo k é singular ao longo da diagonal y = s, e é dado por
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1
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sendo λ o coeficiente de absorção, ρ0 = ρ0(µ) e ρL = ρL(µ) os coeficientes de reflexão e µ o
cosseno do ângulo formado entre a direção de propagação e o eixo y .

Método
Um método bastante utilizado para resolver equações integrais é o método de Nyström. Para
equações com núcleo singular, entretanto, é interessante considerar uma variação deste
método, conhecida por Product Nyström Method. Tal método consiste em transformar o pro-
blema em um sistema linear com a ajuda de uma quadratura construı́da especificamente
para o operador integral. Para isto, escolhemos um conjunto de nós {sj}N+1

j=1 e consideramos
o problema de encontrar pesos ωj = ωj(y) que absorvam a singularidade do núcleo, isto é,
pesos tais que ∫ L

0
I(s)k(y , s)ds ≈

N+1∑
j=1

ωj(y)I(sj).

Resolvendo este problema, podemos aproximar (1) como

I(y) ≈ σ
N+1∑
j=1

ωj(y)I(sj) + S(y) (2)

e, então, obter um sistema linear aplicando a expressão acima em cada nó da quadratura:

I(si) ≈ σ

N+1∑
j=1

ωj(si)I(sj) + S(si), i = 1,2, ...,N + 1.

Uma vez resolvido, este sistema nos permite aproximar o fluxo escalar em qualquer ponto
do domı́nio por meio da interpolação (2).

Muitas abordagens utilizadas em problemas de transporte consideram a equação (1) em
sua forma integrodiferencial, que apresenta uma dependência da variável µ. Assim, po-
demos dizer que uma das principais caracterı́sticas deste método é a ausência de uma
discretização explı́cita nesta variável. A construção de uma quadratura especı́fica para o
operador integral, que por um lado simplifica o problema em um sistema linear, constitui a
maior dificuldade do método. É preciso determinar uma forma de se obter pesos ωj que apro-
ximem operador integral com boa precisão, tarefa que possui um alto custo computacional e
exige, portanto, uma implementação cuidadosa.

Resultados
O método foi implementado na linguagem de programação Fortran 95 e testado para dife-
rentes conjuntos de parâmetros, variando-se constantes do meio, condições de contorno e
a força externa. Os resultados obtidos foram comparados com resultados encontrados na
literatura, a fim de validar o método. As tabelas abaixo comparam os valores obtidos para
o operador integral e para o fluxo escalar de um problema especı́fico. Nelas, a quadratura
desenvolvida e o Product Nyström Method estão indicados por PNMQ e PNMN, respectiva-
mente, sendo N o número de intervalos da malha espacial.

N 12 25 50 100
PNMQ 0.4393748274 0.4393746282 0.4393746162 0.4393746153

Gauss-Legendre 0.4400544053 0.4391969331 0.4393375860 0.4393749074
Maple 0.4393746137

Tabela 1: Valores calculados para
∫ L

0 e−sk(y , s)ds, com y = 0.4, λ = 1, ρ0 = ρL = 0 e L = 1.

y 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Nyström800 2.300747 2.383338 2.299625 2.184453 2.080711 2.034544

PNM50 2.300719 2.383328 2.299619 2.184449 2.080709 2.034547
PNM100 2.300739 2.383336 2.299624 2.184452 2.080710 2.034545
PNM200 2.300745 2.383337 2.299625 2.184452 2.080710 2.034544
PNM400 2.300747 2.383338 2.299625 2.184453 2.080710 2.034544
PNM800 2.300747 2.383338 2.299625 2.184453 2.080710 2.034544

Tabela 2: Valores calculados para 2I(y) quando Q(y) = e−y , λ = 1, σ = 0.5, ρ0 = ρL = 0 e
B0 = BL = 1, com L = 1.

Como se pode observar na Tabela 1, a quadratura PNMQ obteve 6 dı́gitos de precisão com
apenas 13 pontos, enquanto Gauss-Legendre precisou de 101 para obter a mesma precisão.
Na Tabela 2, vemos bons resultados também para o fluxo escalar, onde o PNM obteve a
mesma precisão que o método de Nyström com metade dos pontos.

Trabalhos futuros
Apesar do vasto conhecimento adquirido ao longo dos anos, ainda existem desafios que
motivam o estudo em teoria de transporte. Temos interesse em estender o método para
casos multidimensionais e casos mais gerais, onde o domı́nio é não-homogêneo e o espa-
lhamento é anisotrópico. Além disso, também temos interesse em estudar outras técnicas
que aproximem o operador integral, visando um método mais preciso e eficiente.
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