
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL

INSTITUTO DE FÍSICA
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Há um certo número de pessoas que sem elas não estaria onde estou. Gostaria muito
de agradecer

• Antes de mais nada, acredito que devo começar agradecendo àqueles que acompa-
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• Ao meu grande amigo de vários anos Pedro, que sempre estava aberto para jogar
alguma coisa, cozinhar e que nunca me deixou esquecer F́ısica básica.

• Aos meus professores do Ensino Médio, Rafael e Rosana, vocês me ensinaram muito e
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Resumo

A descrição de medidas sobre sistemas quânticos gerou muito debate e controvérsia
desde sua concepção na primeira metade do século XX devido a seu caráter probabiĺıstico.
Uma descrição mais aprofundada da medida veio em 1932, quando von Neumann introduziu
o conceito de medida projetiva, detalhando como a medida quântica projeta o sistema
em um estado final. Como um caso especial dessa medida, Aharonov et al demonstraram
em 1988 um procedimento que correlaciona um grau de liberdade discreto com um grau
cont́ınuo, o que aparentemente permite medir valores fora do intervalo de autovalores
do observável discreto. Esse procedimento é hoje conhecido como medida fraca. Neste
trabalho é demonstrado como o valor fraca surge da medida de von Neumann, assim
como suas propriedades e sua interpretação. Um foco especial é dado à propriedade de
amplificação, e um interferômetro Sagnac foi montado em laboratório para exemplificar
esse tipo de medida. O interferômetro Sagnac pode ser descrito tanto por ótica clássica
quanto quântica, e o valor da deflexão medida nesse experimento é idêntico para ambas
as descrições. A montagem em laboratório reproduz a feita por Dixon et al, 2009, que
com ela foram capazes de medir um deslocamento angular de centenas de femtoradianos.
Baseado nessa montagem, consegui medidas de ângulos de até dezenas de nanoradianos.
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Abstract

The description of measurements on quantum systems generated a lot of debate and
controversy since its conception in the first half of the 20th century due to its probabilistic
nature. A deeper discussion of measurement came in 1932, when von Neumann introduced
the concept of projective measurements, detailing how the quantum measurement projects
the system on a final state. As a special case of this type of measurement, Aharonov et al
showed in 1988 a procedure that correlates a continuous degree of freedom with a discrete
one, which seemingly allows the measurement of values outside the eigenvalue range of the
discrete observable. This procedure is nowadays known as a weak measurement. In this
work is shown how the weak measurement is derived from von Neumann’s measurement,
and also its properties and its interpretation. A special focus is given to the amplification
property, and a Sagnac interferometer was built in laboratory in order to illustrate this
type of measurement. The Sagnac interferometer can be described by both classical and
quantum optics, and the deflection value measured by this experiment is identical in both
descriptions. The experiment was built following Dixon et al, 2009, which were able to
measure an angular deflection of hundreds of femtoradians with it. Based on this setup, I
was able to measure angles of dozens of nanoradians.
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Introdução

O ato de medir em mecânica quântica e suas controvérsias são tão velhos quanto a
teoria em si. Esta última se desenvolveu na primeira metade do século XX, tendo seus
fundamentos publicados entre 1925 e 1926 por Heisenberg, Schrödinger, Dirac, e outros. A
natureza probabiĺıstica das medidas na teoria quântica gerou muita discussão nos anos
seguintes, em especial os famosos debates entre Einstein e Bohr. No contexto da medida
quântica, em 1932, von Neumann introduziu o conceito de medida projetiva. Com esse
conceito ele generalizou a descrição em que medir um sistema quântico preparado em
algum estado inicial projeta o estado do sistema em algum estado final [6].

Von Neumann também investigou sua medida projetiva sobre sistemas com dois graus
de liberdade descritos por estados de produto direto. Ele demonstrou como uma interação
que acople os dois graus de liberdade pode ser utilizada para coletar informação sobre
um deles através de medidas que colapsem o estado quântico do outro. [3, 14] Essa
demonstração é realizada neste trabalho.

Foi em 1988 que Aharonov, Albert e Vaidman demonstraram como uma medida
projetiva de von Neumann aliada a uma interação “fraca” e uma pós-seleção de estados
pode fazer com que o valor da medida exceda o intervalo de autovalores do observável
medido [1]. Esse valor medido por Aharonov et al recebeu posteriormente o nome valor
fraco ou medida fraca de um observável quântico. Esse nome é devido ao caráter pouco
invasivo da interação do sistema com o objeto de medida: a interação é “fraca” no sentido
de não alterar muito o estado quântico, o que limita a quantidade de informação adquirida
sobre o estado. Como será mostrado, algumas de suas propriedades aplicadas em certos
contextos podem compensar esse limite.

Uma das propriedades mais exploradas da medida fraca é a de amplificação da medida
[3], explorado inicialmente por Aharonov et al [1]: escolhendo que o estado pós-selecionado
seja quase ortogonal ao inicial faz com que a medida fraca exceda o maior dos autovalores
do observável medido. Essa propriedade despertou grande interesse em metrologia nos anos
seguintes à sua publicação [8]. Ela foi utilizada para, por exemplo: medir uma projeção
do spin do elétron como igual a 100~ [1]; medir quantidades muito pequenas, como um
deslocamento angular de (400± 200) frad de um espelho causado pelo deslocamento de
(14 ± 7) fm de um atuador piezoelétrico [2]; aumentar a razão sinal-rúıdo em alguns
experimentos [3, 8, 13]; e observar o efeito Spin Hall da luz [9].

Neste trabalho será feita uma descrição teórica de medidas fracas na mecânica quântica,
explicitando as propriedades que as distinguem das medidas “padrão”. Como aplicação
experimental, foi reproduzido o experimento de Dixon et al [2], que mediram o deslocamento
angular de (400± 200) frad. Realizarei a descrição quântica do experimento através de
um campo eletromagnético quantizado e mostrarei que o valor fraco encontrado é idêntico
ao deslocamento dado pela descrição de um campo eletromagnético clássico. Depois,
descreverei a montagem e o procedimento experimental para medir o deslocamento, assim
como comentarei algumas limitações encontradas nesse experimento.
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Caṕıtulo 1

Desenvolvimento teórico

Neste caṕıtulo começo por recapitular como as medidas são interpretadas em mecânica
quântica. Após uma breve introdução seguindo o que é discutido em Sakurai [12], mostro
como uma interação que acople um estado discreto com um estado cont́ınuo nos dá
informação sobre o primeiro quando uma medida é realizada sobre o último. Após isso,
a medida fraca é introduzida como um caso especial de medida em que apenas alguns
estados contribuem para o valor medido (processo esse chamado de pós-seleção). Com a
discussão sobre medidas conclúıda, é então descrito teoricamente o interferômetro Sagnac
montado em laboratório para exemplificar a medida fraca. Também é mostrado que ambas
as descrições quântica e clássica dão exatamente o mesmo valor fraco.

1.1 Medida em mecânica quântica

Antes de descrever o que é a medida fraca e como realizá-la é instrutivo relembrar como
os livros-texto tipicamente descrevem o processo de medida em mecânica quântica. A
discussão aqui seguirá o descrito por Sakurai [12]. Para realizar a medida de um observável
Â sobre um sistema quântico começa-se por preparar esse sistema em um estado inicial
de interesse, descrito aqui pelo ket normalizado |i〉. Assume-se que esse ket pode ser
representado por uma combinação linear dos autokets do operador Â (que, para simplificar
a discussão, assumirei ser um conjunto ortonormal e não-degenerado de autokets):

|i〉 =
∑
j

cj|aj〉 =
∑
j

|aj〉〈aj|i〉, (1.1)

onde cj ≡ 〈aj|i〉 e |aj〉 é o autoket de Â correspondente ao autovalor aj (Â|aj〉 = aj|aj〉).
Quando uma medida de Â é realizada sobre o sistema, seu estado necessariamente

“colapsa”1 para um dos autoestados de Â:

|i〉 medida de Â−−−−−−−→ |aj〉. (1.2)

Dado que o estado do sistema é descrito por uma combinação linear dos autoestados
de Â, não sabemos a priori para qual autoestado o sistema “colapsará” no momento da
medida. É postulado então que a probabilidade Pr(aj) do sistema “colapsar” para o estado
|aj〉 é igual ao quadrado do módulo da projeção 〈aj|i〉, ou seja

Pr(aj) ≡ |〈aj|i〉|2 = |cj|2. (1.3)

1Nomenclatura consistente com a interpretação ortodoxa da mecânica quântica [7], onde apenas temos
informação do estado do sistema logo após a medida ser feita.
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Propriedades e aplicação de medidas fracas em ótica

Os parágrafos anteriores descrevem postulados fundamentais da mecânica quântica
sobre medidas realizadas dentro de seu escopo. No contexto da teoria da medida quântica,
a medida cujo procedimento é descrito pelas eqs. (1.2) e (1.3), onde o sistema colapsa
para um dos autoestados do operador medido, é chamada de medida projetiva de |i〉 em
z|aj〉 [6, 14]. De qualquer forma, a discussão anterior não dá uma descrição teórica de

como uma medida do observável Â pode ser realizada em laboratório. Nos parágrafos
que seguem descreverei como uma interação entre o sistema e um aparelho de medida é
capaz de acoplar dois graus de liberdade do sistema e dar informação sobre este. Esse é o
procedimento da chamada medida indireta ou auxiliar [14], sendo descrita pela primeira
vez por von Neumann em 1932.

Como exemplo dessa medida indireta, discutirei a medida de uma projeção do spin de
um elétron, digamos do operador Ŝz. Um experimento bem conhecido que mede Ŝz é o
experimento de Stern-Gerlach [5] (figura 1.1), onde um feixe de N � 1 átomos neutros
de prata (Ag) passa por um campo magnético não-homogêneo B e sofre uma deflexão
transversal à direção de propagação. Essa deflexão depende dos autovalores de Ŝz, ±~/2,
devido ao momento de dipolo do único elétron no orbital 5s do átomo. Por exemplo, se
|+〉 é o estado que corresponde ao autovalor +~/2 e |−〉 é o que corresponde a −~/2 e
cada átomo do feixe foi preparado no estado misto

|átomo〉 = c1|+〉+ c2|−〉

onde |c1|2 + |c2|2 = 1, então, para a situação exposta na figura 1.1, o detector contará N |c1|2
átomos na posição correspondente ao valor +~/2 e N |c2|2 átomos na posição correspondente
a −~/2. Vemos assim que a interação do elétron com o campo não-homogêneo acoplou a
informação do spin com a informação da posição transversal do átomo, sendo a última
muito mais prática de se medir do que a primeira.

B

detector

+ħ/2 

−ħ/2 

feixe de Ag

Figura 1.1: Representação do experimento de Stern-Gerlach. Um feixe de átomos neutros
de prata passa por um campo magnético não-uniforme B e é defletido transversalmente à
direção de propagação. A deflexão depende dos autovalores de Ŝz, que devido ao único
elétron no orbital 5s são ±~/2.

Esse acoplamento entre dois graus de liberdade de um sistema quântico é o que nos
permite obter informação sobre um grau de liberdade inicialmente não-acesśıvel pelos nossos
detectores. Como os detectores mais simples medem a posição de uma part́ıcula ou seu
momento, esses dois graus de liberdade são tipicamente escolhidos para o acoplamento com
o grau de liberdade a ser medido. No experimento de Stern-Gerlach descrito anteriormente,
foi o grau de liberdade correspondente ao spin que foi acoplado à posição transversal do
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1.1. Medida em mecânica quântica

átomo. Já no interferômetro Sagnac a ser descrito na seção 1.2, o grau de liberdade que
corresponde a qual caminho o fóton tomou que será acoplado à posição transversal do
feixe.

Começarei a descrever como esse acoplamento nos permite realizar uma medida de um
observável Â. Antes do acoplamento, o estado total do sistema será representado pelo ket

|ψ, i〉 = |ψ〉 ⊗ |i〉, (1.4)

onde |ψ〉 é o estado correspondente ao grau de liberdade que nosso detector consegue
medir e |i〉 representa o grau de liberdade não-acesśıvel ao detector. Daqui em diante
omitirei o śımbolo “⊗” entre os estados, escrevendo apenas |ψ, i〉 = |ψ〉|i〉. Note também
que por construção o estado inicial é não-emaranhado.

Tendo em mente que o objetivo é realizar uma medida do operador Â, assumirei que
pode-se expandir o estado |i〉 na base dos autokets de Â. Para o caso de interesse, assumirei
que os autovalores aj formam um conjunto discreto e que os correspondentes autokets |aj〉
formam um conjunto completo de kets para o sistema, o que significa que eles satisfazem
a relação de completeza ∑

j

|aj〉〈aj| = 1, (1.5)

onde o “1” do lado direito é entendido como o operador identidade do espaço dos |aj〉.
Agora, para descrever o estado |ψ〉 assumirei que pode-se expandi-lo na base dos

autokets do operador posição x̂. Seus autokets |x〉 satisfazem a relação de completeza no
caso cont́ınuo ∫

dx |x〉〈x| = 1, (1.6)

com a integral somando sobre todo o intervalo −∞ < x < ∞ e o “1” do lado direito
representando o operador identidade no espaço dos kets |x〉. Uma representação alternativa
de |ψ〉 é utilizar a base dos autokets do operador momento p̂, que obedece a relação de
comutação com x̂

[x̂, p̂] ≡ x̂p̂− p̂x̂ = i~. (1.7)

Os autokets de p̂ também formam um conjunto (cont́ınuo) completo:∫
dp |p〉〈p| = 1. (1.8)

A relação de comutação (1.7) implica que x̂ e p̂ são observáveis incompat́ıveis (i.e., não
é posśıvel med́ı-los simultaneamente) e que o produto interno entre um autoket de x̂ e um
autoket de p̂ é dado por [12]

〈x|p〉 =
eipx/~√

2π~
. (1.9)

A relação acima tem como consequência que a representação do estado |ψ〉 em x está
conectada à representação em p por uma transformada de Fourier. Para demonstrar isso,
sejam

〈x|ψ〉 ≡ ψ(x) função de onda na representação x

〈p|ψ〉 ≡ ψ̃(p) função de onda na representação p.
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Propriedades e aplicação de medidas fracas em ótica

Usando as eqs. (1.6) e (1.9) e lembrando que 〈p|x〉 = 〈x|p〉∗, temos

ψ̃(p) = 〈p|ψ〉 = 〈p|
(∫

dx |x〉〈x|
)
|ψ〉

=

∫
dx 〈p|x〉〈x|ψ〉 =

1√
2π~

∫
dx e−ipx/~ψ(x). (1.10)

Analogamente, utilizando a eq. (1.8) encontramos

ψ(x) =
1√
2π~

∫
dp eipx/~ψ̃(p). (1.11)

Com as expansões dos estados |ψ〉 e |i〉 já devidamente descritas, tratarei agora do
processo de medida. O estado inicial de |ψ〉 será uma gaussiana 2 viajante com momento
p0 e de largura σ 3 na representação x (e, consequentemente, também uma gaussiana na
representação p):

ψ(x) =
1

(2πσ2)1/4
exp

(
− x2

4σ2
+
ixp0

~

)
(1.12)

ψ̃(p) =

(
2σ2

π~2

)1/4

exp

(
−(p− p0)2σ2

~2

)
. (1.13)

Usando as relações de completeza (1.5) e (1.6), o estado inicial do sistema é

|ψ, i〉 = |ψ〉|i〉 =

∫
dxψ(x)|x〉

∑
j

cj|aj〉, (1.14)

com cj ≡ 〈aj|i〉 e ψ(x) dado pela eq. (1.12).
O acoplamento entre os dois graus de liberdade será consequência de uma interação

impulsiva. Ela será modelada por um hamiltoniano dependente do tempo t do tipo

Ĥ(t) = −αg(t− t0)x̂⊗ Â, (1.15)

com α uma constante que caracteriza a “intensidade” da interação e g(t− t0) uma função
normalizada (

∫
g(t− t0) dt = 1) e não-nula somente ao redor do tempo t0, que é o instante

de tempo em que a interação ocorre. O śımbolo “⊗” é o śımbolo do produto tensorial
entre os operadores x̂ e Â, e basicamente significa que o operador à sua esquerda só age
em kets à esquerda e o operador à direita só age em kets à direita. Desse hamiltoniano
segue que o operador unitário evolução temporal Û(t) é [12] pode ser aproximado por

Û(t) = exp

(
− i
~

∫ t

0

Ĥ(t′) dt′
)
. (1.16)

Esse operador evolução é exato quando g(t − t0) = δ(t − t0) (a Delta de Dirac), o que
consideraremos de agora em diante. Através da Delta de Dirac, podemos facilmente
integrar a eq. (1.15) e encontrar

Û(t) = exp

(
iαx̂⊗ Â

~

)
(t > t0), (1.17)

2A gaussiana é uma função que facilita os cálculos, além de ser uma boa aproximação para o estado do
sistema na maioria dos casos.

3Operacionalmente, σ é definido por σ ≡ 〈x̂2〉 =
∫
x2|ψ(x)|2 dx.
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1.1. Medida em mecânica quântica

o que pode ser identificado como o operador translação no espaço de momento [12].
Portanto, o estado do sistema para t > t0 é encontrado atuando Û(t) da eq. (1.17) em

|ψ, i〉:

Û(t)|ψ, i〉 = exp

(
iαx̂⊗ Â

~

)∫
dxψ(x)|x〉

∑
j

cj|aj〉

=
∑
j

cj

∫
dxψ(x)eiαxaj/~|x〉|aj〉. (1.18)

O efeito do termo eiαxaj/~ multiplicando ψ(x) é de deslocar a distribuição na repre-
sentação p, como pode ser visto utilizando as eqs. (1.8) e (1.9):∫

dxψ(x)eiαxaj/~|x〉 =

∫
dp

∫
dxψ(x)eiαxaj/~|p〉〈p|x〉

=
1√
2π~

∫
dp

∫
dxψ(x) exp

[
−ix(p− αaj)

~

]
|p〉

=

∫
dp ψ̃(p− αaj)|p〉, (1.19)

o que é uma propriedade bem-conhecida de transformadas de Fourier.
Se tivéssemos proposto um hamiltoniano que acoplasse os operadores p̂ e Â, o resultado

final seria análogo ao da eq. (1.19), só que ao invés de deslocar a função de onda na
representação p ela seria deslocada na representação x.

Após a interação o estado final é então

Û |ψ, i〉 =
1

(2π∆2)1/4

∑
j

cj

∫
dp exp

[
−(p− αaj)2

4∆2

]
|p〉|aj〉. (1.20)

onde foi definido a largura ∆ na representação de momento como

∆2 ≡ ~2

4σ2
. (1.21)

A eq. (1.20) descreve completamente o estado do sistema após ter seus graus de
liberdade acoplados, sendo o estado agora dado por uma mistura de várias gaussianas
cujas posições de cada centroide são proporcionais aos diferentes aj . Caso ∆/α seja muito

menor do que as diferenças entre os autovalores de Â (que pela eq. (1.21) significa ασ
ser grande), essas gaussianas pouco se sobrepõem. A interpretação desse caso é direta:
uma medida de p̂ tem probabilidade |cj|2 de dar um valor p ao redor de αaj. Devido à
variância ser pequena, conseguimos resolver com qual autovalor aj a medida de p̂ está
correlacionada.

No outro caso extremo, onde ∆/α é muito maior do que as diferenças entre os aj (ou
seja, ασ é muito pequeno), é posśıvel demonstrar que a eq. (1.20) pode ser aproximada por
uma única gaussiana de variância ∆2 e centrada em α〈Â〉 [1], onde 〈Â〉 é o valor esperado
de Â:

〈Â〉 ≡
∑
j

|cj|2aj. (1.22)

Nesse caso extremo uma medida de p̂ dá pouca informação sobre 〈Â〉 devido ao grande
valor de ∆ em relação à separação entre os aj. Entretanto, 〈Â〉 pode ser medido com a
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Propriedades e aplicação de medidas fracas em ótica

precisão desejada, pois para uma amostra de N medidas a média da amostra se aproxima
da média da distribuição quando fazemos N →∞, enquanto que a incerteza da média da
amostra diminui com 1/

√
N . É então necessário repetir o experimento sobre um ensemble

de N � 1 part́ıculas preparadas no mesmo estado para medir 〈Â〉 nesse caso.

1.1.1 Medida fraca

A ideia por trás da medida fraca é de realizar todo o processo descrito anteriormente para
ασ pequeno, mas antes de realizar a medida se pós-seleciona um estado |ψf , f〉 = |ψf〉|f〉
para a detecção. Aqui |ψf〉 pode tanto ser |x〉 ou |p〉, dependendo do tipo de detector
usado. Essa pós-seleção faz com que apenas alguns estados contribuam para a média
na eq. (1.22), permitindo maximizar o valor medido pelos detectores com uma escolha
adequada do estado pós-selecionado. Pode parecer que, com a escolha que o ket |f〉
corresponda ao estado de maior aj , a média em (1.22) assuma o maior valor posśıvel, mas
mostrarei que esse não é caso. Na verdade, será mostrado adiante que com a escolha de
um estado pós-selecionado quase ortogonal ao inicial (no sentido que |〈f |i〉| � 1) aliada
a uma interação “fraca” (α� 1) é posśıvel fazer com que a média seja maior do que o
maior dos autovalores de Â [1, 3].

Para demonstrar como a medida fraca aparece, retornemos para o estado Û |ψ, i〉 para
t� t0:

Û |ψ, i〉 = exp

(
iαx̂⊗ Â

~

)∫
dxψ(x)|x〉|i〉. (1.23)

Como α� 1, podemos expandir o operador Û em potências de α e manter apenas os
termos de ordem mais baixa:

exp

(
iαx̂⊗ Â

~

)
≈ 1 +

iαx̂⊗ Â
~

. (1.24)

Na verdade, a validade da aproximação da eq. (1.24) não é tão restritiva sobre α: é
posśıvel mostrar que se o expoente não variar muito dentro do intervalo em que ψ(x)
varia apreciavelmente então a aproximação (1.24) se mantém válida [1, 3]. Isso significa
que quanto menor a incerteza σ na representação de posição (e, por consequência, maior
incerteza na representação de momento), melhor a eq. (1.24) aproxima a ação do operador
Û .

Pós-selecionando o estado Û |ψ, i〉 em |p, f〉 = |p〉|f〉,

〈p, f |Û |ψ, i〉 ≈ 〈p|〈f |
(

1 +
iαx̂⊗ Â

~

)∫
dxψ(x)|x〉|i〉

=

∫
dxψ(x)

(
〈f |i〉+

iαx〈f |Â|i〉
~

)
〈p|x〉

= 〈f |i〉
∫
dxψ(x)

(
1 +

iαx〈Â〉w
~

)
〈p|x〉. (1.25)

Na eq. (1.25) defini o valor fraco do observável Â:

〈Â〉w ≡
〈f |Â|i〉
〈f |i〉

, (1.26)

válido enquanto 〈f |i〉 6= 0.
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1.1. Medida em mecânica quântica

Em geral, podemos definir um valor fraco de n-ésima ordem como

〈Ân〉w ≡
〈f |Ân|i〉
〈f |i〉

.

Nesse trabalho focarei apenas no valor fraco de 1a ordem, que é o mais utilizado nesse
tipo de medida [3].

Geralmente, 〈Â〉w é um número complexo [3], e suas partes real e imaginária terão
efeitos diferentes sobre o estado do sistema após a interação. Começarei pelo caso de
〈Â〉w ser puramente real (〈Â〉w = Re〈Â〉w). O caso de 〈Â〉w imaginário será tratado mais
adiante.

Como estou assumindo que iαxRe〈Â〉w/~ não varia muito dentro da largura da
gaussiana, podemos reexponenciar o termo em parênteses na eq. (1.25)

1 +
iαxRe〈Â〉w

~
≈ exp

(
iαxRe〈Â〉w

~

)
. (1.27)

Mas já sabemos que a exponencial de um número imaginário multiplicando ψ(x) tem como
efeito deslocar a função de onda na representação p (eq. (1.19)). Portanto, inserindo a
aproximação (1.27) na eq. (1.25), encontramos a amplitude de probabilidade de pós-seleção

〈p, f |Û |ψ, i〉 ≈ 〈f |i〉
(2π∆2)1/4

exp

[
− (p− αRe〈Â〉w)2

4∆2

]
. (1.28)

A eq. (1.28) diz que, para interações fracas e pequenas incertezas em x, medidas do
operador momento p̂ estarão correlacionadas com o valor Re〈Â〉w e não mais com 〈Â〉
da eq. (1.22). Essa mudança abre novas possibilidades, pois a definição de medida fraca
depende do inverso da projeção 〈f |i〉. Uma dessas possibilidades é a de amplificar a
medida, i.e., é posśıvel escolher um estado pós-selecionado |f〉 que deixe 〈f |i〉 tão próximo
de zero quanto se queira, enquanto que o numerador 〈f |Â|i〉 permaneça praticamente
constante. É claro que se |〈f |i〉| for pequeno a probabilidade de detecção da part́ıcula
no estado |f〉 será baixa (o que é evidenciado na amplitude da gaussiana da eq. (1.28)) e
será necessário repetir a medida sobre um ensemble de part́ıculas para medir Re〈Â〉w com
precisão; esse é um compromisso t́ıpico quando se realiza medidas fracas.

A eq. (1.28) vale para a parte real de 〈Â〉w. Caso o valor fraco for um número puramente
imaginário (〈Â〉w = i Im〈Â〉w), então a exponencial da eq. (1.27) será puramente real e, ao
ser substitúıda na eq. (1.25), deslocará a função de onda na representação x:

exp

[
−αx Im〈Â〉w

~
− x2

4σ2

]
∝ exp

[
− 1

4σ2

(
x+

2ασ2

~
Im〈Â〉w

)2
]
, (1.29)

onde foi completado o quadrado dentro do expoente.
Vemos das eqs. (1.28) e (1.29) que no caso mais geral, onde 〈Â〉w é um número complexo

com ambas as partes real e imaginária não-nulas, a parte real do valor fraco desloca a função
de onda na representação p, enquanto que a parte imaginária desloca na representação x.
Isso permite que tanto Re〈Â〉w quanto Im〈Â〉w possam ser medidos sobre um ensemble de
part́ıculas com uma escolha de detectores que pós selecionem estados |x〉 ou |p〉.

Para finalizar essa exposição da medida fraca, concluirei com uma dedução alternativa
e uma posśıvel interpretação do valor fraco como definido na eq. (1.26) [3]. Considere um
sistema quântico inicialmente preparado no estado |i〉 e posteriormente medido no estado
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Propriedades e aplicação de medidas fracas em ótica

|f〉. A probabilidade de medir uma part́ıcula nesse estado final é Pr(f) = |〈f |i〉|2, e será
considerada como um número não-nulo. Agora, se o estado inicial for modificado por uma
interação unitária Û(ε), a probabilidade de detecção da part́ıcula no estado final será dada
por Pr(f, ε) = |〈f |Û(ε)|i〉|2. A forma desse operador unitário é Û(ε) = exp(−iεẐ), onde Ẑ é
um operador hermitiano e ε é um número real chamado de “parâmetro complementar”. Por
exemplo, se Ẑ é o operador momento angular, ε é o ângulo por qual o sistema é rotacionado;
se Ẑ é o hamiltoniano, ε é o tempo em que o sistema é transladado temporalmente, e
assim em diante.

Se considerarmos |ε| � 1, podemos expandir o operador Û(ε) até a segunda ordem em
ε e encontrar que a probabilidade de detecção é [3]

Pr(f, ε) = |〈f |Û(ε)|i〉|2

=
∣∣∣〈f |(1− iεẐ + 1

2
(−iεẐ)2 +O(ε3)

)
|i〉
∣∣∣2

= |〈f |i〉|2
[
1 + 2ε Im〈Ẑ〉w − ε2

(
Re〈Ẑ2〉w − |〈Ẑ〉w|2

)]
+O(ε3) (1.30)

e a mudança relativa na probabilidade de detecção será portanto

Pr(f, ε)

Pr(f)
− 1 = 2ε Im〈Ẑ〉w − ε2

(
Re〈Ẑ2〉w − |〈Ẑ〉w|2

)
+O(ε3). (1.31)

A eq. (1.31) mostra que, até segunda ordem em ε, a mudança relativa na probabilidade
de detecção da part́ıcula no estado |f〉 é completamente caracterizada pelos valores fracos
de 1a e 2a ordem. De fato, é posśıvel mostrar que para qualquer ordem n em ε a mudança
relativa é caracterizada pelos valores fracos até 〈Ẑn〉w [3]. Motivados pela eq. (1.31),
interpretamos os valores fracos como os valores que caracterizam a mudança relativa
na probabilidade de detecção |〈f |i〉|2 quando uma interação intermediária Û(ε) altera a
probabilidade para |〈f |Û(ε)|i〉|2.

Em situações em que |ε| é muito pequeno, podemos descartar a contribuição do termo
ε2 na eq. (1.31) e dessa forma a mudança relativa na probabilidade é dada apenas pela
parte imaginária do valor fraco de primeira ordem. Essa é a situação em que obtemos as
eqs. (1.28) e (1.29).

1.2 Interferômetro Sagnac

Nessa seção descreverei o experimento montado para exemplificar a medida fraca:
um interferômetro Sagnac. Nesse experimento o valor fraco medido pelo detector será
a deflexão do feixe em uma das sáıdas do interferômetro [2, 10]. Esse valor da deflexão
também pode ser explicado corretamente por uma descrição puramente clássica da ótica
do sistema [10]. Isso permite que o experimento seja realizado com um feixe de uma fonte
operando em intensidades clássicas, como o de um laser de HeNe comercial, por exemplo.
A descrição clássica do experimento será discutida na seção 1.2.2.

1.2.1 Descrição quântica

Comecemos pela figura 1.2 que mostra um esquema do interferômetro Sagnac. Um
fóton incidente da fonte entra no interferômetro pelo divisor de feixes 50:50 (BS) e toma um
dos dois caminhos, horário ou anti-horário, com igual probabilidade até voltar ao divisor,
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1.2. Interferômetro Sagnac

onde há igual probabilidade do fóton retornar à fonte ou ir para o detector (chamado de
“sáıda” do interferômetro). Para um interferômetro perfeitamente alinhado, o estado do
fóton na entrada e o estado na sáıda são totalmente caracterizados pela fase relativa entre
os caminhos seguidos dentro do interferômetro. Com o mesmo número de reflexões em
cada caminho, o fóton interfere construtivamente na entrada (devolvendo toda a potência
à fonte) e, devido a uma reflexão no divisor de feixes (que uma dá uma fase de π), interfere
destrutivamente na sáıda. Essa configuração do interferômetro impossibilita distinguir
o fóton que seguiu o caminho horário do que seguiu o caminho anti-horário. Mais tarde
adicionarei uma maneira de distinguir os dois caminhos, e essa distinção estará relacionada
com o valor fraco.

detecção

50:50

laser

espelho 2

espelho 3

espelho 1

Figura 1.2: Esquema do interferômetro Sagnac montado. Um feixe de um laser é dividido
no divisor de feixes 50:50, percorre o interferômetro e posteriormente é detectado. Durante
o percurso, na descrição quântica associa-se os estados |+〉 para o fóton que percorre o
interferômetro no sentido anti-horário e |−〉 para o fóton que percorre no sentido horário.

Para descrever esse experimento onde apenas um fóton por vez percorre o interferômetro,
introduzimos os kets-base |+〉 e |−〉 que descrevem os estados de um fóton que seguiu pelo
caminho anti-horário e horário, respectivamente (figura 1.2). Os kets |±〉 são ortonormais
(〈+|−〉 = 0), pois um fóton só pode seguir um caminho ou outro dentro do interferômetro.
A partir desses kets-base representarei o estado na entrada |i〉 do interferômetro como

|i〉 =
1√
2

(|+〉+ |−〉) (1.32)

Essa combinação linear é consistente com o que foi explicado no parágrafo anterior: a
fase relativa entre os estados |+〉 (fóton no sentido anti-horário) e |−〉 (fóton no sentido
horário) é nula e é equiprovável que o fóton tome qualquer um dos caminhos dentro do
interferômetro.

Já o estado na sáıda, |f〉, será representado pela combinação

|f〉 =
1√
2

(|+〉 − |−〉), (1.33)

que também é consistente com o que já foi explicado: há uma fase relativa de π entre os
estados |+〉 e |−〉, também é equiprovável que o fóton tome qualquer um dos caminhos e
mais, a amplitude de probabilidade 〈f |i〉 de um fóton que entrou no interferômetro ser
encontrado na sáıda é nula

〈f |i〉 =
1

2
(〈+| − 〈−|)(|+〉+ |−〉) = 0.
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Propriedades e aplicação de medidas fracas em ótica

É conveniente neste momento introduzir o operador “qual caminho” Ŵ

Ŵ =
(
|+〉〈+|

)
−
(
|−〉〈−|

)
, (1.34)

onde fica evidente que os estados |+〉, |−〉 são autoestados desse operador com autovalores
+1 e −1, respectivamente. Seu valor esperado 〈Ŵ 〉 é interpretado como uma medida do
caminho mais provável que o fóton tomou: se seu valor é igual ou próximo a +1 o caminho
mais provável é o anti-horário, se é igual ou próximo a −1 o caminho mais provável é o
horário e se é próximo de zero nenhum caminho é privilegiado. Para os estados |i〉 e |f〉
das eqs. (1.32) e (1.33), 〈i|Ŵ |i〉 = 〈f |Ŵ |f〉 = 0, como esperado. Note ainda que com essa
escolha de kets-base o operador “qual caminho” é idêntico à matriz de Pauli σz, o que não
é surpreendente pois sempre é posśıvel traçar um paralelo entre a descrição de spin 1

2
e um

sistema quântico de dois estados [2].
Modificaremos levemente a posição do espelho 2 da fig. 1.2 ao realizar a medida fraca, o

que causará um deslocamento do feixe na direção transversal à sua direção de propagação.
Para descrever esse deslocamento introduzimos então o estado transversal do fóton |ψ〉4,
descrito por um campo eletromagnético quantizado

|ψ〉 =

∫
dkx ψ(kx)â

†(kx)|0〉, (1.35)

sendo |0〉 o estado de Fock correspondente ao vácuo do campo eletromagnético e â†(kx)
o operador de criação de um fóton no modo transversal com vetor de onda kx (nesse
experimento todas as medidas se dão para a mesma polarização, permitindo suprimir a
variável de polarização do estado do fóton). Como kx é uma variável cont́ınua para um
fóton que se propaga livremente, integra-se sobre todos os seus posśıveis valores e ψ(kx)
dá a contribuição de cada kx para o estado total (nesse contexto ψ(kx) tem papel análogo
à função de onda no espaço de momento ψ̃(p) da seção 1.1.1).

O estado total do fóton, |Ψ〉, ao entrar no interferômetro é portanto o produto direto
do estado transversal pelo estado “qual caminho”:

|Ψ〉 = |ψ〉|i〉 =

∫
dkx ψ(kx)â

†(kx)|0〉|i〉. (1.36)

Note que esse estado total é do mesmo tipo que o estado na eq. (1.14).
Analisarei agora o que acontece com o fóton ao girar o espelho 2. Na figura 1.3 à

esquerda foi desenhado o caminho do fóton no estado |+〉 com o espelho 2 levemente
rotacionado, enquanto que à direita está desenhado o caminho do fóton no estado |−〉
para a mesma rotação do espelho 2. Segue dessa figura que ao girar o espelho ganhamos
informação do caminho que o fóton tomou, uma vez que o deslocamento de um fóton no
estado |+〉 é oposto ao deslocamento de um fóton no estado |−〉.

O parágrafo anterior motiva que a interação com espelho dá um “chute” no fóton
na direção transversal à sua propagação, com o sentido do “chute” dependendo de qual
caminho o fóton está seguindo. Essa interação pode ser descrita por um hamiltoniano
impulsivo do tipo

Ĥ(t) = (~k)xŴδ(t− t0), (1.37)

4Associar um estado quântico a um fóton é válido enquanto este não é absorvido/aniquilado. Portanto,
toda a discussão que segue é válida até logo antes da detecção, onde o fóton é absorvido pelo detector e a
probabilidade deixa de ser conservada.
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1.2. Interferômetro Sagnac

detecção

50:50

laser

espelho 2

espelho 3

espelho 1

θ

x

(a) Deslocamento transversal do estado |+〉 ao
girar o espelho 2.

detecção

50:50

laser

espelho 2

espelho 3

espelho 1

θ

x

(b) Deslocamento transversal oposto do estado
|−〉.

Figura 1.3: Deslocamentos transversais dos estados |±〉 ao girar o espelho 2 por um ângulo
θ.

onde ~k é o momento transversal ganho pelo fóton ao refletir no espelho 2, xŴ serve para
acoplar o grau de liberdade transversal com o de qual caminho e a delta de Dirac é uma
função do tempo de voo t do fóton, onde t0 é o instante de tempo em que o fóton encontra
o espelho. A semelhança desse hamiltoniano com o definido na eq. (1.15) é evidente: ~k
faz o papel de α, Ŵ o papel do operador Â e x mantém seu papel.

Portanto, para t > t0, o operador unitário evolução temporal é dado por

Û = exp

(
− i
~

∫ t

0

Ĥ(t′) dt′
)

= exp(−ikxŴ ). (1.38)

Tudo está quase pronto para realizar a medida fraca sobre o deslocamento do fóton.
Só falta tornar os estados |i〉 e |f〉 quase ortogonais para detectarmos alguma intensidade
na sáıda do interferômetro. Isso é feito introduzindo dois novos componentes: uma placa
de meia-onda (HWP) e um compensador Babinet-Soleil (BSC). Um deles é posicionado
antes do espelho 2 e o outro depois (a ordem de qual é antes ou depois não importa). O
interferômetro completo se encontra na figura 1.4.

detecção

50:50

laser

espelho 2

espelho 3

espelho 1

BSC

HWP

Figura 1.4: Interferômetro Sagnac com a placa de meia-onda (HWP) e o compensador
Babinet-Soileil (BSC).
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Propriedades e aplicação de medidas fracas em ótica

A placa de meia-onda gira a polarização do fóton que passa por ela em 90o - por
exemplo, transformando polarização vertical em horizontal. Já o compensador Babinet-
Soleil é formado por duas cunhas birrefringentes com a distância entre elas ajustável por
um micrômetro. Por causa da HWP, um fóton no estado |+〉 incide sobre o BSC com
polarização perpendicular à polarização de um fóton no estado |−〉. Com polarizações
diferentes, cada estado ganha uma fase diferente ao passar pelo BSC. E depois de refletir
no espelho, o estado |−〉 também tem sua polarização girada em 90o, o que garante que os
estados se recombinem no divisor de feixes com a mesma polarização. Portanto, o efeito
combinado da HWP com o BSC dá uma fase relativa de φ ajustável entre os estados |±〉
do fóton sem alterar a polarização entre eles.

A introdução desses novos componentes faz com o estado pré-selecionado do caminho
do fóton seja

|i〉 =
1√
2

(eiφ/2|+〉+ e−iφ/2|−〉). (1.39)

Todos os ingredientes estão prontos para realizar a medida fraca. O estado pós-
selecionado do caminho do fóton será o estado |f〉. Aplicamos então Û em |Ψ〉 e multipli-
camos por 〈f | pela esquerda

〈f |Û |Ψ〉 = 〈f |
∫
dkx ψ(kx)â

†(kx)|0〉 Û |i〉. (1.40)

O caŕater “fraco” da medida se encontra em girar o espelho 2 por um ângulo muito
pequeno, menor do que 10−3 radianos, por exemplo. Isso implica em um valor de k pequeno
o suficiente para que kσ � 1 5, nos permitindo expandir o operador Û até a primeira
ordem:

Û = exp(−ikxŴ ) ≈ 1− ikxŴ . (1.41)

Inserindo a aproximação da eq. (1.41) na eq. (1.40), o procedimento é o mesmo que o
usado para chegar na eq. (1.25),

〈f |Û |Ψ〉 ≈ 〈f |
∫
dkx ψ(kx)â

†(kx)|0〉
(
1− ikxŴ

)
|i〉

=

∫
dkx ψ(kx)â

†(kx)|0〉
(
〈f |i〉 − ikx〈f |Ŵ |i〉

)
= 〈f |i〉

∫
dkx ψ(kx)â

†(kx)|0〉
(
1− ikx〈Ŵ 〉w

)
. (1.42)

Na última equação reconhecemos a medida fraca do operador Ŵ :

〈Ŵ 〉w ≡
〈f |Ŵ |i〉
〈f |i〉

. (1.43)

Agora, pelas eqs. (1.33), (1.34) e (1.39),

〈f |i〉 = i sen(φ/2), 〈f |Ŵ |i〉 = cos(φ/2),

e a medida fraca de Ŵ é

〈Ŵ 〉w =
1

i tan(φ/2)
.

5É apenas necessário que kx seja pequeno dentro do intervalo |x| ≤ 2σ, pois para x fora desse intervalo
o perfil gaussiano é praticamente igual a zero.
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1.2. Interferômetro Sagnac

Vemos portanto que o valor fraco é puramente imaginário e se torna arbitrariamente
grande quando φ → 0. Como o interesse é justamente amplificar o valor fraco, tratarei
φ pequeno o suficiente para que 〈Ŵ 〉w ≈ 2/iφ. Isso permite reescrever o termo entre
parênteses da eq. (1.42) como

1− ikx〈Ŵ 〉w ≈ 1− 2kx

φ
. (1.44)

Entretanto, como a distribuição transversal é praticamente não-nula apenas no intervalo
|x| ≤ 2σ, é necessário que φ seja maior do que 2kσ para podermos aproximar a eq. (1.44)
como uma exponencial. Portanto, no regime 2kσ � φ� 1, fazemos o mesmo que foi feito
na seção 1.1.1: “reexponenciamos” a eq. (1.44),

1− 2kx

φ
≈ e−2kx/φ (1.45)

e a inserimos na eq. (1.42) para encontrar o estado pós-selecionado do fóton

|Ψ〉pós = 〈f |Û |Ψ〉 ≈ 〈f |i〉
∫
dkx ψ(kx)e

−2kx/φâ†(kx)|0〉

=
iφ

2

∫
dkx ψ(kx)e

−2kx/φâ†(kx)|0〉. (1.46)

Devido ao termo 〈f |i〉 ≈ iφ/2, a amplitude do estado pós-selecionado é pequena, o
que significa que a probabilidade de pós-seleção é baixa. Esse estado (não-normalizado)
representa portanto um fóton que “sobrevive” à pós-seleção.

O campo elétrico associado ao estado (1.46) é encontrado atuando sobre o estado do
fóton |Ψ〉pós o operador de campo

Ê(x) = Ê+(x) + Ê−(x) =

∫
dkxE0e

−ikxxâ(kx) +

∫
dkxE0e

ikxxâ†(kx), (1.47)

onde E0 é a amplitude do campo elétrico. O primeiro termo do lado direito, Ê+(x), é
chamado de operador de frequência positiva e o segundo termo, Ê−(x), é chamado de
operador de frequência negativa [11]. Antes de aplicar Ê(x) sobre o estado do fóton, é útil
lembrar das relações de comutação entre os operadores de criação â† e aniquilação â no
caso cont́ınuo [2, 10]:

[â(kx), â
†(k′x)] = δ(kx − k′x) (1.48)

[â(kx), â(k′x)] = [â†(kx), â
†(k′x)] = 0 (1.49)

e suas ações sobre os estados de Fock [11]

â†|n〉 =
√
n+ 1|n+ 1〉 (1.50)

â|n〉 =
√
n|n− 1〉. (1.51)

Também é importante lembrar que dois estados de Fock |n〉 e |m〉 são ortonormais:
〈n|m〉 = δnm, com δnm sendo a delta de Kroenecker.

Sobre o detector, que espera zero fótons, o campo elétrico medido é [2, 10]

Edetector = 〈0|Ê(x)|Ψ〉pós, (1.52)
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e pelas relações de comutação (1.48) e (1.49) e devido à ortogonalidade entre dois estados
de Fock com números diferentes de fótons, apenas Ê+(x) contribui para o campo medido
no detector:

Edetector = 〈0|Ê+(x)|Ψ〉pós

= 〈0|1
2
iφE0e

−2kx/φ

∫
dk′x

∫
dkx e

−ik′xxψ(kx)â(k′x)â
†(kx)|0〉

= 〈0|1
2
iφE0e

−2kx/φ

∫
dk′x

∫
dkx e

−ik′xxψ(kx)
(
δ(k′x − kx) + â†(kx)â(k′x)

)
|0〉

= 1
2
iφE0e

−2kx/φ

∫
dkx e

−ikxxψ(kx) (1.53)

O campo elétrico medido pelo detector é portanto proporcional à transformada de
Fourier do estado transversal do fóton ψ(kx) multiplicada pelo fator dependente da posição
e−2kx/φ. Seguindo o que foi feito na seção 1.1.1, escolho que o estado do fóton é descrito
por uma gaussiana

ψ(kx) ∝ exp(−k2
xσ

2), (1.54)

onde σ é a largura do feixe. Essa escolha de perfil transversal também é justificada pelo
fato de feixes de laser operando no modo fundamental (TEM00) possúırem um perfil
transversal gaussiano [4]. Aqui não serão considerados os efeitos de propagação desse tipo
de feixe, como difração, por exemplo. Para uma análise mais completa que inclui os efeitos
de propagação ver Dixon et al [2] e Howell et al [10].

Substituindo ψ(kx) da eq. (1.54) na eq. (1.53), encontramos enfim que o campo elétrico
sobre o detector é proporcional a uma gaussiana deslocada:

Edetector ∝ exp

[
− x2

4σ2
− 2kx

φ

]
∝ exp

[
− 1

4σ2

(
x+

4kσ2

φ

)2
]
. (1.55)

A eq. (1.55) reproduz o que já esperávamos da eq. (1.29): o deslocamento da distribuição
transversal é diretamente proporcional à parte imaginária do valor fraco. Entretanto,
essa eq. é somente válida enquanto φ estiver dentro do intervalo 2kσ � φ � 1 pois, se
φ for comparável a 1, não há amplificação da medida e, se φ for comparável a 2kσ, a
aproximação linear do operador Û (eq. (1.41)) deixa de ser válida e é necessário incluir
termos de ordem mais alta.

1.2.2 Descrição clássica

Após ter finalizado a descrição quântica do experimento, mostrarei nesta seção que
obtemos o mesmo valor de deflexão se descrevermos o experimento usando ótica ondulatória
clássica. Será conveniente introduzir um formalismo matricial de duas componentes para
descrever os campos elétricos que entram e saem de cada objeto do interferômetro [2, 10].
Isso é motivado pois cada objeto que compõem o interferômetro Sagnac (o BS 50:50 e o
conjunto BSC + HWP + espelho) admite a entrada de dois feixes e a sáıda de dois feixes.
Só é necessário no fim reconhecer qual das componentes desse vetor que corresponde à
sáıda escura (a sáıda em que a interferência é destrutiva quando removemos o BSC e o
HWP) para que a detecção ocorre. Novamente, como todas as medidas não distinguem a
polarização do feixe pode-se descartá-la da descrição do interferômetro.
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Sabendo de todas essas considerações, podemos representar o campo elétrico que entra
no interferômetro como

Eentrada =

(
1
0

)
E0 exp

(
− x2

4σ2

)
, (1.56)

onde, novamente, x representa a posição transversal à direção de propagação do feixe e σ
é a largura desse.

Nesse formalismo matricial representamos o efeito da passagem do feixe pelo divisor de
feixes 50:50 através da matriz unitária

B =
1√
2

(
1 i
i 1

)
. (1.57)

O fator 1/
√

2 serve para manter a normalização do campo elétrico, enquanto que as
unidades imaginárias fora da diagonal principal representam a mudança de fase de π/2
que o feixe sofre ao passar pelo divisor. Portanto, os dois feixes que saem do divisor são
dados pelo produto BEentrada:

BEentrada =
1√
2

(
1
i

)
E0 exp

(
− x2

4σ2

)
.

Nessa mesma linha, representamos a propagação dentro do Sagnac, i.e, o compensador
Babinet-Soleil, a placa de meia-onda e a reflexão no espelho 2, por uma única matriz M
dada por

M =

(
ei(−kx+φ/2) 0

0 e−i(−kx+φ/2)

)
. (1.58)

Essa matriz dá um vetor de onda transversal k com sinais opostos para cada feixe que
percorre o interferômetro em sentidos opostos. Ela ainda dá a fase relativa de φ do BSC +
HWP para cada um desses feixes.

O feixe que entra no interferômetro primeiramente encontra o BS, depois o conjunto
BSC + HWP + espelho e por fim passa mais uma vez pelo BS e é detectado na sáıda. Esse
feixe na sáıda é encontrado multiplicando Eentrada da eq. (1.56) à esquerda pelas matrizes
que representam cada componente na ordem em que o feixe os encontra:

Esáıda = (BMB)Eentrada = i

(
sen(−kx+ φ/2)
cos(−kx+ φ/2)

)
E0 exp

(
− x2

4σ2

)
. (1.59)

No caso especial em que k = φ = 0, a primeira componente do vetor Esáıda é nula na
eq. (1.59) e portanto a reconhecemos como o campo elétrico que é medido pelo detector
na sáıda do interferômetro. Da mesma forma feita anteriormente, o interesse é em medir o
campo para valores 2kσ � φ� 1, o que permite aproximar a primeira componente da eq.
(1.59) para

Edetector = i sen(−kx+ φ/2)E0 exp

(
− x2

4σ2

)
≈ iφ

2

(
1− 2kx

φ

)
E0 exp

(
− x2

4σ2

)
, (1.60)

e como 2kx� φ sobre o perfil transversal do feixe, empregamos novamente a aproximação
(1.45) para encontrar um campo elétrico

Edetector ≈
1

2
iφE0 exp

(
− x2

4σ2
− 2kx

φ

)
∝ exp

[
− 1

4σ2

(
x+

4kσ2

φ

)2
]
,
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o que concorda com o campo elétrico encontrado na eq. (1.55). Ambas as descrições
clássica e quântica dão exatamente a mesma deflexão nesse sistema em espećıfico, algo
que não ocorre necessariamente em outros sistemas. Essa concordância é devido ao fato
de não termos utilizado nenhuma propriedade não-clássica da luz, apenas o prinćıpio da
superposição dos campos e mudanças de fase - fenômenos que as duas descrições da luz
possuem.
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Caṕıtulo 2

Experimento

Seguindo o que foi feito em Dixon et al [2], um interferômetro Sagnac foi o experimento
montado para exemplificar como um experimento de medida fraca pode ser realizado no
laboratório. O objetivo desse experimento é medir o ângulo pelo qual o espelho simétrico
do Sagnac (descrito na seção 1.2 como espelho 2) gira. A propriedade de amplificação
da medida fraca se torna útil pois permite resolver um ângulo muito pequeno, como por
exemplo da ordem de centenas de femtoradianos [2]. Nesse trabalho foi posśıvel medir
ângulos de até (11.4± 0.1) nrad, no entanto.

2.1 Feixe

Começarei descrevendo a ótica do sistema. A fonte de luz utilizada foi um laser CW
de HeNe que emitia em 632.8 nm a uma potência nominal de 30 mW. O modo de emissão
desse laser era o fundamental (TEM00) que é descrito por um feixe gaussiano. Utilizei dois
espelhos após a sáıda do laser para fazer o feixe ser paralelo à mesa.

Antes de encontrar o divisor de feixes do interferômetro, o feixe passava por um divisor
de feixes anterior e uma ı́ris. Esse divisor antes do interferômetro reduzia a potência que
entrava no interferômetro para 5 mW aproximadamente. Já a ı́ris servia para controlar a
qualidade do feixe e bloquear artefatos que se propagavam junto a esse. Sua abertura era
grande o suficiente para que efeitos difrativos pudessem ser desprezados, o que assegurava
que a largura do feixe permanecesse praticamente constante até a detecção.

A largura σ do feixe foi medida utilizando um medidor de potência e um anteparo
de borda definida (lâmina de barbear) cuja posição era regulável por um micrômetro. O
medidor de potência mede toda a potência incidente sobre ele para o comprimento de onda
selecionado, no caso 632.8 nm. O procedimento de medida de σ foi o seguinte: primeiro
colocou-se o medidor na posição de detecção e o anteparo em frente deste, bloqueando
o feixe. O feixe é então desbloqueado e faz-se um gráfico da potência pela posição do
anteparo. Essa curva é aproximadamente a integral da gaussiana (a função erro) devido
ao perfil do feixe ser gaussiano (ver fig. 2.1a). Sua derivada dá portanto uma curva
aproximadamente igual a uma gaussiana (fig. 2.1b) e ajustando a função1

A exp

(
− x2

2σ2

)
encontrei que a largura do feixe era (484± 8) µm.

1O fator 2 no argumento da exponencial é devido à intensidade (e portanto a potência) depender do
quadrado do campo elétrico, I ∝ |E|2.
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Figura 2.1: (a) Potência medida em função da posição da lâmina. (b) Derivada da figura
2.1a e gaussiana ajustada. O valor de σ encontrado foi de (484± 8) µm.

2.2 Interferômetro

Agora descreverei o interferômetro em si. Ele foi montado com braços de comprimento
entre 20 e 30 cm, pois pequenas dimensões ajudam em seu alinhamento. E o alinhamento
é um fator importante, pois a análise feita no caṕıtulo anterior depende de que os feixes
percorram o mesmo caminho dentro do interferômetro na situação em que o espelho não é
rotacionado.

O controle da fase relativa φ era dado pelo compensador Babinet-Soleil (BSC). O BSC
é composto por duas cunhas birrefringentes com a distância entre elas variável através de
um micrômetro. Esse micrômetro possui menor marcação de 0.01 mm e toda vez que é
variado em 3.355 mm adiciona 2π de fase para o comprimento de onda de 632.8 nm.

O espelho foi fixado em uma montagem do tipo Gimbal, onde o centro de giro coincide
com o ponto da intersecção dos dois eixos de rotação, incidindo neste ponto o feixe.
Esse espelho era então movido por um atuador piezoelétrico. Um material piezoelétrico
expande-se em uma dimensão quando uma diferença de potencial elétrico é aplicada sobre
ele. O piezo utilizado possúıa resposta de 15 nm/V (especificação do fabricante) a uma
tensão DC aplicada. Ele era alimentado por uma fonte de tensão alternada com amplitude
variável entre 0.1 e 10 V e de frequência variável de alguns Hz até centenas de kHz (usar
uma fonte AC permite acompanhar o deslocamento na sáıda do interferômetro com um
amplificador lock-in, como será explicado na próxima seção). Foi importante alinhar os
dois feixes que percorrem o interferômetro para que ambos acertem o espelho sobre o eixo
que ele é rotacionado. Esse alinhamento garante que a deflexão causada pelo espelho é a
mesma para os dois feixes.

O piezo fazia um braço de alavanca de 40.26 mm com o eixo do espelho. Combinada
essa informação com a resposta de 15 nm/V do piezo, isso significa que, para uma tensão
Vpiezo aplicada sobre o piezo, o espelho girava por um ângulo θ tal que

θ ≈ deslocamento vertical

braço de alavanca
=

(15 nm/V)× Vpiezo

40.26 mm
= (373 nrad/V)× Vpiezo. (2.1)

Ou seja, o espelho girava 373 nrad por volt aplicado sobre o piezo.
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2.3 Detecção

Antes de comentar sobre a detecção é necessário explicitar as etapas envolvidas para
realizar uma medida. Primeiro é procurado reduzir a intensidade na sáıda do interferômetro
para o menor valor posśıvel através de seu alinhamento e do ajuste de fase pelo BSC. Essa
posição de menor intensidade do BSC será chamada de “posição do zero”. Depois uma
pequena fase φ é adicionada pelo BSC ao mover seu micrômetro da posição de menor
intensidade. Essa pequena fase causa um desbalanço em intensidade para cada feixe, o
que faz um spot de mesma largura que o feixe original aparecer na sáıda do interferômetro.
O valor de φ em radianos pode então ser calculado usando a informação de que a cada
3.355 mm o BSC adiciona 2π de fase:

φ = 2π × (posição atual)− (posição do zero)

3.355 mm
.

Uma frequência e amplitude eram então escolhidas no gerador de função para alimentar
o piezo. O processo em si de detecção do movimento do centroide depende do detector
utilizado: primeiro foi usado uma câmera CMOS para realizar alguns testes e depois ela
foi substitúıda por um detector de quadrante conectado a um amplificador lock-in. As
vantagens do último método de detecção serão comentadas mais adiante.

O objetivo final da medida utilizando o valor fraco é de encontrar o ângulo por qual o
espelho gira ao se aplicar a tensão sobre o piezo. Essa informação está contida no vetor de
onda transversal k que aparece no deslocamento fraco. Se pode ver pela geometria que se
o espelho gira por um ângulo θ, então o feixe deve se desviar de direção original por 2θ. O
vetor de onda transversal é portanto k = (2π/λ) sen(2θ) ≈ 4πθ/λ, onde a aproximação de
pequenos ângulos foi utilizada. Chamando o deslocamento causado pela medida fraca de
〈x〉w:

〈x〉w ≡
4kσ2

φ
≈ 16πσ2θ

λφ
,

podemos inverter a eq. para encontrar que o ângulo θ que o espelho gira é dado por

θ =
λφ〈x〉w
16πσ2

. (2.2)

Note que dessa relação linear entre 〈x〉w e θ tem como consequência que o deslocamento
fraco oscila na mesma frequência que o espelho oscila, o que torna o lock-in apropriado
para essa medida.

Comentarei agora sobre os métodos utilizados para encontrar o ângulo θ.

2.3.1 Câmera CMOS

Inicialmente para se ter uma ideia da medida que poderia ser feita foi utilizada uma
câmera CMOS (modelo PointGrey Flea3 FL3-U3-13Y3M) como detector. As dimensões
de seus pixels eram 4.8 µm por 4.8 µm. Essa câmera transmitia seus dados para uma
rotina em MATLAB, cujo código se encontra no apêndice 2.3.2. A rotina registrava a
intensidade sobre a CMOS aprox. 20 vezes por segundo por 6 segundos. Depois realizava
uma média sobre uma das dimensões (por exemplo, se o centroide do feixe se movia na
direção x, a média era realizada sobre o eixo y) e ajustava uma gaussiana sobre o perfil
de intensidade em cada quadro. Desses ajustes só era guardado o valor da posição do
centroide do feixe em pixels. Depois era ajustado uma função senoidal sobre o gráfico da
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posição do centroide em função do tempo (fig. 2.2). A informação do deslocamento fraco
〈x〉w está contida na amplitude da senoide (após ser multiplicada pela dimensão de cada
pixel).

Figura 2.2: Exemplo da sáıda da rotina em MATLAB: gráfico da posição do centroide em
pixels em função do tempo em segundos .

Nessa medida o piezo era alimentado por um sinal senoidal de 10 V de amplitude e
de 1 Hz de frequência. Para uma diferença de fase φ = 0.3 rad, a deflexão do espelho
encontrada por este método é de aprox. 1.7 µrad, enquanto que pelas especificações do
piezo ele deslocaria o espelho por 3.7 µrad.

Essa diferença de 2 µrad entre os valores do ângulo não foi mais investigada com a
câmera CMOS, pois utilizar a CMOS apresentou algumas dificuldades. Primeiro que
a frequência da fonte que alimentava o piezo deveria ser mais lenta do que a taxa de
captura da CMOS (que era limitada tanto por seu tempo mı́nimo de integração quanto
pela velocidade que a rotina é executada). Além dessa dificuldade, a CMOS não consegue
realizar medidas para deslocamentos muito menores, uma vez que 〈x〉w é proporcional ao
ângulo θ e o deslocamento 〈x〉w deve ser maior do que a dimensão dos pixeis (de 4.8 µm).
Para resolver essas dificuldades a CMOS foi substitúıda por um detector de quadrante
acoplado a um amplificador lock-in. Como será explicado adiante, o detector de quadrante
é mais senśıvel a deslocamentos do que a CMOS, enquanto que o lock-in consegue medir
apenas a componente que oscila com mesma frequência que a fonte, ignorando rúıdo em
outras frequências.

2.3.2 Detector de quadrante

O detector de quadrante é composto de quatro quadrantes (rotulados aqui conforme a
figura 2.3) que medem toda a intensidade incidente sobre eles compat́ıvel com sua resposta
espectral. Ele possui como sáıda três tensões, V , Vx e Vy. A primeira sáıda é proporcional
à soma das intensidades sobre todos os quadrantes:

V ∝ I1 + I2 + I3 + I4, (2.3)

onde In representa a intensidade sobre o n-ésimo quadrante. Já a segunda sáıda, Vx, é
proporcional à diferença de intensidades na horizontal, ou seja

Vx ∝ (I1 + I4)− (I2 + I3). (2.4)
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12

3 4

para lock-in

spot

Figura 2.3: Esquema mostrando os quadrantes do detector de quadrante. Suas sáıdas são
proporcionais às diferenças de intensidade na horizontal, na vertical e proporcional à soma
das intensidades sobre todos os quadrantes. As sáıdas do detector são monitoradas por
um amplificador lock-in que acompanha apenas o sinal de mesma frequência que a fonte.

E a última sáıda, Vy, é similar à Vx, só que mede a diferença de intensidades na direção
vertical:

Vy ∝ (I1 + I2)− (I3 + I4). (2.5)

As sáıdas (2.4) e (2.5) não dão diretamente uma medida do deslocamento do feixe. Isso
é devido ao fato de que as intensidades sobre cada quadrante (e portanto suas diferenças)
são proporcionais à intensidade total. Uma das consequências é que mesmo se mantermos
o feixe estático e apenas variarmos sua intensidade, os valores de Vx e Vy também variam.
Esse comportamento deve ser corrigido pois a intensidade na sáıda do interferômetro varia
com a diferença de fase φ. Corrigimos esse comportamento normalizando Vx e Vy pela
intensidade total (que por sua vez é proporcional a V ) e definimos as tensões normalizadas
X e Y :

X ≡ Vx
V
, Y ≡ Vy

V
. (2.6)

Esse procedimento é válido se o deslocamento é pequeno o suficiente para que a
intensidade total não varie, pois para grandes deslocamentos pode ser que o spot escape
da área de detecção. Todos os deslocamentos analisados neste trabalho são compat́ıveis
com a restrição anterior.
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Figura 2.4: Gráfico da sáıda normalizada X = Vx/V do detector em função da tensão
sobre o piezo Vpiezo para a tensão de soma de V = 4.84 V. Através do coef. angular desse
gráfico podemos relacionar o valor de Vx com o deslocamento do feixe sobre o detector.
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Ainda é necessário relacionar os variações de X e de Y com o deslocamento do centroide
do feixe, ou seja, é necessário calibrar o detector de quadrante. Para encontrar essa relação
(que deve ser linear para pequenos deslocamentos) removi o divisor de feixes de dentro do
interferômetro e movi o espelho 2 com uma fonte DC. Isso permite calcular o deslocamento
sobre o detector usando ótica geométrica: para pequenos ângulos θ que o espelho gira, o
deslocamento ∆x do feixe é

∆x = 2θL, (2.7)

onde L é a distância percorrida pelo feixe e, pelo alinhamento, o deslocamento sempre
coincide com a direção x do detector. Para uma distância de L = 69.5 cm, o spot se move
0.518 µm por volt aplicado sobre o piezo pelas eqs. (2.1) e (2.7). Variando a tensão da fonte
DC de 0 a 300 V, fiz o gráfico de X = Vx/V contra a tensão aplicada sobre o piezo para
V = 4.84 V, figura 2.4. O coef. angular da reta ajustada é igual a (2.06± 0.01)× 10−3 V−1,
o que pelas eqs. (2.1) e (2.7) dá que o spot se move (251± 1) µm a cada variação em uma
unidade de X. Com essa calibração pronta só resta realizar a medida da deflexão através
da medida fraca.

A medida fraca foi realizada acoplando a sáıda Vx do detector de quadrante a um
amplificador lock-in. Sua referência era a mesma fonte que alimentava o piezo com um sinal
senoidal de 400 Hz de frequência e amplitude 28.9 mV. Já a sáıda soma do detector era
monitorada através de um mult́ımetro digital. Foram então registrados os valores do lock-in
e do mult́ımetro em função da fase φ dada pelo BSC, fig. 2.5. É importante mencionar que
o valor máximo de φ explorado nesta medida se encontra abaixo da saturação do detector
de quadrante.
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Figura 2.5: (a) Tensão medida pelo amplificador lock-in em função de φ. (b) Sáıda “soma”
do detector de quadrante em função de φ.

Nota-se da fig. 2.5b que o valor da soma registrada pelo mult́ımetro cresce quadrati-
camente com a fase. Isso é consistente com a aproximação de pequenas fases realizada
nas eqs. (1.46) (para o tratamento quântico) e (1.60) (para o tratamento clássico), onde
a intensidade (ou probabilidade de detecção do fóton) cresce com φ2. Já da fig. 2.5a,
nota-se que o valor registrado pelo amplificador lock-in cresce linearmente com a fase. Isso
também é explicado pela teoria, pois, pelo que já foi explicado anteriormente, a sáıda Vx
do detector de quadrante é proporcional à diferença em intensidades. Como a intensidade
total cresce com φ2 enquanto que o deslocamento fraco é inversamente proporcional a φ, a
sáıda Vx depende do produto desses dois últimos fatores, o que a faz depender linearmente
em φ.
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Dividindo Vx por V , encontra-se a tensão normalizada X para cada valor de φ. Combi-
nando X com a calibração realizada pela fig. 2.4, temos enfim o gráfico do deslocamento
fraco 〈x〉w em função da diferença de fase, fig. 2.6a. Essa figura mostra um comportamento
decrescente de 〈x〉w para diferenças de fase maiores do que 0.15 rad, seguindo aproxi-
madamente uma curva do tipo φ−1, como esperado pela teoria. Para diferenças de fase
menores do que 0.15 rad, o deslocamento fraco rapidamente se aproxima de zero. Esse
comportamento será analisado mais adiante.
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Figura 2.6: (a) Valor calculado do deslocamento fraco 〈x〉w e (b) valor calculado do ângulo
θ para cada valor de diferença de fase.

Para encontrar o ângulo θ que o espelho é rotacionado utilizamos a eq. (2.2) com os
valores de 〈x〉w da fig. 2.6a e os parâmetros já explicados anteriormente (λ = 632.8 nm
e σ = 484 µm). A fig. 2.6b mostra os valores calculados de θ para cada valor da fase φ,
considerando apenas erros instrumentais e não sistemáticos. O valor do ângulo θ deveria
dar uma constante independente de φ pois ele apenas depende da tensão aplicada sobre o
piezo. Esse comportamento constante só aparece para diferenças de fase maiores do que
aprox. 0.37 rad. Se apenas os pontos acima de 0.37 rad são considerados, encontramos
o valor de (11.4± 0.1) nrad para o ângulo θ que o espelho é rotacionado, enquanto que
pelas especificações do piezo encontramos o valor de 10.8 nrad para a tensão de 28.9 mV
utilizada. Também é interessante quantificar a amplificação atingida pela medida fraca:
tomando a eq. (2.7) como a deflexão não-amplificada, encontramos que a medida fraca
amplifica a deflexão transversal em 32 vezes, aproximadamente. A amplificação máxima
é de 49 vezes e ocorre em φ = 0.15 rad aprox., só que esse ponto se encontra fora do
intervalo em que o ângulo θ é independente de φ.

O método falha em dar valores do ângulo θ independente de φ para diferenças de fase
menores do que 0.37 rad pois, para esses valores, o sinal da deflexão se torna comparável à
qualquer intensidade residual que não interfere destrutivamente. Essa intensidade residual
provém das reflexões e espalhamentos nos objetos que compõem o interferômetro, e podem
ser reduzidas através de um melhor alinhamento. É devido a essa intensidade residual que
〈x〉w possui amplificação menor do que a ideal na fig. 2.6a para φ menor do que 0.37 rad.
Tentei subtrair um valor constante da fig. 2.5b através de um ajuste polinomial do tipo
a+ bφ2, mas os valores de ângulo encontrados não apresentaram melhoras significativas em
relação aos encontrados na fig. 2.6b. Mesmo pasśıvel de minimização, os valores mı́nimos de
φ que dão uma medida confiável de θ concordam com os valores encontrados na literatura
[2, 13].
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Propriedades e aplicação de medidas fracas em ótica

O método demonstrou problemas para medir ângulos causados por tensões sobre o
piezo menores do que 28.9 mV, pois o rúıdo se tornou comparável ao valor medido pelo
lock-in. Esse rúıdo pode ser minimizado após uma investigação mais cuidadosa de sua
fonte, o que será deixado para um trabalho futuro. Acredito ser posśıvel otimizar o sistema
para que medidas de picoradianos sejam posśıveis, pois Dixon et al [2] utilizou o mesmo
sistema para medidas de centenas de femtoradianos.

Também explorei o limite superior da aproximação de pequenas fases para caracterizar o
intervalo em fase que a medida fraca dá valores confiáveis de ângulo para os mesmos 28.9 mV
sobre o piezo, fig. 2.7. Nesse experimento a fase foi variada até a intensidade se encontrar
no limite de saturação do detector. As caracteŕısticas da fig. 2.7 são essencialmente as
mesmas da fig. 2.6, exceto que os últimos pontos da fig. 2.7 se encontram fora do regime
de pequenas diferenças de fase pois φ & 1 para esses pontos.
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Figura 2.7: (a) Valor calculado do deslocamento fraco 〈x〉w e (b) valor calculado do ângulo
θ para cada valor de diferença de fase (sem incertezas), explorando o limite de saturação
do detector.

30



Considerações finais

Neste trabalho mostrei uma descrição mais detalhada da medida em mecânica quântica.
Em especial, foi mostrado como uma interação pode acoplar dois graus de liberdade de
um sistema quântico, o que permite a medida de um grau de liberdade dar informação
sobre o outro. A medida fraca foi mostrada então como um caso especial dessa descrição
mais genérica de medida, onde a interação de acoplamento é considerada “fraca” e se
pós-seleciona apenas alguns estados para contribuir para o valor medido.

As propriedades da medida fraca também foram exploradas, principalmente a proprie-
dade que uma escolha de estados quase ortogonais amplifica o valor fraco, o que permite
realizar medidas de interações muito pequenas. Também foi demonstrado que, em geral, a
medida fraca é um número complexo em que as partes real e imaginária podem ser medidas
devido a seus efeitos diferentes sobre a função de onda do sistema. Também mostrei
como podemos interpretar a medida fraca como um número que caracteriza a mudança
relativa da probabilidade de detecção de uma part́ıcula em um estado final quando há
uma interação intermediária.

Seguindo o que foi feito por Dixon et al [2], foi descrito teoricamente o interferômetro
de Sagnac, que é um experimento capaz de exemplificar uma medida de valor fraco.
Nesse experimento a deflexão do espelho simétrico do interferômetro serve como interação
intermediária, o que acopla a informação transversal do feixe com a informação do caminho
que ele tomou. Mostrei que ambas as descrições quântica e clássica do interferômetro
concordam com o valor da deflexão.

O interferômetro foi montado em laboratório e constatou-se que ele é bem descrito pela
teoria. Utilizando um detector de quadrante e um amplificador lock-in, foi posśıvel medir
uma deflexão de (11.4± 0.1) nrad de um espelho movido por um atuador piezoelétrico
num frequência de 400 Hz, enquanto que pelas especificações de fábrica a deflexão seria de
10.8 nrad para uma tensão DC. Comparado à deflexão sem o interferômetro, a medida
fraca amplificou o valor da deflexão em 32 vezes. Não foi posśıvel realizar medidas de
ângulos menores do que esse devido ao rúıdo se tornar comparável ao sinal medido pelo
lock-in. Uma investigação da fonte desse rúıdo será deixada para um futuro trabalho no
intuito de tornar posśıvel a medida de ângulos da ordem de picoradianos.

A principal dificuldade no experimento foi realizar um alinhamento que minimizasse a
intensidade residual devido à luz espalhada e refletida em interfaces. Essa luz que não
interferia destrutivamente limitou inferiormente os valores da diferença de fase que podem
ser usadas no experimento, mas não impossibilitou a medida do ângulo. Ficará para um
trabalho futuro investigar se, por exemplo, uma detecção heteródina pode melhorar ainda
mais a razão sinal-rúıdo e reduzir o limite inferior devido à intensidade residual.
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Apêndice A

Código em MATLAB

Aqui se encontra o código desenvolvido em MATLAB para medir o deslocamento
do feixe com a câmera CMOS modelo PointGrey Flea3 FL3-U3-13Y3M na seção 2.3.1.
Ele utiliza o módulo provido pela PointGrey que permite acessar as funções da câmera
diretamente do MATLAB.

Ao executar o código, a rotina coleta a intensidade sobre cada pixel em 100 quadros
(gravando o tempo que cada quadro é chamado) na taxa mais rápida posśıvel, que é
limitada pelo tempo mı́nimo de integração da câmera e principalmente pela velocidade
de execução da rotina. Ela então realiza uma média em cada quadro sobre a direção
transversal ao deslocamento do feixe no intuito de eliminar rúıdos e ter apenas um perfil
de intensidade. Depois uma gaussiana é ajustada quadro a quadro e a posição do seu
centroide é plotada contra o tempo. Desse gráfico uma função senoidal é ajustada, e da
amplitude da senoide (em pixels) temos informação do deslocamento fraco.

function weak_fit()

clear all;

framesToCollect = 100;

%figura = figure(1); %abra uma figura

%Acerte os parametros com a posicao do feixe de interesse

%xMedida = 240; %posicao para a reta vertical, em px

%yMedida = 240; %posicao para a reta horizontal

%tente abrir a camera

try

vid = videoinput(’pointgrey’, 1, ’F7_Raw8_1280x1024_Mode0’);

catch

errordlg(’Camera nao encontrada!’);

clear all;

return;

end

% pega as configs da camera (exposicao, brightness, etc)

src = getselectedsource(vid);

get(src);

%Video parameters
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2.3. Detecção

%1 frame per trigger

set(vid, ’FramesPerTrigger’, 1);

%Go on forever

set(vid, ’TriggerRepeat’, Inf);

%Get grayscale image

set(vid,’ReturnedColorSpace’,’grayscale’);

triggerconfig(vid, ’Manual’);

%comece a aquisicao

start(vid);

data = cell(framesToCollect, 1); % empty cell array, data will be appended

times = []; % time array to record elapsed time

fitParameters = cell(framesToCollect, 1); %empty cell array for fit coeffs

% collect frames

tic;

for i = 1 : framesToCollect

trigger(vid);

times = [times; toc];

data{i} = getdata(vid);

end

%imshow(data{50});

times

% average the y axis

for i = 1 : size(data, 1)

data{i} = sum(data{i}, 1) / 1024;

end

%define funcao para fit

gaussian = ’a * exp(-(x-b)^2/(2*c^2)) + d’;

startCoef = [ 0.5 640 10 0.16 ];

x = 1:1280;

for i = 1 : framesToCollect

ajuste = fit(x(:), data{i}(:), gaussian, ’Start’, startCoef);

fitParameters{i} = coeffvalues(ajuste);

startCoef = fitParameters{i};

end

% extract b coeff into a column matrix

b = [];

for i = 1:framesToCollect

b = [b; fitParameters{i}(2)];

end
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Propriedades e aplicação de medidas fracas em ótica

% fit a sine wave to b

sine = ’a * sin(b * x + c) + d’;

A = max(b) - min(b);

D = mean(b);

startCoef = [ A 6.28 5 D ];

ajuste = fit(times(:), b(:), sine, ’Start’, startCoef)

%coeffvalues(ajuste);

plot(ajuste, ’r’, times(:), b(:), ’*’);

drawnow;

%limpe tudo quando acabar

stop(vid);

delete(vid);

clear;

end
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