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Resumo. Neste trabalho realiza-se a implementacdo numérica do modelo constitutivo para
materiais hiperelasticos isotropicos de Hoss-Marczak modificado, através de uma sub-rotina
UMAT no software comercial de elementos finitos Abaqus. Para tal, os tensores de tenséo de
Cauchy e tensor tangente sdo apresentados. Trés casos de deformacdo homogénea sao
replicados, com base em dados experimentais, para fim de validacdo da implementacao
numérica. Os resultados mostram que a implementacdo representa fielmente o modelo
constitutivo e é capaz de realizar predi¢gdes numéricas precisas do comportamento mecanico
do material modelado.

Palavras-chave: Hiperelasticidade, Hoss-Marczak, Elementos Finitos, Abaqus

Abstract. In this paper the numerical implementation of the modified Hoss-Marczak
constitutive model for hyperelastic isotropic materials is performed through a UMAT
subroutine in the finite element commercial software Abaqus. The stress tensor and elasticity
tensor are presented. Three homogeneous deformations cases are ran in order to validate the
numerical implementation. Results show the implementation accurately represents the
constitutive model and is able to do precise numerical predictions of the modeled material’s
mechanical behavior.

Keywords: Hyperelasticity, Hoss-Marczak, Finite Elements, Abaqus
1. INTRODUCAO
1.1. MOTIVACAO

Materiais hiperelasticos sdo assim denominados por serem capazes de apresentar grandes
deformagdes, muito maiores que as encontradas em materiais convencionais de engenharia.
Estes materiais tém como caracteristica a ndo linearidade da rela¢do constitutiva entre tenséo e
deformacéo, independentemente do nivel de solicitacdo (HOSS, 2009). Um grupo de materiais
tipicamente hiperelasticos sao os elastdmeros.

Devido ao comportamento mecanico néao linear, ndo € possivel aplicar a Lei de Hooke
para descrever a relacdo tensdo-deformacdo desses materiais, portanto a forma mais utilizada
para representar este tipo de relagdo constitutiva é por meio da proposicdo de uma fungéo de
densidade de energia de deformacdo especifica, desenvolvida, em geral, apenas para 0s
materiais que se pretende modelar. Estudos buscam encontrar uma funcdo que represente de
forma mais adequada o comportamento da maior variedade possivel de materiais, cujas
propriedades podem variar até mesmo com pequenas mudancas na composicao quimica. Neste
contexto de busca por uma funcdo para materiais hiperelasticos, encontra-se 0 modelo de Hoss-
Marczak (HOSS, 2009), posteriormente modificado por Stumpf & Marczak (2018).



Implementar este modelo constitutivo em um software comercial de elementos finitos, tal
como o Abaqus, através de uma sub-rotina do tipo UMAT, que permite simular o
comportamento mecanico destes materiais para qualquer caso de deformacdo, portanto, é de
fundamental importancia.

1.2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

Stein & Sagar (2008) testaram a convergéncia da implementacdo numérica em sub-rotina
UMAT no software Abaqus do modelo neo-Hookeano, em relacdo a forma de obtencéo da
matriz jacobiana material (ou tensor tangente). Foram comparados os métodos de obtencéo
analitico, numérico e através da taxa de Jaumann da tensdo de Kirchhoff. Mostrou-se que
somente com a obtencdo do tensor tangente pela taxa de Jaumann da tensdo de Kirchhoff ha
garantia de convergéncia quadratica ou quase quadratica.

Steinmann et al. (2012) fizeram uma revisdo de 14 modelos para materias elastoméricos,
tanto modelos fenomenoldgicos quanto micro-mecanicos, entre os quais, modelos muito
conhecidos como o neo-Hookeano, Mooney-Rivlin, Yeoh, Ogden e Arruda-Boyce. Foi
condensada a informacdao necessaria para a obtengéo dos tensores de tensdo e tensores tangentes
consistentes para implementacdo numérica dos modelos. Foi feita uma avaliacdo do
desempenho por comparagdo com os dados experimentais de Treloar (1944).

Suchocki (2017) realizou a implementacao em elementos finitos de modelos de materiais
ligeiramente compressiveis. Foram utilizados modelos cuja parte isocoérica da funcdo de energia
de deformacdo é baseada no primeiro invariante do tensor de deformacdo de Cauchy-Green a
direita, entre os quais 0os modelos de Gent, Jemioto e Lopez-Pamies. Foi utilizada uma sub-
rotina UMAT no software Abaqgus. Os resultados foram comparados com solugdes analiticas,
com excelente concordancia.

Baaser et al. (2017) investigaram a possivel inconsisténcia das sub-rotinas UHYPER e
UMAT no software Abaqus para materiais hiperelasticos compressiveis. As sub-rotinas foram
comparadas para materiais quasi-incompressiveis (borrachas) e materiais altamente
compressiveis (espumas). Foi observada uma inconsisténcia no caso de materiais altamente
compressiveis, para os quais foi implementada uma correcdo no célculo do tensor tangente.

Nedjar et al. (2017) realizaram a implementacdo em método de elementos finitos do
modelo exponencial de Hencky-logaritmico, baseado na decomposicdo espectral das
expressdes de tensdo e deformacdo. Foi utilizada a sub-rotina UMAT no software Abaqus para
realizar as simulac@es, entre elas a de uma eversdo de um tubo eléstico incompressivel. A
formulacdo proposta mostrou-se eficiente e robusta para casos bi- e tridimensionais.

Franus & Kowalewski (2018) compararam a eficiéncia computacional de diferentes
formas de implementar um modelo hiperelastico no software Abaqus, versdo 6.14. Foram
avaliadas as sub-rotinas UHYPER e UMAT. O modelo constitutivo escolhido foi o neo-
Hookeano para materiais isotrépicos compressiveis. Foram realizadas simulagdes com uma
placa plana com um furo, submetida a tragdo, um disco plano com um furo, submetido a
compresséo, e um tubo com entalhe, submetido a tracdo e compresséo axial. Para os casos
bidimensionais ndo houve muita diferenca entre as sub-rotinas, embora a UHYPER tenha sido
ligeiramente mais eficiente. Para o caso tridimensional houve maiores diferengas, a sub-rotina
UMAT foi menos eficiente e mostrou-se menos estavel.

Gillani (2018) desenvolveu uma sub-rotina UMAT para prever a resposta hiperelastica
de elastdmeros, baseada em equagdes constitutivas obtidas da funcéo de energia de Gent. Casos
simples foram simulados e comparados com solugdes analiticas. Os resultados das simulacdes
foram também comparados com dados experimentais de um elastometo. Foi realizado um teste
de convergéncia em relagdo ao refinamento da malha. Foi observado que a sub-rotina reproduz
com boa precisdo a resposta experimental do material.



Connolly et al. (2019) propdem uma implementacdo de modelos hiperelasticos baseada
nos alongamentos principais, para ser utilizada em uma sub-rotina UMAT no software Abaqus.
Os resultados sdo comparados com a implementacdo convencional baseada nos invariantes do
tensor de deformacdo de Cauchy-Green. A implementacdo mostrou-se estavel e precisa, com
esfor¢co computacional similar.

Gazola (2019) realizou uma implementacdo do modelo modificado de Hoss-Marczak
utilizando uma sub-rotina UHYPER, que permite a caracterizacdo de materiais hiperelasticos
definindo a funcdo de densidade de energia e as derivadas parcias de 12 e 22 ordem em relagéo
aos termos invariantes. A obtengéo dos coeficientes foi realizada atraves de um ajuste de curvas
com base em dados de um ensaio de tracdo uniaxial e predi¢6es tedricas. Os resultados foram
satisfatorios para simulagdes de ensaios de tracdo uniaxial, tracdo biaxial e cisalhamento puro,
além de um caso de geometria mais complexa.

1.3. OBJETIVO

O objetivo principal deste trabalho é implementar numericamente o0 modelo constitutivo
hiperelastico modificado de Hoss-Marczak (STUMPF & MARCZAK, 2018) através de uma
sub-rotina UMAT no software comercial de elementos finitos Abaqus, v. 6.14, e validar esta
implementacdo através da comparacdo de resultados obtidos em simulagdes com dados
experimentais.
2. FUNDAMENTACAO

Considera-se um corpo finito no especo tridimensional, no qual ocorre uma deformacéo
finita ¢, com um gradiente de deformacao F, dado por

p=20% @

ox ’

onde X é um ponto material na configuracéo de referéncia, e o Jacobiano J é

J = |F|. )

O gradiente de deformacdes F pode ser decomposto, conforme

F=F- F, (3)
em que F é a parte volumétrica e F é a parte isocorica, dados por

F =51 4)
e

F = J73F, (5)
respectivamente, onde | € o tensor identidade de 22 ordem.

O tensor de deformacdo de Cauchy-Green a direita, € é dado por



C=F""F, (6)
cuja porcéo isocorica é
C=F"-F. (7)

Os invariantes de C, Ig, IIg e I11¢, sdo dados por

Iz = tr(0), (8)
g = %[tr(f‘)z —tr(C?)], e ©)
Iz =|C| =1, (10)

respectivamente, em que tr() se refere ao operador trago, o qual para um tensor qualquer A é
computado por

tr(A) =A:IL (11)

A funcdo de densidade de energia de deformacdo W de um modelo hiperelastico
compressivel pode ser escrita em sua forma desacoplada como uma soma das partes isocorica
W e volumétrica W em funcéo dos invariantes de € e do jacobiano J, conforme

W =W(g Ilg) + W(J). (12)

O tensor de tensdo de Cauchy pode ser escrito em funcdo do gradiente de deformacéo e a
derivada de W em relacédo ao tensor de deformacdo de Cauchy-Green a direita como

o= 2]‘1F6Vg—£C)FT. (13)

O segundo tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff S é escrito em funcdo do tensor de tenséo
de Cauchy como

S = (detF)F~1oFT, (14)
que pode ser decomposto, seguindo 0 mesmo critério da funcdo de energia, conforme

ow
§=2—=5+8, (15)

em que S ¢ a parte isocdrica, dada por
_ 2
S =J73P:§ (16)

e § é parte volumétrica, dada por



? = ]—C_l, (17)
respectivamente, onde IP € um tensor de projecédo de 42 ordem
1
IP’=]I—§C‘1®C (18)
e § é um tensor de tenséo ficticio dado por
§=—==mnl+7C, (19)

onde y; e y, sdo dados por

Y il (20)
1=\ " a1z )’
e
ow
7= -2 21

respectivamente, e 7é o tensor unitario de 42 ordem diadico, dado por
I=IQI, (22)
que também pode ser escrito como
Lijrr = 6ij01 (23)
onde § € o delta de Kronecker.
O tensor tangente, de 42 ordem, é o Hessiano da funcdo de energia de deformacgdo W, e é
proporcional a derivada do segundo tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff em relacéo ao tensor

de deformacdo de Cauchy-Green a direita. Este tensor pode também ser decomposto em suas
partes volumétrica e isocorica, conforme

s . _
C=2—=C+C, (24)

em que a parte volumétrica C é dada por

C= ow oW clc? zaW cloct? 25
=] W"‘] e C®CH) - ]W( oc™) (25)

e a parte isocorica é dada por



_ o 2 2 ~ 2 _ _

(C=]P>:(C:]P’T+§<(] 3S):C>]P>—§(C‘1®S+S®C‘1), (26)
onde P e C séo dados por

~ 1

P=c'OC"!- §c—l ®c! (27)
e

((“:=]‘%(511®1+52(1®E+E®1)+S3E®E+S4H), (28)

respectivamente, e os termos J;, 8,, 85 e &, sdo calculados por

5= 4PN g SW W 2OV (29)
YT\ arg? Colgdlle " allg ¢ al1ig?)’

5, = —4 Gl + I 0w (30)
2 dledlls ~ “allg?)’

55 =14 il (31)
Y e

_ ow

__ 32

respectivamente. O operador ® refere-se ao produto diadico simétrico de 4% ordem, definido
como

1
(AGE);ji = > (AiEj; + AuEp), (33)

para dois tensores quaisquer de 22 ordem A e E.

A sub-rotina UMAT interage com o software Abaqus, recebendo deste, como variaveis
de entrada, o gradiente de deformacdo F e os parametros do material (os parametros podem
estar, alternativamente, definidos na prépria sub-rotina). As variaveis de saida que devem ser
providas sdo a tensdo (de Cauchy, o) e a matriz jacobiana material, dAc/ dAe. (ABAQUS 6.14,
2014)

E preciso, porém, passar a descri¢do das grandezas do dominio material (Lagrangeano)
para o dominio espacial (Euleriano), ja que esse € o método requerido pelo Abaqus.

O tensor de deformacgdo unimodular de Cauchy-Green a esquerda, B, é dado por

FT. (34)

S~
Il
o]

Embora C e B ndo sejam iguais, 0s seus invariantes o sio, ou seja,

Ig = tr(B) = tr(C) = Iz, (35)



[tr(€)? — tr(C?)] = Ilg, e (36)

N| =

1 — _
Iz = 5 [tr(B)? — tr(B?)] =

Iz =|B| = |C| = lllg = 1, (37)

0 que permite escrever equacdes, tanto em funcéo das invariantes de B quanto de C, com o
mesmo formato, inclusive a funcdo de energia de deformacéo W.

Seguindo os procedimentos apresentados no guia teérico do software (ABAQUS, 2014),
obtem-se a forma adequada a implementacéo para a equacdo do tensor de tensdo de Cauchy
como

o=s—pl, (38)
onde s é a parte deviatorica da tensdo dada por

s =—-[nB +7.B - B]*, (39)

1
J
e p € a parte volumétrica da tensao, dada por

ow

T (40)

p:

onde y; e y, sdo dados pelas Equacdes 20 e 21, respectivamente.
O superescrito d na Equacédo 39 denota que deve-se considerar somente a parte deviatérica
do tensor. Sabe-se que a parte deviatorica, A%, de um tensor qualquer A, é dada por

Al =4- %tr(A)I. (41)

Tem-se, portanto, que a forma final para implementacéo do tensor de tensdo de Cauchy é
dado por

1 _ __ 1 _ _ ow
a=7 ()713+;723~B)—§tr(;713+)723-3)1 +W" (42)

Seguindo os procedimentos apresentados no guia teorico do software (ABAQUS, 2014),
obtém-se a forma adequada a implementacéo para a equacao do tensor tangente ¢, dado por

€ = Cyo T Ciso, (43)
onde cvoré a parte volumétrica do tensor, dada por

Cyror = KelL, (44)
onde Ke € 0 mddulo volumétrico efetivo, dado por

62W+ ow
ajz 9]’

op

5 45)

Ke=-(150+p)=J



e Ciso€ a parte isocorica do tensor, dada por

1
Ciso = (¢5)4 =¢° — gtr(Cs)L (46)

em que ¢ é o modulo tangente deviatdrico efetivo do material, dado por

1 y—lHl+}72H2i6_1§®§+6_2(§-§_®§+§®§-§)
CS=7 —_— — - — 65 — — 66 - — - = ) (47)
+63B-B®B-B+?(1®B+B®I)+?(I®B-B+B-B®I)

onde os termos 51, 6, e 85 sdo dados respectivamente pelas Equacdes 29, 30 e 31, e Hy, Ho,
&5 e §g sdo calculados por

1, - =
Hlijkl = E(aikle + Bik5jl + 6” jk + Bll ) (48)
1, - - o
Hy i = 5 (OueBjpBpt + BipBpicdju + 8uBjpByk + BipBySjic + BucBju + BuBje).  (49)
A APy LU + Iz 62W+(1 + 211g) W oty 2V 50
= Mo TPa T Porg? VP ST T b 0
5 = 4 26W+1 ot + 211 oo (51)
6~ olly = Bolgolip Bong?)

respectivamente.

O modelo HMI modificado (STUMPF & MARCZAK, 2018) propde a Equacédo 52 para
determinar a componente isocorica da fungio de densidade de energia de deformagéo W, para
materiais incompressiveis:

C
_ C C;(Ig —3)\* g
W=-2(1-eCU53)) 4 = (1 + %) — 1|+ C4lIgln (?B) (52)
3 4
em que Cy, C,, Cs3, C4, Cs € Cg S80 parametros do material.

Para a implementacdo numérica, usa-se
1
W=§1’<U—1)2 (53)

para determinar a componenete volumétrica da funcao de densidade de energia de deformacdo,
W, em que K é 0o modulo volumétrico do material.

3. METOLOLOGIA



O modelo hipereléstico foi implementado em uma sub-rotina UMAT escrita em codigo
Fortran 77, na qual as equacOes presentes na Sec¢do 2, seguindo a abordagem proposta no Guia
Teorico do Abaqus, foram transcritas para calcular o tensor de tensdes de Cauchy o e o tensor
tangente c, a partir do gradiente de deformacdo F. Os parametros materiais foram escritos
diretamente na sub-rotina. A sub-rotina desenvolvida esta apresentada no Apéndice | em seu
inteiro teor. As derivadas parciais ndo nulas para 0 modelo implementado sdo

- Ci—1

ow C C 4
_ —-Cp(15-3) 4 25 2301 — 54
o C,e B3) 4 > <1+C4 (I3 3)) , (54)
oW Ilg
E —_ C6 + C6 ln (?) , (55)
57 =KU-D. (56)
92w CsC C Cam2

= — —Cx(15-3) L 233 (¢ _ B (1 — 57
61§2 Clcze B + ZC4 (C4 1) <1 + C4 (IB 3)) 5 ( )
W C, 5
ollg?  Ilg’
92w
oz =" (59)

Foi utilizado o conjunto de pardmetro obtidos de Stumpf & Marczak (2019), que fizeram
um ajuste com base nos dados experimentais de Treloar (1944). (Tabela 1)

Tabela 1 — Conjunto de parametros ajustados por Stumpf & Marczak (2019).

C1 Co Cs Cs Cs Cs
0,12 -6,8E-6 0,13 3,0 4 5E-2 1,65E-4

Foram realizadas simula¢Ges computacionais no software de elementos finitos Abaqus,
v. 6.14, utilizando-se a sub-rotina UMAT com o0s parametros previamente descritos. As
simulacdes representam os casos de ensaios de tracdo uniaxial, Figura 1(a), tracdo biaxial,
Figura 1(b) e cisalhamento puro, Figura 1(c). Todas as simulagdes utilizaram geometrias
tridimensionais, com elementos quadraticos do tipo C3D20, com 20 no6s e 27 pontos de
integracdo. Foram escolhidos elementos quadraticos para evitar problemas se shear e
volumetric locking e eliminar modos espurios de deformacéo.
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Figura 1 — (a) Tracdo uniaxial; (b) Tragdo biaxial; (c) Cisalhamento puro; linicial € 0
comprimento inicial; Fr € a forca de reacdo; u € o deslocamento aplicado; o € a tensdo;

a) linicial

Fr }i

z_; >

u

= =4

b) [lt C)
u
= KN 1 .
linicial linicial
; 7z
L Fg | Fg

i w 2 N \
/

TITITIT] [TITTTTITITT]

i’ [

A simulacdo de tracdo uniaxial foi realizada um uma tira de 100 mm de comprimento, 10
mm de largura e 1 mm de espessura, submetida a um deslocamento prescrito na direcao
longitudinal de até 660 mm, atuando sobre uma extremidade, enquanto a outra permaneceu
restringida por um apoio.

Para a simulacdo de tracdo biaxial foi feita uma placa quadrada com lados de 100 mm e
1 mm de espessura, submetida a deslocamentos prescritos nas duas dire¢Bes principais, de até
350 mm em cada direcdo, atuando sobre as faces normais aos deslocamentos aplicados,
enguanto as faces opostas permaneceram restringidas por apoios.

O caso de cisalhamento puro foi simulado com uma tira com as mesmas dimensdes do
caso de tracdo uniaxial, porém o deslocamento prescrito foir realizado na direcdo da largura,
com magnitudede até 40 mm. A face oposta foi restringida com engaste, e a face onde aplicou-
se 0 deslocamento foi restringida nas direcdes ortogonais ao deslocamento.

Das simulacdes realizadas obteve-se as forcas de reacédo, Fr, ao longo da aplicacdo da
carga. Estas forgas, dividas pela &rea em que a forca é exercida, Ainicial, referente & geometria
inicial, resultam nas tensbes de engenharia, o, conforme Equacdo 60. J& o deslocamento
aplicado, u, dividido pelo comprimento inicial, linicial, resulta na deformagéo de engenharia, &,
conforme Equacéo 61:

i (60)
o= .
Ainicial
u
e = (61)

linicial
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Os dados coletados nas simulacdes foram utilizados para a construcdo de curvas de
tensdo-deformacdo para os trés casos. Essas curvas foram comparadas as curvas geradas a partir
dos dados experimentais de Treloar (1944).

4. RESULTADOS

Conforme descrito anteriormente, foram realizadas trés simula¢es numéricas de casos
de deformacdo homogénea. As figuras 2, 3 e 4 apresentam as configuracdes deformadas dos
casos de tracdo uniaxial, tragcdo biaxial e cisalhamento puro, respectivamente. A geometria
inicial é representada por linhas pontilhadas.

Figura 2 — Configuracdo deformada de tracdo uniaxial simulada. A deformacéo é
apresentada em escala de 10%. U1 € o deslocamento na dire¢éo do eixo X.

U, U1
+6.6002+02
+6.050e+02
+5.500e+02
+4.950e+02
+4.400e+02
+3.850e+02
+3.300e+02
+2.750e+02
+2.200e+02

Step: Step-1
Increment  S52: Step Time = 1,000

z X Primary Yar: U, U1
Deformed war: U Deformation Scale Factor: +1.000e-01

Figura 3 — Configuracéo deformada de trac&o biaxial simulada. A deformac&o é
apresentada em escala de 10%. U1 é o deslocamento na direcdo do eixo X.

U, Ul
+3.500e+02

Step: Step-1
Increment  52: Step Time = 1.000

z X Primary Var: U, U1 .
Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +1.000e-01
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Figura 4 — Configuracéo deformada de cisalhamento puro simulada. A deformagéo é
apresentada em escala de 100%. U2 ¢é o deslocamento na direcdo do eixo Y.

u,uz
+4.000e+01
+3.667e+01
+3.333e+01
+3.000e+01
+2.667e+01
+2.333e+01
+2.000e+01
+1.6672+01

Step: Step-1
Increment  S2: Step Time = 1.000

z X Primary Var: U, U2
Deformed War: U Deformation Scale Factor: +1.000e+00

As simulacg6es realizadas para validar aimplementacéo, em que fez-se uso dos parametros
do conjunto da Tabela 1, obtiveram os resultados apresentados no grafico da Figura 5, no qual
sdo expostos também os dados experimentais, para comparagao.

Figura 5 — Comparacao das curvas de tensdo-deformacéo dos resultados das simulages com
0s dados experimentais de Treloar.

——UMAT HMI Tragdo Uniaxial ™
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Nos trés casos simulados foram obtidos valores de tensdo préximos aos dados
experimentais. Os resultados encontrados apresentam grande similaridade com o ajuste de
parametros, apresentado na Figura 6, Anexo I.

5. CONCLUSAO

Neste trabalho fez-se uso de uma sub-rotina do tipo UMAT para implementar o0 modelo
de Hoss-Marczak modificado no software comercial de elementos finitos Abaqus. As
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simulacOes realizadas mostraram que a sub-rotina € capaz de predizer o comportamento
mecanico do material simulado com preciséo razoavelmente boa.

Foram realizadas simula¢Ges com trés casos de deformacdo homogénea indicados para
materiais hiperelasticos, em que percebeu-se uma boa concordancia dos resultados das
simulagdes com os dados experimentais.

Ha que se levar em conta que os resultados da implementacdo do modelo dependem dos
parametros utilizados. De fato, ao comparar-se as curvas dos resultados obtidos frente aos dados
experimentais, observa-se 0 mesmo comportamento das curvas de ajustes de parametros.
Conclui-se com isso que a implementacdo reproduz com fidelidade o modelo constitutivo na
sub-rotina, mas que 0s erros na obtencdo dos parametros, pelo ajuste numérico, impedem a
obtencéo de resultados mais precisos.

Sugestdes para trabalhos futuros:

- Simulagdes de casos de deformacgdo ndo homogénea

- Incorporacédo de efeito de anisotropia, tanto com o modelo nativo do Abaqus quanto
através da prépria sub-rotina UMAT

- Expandir o modelo UMAT para VUMAT a fim de simulacéo via métodos explicitos.
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NOMENCLATURA

Letras do alfabeto

latino

B Tensor de deformacéo de Cauchy-Green a esquerda

C Tensor tangente (dominio espacial)

cs Maodulo tangente deviatérico efetivo do material

C Tensor de deformacdo de Cauchy-Green a direita

F Gradiente de deformacao

Fr Forca de reagdo

I Tensor identidade de 22 ordem

Invariantes do tensor de deformacdo de Cauchy-Green a
Ig, g, 1115
esquerda

I, g, g Invariantes do tensor de deformacéo de Cauchy-Green a direita

J Jacobiano

linicial Comprimento inicial

p Tensdo de pressao

S Tensdo deviatorica (dominio espacial)

S Tensdo deviatérica (dominio material)

u Deslocamento

W Energia de deformacéo

X Ponto material

Simbolos gregos

Oij Delta de Kronecker

€ Deformagcéo de Engenharia
K Modulo volumétrico

Ke Madulo volumétrico efetivo
o Tensédo de Cauchy

® Tensor de deformacéo

Outros simbolos

C Tensor tangente (dominio material)
I Tensor unitério de 42 ordem diadico
P Tensor de projecéo de 42 ordem
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ANEXOS

ANEXO | — Ajuste numérico de parametros do modelo modificado de Hoss-Marczak aos dados
experimentais de Treloar (1944), apresentado na Figura 6. (STUMPF & MARCZAK, 2019)

Figura 6 — Ajuste numérico do modelo aos dados experimentais de Treloar (1944) obtido por
Stumpf & Marczak (2019) para tracdo uniaxial (t), tracdo biaxial (b) e cisalhamento puro (p).
Deformacdo [%] no eixo horizontal e tensdo [MPa] no eixo vertical.
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APENDICES

APENDICE | — Cédigo em linguagem Fortran 77 da sub-rotina UMAT para o modelo
hiperelastico de Hoss-Marczak modificado

SUBROUTINE IDEFORMACAO TANGENTE
UMAT (STRESS, STATEV, DDSDDE, SSE, SPD, SCD,
RPL,DDSDDT, DRPLDE, DRPLDT, STRAN, DSTRAN, IVARIAVEIS LOCAIS
TIME,DTIME, TEMP,DTEMP, PREDEF,DPRED,MATERL,,NDI,NSHR DIMENSION
,NTENS, SIG(3,3),5(3,3),SA(3,3),BBARM(3,3),UNI2(3,3),SIGV(
NTENS)

NSTATV, PROPS, NPROPS , COORDS, DROT , PNEWDT , CELENT,
,€c(3,3,3,3),cv0L(3,3,3,3),UNI4(3,3,3,3),C5(3,3,3,

DFGRD®, DFGRD1,NOEL , NPT, KSLAY, KSPT,KSTEP, KINC) 3),BBBAR(3,3),
INCLUDE 'ABA_PARAM.INC' TRCS(3,3,3,3),CIS0(3,3,3,3),H1(3,3,3,3),H2(3,3,3,3
),CC2(6,6),
CHARACTER*S MATERL33 DISTGR(3,3)

DIMENSION STRESS(NTENS),STATEV(NSTATV),
IPARAMETROS MATERIAIS
DDSDDE (NTENS,,NTENS ) , DDSDDT (NTENS ) , DRPLDE (NTENS ) ,
C1=PROPS(1)

STRAN(NTENS) ,DSTRAN(NTENS ) ,DFGRD@(3,3),DFGRD1(3,3) C2=PROPS(2)
s C3=PROPS(3)

C4=PROPS (4)
TIME(2),PREDEF(1),DPRED(1),PROPS(NPROPS), COORDS(3) C5=PROPS(5)
,DROT(3,3) C6=PROPS(6)

XKAP=PROPS(7)
I IMPLEMENTACAO DO MODELO CONSTITUTIVO DE

HOSS-MARCZAK MODIFICADO 1JACOBIANO E TENSOR DE DISTORGAO
INAO DEVE SER USADO EM ELEMENTOS DE TENSAO DET=DFGRD1(1, 1)*DFGRD1(2, 2)*DFGRD1(3, 3)
NO PLANO, DEVIDO A FORMA -DFGRD1(1, 2)*DFGRD1(2, 1)*DFGRD1(3, 3)
ICOMO OS COMPONENTES SAO PASSADOS AS IF(NSHR.EQ.3) THEN

MATRIZES DE TENSAO E DE



DET=DET+DFGRD1(1, 2)*DFGRD1(2,
3)*DFGRD1(3, 1)
+DFGRD1(1, 3)*DFGRD1(3,
2)*DFGRD1(2, 1)
-DFGRD1(1, 3)*DFGRD1(3,1)*DFGRD1(2,

2)
-DFGRD1(2, 3)*DFGRD1(3,
2)*DFGRD1(1, 1)
END IF
SCALE=DET**(-1.D0/3.D@)
DO K1=1, 3
DO K2=1, 3
DISTGR(K2, K1)=SCALE*DFGRD1(K2, K1)
END DO
END DO

ICALCULO DO B BARRA EM MATRIZ

DO I=1,3
DO J=1,3
BBARM(I,J)=0.D0
DO K=1,3

BBARM(I,J)=BBARM(I,J)+DISTGR(I,K)*DISTGR(I,K)
END DO
END DO
END DO

ICALCULO DO PRODUTO INTERNO BBAR.BBAR

DO I=1,3
DO J=1,3
BBBAR(I,J)=0.D@
DO K=1,3

BBBAR(I,J)=BBBAR(I,J)+BBARM(I,K)*BBARM(K,J)
END DO
END DO
END DO

ICALCULO DOS INVARIANTES
VI1BBAR=BBARM(1,1)+BBARM(2,2)+BBARM(3,3)

VI2BBAR=0.5D0* (VI1BBAR**2.D@-
(BBBAR(1,1)+BBBAR(2,2)+BBBAR(3,3)))

ICALCULO DOS GAMA BARRA: GAM1BAR E GAM2BAR

GAM1BAR=2.D@* (C1*DEXP (-C2*(VI1BBAR-3.D0))

+(C5/2.D@)*(1.D0+(C3/C4)*(VI1BBAR-
3.D0))**(C4-1.D0)

+VI1BBAR* (C6+C6*DLOG(VI2BBAR/3.D0)))

GAM2BAR=-2.D@* (C6+C6*DLOG(VI2BBAR/3.D@))
ITENSOR UNITARIO DE 22 ORDEM

DO I=1,3
DO J=1,3
UNI2(I,7)=0.D0
UNI2(I,I)=1.D8
END DO
END DO

ICALCULO DO TENSOR DE TENSAO DEVIATORICA S

DO I=1,3
DO J=1,3
SA(I,J)=GAM1BAR*BBARM(I,J)+GAM2BAR*BBBAR(I,J)
END DO
END DO
DO I=1,3
DO J=1,3

S(I,3)=(1.D8/DET)*(SA(I,I)-

(1.D0/3.D0)*(SA(1,1)+SA(2,2)+SA(3,3))*UNI2(I,J))

17

END DO
END DO

ICALCULO DO TENSOR DE TENSAO DE CAUCHY SIG

DO I=1,3
DO J=1,3
SIG(I,J)=S(I,J)+XKAP*(DET-
1.D8)*UNI2(I,J)
END DO
END DO

IPASSAGEM DOS VALORES PARA O VETOR DE STRESS

SIGV(1)=SIG(1,1)
SIGV(2)=SIG(2,2)
SIGV(3)=SIG(3,3)
SIGV(4)=SIG(1,2)
SIGV(5)=SIG(1,3)
SIGV(6)=SIG(2,3)

DO I=1,NDI+NSHR
STRESS(I)=SIGV(I)
END DO

ITENSOR UNITARIO DE 42 ORDEM DIADICO

UNI4(I,J,K,L)=0.D0
UNI4(K,K,L,L)=1.D0
END DO
END DO
END DO
END DO

ICALCULO DOS DELTAS BARRA: DEL1BAR, DEL2BAR,
DEL3BAR, DEL5BAR, DEL6BAR

DEL1BAR=4.D@* (-C1*C2*DEXP (-C2* (VI1BBAR-
3.00))
+(((C5%C3)/(2.DO*C4))*(C4-1.D@) )*
(1.D0+(C3/C4)*(VI1BBAR-3.D0))**(C4-2.D0)

+C6+C6*DLOG(VI2BBAR/3.D0)+VI1BBAR**2*C6/VI2BBAR)
DEL2BAR=-4.D0* (VI1BBAR*C6/VI2BBAR)
DEL3BAR=4.D0*C6/VI2BBAR

DEL5BAR=-4.D@* (C1*DEXP (-C2* (VI1BBAR-3.D0))
+(C5/2.D@)*(1+(C3/C4)* (VI1BBAR-

3.D8))**(C4-1)

+2.DO*VI1BBAR* (C6+C6*DLOG(VI2BBAR/3.D0))

+VI1BBAR* (-C1*C2*DEXP (-C2*(VI1BBAR-3.D@))

+((C5*C3*(C4-1.D@))/(2.DO*C4))* (1+(C3/C4)

*(VI1BBAR-3.D@) )**(C4-
2.D0))+2.DO*VI1BBAR*C6)

DEL6BAR=4.D0* (2.D@*(2.D0*C6+C6*DLOG(VI2BBAR/3.D0))
)

ICALCULO DOS TERMOS H1 E H2

H1(I,7,K,L)=0.5D0* (UNI2(I,K)*BBARM(I,L)
+BBARM(T,K)*UNI2(3,L)
+UNI2(TI,L)*BBARM(I,K)
+BBARM(T,L)*UNI2(3,K))

END DO
END DO
END DO



END DO
DO I=1,3
DO J=1,3
DO K=1,3
DO L=1,3

H2(I,3,K,L)=0.5D0*(BBARM(I,K)*BBARM(J, L)
+BBARM(T, L)*BBARM(J,K))
DO M=1,3

H2(I,3,K,L)=H2(I,3,K,L)+0.5D0*(
UNI2(I,K)*BBARM(J,M)*BBARM(M, L)
+BBARM(I,M)*BBARM(M,K)*UNI2(J,L)
+UNI2(I,L)*BBARM(J,M)*BBARM(M,K)
+BBARM(I,M)*BBARM(M, L)*UNI2(3J,K))
END DO
END DO
END DO
END DO
END DO

ICALCULO DA PARTE ISOMETRICA DO TENSOR
TANGENTE

€S(I,3,K,L)=(1.D0/DET)*(GAM1BAR*H1(I,J,K,L)
+GAM2BAR*H2(T,3,K, L)

+DEL1BAR*BBARM(I, J)*BBARM(K, L)

+DEL2BAR* (BBBAR (I, J)*BBARM(K, L)+BBARM(I,J)*BBBAR(K

»L))

+DEL3BAR*BBBAR(I, J)*BBBAR(K, L)

+(DEL5BAR/3.D0)* (UNI2(I,J)*BBARM(K, L)+BBARM(I, J)*U

NI2(K,L))

+(DEL6BAR/3.D0)* (UNI2(I,J)*BBBAR(K,L)+BBBAR(I,J)*U

NI2(K,L)))
END DO
END DO
END DO
END DO

=1,3
TRCS(I,J,K,L)=0.D0
DO M=1,3
DO N=1,3

TRCS(I,J,K,L)=TRCS(I,J,K,L)+

CS(I,J,M,N)*UNI4(M,N,K,L)

END DO
END DO
END DO
END DO
END DO
END DO
DO I=1,3
DO J=1,3
DO K=1,3
DO L=1,3

CISO(I,3,K,L)=CS(I,3,K,L)

-(1.D0/3.D@)*TRCS(I,T,K,L)

END DO

END DO
END DO
END DO

ICALCULO DA PARTE VOLUMETRICA DO TENSOR
TANGENTE

CVOL(I,J,K,L)=XKAP*(2.DO*DET-1.D8)*UNI4(I,],K,L)

END DO
END DO
END DO
END DO

ICALCULO DO TENSOR TANGENTE

€c(I,3,K,L)=CISO(I,J,K,L)+CVOL(I,T,K,L)
END DO
END DO
END DO
END DO

cc2(1,1)=Cc(1,1,1,1)
€c2(1,2)=CC(1,1,2,2)
cc2(1,3)=cc(1,1,3,3)
cc2(1,4)=CCc(1,1,1,2)
cc2(1,5)=cc(1,1,1,3)
€c2(1,6)=CC(1,1,2,3)
€C2(2,2)=CC(2,2,2,2)
€c2(2,3)=CC(2,2,3,3)
€C2(2,4)=CC(2,2,1,2)
cc2(2,5)=CC(2,2,1,3)
€C2(2,6)=CC(2,2,2,3)
cc2(3,3)=CC(3,3,3,3)
€c2(3,4)=CC(3,3,1,2)
€c2(3,5)=CC(3,3,1,3)
€c2(3,6)=CC(3,3,2,3)
cc2(4,4)=CC(1,2,1,2)
cc2(4,5)=CC(1,2,1,3)
cc2(4,6)=CC(1,2,2,3)
cc2(5,5)=CC(1,3,1,3)
cc2(s,6)=CC(1,3,2,3)
cc2(6,6)=CC(2,3,2,3)
DO I=2,6
DO J=1,I-1
€C2(I,3)=CC2(3,I)
END DO
END DO

DO I=1,NDI+NSHR
DO J=1,NDI+NSHR
DDSDDE(T,3)=CC2(I,7)
END DO
END DO

RETURN
END
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