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Dedico aos meus pais.



"O cientista ndo estuda a natureza porque é iitil fazé-lo. Ele estuda porque ele sente prazer
nisso, e ele sente prazer porque é bela. Se a natureza ndo fosse bela, ndo valeria a pena
conhecé-la, e a vida ndo valeria a pena ser vivida. Nao estou falando, claro, da beleza que
atinge os sentidos, da beleza das qualidades e das aparéncias. Estou longe de desprezar isso,
mas ndo tem nada a ver com a ciéncia. O que quero dizer é aquela beleza mais intima que vem
da ordem harmoniosa de suas partes, e que uma inteligéncia pura pode compreender".

Henri Poincaré



Resumo

Plumas hipopicnais s@o um fendbmeno comum na natureza e em contextos industriais. Estes
escoamentos ocorrem quando um fluido mais leve se propaga sob outro mais pesado, provo-
cando processos de mistura. Exemplos incluem: descarga de sedimentos na foz de rios, quedas
de cinzas vulcanicas (piroclasto) no fundo do oceano, transporte vertical de plancton, processos
de flutuacdo e solidificagdo, entre outros. No presente trabalho, € realizado um estudo de anélise
de estabilidade hidrodinamica linear com a finalidade de estudar a influéncia das espessuras das
camadas de mistura e do nimero de Reynolds na formacao de instabilidades em plumas fluviais.
As equagodes governantes foram discretizadas utilizando o método de colocagdo de Chebyshev
e o problema de autovalores e autovetores generalizado foi resolvido através do algoritmo QZ.
O cddigo foi validado para o caso da camada de mistura homogénea e estratificada inviscida,
obtendo resultados satisfatérios. Para o caso homogéneo, identificou-se um nimero de Rey-
nolds critico para inicio das instabilidades, sendo igual a 20. Quando a estratificacdo € levada
em conta, o Re critico tendeu a aumentar com o aumento do nimero de Richardson. Quando ha
espessura relativa entre a camada cisalhante e de sedimentos, a condi¢do cldssica de Richardson
maior que 1/4 para formacdo de instabilidades ndo foi observada, sendo dependente da razio
entre as espessuras, sendo demonstrado analiticamente. Em todos os casos, a variagdo de Re
foi inversamente proporcional ao nimero de onda mais instdvel, apresentando comportamento

assintotico e consistindo em modos de Kelvin-Helmholtz.



Abstract

Hypopycnal plumes are a common phenomenon in nature and in industry. These flows
occur when a lighter fluid flows above a heavier fluid, causing mixing processes. Examples
include discharge of sediments at the mouths of rivers, volcanic ash (pyroclast) falls on the
ocean floor, vertical transport of plankton, flotation and solidification processes, among others.
In the present work, hydrodynamic stability analysis is carried out with the purpose of studying
the influence of the mixing layer thicknesses, besides the Reynolds number, in the formation of
instabilities in fluvial plumes. The governing equations were discretized using the Chebyshev
collocation method and the generalized eigenvalue and eigenvector problem was solved through
the QZ algorithm. The code was validated for the case of homogeneous and stratified mixing
layer, obtaining satisfatory results. For the homogeneous case, a critical Reynolds number
was identified for the development of instabilities, being equal to 20. Considering an stratified
medium, the critical Re tended to increase along with the Richardson number. When there
is a relative thickness between the shear and concentration base flows, the classical condition
for stability of Richardson greater than 1/4 was not observed, being dependant on the ratio
of thicknesses. In all cases, the Re variation was inversely proportional to the most unstable

wavenumber, showing assymptotic behavior and consisting in Kelvin-Helmholtz modes.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Relevancia

Os rios carregam mais de um terco de toda a precipitacdo continental para o oceano, con-
centrando intensos fluxos de d4gua doce com sedimentos através de saidas estreitas na costa. Nas
encostas da Cordilheira dos Andes, pequenos riachos escoam dos picos glaciais, convergindo
em uma série de pequenos rios. Estes rios atravessam 6516 quildmetros de floresta densa para
formar o maior rio do mundo, o Amazonas. Nele, aproximadamente 219000 metros cubicos
de 4gua fluem do rio para o Oceano Atlantico a cada segundo. A medida que ele escoa, sdo
carreadas folhas, sementes, fungos, animais e vérios outros fragmentos de matéria organica,
bem como solo e minerais para o oceano, formando uma pluma em sua foz. O enorme fluxo de
nutrientes gerado tem um enorme impacto sobre a vida no Oceano Atlantico: eles alimentam
plantas microscépicas e fitoplancton, que por sua vez alimentam uma populacdo diversificada
de peixes e outros animais marinhos (Figura 1.1).

Correntes hipopicnais, plumas hipopicnais ou simplesmente plumas, como a gerada na foz
do Rio Amazonas, ocorrem tanto em contextos naturais como artificiais. Exemplos incluem:
descarga de sedimentos na foz de rios, quedas de cinzas vulcanicas (piroclasto) no fundo do
oceano, transporte vertical de plancton, processos de flutuacdo e solidificacio, entre outros (Yu
et al., 2013)[60].

Interacdes entre os sedimentos finos e o ambiente estratificado induzido pela salinidade e

temperatura do oceano sdo de crucial importancia na determinagdo da taxa de descarga de sedi-
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Figura 1.1: Concentra¢des de clorofila nas dguas superficiais, obtidas a partir dados coleta-
dos pelo espectroradiometro de imagem de resolucdo moderada (MODIS) no satélite Aqua
da NASA em 30 de setembro de 2006. As dreas onde as concentragdes sdao mais eleva-
das sdo amarelas e correspondem a pluma que escoa desde a foz do rio Amazonas (fonte:
https://earthobservatory.nasa.gov/IOTD/view.php?id=7021[44].
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mentos da pluma do rio e a localizacdo da deposi¢do inicial. Na interface entre as 4guas doces
e salgadas, ocorrem intensos processos de mistura e formacao de instabilidades que interferirdo
na sedimentacdo e vice-versa. Estes processos dependem de uma ampla gama de propriedades
e parametros, que incluem: densidades e difusividades das dguas doces e salinas, velocidade de
queda de sedimentos e velocidade do escoamento do rio, entre outros.

Através da andlise de estabilidade linear aplicada a hidrodinamica, € possivel prever sob
quais condi¢Oes estas instabilidades se formam. Este método fornece informacdes sobre as
escalas espaciais e temporais destas estruturas, identificando o tipo de instabilidade que ocorre
para cada caso. A partir deste conhecimento € possivel desenvolver um entendimento maior da
sedimentacdo de plumas, fornecendo meios de controle de processos nocivos ao meio ambiente,

assim como acelerar os que lhe trazem beneficios (Martinez, 2006) [39].

1.2 Objetivos

O presente trabalho ira tratar da formacdo de instabilidades nas camadas de mistura que
ocorrem em plumas hipopicnais. A ferramenta para a andlise serd a teoria da estabilidade hi-
drodindmica linear, utilizando métodos numéricos. Tendo em vista que o fendmeno a ser estu-
dado possui uma ampla gama de parametros, estes serdo limitados. Sendo assim, a questdo de

pesquisa é:

e Qual a influéncia do nimero de Reynolds na formacao de instabilidades em camadas de

mistura que ocorrem em plumas hipopicnais?
Para responder a esta questdo, serd necessario:

e Verificar e validar o c6digo numérico utilizado com resultados consagrados da literatura

especializada;
e Estudar a influéncia do niimero de Reynolds em camadas de mistura homogéneas;
e Estudar a influéncia do niimero de Reynolds em camadas de mistura estratificadas;

e Analisar a influéncia conjunta do nimero de Reynolds e das espessuras das camadas de

sedimentos;
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e Determinar o tipo de instabilidade predominante para cada caso.

1.3 Estrutura do Trabalho

Este trabalho estd organizado em cinco capitulos. O primeiro expde as motivacdes € a
relevancia do presente trabalho para a ciéncia, sua aplicacao no ambito dos recursos hidricos
e como o fendmeno de interesse se apresenta na natureza. Ainda, é formulada a questdo de
pesquisa assim como os objetivos do trabalho.

O segundo capitulo trata da revisdo bibliografica. Primeiramente, sdo revistos os aspectos
fisicos de plumas hipopicnais, seus parametros relevantes e sua contextualizacdo no ambiente
natural. A segunda parte do capitulo trata da teoria da estabilidade hidrodinamica, demons-
trando seus principais teoremas e resultados. Por fim, a terceira parte relaciona as duas primei-
ras, tratando das principais instabilidades encontradas em plumas hipopicnais e os resultados
mais recentes da literatura acerca do tema.

No terceiro capitulo estd exposta a metodologia utilizada. Inicialmente o modelo mate-
matico € desenvolvido. Este € contituido pelas equagdes governantes do fendmeno estudado,
sendo nelas aplicado o método dos modos normais proveniente da teoria da estabilidade linear,
obtendo-se o problema de autovalores e autovetores a ser resolvido. Em seguida € apresentado
o método numérico a ser utilizado para discretiza¢do das equagdes e o algoritmo para resolugcao
do problema.

O quarto capitulo apresenta testes de validagdo e verificagc@o, incluindo estudos de conver-
géncia da malha e comparacdes com resultados consagrados da literatura especializada. Os
casos escolhidos para validacdo foram a camada de mistura homogénea e a camada de mistura
estratificada. Em seguida sdo apresentados os resultados obtidos considerando a variacdo do
nimero de Reynolds.

Finalmente, o quinto e ultimo capitulo apresenta uma sintese do trabalho, apresentando

conclusdes e sugestdes para estudos futuros.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

Este capitulo apresentard os subsidios fisico-tedricos de fendmenos que ocorrem em meios
em que ha escoamentos estratificados. Primeiramente serdo revistos os principais mecanismos
fisicos que intervém no contexto de plumas fluviais, ressaltando os conceitos e equacgdes de in-
teresse para o presente trabalho. Em seguida, serdo expostos os principios basicos da teoria da
estabilidade hidrodindmica, enunciando seus principais teoremas. Finalmente, ser4 feita a cone-
xao entre os dois assuntos, abordando as principais instabilidades encontradas em escoamentos

estratificados assim como o estado da arte do seu estudo.

2.1 Contextualizacao fisica

2.1.1 Correntes de gravidade

Uma corrente de gravidade (podendo ser denominada corrente de densidade) se forma
quando um fluido de certa massa especifica (o) propaga em outro fluido com diferente massa
especifica (p,,). Uma corrente de densidade tipica possui seu comprimento muito maior que
sua altura, de forma que seu movimento é predominantemente horizonal. Podendo ser geradas
por diferencas de densidade da ordem de 1%, ocorrem em diversos contextos, tanto industriais
como naturais: na atmosfera em frentes frias (Figura 2.1) e quentes, corpos hidricos e descargas
de poluentes, entre outros (Simpson, 1997)[53].

A corrente de gravidade € movida pelas forcas gravitacionais de campo, cujo efeito é refe-
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Figura 2.1: Frente de uma corrente de gravidade de ar frio na atmosfera, visivel pela areia e
poeira suspensa (Simpson, 1997)[53].

rido através de grandeza conhecida como gravidade reduzida (Ungarish, 2009)[57]. A gravi-
dade reduzida € definida da seguinte forma:

~/

Ap
__ @.1)
8 max(pw’pf)g

onde g € a aceleracdo da gravidade e Ap = pr — p,,, sendo py > p,,.

Analise dimensional

Em correntes de densidade, € usual a utilizacdo do ndmero de Froude densimétrico como
adimensional que relaciona as for¢as de empuxo e as inerciais. Supondo que a corrente € libe-
rada a partir do repouso em uma certa altura / e possui velocidade média U, este adimensional

¢é definido como:

Fr=——, (2.2)

onde U é uma escala de velocidade (geralmente a velocidade média da corrente de densidade) e
L uma escala de comprimento, tomada usualmente como a altura /2 em que a corrente é liberada.

Em escoamentos cisalhantes estratificados, o ndmero de Richardson Gradiente ou Local €
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utilizado para a quantificacdo das variacdes de densidade e o efeito de empuxo. Segundo Turner

(1979)[56], este adimensional é dado por:

~p
2 —p%
NBV _ gﬁi

(&) pu(2)

o gradiente de massa especifica. O termo Npy® =

RiL(j’) =

(2.3)

%
2 65‘,

ot

onde & € o gradiente de velocidades

_2o%
Pw 9y

representa a frequéncia de empuxo ou de flutuabilidade, conhecida como frequéncia de
Brunt-Viisila, relacionada ao deslocamento vertical de um elemento de fluido em relagdo a sua
posi¢do de equilibrio. Se N3, < 0, a estratificagdo ¢ instével; se N, > 0 a estratificagdo ¢
estavel, e se N3, = 0 o elemento de fluido estd em equilibrio e 0 escoamento é homogéneo (ndo
estratificado) (Ferreira, 2014)[21].

Alternativamente ao nimero de Froude densimétrico, o nimero de Richardson Global pode
ser utilizado como adimensional que relaciona as for¢as de empuxo e inerciais, dado por:
gL 1

RiH:ﬁzﬁ'

2.4)

O numero adimensional que relaciona as forgas inerciais e as viscosas em uma corrente de
densidade, e caracterizando portanto seu regime de escoamento (laminar ou turbulento), é o
numero de Reynolds:

Re = @, (2.5)
v
onde ¥ € a viscosidade cinematica.

No caso em que o fendmeno de difusdo molecular seja relevante, o nimero de Schmidt deve

ser levado em consideracao:

(2.6)

|9%)

[9)

Il
x| <

onde & € a difusividade molecular.
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Sedimentacio

Dependendo do contexto fisico, o fenomeno da sedimentacdo e/ou erosdo das particulas
suspensas em uma corrente de gravidade pode ser ou ndo relevante. Para particulas com dia-
metro CZS < 0,1 mm (argilas, siltes e areias muito finas) e regime laminar de escoamento com
Re, < 0,1 (nimero de Reynolds da particula, baseado no didmetro), a velocidade de queda
dos sedimentos pode ser calculada pela lei de Stokes. Esta lei ndo considera interacdo entre as
particulas na sedimentacdo, trantando a particula isoladamente. Através do equilibrio entre as

forgas viscosas e a forca peso, se obtém a relacao (Julien, 2010)[32]:

LY ) 2.7)

ST
No caso de particulas com d, > 0,1 mm pode ser usada a seguinte equacio, que é vilida

para ampla faixa de nimeros de Reynolds:

87 i
i, = d_v [(1+0,01398%°% — 1], (2.8)

onde d, € o diametro adimensional do sedimento, dado por:

d, =d, (;)m . 2.9)

A tabela 2.1 mostra a velocidade de queda segundo a equagdo 2.9 para cada classe de sedi-

mento e seu diametro associado, além da influéncia da temperatura que altera a viscosidade.

Difusividade molecular

Um dos modelos mais consagrados, para cdlculo da difusividade (k) de sedimentos sus-
pensos na dgua, é o de Einstein-Stokes. Este modelo supde que o movimento Browniano é
dominante quando os sedimentos dispersos na dgua possuem diametro inferior a 1 ym, sendo
compostos por argilas. Para particulas esféricas, esta equagdo € dada por (Dill e Bromberg,

2010)[16]:
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Tabela 2.1: Classificagdo dos sedimentos. Adaptado de Julien (2010)[32]

Classe Tamanho d, [mm] it, (20 C°) [mm/s] | & (20 C°) [m?%/s]
Muito grande | >2048 5430 -
Matacio Grande >1024 3839 -
Médio >512 2715 -
Pequeno >256 1919 -
Pedra Grande >128 1357 -
Pequena >64 959 -
Muito grosso | >32 678 -
Grosso >16 479 -
Pedregulho | Médio >8 338 -
Fino >4 238 -
Muito fino >2 167 -
Muito grossa | >1 112 -
Grossa >0,5 70,3 -
Areia Média >0,25 36 -
Fina >0,125 12,8 -
Muito fina >0,062 3,47 -
Grosso >0,031 0,88 -
Silte Médio >0,016 0,22 -
Fino >0,008 0,055 3,21.107°
Muito fino >0,004 0,014 4,09.10°1°
Grossa >0,0020 | 3,4.107° 4,96.107!"
Argila Média >0,0010 | 8,6.107* 6,28.10°12
Fina >0,0005 |2,1.107* 8,55.10710
Muito fina >0,00024 | 5,3.107 1,78.107°
g = 2ol (2.10)
6rvd,

onde kg = 1,38.1002 m? - kg - s72 - K~! é a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta
do meio fluido.

Outra abordagem possivel € o modelo semi-empirico de Segre et al. (2001)[51], utilizado no
trabalho de Yu et al. (2013)[60] e Yu et al. (2014)[61], valido para particulas com didmetro da
ordem de 1 um a 10 um. Neste caso, a difusividade das particulas € principalmente induzida pela
flutuacdo de velocidade do escoamento, devido a presenca de particulas proximas ao invés do
movimento Browniano. Sendo assim, no limite diluido, o coeficiente de difusido dos sedimentos

depende da velocidade de queda, da concentracio e do diametro das particulas:
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~ 1- 2(1 - 71)2
ViTa.d, (I =) (1 = ¢ /0,71)

s (2.11)
\/1 +4gok+4<,0% —4g02 +502

K = k(pr) =

| =

onde ¢, € a concentracdo relativa a k-ésima fase dispersa. Para meios muito diluidos em
que ¢ = O(1), pode ser demonstrado que a difusividade dos sedimentos depende pouco da

concentra¢ao, de maneira que a equacgdo 2.11 se reduz a:

Vi13i.d,. (2.12)

At

| —

A figura compara as duas formulacdes para cdlculo da difusividade molecular. Enquanto
que no modelo de Einstein-Stokes a difusividade decresce com o aumento do didmetro das
particulas, a difusividade devido a sedimentacdo cresce com o seu didmetro. Este comporta-
mento sugere que quando o didmetro das particulas € da ordem de 1 um a difusividade devido a

sedimentagdo passa a preponderar sobre a difusividade devido ao movimento browniano.

108 '

10°F 3

10-10 L "

-~

10-11 L "

m-/s

10-12 5 o

1013 L J
—Difusividade (sedimentacao)
- Difusividade (movimento browniano)

10-14 1
10 1073 1072

d, [mm]

Figura 2.2: Comparacgdo entre as expressoes 2.10 e 2.12 para cdlculo da difusividade para 4gua
com sedimentos a 20 C°. Gréfico em escala logaritmica.
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2.1.2 Classificacao das correntes de densidade

Nos meios naturais, as correntes de densidade sdo classificadas em subaéreas (escoamento

sob o ar) ou subaquadticas (escoamento sob a dgua). Estas tltimas podem ser subdivididas de

acordo com a diferenca entre as massas especificas da corrente (55) e do fluido ambiente (5,,)

(Mulder e Alexander, 2001)[43]. Isto leva a definicdo de quatro tipos de fluxos (Figura 2.3):

Pr < pyw: fluxo hipopicnal (corrente imersa)

e pr = p,: fluxo homopicnal

P > py: fluxo hiperpicnal (corrente submersa)

® Py < Pf < Py2: fluxo mesopicnal (corrente intrusiva)

Escoamento homopicnal

Pi= Py

IS AT,

Escoamento mesopicnal
Pw.
RS Pw,<Pt <P,

m
SIS,

} - -

Pw

Escoamento hiperpicnal

Escoamento hipopicnal

Pi<Py

Pi>Pw

L

Figura 2.3: Classificagdo de correntes de densidade.
(2001)[43].

Adaptado de Mulder e Alexander
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2.1.3 Plumas fluviais

Correntes hipopicnais ocorrem tipicamente préximas a foz de rios, onde os sedimentos sao
dispersos em plumas flutuantes, formando estudrios (4reas de interagdo entre dgua doce e sal-
gada). A dispersdo de sedimentos suspensos em plumas envolve o transporte de argila, silte
e areia fina, que se sedimentam nas dguas salgadas do mar (Nemec, 1995)[45]. Elas sao mais
densas que as do rio devido, principalmente, a sua massa especifica e diferencas de temperatura.

A descarga estuarina separa-se do fundo perto da foz do rio e forma a camada flutuante
(Figura 2.4). O ponto de descolagem € a localizacdo da frente de sal ligada ao fundo onde a
camada superior perde contato com o fundo e o nimero de Froude densimétrico da camada
superior (Fr;) € igual 1. O balanco de momento ¢ dominado pelos gradientes de pressoes
barotrépicas e baroclinicas, tensdes turbulentas interfaciais entre a pluma e a 4gua marinha e a

aceleracao do escoamento (Horner-Devine et al., 2015)[29].

?\_\;\\\‘?&

3 A\
o ?‘Q&\C\V—

CORTE LATERAL
DA PLUMA

fluxo e intensa:  Maximo
.

i mistura ' Fry E Mistura sustentavel e espalhamento
:‘—"—.‘—.

Estruturas de
mistura de
grande escala

0(10°-10")
Fry Supercritico
100

0

Distancia da costa

Figura 2.4: (a) Representagcdo esquematica do descolamento da pluma. (b) Estruturas de mis-
tura de grande escala na regido de aceleracdo do escoamento. (c) Instabilidades cisalhantes.
(Adaptado de Horner-Devine et al., 2015)[29]
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2.2 Analise de estabilidade

Estabilidade pode ser definida como sendo a qualidade de um sistema, fisico ou matematico,
de permanecer inalterado para perturbacdes (Betchov e Criminale, 1967)[6]. Este conceito
pode ser entendido a partir do seguinte exemplo (Figura 2.5), onde uma esfera encontra-se em
repouso sob diversas condicdes: na Figura 2.5a sua posicao é incondicionalmente estavel, pois
ela retornard para sua posi¢do inicial mesmo se perturbada por um grande deslocamento; na
Figura 2.5b € mostrado um estado instdvel, pois qualquer perturbacdo pequena ird mudar a
posicdo da esfera permanentemente; na Figura 2.5¢ é mostrado um exemplo de estabilidade
neutra, pois a esfera permancerd em qualquer posi¢do que ela for deslocada; finalmente, na
Figura 2.5d € ilustrado o caso em que a esfera € estdvel para pequenos deslocamentos mas

instavel para grandes perturbacdes, sendo condicionalmente estdvel (White, 1991)[58].

o U

(d)

Figura 2.5: Ilustrac@o do conceito de estabilidade (White, 1991) [58].

2.2.1 Estabilidade hidrodinamica

No campo da mecanica dos fluidos, a andlise de estabilidade ird tratar de escoamento de
fluidos. Escoamentos ditos "instdveis"alteram seu estado rapidamente, podendo evoluir para
um estado de movimento denominado "turbuléncia”. Um escoamento turbulento possui um
campo de vorticidade tridimensional cadtico, com um largo espectro temporal e espacial de
escalas. Sendo assim, a andlise de estabilidade se relaciona diretamente com a transi¢do para
a turbuléncia, fornecendo informacdes sobre quais condi¢des tornam um escoamento instavel e
propicio a se tornar turbulento.

As questdes fundamentais da disciplina de estabilidade hidrodindmica foram reconhecidas e

formuladas na segunda metade do século XIX, notavelmente por Helmholtz, Kelvin, Rayleigh,
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Reynolds, Heisenberg, entre outros. No século XX, destacam-se Tollmien e Schlichting (Dra-
zin e Reid (2004)[17]. O método dos modos normais, que j4 era bastante desenvolvido para
sistemas dinamicos de particulas e corpos rigidos, foi adaptado por Stokes, Kelvin e Rayleigh
para a dinamica dos fluidos. Basicamente, neste método as equagdes governantes do fendmeno
estudado sdo linearizadas, desprezando-se produtos das pertubagdes. Além disso, era assumido
que a perturbacdo de uma dada quantidade podia ser resolvida em componentes independentes
ou modos que variassem ao longo do tempo.

Drazin e Reid (2004)[17] citam os seguintes métodos de estudo de estabilidade:

1. Experimentos fisicos: observacOes da natureza e experimentos sao meios primarios de
estudo, uma vez que a disciplina de estabilidade hidrodindmica trata do meio fisico. To-
das as investigacoes tedricas necessitam ser relacionadas, direta ou indiretamente, a estas
observacdes. Inversamente, conceitos tedricos sdo necessarios para a descricdo e inter-

pretacdo destas observagdes.

2. Experimentos numéricos: a dinAmica dos fluidos computacional tem se tornando cada vez
mais importante no estudo de estabilidade hidrodindmica com o avanc¢o das capacidades
computacionais, de forma que as equagdes de Navier-Stokes e Continuidade podem ser

resolvidas com alto grau de precisdo através de simula¢des numéricas diretas.

3. Andlise linear: consiste na andlise de pequenas perturbacdes por meio da linearizagdo
das equacdes governantes. Foi o primeiro método a ser usado na teoria da estabilidade

hidrodindmica, consistindo na base da teoria.

4. Andlise de bifurcagdo e caos: a sucessdo de bifurcagdes entre um regime de escoamento

e outro pode ser estudada através da teoria de sistemas dinamicos.

5. Analise ndo-linear: escoamentos com perturbacdes arbitrariamente grandes podem ser

estudados através do teorema de Serrin e do método direto de Liapounov.
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2.2.2 Método dos modos normais

O método dos modos normais ird examinar a estabilidade de um dado escoamento com
respeito a perturbagdes infinitesimais. Com a introducdo de perturbagdes, sera determinado, a
partir das equacdes governantes, se estas crescem ou decaem com o tempo. Neste tipo de andlise
o problema € linearizado, desprezando-se os termos de alta ordem: este método, portanto, con-
sidera somente o comportamento inicial das perturbagdes. A perda de estabilidade ndo constitui
por si mesma a transi¢ao para a turbuléncia, sendo que a teoria linear descreve apenas o inicio do
processo de transicao, conforme figura 2.6. Além disso, um escoamento pode ser estavel para
perturbacdes infinitesimais (estabilidade linear) mas instavel para perturbacgdes suficientemente

grandes (estabilidade nao-linear)(Kundu e Cohen, 2008)[35].

.
t |
Vs '
— |
|
|
|
|
L]
E' —a= X
]
Use
—

laminar ransicao turbulento

Figura 2.6: Transi¢do para a turbuléncia na camada limite de uma placa plana. Adaptado de
Schlichting [48]. 1) Escoamento laminar estdvel. 2) Ondas de Tollmien-Schlichting. 3) Ondas
tridimensionais. 4) Instabilizacdo dos voértices. 5) Formagao de spots turbulentos. 6) Escoa-
mento turbulento plenamente desenvolvido.

Dado um operador que descreve a evolucdo de pequenas perturbagdes, esta abordagem con-
sidera o desenvolvimento espacial ou temporal de autovalores individuais deste operador. A
teoria de estabilidade linear (LST - Linear Stability Theory) se baseia na decomposicao de uma
varidvel qualquer do escoamento (q) em uma parte permanente ¢, que usualmente € referida

como estado basico ou escoamento de base, e uma parte ndo-permanente q" (Juniper et al.,
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2014)[33], da forma:

q(x,) = q(x) + €q'(x, 1), (2.13)

onde x € o vetor posicao de coordenadas espaciais, t € o tempo e € € uma amplitude infinitesimal
(e x1).

O método dos modos normais consiste no seguinte procedimento (White, 1991)[58]

1. Pretende-se examinar a estabilidade de uma solug¢do basica de um problema fisico (q),

que pode ser uma func¢do escalar ou vetorial.

2. Adiciona-se uma perturbacao €q’ e substitui-se §+€q’ nas equacdes basicas que governam

o problema.

3. A partir das equacdes resultantes da etapa anterior, substraem-se os termos que q satisfaz

identicamente. O que resta é chamado de equacdo de perturbagao.

4. Lineariza-se a equacdo de perturbacdo assumindo pequenas perturbagdes, isto é, € < 1 e

se desprezam os termos de alta ordem tais como e, 6e,.., €.

5. Se a equagdo de perturbacao é multidimensional, ela pode ser simplificada assumindo-se

uma forma para as perturbagdes, como uma onda ou perturbacdo em apenas uma dire¢ao.

6. A equacdo de perturbacdo linearizada deve ser homogénea e ter condi¢des de contorno
homogéneas, podendo ser resolvida apenas para valores especificos dos parametros da

equacdo. Sendo assim, trata-se de um problema de autovalores.

7. Os autovalores encontrados na etapa 6 sdo examinados para determinar-se quando eles
crescem (sdo instdveis), descrescem (sdo estaveis) ou permanecem constantes (neutral-

mente estaveis).

O termo "modal"se origina do fato de que a estabilidade é determinada separadamente para

cada modo. Explicitamente, o vetor de perturbacio ¢’ assume a forma:

q = §e®, (2.14)
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onde § e ® sdo as fungdes de amplitude e de fase das perturbagdes lineares, respectivamente, e
i=V-1.

Ao se realizar uma andlise linear de estabilidade de um escoamento, a primeira conside-
racdo a ser feita é sobre o nimero de dire¢cdes homogéneas no estado basico (escoamento de
base). A tabela 2.2 mostra as hipoteses realizadas sobre a homogeneidade do estado bésico q, a

dimensionalidade das perturbacdes q’ e a nomenclatura associada.

Tabela 2.2: Classificacdo das teorias de andlise de estabilidade modal (Juniper et al., 2014)[33]

Denominagdo Estado basico Amplitude Fase (®)
Global TriGlobal - q(x,y,2) q(x,v,2) ot
PSE-3D 0,4 < 0,80, q(x*,,2) | q(x*,y,2) [Ma(xdx' - ot
BiGlobal 0,q=0 q(,2) 4, 2) ax — ot
Nao-local PSE 04 <0,q,0.q=0 q(x*,y) q(x*,y) fox a(x)dx" + Bz — ot
Local OSE 0:q=0,q=0 q») q0) ax+fz— ot

2.2.3 Equacoes de Navier-Stokes linearizadas (LNSE)

As equagdes de Navier-Stokes (conservagdo da quantidade do movimento) e Continuidade
(conservagdo da massa), considerando um escoamento incompressivel com massa especifica
constante, na forma adimensional sdo dadas por:

ou

1
5T Vu=-Vp+ EVzu, (2.15)

V-u=0, (2.16)

onde u € o vetor velocidade e p a pressao.
Aplicando os passos descritos anteriormente para andlise a partir dos modos normais, se

obtém a equacdo de Navier-Stokes linearizada (Linearized Navier-Stokes Equations - LNSE):

o’
ot

1
+a-Vu' +u -Via=-Vp + R—V2u’. (2.17)
e

Analogamente, obtém-se para a equagao da Continuidade:
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V-u' =0. (2.18)

A partir de um estado basico q, as LNSE podem ser resolvidas como um problema de valor
inicial e de contorno e sdo vélidas para perturbacdes de pequena amplitude, tanto modais quanto

nio-modais.

2.2.4 Analise de estabilidade local

No maior nivel de aproximagao, o estado basico € considerado homogéneo ao longo de duas
dimensdes espaciais (x e z) e entdo € feita a aproximacao de escoamento paralelo (ao longo de
y), de forma que q = q(y). Nesta aproximacgdo, as componentes normais de cada varidvel do

escoamento e suas derivadas sdo desprezadas:

0q _ 0q
2-_22-0 2.19
ox 0z (&19)
Sendo assim, a perturbacdo ' assume a seguinte forma:
q'(x,1) = §O) expli(ax + pz - o), (2.20)
onde a, 5 e 0 sdo os parametros modais sendo, em geral, complexos, de forma que:

a=a,+lia;, (2.21)
B =B+ 1B (2.22)
o =0,+Ii0;. (2.23)

As partes reais e imagindrias de cada um destes parametros possuem o seguinte significado:

e «, e 3, sao numeros de onda nas direcdes x e z, respectivamente;
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e «; e f; sdo as taxas de amplificacdo ou de amortecimento espacial nas direcdes x e z,

respectivamente;

e o, ¢ a frequéncia angular;

e o; ¢ a taxa de amplificagdo ou amortecimento temporal da perturbacio.

Com base nestes parametros, trés tipos de andlises podem ser realizadas: andlise temporal

local, andlise espacial local e anélise espaco-temporal local.

Analise temporal local

Na andlise de estabilidade temporal, os pardmetros @ e 8 sdo nimeros de onda reais, relacio-
nados a comprimentos de onda periddicos, L, e L,, ao longo das direcdes x e z, respectivamente,

através das seguintes relacoes:

2
= — 2.24
a L (2.24)
2
= —, 2.2
=T 2.25)

Neste caso, o € um autovalor a ser determinado, sendo geralmente complexo, e {(y) a
autofun¢do associada. Dessa forma, a estabilidade do escoamento € determinada da seguinte

forma:

e 0, < 0: o escoamento & estdvel (a perturbacao ird decrescer);
e o; = 0: 0 escoamento € neutralmente estavel;

e 0, > 0: o escoamento € instavel (a perturbacdo se amplifica).

Cabe salientar que ¢ comum o estudo do autovalor o através de sua razdo com o nimero de

onda a, caracterizando a velocidade de fase da perturba¢do, dada por:

e=Z. (2.26)
a
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Analise espacial local

No caso da anélise espacial local, o e @ ou o e 8 passam a ser parametros € nimeros reais,
de maneira que o autovalor a ser determinado € 5 ou «, respectivamente, sendo um ndmero

complexo. Dessa maneira:

e a; > 0oup; > 0: o escoamento € estavel;
e a; = 0oup; = 0: 0 escoamento € neutralmente estavel;

e a; < 0oup; <0: o escoamento ¢é instavel.

Analise espaco-temporal local

No caso da andlise de estabilidade espaco-temporal, ambos @ € o ou S e o sdo autovalores,
sendo B e a os parametros, respectivamente. E necessario diferenciar entre os trés tipos de
escoamento considerando a resposta do escoamento a um impulso. Trés cendrios sdo possiveis,

conforme figura 2.7:

e Escoamento estavel (figura 2.7a): a resposta ao impulso decai ao longo de todas as dire-

coes;

e Escoamento convectivamente instdvel (figura 2.7b): a resposta ao impulso decai ao longo
de algumas direcdes, propagando-se além do ponto de impulso mas decaindo nele pro-

prio;

e Escoamento absolutamente instdavel (figura 2.7c): a resposta ao impulso cresce no ponto

de impulso.

2.2.5 Estabilidade de escoamentos paralelos
Equacao de Orr-Sommerfeld

Expandindo as equacdes linearizadas de Navier-Stokes (equacdes 2.17 e 2.18), conside-

rando que u = [i, v, w], ' = [u',V', w'], obtém-se:
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Figura 2.7: Cenarios possiveis a partir da uma analise espago-temporal (Bagheri ez al., 2009)[4].

w,+ v, +w, =0, (2.27)
’ 7= /= /= -/ =/ -/ 4 1 ’ ’ ’
U+ Wiy + Vity + Wiky + Uu, + vuy, + wu, = —p. + R—(uxx + Uy, + u.,), (2.28)
e
’ /= /= /= -/ =/ -/ ’ 1 ’ ’ ’
Ve UV VI + WY+ Uv, + VY + WY, = —pl+ R—(vxx +vi, + v..), (2.29)
e
_ _ o _ _ 1
Wy + W, + VW + W+ aw + YW+ ww, = —pl + R—e(w;x +wy, +wl), (2.30)

No caso de duas dire¢des homogénas (escoamento paralelo), ao longo de x e z, tem-se que

u = [i(y), 0,0]. Dessa forma, as equagdes 2.27 a 2.30 se simplificam para:

u, + v; +w, =0, (2.31)
’ /= -/ ’ 1 7’ ’ 4
u, + Vi + uu, = —p + R_e(uxx + Uy, + u.), (2.32)
’ -/ ’ 1 7 7 ’
v+ v, = —p;+ R—(vxx + vy V), (2.33)
e

7 - ’ ’ 1 7 7 ’

wy+aw, = —p,+ — (W, + Wy +w). (2.34)

Re
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Considerando as perturbagdes dadas pela equagao 2.20, tem-se:

' (x,y,2,1) = ii(y) expli(ax + Bz — o)), (2.35)
V(x,,2, 1) = D) expli(ax + Bz — o], (2.36)
W (x,y, 2, 1) = W(y) expli(ax + Bz — o], (2.37)
p'(x,y,z,1) = p(y) expli(ax + Bz — oD)]. (2.38)

Substituindo as equacdes 2.35 a 2.38 nas equagdes 2.31 a 2.34 e divindo-se por expli(ax + Sz — o1)]

se obtém o seguinte sistema de equacoes:

iait + Vy +ipw = 0, (2.39)
A e a1 2n L a 2n
— ot + Yty + wiall = —iap + R—e(—a i+ iy, — o), (2.40)
o o1 2n | a 20
— oV + uiab = —p, + R—e(—af D+ by = BD), (2.41)
e o SR 2
— oW + iiaw = —ip + R—e(—af W+ Wy, — BW). (2.42)

As equacdes 2.39 a 2.42 formam um sistema de equacdes diferenciais ordindrias lineares.
Conhecido o perfil do escoamento de base dado por i, é possivel resolver este sistema com
condicdes de contorno apropriadas. Em paredes sélidas ou quando y — oo, a perturbacdo
torna-se nula (it = ¥ = w = 0) além de que ¥, = 0 a partir da equacio da continuidade .

Estas equagdes podem ser rearranjadas e combinadas para eliminar p, it e w, resultando em
uma unica equacdo diferencial ordindria na qual o termo de pressdo € eliminado. O resultado é

a equacgao de Orr-Sommerfeld para a componente :
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Rie[ayyyy —2(c? + By + @D + (il — o)D)y — (& + BP] — ity D = 0, (2.43)
incluindo condi¢des de contorno ¥ = P, = 0 nos limites do dominio de integracdo. Para es-
coamentos abertos, as condi¢cdes de contorno podem ser consideradas limitadas para y — oo.
Esta equacdo permite a obten¢ao das taxas de amplificacdo temporais e respectivos modos nor-
mais para escoamentos paralelos, constituindo em um problema de autovalores e autovetores
generalizado.

A equacdo de Orr-Sommerfeld (equacdo 2.43) € uma equacao diferencial ordindria de quarta
ordem com coeficientes varidveis. Solugdes exatas sdo conhecidas apenas para casos muito es-
pecificos, notavelmente quando i, = 0 (isto €, funcdes lineares definidas por partes): a vortici-
dade entdo satisfaz uma equacgdo de Airy, de forma que a velocidade € expressa em termos de
fungdes de Airy. O problema se torna de dificil solug¢do para altos niimeros de Reynolds, uma
vez que o termo viscoso, apesar de ser diminuto, pode ser tornar da mesma ordem de grandeza
que os termos inerciais em regides onde a autofuncio (¥) e suas derivadas possuem elevados
gradientes. Conforme Charru (2011)[14], algumas técnicas matemadticas foram desenvolvidas
para contornar este problema, aproximando solugdes através de séries assintéticas. Atualmente,
a equacdo de Orr-Sommerfeld pode ser resolvida numericamente sem grandes dificuldades,
sendo os métodos espectrais frequentemente empregados. Ainda assim, métodos assintéticos
podem ainda ser necessdrios para analisar o comportamento da solu¢ao proximo a uma singu-
laridade. Estes métodos também podem ser titeis no entendimento da funcdo empregada pelos
diversos parametros envolvidos, assim como prover uma compreensao mais profunda do feno-

meno estudado.

Teorema de Squire

Squire (1933)[54] obteve um procedimento para as LNSE que permitiu simplificar o pro-
blema de encontrar os modos normais. O teorema de Squire estabelece que para cada pertur-
bacao tridimensional instdvel hd uma perturbacao bidimensional correspondente mais instivel.

Portanto, é possivel considerar apenas uma perturbacdo bidimensional para determinar o nu-
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mero de Reynolds minimo para o inicio da instabilidade. Como a perturbac¢ao tridimensional é
uma onda se propagando de forma obliqua ao escoamento de base, pode-se orientar o sistema
de coordenadas nesta direcao, de maneira que as equagdes do movimento sao tais que apenas
a componente da velocidade do escoamento de base nesta direcao afeta a perturbacao, de sorte
que o nimero de Reynolds efetivo € reduzido. Isto € realizado através da seguinte mudanca de

variaveis:

a= a2+ B, (2.44)
a@Re = aRe, (2.45)
o =o, (2.46)

reduzindo a equagdo de Orr-Sommerfeld para:

é[ﬁym —2a%D,, + @] + (@i — 0[Py, — @*P] — @it » = 0, (2.47)

onde @, Re e & sdo, respectivamente, o niimero de onda, nimero de Reynolds e autovalor
obtidos pela transformagdo de Squire. Este teorema foi extendido por Hesla et al. (1986)[27]
para escoamentos paralelos de dois fluidos estratificados, homogéneos, imisciveis e com tensao
superficial constante em um dominio limitado, podendo ser generalizado para escoamentos
com dominios abertos e com mais de dois fluidos. Dando continuidade aos trabalhos anteriores,
Schaflinger (1994)[47] mostrou que o teorema de Squire permanece valido para fluidos com
propriedades varidveis, incluindo concentracdo e viscosidade. Limitacdes para o teorema de
Squire foram demonstrados por Georgievskii (2009)[23] para fluidos nao-newtonianos.

Nas secoOes seguintes e ao longo do presente trabalho serd considerado vélido o teorema de
Squire, de maneira que @ = @ e 8 = 0, assim como as demais varidveis estardo de acordo com

a transformacao.
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Equacao de Rayleigh

A instabilidade de escoamentos de base com pontos de inflexdo em seus perfis de veloci-
dade, tais como camadas cisalhantes, podem ser analisados em uma aproximag¢@o nao-viscosa.
Tomando a equacao de Orr-Sommerfeld (equagdo 2.43) para modos bidimensionais e fazendo

Re — oo, obtém-se a equacdo de Rayleigh:

(it = )[Dyy — @*P] = iy, = 0, (2.48)

com condicao de contorno ¥ = 0 nos limites do dominio que completa a descri¢do do problema.

Como as equagdes nao envolvem i, tomando o conjugado complexo mostra que se ¥ € uma
autofungdo com autovalor ¢ para um dado a, entdo ¥ é também uma autofungiio com autovalor
¢ para 0 mesmo «. Portanto, para cada autovalor com ¢; > 0 existe um autovalor correspon-
dente com ¢; < 0. Isso significa que para cada modo amplificado existe um modo decaido

correspondente. Solucdes estdveis podem ter, portanto, apenas um autovalor c real.

Teorema do semicirculo de Howard

A partir da equacao de Rayleigh, Howard (1961)[30] obteve um resultado a respeito da ve-
locidade de fase complexa ¢ para escoamentos inviscidos paralelos, com ou sem estratificagdo.
Para o caso de instabilidade c¢; # 0, ele estabeleceu que os autovalores se encontram em um

semi-circulo no plano complexo (figura 2.8), satisfazendo a seguinte equagao:

2
cr— % (min () + max (@))| + ¢ < 411 [max (&) — min (@)]°, (2.49)

de sorte que as partes real e imagindria do autovalor a ser encontrado satisfazem as relacoes

min (i1) < ¢, < max (i) (2.50)

¢ < %[max (1) — min (ir)]. (2.51)
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Figura 2.8: Representacdo do teorema do semi-circulo de Howard no plano complexo de auto-
valores. Adaptado de Kundu (2008)[35].

Este teorema € ttil para encontrar autovalores na solu¢do numérica de problemas de insta-
bilidade.

Kochar e Jain (1979)[34] extenderam este teorema de forma a incluir o efeito da estratifica-
cdo através da incorporacdo do nimero de Richardson global na equacao 2.49, tornando-a uma

semi-elipse:

1 ? 2c?
cr— 3 (min () + max (1))| + s S <

T VIR g max (@) — min @), (2.52)

=

de maneira que esta equagao se reduz a 2.49 quando Ri = 0.

Continuando o trabalho de Kochar e Jain (1979)[34], Makov e Stepanyants (1984)[38] ob-
teram uma condi¢do ainda mais precisa para a localizacdao dos autovalores para escoamentos
estratificados através da consideracdo do niimero de onda « e da escala caracteristica de veloci-

dades U. Foi demonstrado que as partes real e imagindria satisfazem a equagdo dada por:

2Ri(1 + a)c?

< (1 +a?i. (2.53)
1 —2Ri + /1 — 4Ri — 4a2c? /i

c,? + (¢; + an)* +
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Teoremas de Rayleigh e Fjgrtof

Rayleigh provou que uma condi¢cdo necessdria para a ocorréncia de instabilidade de um
escoamento paralelo inviscido € que o perfil de velocidades do escoamento de base (iz) possua
um ponto de inflexdo, onde, por defini¢do, it,, = 0. Cabe observar que a existéncia de um ponto
de inflexdo ndo garante que ¢; # 0.

Fjgrtof obteve uma condicao necessdria mais consistente do que a de Rayleigh para determi-
nacdo de quais escoamentos sao instiveis. Este teorema enuncia que uma condi¢ao necessaria
para instabilidade € que i, (it — iig) < 0 em algum local do campo de escoamento, onde iig €
o valor de i no ponto de inflexdo. Outra forma de enunciar o teorema de Fjgrtof € que a mag-
nitude da vorticidade do escoamento de base deve possuir um méaximo que ndo seja nas bordas
do dominio.

Alguns escoamentos de base estdo dispostos na figura 2.9, extraida de Kundu (2008)[35].
Apenas os casos (e) e (f) satisfazem o critério de Fjgrtof. Os escoamentos (a), (b) e (¢) ndo
possuem ponto de inflexdo, enquanto que o escoamento (d) satisfaz a condicdo de Rayleigh
mas nao a de Fjgrtof.

E importante destacar que nenhuma das duas condicdes é suficiente para instabilidade. Um
exemplo € o escoamento de base dado por #(y) = siny, de dominio finito. Foi demonstrado que
este escoamento € estdvel se a largura for limitada em 7/2, apesar da existéncia do ponto de

inflexdaoem y = 0.

Camadas criticas

Quando # ~ ¢ na equacdo de Orr-Sommerfeld, o primeiro termo da equacao pode ser da
mesma ordem de grandeza que os termos viscosos, ndo sendo possivel despreza-los. Isto im-
plica que, se existir uma coordenada y. onde i = c, ird existir uma singularidade na equacdo de
Rayleigh. E possivel demonstrar que a coordenada y,. existe, sendo denominada camada critica

(Mendonga, 2003)[40].
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Figura 2.9: Exemplos de escoamentos paralelos, com pontos de inflexdo indicados com /. Os
casos (a), (b) e (c) ndo satisfazem nem o critério de Rayleigh nem o de Fjgrtof para instabilidade.
O caso (d) satisfaz a condi¢do de Rayleigh mas nao a de Fjgrtof, enquanto que os casos (e) e (f)
satisfazem ambas as condicdes. Figura extraida de Kundu (2008)[35].

2.3 Instabilidades em plumas hipopicnais

Na solu¢do de um problema de instabilidade linear local temporal, para o caso instdvel, se
obtém uma dada taxa de amplificacdo. No problema matemadtico, esta taxa constitui o auto-
valor da solucdo, estando associado a um autovetor, que constitui a amplitude da perturbacio.
Reconstituindo o escoamento total a partir do autovetor calculado, € possivel determinar qual o
tipo de instabilidade associada a taxa de amplificac@o. Estas instabilidades podem ser classifica-
das em vdrios tipos, ocorrendo conforme os processos fisicos predominantes para determinada

classe de escoamentos. A seguir serdo abordadas as principais instabilidades primdrias que
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usualmente sdo observadas em plumas hipopicnais, constituindo na instabilidade de Kelvin-
Helmholtz, Holmboe, Rayleigh-Taylor, salt-fingers (dupla-difusividade) e settling-driven (pro-
movidas pela sedimentacdo). Nao serdo abordadas, no presente trabalho, instabilidades que
ocorrem em outras condi¢des, tais como a instabilidade Taylor-Couette, Rayleigh-Bénard, en-

tre outras.

2.3.1 Instabilidades de Kelvin-Helmholtz (KH)

A instabilidade Kelvin-Helmholtz (KH) ocorre quando é perturbada a interface entre dois
fluidos, com ou sem estratificac@o, ou duas camadas de velocidades diferentes. Ela ird se desen-
volver temporalmente e espacialmente, dando origem a turbilhdes que provocardo a transi¢ao
para a turbuléncia (Figura 2.10). Amplamente documentada na bibliografia, seu estudo remonta

ao século XIX e ocorre em diversos contextos naturais e artificiais (Martinez, 2006)[39].
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Figura 2.10: Desenvolvimento temporal de uma instabilidade de K'H. Adaptado de Martinez
(2006)[39].

A figura 2.11 mostra instabilidades de KH na picnoclina de uma pluma fluvial, obtidas
através de ecobatimetria por Geyer ef al. (2010), constituindo um exemplo de ocorréncia na
natureza da instabilidade de K‘H. Na figura 2.12 pode-se observar, de forma mais nitida e
didética, o desenvolvimento espacial da instabilidade de K'H em um experimento realizado por

Browand e Winant (1973)[10].

Caso homogéneo

Betchov e Szewczyk (1963)[7] resolveram numericamente a equacao de Orr-Sommerfeld
(Equacdo 2.39) e de Rayleigh (Equacdo 2.48), desenvolvendo um dos primeiros estudos de

dependéncia do Re nas instabilidades. Para um intervalo de Re entre 0 e 40, ndo encontraram
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Figura 2.11: Imagens de instabilidades de K em uma pluma fluvial obtidas por ecobatimetria.
A alta retrodifusdo actstica estd associada com regides de elevados gradientes de densidade na
picnoclina. O fundo do mar € visivel em parte de cada imagem. Estdo indicadas velocidades
e salinidades médias superficiais e de fundo. A profundidade dos sensores de bordo estd indi-
cado por linhas pretas. a) Transecto interno b) Transecto externo. Adaptado de Geyer et al.,
(2010)[24].
nenhum Re critico, de maneira que o escoamento manteve-se instavel para qualquer Re. A
curva c;(a) tendeu assintoticamente ao caso inviscido conforme o Re foi aumentado, mostrando
que para o caso de camadas de mistura € valida a equacdo de Rayleigh. A taxa maxima de
amplificacdo observada foi ¢; = 0,2133 para um nimero de onda o = 0, 4446.

Michalke (1964)[41] realizou uma analise de estabilidade linear de escoamentos cisalhantes
homogéneos, onde a equacdo de Rayleigh foi resolvida de forma numérica, utilizando perfis do
tipo tangente hiperbdlico (i(y) = tanh(y)) para o escoamento de base. Foram estudadas as taxas

de amplificagdo (c¢;) em fun¢do do numero de onda (@), além das autofun¢des (amplificacdes do

escoamento de base) em termos da vorticidade. A taxa mdxima de amplificagdo observada foi a
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Figura 2.12: Imagens de instabilidades de K‘H em experimento fisico para uma camada de
mistura homogénea. Extraido de Browand e Winant (1973)[10].
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mesma obtida pelo trabalho de Betchov e Szewczyk (1963)[7] e a reconstituicdo do escoamento
total (soma do escoamento de base mais a perturbagdo) permitiu a identificacdo dos vortices de
KH.

Acerca da existéncia de um nimero de Reynolds critico para a camada de mistura homo-
génea, Bhattacharya e al. (2006)[8] realizaram um estudo de forma a incluir efeitos de nao-
paralelismo ao escoamento. Os autores citam Drazin e Reid (2004)[17], que por sua vez enfati-
zam que, para pequenos nimeros de Reynolds, a hipétese do escoamento paralelo € de validade

questiondvel. O Reynolds critico encontrado pelos autores foi de aproximadamente Re, = 30.

Caso estratificado

O efeito da estratificagdo em camadas de mistura pode ser incorporado a equacdo de Ray-
leigh, resultando na equacdo de Taylor-Goldstein (Kundu, 2008)[35]:

M iR 5o, (2.54)
i—c (n — c)?

u

A 2 A
Dy —a™) —

Hazel (1972)[26], utilizando a equacdo de Taylor-Goldstein, estudou a estabilidade de diversas
formas de escoamentos de base para camadas de mistura estratificadas. Para o perfil tangente
hiperbdlico para a concentracio e velocidade, foi estabelecida a curva de estabilidade neutra
Ri = a(1 — @). A Figura 2.13 mostra a variacdo das taxas maximas de amplificacdo (o;) em
fun¢do do numero de Richardson global (Ri). Hazel (1972)[26] observou o decrescimento da
taxa de amplificacdo temporal o; com o aumento do nimero de Richardson, atingindo o valor
critico de Ri = %,'

Em estudos experimentais, esta condicao para estabilidade dependente do nimero de Ri-
chardson (Ri > }L), conhecido como teorema de Howard-Miles, ndo é sempre observada. Con-
forme comentado por Galperin et al. (2007), é possivel que um escoamento se mantenha tur-
bulento para Ri > 1. No trabalho destes autores, estas observacdes sdo sustentadas por uma
abordagem tedrica espectral da turbuléncia, levando em conta a intensa anisotropia. Os autores
vao adiante e sustentam, baseados em outros estudos experimentais, que um nimero de Ri-
chardson critico ndo existe e que o criterio de estabilidade dado por Ri > i deve ser evitado no

estudo de escoamentos.
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Figura 2.13: Curva de estabilidade neutra para uma camada de mistura estratificada e taxas

maximas de amplificacdo. Adaptado de Hazel (1972)[26].

2.3.2 Instabilidades de Holmboe ()

Em um trabalho pioneiro, Holmboe (1962)[28] concebeu um estudo sobre instabilidades
que consistem em duas sequéncias de ondas paralelas que viajam em dire¢des opostas em re-
lacdo ao escoamento base, conforme Figura 2.14. Enquanto a instabilidade de K'H possui
velocidade de fase nula ¢, = 0, a instabilidade de Holmboe () possui ¢, # 0. Esta instabili-
dade pode ser simétrica, no caso de ndo haver direc@o preferencial para a propagacdo das ondas,
ou ser assimétrica, gerando ondas unilaterais. Tipicamente ocorrem em escoamentos de intensa

estratificacdo, ja tendo sido observados para Ri = 20 no trabalho de Alexakis (2009)[1].

!_,.'
\A/\_/
M
NG N~

=

Figura 2.14: Representagdo esquemadtica da instabilidade de H. Adaptado de Lawrence et al.
(1991)[36].

A instabilidade de H ocorre quando ha diferenga entre as espessuras das camadas de mistura
do perfil de velocidades e do perfil de concentra¢gdes onde, geralmente, a interface de densidade

¢ muito mais fina que a espessura da camada cisalhante. Estes escoamentos costumam ocorrer,
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por exemplo, em cunhas salinas e vales subaquaticos, assim como em rios conforme observado
por Yoshida et al. (1998)[59] no rio Ishikari no Japdao. A figura 2.15 mostra fotografias de

instabilidades de 9 observadas em laboratério.

Figura 2.15: Imagens de instabilidades de H em experimento fisico para uma camada de mis-
tura estratificada. Extraido de Browand e Winant (1973)[10].

No trabalho de Holmboe (1962)[28] foi estudado um escoamento de base dado pelas se-

guintes expressoes, para a velocidade e concentracdo, respectivamente:

1 y>1,
uy)={y -l<y<l, (2.55)

-1 y<-l,
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B -1 y>0,
p(y) = (2.56)
1 y<O.

Para o escoamento dado pelas equacdes 2.55 e 2.56 surgem as instabilidades de K'H e H
para determinadas condicdes. Para Ri < 0,071, conforme demonstrado analiticamente a partir
da equacdo de Rayleigh, ocorrem predominantemente instabilidades de K'H. Para Ri > 0,071,
as instabilidades de H sdo as unicas possiveis de ocorrerem, ndo estando sujeitas a condi¢io de
estabilidade de Ri > }‘. Dessa forma, estas instabilidades sdo particular interesse em meios de
intensa estratificacdo pois elas s@o o Unico mecanismo pelo qual estes escoamentos podem se
tornar instaveis (Haigh e Lawrence, 1999)[25].

No caso do escoamento de base ser assimétrico, as ondas provocadas pelas instabilidades de
H possuirdo uma direcdo preferencial de propagagao, ocorrendo tipicamente em escoamentos
com altos numeros de Richardson. Estas ondas unilaterais geradas sdo consideradas como
resultado do escoamento de base perdendo sua simetria. Basicamente, ha duas formas pela qual
estes escoamentos podem perder sua simetria: ou por possuir limites horizontais a distincias
diferentes do centro da camada de mistura, ou pelo deslocamento da interface de densidade
em relagdo ao centro da camada cisalhante. Quando a simetria é quebrada, um dos modos da
instabilidade de H terd maior taxa de crescimento que o outro.

Hazel (1972)[26] utilizou escoamentos de base da forma i(y) = tanh(y) para a velocidade
e p(y) = (1/R,)tanh(R,y) para concentragio, onde R, = 0,/0, é a razdo entre as espessuras
das camadas. Ele observou que quando a relagdo R, cresce, o nimero de onda mais instavel
desloca-se para a esquerda no diagrama de estabilidade. Este deslocamento implica em um
maior comprimento de onda da perturba¢do (menor nimero de onda). Por outro lado, se R, = 1,
a diferenca do nimero de onda mais instavel em relagdo ao caso nao estratificado é desprezivel,
de maneira que o comprimento de onda fundamental longitudinal ndo varia com o aumento da
estratificagao.

No trabalho de Lawrence et al. (1991)[36], resultados tedricos obtidos através da equacao

de Taylor-Goldstein (equagado 2.54) foram comparados com experimentos fisicos, obtendo con-

digdes para a formacdo das instabilidades de H. A tabela 2.3 resume os principais resultados
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Tabela 2.3: Condi¢des para surgimento das instabilidades de K'H e H. Tabela adaptada de
Martinez (2006) e Ferreira (2014)

Relagdo entre R, Ri Instabilidades Referéncia
R, > 1 Ri <0,07 KH [25],[36],
R, > 1 Ri > 0,07 H [25],[36]
R, > 1 Ri = 0,046 | Transi¢ao KH aH | [25],[36]
R,>1 Ri <0 KH [25],[36]
R,<2 Ri < 0,25 KH [26]
R,>?2 Ri < 0,25 KHeH [26]

dos trabalhos de Hazel (1972)[26], Haigh e Lawrence (1999)[25] e Lawrence et al. (1991)[36].

2.3.3 Instabilidades de Rayleigh-Taylor (R7")
As instabilidades de Rayleigh-Taylor (R7") surgem em meios estratificados quando o esco-
amento de base possui velocidade nula (iz = 0). Sendo assim, a equacao 2.54 assume a forma:

. . Py .
(Dyy — @?D) — ch—;v =0, (2.57)

conhecida como equacdo de Rayleigh-Taylor.

A instabilidade de R7™ se forma na interface entre dois fluidos de massa especifica diferen-
tes, de maneira que o fluido mais leve desloca o fluido mais pesado devido as for¢as de empuxo
(Sharp, 1984)[52], consistindo em um caso de estratificacdo instavel. A figura 2.16 mostra uma
representacdo com as principais caracteristicas da instabilidade R7, que tipicamente se asse-
melha a cogumelos. Alguns exemplos incluem: o comportamento da d4gua suspensa acima do
petréleo, nuvens em forma de cogumelos como as de erup¢des vulcanicas e explosdes nuclea-

res, explosdes de supernova em que o gas do nucleo em expansiao € acelerado, entre outros.

2.3.4 Instabilidades de dupla-difusividade (S¥)

De forma semelhante a instabilidade de R7, a instabilidade de dupla-difusividade, também
conhecida como fingering ou salt-fingers (SF ), também se forma em meios estratificados, com
a diferencga de que os fluidos em contato possuem difusividades diferentes. A figura 2.17 mostra
a assinatura das instabilidades de dupla-difusividade, que se assemelham as instabilidades de

RT e possuem estruturas em formas de dedos, o que da origem ao nome. Elas sdo capazes de
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Figura 2.16: Representagdo esquematica da instabilidade de R7". Adaptado de Burns e Meiburg
etal. (2015)[12].

desestabilizar um meio em que o fluido mais leve se situe acima do mais pesado e estabilizar
um escoamento em que o mais pesado se situe acima do mais leve. Tipicamente ocorrem
em ambientes marinhos onde as diferencas de temperatura e salinidade causam diferencas nas

constantes de difusao (figura 2.18).

Figura 2.17: Representagdo esquematica da instabilidade de S¥. Adaptado de Burns e Meiburg
et al. (2015)[12].

Burns e Meiburg (2012)[11], através de andlise de estabilidade linear, estudaram a dupla-
difusividade e a sedimenta¢do em um sistema constituido por um fluido com sedimentos acima
de outro com concentracdo salina. Verificaram que, na auséncia de salinidade e para um perfil

de concentracio escalonado, o pardmetro dominante € a razao entre a velocidade de sedimen-
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Figura 2.18: Fotografia de salt-fingers, extraido de Kundu (2008)[35].

tacdo das particulas e a escala de velocidade viscosa. Enquanto esta proporcdo € pequena, a
sedimentagdo de particulas tem uma influéncia desprezivel no crescimento da instabilidade. No
entanto, quando as particulas se assentam mais rapidamente do que a instabilidade cresce, a taxa
de crescimento diminui inversamente proporcional a velocidade de sedimentagcdo. Na presenca
de um campo de salinidade estratificado, a sedimentacao de particulas pode ter um efeito de-
sestabilizador e aumentar significativamente a taxa de crescimento. Para espessuras de camada
de mistura muito maiores que a espessura da interface de salinidade, as interfaces de particulas
e salinidade tornam-se cada vez mais desacopladas e o modo de instabilidade dominante passa
a ser de Rayleigh-Taylor.

Os autores Yu et al. (2013)[60] realizaram estudo semelhante ao de Burns e Meiburg
(2012)[11], através de andlise de estabilidade linear. Neste trabalho, considerou-se que a di-
fuvisidade dos sedimentos era func¢do da sua concentracao, fornecendo um modelo fisico mais
robusto. Foi mostrado que o sedimento pode atuar de forma a retardar ou acelerar o processo
de difusdao em um meio com dupla-difusividade. Os resultados mostraram que para sedimentos
finos, com graos menores que 10 mm (velocidade de queda de 0,09 mm/s), a instabilidade de
dupla-difusividade é dominante e os fingers resultantes sdo da ordem do milimetro. Para sedi-
mentos maiores que que 10 mm, o mecanismo de S¥ passa a ser dominante e instabilidades
ocorrem para baixas concentracdes de sedimentos da ordem de 0,1 g/l com fingers da ordem do

centimetro.
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Os mesmos autores dao continuidade ao estudo anterior no trabalho de Yu et al. (2014)[61]
através de simulacdo numérica direta. Reforcando os resultados obtidos por Yu et al. (2013)[60],
também foi observado que, para sedimentos muito finos com velocidade de queda de 0,0036
mm/s, a instabilidade dominante € a de dupla-difusdo. Com o aumento da velocidade de queda
para 0,0144 mmy/s, as instabilidades de Rayleigh-Taylor tornam-se dominantes antes que os
modos duplo-difusivos crescam. Fingers de sedimentos da ordem do centimetro altamente as-
simétricos foram observados devido a interacao nao-linear dos diferentes modos.

Dando continuidade ao trabalho de Burns e Meiburg (2012), os mesmos autores em 2015[12]
realizaram analise de estabilidade ndo-linear utilizando DNS, obtendo resultados consistentes
com o trabalho anterior. O crescimento dos fingers d4 origem a uma instabilidade secundaria
e, eventualmente, a formagdo de plumas que se destacam na regido interfacial. As simula-
coes mostram que a presenga de particulas com uma velocidade de sedimentagdo modifica a
instabilidade de dupla-difusividade, criando uma "regido do nariz"instavel nos perfis médios,
localizados entre a salinidade ascendente e a interface de sedimento descendente.

Schulte et al. (2016)[50] estudaram, através de simulagdo numérica direta (DNS), as ins-
tabilidades formadas em um tanque com fluido estratificado e em repouso. Foi observado que
os efeitos desestabilizantes da dupla-difusividade e a sedimentacio das particulas amplificam
uma a outra acima da interface de difusdo, de maneira que elas tendem a se cancelar abaixo.
Para velocidades de queda moderadas, plumas se formaram tanto abaixo como acima da inter-
face, enquanto que para velocidades mais elevadas a formacao de plumas abaixo da interface é

suprimida.

2.3.5 Instabilidades promovidas pela sedimentacao (S9D)

As instabilidades promovidas pela sedimentagdo (SD - settling-driven instability, ou ainda
settling-driven fingering) ocorrem em sistemas estratificados em que, além da dupla-difusividade,
atua também a velocidade de queda das particulas do fluido mais denso, geralmente dgua com
sedimentos. Ocorrem tipicamente em plumas fluviais, quando a 4gua com sedimentos € mais
leve que a 4gua salgada, desenvolvendo instabilidades caracteristicas. Os mecanismos que

movem esta instabilidade ndo sdo completamente conhecidos, dado que h4 pouca bibliogra-
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fia acerca deste fendmeno.

Hoyal et al. (1999)[31], em estudos experimentais, descreveram que a convec¢iao condu-
zida por sedimentos pode desempenhar um papel importante na sedimentacdo a partir da base
de plumas flutuantes (hipopicnais), por exemplo: estudrios e lagos estratificados, nuvens vulca-
nicas e correntes costeiras. Além do mecanismo de conveccdo duplo-difusivo, outro modo de
desenvolvimento de instabilidade convectiva consiste na sedimentacao através da interface de
densidade. A figura 2.19 mostra uma fotografia deste tipo de instabilidade obtida pelo autor,
em que se observa que a estrutura formada se assemelha a uma sobreposicdo da instabilidade

de RT e SF.

\ Density Interface

Figura 2.19: Fotografia de folha de luz laser CCD das instabilidades movidas pela sedimenta-
cdo. Extraido de Hoyal et al. (1999)[31].

Farenzena e Silvestrini (2016)[19] obteram mais dados sobre as condi¢cdes em que a insta-
bilidade SD se desenvolve utilizando andlise de estabilidade linear. Observou-se que o modo
instavel devido a sedimentagdo necessita de velocidades de queda suficientemente elevadas para
se desenvolver, sendo func¢do do nimero de Richardson da salinidade. A figura 2.20 mostra um
dos resultados obtidos pelos autores, mostrando a dependéncia da velocidade de queda critica
(u¢""y em fungdo do Richardson salino (Ri,). Este modo possui a tendéncia de geragdo de um
vértice contra-rotativo que deforma a instabilidade de K'H, gerando estruturas semelhantes a
instabilidades de R7".

Alsinan et al. (2017)[2] realizaram anélise de estabilidade linear biglobal de fluidos estra-

tificados cuja densidade depende da temperatura e concentragao, além de ser levada em conta
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Figura 2.20: Varia¢do da velocidade de queda critica em funcdo do niimero de Richardson salino
(Rip) para desenvolvimento do modo SP. Extraido de Farenzena e Silvestrini (2016)[19].

a sedimentacdo através da velocidade de queda. Os resultados demonstraram que a velocidade
de queda gera uma mudancga de fase entre os campos de perturbacdo de temperatura e concen-
tracdo, gerando instabilidades de SD. Este modo se mostrou relevante para todas as razdes de
densidade e difusividade estudados. Para o caso em que hd diferenca de difusividade entre os
campos de temperatura e concentragdo, este modo compete com o modo gerado pela dupla-
difusividade (SF). Como complemento a andlise de estabilidade, foram apresentados resulta-
dos de simulacdo numérica direta (DNS) onde se observam a relacao nao-linear da sobreposi¢cao
das diferentes instabilidades (8D e SF) para as diversas combinagdes de parametros.

Dando continuidade ao trabalho de Farenzena e Silvestrini (2016)[19], os mesmos autores
em 2017[20] publicaram novos resultados de anélise de estabilidade, incluindo dados relativos
ao deslocamento da camada de mistura de sedimentos e a cisalhante. As diferentes combinagdes
de parametros estudadas foram classificadas em trés cendrios, relativos ao deslocamento das
camadas: a configuragdo fracamente misturada, fortemente misturada e o caso intermedidrio.
Para o primeiro caso, as instabilidades de K'H e SD foram identificados como possuindo os
modos mais amplificados temporalmente, dependendo da velocidade de queda das particulas e
o nimero de Richardson total do escoamento, conforme ilustrado na figura 2.22a através das
curvas de estabilidade. No segundo caso, em que hd deslocamento entre as camadas, o0 modo
de K'H nio é mais predominante, de modo que a instabilidade de R7" modificada se torna

a predominante sobre as demais (figura 2.22b). Na terceira configuracdo foram observadas
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(k)

Figura 2.21: Campos instantaneos da perturba¢do de sedimentos para DNS bidimensional, onde
se observa o desenvolvimento temporal da instabilidade de SP. Extraido de Alsinan et al.
(2017)[2].

a ocorréncia das trés instabilidades K'H, SD e RT modificada, conforme a combinacio de
parametros.

O presente trabalho ird tratar sobre a formacdo de instabilidades nas camadas de mistura
que ocorrem em plumas hipopicnais. A ferramenta para a andlise serd a teoria da estabilidade
hidrodinamica linear, utilizando método de colocacdo de Chebyshev e o algoritmo QZ para
solucdo do problema de autovalores. Levando em conta que a maioria dos trabalhos anteriores
nao conduziu um estudado aprofundado sobre a influéncia do nimero de Reynolds na formagao
de instabilidades primérias, este trabalho procurara contribuir para preencher esta lacuna. Serao
estudadas camadas de mistura homogéneas e estratificadas, com e sem espessura varidvel da

camada de sedimentos.
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Figura 2.22: Curvas de estabilidade e modos dominantes em fun¢do do niimero de Richardson
total e velocidade de queda para a configuracao fracamente misturada (a) e fortemente misturada

(b). Adaptado de Farenzena e Silvestrini (2017)[20].



Capitulo 3

Metodologia

Neste capitulo serd abordada a metodologia utilizada para estudo da estabilidade linear local
temporal de plumas hipopicnais. Primeiramente, o modelo matemadtico € exposto, onde serdo
apresentadas as equacdes governantes do fendmeno, assim como aspectos fisicos levados em
consideracdo e limitacdes do modelo. Em seguida, é aplicado o método dos modos normais
a estas equagdes, realizando sua linearizacdo, além de discussdo a respeito do escoamento de
base considerado. No presente trabalho, o escoamento de base é considerado homogéneo em
duas direcdes, de maneira que serd realizada somente andlise temporal local da estabilidade.
Finalmente, é abordada a solu¢do numérica do problema de autovalores e autovetores, onde

serd apresentado o método de colocagdo de Chebyshev e o algoritmo QZ.

3.1 Modelo matematico

Equacoes governantes

As equagdes que governam o escoamento de plumas hipopicnais sdo dadas pela equacao
da Continuidade e de Navier-Stokes na aproximacdo de Boussinesq, que considera pequenas
variagOes de massa especifica. Esta aproximacdo € bastante razodvel ja que a densidade da dgua
com sedimentos € de 3% a 4% maior que a 4gua sem sedimentos (Burns e Meiburg, 2012)[11].

Estas equacdes sdo dadas, respectivamente, por:

44
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V-i=0, (3.1)

"
5 (a—‘; - Vﬁ) — _Vj+ V% + 8, (3.2)

onde fi € a viscosidade dindmica (considerada a mesma para 4gua com sedimentos e dgua sa-
lina), & = (0,0, —2) o vetor aceleracdo da gravidade, p a pressdo, @t o vetor velocidade e p a

massa especifica, considerando a presenca de sedimentos e sal:

p=po(1+7p), (3.3)

onde p, € a massa especifica da d4gua doce, ¢ a concentracdo de sedimento e ¥ o coeficiente de

expansdo volumétrica do sedimento, dada por:

y=— (a—p) (3.4)

Em ambientes naturais sdo comuns meios polidispersos, contendo sedimentos de diversos
tamanhos. No entanto, neste trabalho, como simplificacdo, a pluma fluvial serd considerada um
meio monodisperso. Sendo assim, a variacdo da concentragdo de sedimentos (¢) no espago e

no tempo € governada pelas equacdes de transporte destas quantidades escalares:

o
8—9; 4 Vg = V- /Yp), (3.5)

onde & € a difusividade molecular dos sedimentos.

3.1.1 Escoamento de base

Para realizar a anélise de estabilidade é necessario conhecer a priori o escoamento de base
que serd perturbado. Geralmente é adotado um perfil de velocidades na forma de uma funcado
matematica conhecida. Tomando como base trabalhos anteriores (Burns e Meiburg, 2012[11] e
Yu et al., 2013[60]), no caso de plumas e camadas de mistura, € comum a utilizacao de funcdes

do tipo tangente hiperbdlico ou fungdo erro. Dessa forma, no presente trabalho, os perfis de
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velocidade e concentracdo de sedimentos sdo dados, respectivamente, por:
Al 2y
i(5) = 7” [tanh(g—f)], (3.6)
Amax 2’~
&) = Z— |1 + tanh (6—y)] , 3.7)

(3

onde 0, € 0, sdo as espessuras das camadas de mistura, Al = ii, — ii; a diferenca de velocidade,

@"** a concentragdo maxima de sedimentos.

3.1.2 Adimensionalizacao

As equagoes 3.1, 3.5 a 3.7 foram adimensionalizadas utilizando como escalas caracteristi-

cas U = Aii/2 (escala de velocidades), L = 6,/2 (escala de comprimento), P = 45 /(poAii?)

(escala de pressoes) e @ = @™**/2 (escala de concentragdes), conforme proposto por Farenzena

(2016)[18]:

onde e, = (0, -1, 0) € o vetor unitdrio que d4 a direcdo da gravidade.

Os parametros adimensionais resultantes encontram-se na tabela 3.1.

(3.8)

(3.9)

(3.10)
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Tabela 3.1: Parametros adimensionais utilizados no presente trabalho

Nome Simbolo | Equagado

Numero de Reynolds Re Re = p‘)ﬁ—g‘i‘

Numero de Richardson Ri Ri = 25252“
Niimero de Schmidt Sc Se=1

Razdo das espessuras camadas de mistura R, R, = (%

Para o nimero de Richardson, foi utilizada a seguinte expressao para a gravidade reduzida
&)

(3.11)

onde ® = @"**/2.
Para o escoamento de base, composto pelos perfis de velocidade, concentracao de sedi-

mentos e salinidade, um processo similar de adimensionalizac¢do resulta nas expressdes abaixo,

plotadas na figura 3.1:

u(y) = tanh(y), (3.12)

() = 1 +tanh|R,y|, (3.13)

3.1.3 Decomposicao em modos normais

O processo de decomposi¢ao em modos normais, descrito no capitulo anterior, foi aplicado

as equagdes adimensionalizadas 3.8 a 3.10 de forma a obter o problema de autovalores e au-
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10

Figura 3.1: Escoamento de base utilizado no presente trabalho.

tovetores a ser resolvido. O escoamento foi primeiramente decomposto em um escoamento de

base mais uma perturbacao para cada uma das varidveis u, p e ¢:

u(x,y,z,t) =u(y) +u'(x,y,21), (3.14)
o(x,y,2,1) = () + ¢'(x,y,2,1), (3.15)
p(x,y,z,1) = p(y) + p'(x,y,2, 1), (3.16)

sendo o escoamento de base homogéneo em duas dire¢des (x e z), 0 que corresponde a hipdtese
de escoamento paralelo.
A forma da pertubacio utilizada correspondeu a andlise temporal local, gerando o seguinte

conjunto de perturbagdes:

u'(x,y,2z,1) = 0(y) expli(ax + Bz — o1)], (3.17)
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¢’ (x,y,2,1) = @(y) expli(ax + Bz — o1)], (3.18)
P'(x,y,2,1) = p(y) expli(ax + Bz — o1)], (3.19)

de forma que a e § sdo pardmetros reais e o € o autovalor a ser obtido.

Aplicando as decomposi¢des 3.14 a 3.16 nas equagdes 3.8 a 3.10 e subtraindo o escoamento

de base, se obtém o seguinte sistema de equagdes:

A

L ody
iait + — +ipw = 0,
dy

dii 1
(it — )it + —V = —iap + — Ma,
i(aii— o)i dyv iap Re i

A

dp 1
(it — o) = —— — RiQp + — MV,
i(ait — o)V dy ip Re Y

1
i(ait — o)W = —ifp + — Mw,
Re

dp 1
(aii — )@+ —V = —— M0,
i(ait — o) dyv ReSc o

2 . )
onde M = 517 — a? — % é um operador linear.

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Este sistema de equacdes pode ser reduzido em apenas duas equagdes, através do seguinte

procedimento:

e [solando W na equagdo 3.20 e substituindo na equacdo 3.23;

e [solando p e substitundo-se na equagdo 3.22 e 3.23;

e [solando-se it na equacdo 3.22 e substiundo-se na equagdo 3.23.

O resultado desse processo resulta em um novo sistema de equagdes, consistindo na equagao

de Orr-Sommerfeld (equagdo 2.43) com um termo a mais devido a estratificacdo e mais uma
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equacdo para a concentracdo de sedimentos, conforme segue, respectivamente:
L o dag s
i(ait — o )MY = —ia—V + — MV — Rik"Q, (3.25)
dy>  Re
dp 1
(Qit — o)+ —V = D, 3.26
o= )+ 550 = oo M (3.26)

onde k = +/a? + 8 é o nimero de onda total. As condi¢des de contorno que dao fechamento

ao problema sao condic¢des de Dirichlet para as amplitudes das perturbagdes:

(3.27)

(3.28)

onde y~ € o limite inferior do dominio e y* o limite superior. Neste trabalho, o dominio é

simétrico com relacdo a y, de forma que y~ = =L,y € V" = L.

O sistema de equagdes composto pelas equacdes 3.25 e 3.26 constitui um problema de

autovalores e autovetores generalizado, cuja forma geral é:

Aq = oBg,
com a matriz A definida por:
M — a1+ LM KPRl
A=| — = = ,
- —lfl—fl aul + —-M
e a matriz B dada por:
M0
B=|= =|.
(oI

(3.29)

(3.30)

(3.31)

em que o vetor § dado por §” = [V, ¢]. Nestas equagdes, I é a matriz identidade, 0 a matriz nula,

D o operador diferencial e M o operador M na forma matricial dado por M = D* — Ia? — 152
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3.2 Método numérico

No presente trabalho, o problema de autovalores e autovetores dado pela equagdo 3.29 é
resolvido de forma numérica utilizando o método de colocagdo espectral de Chebyshev. Este
faz parte de uma classe mais geral de métodos, denominados métodos espectrais. Estes métodos
possuem a caracteristica particular de convergéncia espectral, podendo ser interpretados como
métodos de ordem infinita (Canuto et al., 1988[13], Peyret, 2013) [46].

Burns e Meiburg (2012)[11] comentam que métodos de diferencas finitas que sdo formula-
dos em nés equidistantes ou tornam a solu¢do numérica muito imprecisa nas regides interfaciais,
diminuindo a qualidade da solu¢do, ou resolvem com precisao desnecessdria regides distantes
das interfaces, aumentando o custo computacional. Métodos de diferencas finitas com refina-
mento (stretching) podem contornar o problema da resolu¢do na interface, mas nao possuem a
mesma eficiéncia dos métodos espectrais.

Na figura 3.2, os autores compararam a convergéncia de cinco métodos distintos: dife-
rencas finitas de segunda ordem uniforme (FD2), diferencas finitas compactas de sexta ordem
uniforme (CFD6), diferencas finitas de segunda ordem com refinamento (Str-FD?2), diferengas
finitas compactas de sexta ordem com refinamento (Str-FD6) e o método de colocagdo espectral
racional (R-S). O método espectral produziu uma precisdo significativamente maior para um
dado nimero de pontos do que qualquer um dos métodos de diferencgas finitas, atingindo 15

digitos de precisdo em menos tempo computacional.

3.2.1 Método de colocacao de Chebyshev

Os métodos espectrais fazem parte de uma familia de métodos, denominados Método dos
Residuos Ponderados (MWR - Method of Weighted Residuals). Estes métodos aproximam a
solucdo de uma dada equacdo diferencial parcial da forma:

of

o = M), (3.32)

onde M(f) € um operador contendo todas as derivadas espaciais de f e os termos-fonte.

A solucdo f(9,t) é aproximada por:
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100
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Figura 3.2: Convergéncia do autovalor o (taxa de amplificagdo temporal) com o aumento do
nimero de pontos (N) (Burns e Meiburg, 2012)[11].

N
@0 = ) AOa), (3.33)
k=0

onde f,(f) sdo coeficientes de interpolacdo a serem determinados e ¢(9) é a fungido de interpola-
cdo, denominada fungdo tentativa. No caso do método de colocagdo de Chebysheyv, esta fun¢do

¢ um polindomio de Chebyshev, definido no intervalo —1 < § < 1, dado por:

Tu($) = coslkcos '),k =0,1,2, ..., (3.34)

O Método dos Residuos Ponderados demanda que:

a N
f [7 _ M(fN)] w$)d5 = 0, (335)

onde () € a fun¢do tentativa, que no caso do método de colocacao de Chebyshev é dada pela

funcao Delta de Dirac deslocada:

Y =60-9).j=1,...,N-1. (3.36)
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No método de colocagdo, € utilizado uma grade ndo-uniforme que siao os pontos de coloca-
cdo de Gauss-Lobatto. Eles possuem a caracteristica de se acumularem nas bordas do dominio,
sendo dados por:

nj
y; = cos —. 3.37
Yi N ( )
O processo de diferenciacdo de uma dada funcdo f € aproximado através da matriz de

Chebyshev. Tem-se para a n-ésima derivada (Trefethen, 2000)[55]:

™ =Dy'f, (3.38)

onde % ¢ a matriz de Chebyshev, de tamanho (N + 1) X (N + 1), cujos coeficientes sdo dados

por:

. 2N? + 1
(Dn)oo = c (3.39)
. 2N? + 1
(Dn)wn = — 6 (3.40)
D)y = —2— n=1,..N—-1 (3.41)
N)nn — 2(1_x’%)’n_ 9 ey ) .

. (=1 m+n
(D) = G =0, N, (3.42)

Cp Xy — Xp

2, m=0ouN,
Cm = ) (3.43)

1, caso contrario.

As condi¢des de contorno de Dirichlet podem ser impostas eliminando-se as primeiras e

ultimas linhas e colunas da matriz de diferenciacao de Chebyshev.
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3.2.2 Transformacao da malha

O fendmeno a ser estudado possui gradientes mais elevados na regido central em torno de
y = 0, sendo necessario uma malha mais refinada nesta regido a fim de representar sua fisica de
forma mais precisa. Além disso, como os polindmios de Chebyshev sdo definidos no intervalo
[-1, 1], faz-se necessdrio a utilizacdo de uma transformacdo da malha para o dominio fisico
[y~,y"]. Isto é realizado através de uma fun¢@o proposta por Berrut e Mittelmann (2004)[5],

dada por:

y= %tzm[tarr1 31, (3.44)

onde y € a coordenada do dominio fisico, y os pontos de colocacdo, 6 a densidade de pontos
da malha e m o nimero de escalas caracteristicas de comprimento na direcdo normal, sendo
m = L.

Pela regra da cadeia, a matriz de diferenciacio de Chebyshev também necessita ser trans-

formada para as coordenadas fisicas, conforme as expressdes abaixo:

. d$
p=0HZ, (3.45)
= :dy
. dA 2 Adz,\

p> =02 + DL, (3.46)
= = \dy :dy2
[ dON a3 AP\ A P25\ B9dy] A dY

D' =D (2| +D’ (6222 )+ D’ [3(Z2) +4222 |+ D2, (3.47)

= =\dy] =\dy’dy)] = | \dy? dy’dy| =dy*

onde Q € a matriz de diferenciacdo de Chebyshev no dominio de colocagdo e D a matriz no

dominio fisico.

3.2.3 Solucio do problema de autovalores e autovetores

Estando discretizado o sistema de equacdes (3.25 e 3.26), o problema de autovalores e
autovetores generalizado pode ser resolvido pelo algoritmo QZ (Anderson et al., 1999)[3]. Este

método se baseia na seguinte decomposicao das matrizes A e B:
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1>
I
=)
72
N

(3.48)

(3.49)

|1
I
(=}
o
N

onde Q e Z sdo matrizes unitdrias e S e T s@o matrizes triangulares superiores. As matrizes S e

T possuem, respectivamente, autovalores Ag e A7 que estdo relacionados com os autovalores de

3.29 pela expressao:

(3.50)

onde, por convencdo, o — oo quando Ay = 0.
O problema de autovalores e autovetores foi resolvido no software MATLAB®), que possui

o algoritmo QZ implementado através da biblioteca LAPACK.

3.2.4 Filtragem de autovalores espirios

Conforme Bourne (2003)[9], o método de colocacao de Chebyshev, apesar de eficiente, leva
a ocorréncia de autovalores espurios (ndo-fisicos), que ndo sdo geralmente simples de serem
identificados. Isto pode levar a classificacdo de um sistema como instdvel quando na realidade
ele € estdavel. Estes autovalores se fazem mais presentes nos casos em que ha estrafificagdo no
escoamento, ndo ocorrendo com tanta frequéncia em escoamentos homogéneos.

No presente trabalho, foi desenvolvido um algoritmo que atua de forma a filtrar estes au-
tovalores, atuando de forma a selecionar o autovalor correspondente ao modo mais instivel
(max(o)), filtrando os demais. O método proposto requer como pardmetros um valor maximo
para a parte real (0,,,,,) € valor minimo para a parte imaginaria (o ;,,;,)-

A partir destes pardmetros, este algoritmo fard uma varredura na matriz que contém os
autovalores, cujas dimensdes sdo N linhas e N colunas e compara as partes imagindria e real
do autovalor o~ com certas tolerancias, além de assegurar que ambos estejam na mesma posicao

(j = k). O seu pseudo-cddigo pode ser expresso pela seguinte forma:
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Algorithm 1 Algoritmo para eliminag@o de autovalores esptirios - pseudo-cédigo
1: procedure
2 fork=1:Ndo
for j=1:Ndo
if 0:(j) = i and (|0, (k)| < Oy par @and j = k) then
Timax = Ti(J)

A

Outros critérios podem ser adotados para filtragem, como por exemplo Deloncle et al.
(2007)[15] resolvem o problema de autovalores duas vezes variando-se o nimero de termos
do polindmio de Chebyshev.

A figura mostra, de forma comparada, a aplicacdo do algoritmo na geracdo do grafico do
Richardson critico, baseado na equacdo de Taylor-Goldstein (equagdo 2.54) conforme Hazel
(1972)[26]. Para o caso em que ele ndo foi aplicado se observa que, além ser completamente
insatisfatéria a geragao da curva neutra para o nimero de Richardson, as simulacdes falharam

em prever a taxa de amplificacdo maxima para nimeros de onda préximos de 1.

0.35

0.3
0.25[ | b

0.2F -]

......... RiG (com filtro)

SR N L A Gi (com fi|tl’0)

|— RiC (sem filtro)|

0.05[[f

— G, (sem filtro)

0 0.2 04 0.6 0.8 1
o

Figura 3.3: Curva de estabilidade para o Richardson global em fun¢@o do nimero de onda
transversal (@), com e sem o algoritmo para filtragem de autovalores espurios.



Capitulo 4

Resultados

Neste capitulo, primeiramente serdo expostos os resultados concernentes a verificagao e va-
lidacdo do método utilizado pelo presente trabalho. O modelo numérico e matematico seré
comparado com trabalhos de outros autores citados na revisdo bibliogréfica, buscando compro-
var sua eficdcia através de testes de convergéncia de malha para os casos da camada de mistura
homogénea e estratificada. Validado e verificado o método, prosseguiu-se ao estudo da influén-
cia do numero de Reynolds na formacao de instabilidades para a camada de mistura homogénea
e estratificada. Em seguida, estudou-se a influéncia da espessura do perfil de concentragao. Por
fim, investigou-se o efeito conjunto do nimero de Reynolds e espessura da camada de concen-

trac@o na estabilidade linear.

4.1 Verificacao

Primeiramente, a fim de verificar a propriedade de convergéncia espectral do método de
colocacdo de Chebyshev e a correta solugdo das equacdes, realizaram-se testes de malha para
o caso da camada de mistura homogénea. Os resultados obtidos foram verificados com o tra-
balho de Betchov e Szewczyk (1963)[7] para o caso inviscido em que Re — oo. Como ndo
ha estratificacdo, o escoamento de base para os sedimentos e salinidade € nulo, sendo @ = 0 e
u(y) = tanh(y).

Para cada conjunto de parametros, o algoritmo utilizado resolve o problema de autovalores

e autovetores (autofungdes discretas) generalizado. Dessa forma, é obtida uma nuvem de auto-

57
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valores o, como por exemplo a figura 4.1, dispostos no plano complexo para @ = 0, 4449. Para
cada conjunto € necessdrio identificar qual é o autovalor mais instdvel, isto é, com a mdxima
taxa de amplificacdo o;. Se ocorrer pelo menos um autovalor com a parte imagindria o; > 0, o
escoamento torna-se instavel. Conforme previsto pela teoria, o modo instivel encontrado pos-
sui parte real igual a zero (o, = O(107'%), o que correspondente a0 menor niimero de ponto
flutuante passivel de representacdo no computador utilizado para os cédlculos) e hd um modo es-
tavel correspondente com o; < 0. Os demais modos encontrados sdo neutros, possuindo parte
imagindria com o; = O(10714).

A figura 4.2 mostra testes de convergéncia de malha variando o pardmetro 6 (conforme
equagdo 3.44), que regula a concentracdo dos pontos no centro do dominio de calculo, conjun-
tamente com o tamanho do dominio (L,,,,) € o nimero de pontos (N). A varidvel estudada foi
a parte imagindria do autovalor o, que € a taxa de amplificacdo temporal da perturbacio, com
nimero de onda o = 0,4449. No eixo das abcissas estd plotado o nimero de pontos N enquanto
que no eixo das ordenadas se encontra L,,,,/6. As cores correspondem ao erro relativo dado por

(oiy — 0iy_,)/0iy_,» em escala logaritmica. A convergéncia se da para N ~ 70 e L,,,,./0 = 1, 1.

0.2 v T T —& T T T
0.15F / 4 1.8
Autovalor correspondente ao
0.1 H modo instavel dado por . 1.6
o= 8.671E-14 + 0.1897i
0.05} . Larp
g of ] Ex 1.2
_IE Ao
-0.05 } 1 1
| i 08}
-0.1 Modo decaido
correspondente
0.6
-0.15 F \ 1
0 I N - T I I R e
30 40 50 60 70 80 90 100

2 .
-05-04-03-02-01 0 0.1 0.2 03 0.4 05

T
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Figura 4.2: Convergéncia da solugdo para o,

Figura 4.1: Plano complexo dos autovalores o variando o parimetro de malha L, /6.

obtidos para a camada de mistura homogénea
com a = 0,4449.

ParaN = 70e L,,,/0 = 1, 1, o erro relativo se aproxima do menor numero de ponto flutuante

passivel de ser representado pelo computador (0(107!%)) mais rapidamente do que para outros
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valores. Conforme esperado, em todos os casos se observa a propriedade de convergéncia
exponencial do método. A partir destes resultados, para os proximos testes e simulagdes, fixou-
se § = 110, L., = 100 e N = 100. O valor obtido, apds a convergéncia, foi o, = 0, 1897
e numero de onda mais instavel @ = 0, 4449, os mesmos encontrados por Betchov e Szewczyk

(1963)[7].

4.2 Validacao

A partir da verificacdo de que o método numérico estd sendo empregado de forma satisfa-
téria, € necessario validar o modelo matematico através de sua aplicacdo em problemas consa-
grados amplamente documentados na bibliografia. O teste de validagao assegura que o modelo
utilizado representa corretamente a fisica relativa ao fendmeno investigado. Partindo da se¢do
anterior, buscou-se validar a metodologia para a camada de mistura homogénea e posterior-

mente para a camada de mistura estratificada.

4.2.1 Camada de mistura homogénea (Ri = 0)

Fixados os parametros de malha, estudou-se a maxima taxa de amplificacdo o; variando-se
o nimero de onda «. Para este estudo considerou-se, além do caso inviscido, 0 caso viscoso
com Re = 10*. Para o caso inviscido, o nimero de onda mais instavel obtido foi @ = 0, 4449 e
... = 0,1897, enquanto que no caso viscoso obteve-se @ = 0,4453 e o, = 0, 1892.

A figura 4.3 mostra a variagdo de o, em funcdo de « para o caso inviscido e para o caso
viscoso. Na escala da figura, se observa que o caso inviscido aproxima de forma satisfatéria o
caso viscoso para Re = 10* e a < 0,94. A partir deste valor as solu¢des divergem uma da outra,
conforme se observa na figura 4.4 que aproxima a figura 4.3 nesta regido. Este comportamento
pode ser atribuido a existéncia de singularidade no problema nao-viscoso (camada critica), o
que nao ocorre quando hd a presencga da viscosidade.

A figura 4.5 mostra, respectivamente, a vorticidade do escoamento de base (@w,), perturbacao
(w’) € 0 escoamento total reconstituido para 0 modo mais amplificado, dado por w, = @, + W

e a perturbacdo dada por w, = &.expli(ax —ot)], com ¢t = 1. A perturbagdo w’ foi obtida a
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Figura 4.3: Variacdo da taxa de amplifica- Figura 4.4: Detalhe da variacdo da taxa de am-
¢do o; em funcdo do nimero da onda a, para plificacdo o; para 0,92 < @ < 1. A partir de
os casos de escoamento ndo-viscoso e viscoso «a = 0,94 observa-se a divergéncia da solugdo
(Re = 10%) inviscida e a viscosa (Re = 10%).

partir dos autovetores. Conforme esperado, a perturbacao fez surgir dois vortices de mesmo

sentido que tendem a parear-se, o que corresponde a instabilidade de Kelvin-Helmholtz (K'H).

O dominio representado no eixo das abcissas representa um comprimento de onda (L, = 27/ ).

Re = 10°, o = 0.4449
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Figura 4.5: Isolinhas de vorticidade para a camada mistura homogénea (modo mais instavel).

4.2.2 Camada de mistura estratificada (Ri >0eR, = 1)

O caso da camada de mistura estratificada € regido pela equacao de Taylor-Goldstein (equa-
¢do 2.54), tratando-se de um problema de autovalores quadratico. No entanto, neste trabalho,

esta equacdo € utilizada em outra formulacdo, de maneira que se obtém um problema de auto-
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valores generalizado, conforme descrito no capitulo 3. Para geracdo dos resultados a seguir foi
considerado um meio ndo difusivo (Sc¢ = 1), sem espessura variavel (R, = 1) e que o Teorema
de Squire € vélido, de forma que o nimero de onda transversal é nulo (8 = 0) e @ = @. Além
disso, o escoamento foi considerado inviscido, com Re — oo.

A figura 4.6 ilustra a curva de estabilidade neutra do niimero de Richardson global (Ri) em
fun¢do do ndmero de onda (@) obtida pelo presente trabalho, incluindo o resultado analitico
obtido por Hazel (1972)[26]. Conforme esperado, obteve-se a condi¢do de estabilidade de
Ri > i para @ ~ 0,5, com a taxa de amplificacio do modo mais instdvel se igualando a zero

para Ri = 411 conforme se observa no gréfico 4.7.
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Figura 4.6: Curva de estabilidade para Ri- Figura 4.7: Variacdo da médxima taxa de am-
chardson global (Ri) em fun¢do do nimero de plificacdo o; e nimero de onda mais instdvel
onda transversal («). em func¢do de Ri.

Efeito da estratificacao nas instabilidades de K'H

As imagens na figura 4.8 mostram uma sequéncia de campos de vorticidade da perturbacao
reconstituidos (w?), em que se varia o nimero de Richardson e o respectivo nimero de onda
mais instavel, assumindo os valores fixos Ri = 0,05, Ri = 0,10, Ri = 0,15 e Ri = 0,20. Se
observa que a camada de vorticidade existente entre os dois fluidos cisalhantes se torna mais
intensa conforme o Richardson cresce. Este comportamento mostra a tendéncia do escoamento

de se laminarizar com o aumento da estratificacdo, o que ocorre para Ri > }L.
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Re = 10% Ri = 0.05, R, =1 a=04419,t=1
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Figura 4.8: Variacdo do campo de vorticidade da perturbacdo para o escoamento cisalhante
estratificado com o aumento do Ri para o respectivo nimero de onda mais instavel.

4.3 Influéncia do nimero de Reynolds (Re)

A partir da verificacdo e posterior validacdo da metodologia do presente trabalho para as
camadas de mistura homogénea e estratificada, procedeu-se a investigacdo das questdes da pes-
quisa. Seguindo a mesma ordem do capitulo anterior, estudou-se a influéncia do nimero de
Reynolds na estabilidade para a camada de mistura homogénea e estratificada. Em seguida,
proceceu-se ao estudo de camadas de mistura intensamente (Ri > 1) e fracamente estratifica-

das (Ri < 1), com espessura relativa R, # 1.
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4.3.1 Camada de mistura homogénea (Ri = 0)

A influéncia do ndmero de Reynolds na estabilidade de uma camada de mistura homogeé-
nea foi estudada por Betchov e Szewczyk (1963)[7] através de andlise linear local, conforme
discutido no capitulo 2, ndo obtendo nenhum nimero de Reynolds critico para a ocorréncia de
modos instdveis. No presente trabalho realizou-se estudo semelhante, de forma a obter a maior
taxa de amplificacdo para nimeros de Reynolds no intervalo de 1 a 10°, assim como o nimero

de onda mais instavel respectivo.

Existéncia de um nimero de Reynolds critico

0.2 : . ' 1
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Figura 4.9: Variacido da maior taxa de amplifi- Figura 4.10: Variacdo do nimero de onda mais
cacdo em funcdo do numero de Reynolds para instivel em fun¢do do numero de Reynolds
a camada de mistura homogénea. para a camada de mistura homogénea.

Na figura 4.9 estd plotada a maior taxa de amplificacdo o; em fung¢do do nimero de Reynolds
no intervalo para 10 < Re < 105 e na figura 4.10 o respectivo nimero de onda mais instavel.
Se observa, em ambos os grificos, a existéncia de um nimero de Reynolds critico para o qual
irdo ocorrer instabilidades, ocorrendo no intervalo entre 10 < Re < 20. Tanto o; como a
tenderam assintoticamente para os valores obtidos através da solugdo inviscida conforme Re foi

aumentado, obtendo-se o; = 0, 1897 e @ = 0,4449.

De forma a identificar o valor do niimero de Reynolds critico, aumentou-se a resolucao de
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Figura 4.11: Detalhe mostrando a taxa de am- Figura 4.12: Detalhe mostrando o nimero de
plificacdo do primeiro modo instdvel. onda do primeiro modo instavel.

calculo, com 10 < Re < 100. Obteve-se os graficos plotados nas figuras 4.16 e 4.17. Nelas se
observa o Reynolds critico como sendo Re. = 20, cuja taxa de amplificacdo é o; = 6,0816F —3
e nimero de onda @ = 0,5586. Este resultado estd em desacordo com o obtido por Betchov e
Szewczyk (1963)[7], porém estd em concordancia com o trabalho mais recente de Bhattacharya
et al. (2006)[8], que obteram um valor de Reynolds critico préximo a Re. = 20 através de
andlise de estabilidade linear porém utilizando metodologia diferente deste trabalho.

A identificacdo de um Re critico no presente trabalho, ndo tendo ocorrido nos anteriores,
pode ser atribuido ao fato de que foi utilizado um strecthing da malha, o que faz com o que
os pontos do dominio se acumulem no ponto de inflexdo do escoamento de base e permitindo
desta forma uma melhor detec¢do das instabilidades. O mesmo caso foi calculado novamente
sem o strecthing, observando-se que o método numérico empregado nao foi capaz de calcular
os autovalores e autofungdes corretamente, obtendo resultados sem sentido fisico para Re muito
baixos. Portanto, conclui-se que somente devido ao stretching é que foi possivel identificar um

Re critico.
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Figura 4.13: Variagdo do campo de vorticidade da perturbacdo para o escoamento cisalhante
homogéneo com o aumento do Re para o nimero de onda mais instavel.

Efeito do Re nas instabilidades de KH

Na figura 4.13 estdo plotados os campos de vorticidade da perturbacdo para diferentes Re
e seus respectivos modos mais instdveis, incluindo o primeiro modo instavel para Re = 20.
Conforme se observa, este modo consiste em KH, porém o voértice formado possui cerca de
duas vezes o comprimento em y que para os demais nimeros de Reynolds mostrados na fi-
gura. O didmetro deste vortice tende rapidamente para aproximadamente 1,5, assim como o
nimero de onda mais instdvel. O mesmo comportamento assintético se repete para o médulo

da vorticidade, que para Re = 20 possui cerca de metade do valor que os demais Re.
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4.3.2 Camada de mistura estratificada (Ri >0eR, = 1)

Os resultados a seguir consideraram valor finito para o nimero de Reynolds, levando em
conta, dessa forma, a viscosidade no problema de autovalores e autovetores para a camada de
mistura estratificada. Assim como no caso inviscido, foi variado o ndmero de onda e o numero
de Richardson (Ri) a fim de obter o caso com o nimero de onda mais instdvel e a maxima taxa
de amplificacdo da perturbacdo. Finalmente, a partir dos resultados obtidos, foi possivel obter

uma curva de estabilidade neutra do Richardson em fun¢@o do nimero de Reynolds.

Efeito de Ri no Re critico

0.7 0.16 v
. : I —Ri=0
—Ri = 0.05
- Ri=0.10
065k [Ri=015 )
0.6} .
& 055}
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0.4 1 ' '
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Figura 4.15: Variacdo da maior taxa de ampli-
ficacdo mais instavel em fun¢do do nimero de
Reynolds para a camada de mistura estratifi-
cada.

Figura 4.14: Variacdo do nimero de onda mais
instdvel em funcdo do nimero de Reynolds
para a camada de mistura estratificada.

A partir dos resultados gerados pelo caso homogéneo, buscou-se investigar como a estratifi-
cacdo afetava o nimero de Reynolds critico, assim como o crescimento da taxa de amplificagdo
e numero de onda mais instdvel. Neste caso, conforme mais intensa a estratificacdo, maior se
tornava o nimero de Reynolds critico, conforme se observa nas figuras 4.14 e 4.15. O aumento
no nimero de Richardson acarretou um aumento conjunto do niimero de onda critico para inicio
da instabilidade assim como a taxa de amplificacdo. Observa-se que as curvas geradas de « e

o; possuem a mesma taxa de variagdo.
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Figura 4.16: Variagdo da curva de estabilidade Figura 4.17: Curva de estabilidade neutra do
neutra de Ri em funcdo de @ para Re = 10%, nimero de Richardson em fun¢do do nimero
10% e 10%, de Reynolds.

O gréfico da figura 4.16 mostra o mesmo estudo feito na figura 4.6 para o caso inviscido,
dessa vez variando o niimero de Reynolds para Re = 10%, Re = 10° e Re = 10*. Neles, se
observa como a regido de instabilidade diminui conforme o Re € diminuido. Este comporta-
mento € fisicamente coerente uma vez que a viscosidade, neste caso, atua de forma a dissipar
as perturbacdes para determinadas condicdes de estratificacdo. Quando Re = 10*, os resultados
mostram convergéncia com o resultado analitico (Ri = a(1 — @)), obtendo resultados mais pre-
cisos que o inviscido. Conforme discutido anteriormente, isto se deve ao fato de a viscosidade
eliminar a ocorréncia de singularidades.

Os valores de Re. foram plotados em um grifico em fun¢do de Ri, conforme figura 4.17,
onde se observa que a variacdo de Re. sugere uma varia¢ao inversamente proporcional a Ri.
Como na equagdo de Orr-Sommerfeld o nimero de Re atua de forma a produzir um compor-
tamento assintdtico, pode-se propor um modelo semi-empirico para a condi¢cdo de estabilidade
da forma Ri > (Re — Re.)/(4Re + C), onde C é uma constante ¢ Re. = 20, conforme caso
homogéneo. Esta equacido devera possuir assintota em Ri = }‘ quando Re — oo e atender a
condi¢do Re < 20 quando Ri = 0. Dessa forma, obteve-se a seguinte condicdo para estabili-

dade apos a regressdo, realizada com intervalo de confianga de 95% e coeficiente de correlagcdo

R? = 1.0000:
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Re — Re,
Ri > ——F—— 4.1
'~ 4Re + 2Re,)’ 1)
que corresponde a linha tracejada na figura 4.17. Verifica-se que, quando Ri = 0, obtém-se que

Re < 20, conforme sec¢do anterior.

Efeito do Re nas instabilidades de KH

Nos campos de vorticidade (figura 4.18), se observam os primeiros modos instdveis para
Ri = 0 (caso homogéneo), Ri = 0.05, Ri = 0.10 e Ri = 0.15. Nota-se que o primeiro modo
instavel perde intensidade na vorticidade conforme a estratificacao se torna mais intensa. No
que é concernente a topologia do vértice formado, este tende a se tornar mais alongado e vertical
com a diminuicdo do Ri. H4 um aumento da vorticidade do primeiro modo instavel conforme

Ri se aproxima do valor critico de 1/4.

4.3.3 Camada de mistura com espessura variavel (Ri >0e0 <R))

A seguir serdo feitas consideracdes sobre o caso da camada cisalhante estratificada de es-
pessura varidvel (0 < R, < oo). Primeiramente serdo desenvolvidos estudos analiticos a partir
da equacdo de Taylor-Goldstein que dardo embasamento para os experimentos numéricos. Em
seguida, foram gerados resultados numéricos inviscidos de forma a verificar os resultados ana-
liticos, tomando novamente Re = 10°. Finalmente, serdo expostos estudos sobre a influéncia do

nimero de Reynolds e sua relacdo com a estratificac@o e espessura varidvel.

Resultados analiticos

A condic¢do de estabilidade de Ri > 7, vista no capitulo 2, pode ser demonstrada a partir

1
4’
da equacgao de Taylor-Goldstein, assumindo as devidas hip6teses sobre o escoamento de base.

Para um meio monodisperso, esta equagdo assume a seguinte forma:

i, 5
My 5L Ri— P -, 4.2)
in—c (n—c)?

(Dyy — @*D) —

Realizando a mudancga de variaveis dada por:
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Figura 4.18: Variacao do campo de vorticidade para o escoamento cisalhante estratificado para

o primeiro modo instdvel com o aumento do Ri.

= @-0)'%

e derivando em relacdo a y, obtém-se:

iyéy + &ty [2 _ 1 fﬁi
@' A@-cpP

A . 172
vyy:(u—c)/g-‘yy+

Substituindo na equagdo de Taylor-Goldstein chega-se a:

i} /4 — Ri@,

. )
la—os)- Q=)+ 2+ 2 £ =0,

u-—=c

4.3)

4.4)

4.5)

Integrando esta equacdo entre y = —L,,,, € ¥y = L,,,, € multiplicando-se pelo conjugado com-
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plexo &*, obtém-se, para o primeiro termo da equacgdo 4.5:

+Lonax d +Linax d +Lonax
f d—y{(ﬁ—C)fy}f*dy= f . [@{m—c)fyf*}—(u—@fyf;i]dy:— f (@—c)lé, P dy.
4.6)

- Lmax - Lmzlx

Substituindo este termo e resolvendo para o restante da equagdo 4.5, obtém-se:

Linax Ri(’_oy — ﬁ2/4 Linax 1 Linax
f ————léfdy = f @=o){I&F + ol }dy + - f iy lEPdy.  (47)

- Lmax - Lmax

Para os passos seguintes, utiliza-se a identidade dada por:

1 u—c* u—c,+ic
—_— = . 4.8
i—c |u--cl? it — c|? (4.8)
Tomando-se a parte imagindria da equagdo 4.7, obtém-se:
+L7716{X Ri‘,_ay — ﬁ2/4 +Lm£l)(
e e I e (4.9)
_Lma)r |M - Cl _Lmax

Para haver estabilidade, € necessdrio que ¢; < 0. Como o termo da direita é sempre positivo, a
condicdo de estabilidade requerera que o termo da esquerda seja positivo. Para tanto, a seguinte

condicdo deverd ser satisfeita:

Rig, — ii;/4 > 0, (4.10)

conhecida como condicdo Howard-Miles. Substituindo as derivadas dos escoamentos de base,
dadas, respectivamente, por $, = R,sech*(R,y) e i, = sech’y e isolando-se Ri, obtém-se:
1 sech(y)

Ri>—————. 4.11
4R, sech*(R,y) 1D

A funcao dada pelo lado direito da equacgdo 4.11 possui um minimo em y = 0 (correspondendo
as coordenadas dos pontos de inflexdo dos escoamentos de base estudados), assumindo o valor

da unidade. Isto indica que o escoamento se tornard instdvel na regido do ponto de inflexao do
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perfil de base antes de afetar o restante do dominio —L,,,, <y < L,,,,. Dessa forma, a condi¢ao
para estabilidade serd dada por:
1

Ri > — 4.12
i> (4.12)

o
conforme queria-se demonstrar. Esta equacao se reduz a condi¢do clédssica de que Ri > 1/4 se
R, = 1. Para camadas de mistura intensamente estratificadas (R, < 1), a condig¢do 4.12 tendera
ao infinito, mostrando que um escoamento turbulento estratificado pode persistir para Ri >
1. No caso de camadas de mistura fracamente estratificadas (R, > 1), um escoamento com
Ri < 1 poderd facilmente se laminarizar. Cabe salientar que a condi¢do 4.12 € invariante para
translagdes do escoamento de base do perfil de concentragdes, como € o caso de escoamentos

com sedimentacdo. Tipicamente estes perfis assumem uma equacdo da forma p(y) = A +

tanh[R,(y + &)], onde A € uma constante e & o deslocamento entre os perfis.

1
4’

Esta deduc@o mostra que € possivel, em um meio intensamente estratificado com Ri >
haver instabilidades para determinadas condi¢des de escoamento. Conforme a equacdo 4.12,
dado que R, = 3,/d,, 0 Richardson necessdrio para estabilidade serd tanto maior quanto maior
for a espessura da camada de sedimentos 6, em relagdo a espessura da camada de cisalhamento
d,. Conforme mencionado por Galperin et al. (2007)[22], na natureza é possivel encontrar
numeros de Richardson préximos a 1 antes do escoamento se laminarizar. Outros autores, tais
como Monin e Yaglom (1971)[42], Yamamoto (1975)[37] e Lettau (1979)[37], sugerem que
um numero de Richardson critico ndo existe. Analisando a expressdo 4.12 se observa que de
fato isto pode ocorrer: caso R, se aproxime de zero, o nimero de Richardson necessario para
estabilidade tendera ao infinito, o que concorda com a proposic¢ao destes autores, reservadas as
condi¢des necessarias.

Para meios polidispersos, € possivel mostrar que a equacdo de Taylor-Goldstein assume a

seguinte forma:

2A
(Dyy —a™P) —

Y @x, .
b+ ZRzk = 0. (4.13)

_ — '
uck1 (1 —c)

Sendo assim, a condi¢cdo de Howard-Miles (equagdo 4.10) pode ser generalizada de maneira
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andloga para N fases dispersas:

N
> Rig, - /4> 0, (4.14)
k=1

onde g, = A; + tanh(R,y), sendo A; constantes. Substituindo as derivadas na equacgdo 4.14,

obtém-se:

al . sech4y
> Riy > — — (4.15)
=1 43— Risech™(Ryy)

Novamente, a equagdo 4.15 possui um minimo em y = 0, assumindo o valor da unidade. Dessa

forma, obtém-se a desejada condi¢do suficiente para estabilidade:

1
ZRik > — (4.16)

A condicdo 4.16 pode ser reduzida a condicdo 4.12 através de parametros representativos
dos sedimentos dispersos. Pode-se assumir um nimero de Richardson e uma espessura rela-
tiva das camadas de sedimentos de tal forma que Ri = Y;_, Ri; e R, = Y}, R;. Dessa forma,
no estudo da estabilidade hidrodindmica de escoamentos estratificados, apenas o nimero de
Richardson equivalente dos sedimentos dispersos € relevante, podendo-se simplificar a sua ané-
lise. Esta hipdtese deixa de ser valida em ambientes com forte difusdo e em que a sedimentagdo

passa a ter papel relevante na formacao de instabilidades.

Caso inviscido

A 4rea da regido de instabilidade para o nimero de Richardson apresentou comportamento
inversamente proporcional a R,,, conforme figura 4.19, onde esta plotada a curva neutra de Ri
em fung¢do do nimero de onda a para 1/2 < R, < 2. Nota-se que a pdrabola tende a se deslocar
para a esquerda conforme R, aumenta, o que mostra a tendéncia do nimero de onda mais
instdvel tender a zero. Analogamente, conforme R, diminui, o ponto de maximo da parabola
desloca-se para a direita, fazendo « tender a 1. Dessa forma, observa-se que a coordenada em

a correspondente a0 mdximo da pardbola obedece a relacdo dada por:
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Figura 4.19: Variagdo da curva de estabilidade Figura 4.20: Variagdo da curva de estabilidade

neutra para o Ri para diferentes R,,.

=)= ¢
0

1

neutra para o Ri e R, = 2 para diferentes Re.

(4.17)

Este comportamento pode ser sintetizado da seguinte forma;

limg, 0 @.(R,) = 1: quando R, atinge magnitudes diminutas, por exemplo em uma situ-

acdo que a camada dispersa de concentracdes € muito espessa, 0 comprimento de onda

dos modos instdveis se torna pequeno;

limg e @.(R,) = 0: quando R, assume valores muito elevados, o comprimento de onda

das perturbacdes cresce indefinidamente, uma vez que este € inversamente proporcional

ao numero de onda a.

Na figura 4.21 se observa como a variacdo de R, afeta o decréscimo da taxa de amplifi-

cagdo em funcdo do nimero de Richardson. Conforme ja visto na figura 4.19, R, se mostrou

inversamente proporcional ao Ri critico, decrescendo proporcionalmente conforme foi variado

e mantendo a maxima taxa de amplificacdo para Ri = 0 (caso sem estratificacdo). Paralela-

mente, para o nimero de onda do modo mais instdvel respectivo (figura 4.22), para R, < 1 a

concavidade da curva gerada tornou-se positiva, aumentando o nimero de onda com a variagdo

de Ri. Para R, > 1, a concavidade tornou-se negativa. Em ambos casos a lei de variacdo do
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Figura 4.21: Variacdo da maior taxa de ampli- Figura 4.22: Variacdo do nimero de onda mais
ficacdo em fun¢do de Ri para diferentes R,,. instavel em fun¢do de Ri para diferentes R,,.

modo mais instdvel para o Ri critico obedeceu a equacdo 4.17, representada através da linha
tracejada. Todos os modos mais instaveis observados consistiram em K'H, apesar de haverem

modos menos instaveis de H para nimeros de onda maiores.

Influéncia do niimero de Reynolds

Quando os efeitos viscosos s@o levados em conta através do nimero de Reynolds, a curva de
estabilidade neutra do nimero de Richardson apresenta 0 mesmo comportamento assintético ja
observado para o caso em que R, = 1. Quando R, = 2, a drea da regido de instabilidade diminui
conforme o Re diminui, conforme a figura 4.20. Nota-se que a curva possui seu maximo deslo-
cado para a direita, correspondendo portanto a um aumento do nimero de onda mais instdvel,
também j4 observado no caso homogéneo e estratificado.

Através da selecdo do nimero de onda mais instdvel, gerou-se a curva de estabilidade neutra
de Ri em fungdo de R, para diferentes Re (figura 4.23). Observa-se que conforme Re — oo,
a curva de estabilidade apresentou comportamento assinstético como esperado, diminuindo a
regido de instabilidade com a diminui¢do de Re. Para Re = 10°, a curva gerada correspondeu a
condi¢do 4.12, estando os resultados numéricos coerentes com os analiticos.

Na figura 4.24 encontram-se as curvas de estabilidade neutra de Re em fun¢do de Ri para
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neutra de Ri em fungdo R, para Re = 10, 10° neutra de Re em funcdo de Ri para diferentes

e 10°. R,.

diferentes R,, incluindo o estudo realizado para a camada de mistura estratificada com R, =
1. A varia¢do de R, deslocou as assintotas verticais das curvas de estabilidade e manteve a
assintota horizontal em Re = 20, mostrando consisténcia com o resultado do caso homogéneo.
Combinando as condigdes 4.18 e 4.12, verificou-se que condicdo de estabilidade obedece a

seguinte equacgao semi-empirica:

Re — Re,

Ri > .
4(R,Re + 2Re.)

(4.18)

Esta equagdo tende a equacdo 4.12 no limite quando Re — oo, conforme € verificado através da

regra de L' Hopital.



Capitulo 5

Conclusoes e recomendacoes

5.1 Conclusoes

No presente trabalho, foi realizada andlise de estabilidade linear temporal empregando mé-
todo de colocacdo de Chebyshev para solucdo numérica com o objetivo de estudar a influéncia
do nimero de Reynolds em escoamentos cisalhantes estratificados. Inicialmente, validou-se o
codigo utilizado para o caso homogéneo e estratificado para R, = 1, com Re — oo, obtendo
bons resultados com a bibliografia existente. Em seguida, procedeu-se ao estudo da influéncia
do nimero de Reynolds nas instabilidades para o caso homogéneo, estratificado e com espes-
sura varidvel (0 < R, < o0). Neste estudo, foram considerados as méaximas taxas de amplifica-
¢do, numeros de onda mais instdveis, curvas de estabilidade neutras e os modos mais instaveis
através da andlise dos campos de vorticidade.

O fendmeno estudado possui um amplo espectro de parametros a serem estudados, de forma
que se restringiu o estudo a um ambiente ndo-difusivo com S ¢ = 1, sem sedimentacdo e mono-
disperso. Outra dificuldade desta pesquisa consistiu no aparecimento frequente de autovalores
espurios no problema analisado, sendo necessario o emprego de critérios de selecao dos modos
mais instaveis. Tendo em vista que a andlise de estabilidade linear apenas prevé o surgimento
de instabilidades primadrias e que estas constituem apenas em condi¢des necessarias para o ini-
cio da transic@o para a turbuléncia, os resultados encontrados podem ser classificados em trés

comportamentos distintos:

76



5.1. Conclusoes 77

e Caso homogéneo (Ri = 0): No caso homogéneo, em que nao ha estratificacdo no escoa-
mento de maneira que o perfil de concentrag¢des € nulo, o nimero de Reynolds modificou
o modo mais instdvel e o respectivo nimero de onda mais instdvel. Observou-se um Re
critico para inicio das instabilidades, sendo igual a 20. O nimero de onda mais instavel
tendeu a descrescer conforme Re foi aumentado, tendendo a um valor de saturagcdo para

Re ~ 10*. Todos modos observados consistiram em K

e Caso estratificado (Ri > 0 e R, = 1): O niimero de Reynolds novamente atuou de forma
a aumentar o nimero de onda mais instavel, mantendo todas as caracteristicas do caso
homogéneo. O nimero de Reynolds critico foi aumentado proporcionalmente ao nimero
de Richardson, sendo estabelecida equacao semi-empirica para o seu comportamento. Os
primeiros modos instaveis observados consitiram em K'H que perderam intensidade com

o aumento de Ri, ocorrendo sua laminarizac¢do para Ri > 1/4;

e Caso com espessura variavel (Ri > 0 e 0 < R, < o0): Inicialmente, para o caso em
que se € permitido variar R, (razdo entre as espessuras das camadas) no escoamento
de base, foi demonstrado a partir da condicdo de Howard-Miles que € possivel haver
escoamentos instdveis para Ri > 1/4, obedecendo a condi¢do Ri > 1/4R,,. Os resultados
numéricos seguintes confirmaram este comportamento, mostrando também que o nimero
de onda do modo mais instdvel € inversamente proporcional a R,. Em todos os casos, o
modo de K'H permaneceu como o mais instavel, apesar de surgirem modos de H com
velocidade de fase diferente de zero mas com menor taxa de amplificacdo. A condic¢io
semi-empirica obtida para o caso estratificado com R, = 1 foi generalizada de forma a
incluir R,. Finalmente, verificou-se que os resultados gerados podem ser generalizados

para o caso de N fases dispersas, incluindo sal e sedimento e escoamentos polidispersos.

As condicdes para instabilidade, para cada um dos trés casos relatados, estdo resumidas na

tabela 5.1.
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Tabela 5.1: Resumo das condi¢des para surgimento de instabilidades priméarias

Caso Intervalo de Ri e R, Condig¢do para instabilidade
Homogéneo Ri=0 Re > 20
Estratificado Ri>0eR,=1 Ri < (Re — 20)/[4(Re + 40)]

Espessura varidvel | Ri >0e 0 <R, < oo | Ri < (Re —20)/[4(R,Re + 40)]

5.2 Recomendacoes

Observadas as limitacdes deste estudo e os resultados alcancados, recomenda-se as seguin-

tes propostas que dardo continuidade a esta pesquisa:

e Andlise de estabilidade nao-linear temporal das perturbagdes, de maneira a estudar as
instabilidades primérias e secunddrias, comparando os resultados com a andlise linear

realizada no presente trabalho;

e Andlise de estabilidade linear temporal considerando um ambiente difusivo e duplamente
difusivo, com e sem sedimentacdo de maneira a estudar o efeito do nimero de Reynolds

nas instabilidades observadas;

e Simulacdo numérica direta dos casos estudados, comparando os modos instaveis obser-

vados com os previstos pela teoria linear;

e Experimentos fisicos que evidenciem a ocorréncia de escoamentos instaveis para Ri >

1/4, além de validar os resultados desta dissertacao;

e Desenvolvimento de algoritmo eficiente e eficaz que atue na filtragem de autovalores

espurios, possivelmente envolvendo a aplicacdo de redes neurais e machine-learning;

e Estudos analiticos a partir das equagdes governantes que validem as equacdes semi-
empiricas propostas neste trabalho acerca do comportamento do nimero de Richardson

critico em fun¢do do nimero de Reynolds;

e Andlise de de estabilidade linear espacial das perturbacdes em escoamentos cisalhantes

estratificados, de forma a estudar como os modos instdveis evoluem no espaco;
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