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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo investigar a existéncia de solucgoes de
estado estaciondrio puro (ou pontos de equilibrio puro) assintoticamente estéveis
para os modelos matematicos, em um contexto evolutivo, que descrevem a dinamica
de jogos representados por grafos Bipartidos Completos e Estrelas Duplas. Estamos
especificamente interessados em pontos de equilibrio puro pelo fato de nao haver, na
literatura, resultados referentes a estabilidade dos mesmos. Os estudos encontrados
concentram-se na analise da estabilidade dos pontos de equilibrio misto, os quais
sabemos nao serem assintoticamente estaveis para jogos representados por redes ar-

bitrarias de conexoes sem self-edges.

O modelo matematico associado a dinamica do jogo representado por
um grafo qualquer, ao lado da teoria dos jogos evolucionarios, permitiu analisar o
comportamento assintético dos pontos de equilibrio obtidos para os grafos estudados
neste trabalho. O conjunto de experimentos numéricos tornou vidvel conjecturar
e provar a existéncia e unicidade de solucoes de equilibrio puro assintoticamente

estaveis para grafos Bipartidos Completos.

vil



ABSTRACT

This work aims to investigate the existence of asymptotically stable
pure steady state solutions (or asymptotically stable pure equilibrium points) for
the mathematical models, in an evolutionary context, that describe the dynamics
of the games represented by Complete Bipartite and Double Star graphs. We are
specifically interested in pure equilibrium points because there are no results, in the
literature, regarding their stability. The works found study the stability of mixed
equilibrium points, which we know are not asymptotically stable for non self-edges

networks.

The mathematical model associated to the dynamics of the game re-
presented by an arbitrary graph, alongside the evolutionary games theory, allowed
to analyze the asymptotic behavior of the equilibrium points obtained for the graphs
studied in this work. The set of numerical experiments made possible to conjecture
and prove the existence and uniqueness of asymptotically stable pure equilibrium

solutions for Complete Bipartite graphs.
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1 INTRODUCAO

Varios sistemas fisicos de interesse da fisica, biologia, economia e so-
ciologia podem ser descritos como jogos evolucionarios no contexto de sistemas
dindmicos em redes complexas [2]. Como, por exemplo, a dindmica de opiniao
sob a influéncia de uma rede social [6], e o espalhamento de doengas contagiosas
sujeitas a competigao e selegao [4]. Dentre os diferentes mecanismos de interagao
estratégica, os mais simples sao aqueles que podem ser modelados como jogos de

duas ou trés estratégias [7, 15].

Em [12], Madeo e Mocenni desenvolvem um modelo, de duas es-
tratégias, para a teoria dos jogos evolucionarios em redes. Sob uma perspectiva
matematica, esse modelo consiste de um conjunto de (M — 1)N equagoes diferenci-
ais ordindrias, onde N é o nimero de vértices no grafo que descreve a rede de co-
nexoes e M é o numero de estratégias. Nesse artigo, Madeo e Mocenni apresentam
esse novo modelo e provam alguns resultados basicos para jogos com 2 estratégias.
De fato, ainda hd muito a ser estudado sobre esse novo modelo. Por exemplo, se
considerarmos o contexto de uma rede social toda conectada (grafo completo), uma
questao bastante natural é o efeito de suprimir links do jogador central ou segregar
agentes na rede [21]. Esse tdpico ¢ inicialmente analisado em [13], onde estuda-se a
existéncia de pontos estacionarios para o sistema e sua viabilidade como um jogo de
estratégias mistas. A importancia de tais pontos estacionarios é que eles reprensen-
tam situacoes onde diferentes subpopulacoes podem coexistir. Além disso, estudar
a estabilidade desses pontos estacionarios traz informagoes sobre a possibilidade de
que subgrupos de jogadores com determinadas caracteristicas possam subexistir de
uma maneira assintoticamente estével [7, 12]. As conexoes sociais, em jogos evo-
luciondrios, afetam fortemente a evolugao das estratégias [19], onde a dinamica de

replicagao de jogadores individuais, interagindo em jogos com estratégias de coor-



denacao (biestabilidade) ou anti-coordenagao (coexisténcia), é descrita de maneira

a incentivar a selecao de estratégias que levem as aspiracoes pretendidas.

Assim como a segregacao de agentes em uma rede, outro problema
interessante é controlar o sistema dinamico em redes de maneira a conduzir os agen-
tes em dire¢ao a um ponto estaciondrio especifico, consensus problem [17, 16, 10], ou
adaptative networks que é estudado em [20, 3]. Nessa dire¢ao, mostra-se interessante
buscar estabelecer resultados tedricos em relacao a influéncia sob o sistema dinamico
quando variamos a for¢a de conexao de jogadores centrais a outros jogadores. Esse
processo pode ser visto como o caso limite do processo de diffusion centrality apre-
sentado em [1], onde o papel de individuos centrais em rede é analisado observando

o fluxo de informagoes.

Em um artigo submetido recentemente ao IEEE Trans. in Autom
Control, [13], o orientador desse trabalho, junto com seus colaboradores, estuda a
existéncia e viabilidade de pontos estaciondrios internos variando as propriedades
de conectividade de jogadores centrais. Os principais resultados desse estudo relaci-
onam propriedades do ponto estacionério interno a existéncia de cotas para fungoes
que dependem das entradas das matrizes de pagamentos dos jogadores. Em parti-
cular, prova-se que quando o nimero de jogadores cresce, mais similares devem ser
as matrizes de pagamento para que haja um ponto estaciondrio interno. Também
prova-se resultados similares quando o jogador central é desconectado iterativamente
de outros jogadores. Além disso, estuda-se a sensibilidade do sistema dinamico a

variacao da forga de conexao entre dois jogadores centrais.

O presente trabalho tem por objetivo investigar a existéncia de solugoes
de estado estaciondrio puro (ou pontos de equilibrio puro) assintoticamente estaveis
para os modelos matematicos, em um contexto evolutivo, que descrevem a dinamica

de jogos representados por grafos Bipartidos Completos e Estrelas Duplas. Estamos



interessados em pontos de equilibrio puro, especificamente pelo fato de nao haver,
na literatura, resultados referentes a estabilidade desses pontos. Os estudos encon-
trados concentram-se na analise da estabilidade dos pontos de equilibrio misto, os
quais sabemos nao serem assintoticamente estaveis para jogos representados por re-

des arbitrarias de conexoes sem self-edges [13].

No capitulo a seguir, realizamos um estudo preliminar dos principais
aspectos da teoria classica dos jogos, definindo um jogo e suas componentes bésicas,
bem como as solugoes de um jogo, os conceitos de estratégia dominante e equilibrios
de Nash, tanto em estratégias puras quanto mistas. Fazemos ainda, a distingao
entre jogos de forma normal e extensa. Na sequéncia, capitulo 3, apresentamos e
deduzimos a equacao padrao de replicacao, a qual nos permite escrever um modelo
evolutivo para jogos sobre populagoes em rede. Além disso, descrevemos a dinamica
dos jogos evolucionarios, introduzindo os elementos que caracterizam seu mecanismo
de funcionamento e, em seguida, estendemos, para jogos sobre grafos, as ideias apre-
sentadas, obtendo, assim, a equacgao para a dinamica de jogos sobre populacoes em

rede.

Nos capitulos 4 e 5, utilizamos o modelo mateméatico que descreve
o jogo representado por uma rede arbitraria de conexoes, ao lado de toda a te-
oria desenvolvida, de modo a analisar o comportamento assintético de pontos de
equilibrio puro para jogos caracterizados por grafos bipartidos completos e estrelas
duplas. Por fim, realizamos alguns grupos de experimentos de simulacao, os quais
nos permitiram conjecturar e provar nao so a existéncia de solugoes estacionérias
puras assintoticamente estaveis, como também a unicidade das mesmas. No ultimo
capitulo fazemos um apanhado geral dos resultados obtidos por meio dos experimen-
tos de simulacao numérica, bem como suas contribuigoes e perspectivas de trabalhos

futuros.



2 TEORIA CLASSICA DOS JOGOS

Em muitas situacoes de interagao, os agentes sao induzidos a agir es-
trategicamente. Isso significa que as linhas de acao, que um agente escolhe tomar,
sao condicionadas ou determinadas pelo comportamento observado ou esperado de
outros. A teoria dos jogos consiste, mais precisamente, no estudo de como os agentes
envolvidos, em uma determinada relacao de interacao estratégica, atuam de modo
racional, no sentido de promover o melhor resultado possivel para si préprios. Ao
analisar um jogo ¢é necessario identificar as estratégias disponiveis para cada um dos
jogadores, quais os resultados que a escolha de cada estratégia permite alcancar, os
instantes de tempo em que as decisoes sao tomadas e a quais informacoes, a respeito

dos resultados que um oponente pode obter, os jogadores tém acesso.

A seguir, apresentamos os conceitos de estratégia dominante e Equilibrio
de Nash, dentre outros; além disso, caracterizamos e distinguimos os jogos de forma

normal e forma extensa.

2.1 Nocgoes Elementares

A cada instante de tempo, agentes economicos, familiares e empresari-
ais, por exemplo, tém de tomar decisoes. Essas podem ter uma de duas naturezas:
ou sao independentes do comportamento individual de terceiros ou sao decisoes que
tém consequéncias sobre os resultados que aqueles com os quais se interage podem
obter. Um agente, ao adotar uma postura estratégica, esta ciente de que as suas
escolhas tém impacto sobre terceiros e que as opgoes desses téem um efeito direto
sobre os resultados que ele pode alcancar. De maneira geral, sao essas situagoes
de interacao estratégica que a teoria dos jogos busca estudar, podendo ser definida

como a teoria dos modelos matematicos que estuda a escolha de decisoes étimas sob



condicoes de conflito.

Para definir um jogo sao necessarios alguns elementos bésicos. Primei-
ramente, consideremos um conjunto de jogadores; no caso mais simples a interacao
ocorre apenas entre dois agentes. E o0 que acontece, por exemplo, quando comprador
e vendedor negociam a transacao de um bem ou servico. Cada jogador tem, dadas as
estratégias disponiveis para os outros, um conjunto de estratégias possiveis para es-
colha. A partir do momento em que cada jogador escolhe sua estratégia, temos uma
situagdo ou perfil no espago de todas as situagoes (perfis) possiveis. Cada jogador
tem interesse ou preferéncias para cada situacao no jogo. Ou seja, cada estratégia
produz um resultado (payoff) que depende, decisivamente, das linhas de agao ou
estratégias escolhidas pelos demais jogadores. Em termos matematicos, cada joga-
dor tem uma fungao utilidade que atribui um nimero real (o ganho ou payoff do

jogador) a cada situac¢ao do jogo.

Mais especificamente, um jogo tem os seguintes elementos basicos:

existe um conjunto finito de jogadores, representado por g = {g1, g2, ... , gn}. Cada
jogador g; € g possui um conjunto finito S; = {s;1, Si2, ... , Sim, } de opgdes, onde
m; > 2, denominadas estratégias puras do jogador g;. Um vetor s = (S1/,, 52jps - » Snjn )

onde s;;, ¢ uma estratégia pura do jogador g; € g, é denominado um perfil de es-
tratégia pura. O conjunto de todos os perfis de estratégia pura dos jogadores de ¢

formam, portanto, o produto cartesiano

n
S=J[Si=5 x S x .. x 8,
i=1
denominado espaco de estratégia pura do jogo. Para cada jogador g; € g, existe uma

funcao utilidade

s +— u(s)



que associa o ganho (payoff) u;(s) do jogador g; a cada perfil de estratégia pura

seS.

De modo a ilustrar um jogo na sua forma mais simples (jogos de ape-
nas dois jogadores e duas estratégias), consideremos o dilema do prisioneiro, um dos
exemplos mais conhecidos na teoria dos jogos. A formulacdo desse problema teve

como objetivo ilustrar a dificuldade de se analisar certos tipos de jogos.

A situacao é a seguinte: dois ladroes, Al e Bob, sao capturados e acusa-
dos de um mesmo crime. Presos em celas separadas e sem poderem se comunicar, o
delegado faz a seguinte proposta: cada um pode escolher entre confessar ou negar o
crime. Se nenhum deles confessar, ambos serao submetidos a uma pena de um ano.
Se os dois confessarem, entao ambos terao pena de 5 anos. Mas se um confessar e
o outro negar, entao o que confessou sera libertado e o outro sera condenado a 10
anos de prisdo. Nesse contexto, temos g = {Al, Bob}, Sa, = {confessar,negar},

Spoy = {confessar,negar},
S = {(confessar,confessar), (confessar,negar), (negar, confessar), (negar, negar)}.
As funcoes utilidade uq; : S — R e upy : S — R sao dadas por
ua(confessar,confessar) = =5, ua(confessar,negar) =0,
uai(negar, confessar) = —10, ug(negar,negar) = —1,
(que representam os ganhos (payoffs) de Al) e
upep(confessar,confessar) = =5, upq(confessar,negar) = —10,

upep(negar, confessar) = 0, upgq(negar,negar) = —1,

(que representam os ganhos (payoffs) de Bob). Os payoffs dos jogadores sao repre-

sentados através de uma matriz, denominada matriz de payoffs.



Bob

confessar negar
Al confessar (—5,—5) (0,—10)
negar (—10,0) (—1,-1)

Figura 2.1: Matriz de payoffs para o dilema do prisioneiro.

Nessa matriz, os numeros de cada célula representam, respectivamente,
os payoffs de Al e Bob para as escolhas deles em cada uma das situacoes correspon-

dentes.

Outro exemplo interessante é a batalha dos seros, no qual um homem
e sua esposa desejam sair para passear. Enquanto o homem prefere assistir a um
jogo de futebol, a esposa tem preferéncia por ir ao cinema. Se ambos forem juntos
para o futebol, entdao o homem sentird uma maior satisfacao do que a mulher. Por
outro lado, se eles forem juntos ao cinema, entao quem obtera uma maior satisfagao
serda a mulher. Em tultimo caso, se eles sairem sozinhos, ambos ficarao igualmente
insatisfeitos. Essa situacao também pode ser modelada como um jogo estratégico,

onde temos
g = {homem, mulher}, Spomem = { futebol, cinema}, Spuner = { futebol, cinema},

S = {(futebol, futebol), ( futebol, cinema), (cinema, futebol), (cinema, cinema)}.

As funcoes utilidade Upomem @ S — R € Unmuiner 1 S — R sdo descritas
pela seguinte matriz de payoffs, onde os niimeros de cada célula representam, res-
pectivamente, os payoffs do Homem e da Mulher para as escolhas deles em cada

uma das situacoes correspondentes:



Mulher
futebol cinema

futebol (10, 5) (0,0)

Homem

cinema (0,0) (5,10)

Figura 2.2: Matriz de payoffs para a batalha dos sexos.

2.2 Solugoes de um Jogo

Uma solucao de um jogo pode ser vista como uma previsao do mesmo;
existem varios conceitos diferentes de solucao. Nos abordamos os dois conceitos

mais comuns: dominancia e equilibrio de Nash.

Voltemos ao dilema do prisioneiro. Encontrar uma solugao para o
dilema de Bob e Al é equivalente a identificar as estratégias que conduzam a um
tempo menor de prisdo. Se analisarmos o jogo do ponto de vista de Al, ele pode

raciocinar do seguinte modo:

“Duas coisas podem acontecer: Bob pode convessar ou Bob pode negar; se Bob con-
fessar, entao € melhor para mim confessar também; se Bob nao confessar, entao eu
fico livre se eu confessar. Em qualquer um dos casos, € melhor para mim confessar.

Entao, eu confessarei.”

De modo anélogo, analisando o jogo do ponto de vista de Bob, po-
demos aplicar a mesma linha de raciocinio, chegando a mesma conclusao: Bob
também ird confessar. Assim, ambos confessarao e ficarao presos por 5 anos. Do
ponto de vista da teoria dos jogos, dizemos que os dois jogadores possuem uma es-
tratégia dominante, isto é, todas menos uma estratégia sao estritamente dominadas.

Esse jogo é resoluvel pela técnica de dominancia estrita iterada e termina em uma



solucao que é um equilibrio de estratégia dominante, conceitos que definimos a seguir.
Dominancia

Discutiremos perfis de estratégia nos quais apenas a estratégia de um
unico jogador g; € g varia, enquanto que as estratégias de seus oponentes permane-

cem fixas. Denotemos por

S—i = (Sle o S(i=1)ji—1yr SEHD)jg1yr 7Snjn>

em S ; =95 X ... X S_1 X Siy1 X ... x S, uma escolha de estratégia para
todos os jogadores, menos o jogador g;. Dessa forma, um perfil de estratégia pode

ser convenientemente denotado por

S = (Sija S—i) = <81j1, as(i—l)j“,l)?‘sij“ S(i+1)j(i+1)a asnjn> .
Definicao 2.1 (Estratégia Pura Estritamente Dominada). Uma estratégia
pura sy € S; do jogador g; € g € estritamente dominada pela estratégia s; € S; se

Ui (Sinrs 8-i) > wi(Sik, 8-4),

para todo s_; € S_;. A estratégia sy € S; € fracamente dominada pela estratégia

Sipr € Si se ui(Sipr, 8—5) > wi(Sik, $—4), para todo s_; € S_;.

A técnica conhecida por Dominancia estrita iterada nada mais é do que
um processo onde se eliminam as estratégias que sao estritamente dominadas. De

modo a ilustrar essa técnica, consideremos o jogo determinado pela seguinte matriz

de payoffs:
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Sy Sm S sm
s | (5,2) | (2.6) | (1,4) | (0,4)
g S12| (0,0) | (3,2) | 2,1) | (1,1)
si3| (7.0) | (2.2) | (1,1) | (5,1)
s | (9.5) | (1.3) | (0,2) | (4,8)

Figura 2.3: Matriz de payoffs para o jogo.

Nesse jogo, para o jogador gs, a estratégia ss; ¢é estritamente domi-

nada pela estratégia so4, assim, a primeira coluna da matriz pode ser eliminada,

obtendo, assim, a nova matriz da Figura 2.4.

S11
g1 12

513

S14

Figura 2.4: Matriz de payoffs apds a remogao da primeira coluna.

Na matriz reduzida, temos que, para o jogador ¢, as estratégias si;
e S14 sao estritamente dominadas pelas estratégias s e s13, respectivamente. De
modo que as linhas 1 e 4 podem ser eliminadas. Além disso, a estratégia so3 do
jogador g é estritamente dominada pela estratégia sgs. Assim, a coluna 2 também

pode ser removida. Obtemos, entao, uma matriz reduzida de dimensao 2:

g2
S99 523 324
(2,6) | (1,4) | (0,4)
(3,2) | (2.1) | (1,1)
(2,2) | (1,1) | (5,1)
(1,3) | (0,2) | (4,8)
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7 812 (32) (1.1)

Figura 2.5: Matriz de payoffs de dimensao 2.

Observemos que a estratégia so4 do jogador g é estritamente dominada
pela estratégia soo €, na matriz resultante 2 x 1, a estratégia s;3 do jogador g, ¢
estritamente dominada pela estratégia si5. Isso nos diz que o resultado do jogo é
(3,2), ou seja, o jogador g; escolhe a estratégia si2 € 0 jogador gs escolhe a estratégia

S99.

Nesse exemplo, a técnica de dominancia estrita iterada fornece um
tnico perfil de estratégia como solu¢ao do jogo, no caso, o perfil (si2, S22). Entre-
tanto, pode acontecer da técnica fornecer varios ou, até mesmo, todo o espaco de
estratégias, como é o caso, por exemplo, da batalha dos sexos, onde nao existem

estratégias estritamente dominadas.

Solucao Estratégica ou Equilibrio de Nash

Uma solugao estratégica ou equilibrio de Nash de um jogo é um ponto
onde cada jogador nao tem incentivo de mudar sua estratégia se os demais nao o

fizerem.

Definigao 2.2 (Equilibrio de Nash). Dizemos que um perfil de estratégias

* *

* * * *
s' = (s}, ... s S(im1) Si s S(i41)s - ,sr) €S

¢ um equilibrio de Nash se

ui(s* Siz) Z ui(sijm S* )

I —1
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para todo i =1, ... ,n e para todo j; =1, ... ,m;, com m; > 2.

Observagao 2.1. (i) No dilema do prisioneiro, o perfil de estratégia (confessar, con fessar)
¢ um equilibrio de Nash. De fato, se um prisioneiro confessar e o outro nao, aquele
que nao confessou pega uma pena de 10 anos, ao invés de 5 anos, se tivesse optado

por confessar. Além desse perfil, nao hd outros equilibrios de Nash.

(17) Na batalha dos sexos, os perfis de estratégia ( futebol, futebol) e (cinema, cinema)

sao os unicos equilibrios de Nash do jogo.

(1ii) No exemplo de aplicacio da técnica de dominancia estrita iterada, o tnico
equilibrio de Nash do jogo € o perfil de estratégia (s12, S22).

(1v) Ezistem jogos que ndo possuem equilibrios de Nash em estratégias puras. E
o caso, por exemplo, do jogo de combinar moedas (matching pennies). Nesse jogo,
dois jogadores exibem, ao mesmo tempo, a moeda que cada um esconde em sua Mao.
Se ambas as moedas apresentam cara ou coroa, o sequndo jogador dd a sua moeda
para o primeiro. Se uma das moedas apresenta cara, enquanto a outra apresenta
coroa, € a vez do primeiro jogador dar uma moeda para o sequndo. FEsse jogo €

representado pela sequinte matriz de payoffs:

g2
821 S92

S11 (+1—1) (—1+1)
g1

si2 | (=1,4+1) | (+1,-1)

Figura 2.6: Matriz de payoffs do jogo de combinar moedas.
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2.3 Estratégias Mistas

Conforme mencionamos, existem jogos que nao possuem equilibrios de
Nash em estratégias puras. Uma alternativa, nesses casos, é a de considerar o jogo do
ponto de vista probabilistico, isto é, ao invés de escolher um perfil de estratégia pura,
o jogador deve escolher uma distribuicao de probabilidades sobre suas estratégias
puras.

Uma estratégia mista p,; para o jogador g; € g é uma distribuicao de
probabilidades sobre o conjunto S; de estratégias puras do jogador, isto é, p, é um

elemento do conjunto

Ami = {($1, ,.Tmi) e R™

x> 0e ixkzl}.

k=1
Desse modo, se p;, = (pi1, P2y --- » Pim; ), €Ntao
mg
pir > 0 e E pir = 1.
k=1
Observemos que cada A,,, é um conjunto compacto e convexo. O

espaco de todos os perfis de estratégia mista é o produto cartesiano
A=A, X Ay, X o0 X Ay,

denominado espaco de estratégia mista. Um vetor P € A é denominado um perfil
de estratégia mista. Mantemos a notacao utilizada no caso de estratégias puras,
P_;, para representar as estratégias de todos os jogadores, com excegao do jogador
gi;- Como o produto cartesiano de conjuntos compactos e convexos é compacto e

convexo, A é compacto e convexo.

Cada perfil de estratégia mista P = (p,, ... ,p,) € A determina

um payoff esperado, uma média dos payoffs ponderada pelas distribuicoes de pro-

13



babilidades p,, ... ,p,. Mais precisamente, se

P - (p17p27 7pn)

- (Z)llapl27 7p1m14;?217p227 7p2m2/; ;Pn17pn27 7pnmn/>a

~~ ~~ -~

Py D2 Pn

entao

Z Z Z (Hpkﬂkul S1j15 52525 - 73njn)> .

Jj1=1j2=1 Jjn=1 =

2.4 Solugoes em Estratégias Mistas

Podemos estender para estratégias mistas todos os critérios basicos para

solucoes de jogos em estratégias puras.

Definigao 2.3 (Dominancia Estrita Iterada). Sejam Si(o) =S¢ AﬁSZ =A,,.

Definamos, recursivamente,

Si(n) = {3 € Si(n_l) ERXs A%__l) | Vs_; € S(_T;_l),ui(p,s_i) > (s, s_i)}

ASL) = {p: (plu 7pml) S ATnI | Vk = 17 w5, My, Pi >0 & Sik € Sz(n)}7

onde, por abuso de notagao, u;(p, s_;) representa o payoff esperado quando o jogador
g; escolhe a estratégia mista p e os demais jogadores escolhem as estratégias mistas

correspondentes as estratégias puras dadas por s_;. A intersecao

_ s

¢ o conjunto de estratégias puras e
Aﬁl = {p € Amz | ﬂ p7 € AmZ | VS— € S_OZO)a i(p’a S—i) > Ui(p, Sz)}

€ o conjunto de todas as estratégias mistas do jogador g; que sobrevivem a técnica

de dominancia estrita iterada.

14



Defini¢ao 2.4 (Equilibrio de Nash). Dizemos que um perfil de estratégia mista
P = (pi,p5, ....p;) EA=A, X An, X o0 X Ay,
¢ um equilibrio de Nash se
ui(p;, P*;) > wi(p, P-;)

para todo p € A,,,, isto é, nenhum jogador sente motivagao de trocar sua estratégia

mista se os demais nao o fizerem.
Observagao 2.2. (i) No dilema do prisioneiro, o perfil de estratégia mista
P = (p1,p3) = (1,0;1,0)
¢ um equilibrio de Nash, pois
ui(p, p3) = ui(p, 1 —p;1,0) = 5p — 10 < =5 = uy(1,0;1,0) = i (p1, p3)
para todo p = (p,1 —p) € Ay e
us(py, q) = uz(1,0;¢,1 — q) = 5qg — 10 < =5 = uy(1,0;1,0) = ua(pi, p3)

para todo q = (q,1 —q) € Ay. Notemos que esse equilibrio corresponde ao equilibrio

em estratégias puras s* = (confessar, confessar).

(77) Na batalha dos sexos, os equilibrios de Nash em estratégias mistas sao (1,0;1,0)
e (0,1;0,1), correspondentes aos equilibrios de Nash em estratégias puras ( futebol, futebol)

e (cinema, cinema), respectivamente, € o ponto (%, %; %, %)

(7ii) No exemplo de aplicacio da técnica de dominancia estrita iterada, o tnico
equilibrio de Nash em estratégia mista € o ponto (0,1,0,0;0,1,0,0) que corresponde

ao equilibrio de Nash (s12, S22) em estratégias puras.

(1v) No jogo de combinar moedas, o unico equilibrio de Nash em estratégias mistas

5 1 1.11
€ o ponto (5,5,5,5).
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Existéncia de Solugoes

Conforme visto para o jogo de combinar moedas, item (iv) da ob-
servacao 2.1, existem jogos que nao possuem equilibrios de Nash em estratégias
puras e, até agora, todos os jogos analisados apresentaram pelo menos um equilibrio
de Nash em estratégias mistas. A seguir verificamos que esse resultado sobre a

existéncia de equilibrios de Nash em estratégias mistas é geral.

2.5 O Teorema de Equilibrio de Nash

De fato, todo jogo definido por matrizes de payoffs possui um equilibrio
de Nash em estratégias mistas. A demonstracao que apresentamos, aqui, no Teorema

2.4, é devida a John Nash e ela faz uso do teorema do ponto fixo de Brouwer.

Teorema 2.1 (Ponto Fixo de Brouwer). Se A é um subconjunto compacto e
convero de um espaco euclidiano de dimensao finita e F : A — A € uma funcdo

continua, entdao F possui um ponto fixro em A, isto é, existe P* € A tal que F(P*) =

P

Demonstragao. Pode ser encontrada em [5]. O

Mantendo as notagoes estabelecidas nas se¢oes precedentes, apresenta-

mos dois teoremas que fornecem caracterizacoes alternativas para um equilibrio de

Nash.
Teorema 2.2. Para cadai=1, ... ,n ej=1, ... ,m;, sejam as funcoes
Zij A—R
P = 2;(P) = ui(sij, P-i) — ui(p;, P-i)

(isto €, z;; mede o ganho ou perda do jogador g; quando ele troca a distribuicao de

probabilidades p; pela estratégia pura s;;). Temos que P* é um equilibrio de Nash

16



se, e somente se,

para cadat =1, ... ,.nej=1, ... ,m,.

Demonstragao. Se P* = (p}, P*,) é um equilibrio de Nash, entao u;(p;, P*;) >

ui(s;;, PT,;) paracadai=1, ... ,nej=1, ... ,m;. Consequentemente,
zij(P) = ui(sij, PZ;) —ui(pj, P2;) <0
paracadat =1, ... ,nej=1, ... ,m,.
Se
zij(P) = ui(sij, PZ;) — ui(pj, PX;) <0
paracadat=1, ... ,nej=1, ... ,m,;, entao
wi (i, P*)) = ui(ej, P*,) <wu(p;, P*;)

para cada ¢ = 1, ... ,ne j =1, .. ,m;, onde e; ¢ o vetor em R™ que tem 1
na j-ésima coordenada e zero nas demais. Precisamos mostrar que para qualquer

p; = (Pit, -+ Dim;) € A,
ui(ps, PL;) < wi(pi, PL;).
Como & — w;(x, P}) ¢ um funcional linear, temos que
w(pa Py — (zpm . P ) S ulen ) <

Zpik uz(p;kapt) (pwP* szk — uz(pwP* )

k=1
onde, na tltima igualdade, usamos o fato de que Z pi = 1, dado que p, € A,,,. O
k=1

17



Teorema 2.3. Defina a aplicacdo

F: A = A, X Ap, X oo X Ay, = A=A, X Ay, X o0 XAy,
P = (p17p27 7pn> € A = F(P) = (yl(P)7y2(P)7 7yn(P)) S Aa
onde yz(P) - (yll(P)7 yzQ(P>’ 7ysz(P)); b, = (pilapﬂa apzml) €
Pij + 9i(P)

1+ Zgik(P)
k=1

Yij(P) =

Temos que P* € A € um equilibrio de Nash se, e somente se, F(P*) = P*, isto €,

se, e somente se, P* ¢ um ponto fixo da aplicagcdo F.

Demonstragao. Observemos que, de fato, F(A) C A, pois y;; > 0 e
SRRN (R B 80 R IRED LS
Zyik(P> _ Z Dik j;gzk( ) _ k=1 k=1 B k=1

k=1 k=1 1+Zgik(P) 1+Zgik(P) 1+Zgik(P)
k=1 k=1 h=1

=1

’

isto é, cada y,(P) € A,,,.

Se P* é um equilibrio de Nash, entdo g;;(P*) = O paracadai =1, ... ,n
ej=1, ..,m; Demodo que y;(P") =pj; paracadai=1, ... ,nej=1, .. ,m,

isto é, y,(P*) = pf para cada i =1, ... ,n ou, ainda, F(P*) = P".

Suponhamos que P* = (p], p5, ..., pL) € A=Ay, X Ay X oo X Ay
seja um ponto fixo da aplicacao F': A — A, isto é, suponhamos que
. Ditgiy(PT)

Y m;
1+ gin(P)
k=1

para todoi=1, ... ,nej=1, .. ,m;. E imediato que i - Zgik(P*) = g;;(P"),
k=1

paratodoi =1, ... ,nej =1, ... ,m;. Assumamos Oé:zgik:(P*> = 0, de modo
k=1
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que gix(P*)=0paratodo k=1, ... myei=1, ... ,n.

De fato, se, por absurdo, a > 0, vemos a partir da relacao acima

que g;;(P”) > 0 se, e somente se, pj; > 0.

Sem perda de generalidade, suponhamos que pj; > 0, pj, > 0,..., pj; > 0

€ Dig+1) = Pigy2) = - = Pim, = 0. Observemos que

mg
o *
pz - pik;e]ﬂ
k=1

onde e; é o i-ésimo vetor da base candnica de R™. Dado que g;x(P*) > 0 para todo
k=1, ...,[, temos que

para todo k =1, ... ,[l. Logo,

ul(p;kap*—z) = U (Zp;kkek’vpiz> szk ul ek> szk ul ek> )>
k=1
!
S b wilpl, P) = w(p;, P2 szk J(pi. P2,),
o que é um absurdo. Isso mostra que g;;(P*) = 0 para todoi =1, ... ;nej =
1, ... ,m; e, assim, P* é um equilibrio de Nash em estratégias mistas. m

Teorema 2.4 (Equilibrio de Nash). Todo jogo definido por matrizes de payoffs

possut um equilibrio de Nash.

Demonstracao. A aplicacao F: A — A definida no teorema anterior é continua
e A é um conjunto compacto e convexo, portanto, podemos aplicar o teorema do
ponto fixo de Brouwer, o qual garante que F' possui um ponto fixo P*. Consequen-

temente, pelo teorema anterior, P* é um equilibrio de Nash. O
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2.6 Jogos Sequenciais ou de Forma Extensa

Ao contrério dos jogos mencionados nas segoes precedentes (jogos de
forma normal), os quais sao estaticos, os jogos sequenciais ou de forma extensa sao
caracterizados por sua dinamicidade, uma vez que as estratégias sao escolhidas nao
mais de modo simultaneo, mas em sequéncia. Como vimos, nas secoes anteriores,
a forma normal é usada em situacoes onde os jogadores escolhem sua estratégia si-

multaneamente ou o fazem sem conhecer a estratégia de outros jogadores.

Existem outras situagoes, como, por exemplo, no mundo dos negdcios
ou na politica e em alguns jogos de cartas, em que os jogadores tomam suas de-
cisoes de forma sequencial, depois de observar a a¢ao que um outro jogador realiza.
A forma extensa apresenta uma estrutura mais adequada para analisar jogos dessa
natureza, especificando quem se move, quando, com qual informacao e o payoff ou

ganho de cada jogador, contendo toda informacgao necessaria sobre um jogo.

Jogos sequenciais nao sao representados por uma matriz de resultados,
como no caso dos jogos de forma normal; existem diversas maneiras de representar
esse tipo de jogo, das quais todas tentam formalizar a ideia de drvore: 1) relacao de

ordem; 2) teoria de grafos e alfabetos, dentre outras.

Esse trabalho estd inserido na teoria dos jogos evolucionarios sobre
redes, os quais sao caracterizados como jogos de forma extensa representados por
grafos. No capitulo a seguir, detalhamos a dinamica de funcionamento dos jogos

evolucionérios e a de sua versao estendida sobre redes arbitrarias de conexoes.

O objetivo desse capitulo foi elucidar e situar o leitor a respeito dos
principais elementos que compoem as interagoes modeladas pela teoria dos jogos de

modo a facilitar a compreensao e associagao com a teoria dos jogos evolucionarios.
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Na sequéncia, apresentamos o modelo matematico que descreve a dinamica de re-
plicacao em uma populacao. Esse modelo é conhecido como a equacao padrao de
replicacao, e é por meio desta equacao que obtém-se o modelo evolutivo para jogos

sobre grafos.
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3 DINAMICA DE REPLICACAO E JOGOS
EVOLUCIONARIOS

Neste capitulo, apresentamos o modelo matematico que descreve a
dinamica de replicacao em uma populacao, ou seja, a evolucao das frequéncias
de estratégias em uma populagao, mais especificamente o sucesso reprodutivo de
individuos de um certo tipo nessa populacao [8]. Além disso, introduzimos os ele-
mentos que caracterizam o mecanismo de funcionamento dos jogos evolucionarios e,

em seguida, estendemos a teoria para jogos sobre grafos.

3.1 Equacao de Replicacao

A forma continua, mais geral, da equacao de replicacao é dada pela

seguinte equacao diferencial:
& = z;[fi(x) — o(a)], (3.1)

n
onde ¢(z) = le fi(z), x; é a proporgao de individuos do tipo F; na populacao,
x = (r1, .. ,z;,ll) € R" é o vetor da distribuigao de tipos na populagao, f;(x) é o
fitness (a capacidade reprodutiva da populagao) de individuos do tipo E; e ¢(z) é o
fitness médio da populagao (dada por uma média ponderada do fitness dos n tipos
na populacao). Basicamente, o que a equagao de replicagao estd dizendo é que a
taxa de aumento de individuos do tipo E; (i.e. %) é a diferenca entre o fitness de

E; (i.e. fi(x)) e o fitness médio de toda a populagao (i.e. ¢(x)).

Por definicao, Z x; = 1; logo, a equagao (3.1) estd definida no simplex
i=1
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n-dimensional

S, = {(:cl, o) R Cmy=1,0<a; <1 Vi=1, .. n} (3.2)

i=1

Deducgao da Equagao de Replicagao:

Seja y; o numero de individuos do tipo Ej;, e seja y o nimero total de

individuos na populagao, de modo que y = E Yy e x; = % Diremos que z; € a
- Y
J=1

probabilidade de um individuo do tipo F; interagir com um do tipo £;. O ntmero

esperado de tipos F; na decendéncia de um tipo E; é dado por Z fijx;, onde fi;
j=1
é o sucesso reprodutivo esperado que um individuo do tipo E; obtenha ao acasalar
com um do tipo E; (o termo f;; pode ser interpretado como sendo uma taxa de
. n
Yi

reprodugao), ou seja, LA Z fijz; taxa de aumento de individuos do tipo Fj; e o

) j=1

n

numero total de individuos E; na geracao seguinte sera y; E fijxj. Para calcular o
Jj=1

fitness fi(x) de um individuo do tipo E; precisamos levar em conta o sucesso repro-

dutivo esperado no cruzamento e a probabilidade de que este cruzamento ocorra.

n
Desse modo, temos f;(z) = Z fijzj.
j=1

A partir da taxa de aumento de individuos do tipo E; na decendéncia

de FE;, podemos escrever
Ui = Yi Z fijTj. (3.3)
j=1
De y = Z y;j, obtemos

Jj=1

Y= Zyg (3.4)
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Tomando o logaritmo natural em ambos os lados de x; = %, temos
Y

In(x;) = In(y;) — In(y). (3.5)

Derivando a identidade (3.5) em relagao ao tempo ¢, obtemos:

T Yi Y

Z; Yi Yy

= Z fijey — Z &,
=1 = Y

por (3.4).
Usando que f;(z) = Z fijx; e x; = &, temos:
Y

J=1 Yi
U~
Usando que = = fikr, temos
Yi =
b= x| file) =) <Z fjk:vk> wj]
j=1 \k=1

= I fi(x)—ij($>$j]

E possivel observar que a equacao de replicacao, deduzida acima, as-

sume uma distribuicao populacional uniforme, isto é, a estrutura da populacao nao
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é incorporada ao fitness. Entretanto, em aplicagoes, as populacoes sao, geralmente,

mais realisticas.

A anadlise é mais dificil e computacionalmente intensiva na formulacao
discreta (a qual ndo iremos abordar), portanto, a forma continua é, frequentemente,

usada, embora algumas propriedades significativas sejam perdidas.

3.2 Teoria dos Jogos Evolucionarios

Conforme mencionado no capitulo 2, os jogos foram introduzidos para
modelar interagoes estratégicas entre individuos, onde a recompensa de cada joga-
dor depende de suas proprias decisoes e independe das decisoes de seus oponentes.
Essa interagao dinamica, entre individuos em um contexto de jogos conduzidos pela
evolucao, pode ser descrita pela teoria dos jogos evolucionarios, na qual os jogadores
sao membros indistinguiveis de uma populacao ampla caracterizada por um fendtipo
que determina a estratégia que eles escolhem ao jogar com algum outro individuo,
selecionado, de modo aleatério, na populacao. O pagamento que cada jogador re-
cebe nos jogos é avaliado por fungoes especificas, enquanto a dinamica do sistema
é descrita pela equacao de replicacao apresentada na secao anterior. A varidvel de

estado dessa equacao é a distribuicao de estratégias entre os individuos da populagao.

Na dinamica da teoria dos jogos evolucionérios, cada membro da po-
pulacao é chamado replicador; o qual estd hébil a produzir cépias idénticas de si
mesmo. Os descendentes usarao a mesma estratégia de seus pais. Um replicador
¢ indistinguivel dos outros, exceto pela estratégia tnica que ele usa, entre as M

disponiveis, durante todo seu tempo de vida.

Assumindo que as interacoes ocorrem de forma continua, ao longo do

tempo, a dinamica de selecao natural pode determinar mudancas na parcela x, da
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populagao que usa a estratégia pura s € S = {1,2, ... , M} ao longo do tempo. Essa

variacao depende da comparacao entre o pagamento (payoff) ps da estratégia s e o
M

pagamento médio ¢(z) = Z xsps de toda a populagao. Essa dinamica é modelada
s=1
pela equacao de replicagao (3.1), redefinida como:

x's — Is(ps - ¢) (36)

M
Por definicao, 0 <z, <1e Z xs, = 1. Além disso, os pagamentos pj

s=1
e ¢ dependem da distribuigao de estratégia = [x7 ... z)] da populagao.

Quando todos os replicadores compartilharem a mesma funcao de pa-
gamento, mas diferirem pelas estratégias usadas nos jogos jogados, as interacoes

descritas serdao assumidas como sendo simétricas.

Consideremos N > 2 subpopulacoes de replicadores e modelemos
as interagoes como jogos jogados por N individuos, escolhidos, aleatoriamente,
de uma subpopulagao diferente. Denotemos por z, s a parcela da subpopulagao

v e {1, ..., N} que usa a estratégia pura s € S. Por defini¢do, z,s € [0,1] e
M

E Zys = 1. Desse modo, temos que o vetor ©, = [T, ... T, descreve a dis-
s=1

tribuicao interna das estratégias puras S disponiveis na subpopulagao v. Todos
os replicadores da subpopulagao v compartilham a mesma fungao de pagamento;

em particular, p, s denota o pagamento obtido por cada replicador em v que usa
M

a estratégia s, e ¢, = Z Ty, sPv,s € 0 pagamento médio de toda a subpopulagao v.
s=1
Uma vez que, por convencao, a interacao entre duas subpopulacoes diferentes é as-

simétrica, temos, em geral, p, s # Puw,s-

A figura 3.1 apresenta diferentes estruturas populacionais em jogos.
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(a) (b}

Figura 3.1: (a) populagdo mista: jogadores atomicos (interiores) com estratégias
diferentes sdo representados por formas diferentes; (b) grupos de joga-
dores atomicos com tragos diferentes agregados em subpopulagoes; (c)
subpopulagoes representadas como os vértices de um grafo completo;
(d) subpopulagoes representadas como os vértices de um grafo genérico.
Em (c) e (d) cada subpopulagao de jogadores atomicos coincide com um
vértice da rede e representa um jogador de vértice. (Fonte: Madeo e
Mocenni (2015)).

Em cada instante de tempo os replicadores de alguma subpopulacao
estao jogando jogos de 2-jogadores com individuos de alguma outra subpopulagao.
Vamos indicar por z, s(t) a parcela da subpopulagao v pré-programada para usar a
estratégia pura s no tempo ¢ e suponhamos que o tamanho da populagao seja n,(t).
E sabido que p, s(t) pode ser interpretada como uma taxa reprodutiva; portanto,
Pus(t)T ¢ 0 nimero de descendentes produzidos por um replicador em v que usa a
estratégia s entre os instantes de tempo t e t + 7. Decorrente disso, o nimero de

individuos na populacao depois de um tempo 7 é
M
n,(t+7) = n,(t) + Z Ny () Ty (£) P (B) T (3.7)
r=1

onde n,(t)z,,(t) é o nimero de individuos na subpopulacio que usa a estratégia
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r no tempo t, e ny,(t)x, - (t)py(t)7 é o total de descendentes produzidos por essa

subpopulacao. Além disso, por definicao,

n’U (t)I'U,S (t) + n'U (t)x'U,S (t)p'l),5<t)7—
ny(t +7)

Tys(t+7) =

Ny (t)xv,s (t) (1 + Pu,s (t)T)

ny(t) (1 +> arv,r(t)pv,r(t)7>

. xv,s(t)(l + pv,s(t>7—)
- L+ou(t)r o

A equagao acima nao depende de n,(t), portanto, essa relacao é vélida
para qualquer tamanho inicial da popula¢ao. O limite continuo de (3.8) é obtido
tomando a taxa de variagdo de z, 4(t), que é dada por

xv,S<t + T) - xv,S(t) . xv,S(t)(pv,S(t) - ¢v(t)>

T 1+ ¢,(t)T

Fazendo 7 — 0, obtemos

To,s(t) = T0,5(8) (Pos (1) = Du(2)). (3.9)

A equacdo (3.9) é conhecida como a equagao de replicagao de multi-
populagao. Ela é utilizada para populagoes heterogéneas como ilustrado na figura
3.1, onde as subpopulacoes sao identificadas por cores diferentes. Como um replica-
dor interage com membros de todos os outros grupos, podemos descrever o sistema
através de um grafo completamente conectado como mostrado na figura 3.1.(c), onde

os vértices representam as subpopulagoes.
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3.3 Teoria dos Jogos Evolucionarios sobre Populacoes em

Rede (Grafos)

Na dinamica dos jogos evolucionarios sobre grafos, cada jogador esta lo-
calizado em um vértice do grafo, o qual é interpretado como uma populacao infinita
de replicadores que se replicam dentro (dessa populagdo) do vértice. Em cada ins-
tante de tempo, um jogo é jogado por dois replicadores, escolhidos aleatoriamente,
pertencentes a vértices diferentes conectados, e o resultado do jogo influencia a
capacidade desses individuos produzirem descendentes, de tal modo que o compor-
tamento de um jogador de vértice é determinado pela distribuicao de estratégias
usadas pelos replicadores internos. Em um contexto evolutivo, isso nos diz que,
quem perde morre ou nao se replica, logo, nao passa adiante o seu gene (a estratégia

adotada no jogo).

3.3.1 Jogos Nao-Cooperativos sobre Grafos

A teoria padrao de jogos nao-cooperativos, jogos nos quais os jogadores
tomam decisoes de forma independente e pensando exclusivamente em seu beneficio
proprio (9], pode ser estendida para introduzir uma rede de conexdes entre jogado-
res. Essa rede é descrita por um grafo e cada jogador corresponde a um vértice.
Uma aresta entre dois jogadores indica que eles interagem. Entretanto, um jogador
pode considerar algumas interagoes mais importantes do que outras e dois jogadores
conectados podem ter percepcoes diferentes da importancia de sua interacao. Esses
aspectos podem ser contabilizados assumindo que o grafo é ponderado e direcionado;
uma aresta direcionada é rotulada com um peso positivo para indicar a importancia

que o primeiro jogador atribui ao jogo especifico.

Formalmente, seja G um grafo com pesos e direcionado de ordem N

< +o00, e seja V' o conjunto de vértices (jogadores de vértice), V ={1, ..., N}. O
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grafo G é descrito por uma matriz de adjacéncia A € RQ]OXN ; em particular, se para

o jogador v € significativo jogar com o jogador w, entao, ha uma aresta que comeca
em v e termina em w. Nesse caso, a entrada (v, w) de A, a,,, ¢ 0 peso positivo
atribuido por v ao jogo com w. Em geral, a, ., # ay,. Quando a,,, > 0 € ay, =0,
héd uma interacao entre v e w, mas apenas v recebe um pagamento. Finalmente,
Ay = Gy, = 0 significa que nao ha interacao entre esses jogadores. Assumimos,

ainda, que G nao possui lacos, i.e., a,, =0,Vv € V.

3.3.2 Pagamentos para Jogos sobre Grafos: estratégias puras

Em um contexto interconectado, o pagamento efetivo (ou o fitness
de uma estratégia) pode ser definido como uma medida ambiental (capacidade de
adaptacao ao meio ou capacidade rerodutiva das espécies) dependendo sobre tudo
das interagoes entre os jogadores conectados. Quando estratégias puras sao adota-
das, cada jogador de vértice ganha um pagamento que corresponde a soma, ponde-
rada pelas forcas de conexao a,,,, dos resultados dos jogos de 2-jogadores que ele

joga contra seus vizinhos.

Seja s, € S a estratégia pura de um jogador (de vértice) genérico
w representada pelo s,-ésimo versor e, € RM. Entao, o pagamento efetivo para o

jogador de vértice v, é denotado por

N
T (s1, o 5n) = ) avwel Buey, = el Byk,(s1, ... ,sy) (3.10)
w=1
N
onde B, € RM*M & 3 matriz de pagamento do jogador v, ky(s1, ... ,sy) = Z yp s,
w=1

e (G indica a presenca do grafo de conexdes. Esse modelo, baseado na soma ponde-

rada, serd denotado por WS.

Entretanto, ha situacoes onde é conveniente usar pagamento norma-
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lizado. De fato, o pagamento pode ser normalizado pela soma dos pesos de todas

as arestas conectadas a um vértice. Nesse caso, a matriz A pode ser manipulada
N

dividindo cada entrada de linha v por d, = Z @y, tornando-a estocatica de linha.
O pagamento obtido é um tipo de média I;Uo:riderada e esse modelo sera denotado
por WA. Observemos que o modelo WA corresponde ao modelo WS quando uma
matriz estocastica de linha A descreve o grafo.

Seja 7 um tensor N-dimensional, onde a entrada (s, ... ,sy) é
ﬁf (s1, ... ,Sn). Por essa razao, o jogo entre jogadores interconectados em um grafo

finito é equivalente a um jogo de N-jogadores. A estrutura do grafo estd embutida

na matriz de adjacéncia A.

3.3.3 Pagamentos para Jogos sobre Grafos: estratégias mistas

As fungoes de pagamento introduzidas, anteriormente, permitiram des-
crever um jogo com N-jogadores e M-estratégias, denotado de agora em diante como
(N, M)-jogo. Esse jogo pode ser estendido sobre o simplex Ay, para contabilizar

também as estratégias mistas:

M
AM:{zERM:Zzszlengsgl,VSES}. (3.11)

s=1

Indiquemos por &, = [Ty ... xv,M]T € Ay a estratégia mista do jo-
gador v, e por X = {xy, ... ,xp} o perfil de estratégia mista de toda a rede. A
férmula do pagamento efetivo (pagamento esperado que o jogador v obtenha) é a

seguinte:

X)) =) > (H xw7sw)ﬁf(31, o SN (3.12)

De modo similar & (3.10), a equagao anterior pode ser reescrita de uma
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forma mais conveniente e compacta

79(X) =2 Bk, (X) (3.13)

v

N
onde k,(X) = Za%wmw.
w=1

O conceito de equilibrio de Nash pode ser introduzido com base no

pagamento efetivo para estratégias puras e mistas.

Definicao 3.1. O conjunto de equilibrio de Nash € definido como

OFN = {X:Vv, YV 2,5 >0, pﬁs :pﬁs,, Va,s¢ >0 e pis > pf’s,, V x,s = 0}

e o conjunto de equilibrio de Nash estrito é

OFENE _ {X:Vv, V 2, >0, pﬁs > pgs,, V x,e = ()}.
N
G T ; ~ .
onde p, , = E ay e Byx, € a funcao de pagamento do jogador v usando a es-

u=1
tratégia pura s.

3.4 Equacao para a Dinamica do Jogo sobre Populacoes

em Rede

Seguindo a teoria desenvolvida nas secoes anteriores e utilizando de
forma conjunta a equacdo de replicacao de multipopulacao (3.9) e as fungoes de
pagamento definidas em (3.10) e (3.13), podemos obter o modelo que estende a
equacao de replicagao para grafos. O problema de valor inicial (PVI) resultante é o

seguinte:
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jf)v,s = Ty,s (pfs - ¢f), Yu € V, Vs e S
’ (3.14)

xv,s(()) = Cy,s

onde z,(0) = [,1(0) ... zy2r(0)]T = [cu1 ... comr]T € Apr é 0 vetor da distribuigao
N

de condigdes iniciais para o jogador v, % = E av,umvTvau ¢ o pagamento médio
u=1
de todo o conjunto de estratégias disponiveis para o vértice v e p&, conforme defi-

nido anteriormente.

O sistema (3.14) representa a equagao estendida para a dinamica do
jogo sobre populagoes em rede, onde a matriz de adjacéncia da rede esta embutida
nas funcoes de pagamento pﬁs e ¢C.

Principais Propriedades de (3.14):

(¢2) Invaridncia do Simplex: se x,(0) € Ay, Vv, entdo x,(t) € Ay, Yo, t > 0;

(it) Estratégias Puras sao Estados Estaciondrios: seja ©* o conjunto de

estados estaciondrios de (3.14). Se X = {e,, }/\,, entao X € O%;

(i11) Equilibrios de Nash sdo Estados Estaciondrios: se X € OFY entao

X € 07

(iv) Estados Estaciondrios Internos sao Equilibrios de Nash: suponha-

mos que T, € (0,1), Vv, s. Entdo, X € ©* se, e somente se, X € OFY;

(v) Estados Estdveis de Lyapunov sao Equilibrios de Nash: se X € ©* ¢é

um estado estaciondrio estavel de Lyapunov, entao X € ©FV;
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(vi) Solugoes Equivalentes: o teorema abaixo apresenta as condigoes necessarias
para que haja equivaléncia entre o modelo (3.14) e a equagao padrao de replicacao

(3.6).

Teorema 3.1. [9] Seja X(t) = {@1(t) ... n(t)} a Unica solugdo do sistema (3.14)
onde x,(0) = ¢;, Yv. Suponhamos que A é uma matriz estocdstica de linha e
B, = B, Yv. Seja y(t) a unica solugcdo da equagao (3.6), com ys(0) = cs. Entao,
x,(t) = y(t), Yo, t > 0.

Demonstragao. Sejam X (t) e y(t) conforme descritos no enunciado e seja ¥(t) =
=Y

[¥1(t) .. ¥n ()] tal que y(t)

N
ue apw = 1, YU e entao
s )
w=1

(t), Vv. Como A é estocéstica de linha, temos

N N N
k’u<\Il) - Zav,wwv - Zav,wy =Y Zav,w =Y.
w=1

w=1 w=1
——
1

Além disso, para A estocastica de linha, as funcoes de pagamento sao

P = e Bk,(¥)=e By=p,

¢S = =z!Bk,(¥) =y "By =¢.

Substituindo ¥(¢) em (3.9), obtemos

2/)v,s = ys = ys(ps - (b) = wv,s (pyG,s - ¢§)

pois, por hipdtese, y(t) é a tnica solugao da equagao (3.6). Portanto, ¥(¢) é uma
solugao de (3.9). Como v, (0) = ys(0) = ¢5, Vv, pela unicidade da solu¢do do
problema (3.14), segue que ¥, (t) = x,(t), e, portanto, x,(t) = y(t), Yu,t > 0. O
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3.4.1 Modelo Evolutivo para o Caso (NN, 2)-Jogo

Nesta segao, apresentamos alguns resultados a respeito da existéncia
e estabilidade das solugoes de estado estaciondrio do sistema (3.14) com apenas 2
estratégias. Nesse caso, as varidveis de estado sdo ¢, = [z, 1 — xml]T, Vv. Deno-
temos x, 1 por y, e y = [y; ... yy]*. Escrevemos b, s, para representar o pagamento
que um jogador v recebe ao jogar com a estratégia s contra um r-estrategista. As

matrizes de pagamento assumem a seguinte estrutura:

bv,l,l bv,1,2

B, = , V. (3.15)
bv,2,1 bv,2,2

Denotamos por o,, = (—1)""(b, 1, —by2,) a diferenca de recompensa
do jogador v contra um r-estrategista. Nesse caso, temos: 0,1 = (by11 — by21)

e 0y2 = (by22 — by12). O numero de jogadores conectados ao vértice v usando a

N
estratégia pura s é definido por k,(y) = (kv1(y), ku2(y)) = Z Ay (Yuy 1 — Yu)-

u=1

A dinamica dos jogos evolucionarios sobre populagoes em rede é des-

crita por um sistema de N equagoes diferenciais do tipo:

yv = yv(l - yv)fv(y) (316)
onde
fo(y) = 0v1ku1(y) — 0u2ku2(y) (3.17)

¢ a fungao de pagamento. As solugoes de (3.16) pertencem ao simplex

Ag={yeRV:0<y; <1, Vi=1, .. ,N}. (3.18)
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Problema de Valor Inicial (PVI) para o Caso (N, 2)-jogo:

p
j;v,l = Ty,1 (va,l - ¢§)

2 = Top (P55 — 65) (3.19)

Tyl + Ty = 1.
\

A seguir, mostramos que esse sistema pode ser reescrito como em (3.16).

A primeira equagao do sistema (3.19) pode ser reescrita como:

N N
i‘v,l = Ty,1 (Z av,uefBUmu - Z av,umZvau) ) (320)

u=1 u=1
basta substituirmos p&, e ¢& por X! e X2, respectivamente, conforme definidos a

seguir.

N N
Definindo ©! := Z avvuelTBva:u e Y2 .= ZauumZvau, temos
u=1 u=1
N
bU b’U ‘/‘Eu
L Z@v,u[l 0] 1,1 1.2 1
u—1 bu21 by2o2 I — 2y
al y
= [bv,l,l bv,l,Q]Zav,u
u=1 11— Yu,
= [by,l,l bv,l,Q]kv(y)-
e
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Yo

22

N
bv,l,l bv,l,z Ty,
= E aUﬂL[yv 1_yv]
u=1 bv,2,1 bv,2,2 1—$u,1

N

- [g/vbv,l,l + (]- - yv)bv,Q,l yvbv,l,Z + (1 - yv)bv,Q,Q] Z a'v,u 1
u=1 —Yu

Yu

= [Yo(bo11 —bv21) Fbu21 Yu(by12a —by22)+ byaslk,(y).

Tomando ¥y, = 2,1, e substituindo X! e ¥? em (3.20), obtemos

Yo (Do bui2)ko(y) — [Yo(bo11 — buo21) +bu21 Yu(boi2 — buo2) + by2alk,(y))

Yo[=Yo(bo11 — bp21) +bp11 —buo1 — Yu(by12 —by22) +byio — byo2)lks(y)

yv[<1 - yu)(bu,l,l - bv,2,1) (1 - yu)((bu,l,z - bu,2,2)]kv(y)

yv(l - yv)[bv,l,l - by,2,1 bv,l,Q - bv,2,2]kv(’y)'

US&HdO, Opr = (_1)r+1(bv,l,r - bv,?,r) € kv(?/) = (kv,1<y)7 kv,Q(y))a temos

yv(l - yv)[av,l - UU,Q]

yv(l - yv)<0v,1kv,1(y) - 0v,2kv,2(y))

yv(l - yv)fv(?J)

O resultado é analogo tomando z,2 = 1 — y,. Isso nos mostra que o

(PVI) para o caso do (N, 2)-jogo pode ser reescrito como em (3.16).
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Como um dos nossos objetivos é estudar o comportamento assintético
das solugdes de estado estacionario do modelo descrito pela equacao (3.16), definimos

o conjunto de estados estacionarios por

O ={y*€[0,1]V:Vo (y; =0 ou y; =1 ou f,(y*)=0)}. (3.21)

Observacgoes. De modo a analisar a estabilidade linear de um estado estacionario
y* de (3.16), introduzimos a matriz Jacobiana J(y*) = g—z , onde
y=y*

_ (1 =2y )(001ku1(Y") — 0p2ky2(y*)), para u =v
]v,u(y*) = (3'22)

yr(1 —y¥)(op1 + 0p2)ay., para u # v.

A estabilidade do estado estaciondrio y* depende dos autovalores A, (J (y*))
da matriz jacobiana J(y*). Dizemos que y* é um estado estacionério assintotica-
mente estavel se todos os autovalores de J(y*) sdo negativos. O teorema a seguir
relaciona o espectro da matriz jacobiana com o da matriz de adjacéncia de um grafo.

Teorema 3.2. [9] Suponhamos que 0,1 = 01 € 0,5 = 09, Vv € sgn(oy) = sgn(oa) # 0.

. ‘ L o
Entao, sempre existe um estado estaciondrio y* € O™ tal que y, = +2 , Vu.
o1 09

A A), onde A € a matriz de adjacéncia de um grafo

0102

o1+ 09

Além disso, N(J(y")) =

sem lagos.

Demonstracao. Seja y* € O™ tal que

or = {y* S (07 1)N : fv(y*) =0, VU}

- {y* € (07 1)N . Uv,lkv,l(y*) = Uv,2kv,2<y*)7 \V/U}

De fato, o,1ky1(y*) = 0u2ku2(y*), Yv pode ser escrita como

N N
o1 Z Ayl = 02 Z au(l—y) & 01Ay* =0, A(1 — y7), (3.23)
u=1 u=1

onde 1 é um vetor N-dimensional.
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. y* € O™ satisfaz o sistema linear (3.23).

Por hipétese, sgn(o1) = sgn(os) # 0. Entao,

UlAy* = O'QA]. — 0'214'y>|<
0'114y>l< + 0'214y>k = O'2A1
(01 4+ 02)Ay* = o09A1
02

Ay* = Al. (3.24)

o1+ o2

02

Pelo sistema linear nao-homogéneo (3.24), Al € Im(A). Sa-

o1+ 02
bemos que existe, pelo menos, uma solugao para (3.24), a qual tem a seguinte forma:

02
= 1+ 3.25
) o1+ 0o Yo ( )

onde y, € Null(A). Se A for invertivel, o espago nulo de A (Null(A)) é formado

apenas por y, = 0. Logo, y* = (_Ti 1 serd o unico estado estacionario misto de
01T 02
(3.24).
. * 01029
Por fim, verifiquemos que A(J(y*)) = AMA):
01+ 09

(i) u =v = Jpuy") = (1 —2y}) (0p1kv1(y") — 0u2ku2(y™)) = 0 (a diagonal

. J

fuly")=0
da matriz Jacobiana é nula);

(@) u#v = Jou(y*) =yl —yi) (o1 + 02) 0y .

Entao,

J(y*) = o2 (1 — o2 ) (0'1 + O'Q)A = o192 A.

01+02 01+02 01—|—(72

39



Isso nos diz que o comportamento assintético do estado estacionario y*

depende apenas da topologia do grafo.

De fato, nao é possivel encontrar um resultado similar ao do Teo-
rema 3.2 para estados estacionarios puros, pois nao ha uma relacao entre o espectro
da matriz jacobiana em um ponto de equilibrio puro e o espectro da matriz de ad-
jacéncia do grafo. O que é possivel fazer sao algumas consideracoes em relagao a

estabilidade dos pontos de equilibrio puro (0, ... ,0) e (1, ... ,1).

Seja y* = (v}, vy5, .. ,yN_1,¥Yn) um ponto de equilibrio puro tal que

y: €{0,1}, Vo € {1, ... ,N}.

Notemos que J(y*) é uma matriz diagonal e seus autovalores sao:

N Uv,lkv,l(y*) - Ov,ka,Z(y*)a s5€ y: = O
Ao(J(y7)) = (3.26)

UU,ka,Q(y*) - Uv,lkv,1<y*)7 se y: =L

Queremos mostrar o seguinte resultado:

Teorema 3.3. Seja A € RJZVOXN matriz de adjacéncia de um grafo G sem lagos tal
que cada vértice de G tenha, ao menos, um vizinho. Assumamos que 0,1 = 01 €
O = 09, YU e sgn(o1) = sgn(ay) # 0. Entao, (0, ...,0) e(1, ..., 1) em RY sao pon-
tos de equilibrio puro assintoticamente estdveis se, e somente se, sgn(oy) = sgn(oa) > 0.
Além disso, esses sao os unicos pontos de equilibrio puro assintoticamente estdveis

sob as condigoes assumaidas.

Demonstragao. Vamos comegar supondo que (0, ..., 0) é assintoticamente estavel.
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Por (3.26),

N N
A(J(0, 0,0) = 1) a0 =02 ayu(1—0)
u=1 u=1
N
= —02 Z Ay o
u=1
- _02517

onde ¢, = Zivzl a, ., > 0, visto que, por hipétese, cada jogador de vértice v tem, ao

menos, um vizinho .

Devido a estabilidade assintética do ponto (0, ..., 0), temos que —oyd; <

0, o que implica o5 > 0. Portanto,
sgn(oy) = sgn(og) > 0.

Suponhamos, agora, que sgn(oy) = sgn(oy) > 0. Entao, —o9d; < 0,

pois 9; > 0. Logo,

(0, ...,0) ¢ assintoticamente estavel.
O raciocinio é analogo para o ponto (1, ..., 1).
Supondo (1, ... ,1) assintoticamente estavel, temos

N N
ML 1) = 02) apu(1=1) =01 ay,l
u=1 u=1

N
- _01§ Ay o
u=1

= —0101, com d; > 0.
Logo, —010; <0 = o7 > 0. Assim,
sgn(oq) = sgn(oy) > 0.

Se supormos que sgn(oy) = sgn(og) > 0, temos A\, (J(1, ... ;1)) =

—0107 < 0, resultando na estabilidade assintética do ponto (1, ... ,1).
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Mostremos, agora, que esses sao os Unicos pontos de equilibrio puro

nos quais ocorre estabilidade assintotica.

Como J(y*) é uma matriz diagonal,

M(J(y7)) = (1 = 2y;)(01ku1(Y") — 02ku2(y7)). (3.27)

Por hipétese, (3.27) é negativo, Vov. Temos duas possibilidades:

(1—2y;) >0 e (01ky1(y") — o2ky2(y™)) <O

ou

(1 — 2y:) <0 e (Ulkv,l(y*) — 02]%,2(’!1*)) > 0.

1) (Ulkul(y*) - g2kv,2(y*)) <0e (1 - Qy:) >0 = y: = 07 \V/’U, pOiS y:; S {07 1}

2) (o1kp1(y*) — o2kya(y*)) >0e (1 —2yF) <0 = y =1, Yo, pois y € {0,1}.

Portanto, (0, ... ,0) e (1, ... ,1) s@o as unicas solugoes estaciondrias

puras assintoticamente estaveis possiveis. ]

E importante ressaltar que esse resultado nao consta na literatura estu-
dada para a elaboracao deste trabalho e que, de agora em diante, particularizamos
a estrutura do grafo de modo a tentar obter resultados mais fortes para estes casos.
De maneira mais precisa, consideramos dois tipos especificos de grafos: bipartidos
completos e estrelas duplas, nos quais relaxamos a hipdtese dos jogadores de vértice

utilizarem uma mesma matriz de pagamento.
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4 MODELO EVOLUTIVO PARA A
DINAMICA DO JOGO REPRESENTADO
POR UM GRAFO BIPARTIDO
COMPLETO

Nosso objetivo, neste capitulo, é apresentar o modelo evolutivo que
descreve a dinamica do jogo representado por um grafo bipartido completo qual-
quer, bem como alguns aspectos referentes a estabilidade dos pontos de equilibrio
puro encontrados. Inicialmente, utilizando duas matrizes de pagamento distintas
e a teoria desenvolvida anteriormente, obtemos o modelo para um grafo bipartido
completo com 5 vértices. Em seguida, estendemos o raciocinio empregado de modo
a obter o modelo para um caso mais geral de grafo bipartido completo. Além disso,
apresentamos as modificagoes necessarias para a obtencao do modelo quando os jo-
gadores de vértice jogam com a mesma matriz de pagamento. Por fim, com base
em dois grupos de experimentos de simulagao numérica, conjecturamos e provamos

a existéncia e unicidade de pontos de equilibrio puro assintoticamente estaveis.

4.1 Caso Geral para um Grafo Bipartido Completo

Consideremos um grafo G = G(m+n, E) bipartido completo, conforme
ilustrado na (Figura 4.1), com m +mn > 2 vértices, onde m e n sdo as cardinalidades
de dois conjuntos, independentes e nao-vazios, de vértices, e F denota o conjunto
de arestas do grafo. Por defini¢ao, cada vértice do conjunto de tamanho m esta
conectado a cada vértice do conjunto de tamanho n, e nao ha conexao entre dois

vértices de um mesmo conjunto.

Seja
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1 1
o ... 0 -— —
n n
1 1
a-| Dow (4.1)
= n n 4.1
1 1 )
— — 0 0
m m
1 1
— ... — 0 0
m m

de dimensao m + n, a matriz de adjacéncia do grafo G. Notemos que os elementos
nao-nulos da matriz estao divididos por m e n. Isso deve-se ao fato de que mais
adiante, em nossas simulagoes numéricas, empregaremos o modelo de pagamento
WA. Desse modo, a partir de agora, desenvolvemos toda a teoria necessaria com a

matriz ja em sua forma estocastica de linha.

Figura 4.1: Grafo Bipartido Completo com m + n > 2 vértices.

4.1.1 Duas Matrizes de Pagamento

Suponhamos, inicialmente, que os jogadores de vértice do conjunto de

tamanho m utilizem uma mesma matriz de pagamento B; e os do conjunto de ta-
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manho n utilizem uma matriz By, ambas de dimensao 2.

Seja a funcao de pagamento dada por

0'1k‘v1 —ngUQ s Yv 1, e,
fi(y) = 1(y) 2(y), Yo e{ } (42)

0-3kv,1(y) — U4kv72(y), VU € {m+ 1, ,m—l— Tl}

Consideremos o grafo G(3 + 2, E), tal que m = 3 e n = 2, conforme

ilustrado abaixo. Sua matriz de adjacéncia é dada por

00014
00041
A=1000 5 1
55300
i
1
\4
2
5
3/

Figura 4.2: Grafo Bipartido Completo com 5 vértices.

A seguir, apresentamos o calculo das componentes necessarias para a
obtencao das equagoes que compoem o modelo evolutivo que descreve a dinamica
do jogo representado por um grafo bipartido completo, onde duas matrizes de pa-

gamento sao utilizadas.
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Temos Oy1 = 01, Oy2 = 09, Yv € {1,2,3} € Oyp1 = 03, Op2 =

o4, Yv € {4,5}, e

Zavuyu € ka Zayu VU€{12345}

Logo,

1
ki1(y) = k?,l(y) = k’3,1( ) = y4 + ys] Z?Jz,

w|>—l

1
k’l,Q(y) = kz,z(y) = /f3,2( ) 2[2 —Ys — 3/5

SIS

1
k4,1(y) = k?5,1( ) 3[y1 + Y2 + yg Z%

kio(y) = kso(y) = ;[3 Yy — Y2 — [ Zyz] :

Substituindo na fungao de pagamento dada por (4.2), obtemos:

1 1
01— Y; — 02— 2_23/2 ,Vv€{1,2,3}
=4

fo(y) =<

1 1
Uggzyi—O};g B—Zyl , Yv € {4,5}

Logo, o modelo evolutivo que descreve a dinamica do jogo representado

pelo grafo G(3 + 2, E) é dado por

( i 5
. 1
yv:yv(l_yv) (01+02)§ E Yi — 02|, VU€{172,3}

. 1
Yo = yv<1 - yv) (0'3 +U4)§Zyi — 04|, Yo € {4, 5}



Estendendo esse raciocinio para quaisquer m,n inteiros e positivos,

obtemos:

m-+n 1 m-+n
Zyz e kuo(y —[ — Zyi],we{l, . m}.
i=m+1 n i=m-+1

1 & 1 S
y):E;yi e kv,z(y)za [m—;yi], Voe{m+1, .. ,m+n}

m—+n

(o1 4 09)— Z y; — o9, Yo € {1, ... ,m}
foly) = e (4.3)
(o +J4)l2y~—04 Voe{m+1 m+n}
3 m - % ) [ :

Substituindo em (3.16) os dados obtidos, encontramos que o sistema
de equagoes que descreve o modelo evolutivo para a dinamica do jogo representado

por um grafo bipartido completo, onde duas matrizes de pagamento distintas sao

utilizadas, é

( B m-+n

yv:yv(l_yv) (O'1+O'2 Z y2—0'2], VUE{l }

L i=m+1

(4.4)

1 m
Jo = Yo(1 — Yo — i — , Yuv e 1, ..., .
ky Yo(l = o) (03+04)m;y 04] veE{m+ m+n}

Na sequéncia, calculamos a matriz jacobiana do sistema (4.4) de modo

a investigar a estabilidade assintética das solugoes de estado estaciondrio.

a.v m-+n
J :<1_2yv) (01+02 ZyZ—UQ,VUE{l }
ayv i=m+1
Yy
=0, Vze{l,2, ...,o—1Lv+1, .. ,m}.
9y
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i)

1 m—+n
(1—2y1) (01 4+ 02)— Z Yi — 02]
P
J1(y) =
1
(1 —2yy) | (o1 4+ 02)—
n
i)

~ 1
{gzv = (1 — 1) {(al +02)5} , VWweLl, . m}, Vz€im+1, .. m+n}.

iv)
n(L—w) [(or+02)%] .0 (=) [(01 + 02)2]
Taly) = Y2(1 — y2) ['(01 +aa)] - y2(1 — y2) ['(01 +02) 1]
Ym(L = ym) [(01 +02)2] o Y1 = ym) [(01 + 02) %]

v)

; 1
{2 v+ odt] e fme s men veen m)

i)
Y1 (1= Yms1) [(03+00) L] 0 Ysr(1 = yir) [(05 + 04)L]
J3(y) = Ym+2(1 = y’"“_) (o3 +0a)m] o Ymea(l = ym+2.) (03 + 04) L]
Ymin(1 = Ymin) [(03+00)E] o Ymin(1 = Ymin) [(05 + 04) 2]
vii)
Z‘ZZ = (1-2y,) (03+04)%§:%_U4 Veelmil o omin)

i=1
0y
0y,

=0,Vze{m+1, ..,o—Lov+1, ... ,m+n}.
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viii)
m

1
1— 2y, ~ -
( Ym+1) (03+04)m Yi — 04

=1

Portanto, a matriz Jacobiana do sistema (4.4) é dada por

T(y) = Ji(y) J2(y) . (4.5)
Js(y) Ja(y)

Observagoes Importantes sobre a matriz J(y):

1) Seja y* = (Y5, U5, - 2 Uk Yii1s - »Yiin) um ponto de equilibrio puro, ou
seja, um ponto tal que cada yi € {0,1}, Vo € {1, ... ,m,m+1, ... ,m+n}. Entao,
Ja(y*) =0 € M,,,(R) e J3(y*) = 0 € M, (R), onde 0 é a matriz nula e My(R) é o
conjunto das matrizes de dimensao k sobre R.

Demonstragao. Cada entrada de J2(y*) ¢ do tipo ju. = y;(1—y;)(01+02)L, Vv €
{1, ... ;m}. Como cada y} € {0,1}:

)
yy, =0

ou = jv,u =0.

1 —y; =0 quando y; = 1.
\

De modo andlogo, cada entrada de J3 é do tipo j,., = yi(1 — y¥) (o3 +
o)L, Yo e {m+1, ... ,m+n}. Assim, como cada y; € {0,1}, temos:

(

Y, =0

ou = jv,u = 0.

1 -y =0 quando y; = 1.
\
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Portanto, J2(y*) =0 € M,,(R) e J3(y*) = 0 € M, (R).

2) Note que J1(y) e J4(y) s@o sempre matrizes diagonais;

3) As observagoes 1 e 2 implicam que

R gl (y7)
m+n—1

Ymtn(Y)

também é uma matriz diagonal. E imediato que

)‘(J(y*)) = {fyl(y*)772(y*)7 7/7m(y*>7'7m+1(y*)7 7rym+n(y*)}
Buscando por Pontos de Equilibrio (Misto) Interior:
Por definigao, uma solugao y* do sistema (4.4) é um ponto de equilibrio

se, e somente se, y& = 0 ou y: =1 ou f,(y*) = 0, Yu. Como estamos interessados

nos pontos de Equilibrio (Misto) Interior, verifiquemos quando f,(y*) = 0.

Temos que:
m-+n m+n oy
v * — =0& — F= ,VE].,..., .
fo(y?) = (o1 + 02)— Zyl P Zyz oty U { m}
i=m+1 zfm—l—l
(4.6)
1
fo(y™) = (03+04)— Zy -0y =0& — Zyl , Yo e {m+1, ..., m+n}
B (4.7)
Portanto, y*:( o1 ey o1 , 72 s 72 ) ¢ um
o3+ 04 O3+ 04 01+ 09 o1+ 02
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04

ponto de equilibrio (misto) interior, com m componentes iguais & e n iguais a

O3+ 04
o pois (4.6) e (4.7) sao satisfeitas. Podemos verificar que se 0y = 09 € 03 = 04
01T 02
- * 04 04 * 02 02 , -
entao y] = s ey e Yy = ey também sao
03+ 04 03+ 04 o1+ 09 o1+ 09
pontos de equilibrio (misto) interior e, consequentemente, yi = (%, s %) = y5.
Substituindo yI na fun¢ao de pagamento (4.2), obtemos:
(01 + 3) L —71 205 4 0, Vo € {1 }
o1+ 09)—n — 09 =209— — 09 =09 — 09 =0, Yv ) e,
1 e 2 250 2 2 — 02
fv(yi) =
o o
(034 04)—m 4 —04:204—4—04:04—0420, Yoe{m+1, ..
\ m 03+ 04 204
De modo andlogo, substituindo y3 na fun¢ao de pagamento (4.2), ob-
temos:
(01 + ) Ln—22 207y 22 0, Vo € {1 }
o1+ 09)—n — 09 =209—— — 09 =09 — 09 =0, Yv ) e,
1 e 2 250, 2 2 — 02
folys) =
1 o o
(034 04)—m 2 —04:204—2—04204—04:0, Yoe{m+1, ..
\ m o]+ 09 209

* _ (1 1\ _ % 4 PN S g IR :
Portanto, yi = (5, ,5) = y3 é 0 unico ponto de equilibrio (misto)
interior em Ag, onde todas as componentes sao iguais. A existéncia desse ponto de

equilibrio (misto) interior é garantida pelo Teorema 3.2.
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N =
SN—"
.o

Aplicando a Jacobiana no ponto (%, ey

01 01
0 o — ... —
2n 2n
1 1 0O ... O ;—711 g—;
J (5, ,§> = o5 o s onde oy # 03.
om  2m
g3 g3
— ... = 0 0
2m 2m
De fato,

m+n
1 1
=T - e, = =
;AZ r(J(Q, 2)) 0,

1

onde \; denota os autovalores da J (%, ,5). Logo, como o trago é nulo, nem

todos os autovalores da J (%, ,%) podem ser negativos e, portanto, (%, ,%)

nao é assintoticamente estavel.

4.1.2 Uma Matriz de Pagamento

No caso em que os jogadores de vértice jogam todos com uma mesma
matriz de pagamento, temos, 0,; = 01 € 0,2 = 03, Yv. O sistema de equagoes
que descreve o modelo evolutivo para a dinamica do jogo representado por um grafo
bipartido completo, onde todos os individuos da populagao recebem o mesmo paga-

mento, é idéntico ao sistema (4.4), basta trocarmos o3 por o1 e g4 por oy:

( B m-+n

. 1
yvzyv(l—yv) (01+U2)ﬁ Z yi—O'Ql, Yv € {1, ,m}

i=m-+1

(4.8)

m

. 1
Vo = Yo(1 — yy) <01+02)Ezyi—02]7 Yoe{m+1, .. ,m+n}.

\ i=1
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Calculando a Matriz Jacobiana do Sistema:

analogos

Os passos intermedidrios, para a obtencao da matriz jacobiana, sao

aos apresentados para o caso anterior, bastando trocarmos o3 por oy e

o4 por o9; sendo assim, J1(y) e Ja(y) mantém-se inalteradas. Ja J3(y) e J4(y)

passam a ser escritas como:

J3(y)

]
]

merl(l - ym+1)[(01 + (72) ] s ym+1(1 - ym+1>[((71 + 02)

1
m
1

]

3= 3=

Ymi2(1 = Ymi2)[(01 + 02) Ymr2(1 = Ymy2)[(01 + 02)

|—=

ym+n(1 - ym+n)[(01 + UZ)m] cee ym+n(1 - ym+n>[<01 + 02)%]

1 m
1—2y,, —E P —
( Y +1) (0'1 +U2)m - Yi — 02

1
( Ymen) (01+U2)m E Yi — 02
Portanto, a matriz Jacobiana do sistema (4.8) é dada por

Tl = il(y) iz(y) . (4.9)
J3(y) Ja(y)

As observacoes feitas em relacdo a J (y) sdo validas para J(y) também.
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Buscando por Pontos de Equilibrio (Misto) Interior:

Novamente, verifiquemos sob quais condigoes f,(y*) = 0. Entao,

m4+n m+n
fo(y") = (014 02)— Z Y; —02—0<:> Z y; = , Yo e{l, ... ,m}.
i=m+1 i=m+1

[o(y") = (o14+02)— Zyz—@_()@ Zyl

, Yo e {m+1, ... ,m+n}.

Portanto, y* é um ponto de equilibrio (misto) interior se, e somente

se,
mzm i Ly i (4.10)
- m+1 K] 0,1 + 0_2 m = 7 .
Devido a singularidade da matriz de adjacéncia (4.1), existem infinitos
o o
pontos satisfazendo a condicao (4.10). De fato, se tomarmos y* = ( 2 e 2 ),
01+ 09 01+ 02

(4.10) é satisfeita. Porém, nao podemos garantir que esse ponto de equilibrio misto
seja viavel, ou seja, que pertenca ao simplex Ag, quando oy # 05. Dizemos que um

estado estaciondrio misto (interior) y* é viavel se, e somente se, y: € (0,1), Vo.

o o
Aplicando a Jacobiana no ponto y* = 2 ey 2 :
O'1—|—0'2 O'1+O'2
o 1 1
0 0 O
o1+ o09n 01 +toa2n
0109 1 0109 1
o 0 0 - ... -
T 2 02 _ o1+ 09n o1+ 09N
or+oy o+ oy 0102 1 1 1 0 0
o1+ 0am o1 +0oam
0109 1 0109 1 0 0
op+oom oy +oam
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1 1
0 0 - —
n n
1 1
0 0o — . —
- N7 n n (4.11)
o1+ 02 1 1
— — 0 . 0
m m
1 1
— ... — 0 0
m m
Portanto,
L T — = 2172 4.
01 + 09 o1+ 09 01+ 02

O que implica que

)\(7< 2 2 )): 7172_\(A),
o1 + 09 01 + 09 o1 + 09

conforme afirmado na parte final do Teorema 3.2.

4.2 Estudo da Estabilidade de Pontos de Equilibrio Puro

Desenvolvemos dois grupos de experimentos de simulagao. Em ambos
os experimentos, o sistema de equagoes (4.8) é simulado usando grafos bipartidos
completos nao-direcionados, o modelo de pagamento WA e assumindo que todos os
jogadores de vértice jogam com uma mesma matriz de pagamento. Enquanto no
primeiro experimento os jogadores de vértice tomam decisoes de acordo com uma
matriz de pagamento de Biestabilidade, no segundo as fazem de acordo com uma
matriz de pagamento de Coexisténcia, as quais sao definidas, a seguir, nas subsecoes
4.2.1 e 4.2.2. Quatro distribuicoes diferentes de condic¢oes iniciais puras levemente
perturbadas sao atribuidas aos vértices do grafo: [z,1 2] = [0.99 0.01]" ou

['rv,l :,U1)72:|t = [001 099]t
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Os resultados obtidos sao mostrados nas figuras 4.3, 4.4, 4.5, 4.6, 4.7,
4.8 e 4.9. A primeira coluna de cada figura apresenta a distribuigao de condigoes
iniciais, enquanto a segunda mostra as solugoes em estado estacionario para um
grafo bipartido completo nao-direcionado com m + n > 2 vértices. A cor de cada
vértice indica a varidvel z,;, e quantifica a inclinacao do jogador v em direcao a
uma das duas estratégias puras viaveis: a cor azul é usada para indicar a estratégia
1 (zy1 = 1), e a cor vermelha para a estratégia 2 (z,; = 0). As estratégias mistas

(0 < z,1 < 1) s@o indicadas pela cor rosa.

Nosso objetivo é analisar o comportamento assintotico de pontos de
equilibrio puro em trés dinamicas distintas: i) quando todos os jogadores de vértice
utilizam uma mesma estratégia; 1) quando todos os jogadores de vértice do conjunto
de tamanho m utilizam a estratégia 1 e os do conjunto de tamanho n utilizam a
estratégia 2; ii1) um caso mutante, ou seja, onde um jogador de vértice, do conjunto
de tamanho m, utiliza a estratégia indicada pela cor vermelha, enquanto os demais
(m — 1)-jogadores de vértice, desse mesmo conjunto, utilizam a estratégia indicada
pela cor azul; os n-jogadores de vértice restantes também utilizam a estratégia
de cor vermelha. Os trés cenarios que acabamos de descrever sao ilustrados nas
duas subsecgoes a seguir. Os resultados apresentados sao resultantes de simulagoes
numéricas, variando os parametros a e n, e fixando m. Em nossas simulacoes, to-
mamos a e n variando de 1 a 60 e de 1 a 20, respectivamente, e fixamos m = 30.
Para realizar esse conjunto de simulagoes foram desenvolvidos algoritmos no software

SciLab.
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4.2.1 Matriz de Pagamento de (Biestabilidade)

Vamos comegar analisando o caso em que todos os jogadores de vértice

jogam com uma matriz de pagamento de (Biestabilidade) do tipo

0
B, = , Va>0 (07 =a=0y>0). (4.12)

0 a
i) Consideremos a situacdo em que todos os jogadores de vértice utilizam uma
mesma estratégia. Assumamos, por exemplo, que iniciem jogando com a estratégia

1.

A Figura 4.3 nos informa o que acontece quando uma condi¢ao ini-
cial homogénea ¢é assumida. Podemos observar que a dinamica é a mesma para cada
jogador de vértice, mais especificamente, apds decorrido um certo tempo, todos os
jogadores de vértice continuam a usar a estratégia 1. Ressaltamos, ainda, que a
solucdo obtida é equivalente a dada pela equagao padrao de replicagao (ver Teorema
3.1). A dominancia da estratégia 1 adotada, desde o inicio, por todos os jogadores

de vértice, representa o ponto de equilibrio puro (1, ... ;1) € R™*".

i) Consideremos, agora, o caso em que os jogadores do conjunto de cardinalidade m
utilizam a estratégia 1 e os do de cardinalidade n utilizam a estratégia 2. Cada joga-
dor de vértice azul tem n vizinhos vermelhos, e cada jogador de vértice vermelho
tem m vizinhos azuis. Observamos que para a = 1, os jogadores azuis decidem
mudar suas estratégias para vermelha, enquanto os vermelhos fazem o oposto.
Desse modo, eles alcancam um acordo mutuo no ponto de equilibrio misto interior

(%, o %) € R™™™ indicado pela cor rosa (Figura 4.4).
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H Condicao Inicial H Bipartido Completo H

Figura 4.3: Configuracgao inicial da distribui¢ao de estratégias e solugcao de estado
estacionario puro para um grafo bipartido completo.

Por (4.11), temos que

1 1
o ... 0 — —
n n
1 1
7(! 1Y ow o (4.13)
2’ cese ’2 — 2 i i O 0 .
m m '
1 1
— — 0 0
m m
E imediato que A (J (3, ... 3)) = 3A(A). Visto que, pela teoria es-

pectral de grafos, o espectro da matriz de adjacéncia de um grafo bipartido completo
G=Gm+n,E)éNA)={\,—A,0, ... ,0}, onde \; > 0 e 0 tem multiplicidade

(m + n) — 2, concluimos que A (7 (%, ,%)) = {%)\1, —%)\1,0, ,0} e, portanto,
o ponto de equilibrio misto (%, s %) nao ¢é assintoticamente estavel. Mais especifi-
1 1

2y e ,5)) contém um autovalor

camente, esse equilibrio misto é instavel pois A (7 (

positivo.
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H Condicoes Iniciais H Bipartido Completo H

Figura 4.4: Configuracgao inicial da distribuigao de estratégias e solugcao de estado
estacionario misto para um grafo bipartido completo.

Para os demais valores de a, a solucao de estado estaciondrio fica osci-
lando entre os pontos (0, ... ,0) e (1, ... ,1) em R™™ o que indica uma dominancia

das estratégias 2 e 1, respectivamente. Essa dinamica ¢ ilustrada na (Figura 4.5).
Com base nos resultados apresentados no Teorema 3.3, sabemos que

as solugoes de estado estacionario puro obtidas nos experimentos de simulacao sao

assintoticamente estaveis e as tnicas possiveis.
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H Condicoes Iniciais H Bipartido Completo H

Figura 4.5: Configuragao inicial da distribuigao de estratégias e solugcao de estado
estacionario puro para um grafo bipartido completo.

4.2.2 Matriz de Pagamento de (Coexisténcia)

Vamos analisar, agora, o caso em que todos os jogadores de vértice jo-

gam com uma matriz de pagamento de (Coexisténcia) do tipo
B, = , Va>0 (01 =—a=09<0). (4.14)

i) Assumamos, novamente, que todos os jogadores de vértice iniciem jogando com

a estratégia 1.

Dependendo do valor assumido por a, um lado do grafo mantém
suas estratégias iniciais e o outro troca para a estratégia vermelha (Figura 4.6).

O padrao obtido corresponde aos pontos de equilibrio puro (1, ... ,1,0, ... ,0) ou

m n

0, ...,0,1, ..., 1).

i1) Considerando o caso em que os jogadores do conjunto de cardinalidade m utilizam
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H Condicoes Iniciais H Bipartido Completo H

Figura 4.6: Configuracao inicial da distribuicao de estratégias e solucao de estado
estacionario puro para um grafo bipartido completo.

a estratégia 1 e os de cardinalidade n utilizam a estratégia 2, observamos que todos
os jogadores mantém, com o decorrer do tempo, as estratégias adotadas inicialmente.

Esse comportamento representa a solucao de equilibrio puro (1, ... , 1,0, ... ,0), cuja
—— ——

dinamica estd ilustrada na (Figura 4.7).

Nesse caso, particularmente, para grafos bipartidos completos, pode-
mos conjecturar e provar a existéncia e unicidade de pontos de equilibrio puro as-

sintoticamente estaveis:

Proposicao 4.1. Dado um grafo G = G(m+n, E) bipartido completo com m+n > 2

vértices e matriz de adjacéncia A (estocdstica de linha), e assumindo 0,1 = 01 e

Op2 = 09, Yv tal que sgn(oy) = sgn(oz) < 0, temos que (1, ... ,1,0, ... ,0) e

—— ——
(0, ... ,0,1, ... ;1) sdo os unicos pontos de equilibrio puro assintoticamente estdveis
—— ——

do sistema de equagoes (4.8).

Recordemos que no teorema 3.3 os pontos de equilibrio puro (0, ... ,0)

e (1, ..., 1) sdo assintoticamente estéveis se, e somente se, sgn(o1) = sgn(oz) > 0 (o

61



H Condicoes Iniciais H Bipartido Completo H

Figura 4.7: Configuragao inicial da distribuigao de estratégias e solugcao de estado

estacionario puro para um grafo bipartido completo.

que é equivalente a dizer que B é uma matriz de pagamento de biestabilidade), ja

a proposicao 4.1 nos fornece novos pontos de equilibrio puro assintoticante estaveis

se, e somente se, sgn(oy) = sgn(og) < 0 (o que é equivalente a dizer que B é uma

matriz de pagamento de coexisténcia).

Demonstragio. (EXISTENCIA.)
i) Substituindo (1, ... ,1,0, ... ,0) na matriz jacobiana (4.9), obtemos:
——— N —

m n

Ev,u = (1 - 2)

n )
1=m+1

jv,u = (1_0)

e

Ul—l-(fzzl _02] _ 01+02m_02 =01 <0, Vv € {m+1,
m =1 m

02

02

(%51

01
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o1+ 0y e~ o1+o
! 2 20—02]:— ! 20—|—02202<0,Vv€{1,
n

(4.15)



Logo, M(J(1, ... ,1,0, ... ,0)) = {05*,07}, onde n e m indicam as
multiplicidades de o7 e 05, respectivamente. Portanto, todos os autovalores sao
negativos e, consequentemente, (1, ..., 1,0, ... ,0) é assintoticamente estével.

i) Substituindo (0, ... ,0,1, ... ,1) na matriz jacobiana (4.9), obtemos:

jv,u = (1 - O)

m—+n
nLe Zl—a :UI+02n—J =0, <0, Yoe{l m}
n 2 2 1 s LA )

. n
i=m-+1

Jou = (1-2) 017—7:02 ZmlO — 02] = —01:7;020—1—02 =03 <0, Vv € {m+1, ...,m+n}
. i
01
01
JO, ...,0,1, ..., 1) = , (4.16)
02
02

Logo, A(J (0, ...,0,1, ..., 1)) = {o}*, o5 }. Portanto, todos os autovalo-

res sao negativos e, consequentemente, (0, ..., 0,1, ..., 1) é assintoticamente estéavel.

(UNICIDADE.) Recordemos que, dado y* = (Y5, ... .U, Yivi1s - s Yinin) DONLO
de equilibrio puro, cada y* € {0,1}, Yo € {1, ... ,m,m+1, ... ;m+n}. Denotemos

m-+n m
1 1
0y =~ Z Yy; €03 = — E y’, tal que 01, 9y € [0, 1].
n m
i=m+1 i=1

Estamos interessados em pontos de equilibrio puro assintoticamente
estaveis; logo, verifiquemos sob quais condigoes A (J ) é formado apenas por elemen-

tos negativos.
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Como

PYernfl(y*)

7m+n(y*)

¢ uma matriz diagonal, basta verificarmos quando os elementos da diagonal sao si-

multaneamente negativos.

De fato,

Yo(y*) = (1 = 2y5)[(01 + 02)01 — 2], Yo € {1, ... ,m} em J1(y*)

Yo(y*) = (1 = 2y")[(01 + 02)02 — 03], Yo € {m + 1, ... ,m +n} em J4(y*).
(4.17)

Queremos mostrar que (0, ... ,0,1, ..., 1) e (1, ... ,1,0, ... ,0) s@o os
unicos pontos de equilibrio puro assintoticamente estaveis possiveis quando todos os

jogadores de vértice jogam com uma matriz de coexisténcia.

Partindo, por exemplo, do bloco J4(y*), temos 7,(y*) < 0 se, e so-

mente se,
(1 =2y)) <0e[(o1+09)02 — 03] >0) ou ((1 —2y;) >0e [(01+ 02)dy — 9] <0).

Suponhamos que [(o1 4+ 03)d2 — 03] > 0 e (1 — 2y}) < 0, onde essa

ultima desigualdade implica que yf =1, Yo € {m+ 1, ... ,;m + n}.
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Substituindo em Jq(y*):

Y(y®) = (1-2y,)

1 m+n
- 1—
(01+02)n,z 02]

~ (-2 {(01 4 ag)%n - 02}

= o1 (1-2y;) = (1—2y;) > 0,pois queremos que 7,(y") seja negativo.

<0

Logo, yi =0, Yv € {1, ... ;m}. Portanto, y* = (0, ... ,0,1, ... ,1).

Suponhamos, agora, que [(o1 + 03)d2 — 2] < 0 e (1 —2y*) > 0, o
que implica que y} =0, Yo € {m+ 1, ... ,m +n}.
Substituindo no bloco J1(y*):

Y(y) = (1-2y,)

1 m-+n
(01 +O’2)5 Z O — 0'2]

~ (-2 [(al + az)%o - ag}

= —o09(1—2y;) = (1—-2y;)<0.
Logo, yi =1, Yo e {l, .. m}ey* =(1, ...,1,0, ... ,0). O resultado

¢ andlogo se partirmos de Jq(y*).

Portanto, y* = (0, ... ,0,1, ... ;1) e y* = (1, ... ,1,0, ... ,0) s@o
os unicos pontos de equilibrio puro assintoticamente estaveis possiveis quando a

matriz de pagamento é uma matriz de Coexisténcia. O]

4.2.3 Um caso Mutante para Matrizes de Biestabilidade e Coexisténcia
Partindo da distribuicao de estratégias apresentada na primeira coluna

da figura 4.5, o que acontece se “introduzirmos”um jogador com um comportamento

mutante?
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A figura 4.8 ilustra essa dinamica, mostrando as solugoes de estado
estacionario quando os jogadores 2, m+1, ... ;m+n—1e m-+n usam a estratégia
quase-pura 2 e uma matriz de biestabilidade. Nesse caso, o grafo torna-se todo
vermelho. Isso ocorre porque o jogador 2 (escolhido como agente desviante, isto é,
aquele que joga com uma estratégia diferente da dos demais) interage apenas com
jogadores vermelhos, e, portanto, nao vé razao alguma para mudar de estratégia. Ao
mesmo tempo, os jogadores azuis trocam suas estratégias para vermelha, pois estao
rodeados apenas por jogadores vermelhos. A dominancia da estratégia associada
a cor vermelha indica que o sistema (4.8) tem como solugao de equilibrio puro o

ponto (0, ... ,0) € R™",

H Condicao Inicial H Bipartido Completo H

]
]
.

Figura 4.8: Configuracao inicial da distribuicao de estratégias e solucao de estado
estacionario puro para um grafo bipartido completo.

Ja no caso em que uma matriz de coexisténcia é utilizada, observamos
que a introdugao de um jogador desviante (de comportamento mutante) (Figura
4.9), o qual é representado pelo jogador 2, ndo interfere no padrao da solugao, atin-
gindo o mesmo ponto de equilibrio puro obtido no cendrio illustrado pela (Figura

4.7) (1, ...,1,0, ... ,0). O jogador desviante decide adaptar-se aos demais jogadores
——— ——

m n
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de vértice do conjunto ao qual pertence, trocando sua estratégia para azul, enquanto

todos os outros permanecem com suas estratégias iniciais.

H Condigoes Iniciais H Bipartido Completo H

]
]
.

Figura 4.9: Configuracao inicial da distribuicao de estratégias e solucao de estado
estacionario puro para um grafo bipartido completo.

Ao contrario do que ocorre quando todos os jogadores de vértice jogam
com uma matriz de biestabilidade, no caso de uma matriz de coexisténcia, a pre-
senca de um tunico jogador desviante no conjunto nao é o suficiente para que haja
a dominancia da estratégia associada ao comportamento mutante. De modo geral,
mesmo apés a introducao de m jogadores desviantes no conjunto de cardinalidade
m, nao haverda um domininio da estratégia associada a cor vermelha. A introducao
de no maximo m — 1 jogadores mutantes conduz a dinamica da Figura 4.9. A pre-
senca de m jogadores desviantes é equivalente ao caso em que todos partem de uma

mesma estratégia (Figura 4.6).
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5 SIMULACOES ESTENDIDAS E
RESULTADOS PARA UM GRAFO
ESTRELA DUPLA

Neste capitulo, apresentamos o modelo evolutivo que descreve a dinamica
do jogo representado por um grafo estrela dupla qualquer, bem como alguns aspectos
referentes a estabilidade dos pontos de equilibrio puro encontrados. Utilizando uma
unica matriz de pagamento e a teoria desenvolvida nos capitulos anteriores, obtemos
o modelo que descreve a dinamica do jogo representado por esse grafo. Fechamos o
capitulo mostrando que nao ocorre estabilidade assintotica nos pontos de equilibrio

puro obtidos dos experimentos numéricos realizados.

5.1 Modelo Evolutivo para um Grafo Estrela Dupla

Seja G = G(m + k, E) um grafo estrela dupla, conforme ilustrado na

(Figura 5.1),

m+ 3

[—

]

m+ 4

\

m+1 m+ 2

T
—

v

+ k

Figura 5.1: Grafo G = G(m + k, E) com m + k vértices onde k =2+ n, n > 1.
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representado pela matriz de adjacéncia

0 1 0 0 0
0 1 0 0 0
1 1
mel 0 mrr Y X
m m
0 1 0 1 1
m—+1 m—+1 m+1
0 0 1 0 0
0 0 1 0 0

(5.1)

de dimensao m + k. Observe que, novamente, apresentados a matriz de adjacéncia

do grafo em sua forma estocastica de linha.

5.1.1 Uma Matriz de Pagamento

Assumamos que todos os jogadores de vértice joguem com uma mesma

matriz de pagamento, de modo que 0,1 = 01 € 0,2 = 02, Yv. A fun¢ao de paga-

mento de G ¢é dada por f,(y) = o1k, 1(y) — 02k, 2(y), Vv, onde

kv,l(y) =

(

Ym+1 Vv € {17 7m}

1 m
m1 (;yi+ym+2 , parav =m+1

m~+k

1
s+ Y i), parav=m+2
m+1 Ym+1 im+3y>prv m

(Ymr2, Yo e{m+3, .. m+k}.
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(
1 = Yme1, Yo €{1, ... ,m}

1 m
m——i—l<m+1_;yi—ym+2 , para v =m +1

kv,2 (y) = 1 < m—+k

— | m+1—=ynp - Z yi)a para v =m + 2

m+ 1 i=m+3

(1= Yma2, Yoe{m+3, ..., m+k}.

Substituindo na fungao de pagamento, obtemos

(
O1Ym41 — 02(1 — Y1), Yo € {1, ... ,m}

(01+02)m+1 (Zyi+ym+2 — 02, parav =m + 1
fv(y) - 1 = m-+k
(01 4 02) Ym41 + Z yi) — 02, para v =m + 2
m+ 1 i=m+3

(O1Ym+2 — 02(1 - ym+2>7 Vo € {m+ 3, o m+ k}

Logo, o modelo evolutivo que descreve a dinamica do jogo representado

pelo grafo G = G(m + k, E) é dado por

;

yv = yv(l - yv)KJl + Uz)ym+1 — 02], Yv € {1, ,m}

1 [ m
'm = Ym 1— m i m
Ymt1 = Ym1(1 = Ymt1) (Ul+02>m+1 ;?/ + Ym+2

. 02]

1 m—+k
Umr2 = Ymi2(1 = Ymy2) <01+02)m+1 Yy +1+i:;rgy] 02]

\y’v = yo(1 — yu)[(01 + 02)Ymaz — 02], Yo € {m + 3, ... ;m+ k}.
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Calculando a Matriz Jacobiana do Sistema:

i)
( 91,
az = (1 - 2%;)[(01 + Uz)ym+2 - 02], Yu € {1, ,m}
ngZ =0, Vze{l, .. ,v—Lv+1, .. ,m}
i)
(1 —=2y1)[(01 + 02)Yms2 — 02
Ji(y) =
(1 = 2ym)[(01 4+ 02)Ymr2 — 02
i)
(O
o = (0-1 + UQ)yv(]- - yv>’ Vv € {17 7m}
aym—i—l
04 =0, Vze{m+2, ...,m+k}.
\ Dy,
(o1 4+ 02)y1(1—21) O ... 0O
J2(y) = : :
(01 +02)ym(1 _ym) 0 ... 0
)
ra-m
% — (014 0)——ull =), Yo € {1, o mm+2}
Y 1 “
8??17:: = |(o1+ 0'2)m 1 Zyi + Ymt2| — 0'2] (1 = 2Yma1)
=1
%:0, Yoe{m+3, ...,m+k}
\ yv
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a'ym-ﬁ-l aym-H 6ym+1 aym-H )
J = co 0O ... 0
3 ( y) ( ayl aym 8ym+ 1 aym—&—Z

(a'
% =0, Yoe{l, ...,m}
O
% = (o1 +02)m+ 1ym+2(1 — Ymt2), VwE€{m+1,m+3, ... ,m+k}
82/ m+k
m—+2
ZImt2 —\ynm | — oo (1= 2y00).
\aymﬁ (01 +02)m+ 1 [Ymt +i:zm:+3?/] 02]( Ym+2)
J4(y) _ ( 0O ... 0 aym+2 aym+2 8?)m+2 o amerZ )
aym+1 8ym+2 aym+3 aym+k
i)
4 .
Y
6y =0, Vvoe{m+3, .. m+k}, Vze{l, ..., m+1}
Y2
Y,
P (o1t o)yl — ), Yo € {m+3, .. m+ k)
OYrmy2
Y,
az = [(01 + 09) Yz — 0a)(1 — 24,), Yo € {m +3, ... ,m+k}
Y,
4 =0, Vze{m+3, ...,o—Lov+1, .. .,m+k}
L Y-
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aym+3 aym+3

0O ... 00 00 ... 0
OYm+2 OYrm+3
0
Js5(y) = ‘
OYm+2
aym+k aym+k
0 .00 —/ 0 ... 0 0 =—/—
aym+2 8ym+k
Portanto,
J1(y) J2(y)
J3(y)
J(y) =
J4(y)
J5(y)

onde J1(y), J2(y), J3(y), Ja(y), J5(y) e J(y) tém dimensdes m x m, m X k,
Ix(m+k),1x(m+k), (k—2)x(m+k)e(m+k)x (m+ k), respectivamente.

Observacoes Importantes sobre a Matriz Jacobiana em um Ponto de

Equilibrio Puro:

1) Seja y* = (Y5, Ys: - s Yrs Ymgts Yinsas -+ > Yiss,) UM ponto de equilibrio puro, ou
seja, um ponto tal que cada y € {0,1}, Yo € {1, ... , mym+1,m+2, ... ,m+k}.
Entao, J2(y*) = 0 € Myx i) (R).

Demonstracao. Cada entrada de J2(y*) é do tipo j,., = (01 +02)yi(1—y), Yv €
{1, ... ,;m}. Como cada y} € {0,1}, entao y; =0 ou 1 —y} = 0. Logo, j,., = 0.
Portanto, J2(y*) = 0 € Myx(ns1)(R).
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2) Note que J1(y) é sempre uma matriz diagonal e que em J3(y*), J4(y*) e J5(y*)

os elementos das posi¢oes que compoem a diagonal de J(y*) sado diferentes de zero.

3) As observagoes 1 e 2 implicam que

TYm+k—1 (y*)

/Vm-&-k(y*)

¢ uma matriz diagonal. E imediato que

MI(Y") = {n¥),%2y"), 9 Y)Y (Y) Yna2(Y7), s Yman(y™) -

5.2 Estudo da Estabilidade de Pontos de Equilibrio Puro

De modo similar ao realizado para grafos bipartidos completos, dividi-
mos os experimentos de simulagdo em duas partes. Em ambas, o sistema (5.2) é
simulado usando grafos estrelas duplas nao-direcionados, o modelo de pagamento
WA e assumindo a mesma matriz de pagamento para todos os jogadores, a qual, no-
vamente, pode ser uma matriz de biestabilidade ou coexisténcia. As distribuicoes de
condicoes iniciais adotadas, anteriormente, sao mantidas. Os resultados, provenien-
tes das simulagoes, sao mostrados nas figuras 5.2, 5.3, 5.4 e 5.5, e a correspondéncia

entre as estratégias e as cores é a mesma apresentada na secao 4.2.

Analisamos o comportamento assintotico de pontos de equilibrio puro
a partir de duas perspectivas distintas:
i) quando os m+ 1 primeiros jogadores, que formam uma das estrelas que compoem
a estrela dupla, utilizam a estrategia indicada pela cor azul, e os demais jogadores,

vértices da outra estrela, adotam a estratégia de cor vermelha;
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i) e quando, a partir da configuragao descrita em ¢, alteramos a escolha de estratégia
de algum jogador de vértice localizado nas extremidades do grafo (os dois extremos

sofrem essa modificagao).

As situacoes descritas e os resultados obtidos sao ilustrados na sequéncia.

5.2.1 Matriz de Pagamento de (Biestabilidade)

Vamos comegar analisando o caso em que todos os jogadores de vértice

jogam com a matriz de pagamento dada por (4.12).

i) A figura 5.2 nos informa o que acontece quando os m + 1 primeiros jogadores
usam a estratégia indicada pela cor azul e os demais n + 1 jogam com a indicada
pela cor vermelha. Podemos observar que, apos decorrido um certo tempo, todos
os jogadores de vértice continuam a usar suas estratégias iniciais. A prevaléncia das
estratégias adotadas inicialmente, por todos os jogadores de vértice, corresponde ao

ponto de equilfbrio puro (1, ... ,1,1,0,0, ... ,0) € R™*¥,

H Condigao Inicial H Grafo Estrela Dupla

®
7.

NS
@

Figura 5.2: Configuracao inicial da distribuicao de estratégias e solucao de estado
estacionario puro para um grafo estrela dupla.

i1) Consideremos, agora, o caso em que algum dos jogadores do conjunto de cardi-

nalidade m utilize uma estratégia diferente da dos demais jogadores do conjunto e
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que algum do de cardinalidade n também utilize uma estratégia diferente da dos de-
mais (primeira coluna da Figura 5.3). O jogador 2, o qual joga com uma estratégia
vermelha, interage e esta rodeado apenas por jogadores azuis, de modo que decide
adaptar-se a maioria trocando sua estratégia para azul. De maneira analoga, o
jogador m + k, que joga com a estratégia azul, tem apenas vizinhos vermelhos, o
que o leva a trocar de estratégia. Esse comportamento resulta na mesma solugao
de equilibrio puro obtida acima (1, ... ;1,1,0,0, ... ,0) (segunda coluna da Figura

5.3).

H Condigoes Iniciais H Grafo Estrela Dupla

o =
’oo’>¢

=

Figura 5.3: Configuracao inicial da distribuicao de estratégias e solucao de estado
estacionario puro para um grafo estrela dupla.

Proposicao 5.1. Dado um grafo estrela dupla G = G(m + k, E) com m + k > 4
vértices e matriz de adjacéncia A (estocdstica de linha), e assumindo 0,1 = o1 e
Op2 = 02, Yv tal que sgn(oy) = sgn(os) > 0, temos que o ponto de equilibrio puro

(1, ... ,1,1,0,0, ... ,0) do sistema de equagies (5.2) nao € assintoticamente estdvel.

Demonstragao. Recordemos que J(y*) é uma matriz diagonal. Tomando o bloco

J1(y*), que por sua vez também é diagonal, observamos que cada entrada da

diagonal avaliada no ponto (1, ... ,1,1,0,0, ... ,0) é positiva. Portanto, como
J(1, ...,1,1,0,0, ... ,0) tem pelo menos m autovalores positivos, ndo ocorre esta-
bilidade assintética no ponto de equilibrio puro (1, ... ,1,1,0,0, ... ,0). m
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5.2.2 Matriz de Pagamento de (Coexisténcia)

Vamos analisar, agora, o caso em que todos os jogadores de vértice jo-

gam com a matriz de pagamento (4.14).

i) Assumamos, novamente, que os m + 1 primeiros jogadores usem a estratégia
indicada pela cor azul enquanto os demais n + 1 jogam com a indicada pela cor

vermelha.

Apenas os jogadores centrais m + 1 e m + 2 mantém as estratégias
adotadas inicialmente; os jogadores localizados no extremo da rede trocam de azul
para vermelha e vice-versa. O padrao obtido corresponde ao ponto de equilibrio

puro (0, ...,0,1,0,1, ..., 1).
—— ——

m n

H Condigoes Iniciais H Grafo Estrela Dupla

® @
.oo’.;o °

Figura 5.4: Configuracao inicial da distribuicao de estratégias e solucao de estado
estacionario puro para um grafo estrela dupla.

i) Consideremos, agora, o caso em que os jogadores 2 e m+k utilizem uma estratégia
diferente da dos demais jogadores dos conjuntos aos quais pertencem (primeira co-
luna da Figura 5.5). O jogador 2, que joga com uma estratégia vermelha, apesar de
interagir e estar rodeado apenas por jogadores azuis, decide manter sua estratégia,;

o mesmo ocorre com o jogador de vértice m + k, que mesmo cercado por jogadores
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vermelhos, opta por preservar sua escolha inicial. Os jogadores centrais, m + 1 e
m + 2, também nao alteram suas estratégias iniciais; o jogador m + 1 tem m — 1
vizinhos azuis e 2 vermelhos, e o jogador m + 2 tem n — 1 vizinhos vermelhos e
2 azuis. Ao mesmo tempo que esses jogadores escolhem preservar suas estratégias
iniciais, seus vizinhos extremos trocam de estratégia visto que ha a possibilidade de
troca por parte dos jogadores centrais; os jogadores extremos julgam melhor fazer
essa troca de modo a tentar minimizar a perda de pagamentos, pois caso tal troca
venha, de fato, a ser concretizada, todos saem ganhando. No fim das contas, esse

comportamento conduz a solugao anterior (0, ... ,0,1,0,1, ... ;1) (segunda coluna
—— ——

m n

da Figura 5.5).

H Condigoes Iniciais H Grafo Estrela Dupla

@ @
,oo,.;o

Figura 5.5: Configuracao inicial da distribuicao de estratégias e solucao de estado
estacionario puro para um grafo estrela dupla.

Proposicao 5.2. Dado um grafo estrela dupla G = G(m + k, E) com m + k > 4
vértices e matriz de adjacéncia A (estocdstica de linha), e assumindo o, = o1 e
Op2 = 02, Yv tal que sgn(o1) = sgn(os) < 0, temos que o ponto de equilibrio puro

(0, ...,0,1,0,1, ... ;1) do sistema de equagoes (5.2) ndao é assintoticamente estdvel.

Demonstragdo. Novamente, tomando o bloco J1(y*), observamos que cada en-
trada da diagonal avaliada, agora, no ponto (0, ... ,0,1,0,1, ... ;1) é positiva. Por-

tanto, como J(0, ... ,0,1,0,1, ... ;1) tem pelo menos m autovalores positivos, nao

78



ocorre estabilidade assintética no ponto de equilibrio puro (0, ... ,0,1,0,1, ... ,1).

]
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O estudo realizado permitiu identificar a existéncia de pontos de equilibrio
puro assintoticamente estaveis para os modelos matematicos que descrevem jogos
representados por grafos bipartidos completos e estrelas duplas, bem como atestar

a unicidade das solugoes obtidas.

E importante ressaltar que, de um ponto de partida tedrico, nao foi
possivel extrair muitas informagoes a respeito da estabilidade assintética de pon-
tos de equilibrio puro para o modelo evolutivo associado a uma rede arbitraria de
conexoes. Entretanto, conseguimos provar que, dado um grafo sem lagos, tal que
cada vértice possua ao menos um vizinho, e assumindo que cada jogador de vértice
jogue com uma mesma matriz de pagamento, os pontos de equilibrio puro (0, ... ,0)
e (1, ... ,1) sao assintoticamente estdveis se, e somente se, a matriz de pagamento
é uma matriz de biestabilidade. O mesmo nao é possivel afirmar para matrizes de
coexisténcia e, diferentemente do que ocorre para pontos de equilibrio misto interi-
ores, nao ha uma relacao entre o espectro da matriz jacobiana do sistema resultante

e o da matriz de adjacéncia do grafo.

Dado um grafo bipartido completo qualquer, ao assumirmos que al-
gum jogador apresente um comportamento desviante ao dos demais jogadores do
conjunto ao qual pertence, observamos que, ao contrario do que ocorre quando to-
dos os jogadores de vértice jogam com uma matriz de biestabilidade, no caso de uma
matriz de coexisténcia a presenca de um unico jogador desviante no conjunto nao
é suficiente para que haja dominancia da estratégia associada ao comportamento
mutante. Verificamos que mesmo apods a introducao de m jogadores desviantes no
conjunto de mesma cardinalidade, nao é alcangado um dominio da estratégia asso-

ciada a mutacao.
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Desse modo, podemos dizer que os experimentos de simulagao numérica
realizados para as duas estruturas de grafos estudadas nesse trabalho, mostraram-
se imprescindiveis e de grande contribuicao para a obtencao de resultados tedricos
referentes ao comportamento assintético de pontos de equilibrio puro. Além disso,
isso nos leva a acreditar que é possivel obter resultados andlogos para outros tipos
de grafos, tais como os bipartidos nao-completos, os quais representam uma classe
de grafos mais ampla do que as dos grafos aqui estudados, visto que pequenas mo-
dificagoes em um grafo bipartido nao-completo qualquer, desde que nao violem sua

definicao, geram diferentes grafos desse tipo.

Uma possivel continuidade a deste trabalho poderia ser investigar a
viabilidade de estender esses resultados para o caso em que duas matrizes de pa-
gamento sao utilizadas ou quando aumentamos o nimero de estratégias para trés,
bem como estudar o comportamento do modelo para outras estruturas de grafos.
Poderiamos ainda, alterar o modelo de pagamento utilizado na obtengao do modelo
evolutivo; de fato, sabemos que, em geral, os modelos de pagamentos WA e WS pro-
duzem jogos distintos, consequentemente, conduzindo a resultados diferentes (mais

precisamente, as solugoes de equilibrio obtidas diferem de um modelo para outro).

Além do mais, ao partir de um grafo completamente conectado, se-
ria natural nos perguntar qual o efeito na dinamica da equacao de replicacao, ao
escolher um vértice especifico e comecar a deletar sucessivamente diferentes links
desse vértice, onde o objetivo seria analisar como essa remocao de links afeta a
dinamica em geral, principalmente o comportamento assintético da solucao. Acre-
ditamos que quando ha remocao de links, podemos fazer com que haja mudanca
na escolha assintotica dos jogadores. Em termos bioldgicos, isso significa perguntar
como que o impedimento de dois grupos diferentes se encontrarem pode afetar na
distribuicao dos gendtipos referentes a cada estratégia quando trabalhamos com a

equagao de replicacao. Outra questao natural que segue dos resultados obtidos em
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[13] é considerar o efeito, sobre o sistema, de mudar o peso da conexao entre dois
links. Para isso, podemos introduzir um parametro w que nos permite identificar
trés cendrios: 1) quando os dois vértices nao estdo conectados (w = 0); 2) quando
eles estao conectados fracamente (0 < w < 1); e 3) quando hd uma forte conexao
entre os dois (w > 1). A primeira questdo em consideracao é estudar o compor-
tamento assintético da dinamica com repeito as mudancas em w. Como podemos
ver, de uma perspectiva dos jogos evolucionarios, ainda ha muito a ser estudado em

relacao a esse modelo.
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