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RESUMO

Os modelos de pneu tem grande importância na modelagem de veículos terrestres. Es-

tes modelos são comumente utilizados em conjunto na simulação multi-corpo. Por meio

destes, deslocamentos, acelerações e forças são obtidas para posterior utilização em cál-

culos de esforços e fadiga dos componentes mecânicos. Porém, pela natureza complexa

da estrutura do pneu, a modelagem de sua reposta dinâmica representa um desafio, as

representações mais avançadas se valem de experimentos complexos e caros para identifi-

cação de seus parâmetros. O presente trabalho aborda o contexto de dinâmica vertical. O

modelo de envelope em conjunto com o de anel rígido, são os que tem a maior influência

na resposta dinâmica. Uma avaliação comparativa do efeito da não utilização de envelope

de terreno, contra um modelo mínimo e um avançado é realizada em terrenos e obstáculos

discretos em diferentes velocidades. Em muitos destes cenários a resposta no domínio da

frequência foi muito semelhante para o caso simplificado e o avançado, bem como em al-

guns cenários no domínio do tempo, provando que nestes casos a modelagem simplificada

pode ser suficiente para uma aproximação razoável, sem grande prejuízo na qualidade do

resultado, apontando uma possível redução de custos de projeto.

Palavras-chave: Modelo de pneu; Envelope de terreno; Dinâmica veicular; Dinâmica mul-

ticorpo
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ABSTRACT

Tire models have great importance in the ground vehicle modeling. These models are

commonly used together with multibody simulation models. By these models, displace-

ments, accelerations and forces are obtained for later use in stress and fatigue calculations

of the mechanical components. However, by the complex nature of the tire structure, the

modeling of its dynamic response represents a challenge and advanced tire models resort

on complex and expensive experiments for parameter identification. In the present work,

different tire models are tested in vertical dynamics context. The envelope model together

with the rigid ring model are found to be the ones with the greatest influence in the model

response. A comparative evaluation of the effect of not using an envelope model against a

minimal model and an advanced model is made for vehicle riding different terrains a and

discrete obstacles at several speeds. In many of these scenarios the frequency response is

very similar for the minimal model and the advanced one, as well in some of time domain

scenarios, proving that in these cases a minimal model may be suitable for a reasonable

approximation, without significant loss in the results quality, pointing for a potential cost

reduction in the design process.

Keywords: Tire model; Terrain Envelope; Vehicle dynamics; Multibody dynamics
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1

1 INTRODUÇÃO

1.1 Motivação

O pneu é um dos componentes mais essenciais de um veículo terrestre, é através dele

que ocorre a interação com o terreno, a transmissão das forças de contato para o chassi,

uma parte significativa da atenuação e amortecimento de vibrações, e a transmissão das

forças de tração do veículo.

Dentro do contexto da simulação estrutural automotiva, a simulação multi-corpo

é uma das fases que integram o conjunto de procedimentos necessários para definição

completa do problema. Na simulação multi-corpo o veículo é representado de maneira

simplificada geralmente por massas concentradas conectadas por molas e amortecedores.

Através dessa representação simplificada é possível estimar de maneira eficaz os desloca-

mentos, acelerações e forças que as partes de interesse dos subsistemas são submetidas.

Com os resultados da simulação multi-corpo é possível dimensionar partes e conjuntos

relevantes, considerando efeitos de fadiga.

Sendo o pneu o componente que conecta o veículo ao terreno, responsável por filtrar

as irregularidades, transmitir as forças de tração e frenagem, desta forma apresenta grande

importância na modelagem da dinâmica veicular. Em se tratando de simulação multi-

corpo de um veículo terrestre o pneu é um dos componentes que apresenta uma grande

complexidade em sua modelagem, por ser uma peça de material composto, viscoelástico,

altamente não linear ele é normalmente representado por um conjunto de submodelos que

são acoplados ou tem seus efeitos sobrepostos de maneira a integrar a resposta completa.

Para representação do efeito que o contato do pneu tem nos deslocamentos verticais

do veículo, um modelo que reflita em sua resposta onde existe o contato do pneu com o

terreno é necessário, este modelo é conhecido como modelo de envelope. Para completar a

representação dos efeitos dos deslocamentos verticais do pneu, um modelo vibratório deve

ser acoplado ao modelo de envelope, e ainda modelos de deslizamento lateral e longitudinal

para a representação completa do contato.

Além da modelagem definida dentro de um contexto de simulação estrutural, é

também de grande importância a avaliação em termos de conforto e saúde ocupacional.

Sendo a vibração veicular um grande fator de prejuízo a saúde de motoristas de veículos

comerciais, caminhões, ônibus, tratores, etc, que diariamente se submetem a grandes pe-
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ríodos de exposição. Neste caso, um modelo de pneu adequado é essencial para permitir

que no estágio de projeto as montadoras avaliem e adéquem previamente o veículo a legis-

lação trabalhista (NR15) e a normas internacionais de exposição a vibrações (ISO2631-1),

reduzindo os riscos relacionados a saúde ocupacional.

O pneu por sua natureza complexa, apresenta um grande desafio para modelagem

do seu comportamento, exigindo experimentos de alto custo para extração dos dados

necessários na parametrização do modelo. Sendo assim este trabalho busca comparar a

performance de simulações utilizando modelos de pneu mínimos em diversos cenários, com

um modelo considerado padrão da indústria que exige a utilização dados experimentais

menos acessíveis, de maneira a expor onde é de relevância indiscutível a utilização de um

modelo mais refinado e onde pode ser considerado o uso de um modelo simples.

1.2 Revisão Bibliográfica

Desde os primórdios do desenvolvimento veicular o elemento rolante que se encontra

em contato com a superfície do terreno é objeto de estudos visando melhorias. Entretanto,

é de valor se ater somente a pesquisa mais recente, dadas as mudanças no padrão de

construção dos pneus modernos que são incompatíveis com gerações anteriores.

As reações do pneu a pequenas irregularidades são comumente chamadas de "pro-

priedades de envelope"[Lippmann et al., 1965]. Uma das mais importantes propriedades

do pneu é a habilidade de amortecer o veículo contra irregularidades do terreno. Devido

à complexidade do pneu e a atratividade de modelos simples de mola, a função de ab-

sorção de impacto dos pneus não é levada em conta para o desenvolvimento de veículos

[Lippmann e Nanny, 1967].

Mesmo tendo sido desenvolvido um grande número de modelos de pneu, geral-

mente faltam dados de simulação com a qual seria possível avaliar e comparar os diversos

modelos, e uma seleção do modelo de pneu baseada no trabalho existente não é facilmente

realizável [Captain et al., 1979]. Quatro modelos, cada um com um nível de sofisticação

sucessivamente maior foram derivados [Captain et al., 1979] :

a) Modelo de contato pontual

b) Modelo com banda de contato rígida

c) Modelo de banda de contato fixo
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d) Modelo de banda de contato adaptativo.

Também podem ser citadas outras categorias de modelos de pneu, os modelos de

deslizamento, sendo a "magic formula" a mais conhecida, os de pneu rolante, e ainda

abordagens data-driven.

O modelo de deslizamento "magic formula" se trata de uma abordagem semi-

empírica capaz de descrever fielmente as forças e momentos em regime permanente, gera-

das em condições de deslizamento, ex.: curvas (incluindo camber), frenagem ou direção

regular.[Pacejka e Bakker, 1992]

Já as modelagens que consideram o pneu rolante foram desenvolvidos para análise

e predição da resposta dinâmica em frequência da força lateral e momento agindo sobre

o pneu, quando este se move lateralmente e rotaciona em torno do eixo vertical.[Pacejka,

1972]

As abordagens data-driven aplicam algoritmos de machine learning para o ajuste

dos parâmetros que são pouco compreendidos, ou sujeitos a sensíveis mudanças no tempo,

em grandezas como o coeficiente de atrito em cenários como competições automotivas .

[Surmacz, 2018]

O modelo de contato pontual, Figura 1.1 (a), é o modelo mais utilizado, ele é

representado matematicamente por uma mola e um amortecedor em paralelo, resultando

numa aproximação razoavelmente boa das forças desenvolvidas por um pneu em obstá-

culos suaves e terrenos de longo comprimento de onda. Porém dado que esse modelo não

tem a capacidade de simular o envelope de pneu conforme ele atravessa obstáculos de

pequeno comprimento de onda, e tende a resultar em estimativas ruins das forças geradas

em um terreno severo [Badalamenti e Doyle, 1988].

O pneu que age como um filtro geométrico devido as suas dimensões finitas, suaviza

os cantos vivos das irregularidades. Se desejarmos simular a dinâmica do pneu em estradas

irregulares devemos levar em conta este efeito [Zegelaar, 1998].

O modelo com banda de contato rígida, Figura 1.1 (b), também utiliza uma combi-

nação de mola amortecedor em paralelo. Porém, a mola e amortecedor são submetidos a

forças devido ao movimento vertical de uma roda rígida conforme ela rola sobre o terreno

[Badalamenti e Doyle, 1988].

O modelo de comprimento de contato fixo, interage com a pista através de um

comprimento ou tamanho constante independente da deflexão do pneu. A área de com-
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primento finito proporciona um modelo com a habilidade de envolver pequenas irregu-

laridades através de deformação local dentro do comprimento. O modelo é equivalente

aos modelos de ponto de contato, mas a elevação da pista é substituída pela média da

elevação da pista tomada através do comprimento de contato. [Maia, 2002]

Já o modelo de comprimento de contato adaptativo, consiste de uma banda de

contato inflada pela pressão interna e ligada ao centro da roda por rigidez e amorteci-

mento radialmente distribuído, que simulam a rigidez da carcaça e a banda de contato.

Como no modelo de comprimento de contato fixo, esse modelo tem a habilidade de enve-

lopar pequenas irregularidades através de deformações locais dentro da zona de contato.

Porém, a principal característica desse modelo é que o tamanho da zona de contato e sua

orientação em relação ao centro da roda mudam, dependendo da deflexão do pneu e do

perfil de terreno. [Captain et al., 1979]

O chamado projeto SWIFT (Short wavelenght intermediate frequency tire model),

foi conduzido em uma cooperação entre a Delft University of Technology e a organização

de pesquisa holandesa TNO, com grande suporte de fabricantes de veículos e pneus, e

com seus resultados publicados nas teses de Zegelaar, 1998, Maurice, 2000 e obviamente

no texto de Pacejka, 2002. Esse trabalho foi continuado por Schmeitz, 2004, finalmente

resultando em um tratamento completo do comportamento dinâmico para frequências in-

termediarias, e para dinâmica longitudinal, lateral e condições combinadas, exemplificado

na Figura 1.1 (c).

1.3 Objetivos

Este trabalho visa trazer uma análise da importância dos modelos de envelope de

pneu avaliados em diversos contextos, procurando evidenciar onde a sua utilização tem a

maior relevância.

Para as avaliações um modelo multi-corpo de veículo completo, acoplado a um

modelo de pneu com grau de liberdade vertical serão acoplados aos respectivos modelo de

envelope de pneu com objetivo de avaliar a performance de cada modelo de envelope, em

sua resposta no centro de massa do veículo.

Serão feitas análises de deslocamentos, velocidades e acelerações, bem como análi-

ses no domínio da frequência de forma a evidenciar as características de cada modelo de

envelope de pneu.
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Amortecimento 

do pneu, C

Rigidez do 

pneu, K

Massa do Pneu

Deslocamento da roda

Força resultante

trasmitida para

a suspensão

Força resultante

na zona de contato

Amortecimento 

do pneu, C
Rigidez do 

pneu, K

Massa do Pneu

Deslocamento da roda

Força resultante

trasmitida para

a suspensão

Força resultante

na zona de contato

Banda de contato

circular

Deslocamento

no centro

da banda de 

contato Perfil de 

terreno

Rigidez e amortecimento

da parede lateral

Modelo de envelope com cames elipticos

Superfície efetiva

Anel Rígido (6 GDL)

Plano efetivo

Modelo de deslizamento

Obstáculo

Roda

Dim
ensões do contato

Rigidez e amortecimento

residuais

(a) Modelo de contato pontual

(b) Modelo de banda de contato

     rígida

(c) Modelo de pneu completo

com modelo de contato 'tandem',

modelo de anel rígido,

e modelo de deslizamento

Figura 1.1 – Modelos de pneu

Diversos terrenos classificados serão explorados, buscando demonstrar onde cada

modelo de pneu tem maior relevância, também serão explorados uma série de obstáculos

comuns e obstáculos utilizados em pistas de testes. Os terrenos explorados estão listados

abaixo:

a) Terrenos ISO A-F

b) Vala

c) Lombada

d) Redutores de velocidade
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e) Buracos

1.4 Organização do Trabalho

Este trabalho tem sua organização da seguinte forma, na fundamentação teórica

é apresentada a teoria necessária para o desenvolvimento posterior do trabalho, inici-

ando por uma breve passagem nos elementos importantes para modelagem multi-corpo,

passando por uma técnica para dedução das equações de movimento, e a apresentação

dos principais modelos de pneu referências deste trabalho. Também são apresentados os

terrenos e obstáculos de interesse para as simulações.

As ferramentas apresentadas na fundamentação teórica serão utilizadas para apro-

fundar o conhecimento desenvolvendo a modelagem completa necessária para as avaliações

que são objeto deste trabalho. Desta maneira, os modelos multi-corpo de pneu e de veí-

culo, para um caso de 1/4 de veículo e veículo completo, e os modelos de veículo completo

com pneu acoplado são apresentados. Seguindo, a modelagem dos terrenos conforme

norma ISO 8608 é apresentada, e são definidos os parâmetros utilizados na modelagem

dos obstáculos catalogados. Por fim, os modelos de envelope são deduzidos e apresentados

com as figuras necessárias para sua compreensão.

O capítulo 4 é dedicado a apresentação dos resultados, iniciando pelos terrenos

ISO, são apresentados resultados para terrenos com as classificações ISO A, ISO C e ISO

E, avaliados nas velocidades de 5, 15 e 30 m/s, gráficos de densidade espectral de potência

(DEP) e acelerações são apresentados. Para os obstáculos catalogados, é seguido o mesmo

padrão, somente excluindo os gráficos de DEP.

Por fim temos a conclusão onde são recapitulados os principais resultados, as con-

siderações finais e feitas sugestões para trabalhos futuros.
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Neste capítulo será apresentada a base teórica do desenvolvimento e implementação

numérica do trabalho. Se tratando de um trabalho baseado em simulações multi-corpo,

será apresentado um método para obtenção das equações de movimento, a partir do

princípio de Hamilton, o método de Euler Lagrange é apresentado para dedução das

equações de movimento. É apresentado também o modelo de pneu conhecido como "anel

rígido", um modelo multi-corpo muito utilizado em simulação veicular.

Após serão apresentados os modelos de envelope de terreno, e definidas as questões

referentes a suas performances e figuras esquemáticas.

Também serão apresentados os terrenos no qual o trabalho se desenvolverá. Pri-

meiramente será detalhada a norma ISO 8608 que dentre outros aspectos, dá as diretrizes

para a geração de terrenos parametrizados e utilização em pesquisa. Alguns obstácu-

los comuns em rodovias e pistas de testes serão detalhados para posterior utilização nas

simulações.

2.1 Modelos Multi-corpo

2.1.1 Elementos de vibração mecânica

A vibração mecânica é resultado de uma continua transformação de energia cinética

T para energia potencial U . Quando a energia potencial está em seu máximo, a energia

cinética é zero, e vice-versa. Devido a flutuações periódicas da energia cinética resultarem

em um movimento periódico de um corpo com massa, chamamos essa transformação de

energia de vibração mecânica.[Jazar, 2008]

O elemento mecânico que armazena energia cinética é chamado massa , e o ele-

mento mecânico que armazena energia potencial, é chamado mola, Figura 2.1. Se o valor

total da energia mecânica E = T + U diminuir durante a vibração, existe um elemento

mecânico que dissipa energia. O elemento dissipativo é chamado amortecedor. [Jazar,

2008] Todos sistemas dinâmicos reais sofrem amortecimento, porque os mecanismos de

dissipação de energia são como a morte e impostos: inevitáveis [Felippa, 2018].

A quantidade de energia cinética T , Equação 2.1 armazenada por uma massa m é

proporcional ao quadrado da sua velocidade, v2. A velocidade v ≡ ẋ é função da posição
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Figura 2.1 – Uma massa m, mola k, amortecedor c [adaptado de Jazar, 2008].

e do tempo.

T =
1

2
mv2 (2.1)

A força fm, Equação 2.2 , necessária para mover a massa m é proporcional a sua

aceleração a ≡ ẍ.

fm = ma (2.2)

Uma mola é um tipo de ligação mecânica, que na maioria das aplicações se assume

ter massa e amortecimento negligenciáveis. O tipo mais comum de mola é a do tipo

helicoidal, usada em canetas, grampeadores, suspensões de veículos de passeio e outros

veículos. Muitos outros tipos de mola podem ser identificados em aplicações de engenha-

ria. Na verdade, qualquer corpo elástico ou deformável, como cabos, barras, vigas, eixos

ou placas, podem ser considerados uma mola. Uma mola é comumente representada como

mostrado na Figura 2.2(a) . O comprimento livre da mola, sem forças atuando é denotado

por l, está é submetida a uma mudança de comprimento se uma força axial é aplicada.

Por exemplo, quando uma força de tração fk é aplicada no ponto 2, a mola se alonga z

como mostrado na Figura 2.2(b), enquanto uma força de compressão aplicada no ponto

2 causa uma redução z no comprimento como mostra a Figura 2.2(c).[Rao, 2010]

A mola é dita linear se o alongamento ou a redução de comprimento z se relaciona

com a força aplicada fk por:

fk = kz (2.3)

Onde k é uma constante, conhecida como constante de mola ou rigidez. A constante

de mola k é sempre positiva e representa a força (positiva ou negativa) requerida para

causar uma deformação unitária (alongamento ou redução do comprimento) na mola.

Quando a mola é alongada (ou comprimida) sob uma força F de tração (ou compressão),
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Figura 2.2 – Mola [adaptado de Rao, 2010].

de acordo com a terceira lei de Newton, uma força de reação de magnitude −F (ou F )

se desenvolve em oposição a força aplicada. Essa força restauradora tenta trazer a mola

esticada (ou comprimida) de volta para sua posição original como mostrado na Fig. 2.2

(b). Se plotarmos o gráfico de F por z, o resultado é uma linha reta, de acordo com

a Equação 3.10. O trabalho resultante (U) feito na deformação da mola é armazenado

como deformação ou energia potencial na mola, e é dado por:

U =
1

2
kz2 (2.4)

O amortecimento é medido como o valor da perda de energia mecânica em um

ciclo. Equivalentemente, um amortecedor pode ser definido pela força necessária fc para

gerar movimento em um amortecedor. Se fc é proporcional a velocidade relativa dos seus

extremos, é um amortecedor linear com uma constante de amortecimento c.

fc = −cż = −c(ẋ− ẏ) (2.5)

2.1.2 O princípio de Hamilton e o método de Euler-Lagrange

O princípio de Hamilton estabelece que em um sistema conservativo a configuração

dinâmica do mesmo de um instante t1 até um instante t2 é aquela que minimiza o seguinte

funcional:

H =

∫ t2

t1

( T︸︷︷︸
energia cinetica

− U︸︷︷︸
energia potencial

)dt (2.6)
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Onde T − U é chamado de Lagrangiano L. Dado um sistema de n coordenadas

generalizadas qn, a condição para a minimização do funcional é dada por:

δH = δ

∫ t2

t1

L(q1, q2, q3, ..., qn)dt (2.7)

E a primeira variação do funcional é dada pelo operador de Euler Lagrange:

0 =

∫ t2

t1

n∑
i=1

∂L
∂qi

− d

dt

(
∂L
∂q̇i

)
dt (2.8)

E o funcional que minimiza o Lagrangiano:
n∑

i=1

∂L
∂qi

− d

dt

(
∂L
∂q̇i

)
= 0 (2.9)

Um exemplo simples de aplicação pode ser um modelo multi-corpo de pneu, Fi-

gura2.3).

Anel rigido, Mar

Rigidez e amortecimento

longitudinais

Rigidez e amortecimento

torsionais

Rigidez e amortecimento

vertical, Kav e Cav 

Rigidez residual: Krv

Modelo de deslizamento

Roda, Mr

Figura 2.3 – Modelo de pneu de anel rígido [adaptado de Zegelaar, 1998].

Levando em conta a rigidez residual vertical Krv, a rigidez e amortecimento trans-

lacional da parede lateral, Kav e Cav, a massa do anel rígido e a massa da roda Mar e

Mr. Considerando Zt o deslocamento originário do perfil de terreno, Zar o deslocamento

do anel rígido e Zr o deslocamento do eixo da roda.

T =
1

2
MarŻ

2
ar +

1

2
MrŻ

2
r (2.10)

U =
1

2
Krv(Zar − Zt)

2 +
1

2
Kr(Zr − Zar)

2 (2.11)
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H =

∫ t2

t1

[T − U ]dt (2.12)

Sendo o Lagrangiano L a equação abaixo:

1

2
MarŻ

2
ar +

1

2
MrŻ

2
r −

1

2
Krv(Zar − Zt)

2 +
1

2
Kr(Zr − Zar)

2 = 0 (2.13)

Desprezando aqui o amortecimento, somente para fins de demonstração, e apli-

cando as derivadas parciais da Equação 2.9, para as coordenadas generalizadas Zar e Zr,

chegamos nas equações de movimento:

MarZ̈ar = Krv(Zar − Zt)−Kav(Zr − Zar) (2.14)

MrZ̈r = Kav(Zr − Zar) (2.15)

2.1.3 Modelo de pneu de anel rígido

Este modelo é um dos mais utilizados para representação dos efeitos vibratórios do

pneu, por sua relativa simplicidade na aplicação e obtenção dos parâmetros necessários,

e também pelo ganho na aproximação da resposta real de um pneu.

Rigidez e amortecimento

da parede lateral

Anel Rígido (6 GDL)

Plano efetivo

Modelo de deslizamento

Roda

Rigidez e amortecimento

residuais

Figura 2.4 – Modelo de pneu de anel rígido [adaptado de Schmeitz, 2004].

Este é utilizado para representação de um pneu na modelagem multi-corpo de um

veículo, por ser de relativamente simples implementação e obtenção dos parâmetros de

rigidez e amortecimentos necessários. Porém este modelo isoladamente ainda peca por

não representar os efeitos de contato, sendo necessário acoplar o mesmo a outros modelos

como o modelo de contato que consiste de uma pequena massa mc, rigidez residual,

amortecimento e um modelo de deslizamento (transiente e modelo Magic Formula). Ainda
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se faz necessária a integração com um modelo de envelope, que provê um plano de terreno

efetivo.

2.2 Modelos de Envelope

2.2.1 Modelo de contato pontual

O modelo de contato pontual (Figura 2.5) é considerado o modelo básico mais uti-

lizado, este não modifica o sinal do terreno e é usado como modelo base para comparação.

O sinal do terreno é repassado diretamente para o modelo multi-corpo, sendo assim, não

é necessária nenhuma implementação do ponto de vista de envelope de terreno.

Amortecimento 

do pneu, C

Rigidez do 

pneu, K

Massa do Pneu

Deslocamento da roda

Força resultante

trasmitida para

a suspensão

Força resultante

na zona de contato

Figura 2.5 – Modelos de pneu de contato pontual [adaptado de Captain et al., 1979].

Representado por uma mola e um amortecedor em paralelo que transmitem a força

de suporte do terreno para o veículo e entra em contato com o solo através de um seguidor

pontual. A rigidez da mola é escolhida para simular os efeitos da pressão interna do pneu

e da elasticidade da carcaça. O amortecimento fornece a dissipação de energia causada

pela deformação da carcaça do pneu. O contato com o terreno ocorre num ponto único,

verticalmente abaixo do centro da roda. As forças dinâmicas de suporte ocorrem devido

a deflexão da mola e do amortecedor, causadas pelo movimento da roda em relação ao

terreno [Captain et al., 1979] .
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2.2.2 Modelo seguidor de contato circular rígido

O modelo seguidor de contato circular rígido (Figura 2.6), considera o pneu um

seguidor circular rígido, que somente tangencia o perfil do terreno. Este modelo já fornece

uma resposta consideravelmente melhor que o modelo de contato pontual, pois é capaz

de resolver a influência do terreno em uma região maior, não somente logo abaixo do eixo

da roda. Porém o contato com o terreno ainda se dá de forma pontual de maneira geral,

excetuando casos onde mais de um ponto tangenciam o círculo da banda de contato.

Amortecimento 

do pneu, C
Rigidez do 

pneu, K

Massa do Pneu

Deslocamento da roda

Força resultante

trasmitida para

a suspensão

Força resultante

na zona de contato

Banda de contato

circular

Deslocamento

no centro

da banda de 

contato Perfil de 

terreno

Figura 2.6 – Modelo seguidor de contato circular rígido [adaptado de Captain et al.,

1979].

2.2.3 Modelo de comprimento de contato fixo

O modelo de comprimento de contato fixo, (Figura 2.7), interage com o solo através

de uma área de tamanho constante, independente da deflexão do pneu. A pressão interna

e as forças da carcaça são simuladas pelos elementos de mola e amortecedor distribuídos

uniformemente pelo comprimento de contato. A área de contato finita possibilita a esse

modelo a habilidade de cobrir pequenas irregularidades através de deformações locais. Na

realidade, com rigidez e amortecimentos lineares, esse modelo é equivalente a um modelo
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de contato pontual no qual a elevação local do terreno é substituída pela média da elevação

do terreno em seu comprimento de contato.[Captain et al., 1979]

Elementos de rigidez 

e amortecimento 

distribuidos

Massa do Pneu

Deslocamento da roda

Força resultante

trasmitida para

a suspensão

Figura 2.7 – Modelo de comprimento de contato fixo [adaptado de Captain et al., 1979].

2.2.4 Modelo de comprimento de contato adaptativo

O modelo de comprimento de contato adaptativo, consiste de uma banda de contato

flexível inflada pela pressão interna e ligada ao centro da roda por elementos de rigidez e

amortecimento radialmente distribuídos que simulam a rigidez da carcaça e da banda de

pneu. Conforme a roda passa sobre as irregularidades do terreno, a banda na região de

contato se deforma e faz que os componentes de força pneumáticos e da carcaça aumentem.

[Captain et al., 1979]

2.2.5 Modelo de contato por came elíptico duplo (tandem)

O modelo de contato por came elíptico duplo, também chamado de modelo tandem,

demonstrado na Figura 2.8, foi desenvolvido por uma evolução de um esforço contínuo

desenvolvido na T.U. Delft, sob orientação do professor H.B. Pacejka, chegando em um

modelo de envelope aceito e utilizado pela indústria desenvolvido por A.J.C. Schmeitz.

Este modelo evolução dos modelos desenvolvidos por J.P. Maurice e P.W.A. Zegelaar,

utiliza uma abordagem onde o contato é dado por cames, de maneira análoga ao modelo

de banda de contato rígida, substituindo o elemento de contato circular com o diâmetro

do pneu original por dois cames que tem sua dimensão calibrada por um ajuste de curva

de dados experimentais do pneu.
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Cames elipticos

obstaculo

Centro da roda

Figura 2.8 – Modelo tandem [adaptado de Pauwelussen, 2014].

Considerando o modelo de banda de contato rígida, este ainda tem somente um

único ponto de contato, negligenciando os casos onde o círculo rígido tem mais de um

ponto de contato com a superfície. O ponto de contato neste caso não está restrito a estar

embaixo do eixo da roda. Foi observado ainda que, no círculo flexível a posição parece

mudar de acordo com a superposição do deslocamento de duas funções seno, como mostra

a Figura 2.9. [Zegelaar, 1998]

Roda rigída rolando sobre obstaculo Roda flexível rolando sobre obstaculo

Figura 2.9 – Comparação roda rígida e flexível [adaptado de Pauwelussen, 2014].

A abordagem consiste nos seguintes passos:

a) Usar uma entrada unitária para derivar uma função básica tipo quarto de se-

noide. Essa função básica é definida para um intervalo x, de comprimento Lb. É

observado que essa função é deslocada uma distância Lf na direção do obstáculo

unitário.
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b) Usar um modelo de seguidor de dois pontos com comprimento Ls, movendo-se

por essa função básica.

c) O ponto médio define a altura We da entrada de terreno efetivo.

d) A orientação do seguidor define a inclinação efetiva do terreno βe.

[Pauwelussen, 2014]

Perfil de terreno efetivo

Função basica

Figura 2.10 – Perfil efetivo de terreno [adaptado de Pauwelussen, 2014].

O comprimento do seguidor Ls, aparenta ser da ordem de 80% do comprimento de

contato. Foi demonstrado que o deslocamento Lf e o comprimento Lb somente dependem

da altura do obstáculo e do pneu, não da carga. Essa abordagem permitiu fazer uma dis-

tinção entre os parâmetros dependentes do terreno e os dependentes da carga. [Zegelaar,

1998]

Neste contexto devemos considerar três tipos de perfil de terreno:

a) O terreno original

b) O perfil efetivo de terreno: a posição do eixo da roda, que será usado como

entrada para a análise dinâmica, usando um modelo de contato pontual.

c) A função básica de terreno: um perfil de terreno, definido previamente por um

obstáculo unitário, que será usado como passo intermediário entre o terreno original

e o perfil efetivo de terreno.

Essa abordagem trouxe a tona uma série de considerações, que tornaram esta, uma

abordagem não ideal para gerar um perfil efetivo de terreno:

a) O deslocamento Lf é difícil de interpretar com um fenômeno físico, e uma

função explicita para a função básica de terreno seria preferível.
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b) Uma função seno para descrição da função básica de terreno, não aparente ser

uma abordagem muito adequada, também com o deslocamento Lf em mente.

c) A superposição de passos para construir o terreno parece inadequada, especial-

mente no caso de um declive.

[Pauwelussen, 2014]

Foi proposta uma alternativa para a função seno, introduzindo os cames elípticos.

Também verificou-se que a função básica pode ser descrita por um came elíptico. Com o

came seguindo o perfil de terreno, essa abordagem pode ser justificada pela observação do

pneu perto de sua zona entrada do contato, este tem um formato elíptico. Um seguidor

duplo continuou a ser utilizado, porém desta vez com dois cames elípticos conectados pelos

seus centros, ou equivalentemente, representado por seus pontos de contato imediatamente

sobre o centro, como observado na Figura 2.8. [Schmeitz, 2004]

2.3 Terrenos e obstáculos

Como suplemento básico de uma simulação de um veículo terrestre, temos o terreno

no qual este transitará. De maneira que boa parte da literatura moderna em simulação

veicular se utiliza de terrenos gerados em conformidade com a norma ISO 8608 e alguns

obstáculos representativos dos tipos mais comuns encontrados em rodovias. Estes serão

apresentados de maneira a esclarecer os pormenores necessários para posterior implemen-

tação.

2.3.1 Perfil de terreno aderente a norma ISO 8608

As funções densidade espectral de potência(DEP) traduzem, de forma aproximada,

a qualidade de um pavimento rodoviário ou estrada típica, através da amostragem de

amplitudes registradas por um perfilômetro. A parametrização de pavimentos via DEP

permite uma comparação direta entre terrenos de diferentes níveis de rugosidade. [Santos

e Marczak, 2014]

Para um modelo de veículo 2D, somente a irregularidade longitudinal do perfil

representando a mudança num ponto ao longo do terreno é considerado. A irregularidade

do terreno é medida por dois tipos de equipamento em geral: perfilômetros, que medem

a irregularidade de uma maneira direta, e equipamentos response-type, que medem a
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irregularidade de maneira indireta como a resposta dinâmica do equipamento [Wambold

et al., 1981]. Quando a rodovia apresenta irregularidades discretas ou periódicas , como

juntas, buracos ou rachaduras, a descrição por uma PSD não é adequada [Agostinacchio

et al., 2014].

A norma ISO 8608, para classificação de perfis de superfície de terreno, é baseada

na comparação da DEP unilateral das medições, oito categorias rotuladas de A até H,

definidas pela variação da DEP artificial. É indicado na ISO 8608 que os perfis podem

ser usados como entrada para estudos teóricos paramétricos [Agostinacchio et al., 2014].
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3 DESENVOLVIMENTO / IMPLEMENTAÇÃO NUMÉRICA

3.1 Equações de Movimento

Nesta seção serão deduzidas as equações de movimento, estas equações serão obti-

das pelo princípio de Hamilton conjuntamente com o método de Euler Lagrange, anterior-

mente abordados. Serão demonstrados diversos modelos de maneira incremental, alguns

destes não foram objetos diretos da pesquisa, mas compõe os passos intermediários para

obtenção dos modelos mais complexos. O modelo de pneu de anel rígido, o modelo de

quarto de veículo com modelo de pneu, o modelo de veículo completo, e um modelo de

veículo completo com modelo de pneu foram deduzidos.

3.1.1 Modelo de pneu de anel rígido

O modelo de pneu de anel rígido, apresentado na Figura 3.1, consiste dos seguintes

componentes: As paredes laterais flexíveis do pneu com ar pressurizado, é assumido que

esta possui rigidez (cu,v,w) e amortecimento (ku,v,w) por unidade de comprimento circun-

ferencial em três direções: tangencial (u), lateral (v) e radial (w). O modelo de contato

consiste de uma pequena massa mc, uma rigidez residual e amortecimento e um modelo

de deslizamento (transiente e modelo Magic Formula). O elemento de rigidez residual é

usado para garantir que a completude da rigidez quasi-estática é modelada corretamente.

A roda, que não é um componente do pneu por si só, é modelada como um corpo rígido.

[Schmeitz, 2004]

Z

Z

Z

R

A

T

Kr

Ka

Cr

Ca

Roda

Anel

Figura 3.1 – Modelo de pneu anel rigido [adaptado de Dixon, 2009].

Para obtenção das equações de movimento do modelo, primeiramente são neces-
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sárias as equações de energia cinética T e potencial U . Onde MR representa a massa da

roda, MA a massa do anel rígido, ZR representa o deslocamento da roda, ZA o desloca-

mento do anel, ZT o perfil do terreno, Ka e Ca representam respectivamente a rigidez e

amortecimento no anel rígido e por fim Kr e Cr a rigidez e amortecimento residuais.

T =
1

2
MRŻ

2
R +

1

2
MAŻ

2
A (3.1)

U =
1

2
Kr(ZA − ZT )

2 +
1

2
Ka(ZR − ZA)

2 (3.2)

D =
1

2
Cr(ŻA − ŻT )

2 +
1

2
Ca(ŻR − ŻA)

2 (3.3)

Com a aplicação do método de Euler Lagrange são obtidas as equações de movi-

mento, para os graus de liberdade da roda:

Ka(ZA − ZR) + Ca(ŻA − ŻR) = MRZ̈R (3.4)

E as equações para o anel rígido:

Kr(ZT + ZA)−Ka(ZA − ZR) + Cr(ŻT + ŻA)− Ca(ŻA − ŻR) = MAZ̈A (3.5)

3.1.2 Modelo de 1/4 de veículo com modelo de pneu

Um modelo muito utilizado para avaliação da dinâmica veicular é o modelo de

quarto de veículo. No contexto aqui tratado é interessante demonstrar o equacionamento

incluindo o modelo de pneu, como apresentado na Figura 3.2.

Para obtenção das equações de movimento do modelo, são necessárias as equações

de energia cinética T e potencial U . Mantendo a mesma nomenclatura do modelo de pneu

de anel rígido, porém onde lê-se Kp e Cp representa-se a rigidez e amortecimento do pneu,

Ks e Cs tratam-se da rigidez e amortecimento da suspensão e por fim ZV representa o

deslocamento e MV a massa do quarto de veículo.

T =
1

2
MV Ż

2
V +

1

2
MRŻ

2
R +

1

2
MAŻ

2
A (3.6)

U =
1

2
Ks(ZR − ZV )

2 +
1

2
Kr(ZA − ZT )

2 +
1

2
Ka(ZR − ZA)

2 (3.7)
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Figura 3.2 – Modelo quarto de veículo com modelo de pneu [adaptado de Dixon, 2009].

D =
1

2
Cs(ŻR − ŻV )

2 +
1

2
Cr(ŻA − ŻT )

2 +
1

2
Ca(ŻR − ŻA)

2 (3.8)

Através do método de Euler Lagrange são obtidas as equações de movimento, para

os graus de liberdade do veículo:

Ks(ZR − ZV ) + Cs(ŻR − ŻV ) = MV Z̈V (3.9)

E nas equações para os graus de liberdade da roda:

Kp(ZA − ZR)−Ks(ZR − ZV ) + Cp(ŻA − ŻR)− Cs(ŻR − ŻV ) = MrodaZ̈R (3.10)

Para o anel rígido temos a seguinte equação:

Kr(ZT − ZA)−Kp(ZA − ZR) + Cr(ŻT − ŻA)− Cp(ŻA − ŻR) = ManelZ̈A (3.11)

3.1.3 Modelo de veículo completo

Um modelo geral de vibração de um veículo é chamado de modelo de veículo com-

pleto. Tal modelo mostrado na Figura 3.3, inclui o deslocamento vertical do chassi ZV eic,

rolagem ϕ, arfagem θ, deslocamento das rodas ZR(1), ZR(2), ZR(3), ZR(4) e as excitações

independentes na base dos pneus ZT (1), ZT (2), ZT (3), ZT (4). O modelo de veículo completo

tem 7 graus de liberdade. [Jazar, 2008]

Através da aplicação de Euler Lagrange são obtidas as equações de movimento do
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θ

ϕ

Z

Z  (t)T

K (2)s
M , Ix, Iy

K  (1),C  (1)p

C (2)s

1

Z  (2)
R

l 1

t 2

l 2t 1

1

1

1

p

K (1) ,C (1)s s

K  (3) ,C  (3)p p

Z  (t)T

Z  (1)
R

Z  (t+dt)T

Z  (4)
R

v

v

Z  (t+dt)T

M (1)R

M (2)R
M (4)R

K (4)  ,C (4)s s

Figura 3.3 – Modelo de veículo com 7 graus de liberdade [adaptado de Jazar, 2008].

veículo completo, para os graus de liberdade das rodas, ZR(1), ZR(2), ZR(3), ZR(4):

−KP (1)

(
ZR(1) − ZT (1)

)
+KS(1)

(
ZV − ZR(1) − l1θ + t1ϕ

)
−CP (1)

(
ŻR(1) − ŻT (1)

)
+ CS(1)

(
ŻV − ŻR(1) − l1θ̇ + t1ϕ̇

)
= MR(1)Z̈R(1) (3.12)

−KP (2)

(
ZR(2) − ZT (2)

)
+KS(2)

(
ZV − ZR(2) − l1θ − t2ϕ

)
−CP (2)

(
ŻR(2) − ŻT (2)

)
+ CS(2)

(
ŻV − ŻR(2) − l1θ̇ − t2ϕ̇

)
= MR(2)Z̈R(2) (3.13)

−KP (3)

(
ZR(3) − ZT (3)

)
+KS(3)

(
ZV − ZR(3) + l2θ + t1ϕ

)
−CP (3)

(
ŻR(3) − ŻT (3)

)
+ CS(3)

(
ŻV − ŻR(3) + l2θ̇ + t1ϕ̇

)
= MR(3)Z̈R(3) (3.14)

−KP (4)

(
ZR(4) − ZT (4)

)
+KS(4)

(
ZV − ZR(4) + l2θ − t2ϕ

)
−CP (4)

(
ŻR(4) − ŻT (4)

)
+ CS(4)

(
ŻV − ŻR(4) + l2θ̇ − t2ϕ̇

)
= MR(4)Z̈R(4) (3.15)
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A seguir as equações para os graus de liberdade do chassi ϕ, θ e ZV :

−KS(1)

(
ZV − ZR(1) − l1θ + t1ϕ

)
−KS(2)

(
ZV − ZR(2) − l1θ − t2ϕ

)
−KS(3)

(
ZV − ZR(3) + l2θ + t1ϕ

)
−KS(4)

(
ZV − ZR(4) + l2θ − t2ϕ

)
−CS(1)

(
ŻV − ŻR(1) − l1θ̇ + t1ϕ̇

)
− CS(2)

(
ŻV − ŻR(2) − l1θ̇ − t2ϕ̇

)
−CS(3)

(
ŻV − ŻR(3) + l2θ̇ + t1ϕ̇

)
− CS(4)

(
ŻV − ŻR(4) + l2θ̇ − t2ϕ̇

)
= MV Z̈V (3.16)

KS(1)

(
ZV − ZR(1) − l1θ + t1ϕ

)
l1 +KS(2)

(
ZV − ZR(2) − l1θ − t2ϕ

)
l1

−KS(3)

(
ZV − ZR(3) + l2θ + t1ϕ

)
l2 −KS(4)

(
ZV − ZR(4) + l2θ − t2ϕ

)
l2

+CS(1)

(
ŻV − ŻR(1) − l1θ̇ + t1ϕ̇

)
l1 + CS(2)

(
ŻV − ŻR(2) − l1θ̇ − t2ϕ̇

)
l1

−CS(3)

(
ŻV − ŻR(3) + l2θ̇ + t1ϕ̇

)
l2 − CS(4)

(
ŻV − ŻR(4) + l2θ̇ − t2ϕ̇

)
l2 = Jyθ̈ (3.17)

−KS(1)

(
ZV − ZR(1) − l1θ + t1ϕ

)
t1 +KS(2)

(
ZV − ZR(2) − l1θ − t2ϕ

)
t2

−KS(3)

(
ZV − ZR(3) + l2θ + t1ϕ

)
t1 +KS(4)

(
ZV − ZR(4) + l2θ − t2ϕ

)
t2

−CS(1)

(
ŻV − ŻR(1) − l1θ̇ + t1ϕ̇

)
t1 + CS(2)

(
ŻV − ŻR(2) − l1θ̇ − t2ϕ̇

)
t2

−CS(3)

(
ŻV − ŻR(3) + l2θ̇ + t1ϕ̇

)
t1 + CS(4)

(
ŻV − ŻR(4) + l2θ̇ − t2ϕ̇

)
t2 = Jxϕ̈ (3.18)

3.1.4 Modelo de veículo completo com anel rígido acoplado

Combinando o modelo de veículo completo com o modelo de anel rígido, é obtido

o modelo multi-corpo que será objeto de estudo deste trabalho, Figura 3.4. As equa-

ções deduzidas abaixo foram implementadas em software para integração numérica e os

diagramas estão presentes no apêndice A, e as constantes utilizadas na Tabela 3.3.

Para dedução das equações de movimento, são necessárias as equações de energia

cinética T :

T =
1

2
MA(1)Ż

2
A(1) +

1

2
MA(2)Ż

2
A(2) +

1

2
MA(3)Ż

2
A(3) +

1

2
MA(4)Ż

2
A(4)

+
1

2
MR(1)Ż

2
R(1) +

1

2
MR(2)Ż

2
R(2) +

1

2
MR(3)Ż

2
R(3) +

1

2
MR(4)Ż

2
R(4)

+
1

2
MV Ż

2
V +

1

2
Jxϕ̇

2 +
1

2
Jyθ̇

2

(3.19)
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θ
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C (2)s

1
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R

l 1

t 2
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1

1

1
K (1) ,C (1)s s
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R

Z  (4)
R
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v

Z  (2)
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1M (2)A Z  (1)
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1M (1)A
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T
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T

Z  (t+dt)
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T
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K (4)  ,C (4)s s

Figura 3.4 – Modelo de veículo com 11 graus de liberdade [adaptado de Jazar, 2008].

A seguir é apresentada a equação da energia potencial U :

U =
1

2
KR(1)

(
ZA(1) − ZT (1)

)2
+

1

2
KR(2)

(
ZA(2) − ZT (2)

)2
+

1

2
KR(3)

(
ZA(3) − ZT (3)

)2
+
1

2
KR(4)

(
ZA(4) − ZT (4)

)2
+

1

2
KP (1)

(
ZR(1) − ZA(1)

)2
+

1

2
KP (2)

(
ZR(2) − ZA(2)

)2
+
1

2
KP (3)

(
ZR(3) − ZA(3)

)2
+

1

2
KP (4)

(
ZR(4) − ZA(4)

)2
+
1

2
KS(1)

(
ZV − ZR(1) − l1θ + t1ϕ

)2
+

1

2
KS(2)

(
ZV − ZR(2) − l1θ − t2ϕ

)2
+
1

2
KS(3)

(
ZV − ZR(3) + l2θ + t1ϕ

)2
+

1

2
KS(4)

(
ZV − ZR(4) + l2θ − t2ϕ

)2
(3.20)

E a equação da energia de dissipação D:

D =
1

2
CR(1)

(
ŻA(1) − ŻT (1)

)2

+
1

2
CR(2)

(
ŻA(2) − ŻT (2)

)2

+
1

2
CR(3)

(
ŻA(3) − ŻT (3) (t)

)2

+
1

2
CR(4)

(
ŻA(4) − ŻT (4)

)2

+
1

2
CP (1)

(
ŻR(1) (t)− ŻA(1)

)2

+
1

2
CP (2)

(
ŻR(2) − ŻA(2)

)2

+
1

2
CP (3)

(
ŻR(3) (t)− ŻA(3)

)2

+
1

2
CP (4)

(
ŻR(4) − ŻA(4)

)2

+
1

2
CS(1)

(
ŻV − ŻR(1) − l1θ̇ + t1ϕ̇

)2

+
1

2
CS(2)

(
ŻV − ŻR(2) − l1θ̇ − t2ϕ̇

)2

+
1

2
CS(3)

(
ŻV − ŻR(3) + l2θ̇ + t1ϕ̇

)2

+
1

2
CS(4)

(
ŻV (t)− ŻR(4) + l2θ̇ − t2ϕ̇

)2

(3.21)

Aplicando Euler Lagrange se obtém as equações de movimento para os 11 graus
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de liberdade. Para os graus de liberdade das rodas ZR(1), ZR(2), ZR(3), ZR(4), temos:

−CP (3)

(
ŻR(3) − ŻA(3)

)
−KP (3)

(
ZR(3) − ZA(3)

)
+KS(3)

(
ZV − ZR(3) + l2θ + t1ϕ

)
+ CS(3)

(
ŻV − ŻR(3) + l2θ̇ + t1ϕ̇

)
= MR(3)Z̈R(3)

(3.22)

CS(4)

(
ŻV − ŻR(4) + l2θ̇ (t)− t2ϕ̇

)
+KS(4)

(
ZV − ZR(4) + l2θ − t2ϕ

)
−KP (4)

(
ZR(4) − ZA(4)

)
− CP (4)

(
ŻR(4) − ŻA(4)

)
= MR(4)Z̈R(4)

(3.23)

−KP (1)

(
ZR(1) − ZA(1)

)
− CP (1)

(
ŻR(1) − ŻA(1)

)
+KS(1)

(
ZV − ZR(1) − l1θ + t1ϕ

)
+ CS(1)

(
ŻV − ŻR(1) − l1θ̇ + t1ϕ̇

)
= MR(1)Z̈R(1)

(3.24)

−KP (2)

(
ZR(2) − ZA(2)

)
− CP (2)

(
ŻR(2) − ŻA(2)

)
+KS(2)

(
ZV − ZR(2) − l1θ − t2ϕ

)
+ CS(2)

(
ŻV − ŻR(2) − l1θ̇ − t2ϕ̇

)
= MR(2)Z̈R(2)

(3.25)

Para os graus de liberdade do anel rígido ZA(1), ZA(2), ZA(3), ZA(4), temos as equa-

ções:

−KR(1)

(
ZA(1) − ZT (1)

)
− CR(1)

(
ŻA(1) − ŻT (1)

)
+KP (1)

(
ZR(1) − ZA(1)

)
+ CP (1)

(
ŻR(1) − ŻA(1)

)
= MA(1)Z̈A(1)

(3.26)

−KR(2)

(
ZA(2) − ZT (2)

)
− CR(2)

(
ŻA(2) − ŻT (2)

)
+KP (2)

(
ZR(2) − ZA(2)

)
+ CP (2)

(
ŻR(2) − ŻA(2)

)
= MA(2)Z̈A(2)

(3.27)

−KR(3)

(
ZA(3) (t)− ZT (3)

)
− CR(3)

(
ŻA(3) − ŻT (3)

)
+CP (3)

(
ŻR(3) − ŻA(3)

)
+KP (3)

(
ZR(3) − ZA(3)

)
= MA(3)Z̈A(3)

(3.28)

−KR(4)

(
ZA(4) − ZT (4)

)
− CR(4)

(
ŻA(4) − ŻT (4)

)
+KP (4)

(
ZR(4) − ZA(4)

)
+ CP (4)

(
ŻR(4) − ŻA(4)

)
= MA(4)Z̈A(4)

(3.29)
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E para os graus de liberdade do chassi ϕ, θ e ZV , temos as equações:

−KS(1)

(
ZV − ZR(1) − l1θ + t1ϕ (t)

)
− CS(1)

(
ŻV − ŻR(1) − l1θ̇ + t1ϕ̇

)
−KS(2)

(
ZV − ZR(2) − l1θ − t2ϕ

)
− CS(2)

(
ŻV − ŻR(2) − l1θ̇ − t2ϕ̇

)
−KS(3)

(
ZV − ZR(3) + l2θ + t1ϕ

)
− CS(3)

(
ŻV − ŻR(3) + l2θ̇ + t1ϕ̇

)
−CS(4)

(
ŻV − ŻR(4) + l2θ̇ − t2ϕ̇

)
−KS(4)

(
ZV − ZR(4) + l2θ − t2ϕ

)
= MV Z̈V

(3.30)

KS(1)

(
ZV − ZR(1) − l1θ + t1ϕ

)
l1 + CS(1)

(
ŻV − ŻR(1) − l1θ̇ + t1ϕ̇

)
l1

+KS(2)

(
ZV − ZR(2) − l1θ − t2ϕ

)
l1 + CS(2)

(
ŻV − ŻR(2) − l1θ̇ − t2ϕ̇

)
l1

−KS(3)

(
ZV − ZR(3) + l2θ + t1ϕ

)
l2 − CS(3)

(
ŻV − ŻR(3) + l2θ̇ + t1ϕ̇

)
l2

−CS(4)

(
ŻV − ŻR(4) + l2θ̇ − t2ϕ̇

)
l2 −KS(4)

(
ZV − ZR(4) + l2θ − t2ϕ

)
l2 = Jyθ̈

(3.31)

−KS(1)

(
ZV − ZR(1) − l1θ + t1ϕ

)
t1 − CS(1)

(
ŻV − ŻR(1) − l1θ̇ + t1ϕ̇

)
t1

+KS(2)

(
ZV − ZR(2) − l1θ − t2ϕ

)
t2 + CS(2)

(
ŻV (t)− ŻR(2) − l1θ̇ − t2ϕ̇

)
t2

−KS(3)

(
ZV − ZR(3) + l2θ + t1ϕ

)
t1 − CS(3)

(
ŻV − ŻR(3) + l2θ̇ + t1ϕ̇

)
t1

+CS(4)

(
ŻV − ŻR(4) + l2θ̇ − t2ϕ̇

)
t2 +KS(4)

(
ZV − ZR(4) + l2θ − t2ϕ

)
t2 = Jxϕ̈

(3.32)

Tabela 3.1 – Constantes do Modelo Multicorpo

Símbolo Descrição Valor Unidade
MA Massa Anel Rígido 8.61 Kg
Kr Rigidez Residual 1775149 N/m
Cr Amortecimento Residual 1775 Ns/m
MR Massa Roda (eixo) 17.3 Kg
Kp Rigidez Pneu 261347 N/m
Cp Amortecimento Pneu 209 Ns/m
MV Massa Veículo 2400 Kg
Ks Rigidez Suspensão 316750 N/m
Cs Amortecimento Suspensão 2950 Ns/m
Ix Momento de inércia em torno de x 10000
Iy Momento de inércia em torno de y 10000
l1 Dist. C.M. Eixo D. 1.2 m
l2 Dist. C.M. Eixo T. 1.2 m
t1 bitola/2 0.8 m
t2 bitola/2 0.8 m
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3.2 Terrenos e obstáculos

3.2.1 Perfil de terreno aderente a norma ISO 8608

A norma ISO 8608, de maneira a facilitar a comparação entre perfis de terreno

de diferentes rugosidades, propõe uma classificação que é baseada na sua densidade de

espectral de potência, calculada em correspondência dos valores comuns de frequência

espacial n0 = 0.1 ciclos/m e frequência angular espacial Ω0 = 1 rad/m.

Assumindo para Gd(n0) e Gd(Ω0) os valores estabelecidos na ISO 8608, apresenta-

dos na Tabela 3.2, verificam-se as classes A até a H. Comparando a densidade espectral

de potência associada com as varias classes, podemos deduzir que a classe A abrange

estradas que tem o menor grau de rugosidade e, portanto, em uma avaliação de produção

de vibrações pode ser definida como de melhor qualidade. Em contraste, a classe H estão

incluídas as estradas que tem um alto grau de irregularidade e pode ser considerado como

muito ruim. [Agostinacchio et al., 2014]

Tabela 3.2 – Valores de Gd(n0) e Gd(Ω0), ISO 8608 [adaptado de Agostinacchio et al.,

2014]

Classe de terreno Gd(n0)(10
−6m3) Gd(Ω0)(10

−6m3)
Limite inferior Limite superior Limite inferior Limite superior

A - 32 - 2
B 32 128 2 8
C 128 512 8 32
D 512 2048 32 128
E 2048 8192 128 512
F 8192 32768 512 2048
G 32768 131072 2048 8192
H 131072 - 8192 -

n0 = 0.1 cycles/m Ω0 = 1 rad/m

Para aplicações praticas em acordo com a classificação ISO para rugosidade de

terreno, é possível gerar um perfil de terreno artificial a partir de uma representação

estocástica, em termos da função densidade de espectral potência, do deslocamento ver-

tical, obtida através da transformada de Fourier da função de autocorrelação do processo

estocástico que descreve o perfil do terreno.

Começando de um perfil de terreno continuo, para um valor definido de frequência

espacial n, centrado em uma banda de frequência ∆n, o valor da função de densidade de
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espectral potência, para a frequência dada n é definido pela seguinte expressão:

Gd(n) = lim
∆n→0

Ψ2
x

∆n
(3.33)

Onde Ψ2
xé o valor quadrático médio da componente do sinal para a frequência

espacial n, dentro da banda de frequência ∆n.

O sinal do perfil de terreno é convenientemente discretizado e então é descrito como

a sequência de elevação de pontos uniformemente espaçados. Sendo o comprimento do

perfil de terreno L e o intervalo de amostragem B, a frequência máxima de amostragem

teórica nmax = 1/B, a máxima frequência espacial de amostragem nef = nmax/2, e no

domínio da frequência, os valores discretizados da frequência espacial ni são igualmente

espaçados dentro de um intervalo de ∆n = 1/L. O valor genérico de frequência espacial ni

pode ser considerado como i∆n e a Equação 3.33 pode ser escrita na sua forma discreta:

Gd(ni) =
Ψ2

x(ni,∆n)

∆n
=

Ψ2
x(i∆n,∆n)

∆n
(3.34)

Com i variando de 0 até N = nmax/∆n.

Se o perfil de terreno pode ser descrito através de uma função harmônica simples

de acordo com:

h(x) = Ai cos(2πnix+ ϕ)− Aicos(2πi∆nx+ ϕ) (3.35)

Onde Ai é a amplitude, ni é a frequência espacial e ϕ é o ângulo de fase, é possível

demonstrar que o valor quadrático médio desse sinal harmônico é:

Ψ2
x =

A2
i

2
(3.36)

A partir das equações 3.34 e 3.36 resulta:

Gd(ni) =
Ψ2

x(ni)

∆n
=

A2
i

2∆n
(3.37)

E então:

Ai =
√
2∆nGd(i∆n) (3.38)

É possível gerar um perfil de terreno usando a expressão 3.37 e assumindo um
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ângulo de fase aleatório ϕi seguindo uma distribuição probabilística uniforme no intervalo

de 0 - 2π. O terreno artificial pode ser descrito como:

h(x) =
N∑
i=0

Ai cos(2πnix+ ϕi)

h(x) =
N∑
i=0

√
2∆n Gd(i ∆n) cos(2π i∆n x+ ϕi) (3.39)

Em simulações a ISO 8608 define que a rugosidade do perfil de terreno pode ser

definida usando as equações:

Gd(n) = Gd(n0)

(
n

n0

)−2

(3.40)

Gd(Ω) = Gd(Ω0)

(
Ω

Ω0

)−2

(3.41)

Substituindo 3.40 em 3.39, um perfil de terreno artificial pode ser gerado de acordo

com a classificação ISO, seguindo a equação:

h(x) =
N∑
i=0

√
2∆n 2k10−3

( n0

i∆n

)
cos(2π i ∆n x+ ϕi) (3.42)

Onde: x é a abscissa variável de 0 a L, ∆n = 1/L, nmax = 1/B , N = nmax/∆n,

∆n = L/B, k é um valor constante dependendo da classificação do terreno ISO, assume

valores inteiros de 2 a 8, correspondendo a terrenos da classe A até classe H, n0 = 0.1

ciclos/m, angulo de fase ϕi aleatório seguindo uma distribuição probabilística uniforme

no intervalo de 0 a 2π.

Para os resultados apresentados nas seções posteriores, foram gerados 3 perfis de

terreno com comprimento L de 500 metros, definição na direção longitudinal de 0.01

metro, com classificações ISO A, C, e E.

3.2.2 Obstáculos catalogados em pistas de testes

Neste subcapítulo são reunidos um conjunto de obstáculos, disponíveis em diversos

artigos e catálogos, este tem por objetivo ser utilizado de maneira a representar uma pista

de testes de durabilidade.
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Para geração dos perfis equivalentes aos catalogados em pistas de testes, foram

utilizadas sequências de funções de interpolação lineares, funções seno e splines quando

conveniente. Foi atribuída uma resolução de 0.01 metro, ou seja, cada vez que esta

distância é percorrida na direção longitudinal x, um ponto é interpolado na direção vertical

z.

Para os obstáculos unitários, como vala, lombada, redutores de velocidade e bura-

cos, iniciam o perfil com um comprimento de 10 metros sem elevação.

Diversos artigos se utilizam de reconstituições de obstáculos presentes em pistas

de testes, pois um dos objetivos da simulação normalmente é aproximar computacional-

mente resultados que possam posteriormente ser verificados experimentalmente na pista

de testes.

As lombadas e o conjunto de obstáculos menores também conhecido como redutor

de velocidade (Figura 3.5) permanecem ainda hoje como principal maneira de controlar

abusos de velocidade [Mukherjee e Majhi, 2016]. Os obstáculos em questão foram medidos

em avenidas na cidade de Ahmedabad na Índia.

0.12 m

3.5 m

0.35 m

0.5m

0.04m

Figura 3.5 – Lombada e red. de velocidade [adaptado de Mukherjee e Majhi, 2016].

Um outro obstáculo é a lombada com perfil parabólico, representada na 3.6, esta

proposta em um guia de recomendações praticas para projeto de lombadas. No presente

trabalho o perfil com altura de 10 cm (4 polegadas) foi escolhido .

0.1 m

3.65 m

Figura 3.6 – Lombada com perfil parabólico [adaptado de Elizer Jr., 1993].

Um dos obstáculos encontrados nas pistas de testes, neste caso na pista de testes
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do exército norte-americano em Aberdeen, conhecido como pothole (Figura 3.7), repre-

senta os buracos em rodovias causados por uma falha estrutural na superfície da rodovia,

usualmente pavimento de asfalto, a falha ocorre devido a água na estrutura do solo abaixo

e ao trafego acima da área afetada [Miller e Bellinger, 2003].

A   A

Seção A-A

45º
0.3m

Largura 1.8m

comprimento 2.4m 
7.62m

Figura 3.7 – Potholes [adaptado de US Army, 1981].

Encontrado na pista de testes da Transportation Research Center Inc., na cidade

de East Liberty, Ohio, o conjunto de 6 obstaculos alternados (Figura 3.8) se encontra no

percurso de testes de durabilidade para ônibus e caminhões.

6 obstaculos alternados

2.9     m 

Vista de topo

(15 cm)

(4.9 m)

(2.4 m)(1.2 m) (1.2 m)

Obstaculo

1m

1.2m

9m 4.4m

4.9m

30.5m

6.7m

2.8m

3.4m

1.7m

Figura 3.8 – Obstaculos alternados [adaptado de Inc., 2012].

Um perfil de terreno usado nas simulações (Figura 3.9), foi desenvolvido para

simular uma vala de drenagem de concreto, na VOLVO 3P, pista de testes localizada em

Allentown, Pennsylvania, que é usada para análise de durabilidade. O dreno de concreto

fica em uma rodovia de asfalto liso, perpendicular a direção de trafego. [Allen e El-Gindi,

2013]
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20mm

160mm 736mm

42mm
86mm

160mm

Figura 3.9 – Dreno de pista de testes [adaptado de Chae, 2006].

3.3 Modelos de Envelope

3.3.1 Modelo com banda de contato rígida

Este modelo foi implementado como filtro do terreno original. Para esta imple-

mentação primeiramente se faz uma varredura local de − R até R na zona do terreno

abaixo do pneu, considerando o pneu um círculo perfeito. É feita uma comparação entre

a altura do círculo e o sinal do terreno, conforme equação: [Zetola e Marczak, 2017]

Zbandaj = −
√
R2 − x2

j +R (3.43)

Onde o índice i representa a posição global do perfil de terreno Zi. O corolário é

que o perfil de terreno efetivo é dado por:

zeixoi =
√

R2 − x2
j + Zi (3.44)

Aqui o índice i representa a posição global do perfil de terreno Zi. E então o perfil

de terreno efetivo é dado por:

zefi = max(zeixoi)−R (3.45)

3.3.2 Modelo de contato por cames elípticos

No modelo originalmente desenvolvido, os parâmetros de forma da elipse são cons-

tantes determinadas por um ajuste de curva de ensaios experimentais. A desvantagem

deste método é que ele requer muitos dados experimentais. Em contraste, o novo algo-

ritmo para perfil de terreno efetivo desenvolvido requer somente a deflexão para carga

estática e dados da área de contato, que podem ser adquiridos por um teste simples, de

custo relativamente baixo. Um conjunto de equações constitutivas relaciona as proprieda-

des físicas quasi-estáticas do pneu com os parâmetros de forma da elipse.[Allen e El-Gindi,
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2013]

O comprimento da elipse, ae Equação 3.47 , apresentado na Figura 3.10, é dado

por uma função do meio comprimento de contato a Equação 3.46 que é aproximado por

uma função parabólica da carga vertical baseada em medidas experimentais. [Allen e

El-Gindi, 2013]

-W
β

ls

be

a
e

Figura 3.10 – Modelo de contato por came elíptico duplo [adaptado de Pacejka, 2002].

O comprimento ae é também função do raio livre do pneu R0 e da fração de contato

ζ que representa a área do perímetro ao no qual há contato entre o pneu e o solo, sobre

a área do pneu que de fato está em contato, ou seja é descontada a área das ranhuras.

a = −1.26e−11F 2
z + 2.98e−6Fz + 0.0317 (3.46)

ae = R0 − ζa (3.47)

Os cames elípticos podem ser descritos pela Equação 3.48, onde temos o meio

comprimento de elipse horizontal ae, o meio comprimento de elipse vertical be e o expoente

ce que definem as elipses.

(
x

ae

)ce

+

(
z

be

)ce

= 1 (3.48)

A Equação 3.48 é reorganizada, e uma varredura é feita na coordenada x local, de

−ae até ae, de maneira a obter o envelope de came elíptico dado por:

Zpneui
= −be

(
1−

(
−xi

ae

)ce) 1
ce

+R (3.49)

Depois de definido o envelope, este é utilizado no processo de obtenção do plano

de terreno efetivo. Esse perfil é obtido fazendo uma comparação da altura do terreno que
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está abaixo do came elíptico, e esse processo se dá para todo xij, o índice i se refere a um

sistema de coordenadas globais, que varre a variável x de 0 até L, e o índice j é utilizado

localmente, para a varredura abaixo do came . Então é calculada a altura do centro do

came, com referência a todos pontos abaixo dele:

Zcamei = be

(
1−

(
−xij

ae

)ce) 1
ce

+ Zi (3.50)

Similar ao procedimento utilizado para encontrar o perfil efetivo do modelo de

contato circular, o calculo se dá pela equação:

Zefi = max(zcamei)− be (3.51)

Sendo calculado o perfil de terreno efetivo baseado em um único came elíptico deve-

se considerar o comprimento do tandem, ls é definido como a distância horizontal entre

os centros dos cames. É função do meio comprimento de contato, que no fim das contas

é função da carga vertical. A Equação 3.52 mostra a dependência entre o comprimento

do tandem, o meio comprimento de contato a e a fração de contato ζ. [Allen e El-Gindi,

2013]

ls = 2aζ (3.52)

E a partir do comprimento do tandem, calculamos o perfil de terreno efetivo do

modelo de came elíptico em tandem Ztandem, e a inclinação efetiva do terreno βi.

Ztandem =
Zef(i−translao)

+ Zefi

2
(3.53)

βi =
Zef(i−translao)

+ Zefi

ls
(3.54)

Tabela 3.3 – Constantes do Modelo de Pneu

Símbolo Descrição Valor Unidade
ae Raio 1 0.269 m
be Raio 2 0.3 m
ce Expoente da elipse 2
ζ Fração de contato 0.7
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4 RESULTADOS

Neste capítulo serão apresentados os resultados numéricos das simulações, através

de gráficos tanto no domínio do tempo quanto no da frequência, gráficos comparativos

dos modelos para diversas velocidades e terrenos em questão. Também serão apresenta-

dos resultados estatísticos que trazem uma informação quantitativa do que foi avaliado

qualitativamente anteriormente.

4.1 Resultados para modelo de veículo completo com modelo de pneu

Para os terrenos ISO, foram considerados os perfis classificados entre A e E, acima

desta classificação é razoável assumir que a superfície do terreno é caracterizada por um

nível de dano alto o suficiente requerendo que seja transitada em velocidades muito baixas,

não condizente com o trânsito seguro de veículos [Agostinacchio et al., 2014].
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4.1.1 Resultados DEP para terreno ISO A

Abaixo os resultados de DEP dos deslocamentos para o terreno ISO A, Figura 4.1,

considerando os modelos de contato pontual, contato circular e tandem, nas velocidades

de 5, 15, e 30 m/s.
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(b) DEP 15 m/s
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Figura 4.1 – DEP’s para terreno ISO A

O que se observa nos gráficos de densidade espectral de potência nesse caso, é uma

pequena defasagem entre os modelos, representando que os modelos de contato circular

e tandem capturam efeitos em frequências mais altas que o modelo de pneu de contato

pontual, porém não de maneira significativa.



37

4.1.2 Resultados DEP para terreno ISO C

Abaixo os resultados de DEP dos deslocamentos para o terreno ISO C, Figura 4.2,

considerando os modelos de contato pontual, contato circular e tandem, nas velocidades

de 5, 15, e 30 m/s.
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(b) DEP 15 m/s
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Figura 4.2 – DEP’s para terreno ISO C

O mesmo padrão observado nas respostas do terreno ISO A, se repete neste caso de

maneira mais pronunciada, o modelo tandem e circular capturam efeitos em frequências

mais altas que o modelo de contato pontual, e tem respostas semelhantes.
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4.1.3 Resultados DEP para terreno ISO E

Abaixo os resultados de DEP dos deslocamentos para o terreno ISO E, Figura 4.3,

considerando os modelos de contato pontual, contato circular e tandem, nas velocidades

de 5, 15, e 30 m/s.
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(b) DEP 15 m/s

10
0

10
1

10
−4

10
−2

10
0

10
2

10
4

Frequencia (hz)

D
en

si
da

de
 d

e 
po

tê
nc

ia
 e

sp
ec

tr
al

 (
m

³)

 

 

Terreno Original
Contato Pontual
Filtro Circular
Filtro Tandem

(c) DEP 30 m/s

Figura 4.3 – DEP’s para terreno ISO E

Neste caso, a resposta dos modelos de contato circular e tandem não apresenta

uma semelhança consistente, na velocidade de 5 m/s as respostas são próximas porém

não tem a mesma forma em toda a faixa de frequência analisada, na velocidade de 15

m/s as respostas são diferentes, e para a velocidade de 30 voltamos a observar o padrão

de resposta que se apresentou no terreno ISO C.
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4.1.4 Resultados das acelerações para terreno ISO A

Os resultados das acelerações no centro de massa para o terreno classificado ISO

A e velocidades de 5 m/s, 15 m/s, 30 m/s se apresentam na Figura 4.4 .
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Figura 4.4 – Aceleração, comparação entre modelos, terreno ISO A, 5-15-30 m/s

A partir dos gráficos é possível perceber que na velocidade de 5 m/s o modelo

tandem atenua as acelerações, porém como a magnitude das acelerações é muito pequena

essa diferença é desprezível. Já nas velocidades de 15 e 30 m/s a sua resposta é equivalente

ao modelo de contato circular. Para a velocidade de 30 m/s o modelo de contato pontual

apresenta uma resposta diferente dos outros modelos. Sendo assim se conclui que para

terrenos de boa qualidade a utilização do modelo de contato circular é equivalente ao

tandem.
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4.1.5 Resultados das acelerações para terreno ISO C

Os resultados das acelerações no centro de massa para o terreno classificado ISO

C e velocidades de 5 m/s, 15 m/s, 30 m/s se apresentam na Figura 4.5 . O intervalo

de distância representado no gráfico foi selecionado de maneira a ser possível perceber os

picos de aceleração com um nível razoável de detalhe e sem muita sobreposição.
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Figura 4.5 – Aceleração, comparação entre modelos, terreno ISO C, 5-15-30 m/s

Neste caso, se repete o padrão de resposta que observamos para o terreno ISO A,

sendo assim pode-se considerar uma equivalência entre os modelos circular e tandem.
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4.1.6 Resultados das acelerações para terreno ISO E

Os resultados das acelerações no centro de massa para o terreno classificado ISO

E e velocidades de 5 m/s, 15 m/s, 30 m/s se apresentam na Figura 4.6 .
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Figura 4.6 – Aceleração, comparação entre modelos, terreno ISO E, 5-15-3 m/s

Para este terreno, não valem as considerações feitas para os terrenos anteriores.

Com o aumento das magnitudes das acelerações se acentuam as diferenças entre os mo-

delos. Somente na velocidade de 5 m/s se pode considerar uma equivalência dos modelos

circular e tandem, já para as velocidades maiores não existe essa equivalência, os modelos

exibem diferenças significativas em suas respostas.

4.2 Resultados para obstáculos catalogados

Para os obstáculos catalogados, a avaliação dos resultados no domínio da frequên-

cia, não faz sentido conforme observado por Agostinacchio et al., 2014, desta maneira
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para estes serão apenas analisados os gráficos de acelerações.

4.2.1 Resultados de aceleração para dreno

Nesta subseção serão apresentados os resultados para o dreno da pista de testes

Volvo 3P, descrito em detalhe anteriormente. Serão apresentados os gráficos para acele-

rações nas velocidades de 5 m/s, 15 m/s e 30 m/s, Figura 4.7.
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(a) Aceleração para velocidade de 5 m/s
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(b) Aceleração para velocidade de 15 m/s
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(c) Aceleração para velocidade de 30 m/s

Figura 4.7 – Acelerações no centro de massa para obstáculo tipo dreno

Na análise das acelerações para as três velocidades, sendo o dreno o obstáculo,

verifica-se um padrão consistente na comparação entre os modelos, sendo que o modelo

de contato circular e o de came em tandem apresentam resultados muito similares nas

três rodadas, enquanto o modelo de contato pontual sempre apresenta picos de aceleração
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consideravelmente maiores que os modelos anteriores.

4.2.2 Resultados para lombada parabólica

Nesta subseção serão apresentados os resultados para a lombada parabólica, des-

crita em detalhe anteriormente. Serão apresentados os gráficos para acelerações nas velo-

cidades de 5 m/s, 15 m/s e 30 m/s, Figura 4.8.
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(b) Aceleração para velocidade de 15 m/s
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Figura 4.8 – Acelerações no centro de massa para lombada parabólica

No caso da lombada parabólica como obstáculo, o comportamento em todas ve-

locidades segue o padrão verificado no obstáculo anterior e terrenos ISO, com picos de

aceleração mais pronunciados para o modelo de contato pontual.
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4.2.3 Resultados para redutor de velocidade

Nesta subseção serão apresentados os resultados para o redutor de velocidade,

descrito em detalhe anteriormente. Serão apresentados os gráficos para acelerações nas

velocidades de 5 m/s, 15 m/s e 30 m/s, Figura 4.9.
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(a) Aceleração para velocidade de 5 m/s
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(b) Aceleração para velocidade de 15 m/s
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Figura 4.9 – Acelerações no centro de massa para redutor de velocidade

No caso do redutor de velocidade, na análise das acelerações para a velocidade de

5 m/s e 15 m/s, verifica-se que, no curso do obstáculo as acelerações são maiores para o

modelo de contato pontual, e após as oscilações ficam maiores para os modelos de filtro

circular e filtro tandem. Para maiores velocidades não observa-se um padrão semelhante.
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4.2.4 Resultados para lombada comum

Nesta subseção serão apresentados os resultados para a lombada comum, descrita

em detalhe anteriormente. Serão apresentados os gráficos para acelerações nas velocidades

de 5 m/s, 15 m/s e 30 m/s, Figura 4.10.
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(a) Aceleração para velocidade de 5 m/s
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(b) Aceleração para velocidade de 15 m/s
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Figura 4.10 – Acelerações no centro de massa para lombada comum

Para a lombada comum os resultados para os três modelos são semelhantes para

todas velocidades. Neste caso a utilização de qualquer um dos três modelos traz um

resultado satisfatório.
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4.2.5 Resultados para potholes

Nesta subseção serão apresentados os resultados para potholes, descrito em detalhe

anteriormente. Serão apresentados os gráficos para acelerações nas velocidades de 5 m/s,

15 m/s e 30 m/s, Figura 4.11.

0 20 40 60 80 100
−20

−10

0

10

20

30

Distância (m)

A
ce

le
ra

çã
o 

(m
/s

)

 

 
Pontual
Circular
Tandem

0 20 40 60 80 100
−0.4

−0.2

0

Distância (m)D
es

lo
ca

m
en

to
 (

m
)

 

 

Terreno Dir
Terreno Esq

(a) Aceleração para velocidade de 5 m/s

0 20 40 60 80 100
−10

0

10

20

Distância (m)

A
ce

le
ra

çã
o 

(m
/s

)

 

 
Pontual
Circular
Tandem

0 20 40 60 80 100
−0.4

−0.2

0

Distância (m)D
es

lo
ca

m
en

to
 (

m
)

 

 

Terreno Dir
Terreno Esq

(b) Aceleração para velocidade de 15 m/s
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(c) Aceleração para velocidade de 30 m/s

Figura 4.11 – Acelerações no centro de massa para potholes

Na velocidade de 5 m/s onde o modelo tandem e o modelo circular apresentam

alguns picos com maior amplitude que o modelo de contato pontual, para as velocidades de

15 e 30 m/s os modelos circular e tandem tem respostas equivalentes, com picos inferiores

aos do modelo de contato pontual.
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4.3 Resultados para terrenos não classificados ISO

Nesta seção serão avaliados alguns terrenos gerados artificialmente, baseado na

medição de suas DEP, estes não respeitam a norma ISO 8608 para sua geração e não

estão classificados. Também é avaliado um terreno medido experimentalmente.

4.3.1 Resultados DEP para terreno de cascalho

Nesta subseção serão apresentados os resultados para terreno de cascalho. Serão

apresentados os gráficos para DEP das acelerações no centro de massa, nas velocidades

de 5 m/s, 15 m/s e 30 m/s, Figura 4.12.
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(b) DEP para velocidade de 15 m/s
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Figura 4.12 – DEP das acelerações no centro de massa para terreno de cascalho
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Neste terreno o resultado da DEP é similar para os modelos circular e tandem em

todas velocidades, já o modelo de contato pontual apresenta uma resposta diferente dos

outros modelos.

4.3.2 Resultados DEP para terreno de paralelepípedo

Nesta subseção serão apresentados os resultados para terreno de paralelepípedo.

Serão apresentados os gráficos para DEP das acelerações no centro de massa, nas veloci-

dades de 5 m/s, 15 m/s e 30 m/s, Figura 4.13.
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(b) DEP para velocidade de 15 m/s
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Figura 4.13 – DEP das acelerações no centro de massa para terreno de paralelepípedo

Para o terreno de paralelepípedo a DEP dos modelos de contato pontual e circular

apresenta perfis similares e a resposta como um todo muito próxima, diferente do modelo
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de contato pontual, sendo assim os modelos poderiam ser intercambiáveis em geral.

4.3.3 Resultados DEP para terreno de asfalto de medição experimental

Nesta subseção serão apresentados os resultados para terreno de asfalto de medição

experimental. Serão apresentados os gráficos para DEP das acelerações no centro de

massa, nas velocidades de 5 m/s, 15 m/s e 30 m/s, Figura 4.14.
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(b) DEP para velocidade de 15 m/s
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Figura 4.14 – Acelerações no centro de massa para terreno de asfalto de medição

experimental

No caso do terreno de asfalto obtido de medições experimentais, a resposta para os

modelos circular e tandem é muito similar nas velocidades de 5 e 15 m/s e apresenta uma

pequena defasagem do modelo tandem em direção a maiores frequências na velocidade de
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30 m/s.

4.3.4 Resultados das acelerações para terreno de cascalho

Nesta subseção serão apresentados os resultados para terreno de cascalho. Serão

apresentados os gráficos para acelerações no centro de massa, nas velocidades de 5 m/s,

15 m/s e 30 m/s, Figura 4.15.
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Figura 4.15 – Aceleração, comparação entre modelos, terreno de cascalho, 5-15-30 m/s

Para este terreno, nas velocidades de 5 e 15 m/s os modelos tiveram respostas

equivalentes, já na velocidade de 30 m/s as respostas foram significantemente diferentes.

4.3.5 Resultados das acelerações para terreno de paralelepípedo

Nesta subseção serão apresentados os resultados para terreno de paralelepípedo.

Serão apresentados os gráficos para acelerações no centro de massa, nas velocidades de 5

m/s, 15 m/s e 30 m/s, Figura 4.16.
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Figura 4.16 – Aceleração, comparação entre modelos, terreno de paralelepípedo, 5-15-30

m/s

Para este terreno, todos modelos apresentaram respostas diferentes em acelerações.

Podemos concluir que neste caso não é possível fazer uma equivalência entre os modelos

circular e tandem.

4.3.6 Resultados das acelerações para terreno de asfalto de medição experi-

mental

Nesta subseção serão apresentados os resultados para terreno de asfalto de medição

experimental. Serão apresentados os gráficos para acelerações no centro de massa, nas

velocidades de 5 m/s, 15 m/s e 30 m/s, Figura 4.17.
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Figura 4.17 – Aceleração, comparação entre modelos, terreno de asfalto de medição

experimental, 5-15-30 m/s

Para este terreno de boa qualidade, a resposta dos modelos circular e tandem é

equivalente em todas velocidades, inclusive a 30 m/s onde a resposta do modelo de contato

pontual se diferencia dos demais.
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5 CONCLUSÕES

Este trabalho apresentou uma análise comparativa de modelos de pneu e roda,

esses modelos utilizados para representar os efeitos do contato de pneu na resposta ver-

tical. Foram implementados os modelos de contato pontual, de contato circular rígido e

o modelo tandem, todos estes foram acoplados ao modelo multi-corpo de pneu conhecido

como modelo de anel rígido, e por fim os modelos foram acoplados a um modelo de veí-

culo completo para avaliação da resposta em seu centro de massa. A resposta dinâmica

no domínio do tempo, considerando acelerações, e no domínio da frequência para as ace-

lerações, foi avaliada para terrenos gerados artificialmente de acordo com a norma ISO

8606, e também para uma coleção de obstáculos de pistas de testes catalogadas. A partir

da resposta dos modelos para os terrenos em questão foram gerados gráficos para uma

avaliação qualitativa e verificadas algumas métricas quantitativas, que permitiram chegar

em algumas conclusões.

Para os terrenos ISO os modelos mostraram um padrão consistente nas respostas

em aceleração no domínio da frequência e tempo. O modelo de contato tandem se dife-

renciando dos outros modelos, com sua resposta apresentando variações mais suaves que

os modelos de contato circular e contato pontual, estes com aspecto praticamente idêntico

em todas curvas de aceleração. Com este resultado é possível concluir que neste cenário

é razoável a utilização do modelo de contato circular em substituição do modelo tandem

para os terrenos classificados ISO A e C, em todas velocidades.

Observando a resposta dos obstáculos catalogados, as respostas mantiveram uma

uniformidade com o verificado nos terrenos ISO. Neste caso também os modelos de contato

circular e tandem apresentaram respostas equivalentes na maioria dos cenários, demons-

trando a viabilidade do uso do modelo de contato circular nas avaliações de acelerações

no centro de massa.

No caso dos terrenos não classificados pela norma ISO, as respostas em aceleração

para o terreno de paralelepípedo em todas velocidades analisadas não apresentou nenhuma

equivalência, bem como o terreno de cascalho na velocidade de 30 m/s, não sendo reco-

mendado intercambiar os modelos de contato circular e tandem. Na análise das DEP’s

também verifica-se a diferença entre os modelos, na maioria dos casos o modelo de contato

circular tem uma resposta no domínio da frequência mais próxima da resposta do filtro
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tandem. Com exceção da resposta para o terreno de asfalto a 5 m/s, as DEP’s dos mo-

delos circular e tandem apresentam um deslocamento no sentido de mais alta frequência

em relação ao modelo de contato pontual.

5.1 Sugestões para Trabalho Futuros

-Modelar o pneu utilizando modelos de machine learning/deep learning, treinando

com dados numéricos obtidos em simulações de maneira a provar o conceito. Utilizando

dados experimentais de um perfilômetro, treinar o modelo de pneu através de experimen-

tos.

- Comparação dos modelos aqui estudados com implementações comerciais como

o modelo MF-tyre da Tass International ou FTire da Cosin Scientific Software.

- Repetir a comparação aqui realizada para outros tipos de veículos, inclusive

bicicletas e motocicletas.

- Avaliar a influência dos modelos aqui usados no cálculo de fadiga em chassis reais,

na comparação com modelos avançados.

- Adaptar os modelos aqui usados para levar em conta dinâmica lateral e longitu-

dinal (rigidezes laterais).
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APÊNDICE A – Diagrama de Modelo de Veículo de 11 GDL

Figura A.1 – Diagrama de modelo completo de 11 graus de liberdade

Figura A.2 – Diagrama de modelo para um modulo da suspensão independente
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Figura A.3 – Diagrama de modelo para o grau de liberdade da roda

Figura A.4 – Diagrama de modelo para o grau de liberdade do anel rigido
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Figura A.5 – Diagrama de modelo para os graus de liberdade do chassi
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Figura A.6 – Diagrama de modelo para o grau de liberdade de deslocamento vertical do

chassi

Figura A.7 – Diagrama de modelo para o grau de liberdade de rolagem do chassi
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Figura A.8 – Diagrama de modelo para o grau de liberdade de arfagem do chassi
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APÊNDICE B – Implementação dos Modelos de Pneu

Modelo de contato circular:

1 {

2 f unc t i on

3 [ zcontact , Beta , X3 , t ]= g e n e r i c _ f i l t e r _ 3 C i r c (R, s t e p s i z e , Vel ,Xp, Z1p )

4 %%Parametros Gera is

5 %g e n e r i c _ f i l t e r _ 3 C i r c ( r , step , ve l ,Xp, Z1p )

6

7

8 i f min (Z1p )<0

9 Z1p = Z1p − min(Z1p ) ;

10 co r r = − min(Z1p ) ;

11 e l s e

12 co r r = 0 ;

13 end

14

15 X0=Xp;

16 Z=Z1p ;

17

18 %%

19 % Varrer sombra do pneu para v e r i f i c a r qual ponto

20 % encosta no pneu

21

22 contr=round (R/ s t e p s i z e ) ; % numero de pontos do r a i o do pneu

23

24 i =1;

25 x=−R;

26 whi le i <=(2∗contr )+1

27 %eq c i r c ( ( x−a ) ^2) +((y−b) ^2)=r ^2

28 x ( i )=−R+(i −1)∗ s t e p s i z e ;

29 zpneu ( i )=−s q r t ( (R^2)−(x ( i ) ^2) )+R;
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30 i=i +1;

31 end

32 %plo t (x , zpneu )

33 %% Pré alocando

34 zcontact=ze ro s (1 ,max( s i z e (Z) ) ) ;

35 z c a l c=ze ro s (max( s i z e (Z) ) ,2∗ contr ) ;

36 Beta=ze ro s (1 ,max( s i z e (Z) )+2) ;

37 %%

38 %c r i a r loop externo que var re t e r r eno

39

40 i =1;

41 whi le i<=max( s i z e (Z) )

42

43 %loop in t e rno que var re a sombra do pneu globalmente

44 %% na zona de entrada

45 %v a r i a v e l i va i de 0 at é contr

46 %v a r i a v e l j var re a l t u r a l o c a l do pneu va i de contr at é 2∗ contr

47 %v a r i a v e l k var re a l t u r a do t e r r eno g l oba l no contexto l o c a l ,

va i de 1 at é

48 %contr+i

49

50 i f i<=contr

51 k=1;

52 j =1;

53 whi le j<=contr+i

54 % contador i g u a l ao va l o r c e n t r a l i menos o r a i o

55 %k=i−contr ;

56 % z comparação = zt e r r eno ( j )−zpneu ( i )

57 zcomp( i , j )=Z(k )−zpneu ( j+contr−i +1) ;

58 %se z t e r r eno maior que z pneu

59 i f zcomp( i , j )>0

60 %eq c i r c ( ( x−a ) ^2) +((y−b) ^2)=r ^2 z c a l c=b y=z ( j )
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61 %c a l c u l a a l t u r a do cent ro do c i r c u l o

62 z c a l c ( i , j )=sq r t (−(x ( j+contr−i ) ^2)+R^2)+Z(k ) ;

63 %

64 %zcontact ( i )=max( z c a l c ( i , : ) )−R;

65 e l s e

66 z c a l c ( i , j )=R;

67 end

68 zcontact ( i )=max( z c a l c ( i , : ) )−R;

69 j=j +1;

70 k=k+1;

71 end

72 end

73 %% na zona in t e rmed i a r i a

74 %v a r i a v e l i va i de contr+1 at é max( s i z e (Z) )−contr

75 %v a r i a v e l j var re a l t u r a l o c a l do pneu va i de 1 at é 2∗ contr

76 %va i a v e l k var re a l t u r a do t e r r eno g l oba l no contexto l o c a l , va i

de

77 %i−contr , at é i+contr

78 i f i>contr && i <(max( s i z e (Z) )−contr )

79 k=i−contr ;

80 j =1;

81 whi le j <=(2∗contr )

82 % contador i g u a l ao va l o r c e n t r a l i menos o r a i o

83 %k=i−contr ;

84 % z comparação = zt e r r eno ( j )−zpneu ( i )

85 zcomp( i , j )=Z(k )−zpneu ( j ) ;

86 %se z t e r r eno maior que z pneu

87 i f zcomp( i , j )>0

88 %eq c i r c ( ( x−a ) ^2) +((y−b) ^2)=r ^2 z c a l c=b y=z ( j )

89 %c a l c u l a a l t u r a do cent ro do c i r c u l o

90 z c a l c ( i , j )=sq r t (−(x ( j ) ^2)+R^2)+Z(k ) ;

91 %
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92 %zcontact ( i )=max( z c a l c ( i , : ) )−R;

93 e l s e

94 z c a l c ( i , j )=R;

95 end

96 zcontact ( i )=max( z c a l c ( i , : ) )−R;

97 j=j +1;

98 k=k+1;

99 end

100 end

101 %% na zona de sa ida

102 %v a r i a v e l i va i de max( s i z e (Z) )−contr at é max( s i z e (Z) )

103 %v a r i a v e l j var re a l t u r a l o c a l do pneu va i de contr at é 1

104 %v a r i a v e l k var re a l t u r a do t e r r eno g l oba l no contexto l o c a l ,

va i de

105 %(max( s i z e (Z) )−contr ) at é max( s i z e (Z) )

106 i f i>=max( s i z e (Z) )−contr && i<=max( s i z e (Z) )

107 k=(max( s i z e (Z) )−contr ) ;

108 j =1;

109 whi le contr−j>=1

110 % contador i g u a l ao va l o r c e n t r a l i menos o r a i o

111 %k=i−contr ;

112 % z comparação = zt e r r eno ( j )−zpneu ( i )

113 zcomp( i , j )=Z(k )−zpneu ( j ) ;

114 %se z t e r r eno maior que z pneu

115 i f zcomp( i , j )>0

116

117 %eq c i r c ( ( x−a ) ^2) +((y−b) ^2)=r ^2 z c a l c=b y=z ( j )

118 %c a l c u l a a l t u r a do cent ro do c i r c u l o

119 z c a l c ( i , j )=sq r t (−(x ( j ) ^2)+R^2)+Z(k ) ;

120 %

121 %zcontact ( i )=max( z c a l c ( i , : ) )−R;

122 e l s e
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123 z c a l c ( i , j )=R;

124 end

125 zcontact ( i )=max( z c a l c ( i , : ) )−R;

126 j=j +1;

127 k=k+1;

128 end

129

130 end

131 i=i +1;

132

133 end

134

135 i =1;

136 X3=X0 ;

137

138 m=1;

139

140 whi le m<=max( s i z e ( zcontact ) )

141 i f m<=contr

142 Beta (m)=atan ( ( zcontact (1 )−zcontact (m) ) /R) ;

143 e l s e i f m<max( s i z e ( zcontact ) )−contr−1

144 Beta (m)=atan ( ( zcontact (m−contr )−zcontact (m) ) /R) ;

145 e l s e

146 Beta (m)=atan ( ( zcontact (m−contr )−zcontact (max( s i z e (

zcontact )−contr −1) ) ) /R) ;

147 end

148 t (m, 1 )=X3(m) /Vel ;

149 m=m+1;

150 end

151

152

153
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154 zcontact = zcontact − co r r ;

155

156 i f z contact (1 )>0

157 zcontact= zcontact − zcontact (1 ) ;

158 end

159 i f z contact (1 )<0

160 zcontact= zcontact − zcontact (1 ) ;

161 end

162 }

Modelo Tandem:

1 {

2 f unc t i on [ Zaxletandem , Beta , X3 , t ]= gener i c_f i l t e r_tandem (R,

s t e p s i z e , Vel ,Xp, Z1p )

3 %%gener i c_f i l t e r_tandem ( r , step , ve l ,Xp, Z1p )

4

5 %%Parametros Gera is

6 i f min (Z1p )<0

7 Z1p = Z1p − min(Z1p ) ;

8 co r r e c = − min(Z1p ) ;

9 e l s e

10 co r r e c = 0 ;

11 end

12

13 X0=Xp;

14 Z=Z1p ;

15

16 %% Parametros e l i p s e

17 %Carga no pneu em newtons

18 x=4000;

19 %Raio l i v r e do pneu

20 R0=R;

21 % meio comprimento do comprimento de contato
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22 % a em metros e x em newtons

23 a=((−1.26e−11) ∗(x^2) +(2.98 e−6)∗x+0.0317) ;

24 % f o o t p r i n t f r a c t i o n

25 Zeta =0.7 ;

26 % Comprimento da i n t e r l i g a ção

27 l s =2∗a∗Zeta ;

28 %E l l i p s e l enght

29 ae=R0−Zeta∗a ; %1.05 to 1 .2 t imes the f r e e t i r e rad iu s

30 %ae =.8∗R0 ;

31 %E l l i p s e Height

32 %be =(4.21 e−12∗x^2−1.1e−6∗x+R0) ; %1.00 to 1 .1 t imes the f r e e t i r e

rad iu s

33 be=1.∗R0 ;

34

35 ce=2 ; %1 .6 − 1 .8

36

37 %%

38 % Varrer sombra do pneu para v e r i f i c a r qual ponto

39 % encosta no pneu

40

41 %R=0.3; % Raio Pneu

42 %div =0.01; % tamanho de d i v i s õ es

43 contr=round ( ae/ s t e p s i z e ) ; % numero de pontos do ra i o1 da e l i p s e

44

45 %eq e l i p s e cent ro em (h , k ) =(0 ,R)

46 %(( x−h) /ae )^ce +((y−k ) /be )^ce=1

47 %(y−k ) /be=(1−((x−h) /ae )^ce ) ^(1/ ce )

48 %(y−k )=be ∗(1−((x−h) /ae )^ce ) ^(1/ ce )

49 %(1) k=−be ∗(1−((x−h) /ae )^ce ) ^(1/ ce )+y

50 %(2) y=−be ∗(1−((x−h) /ae )^ce ) ^(1/ ce )+k

51 i =1;

52 x=−ae ;
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53

54 whi le i <=(2∗contr )+1

55 %eq c i r c ( ( x−a ) ^2) +((y−b) ^2)=r ^2

56 x ( i )=−ae+( i −1)∗ s t e p s i z e ;

57 zpneu ( i )=−be∗(1−(((−x ( i )−0)/ae )^ce ) ) ^(1/ ce )+R ; %(2)

58 %zpneu ( i )=−s q r t ( (R^2)−(x ( i ) ^2) )+R;

59 i=i +1;

60 end

61 %{

62 p lo t (x , zpneu )

63 t i t l e ( ’ enve lope e l i p t i c o ’ )

64 x l a b e l ( ’ x l o c a l ’ )

65 y l a b e l ( ’ z pneu ’ )

66 %}

67

68 %% Pré alocando

69 zcontact=ze ro s (1 ,max( s i z e (Z) ) ) ;

70 z c a l c=ze ro s (max( s i z e (Z) ) ,2∗ contr ) ;

71 Zaxletandem=ze ro s (1 ,max( s i z e (Z) )+2) ;

72 Beta=ze ro s (1 ,max( s i z e (Z) )+2) ;

73 %%

74 %c r i a r loop externo que var re t e r r eno

75 i =1;

76 whi le i<=max( s i z e (Z) )

77

78 %loop in t e rno que var re a sombra do pneu globalmente

79

80 %% na zona de entrada

81 %v a r i a v e l i va i de 0 at é contr

82 %v a r i a v e l j var re a l t u r a l o c a l do pneu va i de contr at é 2∗ contr

83 %v a r i a v e l k var re a l t u r a do t e r r eno g l oba l no contexto l o c a l ,

va i de 1 at é
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84 %contr+i

85

86 i f i<=contr

87 k=1;

88 j =1;

89 whi le j<=contr+i

90 % contador i g u a l ao va l o r c e n t r a l i menos o r a i o

91 %k=i−contr ;

92 % z comparação = zt e r r eno ( j )−zpneu ( i )

93 %zcomp( i , j )=Z(k )−zpneu ( j+contr−i ) ;

94 zcomp=Z(k )−zpneu ( j+contr−i ) ;

95 %se z t e r r eno maior que z pneu

96 i f zcomp>0

97 %eq c i r c ( ( x−a ) ^2) +((y−b) ^2)=r ^2 z c a l c=b y=z ( j )

98 %c a l c u l a a l t u r a do cent ro do c i r c u l o

99 %z c a l c ( i , j )=sq r t (−(x ( j+contr−i ) ^2)+R^2)+Z(k ) ;

100 z c a l c ( i , j )=be ∗(1−((x ( j+contr−i ) ) /ae )^ce ) ^(1/ ce )+

Z(k ) ;

101 %

102 %zcontact ( i )=max( z c a l c ( i , : ) )−R;

103 e l s e

104 z c a l c ( i , j )=R;

105 end

106 zcontact ( i )=max( z c a l c ( i , : ) )−R;

107 j=j +1;

108 k=k+1;

109 end

110 end

111 %% na zona in t e rmed i a r i a

112 %v a r i a v e l i va i de contr+1 at é max( s i z e (Z) )−contr

113 %v a r i a v e l j var re a l t u r a l o c a l do pneu va i de 1 at é 2∗ contr

114 %va i a v e l k var re a l t u r a do t e r r eno g l oba l no contexto l o c a l , va i
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de

115 %i−contr , at é i+contr

116 i f i>contr && i <(max( s i z e (Z) )−contr )

117 k=i−contr ;

118 j =1;

119 whi le j <=(2∗contr )

120 % contador i g u a l ao va l o r c e n t r a l i menos o r a i o

121 %k=i−contr ;

122 % z comparação = zt e r r eno ( j )−zpneu ( i )

123 %zcomp( i , j )=Z(k )−zpneu ( j ) ;

124 zcomp=Z(k )−zpneu ( j ) ;

125 %se z t e r r eno maior que z pneu

126 i f zcomp>0

127 %eq c i r c ( ( x−a ) ^2) +((y−b) ^2)=r ^2 z c a l c=b y=z ( j )

128 %c a l c u l a a l t u r a do cent ro do c i r c u l o

129 %z c a l c ( i , j )=sq r t (−(x ( j ) ^2)+R^2)+Z(k ) ;

130 z c a l c ( i , j )=be ∗(1−((x ( j ) ) /ae )^ce ) ^(1/ ce )+Z(k ) ;

131 %

132 %zcontact ( i )=max( z c a l c ( i , : ) )−R;

133 e l s e

134 z c a l c ( i , j )=R;

135 end

136 zcontact ( i )=max( z c a l c ( i , : ) )−R;

137 j=j +1;

138 k=k+1;

139 end

140 end

141 %% na zona de sa ida

142 %v a r i a v e l i va i de max( s i z e (Z) )−contr at é max( s i z e (Z) )

143 %v a r i a v e l j var re a l t u r a l o c a l do pneu va i de contr at é 1

144 %v a r i a v e l k var re a l t u r a do t e r r eno g l oba l no contexto l o c a l ,

va i de
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145 %(max( s i z e (Z) )−contr ) at é max( s i z e (Z) )

146 i f i>=max( s i z e (Z) )−contr && i<=max( s i z e (Z) )

147 k=(max( s i z e (Z) )−contr ) ;

148 j =1;

149 whi le contr−j>=1

150 % contador i g u a l ao va l o r c e n t r a l i menos o r a i o

151 %k=i−contr ;

152 % z comparação = zt e r r eno ( j )−zpneu ( i )

153 %zcomp( i , j )=Z(k )−zpneu ( j ) ;

154 zcomp=Z(k )−zpneu ( j ) ;

155 %se z t e r r eno maior que z pneu

156 i f zcomp>0

157

158 %eq c i r c ( ( x−a ) ^2) +((y−b) ^2)=r ^2 z c a l c=b y=z ( j )

159 %c a l c u l a a l t u r a do cent ro do c i r c u l o

160 %z c a l c ( i , j )=sq r t (−(x ( j ) ^2)+R^2)+Z(k ) ;

161 z c a l c ( i , j )=be ∗(1−((x ( j ) ) /ae )^ce ) ^(1/ ce )+Z(k ) ;

162 %

163 %zcontact ( i )=max( z c a l c ( i , : ) )−R;

164 e l s e

165 z c a l c ( i , j )=R;

166 end

167 zcontact ( i )=max( z c a l c ( i , : ) )−R;

168 j=j +1;

169 k=k+1;

170 end

171

172 end

173 i=i +1;

174

175 end

176 %% Tandem
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177

178 k=1;

179 % step s de separa ção ent r e as duas e l i p s e s

180 nsep=round ( l s / s t e p s i z e ) ;

181 whi le k<=max( s i z e (X0)+nsep )

182 i f k<=nsep

183 Zaxletandem (k ) =(( zcontact (1 )+zcontact ( k ) ) /2) ;

184 e l s e i f k<max( s i z e (X0) )

185 Zaxletandem (k ) =(( zcontact (k−nsep )+zcontact ( k ) ) /2) ;

186 e l s e

187 Zaxletandem (k ) =(( zcontact (k−nsep )+zcontact (max( s i z e (X0) )

) ) /2) ;

188 end

189 k=k+1;

190 end

191

192 i =1;

193 X3=X0 ;

194 whi le i<=max( s i z e ( Zaxletandem )−1)

195 X3( i +1)=X3( i )+s t e p s i z e ;

196 i=i +1;

197 end

198 m=1;

199 whi le m<=max( s i z e (X0)+nsep )

200 i f m<=nsep

201 Beta (m)=atan ( ( zcontact (1 )−zcontact (m) ) / l s ) ;

202 e l s e i f m<max( s i z e (X0) )

203 Beta (m)=atan ( ( zcontact (m−nsep )−zcontact (m) ) / l s ) ;

204 e l s e

205 Beta (m)=atan ( ( zcontact (m−nsep )−zcontact (max( s i z e (X0) ) ) ) /

l s ) ;

206 end
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207 t (m, 1 )=X3(m) /Vel ;

208 m=m+1;

209 end

210

211 Zaxletandem = Zaxletandem − co r r e c ;

212

213 i f Zaxletandem (1)>0

214 Zaxletandem = Zaxletandem − Zaxletandem (1) ;

215 end

216 i f Zaxletandem (1)<0

217 Zaxletandem = Zaxletandem − Zaxletandem (1) ;

218 end

219 }
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