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Pensamento

Mahatma Gandhi provou que a “roupa ndo faz o homem™. Ele so usava uma tanga
afim de se identificar com as massas mais simples da India. Certa vez ele chegou assim
vestido numa festa dada pelo governador inglés. Os criados nao o deixaram entrar. Ele voltou
para casa e enviou um pacote ao governador, por um mensageiro. Continha um terno. O
governador ligou para a casa dele e lhe perguntou o significado do embrulho. O grande
homem respondeu: - Fui convidado para a sua festa, mas ndo me permitiram entrar por causa

da minha roupa; se € a roupa que vale, eu lhe enviei meu terno.
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RESUMO

O objetivo deste trabalho consiste na generalizagdo da solugao LTSy a problemas de
transferéncia radiativa com elevado grau de anisotropia. Para tal, o problema de transferéncia
radiativa € resolvido aplicando-se a decomposi¢do de Chandrasekhar, e a formulagdo LTSx.
Usando-se o método recursivo de inversdo da matriz LTSy com elevada ordem de quadratura,

baseado na decomposi¢do de Schur, e na técnica de inversao de matriz em bloco.

Esta nova formulagdo ¢ aplicada na solugdo de problemas de transferéncia radiativa
em névoa (L=82) e nuvens (L=299). Simula¢Ges numéricas e comparagdes com resultados

disponiveis na literatura sdo apresentados.

viii



ABSTRACT

The goal of the work consists on the generalization of the LTSy solution for radiative
transfer problems with severe anisotropy. To this end, the radiative transfer problem is solved
applying the Chandrashekar’s decomposition , and the LTSy formulation. Using the recursive
method to invert the LTSy matrix with high order of quadrature based upon the Schur’s

decomposition and the technique of block matrix inversion.

This new formulation is applied to solve radiative transfer problems in Haze (L=82)
and Clouds (L=299). Numerical simulations and comparisons with available results in the

literature are reported.



Capitulo 1 - Introducio

Um dos problemas que vem sendo estudados com intensidade refere-se a resolugdo da
equacdo de transporte de particulas sem simetria azimutal. Esta classe de problemas

caracteriza-se pela dependéncia na variavel angular ¢, e sdo encontrados em problemas de

transferéncia radiativa em nuvens.

Uma das primeiras tentativas de se resolver a equagdo de transporte sem simetria
azimutal foi apresentada por Chandrasekhar, 1960. A idéia foi aproximar a equagdo de
transporte pela decomposigdo de Fourier na variavel angular ¢. Assim, a equagio é

decomposta em equag¢des com simetria azimutal.

Dentre os métodos utilizados para se resolver problemas sem simetria azimutal,
encontra-se 0 método Fy. A idéia basica deste método consiste na aplicagdo de uma
transformada integral finita ou uso de propriedades de completeza e ortogonalidade das
fun¢oes generalizadas de Case, para o estabelecimento de um sistema linear, que permite o

calculo do fluxo emergente na fronteira, Garcia e Siewert, 1985.

Em 1985, Garcia e Siewert, utilizaram o método Fx para a solugao da equacdo de
transferéncia radiativa em nuvens, caracterizada por forte anisotropia de espalhamento. Os
autores apresentaram resultados numéricos para as componentes de Fourier para um problema
com anisotropia de grau 8, e o fluxo angular para trés problemas com anisotropia de grau 82 e

dois com anisotropia de grau 299,

Outro metodo utilizado para se resolver a equagdo sem simetria azimutal € o Sx. A
idéia basica deste método € aproximar o termo integral da equagdo por quadraturas numeéricas.
Em 1997, Chalhoub, resolveu a equagao de transporte com dependéncia azimutal, pelo
método das ordenadas discretas. Para este fim, apresentou um novo tipo de quadraturas, mais
adequado para o problema. O autor apresentou solugdes para problemas com anisotropia de
grau 82, conhecido como Haze L, e dois problemas com anisotropia de grau 299,

identificados pelo autor como Cloud 1 e Cloud 64, entre outros.

Uma revisdo detalhada sobre os métodos para o calculo de problemas de transferéncia
radiativa sem simetria azimutal e alto grau de anisotropia pode ser encontrado em Chalhoub,

1997.



O meétodo LTSy, proposto por Vilhena e Barichello, tem por objetivo resolver de
forma analitica a aproximagdo Sy da equagdo de transporte unidimensional. Esta aproximagao
€ obtida a partir do termo integral por quadratura de Gauss de ordem N e pela aplicagdo do
método da colocagdo na variavel angular da equagdo unidimensional de transporte,
considerando como fungdo teste a Delta de Dirac e usando como pontos de colocagdo as
raizes do polindmio de Legendre de grau N. Assim, obtém-se um sistema de N equagdes
diferenciais ordinarias para o fluxo angular nas N dire¢oes discretas consideradas. O método
LTS~ aplica a transformada de Laplace na variavel espacial deste sistema, obtendo assim um
sistema algébrico de N equagdes e N incognitas, que € resolvido analiticamente. A inversdo

dos fluxos angulares transformados € obtida pela técnica de expansao de Heaviside.

Segatto, 1995, resolveu o problema sem simetria azimutal, pelo método LTSy, para
problemas com anisotropia de grau 9. A autora apresentou uma solugao com dependéncia
continua na variavel angular, a partir do qual é estabelecido um método iterativo de solugdo

da equagdo de transporte unidimensional.

Uma descri¢do detalhada e completa do método LTSy, foi feita por Vilhena et Alii,
1997. Neste trabalho, os autores apresentam o método LTSy, e apresentam aplicagdes para o
mesmo, que vao desde resolugdo de problemas diretos, em 1-D e 2-D, bem como para
problemas inversos, que determinam o fluxo angular incidente na fronteira, a partir do fluxo

escalar em pontos no interior da placa.

O problema associado ao LTSy € a inversdo da matriz simbolica associada. O presente
trabalho possui dois objetivos principais. O primeiro, € apresentar uma analise dos algoritmos
de inversao da matriz simbolica do metodo. E segundo, aplicar o método LTS« para resolver

problemas sem simetria azimutal, com alto grau de anisotropia.

O trabalho esta organizado da seguinte maneira:

No capitulo 2, é apresentada a formulagdao LTSy, para problemas anisotropicos. A
seguir sao apresentados os métodos para inversdo da matriz LTSx. Neste capitulo, sdo
apresentados os algoritmos propostos por Barichello, 1992, Oliveira, 1993 , Trzaska, ,1987,
Brancher, 1996 e Segatto, 1997.



No capitulo 3, € apresentada a equagdo de transferéncia radiativa, e sua resolugdo pelo
metodo LTSy, Também € apresentada uma solugdo particular da equagdo inomogénea,
utilizando-se o método dos coeficientes a determinar. Por fim, é apresentada a formulagio

para o problema com dependéncia continua na variavel angular L.

No capitulo 4, sdo apresentados os resultados numeéricos para os varios problemas
propostos na literatura. Inicialmente, ¢ apresentada a solugdo para um problema isotropico,
utilizando-se a formulagdo proposta na se¢do (2.6). A seguir, sdo apresentados dois problemas
anisotropicos, com grau de anisotropia 82 e 299, respectivamente. Na seqiiéncia sdo
apresentados os fluxos angulares para cada uma das componentes de Fourier de um problema
sem simetria azimutal, com anisotropia de grau 9. Por fim, sdo apresentados resultados
numeéricos, para problemas com alto grau de anisotropia (L=82 e L=299). Juntamente com os

resultados, sdo apresentados os respectivos erros percentuais, comparando-se com a literatura.

No capitulo 5, sdo apresentados os aspectos computacionais do trabalho. Inicialmente
¢ feita uma descrigdo da arquitetura do computador que foi utilizado neste trabalho. A seguir,
¢ feita uma breve descrigio do Fortran 90, linguagem de programa¢do utilizada no
desenvolvimento dos codigos, e também uma descrigdo das diretivas de compilagdo e das
rotinas da Lapack, Dongarra, 1992. Também ¢ feito um estudo do algoritmo de inversdo da
matriz com anisotropia linear, proposto por Barichello, e o algoritmo modificado. Apos isto,
sao mostrados os tempos de processamento dos algoritmos propostos nas se¢des (2.6), e (2.7)
para problemas isotropicos e anisotropicos, respectivamente. Por fim, sdo descritos alguns

detalhes da implementagdo do algoritmo sem simetria azimutal.

Por fim, no capitulo 6, as conclusdes do trabalho e as sugestdes de continuidade do

mesmao.



Capitulo 2 - Métodos de inversao da matriz LTSy

Neste capitulo e apresentada a formulagao LTSy para problemas com anisotropia de

grau L, bem como os métodos de inversdo da matriz simbolica LTSy.

2.1. Formula¢io LTSy com anitropia de grau L

Considerando-se inicialmente um problema de ordenadas discretas numa placa

homogénea com espalhamento de ordem L.

H; iwi(‘r)*":"u‘l’i(‘t)= é—g(ﬁ +1)Pl(""i bsl; Pt(l-lk )‘J‘L (I}W,_ +Qi(r)= (2.1.1)

dt

i=1, . .,N,Npar, 0<t<t,e L<N

com condi¢do de contorno dada por,

w,(0)=f, , 1 >0, (2.1.2)

1

w,(t,) =g , 1t <0. (2.1.3)

Onde f; e g sdo os fluxos incidentes na fronteira do dominio:; w,(t)=w(t,u,) ¢ o fluxo
angular na diregdo . ; o, ¢ a segdo de choque total; o, sdo os momentos de Legendre de
ordem | da segdo de choque diferencial de espalhamento, p, sdo as raizes do polinomio de
Legendre de N-ésimo grau e o, sdo os respectivos pesos da quadratura de Gauss. As raizes

u, sao ordenadas na forma decrescente:

=1 €< <O S <y <1 (2.1.4)

O método LTSy aplica primeiramente a transformada de Laplace na equagdo (2.1.1), que na

forma matricial pode ser escrita como:

A(s)T(s) = w(0) + QGs). (2.1.5)

onde os elementos da matriz A(s) sdo escritos como:



=L+ Saniwpl) s is)
a(i,j)= B2 I m J_, (2.1.6)

—ZBP(I)W P,(j) se i # ]

1Im

com 1,j=1:N;, e os vetores ;1;(5) e Q(s) escritos como:

Vi, (5)

1_11: wx i (2.1.7)

Wy (5)

Qs)=|_ .. |, (2.1.8)

Resolvendo a equagdo (2.1.5), entdo Vi(s) é dado por:

U6)=A O} A6+ 0. @19)

Aplicando-se a transformada inversa de Laplace em (2.1.9), obtém-se a seguinte expressdo

para o fluxo angular:

w()=L A (s)hw(0)+ L A (s)* Q). (2.1.10)

onde a estrela denota convolug¢do.

A partir da expressdo (2.1.6), observa-se que a matriz Ax(s) € simbolica. A seguir, sdo
apresentados diferentes métodos usados para a inversao da mesma.
2.2. Inversao para problemas com anisotropia linear

Para a inversao da matriz (2.1.6), Barichello, 1992, propds um algoritmo usando a sua

estrutura e o conceito de matriz inversa. A matriz A"(s) pode ser escrita como:



A (5)= sY'Py, +8V PP, +8V PP, +...+5SP, +P,

det(A  (s)) 22.1)

As matrizes P; (1i=0:N-1) sdo definidas como:

P, =1, 2.2.2)

onde Iy ¢ a identidade de ordem N e os elementos da matriz P, , , (k=1:N-1) sdo dados por:

I=1 m=1
m=i lei l=i m=i,l

PifiN_k_"zzu[_Lc:._T]+l.Z|H!Sk ‘*‘(1_51&)2 ZUImTk? i=i, (2.2.3)

Para 1=j; 8ix € o delta de Kroenecker; Sy e Ti sdo definidas como:

1 quando k=1
_ k-1
Sy = ZH[U_T] k>’ (2.2.4)
!J'm m=i,l
1 quando k=2

-
Il
|
—
|2

] oy (2.2.5)
p=i.l.m

Os parametros H; e Uy, sao dados por:

H =Eﬂlv—'+%c WL, (2.2.6)

(2:2.7)

3 | 1
U :io\llcsiwl"vmu‘mlt__— .
4 I'l'l p‘m_.

k
A notagao Z 1_[ indica o somatorio de todos os produtos de k termos do tipo G% .0

namero de termos desse somatorio sera dado pela combinagdao dos n elementos k a k, com
n=1LN-1.

Para i # j os elementos das matrizes P, , , (k=1:N-1) sdo escritos como:



N
P_:is-k—ﬂ =V.¥, = IZ;RUIZL . (2.2.8)

l=i,j

onde Yy e Z, sdo definidos como:

1 quando k=1
Y, = ZH[LJ i (2.29)
IJ"'“ m=i, j
I quando k=2

= e
Z, = zn[ﬁ} . (2.2.10)
p=igl

P

Os parametros Vj; e Rijm sdo dados por:

TR it 1 RTE (2.2.11)
1 21-li 2 sl ™7 5y e
Rijm :icqﬂcs]ijm Ell_l+h_b-} (22.]2)

4 Hy He Hi |

O determinante da matriz A(s) € entdo expresso como:

det(A(s))=s +d, s¥'+. .+d,;s+d,, (2.2.13)

onde

k.1 N N NN
de, =Y ]‘[LE—'J —]ZH,SL -5 S ULT; . (2.2.14)

m 1 I=1 m=1

incluindo, nesse caso. os termos L,=1; nas defini¢des de Sy e Ty dadas respectivamente em

(2.2.4) e(2.2.5).



2.2.1. Inversio da matriz para qualquer grau de anisotropia

Para a inversdo da matriz LTSy, com qualquer grau de anisotropia, Oliveira, 1993
baseou-se na idéia da decomposi¢do da matriz, em sub-colunas como havia sido
anteriormente proposto por Barichello.

A partir da obtengdo do determinante e dos cofatores da matriz A(s) a matriz adjunta
pode ser construida e a matriz inversa A’\(s) foi calculada. Este algoritmo baseou-se na idéia
do método proposto na se¢do (2.2).

Dadas as dificuldades encontradas para a implementagdo do algoritmo da segdo (2.1),
verificou-se que a quantidade de calculos necessarias para a inversio da matriz A(s)

inviabilizaria o calculo para valores de N>10.
2.3. O Algoritmo de Trzaska

O algoritmo de Trzaska inverte matrizes simbolicas da forma sA+B. A matriz A(s) pode ser
decomposta como:
A(s)=sA+B. (2.3.2)

O algoritmo de Trzaska, expande a matriz (sA+B)"' em fragdes parciais. Assim, considerando

que o polinomio caracteristico de A(s) possua somente zeros simples, tem-se:

. + .
det(s) s-s, s-s, s-s,, s-s,

At)=2db)_ B B Py | R (23.4)

As matrizes parciais Py, Py, ..., Px na expressao (2.3.4) sao independentes de s e expressas por:

det'(s, )
onde
g d
det (sk):d—det(s* , k=1:N (2.3.6)
S



Assim conhecendo adj(s) e det(s) pode-se facilmente obter as matrizes parciais Py, P;, ..., Px .

Para determinar a matriz adj(s) aplica-se o teorema de Cayley-Hamilton, ou seja:

A"(s)+a,A""'(s)+..+a, A(s)+a,l=0. (2.3.7)

onde I denota a matriz identidade e os coeficientes ax (k=1, 2, ..., N) sdo os coeficientes do

polindmio caracteristico de A(s). A equagao (2.3.7) pode ser reescrita como:

[=__1[A“(s)+a,A""(s)+...+an__lA(s)]. (2.3.8)

a,(s)

Pré multiplicando ambos os lados da equagdo (2.3.8) por A’'(s) obtém-se:

A'(s)= - [A"'(s )+a,A(s)" " +...+a, I]. (2.3.9)

Esta expressdo estabelece que a inversa da matriz A(s) pode ser expressa em termos de
suas sucessivas poténcias inteiras de ordem n-k (k=1, 2, .., n) pré-multiplicadas pelos
coeficientes correspondentes ax.m(s) com ag(s)=1.

Assim, substituindo-se (2.3.9) na equagao (2.3.3) obtém-se a seguinte expressao para a

inversa da matriz A(s):

AE)=tF e A 1()=3 e

a m=0 LIS_SL

(2.3.10)

Agora, vé-se a partir da expressao (2.3.10) que, para calcular a inversa da matriz A(s)
todos os coeficientes ay.,, € poténcias sucessivas da matriz A(s) devem ser determinadas.

O algoritmo em questdo nao foi implementado, justamente pelo fato de ele basear-se
no calculo de poténcias sucessivas da matriz A(s). Este tipo de implementagdo, faz com que
ocorram erros de overflow, para valores de N maiores que 16, ou seja, os numeros gerados

pelo algoritmo sdo maiores que o maior numero que pode ser representado pelo computador.

2.4. Algoritmo recursivo para inversio da matriz isotropica

Para descrever o método recursivo, considera-se o seguinte problema Sy isotropico:

N

Z w, v, (1), n=1:N (2.4.1)

)+w,(x)=

m|o



A matriz LTSy associada a este problema pode entdo ser escrita na forma:

" 1 o ow, cw, _Cwy
My 24, 2, 2u,
_ow, g 1 ow, _owy
A(s)= 20, W 2w, 2, (2.4.2)
_ow, _ow, s+-—]~—cw“
L 2py 2u, Hy  2Hy |

Realizando operagdes elementares sobre a matriz A(s), denominadas subtra¢do de

linhas, transforma-se na matriz LTSy modificada, cujos elementos sao definidos como:

(l+su,}5j‘l»§wj,se i=1
a _J(+sp)se izl e i=j
—(1+5pj),se izl e i=j+1

(2.4.3)

]

0, em outro caso.

onde §;; denota o delta de Kronecker’s.

Para calcular a inversa da matriz A(s) recursivamente, inicia-se definido as seguintes

matrizes:
" ’ -
-—W
2 n
0 4
B, (s)= B. (s) i (2.4.4)
0
0o .. 0 (1 +sp, ) (+su,)|

Para n=2:N e B,(s)= (1 +su,)- %w,, E importante salientar que B,(s) possui uma estrutura

favoravel para se utilizar o método do particionamento, Golub, 1989. Assim, obtém-se a

seguinte formula para a inversa da matriz By(s):

1
N R - | =2:N. 245
B, delu(B“(s))P (s). n N (2.4.5)

onde P"(s) ¢ a matriz adjunta da matriz B, (s), cujos elementos sdo definidos como:

10



Pr;(s)=(+su, )P 6),

n-Lj

se j=1:N-1, e:
n C n-1l
Pi‘n(s):;wupi.l (S),,

se i=1:N-1. e:

Bl (S)= det,_, (S)» ’

P (s)=

e c "
Py E)det, ) w,

detn—1(5)

se det, ,(s)#0i,j=1:N-1e:

Pil.:j(s): %(I"'S“n-z\w;_i(l +Su“)

()1 +su,,)

+ W:(l + s”‘ud) n-2

/

2 w, , det_ 2(s)

se detn_,(s):(}, i,j = 1:N-2

P;?_[AJ'(S) = (I + Sk, )Prrtl-_ll.;(s)

se det ,(s):O,j = 1:N-2

Lo-1
-
- Waa

P (5)= (1 + S, )detn z(s)v

det, (s)=0,n=3:N.

Aqui, para n=2 tem-se:

p" (S):_;I(I+5un)+w;(]+sun1)r_){:2S

(2.4.6)

(2.4.7)

(2.4.8)

(2.4.9)

Piuj_l (S)
—— ., (24.10
detn—z (5) ( )

(2.4.11)

(2.4.13)

(2.4.14)



Pi(s)=1+sp,, (2.4.15)

C
Pi(s)= =0, (2.4.16)
P2(s)=1+su,, (2.4.17)
P2 =1+sy, —%m,, (2.4.18)

Explorando a estrutura da matriz By(s), a seguinte formula de recorréncia para o

determinante € facilmente obtido e dado por:

n-1

det (s)=(1+sp, )det_ s)——wul_[1+suk)n 3:N (2.4.19)
k=1

onde:

det, (s)= (1-+ sp, Xt + 51, )= = [, (1 sp, )+ w, (1 s, )] (2.4.20)

Agora, substituindo-se (2.4.19), para sucessivos valores de n (2:N), obtém-se a seguinte

formula recursiva:

det, ( l_[(l+5|.1k)——2(.) ["[ (1+sp, )n=2:N (2.4.21)

-ml -1
k=m

Finalmente, citando que A(s)=Bx(s), a solugdo LTSy ¢ entdo dada como, Barichello, 1991:

N
\u(r):{z exp(sur)An}\r. (2.4.22)
= n=0
onde os vetores coluna y(t) e I" sdo definidos respectivamente como [w,(t) .. w (Z)]" e

[, 00) 1w, (0)- 1w, 0) ... mow(©0)-uy Wi ), os coeficientes s, sio os

autovalores da matriz A(s) e,

12



A =—
" detl(s,)

P (s, ). (2.4.23)
Aqui, det’,(s) denota a derivada de detn(s).

Concluindo, é importante observar que os P™(s) componentes da matriz adjunta descrita pelas
equagdes (2.4.6) - (2.4.18), sao bem definidas porque as raizes do polindomio caracteristico da

matriz A(s) sdo todas distintas.

2.5. Formulac¢io para inversio da matriz A(s), por particionamento

Na se¢do 2.4, foi apresentado um algoritmo para a inversdo da matriz LTSy, para
problemas isotropicos. A idéia utilizada para esta inversdo, ndo pode ser aplicada para
problemas anisotropicos. Para esta classe de problemas, Segatto e Vilhena, 1997, propuseram
uma solugdo, onde a matriz LTSy original € reduzida a uma matriz triangular superior,
utilizando a fatoragdo de Schur, Golub, 1989. A idéia desta fatora¢do € encontrar duas

matrizes tais que:

A=UTU" (2.5.1)

Onde:
U — Matriz (NxN) unitaria (UUT =1)
T — Matriz triangular superior

A partir da expressao (2.5.1), utiliza-se o método do particionamento na matriz (sI+T),

e encontra-se a inversa associada.

2.5.1. Triangulariza¢iio da matriz por Schur

Inicialmente, escreve-se a matriz A(s) na forma:

A(s)= (sl + A), (2.5.1.1)
A inversa de (2.5.1.1), € dada pela expressao:

A7'(s)=U(sI+T)'UT, (2.5.1.2)

A partir da expressdo (sI+T), define-se uma matriz Z, que possui a seguinte forma:
13



0 s+t,, t,,
Z= = (2.5.1.3)
0
0 0 St

A matriz Z sera entdo invertida pelo método do particionamento.

2.5.2. Inversio da matriz por particionamento

A matriz definida na expressdo (2.5.1.3), pode ser reescrita na forma (2.5.2.1), onde

cada um dos elementos da matriz, € uma submatriz:

7= Cn(r,r) Cu(rws 2591
1o C,(s.s)| )

As ordens das submatrizes sdo indicadas entre paréntesis. N=r+s, onde N € a ordem da matriz

A . Define-se entdo a inversa de A, na forma de uma matriz bloco:

7 = H“(r,r) H,z(r,s) ’ (2.5.2.2)
0 H,(s.s)

Entao:

7'7-1 (2.5.2.3)

Pela multiplicagdo das matrizes, tem-se um sistema de trés equagdes matriciais:

(H,Cy, =1,
H,,C,, +H,C,, =0, (2524)
H,C, =1,

Onde 1, e I, sdo matrizes unitarias de ordens apropriadas. Resolvendo-se este sistema, sdo

determinados os blocos da matriz Z™.

R Cn ] —sz lClzCn I
1

Ze (2.5.2.5)
0 Cy

14



~ s+1, L
No problema em questao, Z, = ; (2.5.2.6)
i 0 s+t,,

zi=L [s*ta —ta 252.7

2 det(ZE) 0 s+t 3 Wead)
onde
det(z,)=(s+1,, s +1,,), (2.5.2.8)
A partir da expressdo (2.5.2.4), e das definigdes (2.5.2.6) e (2.5.2.7), tem-se que:

t13
g, = Z, el s (2.5.2.9)
0 s+ty

Generalizando-se a expressao para uma dimensao N, que € a dimensdo da matriz que se quer

inverter, tem-se:

I- -1 t'l.k 1
Z:! _Zl—l
k-1
g SFlal L. (2.5.2.10)
0 |
L S+ 1y

Da defini¢ao de matriz inversa, tem-se que:

Adj(Z,)=2,"det(Z, ), (2.5.2.11)
onde:

N
det(Z, )= (s +1,,). (2.5.2.12)

k=1

Multiplicando-se a expressao (2.5.2.10) pela expressao do determinante, definida em

(2.5.2.12), tem-se uma formula de recorréncia para o calculo da matriz adjunta de Zy:

15



Adj(zk)z Adj(zn—l XS = tkk) - Adj(zk—:

i
1 (2.5.2.13)
0 det(z, )
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Capitulo 3 - Problema sem simetria azimutal

Neste capitulo ¢ apresentado o método da decomposig¢ao de Chandrasekhar e o LTSy

para resolver problemas de transferéncia radiativa em névoas e nuvens.

3.1. A equacio de transporte sem simetria azimutal
As equagdes que modelam os problemas sem simetria azimutal sd3o escritas como,
Chadrasekhar, 1960:

(1, 0) _ @ o PNt
p= 2 lne)= [ [ pleos@)1(n, ', 0'Ko'dn, G.11)

sujeito a seguinte condi¢ido de contorno:

100,11, 0) = F(11, 0), se u>0, (3.1.2a)

I(t,.1.0)= G, 0),5e < 0. (3.1.2b)

Aqui 1(t,11,0) € a intensidade de radiagdo, em termos de espessura Otica T € [0; ro]; il
¢ a direcdo do coseno medido a partir do eixo T de propagagdo da radiagdo; ¢ € [0,2rr] €o
angulo azimutal medido com respeito ao angulo de referéncia ¢, e © € [01] é o albedo de
espalhamento. Além disto, ® é o angulo de espalhamento e a fungdo de fase p(cos ©),

presente na equagao (3.1.1) € expressa como:

p(cos @)= iﬁrp.(cose)z i(z ~8m )1,'7_ BrP (WP (w)cos[m(o - 07)],  (3.1.3)

B?’=BIH, B, =1, (3.1.3a)

e P™(u) sdo as fungdes associadas de Legendre, dados por:

17



PP ()= (1 - )" ddum m (3.1.3b)

Este problema foi resolvido inicialmente por Chandrashekar, considerando a expansio

em série de Fourier truncada:

I(t1,0)=> 1" (t,p)cos m(p — 0, )+ I™ (r,whin m(o - 0,), (3.1.4)

m=0

Substituindo na equacao (3.1.1), a fungao de fase descrita por sua expansao em polindmios de
Legendre (3.1.3), expandindo a intensidade de radia¢do conforme a equagao (3.1.4) e fazendo

uso de propriedades trigonométricas e de ortogonalidade das fung¢des seno e cosseno, tem-se:

[u%w&,mIr(z,u)}cosm(cp-(p,){u,,—"nr(r,unIr(r,u)}m mlo—0,)=
oy U (3.1.5)

Z%Z Brp () PP (I (n.w)cos m(o - 0,)+ 17 (x.win m(o - o, Hue,.,
onde

l1 se m<L

= ) (3[53
LO se m>L )

St

O resultado expresso na equagao (3.1.5) mostra que os coeficientes If‘(t, 1) e lf’(r,u) da

série de Fourier truncada sao solu¢des da equagao:

A S L . N
= ;(.;u)+'m(w):%ZBI“P,“‘(M)LPF'(M ) Gl (AT S TR (3.1.6)

I=m

onde a notagdo 1™(t,pt) foi utilizada para representar tanto lf’(’c, i) quanto 1™(t,p). Além
disto, aplicando as condigdes de contorno (3.1.2a) e (3.1.2b) na solugdo proposta (3.1.4), e

multiplicando primeiramente por cos m(p — 0, ), depois por sen m(p—o,) e integrando as

18



equagdes obtidas no intervalo [0,2x], resultam as condi¢des de contorno associadas ao

problema.
o 2—0g, p2n sen
"(0,u)=F, === ["Flo} _ imlo-0 Ko, u>0, (3.1.72)
4 cos
. 2-04p, p2n sen
[ (to,u)sz= & L G(].l,(p m(cp—(pr):l(p, n<0. (3.1.7b)
T cos

3.2. Solu¢io LTSy para problemas de transferéncia radiativa em nuvens
Na se¢do (3.1), foi apresenta a solugdo proposta por Devaux e Siewert, para um
problema sem simetria azimutal. A partir da solugdo apresentada, parte-se para a resolugédo do

problema, pelo método LTSy. Para tanto, parte-se inicialmente do seguinte problema:

A D & L . 2n ; C Nsra s
“% I(Ta K, (P)+ I(T’ ““' (p): 42 Z (2 T aﬂ.m )Z Blplm(u")f_l le (I‘J',)_[] Cosm(('p -0 )[(1:71't '!(-p }j('p du
7 1=0

Jtm 0
(3.2.1)
com as condigdes de contorno dadas por:
10,1, 0) = 78(1 — 1y (0 - 0,). >0, (3.2.1a)
I(t,,1,0)=0, n<0. (3.2.1b)

Escolhendo o angulo de referéncia azimutal como sendo o angulo de incidéncia da radiagao

solar, isto € @, = ¢, através das equagdes (3.1.6) e (3.1.8), a intensidade de radiagdo pode

ser reescrita como:

i [l ()10 ple T“}Cosm(tp- o)+ 78(1 — 16 )6(@—Po e * 1 >0
() =4 ° (3.2.2)
> 17(x, 1) cosm(p - o) w<0

m=0
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onde as intensidades de radiagdo com simetria azimutal, l’“(‘c, u) que aparecem na equagao

(3.2.2), param=0, 1, ..., L, sdo solugdes das equagdes:

L—I"“(t w)+1"(x, u) B PP ()] P ™ (e ) (3.2.3)

com condig¢des de contorno dadas por:
10,1)= 2~ )S(p.—u ) u>o0, (3.2.3a)

I(t,,n)=0 <0, (3.2.3b)

Como no problema (3.2.3) estdo envolvidas fungdes generalizadas entdo decompde-se este

problema como:

1™ (t,u)= 17 (,0) + %(2 SET - T Y (3.2.4)

Substituindo-se (3.2.4) no problema (3.2.3) verifica-se que a componente ndo singular da

solucdo I satisfaz a seguinte equagdo:

—l“‘(ru)+l (Lu)== ZBP W[ P (e du + Q" (e, ). (3.2.5)

sujeito as condigdes de fronteira homogénea. O termo fonte € descrito:

(2- nm) ZB“‘P WP (1, )e ™ . (3.2.5a)

‘-'lm

Q™ (t,n)=

mi-—-

A aproximagdo S do problema (3.2.1) € expressa:

1 () + 10 (1) = ZB P (1, )[ZP () (w, + Cia °“‘)P (o) |.(3.2.6)

dt -]m
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com as condigdes de contorno,

1 (0)=0, 1w>0, (3.2.6a)

1%(z,)=0, n<0. (3.2.6b)

onde as diregdes L, sdo as raizes do polindomio de Legendre de N-ésimo grau, wy sd3o 0s pesos
da quadratura de Gauss e I™(t) é a notagdo usada para representar a fungdo intensidade de

radiagdo na diregdo discreta p,. ou matricialmente:

-1/
%I‘“(r)+ A" I"(r)=Q"e ™ (3.2.7)

com os vetores 1" (1) e Q™ (t) expressos como:

"(@)=[z@) mE . mE), (3.2.7a)

Q" :{Q" Q. Q—\] , (3.2.7b)
. My My Hy

Onde o Q, ¢ definido como:

(2"60.m)%ZB1mp1m(uu)P1m(“o)e (3.2.7¢)

Aplicando-se a transformada de Laplace em (3.2.7), obtém-se a seguinte expressao:
1"(5)=(A"(5)) 1[}“‘(0)+ Q" (s)} (3.2.8)

Onde o 1™(0), ¢ definido como:

ESCOLA &% ENGLIHARIA
BIBLIOTECA



"0)=[iz0) 120) .. 12O (3.2.8a)

A inversdo da matriz A(s) pode ser feita utilizando-se o algoritmo apresentado na se¢ao (2.5).
Como cada elemento da matriz inversa € uma fung¢do racional, cujo denominador ¢ dado pelo
determinante da matriz A(s) que possui N raizes sx, k=1, 2, ..., N simétricas em relagdo a
origem e ndo repetidas, a inversdo da transformada de Laplace também € feita de forma

analitica através da técnica de expansdo de Heaviside, Streck, 1993. Desta forma, o vetor de

intensidade de radiagao 1™ (t) é obtido em fungao do vetor I"(0) como:

1" (1)=B"()1"(0)+ B“’(z)*g“‘(-c), (3.2.9)

com

B‘“(t):L'[(Km(s))_l}:iPke““ (3.2.10)

O™ (r)=0" e/ (3.2.10a)
Onde a estrela (*), denota convolugdo.

A medida que o N cresce. ou a espessura torna-se maior, podem ocorrer problemas de
overflow na solugdo (3.2.10), entdo faz-se a seguinte mudanga de variaveis, ordenando em

ordem crescente as raizes:

B™ {(’ (s) }: | Pre™™ + ip“e**‘”' (3.2.10a)

n=1 2

Neste caso, tem-se:

I(x)=B" ()" + B ()B" (O)] ' *Qme ** (3.2.11)



E importante observar que nenhuma aproximagdo foi feita ao longo da derivagdo da
solu¢do da aproximacdo Sn. E assim, pode-se afirmar que o metodo LTSy estabelece uma
solugdo analitica para o problema de ordenadas discretas unidimensional, sem simetria

azimutal.

Por simplicidade, ao invés de se calcular a convolug@o na expressao (3.2.11), utiliza-se

o método dos coeficientes a determinar. Assim, parte-se inicialmente da equagio:

iI(-c)— Al(r)= Qe ™, (3.2.12)
dt - : -

A solug¢do da equagdo homogénea, pode ser escrita como:

N/’

I, =B(0)l" = Z[Pke‘“{‘ ) 4 p, e}l ; (3.2.13)

k=1

A solugdo particular da equagdo (3.2.13), pode ser escrita como:

I (t)=Ce ™, (3.2.14)

~p
onde C € um vetor constante a ser determinado.

Substituindo a expressdo (3.2.14), na equagado (3.2.12), tem-se:

“lee ™ _Ace bo—Qe "o (3.2.15)

Ho -

O termo fonte ( C ) é entdo determinado:

C:[—LI—AJ Q, (3.2.16)
Ho

Assim, a solugdo particular fica determinada por:
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L1

1(:):[——1—A] Qe ™, (3.2.17)

A partir das expressdes (3.2.14) e (3.2.17), tem-se a solugdo para o problema:

0

1
- l t’l
I(x)=B(x)l +[——I~A] Qe /e, (3.2.18)
A expressdo (3.2.18) pode ser reescrita como:

1(z)=B(x)+Qe ™. (3.2.19)

3.3. Solugiio LTSy com dependéncia continua na varidvel angular

Em muitas situagoes encontradas na literatura, existe a necessidade de se calcular o

fluxo angular em pontos especificos de | e T. Para que isto ocorra, existe a necessidade de se

implementar um algoritmo interpolador, ou entdo, utilizar a técnica conhecida integragdo da

fung¢do fonte, Kourganoff, 1952.

Para a obtencdo da dependéncia continua na variavel angular. considera-se

inicialmente o problema de transporte (3.2.1), e estima-se seu termo integral através da

solug¢do obtida pelo método LTSy na se¢do (3.2) pela expressdo (3.2.13). Assim, temos a

equagao:

dilf'(fsu)J’I][[:n(T»u): £ (z.), (3.3.1)

T

Com as condi¢des de contorno homogéneas e onde a fungdo ™ (t,t) é definida por:

£ (t,1)= 23 b3 m{[z} P (e, I (t)w.] FPP (e } : (3.3.2)

l=m



Na equagdo (3.3.2) I"(t) denota a solugio do problema de ordenadas discretas

associado ao problema (3.2.9) descrito pela expressao (3.2.13). A solugdo da equagdo

diferencial ordinaria (3.3.1) ¢ dada por:

12 (cp)=e T{‘?(O,u)ﬂ‘J:f“’(n,u)e-"“dn A (333)

Pela condigio de contorno em t=0 tem-se que a fungdo 1”(0,1t) é nula se pu>0.
Para que seja determinada a fungdo If’(0,|.1) para <0, faz-se t=1, em (3.3.3) e usa-se o

fato de I (t,,1t)=0 para <0, assim:

0=1"(z,,pu)=¢ "*‘[l:"(o, i)+ L‘ £%(n, u)e-n"‘dn} X (3.3.4)

desta forma,

12 0.0) == £" (e . (335)

Substituindo-se a equagdo (3.3.2) na equagdo (3.3.3) e usando propriedades de integrais,

temos que a solugdo da equagdo (3.3.1) € dada por:

[ -t o N
e *| f"(nuke “dn se >0
12(x.i1)=4 'L (e
l

- ., (3.3.6)
~e “_L"t"“(n,u)e “dn se  u<0

A partir das expressdes (3.3.2) e (3.3.6), pode-se entdo calcular o 17(t,p):

a)u>0e n#y,

ZP

= "l+skp

2 | T
( w(T=Tlg /B _ a~%% ]4- Z P [e Hght “1) (3.3.7a)
k= \'

”l+s,:u
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B, =c,—2— [1 ke ] (3.3.7b)

—H, U
4 =P;“(po)-&[1—e he *'*v) (3.3.7¢)
—Hy TU

(1. ) =e " “—ZB“‘P"‘(p{ZP (1, w, {lea” +B, ]+N;‘} (3.3.7d)

b) u>0e p=yp,

L / N To/ 1/
() $ e oo

", - l+st|.1

f
k=1

I+sk|,1
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Capitulo 4 - Resultados numéricos

Neste capitulo sdo apresentados os resultados numeéricos obtidos pela formulagao
LTSy para problemas isotropicos e anisotropicos com elevada ordem de quadratura, os
componentes de Fourier de um problema de anisotropia de grau 9 e problemas de
transferéncia radiativa em névoa e nuvens, € comparagées numéricas com os resultados

encontrados na literatura.
4.1. Problema isotropico

Para se verificar a formulacdo LTSy com o algoritmo proposto na se¢do (2.4) da

inversdo da matriz, considerou-se o seguinte problema de ordenadas discretas:

Uma placa homogénea com espessura 1,=40. A se¢ao de choque total o, = 0,999 .

Calculou-se o fluxo escalar:

1 I
o(0)==[ vz, i == vy (e, 411
o k=1

nos pontos t=0, 20 e 40. Os resultados obtidos para o método LTS, para N=100 até 400 de

20 em 20 pontos, sdo mostrados na tabela (4.1) As condigdes de contorno séo dadas por:
w(0)=1, n>0 4.12

11!(40) =), nu<0 413
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=0 =12 =T
100 9.68660630E-01 2.91604417E-01 6.62544931E-03
120 9.68660631E-01 2.91604335E-01 6.62544462E-03
140 9.686606321-01 2.91604286E-01 6.62544179E-03
160 9.68660632E-01 2.91604254E-01 6.62543996E-03
180 9.68660632E-01 2.91604232E-01 6.62543870E-03
200 9.68660633E-01 2.91604216E-01 6.62543781E-03
220 9.68660633E-01 2.91604205E-01 6.62543714E-03
240 9.68660633E-01 2.91604196E-01 6.62543663E-03
260 9.68660633E-01 2.91604189E-01 6.62543625E-03
280 9.68660633E-01 2.91604183F-01 6.62543594E-03
300 9.68660633E-01 291604179E-01 6.62543568E-03
320 9.68660633E-01 2.91604176E-01 6.62543548E-03
340 9.68660633E-01 2.91604173E-01 6.62543531E-03
360 9.686606331:-01 2.91604170E-01 6.62543517LE-03
380 9.68660633E-01 2.91604168E-01 6.62543504L-03
400 9.68660633E-01 2.916041661:-01 6.62543494E-03

Tabela 4.1 — Fluxo escalar — espalhamento isotropico.

Analisando a tabela (4.1) verifica-se que LTS400 possui pelo menos 8 algarismos
significativos. N@o existe uma necessidade intrinseca de se atingir tal precisdo. Assim, para
problemas que exijam uma precisdo menor, 0 LTS, ja apresenta bons resultados, com 5
algarismos significativos. Um problema deste porte (N=100), necessita de um computador do

porte de um Pentium 100, com 32 Mb de RAM.
4.2. Anisotropico

Nesta se¢do sdo apresentadas simula¢oes numeéricas de um problema anisotropico,
com o calculo da matriz inversa da se¢ao (2.7). Para ambos os problemas apresentados, foi
utilizada a lei de espalhamento baseada na teoria de Mie para particulas esféricas. extraida do

artigo de Garcia e Siewert, 1985.

No primeiro caso. a anisotropia ¢ de grau 82. a espessura otica da placa ¢ de | e

o =095:

(4.2.1)

1];(0) =L

il >0

w(1)=0, n<0 (4.2.2)

A tabela (4.2) apresenta os valores do fluxo escalar em 3 pontos distintos da placa, que

sdao0: 0; 0.5 e 1. O niimero de pontos da quadratura varia de 100 a 400, a cada 20.
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=l =t/2 T=To
100 5.98325066E-01 4.25842229E-01 3.00075985E-01
120 5.98328825E-01 4.25841098E-01 3.00072259E-01
140 5.98331077E-01 4.25840420E-01 3.00070027E-01
160 5.98332531E-01 4.258399831:-01 3.00068585E-01
180 5.98333524E-01 4.25839684E-01 3.00067600E-01
200 5.98334232E-01 4.25839471E-01 3.00066898E-01
220 5.98334755E-0 4.25839314E-01 3.00066379E-01
240 5.98335152E-01 4.25839194E-01 3.00065986E-01
260 5.98335460E-01 4.25839102E-01 3.00065680E-01
280 5.98335705F-01 4.25839028E-01 3.00065437F-01
300 5.98335902E-01 4.25838969E-01 3.00065242E-01
320 5.98336063E-01 4.25838920E-01 3.00065082E-01
340 5.98336196E-01 4.25838880E-01 3.00064950E-01
360 5.98336308E-01 4.25838R4TE-01 3.00064839L1:-01
380 5.98336402E-01 4.25838R18E-01 3.00064746E-01
400 5.98336483E-01 4.258387941:-01 3.00064666E-01

Tabela 4.2 — Fluxo escalar - espalhamento anisotropico — L=83

Analisando-se a tabela (4.2), € possivel verificar que o LTS400 possui pelo menos 6

algarismos significativos corretos.

No segundo problema, a anisotropia considerada € de grau 299. A espessura otica da
placa € de 40, e ® = 0,95. O fluxo escalar foi calculado nas posigdes 0; 20 e 40. Foi utilizada
a lei de espalhamento baseada na teoria de Mie para particulas esféricas, Garcia e Siewert,

1985. As condig¢des de contorno sdo dadas por:

w(0)=1. >0 (4.2.3)

w(40) = 0, w<0 (4.2.4)

A tabela 4.3, apresenta os resultados para o problema com anisotropia de grau 299.

o=l

=T/2

=T |

300

0.58148833E 1 00

0.42395203F : 00

0.31125883E-00

310

(.58 148879F 100

0.42395201E 100

0.31125859E- 00

320

0.58148921E+00

0.42395198E + 00

0311258411 -00

330

0.5814895912 400

0.42395196L+00

0.31125818E-00

340

0. 58148993 +00

0.42395194E 400

0.31125801E-00

350

0.58149025E 100

0.42395192E+00

0.311257841 00

36l

0.581490541+ 00

0.42395191E 400

0.31125769E +00

370

0.58149080L +00

0.42395189E+00

0.31125764E-00

380

0.58149104E+00

0.42395188E 00

0.31125743E+00

390

0.58149126E+ 00

0.42395187E+ 00

(0.31125732E+00

400

0.58149147E+00

0.42395185E+ 00

0.31125721E+00 |

Tabela 4.3 — Fluxo escalar - espalhamento anisotropico — L=299
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Assim como nos dois problemas anteriores, isotropico e com anisotropia de grau 82, o
LTS400. para o problema de anisotropia de grau 299. possui pelo menos 6 digitos

significativos.
4.3. Sem simetria azimutal L=9

Nesta se¢do serdo apresentadas simulagdes numeéricas para o problema apresentado na
se¢do [3.3]. Para tal, considera-se o problema de transferéncia radiativa proposto por Garcia e

Siewert 1985, com 1, =1, ©=09, e @, =0, =0.5 e por fim, considerar a lei de

espalhamento baseada na teoria de Mie para particulas esféricas dada pela tabela (4.4), Garcia

e Siewert, 1985.

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

i 1.00000 2.00916 1.56339 0.67407 0.22215 0.04725 0.00067 0.00068 0.00005

Tabela 4.4 - Lei de espalhamento de Mie

Os resultados foram comparados com os apresentados por Garcia e Siewert, 1985,
Como interpolador, foi utilizada a formulagdao continua, apresentada na se¢do (3.5). Para os
componentes m=0 e m=1, a quadratura utilizada foi N=450 e para as demais componentes. a

quadratura utilizada foi N=400.

! ={) t=1s/20 =t/ 10 =t/ ! =12 =3t/ =14

-1.0 4T6RO4E-02 | 4.41910E-02 | 4.06465E-02 | 3.3709TE-02 | 1.58571E-02 | 5.452881-03

-0.9 6.45040E-02 | 0.03741E-02 | 5.60136E-02 | 4.72897E-02 | 238119E-02 | 9.01071E-03

0.8 RASRTIE02 | 7.967601-02 | 7.44423E-02 | 6,37537E-02 | 3.38285E-02 | 1.369171-02

0.7 LOB3OLE-01 | 1L.O27181-01 | 9.656751-02 | 8.374851-02 | 4.649151-02 | 1.988431:-02

-6 1.36504E-01 | 1.30203E-01 | 1.231276-01 | LORO62E-01 | 6.26045E-02 | 2.81719E-02

0.5 LO96TOLE-01 | 1.628511-01 | 1.34919E-01 | 1.37618E-01 | 832917E-42 | 3.94788E-02
0.4 | 2.08228E-01 | 2.01200E-01 | 1.92625E-01 | 1.73358E-01 | 1.10124E-01 | 5.536261:-02

A3 | 2.51675E-01 | 2.45065E-01 | 2.36309E-01 | ZA580615-01 | 14514E-01 | 7.86292E-02

.2 297520E-01 | 2.92400E-01 | 2.84240E-01 I 2.63799E-01 | 1.90035E-01 | 1.14557F-01

<01 JA0120E-01 | 3.384755-01 | 331983E-01 | 3.128R87E-01 | 2.41217E-01 | 1.70696F-01

0.1 1.5561615-01 | 2.51424E-01 | 338863E-01 | 3.30702E-01 | 2.69855L-01 | 2.03071E-01
0.2 9.24349E-02 | 1.65078E-01 | 2.61885E-01 | 3.35517E-01 | 3.01553E-01 | 2.44240E-01
0.3 6.70711E-02 | 1.24143E-01 | 2,103821E-01 | 3.14804E-01 | 3.09712E-01 | 2.70301E-01
04 S30159E-02 | 9.98929F-02 | 1.75304E-01 | 2.88182E-01 | 3.02938E-01 | 2.81065E-01
0.5 4.37174E-02 | 8.32375E-02 [ 1.49251E-01 | 2.61304E-01 | 2.88463E-01 | 2.80822E-01
0.6 | 3.67858E-02 | 7.05188E-02 | 1.28323L-01 | 2.35258E-01 | 2.69792E-01 | 2.73028L-01
0.7 ] 3.11407E-02 | 5.99904E-02 | 1.10386E-01 | 2.09938E-01 | 2.48475E-01 | 2.59822E-01
0.8 2.62222E-02 | 5.07163E-02 | 9.41998E-02 | 1.84982E-01 | 2.25179E-01 | 2.42453E-01
0.9 2.17131E-02 | 4.21536E-02 | 7.90037E-02 | 1.60034E-01 | 2.00186E-01 | 2.21667E-01
1.0 1.74230E-02 | 3.39715E-02 | 6.43191E-02 | 1.34818BE-01 | 1.73627LE-01 | 1.97932E-01

Tabela 4.5 — Fluxos angulares — N=450, L=9, m=0
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=0 =1,/20 =t/10 =t/5 =12 =3t,/4 =T
-1.0 | 0.00000E+00 | 0.00000E+00 | 0.0000015+00 | 0.00000E+00 | 0.00000E~00 | 0.00000E+00
-0.9 3.60179E-02 | 3.367461:-02 | 3.12063E-02 | 2.627861:-02 | 1.32902E-02 | 5,19797E-03
0.8 | 6.16592E-02 | 5.78588E-02 | 5.381591-02 | 4.56763E-02 | 2.38337E-02 | 9.72906E-03
0.7 9.103541E-02 | 8.572061:-02 | 8.001111-02 | 6.84222E-02 | 3.67819E-02 | 1.56201LE-02
-0.6 1.26253E-01 | 1.19295E-01 | 1.11741E-01 | 9.628211:-02 | 5.33397E-02 | 2.35584E-02
0.5 1L.68910E-01 | 1.60192E-01 | 1.50609E-01 | 1.30818E-01 | 7.48559E-02 | 3.44876E-02
-0.4 2.20424E-01 | 2,09925E-01 | 1.981881-01 | 1.73691E-01 | 1.03142E-01 | 4.99458E-02
-0.3 2.81713E-01 | 2.69635E-01 | 2.55777E-01 | 2.26467E-01 | 1.40633E-01 | 7.26819E-02
-0.2 3.52223E-01 | 3.39191E-01 | 3.23502E-01 | 2.89665E-01 | 1.89868E-01 | 1.07900E-01
-1 4.28560E-01 | 4.16266E-01 | 3.99405E-01 | 3.61373E-01 | 2.49443E-01 | 1.63513E-01
0.1 2. 12098E-01 | 3.363561E-01 | 4.366731-01 | 3.78484E-01 | 2.79507E-01 | 1.92367E-01
n.2 1.27650E-01 | 2.24093E-01 | 3.44033E-01 | 3.98038E-01 | 3.26312E-01 | 2.41186E-01
03 9.31408E-02 | 1.69546E-01 | 2.78454E-01 | 3.79152E-01 | 3.42883E-01 | 2.74466E-01
0.4 7.34340E-02 | 1.36108E-01 | 2.31599E-01 | 3.47467E-01 | 3.37078E-01 | 2.87903E-01
0.5 5.97932E-02 | 1L.11998E-01 | 1.94714E-01 | 3.11215E-01 | 3.17429LE-01 | 2.84862E-01
0.6 4.89795E-02 | 9.23635E-02 | 1.62886E-01 | 2.72157E-01 | 2.88095E-01 | 2.68557E-01
0.7 3.94403E-02 | 747177E-02 | 1.33107E-01 | 2.29841E-01 | 2.50372E-01 | 2.40503E-01
0.8 J.01810E-02 | 5.73655E-02 | 1.02969E-01 | 1.82413E-01 | 2.03320E-01 | 2.00129E-01
09 2.00567E-02 | 3.82172E-02 | 6.90056FE-02 | 1.24817E-01 | 1.41801E-01 | 1.42460F-01
1.0 0,00000E <00 | 0.00000E 00 | 0.00000E+00 | 0.00000E+00 | 0,.00000E 00 | 0.00000F + 00

Tabela 4.6 — Fluxos angulares — N=450, L=9, m=1

=i =1,/20 =t/ 10 =t/ =12 =3t/4 =T
-1.0 0.00000E +00 | 0.00000F 00 | 0.00000F 100 | 0.0000015+00 | 0.00000E <00 | 0.00000E {00
-0.9 6.13367E-03 | 5.63258E-03 | S.1414615-03 | 4.22728F-03 | 2.08109E-03 | 8.51134E-04
L8 1.40472E-02 | 1.29199E-02 | 1.18125E-02 | 9.74638E-03 | 4.86757E-03 | 2.02907E-03
0.7 242373E-02 | 2.23271E-02 | 2.04470E-02 | 1.69330E-02 | 8.59009E-03 | 3.65703E-03
-0.6 3.72975E-02 | 3.44140E-02 | 3.15724F-02 | 2.62520E-02 | 1.35554E-02 | 5.91264E-03 .
.5 5.39361E-02 | 4.985901E-02 | 4.58321E-02 | 3.82837F-02 | 2.01851E-02 | 9.06802E-03 l
-4 TA49849E-02 | 6.94666E-02 | 6.40030L-02 | 5.37485E-02 | 290736E-02 | 1.35708E-02 l
0.3 | LOI36SE-01 | 9241479E-02 | 8.69734E-02 | 734927E-02 | 4.10537E-02 | 2.021831-02 |
0.2 | 1.33968E-01 | 1.24806E-01 ] 1.156241:-01 | 9.83433E-02 | S 71258E-02 | 3.05232E-02 |
01 | L73537E-01 | 1.62321E-01 ] 1.508031-01 | 1.28934E-01 | 7.75407E-02 i J1.687641-02 | 1
0.1 | D 13840E-02 | 141198E-01 | 1.74338E-01 | 1.30506E-01 | S.62088E-02 | 5.4524515-02 ;
02 SATR28E-02 | 940003E-02 | 1.3R3IRGE-01 | 1.41997E-01 | 1.OS409E-01 | 7 12369E-02 l
03 3 94261E-02 | 7025471-02 L11034E-01 | 1.35966E-01 | 1L12775E-01 | R32077H-02 |
4 1.032521-02 | S.50817E-02 | 9.03R41E-02 | 1.22905E-01 | 1.102401-01 | 8.74205E-02
s 237502 | 436466E-02 | 732856E-02 | 1.06676E-01 | 1.01104E-01 | B46547E-02
.6 i 1.RI6361-02 | 3.39906E-02 | 5.7958015-02 | 8.84651E-02 | 8.72841E-02 | 7.615251:-02
0.7 E_ 1.35347E-02 | 2.51834E-02 | 4.34138E-02 | 6.86136E-02 | 6.97897E-02 | 6.285T9E-02
08 | 896177103 | 1673821502 | 290912E-02 | 4.721601:-02 | 4.918041E-02 | 4.542691:-02
0.9 447929003 | R3IVOI6E-03 | 1L467391-02 | 2.43199E-02 | 2.581911E-02 | 2.43409E-02
1.0 0.000001 00 | Q.00000E 00 | 0.00000F 00 | 0.00000E +00 | 0.00000E +00 | 0.0000015 + 00

Tabela 4.7 — Fluxos angulares — N=400, L=9, m=2
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=0 =14/20 =1,/10 =Ts/5 =T/2 =3t/4 =T
-1.0 (0LOO0OOE+00 | 0.00000E+00 | 0.00000E+00 | 0.00000E+00 | 0.00000E+00 | 0.00000E+00
-0.9 4.71881E-04 | 4.27922E-04 | 3.86504E-04 | 3.12323E-04 | 1.49303E-04 | 6.12972E-05
L8 1.63T00E-03 | 1.48492E-03 | 1.34202E-03 | 1.08650E-03 | 5.24875E-04 | 2.18939E-04
0.7 3.62793E-03 | 3.29256E-03 | 2.97807E-03 | 2.41643E-03 | 1.18117E-03 | 5.01303E-04
-6 6.65123E-03 | 6.04087E-03 | 5.46943E-03 | 4.44992E-03 | 2.20550E-03 | 9.55262E-04
-0.5 1.09558E-02 | 996045E-03 | 9.02968E-03 | 737068E-03 | 3.71563E-03 | 1.65092E-03
-0.4 1.68360E-02 | 1.33260E-02 | 1.39154E-02 | 1.1403912-02 | 5.873201E-03 | 2.70031E-03
-3 2.463611E-02 | 2.24603E-02 | 2.04291E-02 | 1.68191E-02 | 8.90196E-03 | 4.29904E-03
-0.2 3.47535E-02 | 3.17326E-02 | 2.89122E-02 | 2.39119E-02 | 1.30799E-02 | 6.81520E-03
-1 4.77049E-02 | 4.36203E-02 | 3.97892[E-02 | 3.29968L-02 | 1.85468E-02 | 1.08405E-02
0.1 2.659461-02 | 4.04696E-02 | 4.85984E-02 | 3.37870E-02 | 2.12142E-02 | 1.30156E-02
0.2 1.59124E-02 | 2.69467E-02 | 3.87778E-02 | 3.75052E-02 | 2.66263E-02 | 1.736221-02
0.3 1.12859E-02 | 1.986951:-02 | 3.07668E-02 | 3.58014E-02 | 2.85953E-02 | 2.04272E-02
0.4 RA3801E-03 | 1L.51551E-02 | 2.44011E-02 | 3.16829E-02 | 2.74886E-02 | 2.11807E-02
0.5 6.31957E-03 | 1.14883E-02 | 1.89493E-02 | 2.642421:-02 | 2.42961E-02 | 1.9R8181E-02
0.6 4.536716E-03 | 8.36997E-03 | 1.40334E-02 | 2.05701E-02 | 1.97297E-02 | 1.67997E-02
0.7 3.04357E-03 | 5.61001E-03 | 9.51750E-03 | 1.44725E-02 | 1.43314F-02 | 1.26141E-02
0.8 1.71669E-03 | 3.177921E-03 | 5.43949E-03 | 8.50728E-03 | 8.63650E-03 | 7.80304E-03
0.9 6.32857E-04 | 1.17545E-03 | 2.02593E-03 | 3.23965E-03 | 3.35492E-03 | 3.09582E-03
1.0 0.00000E 400 | 0.00000E+00 | 0.00000E+00 | 0.00000E+00 | 0.00000EA+00 | 0.000005 +00

Tabela 4.8 — Fluxos angulares — N=400, L=9, m=3

=0 =120 =l | =S =142 =314 =1
1.0 | 0.00000F 00 | 0.00000+00 | 0.00000E 00 | 0.00000E400 | 0.00000E 00 | 0.00000E <00
0.9 | 6.69258E-05 | 6.02239E-05 | 5.40838E-05 | 4.33436F-05 | 2.05304E-05 | & 51494E-06
0.8 | 3.02494E-04 | 2.72377E-04 | 2.44794E-04 | 1.96548E-04 | 939014E-05 | 3.939731:-05 g
0.7 [ T617I9E-04 | 6864IRE-04 | 6.17472E-04 | 496877104 | 2398511-04 | 1.02061E-04 | .‘
0.6 | 1S0358E-03 | 1.35622E-03 | 1.22134E-03 | 9.8S431E-04 | 481766-04 | 2.08696E-04 |
A5 | 2.59147E-03 | 234012603 | 2.11014E-03 | 1.70803E-03 | 8.48455E-04 | 3.76292E-04 |
0.4 | 409363E-03 | 370143F-03 | 3.34275E-03 l 2.71612E-03 1 1.37699E-03 | 6.308691-04 | ;
03 | 6.083241-03 | SSORISE-03 | 4.98269E-03 | 4.06626E-03 | 2.11599E-03 | 1.01667E-03 '
02 | S.63901E-03 | 7.831891-03 | 7.095265-03 | S.814300-03 | 3.122071-03 | 1.61559E-03 l
01 | 118659102 | 1.07645E-02 | 9. 75898E-03 [ 801357103 I, 141270503 | 2.55497E-03 |
0.1 | 6.42598E-03 | 9.72886E-03 | 1.15783E-02 | 786933103 | 4.86919E-03 | 2.96365F-03 |
0.2 | 372830E-03 | 0.28642E-03 | SORTISE-03 | 8.53292E-03 | 5.980941:-03 [ 386184103 |
0.3 2.53962E-03 | 445370E-03 | 6.852121-03 | 7.85349E-03 | 0.20648E-03 | 439482E-03 |
0.4 E LROZ6TE-03 | 3.22002E-03 | S16374E-03 | 6.61455E-03 | 5.68628E-03 | 1.34786E-03
05 | 126267503 | 2.287721-03 | 3.75288E-03 | 5.16863F-03 | 4.713261-03 3I8IRIOE-03 |
0.6 | 8 3S644E-04 | 1.526641-03 | 2.546541-03 | 3.68968E-03 | 3.51216F-03 | 2.97182E-03
0.7 3.935301-04 | 9.07021E-04 | 1.53136E-03 | 2.30332E-03 | 2.264T3E-03 | 1.98170E-03
08 | 232528004 | 4.292641-04 | 7.314000L-04 | 1.13210E-03 | 1.14161E-03 | 1.02575E-03
0.9 | 6.20029E-05 | 1.14862E-04 | 1.971131-04 | 3.12097E-04 | 3.21141E-04 | 2.94782E-04
1o 000000 +00 | 0.00000E-00 | 0.00000E 00 | 0.00000E + 00 | 0.00000E : 00 | 0.00000E 00

Tabela 4.9 — Fluxos angulares — N=400, L=9, m=4
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=i =120 =t/10 =t/5 =12 =31,/4 =T,

-1.0 0.00000E+00 | 0.00000E+00 | 0.00000E+00 | 0,00000E+00 | 0.00000E-00 | 0.00000E+00

-0.9 6.28063E-06 | 5.64038L-06 | S.05780E-06 | 4.04469E-06 | 1.91071E-06 | 7.93886E-07

08 | 37312405 | 3.35331E-05 | 3.009400-05 | 2.41116E-05 | 1.14857E-05 | 4.824425-06

-0.7 1.O74581-04 | 9.6655715-05 | 8.68253E-05 | 6.97210E-05 | 3.35504E-05 | 1.42849L-05

.6 2.29470E-04 | 2.06608E-04 | 1.85802E-04 | 1.49599E-04 | 7.28951E-05 | 3.15824E-05

A5 4.15167E-04 | 3.74235E-04 | 3.36993E-04 | 2.72200E-04 | 1 34THE-04 | 597452E-05

0.4 6.75372E-04 | 6.09580E-04 | 549751E-04 | 4.45739E-04 | 2.25137E-04 | 1.03090E-04

03 | 1.01957E-03 | 9.21504F-04 | 8.32420E-04 | 6.77822E-04 | 3.51320E-04 | 1.68651E-04

0.2 1.45558E-03 | 1.31706E-03 | 1.19142E-03 | 9. 7T4059E-04 | 5.20758E-04 | 2.69137E-04

0.1 1.99273E-03 | 1.80388E-03 | 1.63272E-03 | 1.33734E-03 | 7.32823E-04 | 4.23514E-04

0.1 1.04360E-03 | 1.57774E-03 | 1.87309E-03 | 1.26582E-03 | 7.80603E-04 | 4.74525E-04
02 5.87087E-04 | 9.88700E-04 | 1.40973E-03 | 1.33332E-03 | 9.31756E-04 | 6.00443E-04
0.3 J.B3ROBE-04 | 6.724901-04 | 1,032831-03 | 1.17920E-03 | 9.295691-04 | 6.57017TE-04
0.4 2.58469E-04 | 4.62075E-04 | 738429104 | 942637E-04 | 8.085921-04 | 6.1725TE-04
0.5 1.69090E-04 | 3.06064E-04 | 5.01326E-04 | 6.88265E-04 | 6.26405E-04 | 5.06701E-04
06 1.0229115-04 | 1.86706E-04 | 3.109991-04 | 4.49276E-04 | 4.26898E-04 | 3.60733E-04
0.7 5.34204E-05 | 9.809331E-05 | 1.65394E-04 | 2.48078E-04 | 2.43517E-04 | 2.12817E-04
0.8 2.09675E-05 | 3.86763E-05 | 6.581501-05 | 1.01604E-04 | 1.02297E-04 | 9.18069E-05
0.9 403113506 | 746208E-06 | 1.27901E-05 | 2.02003E-05 | 2.07549E-05 | 1.90300E-05
1.0 0.00000E +00 | 0.00000E 00 | 0.00000E+00 | 0.00000E+00 | 0.00000E +00 | 0.00000E : 00

Tabela 4.10 — Fluxos angulares — N=400, L=9, m=5
=) =t,/20 =1/ 10 =T/5 =142 T=3t0/4 =Ty

-1.0 0.00000F 00 | 0.00000F 00 | 0.00000E 00 | 0.00000E 00 | 0.00000E+00 | 0.00000F 00

0.9 3.64612E-07 | 3.27338E-07 | 2.93459E-07 | 2.34597E-07 | 1.10774E-07 | 4.60360E-08

0.8 2.90480E-06 | 2.60976E-06 | 2.34156E-06 | 1 87544E-06 | 892958E-07 | 3.75132E-07

0.7 D.T273RE-06 | K TI6RTE-06 | 7.85546FE-06 | 6 30582E-06 | 3.03290E-06 29146106 |
-6 | 2.278621-05 | 2.05098E-05 | 1.84403F-05 | LA8421E-05 | 7.22835E-06 | 3.13189E-06 [
A5 |= 4. 378RTE-05 | 3.94595[-05 I 3 55246E-05 | 2.868451-05 | 1.41912E-05 | 6.29250E-06 |
-0.4 ! TAMWBLE-05 | 6.685601-05 | 6.02802E-05 | 488581105 | 2.46633E-05 | 1,12928E-05 i
03| 14597004 | 103842004 | 935097505 | 7.61152E-05 | 3.94263E-05 | 1.89249E-05 ;
A2 1 1LOSO14E-04 | TA9803E-04 | 1 354785E-04 | 110T19E-04 | 5.91524E-05 | 3.05665E-05 ]
A1 227191504 | 2.05S80E-04 | 1.86022E-04 | 1.52303E-04 | 8.33921E-05 | 4.81822E-05

1 . | L161121-04 | 1. 75494E-04 ' 208255004 | 1.406001-04 Il R.O6594E-05 | 5.267461-05 |
0n2 i G35970E-05 | 1.OTOTRE-04 | 1.52621E-04 | 1.44236E-04 |. LOOTATE-04 | 64906405 |
N3 | | AO0SSOE-05 | TOIS11E-058 | 107705E-04 | 1. 22887E-04 | 9.68330E-05 | 0.84233E-05 |
0.4 [ 2.5645215-05 I A 38379E05 | 7 32305E-05 | 9.34258E-05 | ROVI21E-05 | 6.1 1407TE-05 I
0.s f 1.36977E-05 | 2.84085E-05 | 4.65197E-05 | 6.38310E-05 | S.ROTSSE-05 | 4.69672E-05
0.6 RORITOE-06 | 1.585K215-05 | 2.6408315-05 | 3.81303E-05 | 3.62204E-05 | 3.06005E-05
07 401435506 | 7T370131-06 | 1.242361-05 | 1.86253E-05 | 1.82779E-05 | 1.59706E-05
0.8 LIN2ITE-06 | 242003506 | 4. 11715106 | 63530206 | 6.394731-06 | 5.737971:-06
09 LEIT101E-07 | 3.36316E-07 | 5.763200-07 | 9.098211-07 | 9.34571E-07 | 8.56760E-07
1.0 0000001 00 | 0.00000F <00 { 0.000001- 00 | 0.00000E+00 | 0.000001 00 | 0.00000F <00

Tabela 4.11 — Fluxos angulares — N=400, L=9, m=6
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- T=10/20 =ta/10 /5 =2 S—— =1
1.0 | 0.00000E+00 | 0.00000E500 | 0.00000E+00 | 0.00000F +00 | 0.00000E+00 | 0.00000E+00
0.9 | 127031508 | 1.130411-08 | 1.02235E-08 | 817255609 | 3.85880E-09 | 1.60370E-09
08 | 1.42973E-07 | 1.28447E-07 | 1.15244E07 | 9.22992E-08 | 4.89445E-08 | 1.84614E-08
0.7 | 5.796681-07 | 5.212200-07 | 4.68089E-07 | 3.75735E-07 | 1.80707E-07 | 7.694915-08
0.6 | 1.53649E-06 | 1.38294E-06 | 1.24336E-06 | 1.000711-06 | 4.87335E-07 | 2.11154E-07
0.5 | 3.210826-06 | 2.89328E-06 | 2.60469E-06 | 2.10309E-06 | 1.04041E-06 | 4.613276-07
0.4 | S7SOISE-06 | S.18825E-06 | 4.67782E-06 | 3.79130E-06 | 1.91370E-06 | 8.76244F-07
03 | 9.22443E-06 | 8.33427E-06 | 7.52656E-06 | 6.12622E-06 | 3.17306E-06 | 1.52308E-06
02 | 1.36060F-05 | 1.23065E-05 | 1.11294E-05 | 9.09502E-06 | 4.85872E-06 | 2.51067E-06
00 | 1L.87914E-05 | 1.70031E-05 | 1.538505-05 | 1.259561-05 | 6.89601E-06 | 3.98428E-06
0.1 938991106 | 1A1917E-05 | 1.684011-05 | 1.13680E-05 | 7.006315-06 | 4.258671-06
0.2 3.997876-06 | $.41462E-06 | 1.19931E-05 | 1.13331E-05 | 7.91561E-06 | 5.09952E-06
03 3.02141E-06 | 5.291471-06 | 8.123825-06 | 9.26819E-06 | 7.30285E-06 | 5.16014F-06
0.4 1.83088E-06 | 3.27241E-06 | 522780506 | 6.66903E-06 | 5.71842E-06 | 336413606
0.5 1.04255E-06 | 1.88668E-06 | 3.089371-06 | 4.23874E-06 | 3.856401-06 | 3.11870E-06
0.6 524606107 | 9.57346E-07 | 1.594195-06 | 2.30167E-06 | 2.186315-06 | 1.847055-06
0.7 2.12804E-07 | 3.90688E-07 | 6.58548E-07 | 9.87231E-07 | 9.68785E-07 | 8.46476F-07
0.8 574705508 | 1.059905-07 | 1.80314E-07 | 2.78220E-07 | 2.80038E-07 | 2.51273E-07
0.9 S.6R457E-09 | 1.05210E-08 | 1.802851-08 | 2.84596E-08 | 2.92330E-08 | 2.67986E-08
0 | 0.00000F: 00 | 0.00000F -00 | 0.00000F:+00 | 0.00000F 00 | 0.00000F+00 | 0.00000F 00
Tabela 4.12 - Fluxos angulares — N=400, L.=9, m=7

L R1) T 1/20 T wil T t/S =102 T 3t/ 7T
-1.0 0.0000F + 00 0.0000E 00 | 000000 00 | 0.00000015 00 | 0.00000E <00 | 000000 00
09 | 6.56254E-10 | 5.89143E-10 | 5.28152E-10 | 4221975-10 | 1.99346E-10 | 8.28473E-11
08 | 9.16369E-09 | $23263E-09 | 738637609 | SIISTSEY | 281653E09 | 118325E-09
07 | 4.024931-08 | 3.61908E-08 | 3.25016E-08 | 2.60890L-08 | 1.25472E-08 | 534291509
06 | 1.0963E-07 | 9.87034E-08 | 8.87413E-08 | 7.142295-08 | 3. 47RISE-D8 | 1.50704E-08
05 | 2.29196-07 | 2.065235-07 | 185923507 | 1.501185-07 | 74263708 | 3.29292E-08
D4 | 403647507 | 3.64199E-07 | 328368107 ! 266136107 | 1.34335E-07 | 6.150901-08
03 | 629336107 | S.68693E-07 | S.13S78E-07 | 418023507 | 2.16513E-07 | 103927507
D2 | S94476F-07 | S.09046E-07 | T31658E-07 | S97914E-07 | 3.19414E-07 | 1.65053E-07 .
-0 1 LISI3IE-06 | 1LO6GREOE-6 | 2.6T1641E-07 | TOIRWE-0T7 | 4335071-07 | 2.50465E-07 |
0o | S28593107 | 7O88991-07 | 947982E-07 | 639936107 | 394403107 | 239731107 |
02 | (263292507 | 443289507 | 631803107 | SOT029E-07 | 416994507 | 2.686420-07 |
03| [TA76ISE07 | 258560F-07 | 3.9695KK-07 | 45287307 | 3.56839F-07 | 252139F07
04| [R207071-08 | 1AGOSSE-07 | 2.34338E-07 | 2.08940E-07 | 2.56328E-07 | 195622E-07
0s [ 422497508 | 764582608 | 1251976407 | 1.71775E-07 | 1 S6280E-07 | 1.26385E-07
06 1.88253E-08 | 343539108 | 5.720661-08 | 8.25936E-08 | 7.84537E-08 | 6.62795E-08
07 6.545615-09 | 1201711508 | 2.025611-08 | 3 03658E-08 | 2.97983E-08 | 2.60363E-08
0.8 1.428361.-09 | 2.63425109 | 448146109 | 6.91474109 | 6.959915-09 | 6.24498E-09
09 O.8KS6OL-11 | 1 82964110 | 3.13522E-10 | 4.94919E-10 | 5.08367E-10 | 4.66032E-10
10 0.0000E -00 | 0.00000L -G0 | 0.000001 100 | 0.00000F 00 | 0.00000E 00 | 0.00000F 1 00

Tabela 4.13 — Fluxos angulares - N=400, L=9, m=8

Os resultados apresentados nas tabelas 4.5 a 4.13, foram comparados com os valores
da literatura. e em apenas alguns casos. houve diferenca na ultima casa apos a virgula. No

geral. todos os algarismos foram coincidentes.



4.4. Problemas sem simetria azimutal e anisotropia de grau 82

Nesta se¢do sao apresentados os resultados numericos de dois problemas sem simetria
azimutal com anisotropia de grau 82 e os respectivos erros percentuais, comparando-se com
os valores apresentados na literatura. Para tanto, foram selecionados os problemas propostos
por Garcia ¢ Siewert. 1985 Para todos os problemas. foi considerado ¢ - =0. e N=400. Os

coeficientes de Legendre utilizados {oram os apresentados no mesmo artizo

A formula para o calealo dos erros percentuats. € dada por (4.4.1)

[Ny~ M, 3 \
E= ABSL—%J*IOO (44.1)
E
onde:
Es - Emo

Vi — Valor exato (da literatura)
Vo — Valor obtido

Os dados de entrada dos problemas sdo:

P, Ps
Lo 0.5 |
To ] 1
o 0.9 0.9

Tabela 4.14 - Dados de entrada dos problemas de anisotropia de grau 82.
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=l =120 =1s/10 =t/5 =1/2 =31/4 ™=t

-1.0 2.28585E-02 | 2.14539E-02 | 2.00259E-02 | 1.71855E-02 | 9.35977E-03 | 4.02899E-03

0.9 | 4.11122E-02 | 3.86275E-02 | 3.60557E-02 | 3.08702E-02 | 1.64541E-02 | 6.81040E-03

-0.8 6.49978E-02 | 6.12969E-02 | 5.73955E-02 | 4.93998E-02 | 2.66076E-02 | 1.10211E-02

0.7 9.99440E-02 | 9.47418E-02 | 8.91207E-02 | 7.73506E-02 | 4.26129E-02 | 1.79325E-02

-0.6 1.50992E-01 | 1.44082E-01 1.36342E-01 | 1.19657E-01 | 6.81164E-02 | 2.95061E-02

0.5 | 2.24766E-01 | 2.16262E-01 | 2.06168E-01 | 1.83479E-01 | 1.09067E-01 | 4.93119E-02

04 | 3.29332E-01 | 3.20181E-01 | 3.08044E-01 | 2.78888E-01 | 1.75209E-01 | 8.41043E-02

0.3 | 4.72530E-01 | 4.65519E-01 | 4.52953E-01 | 4.18718E-01 | 2.82081E-01 | 1.47237E-01

-0.2 6.56823E-01 | 6.58388E-01 | 6.49493E-01 | 6.15205E-01 | 4.51465E-01 | 2.66181E-01

-0.1 8.70296E-01 | 8.94522E-01 | 8.97444E-01 | 8.72171E-01 | 6.97513E-01 | 4.91548E-01

0.0 1.03632E+00 | 1.14802E+00 | 1.18805E-00 | 1.19437E+00 | 1.00864E~00 | 7.95677TE-01

0.0 1.14802E+00 | 1.18507E-00 | 1.19437E-00 | 1.00873E-00 | 7.95759E-01 | 5.26298E-01
01 6.07547E-01 | 9.98583E-01 | 1.38470E+00 | 1.41181E~00 | 1.15806E+00 | 8.76454E-01
0.2 5.08876E-01 | 9.07218E-01 | 1.43790E+00 | 1.82630E+00 | 1.61272E+00 | 1.29143E+00
03 5.49991E-01 | 9.99895E-01 | 1.64825E+00 | 2.30786E+00 | 2.15587E+00 | 1.80549E-00
0.4 6.38612E-01 | 1.16925E-00 | 1.95777E+00 | 2.87300E+00 | 2.77821E+00 | 2.40104E+00
0.5 6.34269E-01 | 1.16869E-00 | 1.98320E-00 | 3.03333E-00 | 3.03426E+00 | 2.71055E-00
0.6 4.18259E-01 | 7.78086E-01 | 1.34620E+00 | 2.18394E+00 | 2.29506E+00 | 2.15369E-00
0.7 2.04883E-01 | 3.85810E-01 | 6.83932E-01 | 1.19334E-00 | 1.33200E+00 | 1.32682E-00
0.8 R.64748E-02 | 1.65149E-01 | 3.01012E-01 | 5.69582E-01 | 6.78607E-01 | 7.19933E-01
0.9 3.13663E-02 | 6.09010E-02 | 1.14612E-01 | 2.37336E-01 | 3.03207E-01 | 3.43478E-01
1.0 5.13096E-03 | 1.02369E-02 | 2.02710E-02 | 4.81134E-02 | 6.80276E-02 | 8.45614E-02
Tabela 4.15 — Fluxos angulares — Problema P1

=0 =120 =1,/10 =TS =Ty/2 =3t/4 =1

-1.0 1.73E-01 1.72E-01 1.70E-01 1.64E-01 1.35E-01 9.58E-02

0.9 3.10E-02 4.32E-3 5.55E-04 4.31E-04 8.63E-04 1.35E-03

08 7.46E-04 153E-04 1.78E-04 1.60F-04 3.62E-04 1.74E-03

-0.7 6.44E-04 3.98E-04 3.51E-04 J03E-04 6.68E-04 1.70E-03

-0.6 4.29E-04 3.43E-04 9.01E-02 2.43E-05 6.69E-04 1.46E-03

05 7.58E-04 3.16E-04 3.50E-04 1.30E-04 8.27E-04 1.23E-03

0.4 1.07E-03 3.16E-04 317E-04 2.83E-04 5.S9E-04 1.49E-03

-0.3 1.23E-03 3.02E-04 2.56E-04 3.49E-04 3. 7TE-04 1.07E-03

-0.2 1.67E-03 2.78E-04 2.43E-04 1.25E-04 3.24E-04 3 85E-04

-0.1 3.32E-03 2.49E-04 2.15E-04 1.OOE-04 1.24E-04 1.40E-03

0.0 4 41E-01 2.35E-02 6.74E-03 2.77E-03 6.70E-03 8.92E-03

0.0 2.35E-02 6.74E-03 2.91E-03 6. 70E-03 8.92E-03 4.07E-01
0.1 1.79E-04 8.72E-04 1.93E-03 7.78E-05 2.55E-04 1.81E-03
0.2 1.32E-03 5. 96E-04 2.21E-04 5.50E-05 4.22E-04 T19E-04
0.3 5.55E-04 3 41E-04 8.70E-05 2.62E-04 8.27E-05 3.99E-05
0.4 4.65E-04 T7.72E-05 2.57E-04 3.39E-04 2.90E-04 1.80E-04
0.5 2.76E-04 2.68E-05 3.65E-04 3.86E-05 8.97E-05 1.23E-04
0.6 2.13E-04 1.03E-04 2.06E-04 6.75E-04 1.45E-04 2.02E-04
0.7 4.35E-05 1.22E-05 3.65E-05 3.29E-04 2.24E-04 3.35E-05
0.8 434E-04 4.37E-04 1.67TE-04 1.74E-04 1.95E-04 1.62E-04
0.9 2.42E-04 6.47E-05 TATEAO6 2.26E-04 1.03E-04 9, 53E-05
1.0 1.18E+00 1.16E-00 1.14E-00 1.06E-00 1.O1E-00 9,.59E-01

Tabela 4.16 — Erros percentuais relativos ao problema P1.
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=0 =120 =t/10 =TS =t/2 =31,/4 =14

-1.0 2.79T17E02 | 2.65835E-02 | 2.51795E-02 | 2.23422E-02 | 1.37519E-02 | 6.70438:-03

-0.9 J.018011E-02 | 2.87427E-02 | 2.727631-02 | 2.4282415-02 | 1.50370E-02 | 7.32790E-03

-0.8 3144771502 | 3.00707E-02 | 2.86410E-02 | 2.566201:-02 | 1.60962E-02 | 7.854991:-03

-0.7 3.43838E-02 | 330557102 | 3.16406E-02 | 2.86059E-02 | 1.83141E-02 | 9.00256E-03

-0.6 3.91306E-02 | 3.789091-02 | 3.65134E-02 | 3.34277E-02 | 2.209761E-02 | 1.10618E-02

0.5 4.56377E-02 | 4.46170E-02 | 4.33838E-02 | 4,04030E-02 | 2.80084E-02 | 1.45142E-02

-0.4 5.35110E-02 | 5.29853E-02 | 5.21408E-02 | 4.96860E-02 | 3.68538E-02 | 2.023051-02

0.3 6.15415E-02 | 6.19912E-02 | 6.19784E-02 | 6.08861E-02 | 4.96162E-02 | 2.982731:-02

-0.2 6.69553E-02 | 6.90561E-02 | 7.04994E-02 | 7.20369E-02 | 6.66966E-02 | 4.63002E-02

0.1 6.55277E-02 | 7.00038E-02 | 7.34322E-02 | 7.85902E-02 | 8.44625E-02 | 7.361151-02

0.0 S.20219E-02 | 6.17300E-02 | 6.80275E-02 | 7.747331:-02 | 9.40025E-02 | 9.74888E-02

0.0 6.17300E-02 | 6.80275E-02 | 7.74733E-02 | 9.40025E-02 | 9.74888E-02 | 7.96893E-02
0.1 2.24948E-02 | 3.951781-02 | 6.26519E-02 | 9.62541E-02 | 1.08718E-01 | 1.08186E-01
0.2 1.31002E-02 | 2.53397E-02 | 4.67720E-02 | 9.15913E-02 | 1.13814E-01 | 1.24210E-01
0.3 LO1941E-02 | 2.02701E-02 | 3.94720E-02 | 8.74673E-02 | 1.16620E-01 | 1.35711E-01
0.4 9.52820L-03 | 1.90675E-02 | 3.77701E-02 | 8.83322E-02 | 1.22502E-01 | 1.48267E-01
0.5 1.02637E-02 | 2.05022E-02 | 4.06491E-02 | 9.64182E-02 | 1.35816E-01 | 1.67515E-01
0.6 1.25293E-02 | 2.49094E-02 | 4.90656E-02 | 1.15336E-01 | 1.62230E-01 | 2.00700E-01
0.7 L74171E-02 | 3.44151E-02 | 6.T0810E-02 | 1.53982E-01 | 2.13563E-01 | 2.61672E-01
0.8 2.85623E-02 | 5.60205E-02 | 1.07697E-01 | 2.38486E-01 | 3.22550E-01 | 3.86921E-01
0.9 6.16329E-02 | 1.19763E-01 | 2.26123E-01 | 4.76101E-01 | 6.19702E-01 | 7.17743E-01
1.0 3.28124E-01 | 6.29065E-01 | 1.15632E 100 | 2.24840E+00 | 2.74147E 100 | 2.97766F + 00

Tabela 4.17 — Fluxos angulares - Problema P2

=0 =120 =10 =15 w2 | wdud |

-LO 2.23E-05 2.86E-04 1.20E-04 344E-04 2.18E-04 I 7.501-05 i

-0.9 2.16E-04 | 7.27E-05 7A2ZE-05 1.77E-04 3.23E-04 | 2.59E-04 '

08 | A38EDL | 778EDS | 270804 | A46E-04 | 254E04 | 631504 |

-0.7 3.44E-04 140E-04 3OTE-04 3.80E-04 3.83E-04 B.O4E-04 I

0.6 | 41SE04 | 3S9E-04 | 3A7R-04 | 276E-04 | 315E-04 | 8.A42E-04

0.5 4.95E-04 335E-04 4 39E-04 4.05F-04 6.81E-04 T.70E-04

0.4 SA8E-04 2.461-04 3.83E-04 3.97E-04 3.76E-04 1LATE-03

-0.3 8.58E-04 | 3.65E-04 JATE-04 2.861-04 1LOOE+02 1.21E-03

02 | 1LI8E-03 | 4.05E-04 3 42E-04 3 A9E-04 6.36E-04 2 10E-04

-1 235603 J66E04 | 3AZEAM | Z14E-04 3.23E-04 | 015104

00 | S28E-00 3.31E-02 : LoSE-02 | SX3E-03 | 488E-03 _ S.28E-03

0.0 I | 331E02 | L65E-02 X.E3E-03 ABBE-03 | S2BE-03 | 4.75E-01
0.1 4.42E-04 8.84E-04 1.73E-03 2.31E-04 2.15E-04 241E-03
0.2 3.70E-03 1.621-03 TA4E-04 3 A3E-04 5.26E-04 1.30E-03
0.3 2.43E-03 LI2E-03 S.67E-04 2.79E-04 9.52E-01 4.60E-04
4 1.67E-03 L16E-03 5.79E-04 1.53E-04 4.39E-04 A R1E-04
0.5 4.61E-04 3.RAE-04 2.60E-04 1.1RE-04 AR2E-04 2.99E-04
0.6 2.02E-04 3. 14E-04 5.02E-05 2.43E-04 2.581-04 2.63E-04
0.7 1.58E-04 1.92E-04 K99E-05 2.07E-04 5.90E-05 1. 43E-04
0.8 2.02E-04 2.39E-04 2.07E-04 2.72E-05 2. 14E-05 5.29E-05
0.9 3.59E-04 2.73E-04 4.59E-04 31.59E-04 2.08E-04 248E-04
1.0 1.10E-04 4.72E-05 3.04E-04 2.36E-04 1.25E-04 3.25E-05

Tabela 4.18 — Erros percentuais - Problema P2

38



4.5. Problemas sem simetria azimutal e anisotropia 299

Os dados de entrada dos problemas apresentados nesta se¢do foram obtidos de
Chalhoub, 1997 e Garcia e Siewert, 1985. O albedo de espalhamento, é 0.9 para os trés
problemas. Os erros percentuais obedecem a formulagdo apresentada na secdo 4.5. Os
coeficientes de Legendre sdo os apresentados em Garcia e Siewert, 1985. Os problemas P3 e

P4, sao respectivamente denominados de Cloudl ¢ Cloud64. Estes nomes sdo 0s mesmos

utilizados por Chalhoub, 1997.

Dados de entrada:

P3 — Cloud 1 P4 — Cloud 64 P5
e 0.2 0.2 1
To | 64 64

Tabela 4.19 — Dados de entrada para os problemas com anisotropia de grau 299

T

=i =T/20 =1,/10 =TS =T/2 =3t/4 =1
1.0 | 6922403 | 62615E-03 | 5.6404E-03 | 4.5309E-03 | 2.1132E-03 | 3828E-04
08 | 40902E-02 | 3.6493E-02 | 323665-02 | 2.5126E-02 | 1.0413E-02 | 3.6599E-03
0.6 | 13097E-01 | LI1706E-01 | 1.0399E-01 | &1043E-02 | 3.4324E-02 | 1.2505E-02
0.4 | 3.6507E-01 | 32733E-01 | 2.9172E-01 | 2.2902E-01 | 1.0O070E-01 | 3.8870E-02
02 | LODTSEO0 | 9.0807E-01 | S.1325E-01 | 6.4579E-01 | 3.0306E-01 | 1.3105E-D]
0.0 | 2.4390E:00 | 2.7146E100 | 2.5501E-00 | 2.1068E-00 | 1.0669E-00 | S.9317E-01
0.0 27146E 100 | 2.55011-00 | 2.1068E-00 | 1.0669E+00 | S9317E-01 | 2.6463F-01
0.2 76769E+01 | 1.2231E:02 | 1.5546E-02 | 1.0099E-02 | S.0124E-01 | 2.2539E:00
0.4 1939701 | 35581501 | TS.9640E-01 | X7456E-01 | S47525-01 | 73738E-01
0.6 T S6012E-02 | 1.0494E-01 | 1.8356E-01 | 3.0734E-01 | 3.3433E-01 | 3.2758E-01
0.8 | 14760E-02 | 28123E-02 | S0879E-02 | 9.4424E-02 | 1.1201E-01 | 1.1963E-01
1.0 [ T0308E-03 | 2.0331E-03 | 39303003 | 87746E-03 | T1984E-02 | 1.4576E-02

Tabela 4.20 — Fluxos angulares — Problema P3 — Cloud|

=0 =120 =t/10 =S | w2 =314 =1,
1.0 316101 294101 2 68E-01 I8E-01 | 630602 831E-02
0.8 2.62E-03 6 30E-04 865E-04 | 1.S9E04 3 84E-03 L69E-03
0.6 137603 1.62E-03 604 | 284E04 1.661-03 $16E-03
0.4 296103 2.661-03 1.68E-03 61504 3.671-03 1.83E-03
02 2.181E-03 SS1E-04 4.55E-04 557504 115603 3 59E-03
0.0 306 00 1 82E-01 3.470-02 436102 8.82E-02 8 30E-H2
0.0 1.82E-01 3.47E-02 436E-02 3.82E-02 830E-02 2.60E-00
0.2 3 88E-02 426E-02 6.161-02 9.17E-02 1.09E-01 1.21E-01
04 1.00E+02 222603 1.76E-03 8.46E-04 1.16E-03 6.65E-04
0.6 3.57E-04 2.861-03 1.74E-03 9.44E-04 1.02E-03 3.66E-04
0.8 6.03E-03 2.20E-03 1.631-03 9.00E-04 9.82E-04 3.76E-03
1.0 1L1RE+00 117E 400 1. 15E+00 1.09E 100 1.03E+00 9.86E01

Tabela 4.21 — Erros percentuais — Problema P3 — Cloud1
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=) =Ta/20 =t/10 =14/5 =t/2 1=3t/4 =T
-1.0 1.5715E-02 4.3072E-03 1.9165E-03 4.1766E-04 4.6928E-06 L1176E-07
08 | SS8I9E-02 | 5.13016-03 | 2.11076-03 | 4.57175-04 | 5.1688E-06 | 1.2317E07
-0.6 1.5444E-01 7.3440E-03 2.6338E-03 5.3502E-04 5.9630E-06 1L.4209E-07
-0.4 3.9563E-01 L1271E-02 3.5139E-03 6.59961-04 7.2002E-06 1.7154E-07
02 | 1.0302E100 | 1.8099E-02 | 4.9226E-03 | 8.50906-04 | 9.0581E-06 | 2.1572E-07
0.0 2.4453E400 | 3.0375E-02 T.1608E-03 1.1372E-03 1.1794E-05 2.8077E-07
0.0 3.0375E-02 | 7.1608E-03 | 1.1372E-03 | 1.1794F-05 | 2.8077E-07 | 3.4003E09
0.2 6.6736E-02 | 1.0774F02 | 1.5644E-03 | 1.5793F-05 | 3.75786-07 | 7.5576E-09
0.4 LTI78E-01 | 1.6980E-02 | 2.2036E-03 | 2.1G34E-05 | S.1449E-07 | 1.1342E-08
0.6 12015601 | 2.5786E-02 | 3.1619F-03 | 3.0218E-05 | 7.1827E-07 | 16467608
0.8 8.3308E-02 | 29775E02 | 44833E-03 | 42974E05 | 1.0212E-06 | 2.3849E-08
1.0 2.4697E-02 1.8433E-02 52334E03 | 6.2037E-05 1.4792E-06 | 3 4874E-08

Tabela 4.22 — Fluxos angulares — Problema P4 — Cloud64

=l =t/20) =t/10 =To/S =142 =3t/4 =T,
-1L0 1.42E-01 8.53E-02 4.39E-02 1.14E-02 1.56E-03 1.25E-03
-0.8 1.83E-03 1.2315-03 6.161:-04 4.37E-05 8.13E-04 3.82E-03
-0.6 3.50E-03 8.71E-04 9.87E-04 3.741:-04 6.37TE-04 2.96E-03
0.4 L11E-03 3. 11E-03 1.0BE-03 5.15E-04 S.14E-04 1.40E-03
02 | 194E-04 | 276E04 | S53E-04 | 141E04 | S.I9E04 | 69504
0.0 307100 5.93E-04 1.541-04 1.23E-03 2.20E-03 1.18E-03
0.0 SOIE-04 | 154604 | 123603 | 220603 | LISE03 | 2.626:00
0.2 327603 | 928604 | 575604 | 133603 | 1.226-03 | 46E-03
0.4 3.22E-03 1.591-03 1.27E-03 1.02E-03 3.89E-05 3.79E-03
0.6 291E-03 5.04E-04 8.54E-04 1.22E-03 4.18E-05 1.52E-03
0.8 206604 | S04E-04 | 103E03 | S35E-04 | 225E-03 | 377504
1.0 3.65E-01 1.261-01 3.22E-03 1.35E-04 1.728-04

6.245E-01

Tabela 4.23 — Erros percentuais — Problema P4 — Cloud64
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=) =120 =t/10 =1/ =142 =3t/4 ™1
1.0 | 20977E01 | 866128502 | 4.13435E-02 | 9.51105E-03 | 1.08267E-04 | 2.57858E-06
0.9 | 133089E01 | 7.99158E-02 | 4.16423E-02 | 9.88858E-03 | 1.13004E-04 | 2.69195E-06
0.8 1.55852E-01 | 8.49793E-02 | 437516E-02 | 1.04152E-02 | 1.19270E-04 | 2.84172E-06
0.7 | 1.22477E-01 | 8.30448E-02 | 4.53146-02 | 1.10714E-02 | 1.27346E-04 | 3.03460E-06
4.6 | 1.OGI30E-01 | 8IBIGRE-02 | 4.77055E-02 | 1.19091E-02 | 1.37561E-04 | 3.27842E-06
0.5 | 1.00378E-01 | 8.72628E-02 | 5.11025E02 | 1.29658F-02 | 1.50302E-04 | 3.58246E-06
0.4 | 936415E-02 | 9.18821E-02 | 5.54028F-02 | 1.42755E-02 | 1.66031E-04 | 3.95768F-06
03 | 861041E-02 | 9.77874E-02 | 6.07302E-02 | 1.58826E-02 | 1.85298E-04 | 4 41725E-06
0.2 | 7.84696E-02 | 1.OS21SE-01 | 6.725241-02 | 1.78411E-02 | 2.0876TE-04 | 4.97698E-06
0.1 | 6.76202E-02 | 1.14042E-01 | 7.51247E-02 | 2.02153E-02 | 2.37239E-04 | 5.65602E-06
0.0 4.17655E-02 | 1L.24429E-01 | 8.45707E-02 | 2.30841E-02 | 2.71692E-04 | 6.47767E-06
0.0 1.24429E-01 | 8.45707E-02 | 2.30841E-02 | 2.71692E-04 | 6.47767E-06 | 7.84503E-08
0.1 136598E-01 | 9.58751E-02 | 2.65448E-02 | 3.13320E-04 | 7.47040E-06 | 136416507
0.2 150947101 | 1.09418E-01 | 3.07180102 | 3.635925-04 | §.66925E-06 | 1.743701-07
0.3 1.68265E-01 | 1.25733E-01 | 3.57557E-02 | 4.24324E-04 | 1.01175E-08 | 2.15256E-07
0.4 1.90217E-01 | 1.45622E-01 | 4.18534-02 | 4.97777E-04 | 1.18692E-05 | 2.61674F07
0.5 220190E-01 | 1L.70416E-01 | 4.92710E-02 | 5.86781E-04 | 1.39916E-05 | 3.15782E-07
0.6 2.63THE-01 | 2.02431E-01 | 5.83725E-02 | 6.94910E-04 | 1.65699E-05 | 3.79933E-07
0.7 331269601 | 246092601 | 6.97143E-02 | 8.26710E-04 | 1.97124E-05 | 4.569306-07
0.8 4.46039E-01 | 3.108661-01 | 842687E-02 | 9.88030E-04 | 2.35575E-05 | 5.502445-07
0.9 6.76716E-01 | 4.22683E-01 | 1.04174E-01 | 1.18650E-03 | 2.828475-05 | 664253607 |
1.0 6.94538E 101 | 8973631100 | 2.23080E-01 | 1.43269E-03 | 3.41286E-05 | 8.04618E-07 i
Tabela 4.24 — Fluxos angulares — Problema P5
=) =120 =/ | =t/5 =142 =314 =T
-1.0 2.76E-03 2.29E-04 3.62E-05 8.63E-07 1.26E-04 3.87E-02
0.9 6.20E-03 2.561-04 R.B5E-05 4.1TE-05 1.35E-04 1.69E-06
08 | 298E03 | 23404 | 466E-0S | GAOE0S | 3.25E0S | 6.15E07
0.7 3 19E-05 351605 1.O5E-04 1.85E-04 7.23E-06 1.OTE-04
0.6 S.TEE-04 2.14E-04 5.16E-05 3.60E-04 1.O8E-04 1.55E-04 [ ]
.5 5.79E-03 9.89E-05 3.82E-08 3 19E-04 2.37E-04 9.68E-05 [
04 | STAE03 | 2AIE04 | TAGEOS | 329F-04 | 627605 | 6G8E-0S | .
L3 6.5615-03 S.69E-05 3.48E-05 1.161-04 7 84E-03 ITE-05 | |
-0.2 2.63E-03 349104 2.84E-05 1.66E-04 1.85E-04 6.76E-05 I
A1 1.341-02 5.28E-04 7.534E-08 2.08E-04 4 I8E-05 7.83E-05
0.0 2776 +00 6.96E-05 7.76E-035 1. 77E-04 I ATE-04 5. 17E-05
0.0 6.961-08 T7.761-05 177104 | 41E-04 SATE-05 26210100
0 J09E-04 Z.88E-05 | 95E-05 2.86E-05 2. 34E-06 1.50E-03
0.2 S804 | 227504 | 172605 | 446ES | 397605 | 2.38K04
0.3 2.30-05 2.601:-04 S.11E-05 2.89E-05 4.57E-04 2A2E-04
0.4 2.60E-04 3.39E-08 1.74E-05 9.95E-05 2.55E-04 L55E-04
0.5 2.09E-04 9.62E-05 3 BOE-05 2.96E-05 2.16E-05 S.31E-05
0.6 ZA4E-04 8.96E-05 2.78E-05 4.01E-05 2.99E-04 1.251-04
0.7 812E-05 8 4RE-05 4.21E-05 5.92E-06 2.04E-04 9.29E-05 |
0.8 5.05E-04 1.85L-05 4.67E-06 4.51E-05 1.29E-04 9.43E-05
0.9 5.91E-05 5.08L-05 8.30E-05 241E-04 9.611-05 S.40E-05
1.0 368E-02 | 226E02 | 244E-03 | 248604 | 3.46E-05 | S5.226-05
Tabela 4.25 — Erros percentuais — Problema P5
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Capitulo 5 — Implementacio

Neste capitulo sao apresentados detalhes da implementagdo, dos problemas resolvidos

no capitulo 4.

5.1. Computador

O computador utilizado nos calculos apresentados neste trabalho foi um Cray — .J932.
A opgdo por esta maquina justifica-se pelo fato de que a mesma possui uma quantidade
grande de memoria (4Gb), que é fundamental na execugdo dos codigos. A quantidade maxima
de memoria utilizada para a implementagdo dos codigos descritos no capitulo 4 foi de 150
Mb.

Um outro ponto importante a ser observado diz respeito ao nimero de processadores,
que sdo 32 CPUS SE (100MHZ vetorial, 200 MHZ escalar) no total. A sigla SE ¢ Scalar
Enhanced. A parte escalar da CPU tem clock de 200MHz e a parte vetorial tem clock de
100MHz.

Neste momento, surge a duvida o quanto o Cray ¢ mais rapido que o PC. Nao €
simples a compara¢ao com um Pentium porque as maquinas sao radicalmente diferentes e niao
existem benchmarks comuns as duas. O pico teorico de um Pentium [l 333 seria de
333MFlops, mais do que o pico do /932 (200Mflops), a diferenca € que o Cray sustenta
performance muito melhor do que o Pentium, especialmente em programas como os deste
trabalho, que possuem um uso elevado de memoria. Um bom Pentium I sustenta cerca de
190MB/s de acesso a memoria (a media fica por volta de 100MB/s), uma estacao de trabalho

Silicon Graphics sustenta cerca de 450MB/s 0 J932 sustenta 1450MB/s por CPU.

5.2. Linguagem de programacio
Para a implementagdo dos algoritmos de inversdao da matriz A(s), descritos nas segdes
(2.6) e (2.7) utilizou-se a linguagem de programagdo Fortran, na sua versao 90. S@o varias as

motivagoes para tal escolha, e estas estdo apresentadas abaixo:

1. Portabilidade: Entende-se por portabilidade, a capacidade de um programa fonte, escrito
em qualquer linguagem de programagao ser transferido de uma plataforma para outra, sem

que haja necessidade de modificagdes no codigo. O Fortran 90, desde a sua concepgao,

42



vem se tornando uma alternativa poderosa para a implementagao de codigos cientificos,
justamente por esta caracteristica marcante.
Manipulagdo matricial: As matrizes, no Fortran, sdo tratadas da mesma forma que sdo
tratados os escalares. Operagdes que requereriam um numero excessivo de comandos,
estdo reduzidos a uma linha apenas. Um exemplo disto, € se existir uma matriz
A(100,100), e se quer atribuir zero a todos os seus elementos, basta um simples comando:
A=0. O compilador entendera que todos os elementos deverdo ser carregados com o valor
zero.
Passagem de parametros: Ndo existe a necessidade de se informar as dimensdes das
matrizes a serem passadas como parametros. Os subprogramas assumem o tamanho das
matrizes que estdo sendo passadas.
Matrizes alocaveis: Uma outra caracteristica, € justamente a possibilidade de se declarar
uma matriz, sem informar o seu tamanho. No momento em que se conhecer as suas
dimensdes. entdo ¢ feita a alocagdo de memoria suficiente para a mesma. Caso haja algum
problema no momento da alocagdo, ¢ possivel tratar o erro em questdo, sem que haja o
término do processamento.
Fungdes intrinsecas: Sdo fungdes que estdo definidas na padroniza¢do da linguagem.
Assim, sdo encontradas em qualquer compilador. independentemente da plataforma.
Dentre as fungdes, destacam-se as utilizadas para manipulag¢do de bits. e para operagdes
com matrizes. Neste topico, pode-se destacar 3 delas:
e Matmul(a,b) — Multiplica duas matrizes a(M,N) e b(N,P). O resultado € armazenado
em uma matriz ¢(MxP).

e Transpose(a) — Calcula a matriz transposta de a

e Dotproduct(a,b) — Calcula o produto interno de dois vetores a e b.
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5.3. Diretivas de compilacao

As diretivas de compilagao sdo utilizadas para que o codigo executavel tenha uma
série de caracteristicas, que lhe sdo impostas pelas diretivas. Em todas as implementagdes,
foram utilizadas as mesmas diretivas, justamente para que possam ser feitas comparagdes

entre os diferentes problemas que estdo sendo avaliados.
Abaixo, a relagdo das diretivas de compilagao utilizadas no programa:

e -Olnline0 — Sem inlining. Inline é um coeficiente que verifica se a subrotina ou fungio
tem sentido de existir ou ndo. Valores superiores a 1 indicam que o compilador leva mais
tempo guardando o contexto da execugdo na pilha e chamando a rotina, do que a sua
execugdo propriamente dita. Neste caso € o menor nivel pois todas as subrotinas possuem

coeficiente zero ou proximo dele, indicando que o codigo esta bem estruturado.

e -Otask3 — Paralelizagdo agressiva. Esta diretiva for¢ca o compilador a tentar paralelizar ao
maximo o codigo em questao. Com isto, o tempo de compilagdo e o tamanho do codigo
executavel aumentam substancialmente. Também reestrutura os lagos para que os mesmos

possam ser paralelizados.

e -Ovector3 — Vetorizagdo agressiva. Esta diretiva, assim como a anterior, faz com que haja

um aumento substancial no codigo executavel e no seu tamanho.

e -Oscalar3 — Otimizagdo escalar agressiva. Analisa se uma variavel esta sendo usada antes

de ser atribuido um valor.

e -¢/ — Habilita a declaragao implicit none em todas as rotinas do programa. Com isto, todas

as variaveis que forem utilizadas deverao ser declaradas.

5.4. Rotinas da Lapack
A Lapack é uma biblioteca de rotinas para resolugdo de sistemas lineares densos. Sdo
rotinas de dominio publico e englobam todas as rotinas dos pacotes anteriores (Linpack,

Eispack, Blasl, Blas2).

Suas rotinas possuem uma estruturacao tal que a partir do seu nome pode-se identificar

qual € a fungdo da rotina. O primeiro caracter informa para qual tipo de dados ela foi escrita:
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S — precisdo simples, D — precisdo dupla, C — complexo com precisdo simples e Z complexo

com precisao dupla.

Os dois caracteres a seguir indicam o tipo da matriz. A maioria destes codigos se
aplica a matrizes reais e complexas. Na tabela (5.1), sdo apresentados os tipos de matrizes

com que o pacote trabalha:

Abrev Tipo de matriz
GB Geral banda
GE Geral (ndo simétrica)
GT Geral Tridiagonal
HE Hermitiana (possivelmente indefinida), somente complexos
HP Hermitiana compactada (possivelmente indefinida), somente complexos
OP Ortogonal compactada, somente real
OR Ortogonal, somente real
PB Banda positiva definida (simétrica ou hermitiana)
PO Positiva definida (simétrica ou hermitiana)
PP Positiva definida compactada (simétrica ou hermitiana)
PT Tridiagonal positiva definida (simétrica ou hermitiana)
SP Simetrica compactada, possivelmente indefinida
SY Simetrica possivelmente indefinida

TB Triangular banda

TR Triangular compactada

TR Triangular

TZ TrapeZoidal
UN Unitaria (somente complexos)
UP Unitaria compactada (somente complexos)

Tabela 5.1 — Codigos dos tipos de matrizes existentes no pacote Lapack.

Os caracteres restantes sao utilizados para descrever as agdes que serdo feitas na

matriz original.
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Para o calculo do autovalores e redugio da matriz A (s), a uma triangular superior,

utilizou-se a rotina: SGEES, Dongarra, 1992. Esta rotina calcula a fatora¢do de Schur, os

autovalores e os vetores de Schur de uma matriz real qualquer.

Para o calculo do 1*(0), utilizou-se a rotina SGESV, Dongarra, 1992. Esta rotina
calcula a solugdo para um sistema de equagdes lineares A*X = B, onde A é uma matriz N x N
e B € uma matriz N x NR, onde NR € o nimero de diferentes sistemas que devem ser

resolvidos.

A motivagdo para o uso das rotinas acima descritas, deveu-se ao fato de que as
mesmas foram largamente testadas, e sdo consideradas livres de erros, e seu codigo fonte
pode ser facilmente encontrado via internet. Além disto, existe uma vasta bibliografia sobre o
assunto, 0 que contribui em muito para a sua crescente utilizagdo no meio cientifico e

académico.

5.5. Inversdo da matriz A(s) com anisotropia linear modificado

Avaliando-se as expressoes (2.2.3), (2.2.8) e (2.2.14) verifica-se que as mesmas
N

possuem, em comum termos do tipo: ank . Partindo-se desta idéia, foi escrito um
k

codigo que leva em consideragdo esta caracteristica.

Verificou-se também que para a aplicagdo do algoritmo para um determinado N, ha a
necessidade de se calcular as combinagoes de N-3. N-2 e N-1, tomados de 1 até N. Com isto,
a quantidade de calculos ja pode ser prevista e também indica que o codigo, mesmo

modificado, apresenta problemas de performance, a medida em que o N cresce.

O codigo computacional modificado foi escrito na linguagem C. A motivagdo se da
pelo fato de a mesma possuir rotinas para tratamento de strings extremamente simples de
serem utilizadas. O codigo foi implementado em um computador Cray J932. Na se¢do (5.1) é

feita uma descri¢do da arquitetura do computador em questao.
O codigo esta dividido em 4 partes principais, abaixo descritas:

e Montagem da estrutura de diretorios. Dado que a quantidade de informagdes a serem

armazenadas é extremamente elevada, montou-se uma estrutura de diretorios, que sdo
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criados no inicio do programa, e a medida que as informagdes contidas nele forem sendo
utilizadas, os mesmos vdo sendo automaticamente removidos. Os diretorios sdo:
e /tot00Onn - Guarda os arquivos que contém todos os strings de caracteres, que Sio

gerados no inicio do programa.

e /nor00Onn - Guarda os arquivos com todas as combinagdes ndo repetidas.
e /seq00nn - Guarda os arquivos com as sequéncias que precisam ser calculadas.
e /rdy0Onn - Guarda os arquivos com os valores ja calculados, e que serdo somados no final

do programa, para se obter as expressdes para os Py .

e /com00nn - Guarda todos os arquivos de combinagdes.

Observa-se que os nomes de diretorios possuem uma estrutura. Os trés primeiros
caracteres, correspondem ao tipo de dado que sera armazenado no diretorio. Os dois ultimos
caracteres correspondem ao numero de pontos da quadratura.

e Geragdo dos strings das combinagdes: As equagdes (2.2.3), (2.2.8) e (2.2.13), foram
divididas, em 8 partes. Cada uma delas corresponde a um termo de cada uma das
expressoes.

e Ordenagdo dos arquivos. Dado que o numero de combinagdes cresce exponencialmente,
todos os strings gerados foram armazenados em arquivos. Ao final da geragdo, todas as
informagdes contidas nos arquivos sao lidas ordenadas e armazenadas conforme o namero
de combinagaes.

e Calculo: Nesta etapa do processo sdo lidos os arquivos com as sequéncias nao repetidas e
efetuados os calculos. Terminados os mesmos, parte-se para a soma dos valores
calculados e geracdo dos resultados numeéricos.

A ordenagdo dos conjuntos foi feita utilizando-se o algoritmo QuickSort. A escolha

deste se deu pelo fato de ser de facil implementagdo e extremamente rapido, para o problema
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em questdo. Para a determinagdo das raizes do determinante, utilizou-se o método da

Bissecgao.

O numero maximo de pontos na quadratura em que se obteve a inversa por este
método foi 18. O motivo € que o espago em disco temporario ocupado pelo programa cresce
muito rapidamente. Além disto, dado o carater sequiencial do programa, o aumento do nimero
de pontos na quadratura aumenta exponencialmente o custo computacional.. Para se calcular a
inversa por este método, € necessario que se construa um algoritmo paralelo, para que os
calculos com as combinagdes possam ser efetuadas em diferentes processadores, aumentando
assim a performance do algoritmo. Na figura (5.1) € apresentado um grafico demonstrativo do
tempo de processamento para cada conjunto de pontos da quadratura. Os calculos foram

efetuados tomando-se N=4 até N=18, aumentando o numero de pontos em 2 a cada rodada.

120
o
ap -
)
8 60
§
2 °
30
L]
[+
0 R S W (. . et
0 5 10 15 20

N (Quadratura)

Figura 5.1 — Quadratura x tempo de processamento, algoritmo modificado

Observando-se a figura (5.1), verifica-se um aumento acentuado no tempo de
processamento. Este percentual ¢ da ordem de 58 % a cada aumento de 2 pontos na
quadratura. Com isto, pode-se prever que para um problema com N=24, o tempo de

processamento sera da ordem de 320 segundos, extremamente elevado para uma ordem de

quadratura tao baixa.

5.6. Isotropico

A figura 5.2, apresenta um comparativo entre o valor da quadratura para o calculo do

fluxo escalar, e o tempo de processamento do algoritmo.
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Figura 5.2 — Tempos de processamento, caso isotropico

Observa-se na figura 5.2., um crescimento da ordem de 20 % a cada aumento de 20
pontos na quadratura. Assim, conclui-se que o algoritmo € uma boa alternativa para se

calcular a inversa da matriz A(s), para 0 caso 1Sotropico.

5.7. Anisotropico

5.7.1. L=82

A figura 5.3, apresenta os tempos de processamento para diferentes valores de N, na
implementagdo do algoritmo de inversao da matriz A(s), utilizando-se o algoritmo proposto

na se¢ao (2.7).
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Figura 5.3 — Tempos de processamento, matriz anisotropica — L=82

Analisando a figura (5.3), observa-se que para o problema em questdo, o percentual de
crescimento do tempo de processamento, € da ordem de 30 % até N=200, a partir deste valor,

o percentual vai sofrendo sucessivas quedas até se situar na faixa dos 18 %, o que indica que o

400

algoritmo ndo aumenta seu tempo de processamento de maneira exponencial.

5.7.2. L=299

A figura 5.4, apresenta os tempos de processamento para diferentes valores de N, na

implementagdo do algoritmo de inversdo da matriz A(s), utilizando-se o algoritmo proposto

na sec¢ao (2.7).
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Figura 5.4 — Tempos de processamento, matriz anisotropica — L=299

Analisando a figura 5.4, observa-se que o percentual de crescimento no tempo de
processamento € de 10%. Neste caso, assim como no anterior (L=82), o aumento do numero
de pontos na quadratura, ndo faz com que o tempo de processamento do algoritmo cresca

exponencialmente.

5.8. Problemas sem simetria azimutal
Para os problemas sem simetria azimutal, houve a necessidade de uma modificagao

nos polindmios de Legendre (P (1)), dado que os inicialmente utilizados geravam numeros

00 . . -
0°%, e este tipo de situagdo gerava erros de overflow, e

extremamente grandes, da ordem de |
erros por conta da perda de precisdio. Em seu lugar, foram colocados os polindmios

modificados de Legendre, propostos por Challoub, 1997:

|
M 4 m _ht _ 2V 2mym
Dr-’;(“)= ('-I ' I)IJ-D| (1'1) (I m| ) DH(U) (5.8.1)
[(l+l)2 —m"] !
para I=m,m+1, ..... tendo como valores iniciais D™ (1)=1.
5.8.1. L=9

Para o grupo de problemas resolvidos para L=9 (M=0 até 8), utilizou-se a formulagao
continua, apresentada na segdo (3.5). Este algoritmo, mostrou-se extremamente lento,
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aumentando em até 20 vezes o tempo normal de processamento de um problema deste tipo. A
causa desta lentiddo, deve-se ao fato de que o mesmo possui somatorios aninhados, o que
conduz o algoritmo a lagos aninhados, impedindo uma performance melhor por parte do

computador em questdo.

5.8.2. L=82 e L=299

Para os problemas com alto grau de anisotropia (L=82 e L=299), a formulagdo
continua, apresentada na se¢do (3.5), mostrou-se impraticavel. Buscou-se¢ entdo uma
alternativa mais barata em termos de tempo de processamento para que os dados fossem

apresentados.

Foi utilizado entdo o polindmio interpolador de Akima, implementado na rotina

DCSAKM e DCSVAL, da biblioteca IMSL, (Microsoft Fortran 90, Guia do Usuario).
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Capitulo 6 — Conclusdes

Neste capitulo sdo apresentadas as conclusdes do trabalho e as sugestdes de

continuidade do mesmo.

6.1. Conclusoes

Analisando os resultados obtidos, conclui-se:

1.

O objetivo do trabalho foi alcangado, uma vez que o método LTSy com esquema
recursivo de inversdo simbolica (sI+A) resolveu os problemas de transferéncia

radioativa em névoa (L=82) e nuvens (L=299) encontrados na literatura.

Todos os resultados encontrados tanto para névoa quanto para nuvens
apresentaram uma boa concordancia com os encontrados na literatura para pontos

no interior do dominio e u#0.

Para pontos na fronteira do dominio e para valores de =0, encontrou-se um erro
maximo de 3% o que pode ser explicado pelo metodo de interpolagdo considerado

(interpolagdo quadratica).

O maximo esfor¢go computacional para o calculo de uma das componentes de
Fourier (m=0) foi de 1.200 s (L=299 e N=400). Cumpre observar que o tempo
computacional pode ser reduzido significativamente diminuindo-se o nimero de
multiplicagdes matriciais na reconstrugdo da matriz A.(s) e utilizagdo do método

do particionamento para inversao de matriz bloco.

6.2. Sugestdes de continuidade

Como sugestdo para trabalhos futuros, menciona-se a generalizagdo da demonstragiao

da convergéncia do método LTSy para problemas de transporte sem simetria azimutal, bem

como a implementagdo das modificagdes sugeridas acima para redu¢do do esforgo

computacional.
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