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RESUMO

Neste trabalho abordamos trés modelos metapopulacionais com aco-
plamento nao linear. Os modelos proporcionam a escolha do sitio de destino de
acordo com a densidade do sitio de destino, diferenca de densidade entre os sitios
de destino e de origem ou diferenca relativa de densidade entre os sitios de destino e
de origem. Utilizamos taxa de migracao independente da densidade e para a matriz
de conexao uma combinacao convexa de uma matriz de conexao local como uma
matriz de conexao global. Apresentamos resultados de estabilidade assintética do
atrator sincronizado associado aos modelos. Para cada modelo metapopulacional,
com diferentes funcgoes de agregacao e antiagregacao avaliamos o comportamento
do nimero de Lyapunov transversal conforme a taxa de migracao e a taxa de re-
producao intrinseca da funcao de dinamica local variam. Fazemos também uma
analise de como a orbita sincronizada se comporta com relacao a pequenas per-
turbacoes. Por fim fizemos uma comparacao entre todos os modelos desenvolvidos,

e com o que lhes deu origem.
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ABSTRACT

In this work we approach three metapopulational models with nonli-
near coupling. The models provide the choice of the destination site according to
the density of the destination site, density difference between the destination and
source sites, or relative density difference between the destination and source sites.
We use density independent migration rate and for the connection matrix a con-
vex combination of a local connection matrix as a global connection matrix. We
present results of asymptotic stability of the synchronized attractor associated to
the models. For each metapopulation model, with different aggregation and antiag-
gregation functions we evaluated the behavior of the transverse Lyapunov number
according to the migration rate and the intrinsic reproduction rate of the local dy-
namics function vary. We also perform an analysis of how the synchronized orbit
behaves in relation to small perturbations. Finally we made a comparison between

all the models developed, and with what gave them origin.

Xvi



1 INTRODUCAO

As pesquisas em dinamica populacional tém crescido nas tltimas déca-
das, principalmente aquelas que consideram que a populacao esta dividida em peque-
nos fragmentos adequados para reproducao e sobrevivéencia da espécie, ditos sitios

ou “patches”, e ao conjunto discreto deles denominado metapopulagao, como pode

ser visto em (8, 22, 3, 32, 31, 13, 36, 23, 35].

O termo metapopulacao foi utilizado pioneiramente por Levins [25],
para descrever uma populacao de populagoes. Uma metapopulacao em que todos
os seus sitios possuem a mesma dinamica local (reprodugao e sobrevivéncia) é dita

homogénea. Caso contrario, a metapopulacao é dita heterogénea.

Hanski [15] em seu trabalho distingue trés abordagens para a ecologia
espacial. A primeira é a de ecologistas tedricos que investigam modelos que descre-
vem individuos em um espaco uniforme, sem qualquer heterogeneidade ambiental.
Por outro lado, os ecologistas de paisagem reproduzem descri¢oes da estrutura fisica
muito complexa de ambientes reais e o movimento de individuos e recursos neles.
J& os ecologistas de metapopulacao tentam chegar a um meio termo. O espago é
descrito como fragmentos de habitat nos quais as espécies vivem como populagoes

locais discretas conectadas pela migracao.

Os sitios estao cercados por um ambiente hostil e totalmente impréprio
para reproducao e sobrevivéncia. A conexao entre eles ocorre através de movimen-
tos migratdérios que, vamos supor, ocorrem depois do processo de dinamica local.
Segundo Hassell et al. [20], se esses processos nao forem bem separados, poderao
ocorrer resultados improvaveis do ponto de vista biolégico. Neste trabalho, migragao
e dispersao terao o mesmo significado, e serao utilizadas para descrever o movimento

dos individuos de um sitio para outro.



Muitos trabalhos destacam a relevancia da dispersao no acoplamento
de populagoes. Rohani, May e Hassell [29] mostraram analiticamente e por meio
de simulacoes numéricas que para os modelos gerais de competicao de espécies, a
migracao nao tem efeito sobre as propriedades de estabilidade geral do equilibrio

homogéneo.

Por outro lado Rohani e Ruxton [30], investigaram os efeitos da dis-
persao na estabilidade do equilibrio das populagoes locais de uma metapopulagao
de hospedeiros. Eles concluiram que para um modelo hospedeiro-parasitoide, uma
grande assimetria nas taxas de dispersao de hospedeiros e parasitoides pode ser de-
sestabilizadora, do ponto de vista do equilibrio da metapopulacao. Essa conclusao

sO é possivel se nao ocorrerem refiigios para os hospedeiros, reproducao hospedeira

dependente da densidade ou outros mecanismos reguladores.

A dispersao também pode ter uma relacao com a persisténcia de uma
populagao conforme mostram Hanski e Zhang [16] e Hassell, Comins e May [18].
Hanski e Zhang [16], concluiram que uma taxa de migragao muito alta pode ser tao
ruim para a persisténcia da metapopulacao quanto a migracao baixa. Além disso,
espécies com taxas intermedidrias de migracao respondem melhor a fragmentacgao de
habitat. Segundo Hassell, Comins e May [18], a dispersdo em um ambiente irregular
pode ajudar populagoes hospedeiras e parasitoides que apresentam dinamicas locais

instaveis a persistirem juntas.

Uma vez que existe dispersao, precisamos definir a topologia de rede.
Como queremos uma rede em que os os individuos tenham uma movimentagao por
vezes permitida para qualquer sitio e outras vezes, mais restrita aos sitios mais
préoximos, motivados por Giordani e Silva [12], consideraremos um acoplamento nao
linear, formado pela combinagao convexa de anéis ciclicos, um de conexao local e
outro de conexao global (veja a Figura 1.1). Essa combinagao convexa serd, num

primeiro momento, simples e num segundo momento, dinamica.
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Figura 1.1: Vizinhanga tipo anel ciclico, conexao local (a esquerda) e conexao global

(& direita)

A movimentacao entre os sitios, pode provocar um outro processo muito
importante, denominado sincronizacao. Uma dinamica sincronizada ocorre quando
todos os sitios da metapopulagao, com condic¢oes iniciais diferentes, passam a ter o
mesmo numero de individuos num determinado instante de tempo, a partir do qual

oscilam de maneira idéntica.

De acordo com Liebhold, Koenig e Bjornstad [26], a dispersao entre po-
pulagoes (reduzindo o tamanho de populagoes relativamente grandes e aumentando
as relativamente pequenas), fatores exégenos (como o efeito Moran (influéncia de va-
riagoes ambientais comuns)) e interagdes tréficas (com populagdes de outras espécies
que sejam elas préprias espacialmente sincronas), sdo as trés causas principais que

dao origem a sincronia.

Segundo Earn, Levin e Rohani [8], a sincronizagao esté fortemente cor-
relacionada com a extin¢ao da metapopulacao. Os autores estabeleceram em seu
estudo uma correspondéncia positiva entre o grau de sincronia das populacoes e o
risco de extingao da metapopulagao. Em contraponto, para minimizar os efeitos da
sincronizagao, Allen, Schaffer e Rosko [1] sugerem o uso de oscilagoes cadticas, pois
estas reduzem a viabilidade de sincronizacao, reduzindo assim a probabilidade de

extingao.



Uma alternativa de diminuir a extincao em metapopulacoes bastante
utilizada é a criacao de corredores. Para Haddad et al. [14], corredores sao longas
e estreitas faixas de habitat que ligam fragmentos de habitat, antes isolados. De
acordo com Simberloff et al. [33], as fungoes atribuidas aos corredores para mo-
vimento sao: diminuir a taxa de extingao, diminuir a estocasticidade demografica,
deter a depressao endogamica e satisfazer uma necessidade inerente de movimento.
Ja para Damschen [5], a func@o de corredor bem sucedida baseia-se no pressuposto
de que o movimento dos organismos aumenta entre os sitios conectados, aumentando

a colonizacao e o fluxo de genes, com um beneficio liquido para a biodiversidade.

Entretanto, a criacao de corredores é uma estratégia discutivel para a
conservagao de populagoes em habitats fragmentados (Falcy e Estades [11]). Para
Hess [21], muita atencdo tem sido dada aos beneficios potenciais dos corredores
com pouco destaque dado as consequéncias potencialmente adversas. Ele estudou,
o efeito dos corredores na sobrevivéncia de uma metapopulacao na presenca de uma
doenca fatal, que é disseminada pelo contato direto entre individuos suscetiveis e
infectados. Os resultados sugerem que os corredores podem aumentar drasticamente
a probabilidade de extingao da metapopulacao. Isso ocorre quando a mortalidade
induzida pela doenca ¢é baixa o suficiente para permitir que os individuos infectados
espalhem a doenca, mas suficientemente alta para reduzir os niveis populacionais, a
ponto de eventos demograficos e ambientais aleatorios causarem extingoes frequentes
da metapopulacao. A topologia de rede que utilizamos neste trabalho inviabiliza a

criacao de corredores.

Apresentamos aqui trés modelos metapopulacionais com taxa de mi-
gracao independente da densidade. Antes de entrarmos em detalhes sobre eles,
salientamos que quem é independente da densidade é a taxa de migracao e nao o

processo migratorio.

Todos os modelos que aqui abordamos foram elaborados a partir do

modelo metapopulacional utilizado por Silva [31], através da inclusao de quocientes.
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O primeiro modelo que trabalhamos considera na contabilizacao dos individuos que
chegam num sitio, o quociente da densidade do sitio de destino pela média ponderada
das densidades dos sitios, com pesos iguais as fracoes de individuos oriundos do sitio
de origem que chegam no respectivo sitio vizinho. A inclusao da média ponderada é
importante, pois de acordo com Britton [4], a densidade de populagao média correta
a considerar ¢ a média ponderada em relacao ao tempo atual e ao posicionamento
dos individuos. Obtemos assim, um modelo que permite a escolha do sitio de destino

de acordo com a sua densidade.

O segundo modelo foi estruturado de tal forma que permite a escolha
do sitio de destino de acordo com a diferenca de densidade entre o sitio de destino e o
sitio de origem. Para isso, ele contém um quociente da diferenca de densidade entre
o sitio de destino e o sitio de origem por uma média ponderada das diferencas de
densidades dos sitios com o sitio de origem, com pesos iguais as fracoes de individuos

oriundos do sitio de origem que chegam no respectivo sitio vizinho.

Por sua vez, o terceiro modelo que aqui abordamos possibilita a escolha
do sitio de destino de acordo com a diferenca relativa de densidade entre o sitio de
destino e o sitio de origem. Ele é configurado com um quociente da diferenga relativa
de densidade entre o sitio de destino e o sitio de origem por uma média ponderada
das diferencas relativas de densidades dos sitios com o sitio de origem, com pesos
iguais as fragoes de individuos oriundos do sitio de origem que chegam no respectivo

sitio vizinho.

Este trabalho é organizado como segue. No Capitulo 2, listamos algu-
mas definicoes e resultados importantes que sao utilizadas no decorrer deste estudo.
Ja no terceiro capitulo, apresentamos o primeiro modelo metapopulacional, a ma-
triz de conexao que utilizamos ao longo deste texto, o comportamento do respectivo
modelo em caso de sincronia e sua estabilidade neste estado e um resultado sobre

estabilidade do atrator sincronizado.



E ainda abordado no Capitulo 4 o primeiro modelo metapopulacional,
porém agora para diferentes fungoes de agregacao e antiagregacao. Avaliamos o
comportamento do nimero de Lyapunov transversal em relagao a taxa de migragao
e a taxa de reproducao intrinseca da funcao de dinamica local. Através de graficos
espaco X tempo fazemos uma andlise de como a Orbita sincronizada se comporta

com relagao a pequenas perturbagoes.

Da mesma forma, que nos Capitulos 3 e 4, procedemos no Capitulo
5 e no Capitulo 6, para os modelos com movimentacao dependente da diferenca
de densidade e com movimentagao dependente da diferenca relativa de densidade,

respectivamente.

O Capitulo 7, é destinado a uma comparacao dos modelos metapopula-
cionais propostos (entre si) e com o modelo que lhes d& origem, através de grificos
densidade x tempo para ver o comportamento da densidade dos sitios ao longo do
tempo. Além disso, confrontamos todos os modelos metapopulacionais, conexoes,
taxas de reprodugao intrinseca (da fungao de dinamica local) e as taxas de migragao

quanto a ocorréncia da sincronizagao.

No tultimo capitulo, apresentamos as conclusoes gerais do trabalho e

expomos algumas ideias com relagao a continuidade do trabalho.



2 CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados e conceitos importan-
tes utilizados no desenvolvimento deste trabalho, que se fazem necessarios para uma

melhor leitura e compreensao do mesmo.

2.1 Sistemas Dinamicos

2.1.1 Numeros de Lyapunov

Segundo Diaz e Jorge [7], quantidades importantes associadas a um
sistema dinamico sao seus nimeros de Lyapunov. Eles medem a velocidade média
com que as Orbitas se separam e sao, portanto, um indicador de caoticidade de
um sistema dinamico. Os resultados aqui apresentados, podem ser encontrados em

Alligood, Sauer e Yorke [2] e Diaz e Jorge [7].
Consideremos uma funcao f : R — R, de classe C*.

Definimos o nimero de Lyapunov da érbita {xg,x1,...} como

t—1 1/t
Llwn) = lim (H If’(xf)l) , 2.)

e o expoente de Lyapunov como

hlao) = Jim 1 3" In| (2.l 22)
7=0

desde que ambos limites existam. Notemos que h(xg) existe se, e somente se, L(xg)

existe e In(L(xg)) = h(zo).

Uma 6rbita {zg, x1, ...} é denominada assintoticamente periddica se ela

converge para uma orbita periddica quando t — oo.



Dizemos que a 6rbita {zg, z1, ...} é cadtica se ela ndo é assintoticamente

periddica e se L(zg) > 1 (ou h(zg) > 0).

2.1.2 Conjunto Atrator

Como estudadremos a estabilidade assintotica do atrator sincronizado,
precisamos de alguns conceitos importantes, que podem ser encontrados em Alli-

good, Sauer e Yorke [2] e Thunberg [34].
Consideremos uma funcao f : R — R, de classe C*.

Definimos o conjunto w-limite da érbita {xg,z1,...} como o conjunto

w(xg) = {35 1 Hn, 152, tal que z = lim f”j(aso)} :
j—00
Um conjunto atrator é um conjunto w-limite que atrai um conjunto de
valores iniciais que tem medida diferente de zero.

Seja {xg,x1,...} uma drbita cadtica. Se xy € w(zy), entao w(xg) é
denominado um conjunto cadtico. Um atrator cadtico é um conjunto cadtico que

também é um atrator.

Para as fungoes logistica e exponencial logistica (que veremos com maio-
res detalhes na Subsegao 2.1.5) o conjunto atrator possui trés comportamentos dis-
tintos:

(i) um ciclo periédico;
(ii) um conjunto de Cantor de medida de Lebesgue nula;

(iii) uma unido finita de intervalos.

Além disso, o caos somente é possivel quando temos um atrator que é um intervalo.



2.1.3 Teorema de Birkhoff e Medida Natural

O teorema fundamental da Teoria Ergddica afirma que, para qualquer
subconjunto mensuravel e para quase todo ponto, existe um tempo médio de per-
maneéncia da érbita de um ponto nesse conjunto. Este resultado é devido a Birkhoff
(Oliveira [28]). Os resultados aqui abordados, podem ser encontrados em Diaz e

Jorge [7], Oliveira [28] e Thunberg [34].

Comecamos lembrando de algumas defini¢oes envolvendo Teoria da Me-
dida e Integracao. Dizemos que um espaco (X, A, ) é de probabilidade se X é um
conjunto, A é uma o-dlgebra definida em X e v uma medida definida em (X, .A)
tal que v(X) = 1. Uma transformagao mensuravel h : X — X, preserva a medida
v ou v é h-invariante, se para todo conjunto A € A vale v(h™'(A)) = v(A). Cha-
mamos uma medida de ergddica para h se para qualquer subconjunto h-invariante

A € A (ou seja, A= h"1(A)), se verifica v(A) =0 ou v(A4) = 1.

Agora, vamos analisar o que é tempo médio de permanéncia de uma
6rbita num conjunto. Consideremos um espago de probabilidade (X, .A,r), uma
transformacao mensuravel h : X — X e um ponto x € X. A frequéncia com que

a Orbita de x por h visita um conjunto mensuravel A € A é
1 ) ;
n(z, A) = ;#{O <j<t—1:h(z)€ A}

Mas isto é o mesmo que

t—1
1 )
_ = j
e, A) = 5 3 Xa(h (2),
Jj=0
onde X4 é a funcao caracteristica do conjunto A. O tempo médio de permanéncia

da érbita de x em A é o limite
7’](1’,A) = thlll nt(x, A), (23)
— 00

quando este limite existir.



Enunciamos agora o resultado devido a von Neumann (em sua forma

mais fraca) e provada na sua forma definitiva por Birkhoff.

Proposicao 2.1 (Teorema Ergddico de Birkhoff). Consideremos um espaco de pro-
babilidade (X, A,v) e uma transformacao mensurdvel h : X — X que preserva a
medida v. Entao, para toda funcdo integrdvel p, existe uma fung¢dao integrdvel 9 e

h-invariante que verifica as sequintes propriedades:

(i) para v-quase todo x € X se verifica

1 t—1 ‘
lim ~ i(z)) = 9
mt%;ﬂhwn ¥

t—o00

awL¢szﬁw

(i1i) Se a medida v for ergédica (com respeito a h), entao ¥ € constante

v — q.t.p. Em particular, para v-quase todo x € X :

ﬁ@:L¢W

Uma primeira consequéncia do Teorema de Birkhoff é que a menos de
um conjunto de medida v nula, o limite (2.3) existe e é uma fungao integravel,

verificando

An@Ayw:wm.

Para a outra consequéncia, necessitamos de uma definicao. Dizemos
que uma medida invariante p é uma medida natural para h se para qualquer x em

um conjunto de medida de Lebesgue positiva temos

=
p=lm g b

7=0

onde J, denota a funcao delta de Dirac em =x.

Sendo assim, decorre do Teorema de Birkhoff que se v é ergddica, entao o limite

(2.3) existe e é igual a v(A), para v — q.t.p v € X, isto é v é a medida natural para

h.
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2.1.4 Teorema Multiplicativo de Oseledec

Enunciamos aqui um importante resultado que diz como as orbitas
se distribuem sobre atratores, no caso de mapeamentos multidimensionais. Para

maiores detalhes, consulte Eckmann e Ruelle [9].

Proposicao 2.2 (Teorema Multiplicativo de Oseledec). Consideremos um espago
M, v uma medida de probabilidade neste espaco e h : Ml — M um mapa que
preserva a medida ergodica v. Seja T um mapeamento mensurdvel de Ml no espaco

das matrizes de ordem m x m, tal que

/hﬁ IT()]| v(dz) < oo,
onde In™ u = max{0,Inu}. SeT! =T(h' " (z))...T(h(z))T(x) é uma matriz, entdo

para v—quase todo x, existe o sequinte limite

lim (75T 2 = M,.

t—o00

Aqui, T denota a matriz adjunta de TT.

2.1.5 As funcgoes logistica e exponencial logistica

Vérias funcoes podem ser usadas como dinamica local. Exemplos para
a fungao f podem ser encontrados em [17, 19, 10, 27]. Aqui vamos trabalhar com
duas funcoes classicas, porém para objetivos diferentes. A funcao logistica serd
utilizada para determinar os coeficientes da combinagao convexa (veja a Sec¢ao 3.2),
enquanto que a fungao exponencial logistica serd utilizada como a dinamica local

nas simulacoes que serao feitas ao longo deste trabalho.
A funcao logistica é definida como
f(z) = ax(l - x),
onde o parametro a ¢ a taxa de reproducao intrinseca da populacgao.
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Figura 2.1: Grafico da funcao logistica para a = 1,a = 2,5 e a = 4.

Consideremos a equagao logistica discreta: x;.1 = axy(1 — ;). Temos
alguns comportamentos distintos das solucoes dela de acordo com a variacao do
parametro a. Para a € (0, 1] temos um ponto fixo trivial estavel. Quando 1 < a < 3,
a solucao apresenta um ponto fixo estavel dado por “%1 A partir de a = 3 a solucao
passa a ter oscilagoes periddicas de periodo 2, permanecendo assim até que essas
oscilagoes tornem-se instaveis, surgindo assim oscilacoes de periodo 4. Esse processo,
de duplicacao de periodos, continua repetindo-se até que as oscilagoes ocorrem de
maneira aperiddica. Surge entao, para a > 3,57 um comportamento caético. Para
a > 4 a fungao deixa o intervalo [0, 1]. Esses comportamentos podem ser observados
no diagrama de bifurcacao (Figura 2.2). Na Figura 2.3, apresentamos os nimeros

de Lyapunov para a equacao logistica discreta.
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Figura 2.2: Diagrama de Bifurcagao das solugoes da equacao logistica discreta. (a)

0<a<4;(b)3,5<a<4
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Figura 2.3: Numeros de Lyapunov da equacao logistica discreta.

A fungao exponencial logistica ou fun¢ao de Ricker é definida como
f(z) = ze"17®)
onde o parametro r é a taxa de reprodugao intrinseca da populagao.

25

r=2.8

r=2.5

r=1

Figura 2.4: Grafico da funcao exponencial logistica para r = 1,7 =2,5 e r = 2,8.

Consideremos a equacao de Ricker discreta: ;1 = zre" 1% Obser-
vando o diagrama de bifurcacao (Figura 2.5), notamos dinamicas variadas, conforme
r varia. Quando r € (0,2), temos um ponto fixo estdvel. A partir de r = 2, as

solugoes da equacao de Ricker discreta passam a apresentar oscilagoes periodicas de

14



periodo 2, que conforme r aumenta, essas oscilagoes periddicas tornam-se de periodo
4 e assim sucessivamente, até aproximadamente r = 2,7, onde as bifurcacoes de
periodo 2", n € N, nao ocorrem mais. Surge ai, um comportamento cadtico entre-

meado por janelas periddicas.

Figura 2.5: Diagrama de Bifurcagao das solugoes da equacao de Ricker discreta. (a)

0<r<4;(b)2,8<r<4.

Na Figura 2.6 encontramos os nimeros de Lyapunov para a equagao de

Ricker discreta.
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Figura 2.6: Numeros de Lyapunov para a equagao de Ricker discreta.

2.2 Matrizes Circulantes

Os resultados aqui descritos, podem ser encontrados em Davis [6] e

Lancaster e Tismenetsky [24].

Uma matriz é circulante se ela é da forma

Qg ay -+ Ap—2 QAp—1
ap—1 Gy QA1 -+ Gp-2
= circ(ag, @1, ..., Ap_1).
a9 e . . aj
i a1 az -+ Gp-1 Qo i

Podemos observar que a partir da segunda linha, cada linha avanca um elemento
para a direita relativamente a linha precedente. Dessa forma, as matrizes circulantes

ficam completamente especificadas pelo vetor que forma a primeira linha.

Uma vez que se A e B sao matrizes circulantes, entao a soma A+ B é
circulante e o produto AB é circulante com AB = BA, temos que o conjunto das

matrizes circulantes forma um anel comutativo.
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As matrizes circulantes sao diagonalizaveis por uma matriz de Fourier,

isto é, se A é uma matriz circulante, entao existe uma matriz F' tal que

A=FDF™,

onde F' é a matriz de Fourier, definida por

1 1
1 K
1
F=— 2
\/ﬁ 1 =k
1 ,infl

27

com k =e ' e D =diag(Ag, A1, ..

da matriz A.

Os autovalores Ag, Aq, . . .

onde & = e, k=0,...,n— 1.

1 e 1

/{2 . /{nfl

/€4 K/2(n—1) , (2 4)
H?(nfl) li(nfl)(nfl)
S An_1), sendo Ag, A, ..., A,_1, 08 autovalores

, An—1, da matriz circulante A sao dados por

n—1

Ae = Zajgia (2.5)

J=0

Ja os autovetores correspondentes a estes autovalores, sao dados pelas colunas da

matriz de Fourier.
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3 O MODELO METAPOPULACIONAL

Neste capitulo descreveremos o nosso primeiro modelo metapopulacio-
nal bem como a matriz de conexao que utilizaremos ao longo deste texto. Verifica-
remos também como o modelo metapopulacional se comporta em caso de sincronia,

assim como, a estabilidade do estado sincrono para o caso geral.

3.1 O modelo

Consideremos uma metapopulacao homogénea formada por n sitios
enumerados de 1 até n. Em cada sitio existe uma populacao de uma tinica espécie,
chamada populagao local ou subpopula¢ao. Denotamos por zi € R o ntimero de
individuos do sitio ¢ no instante de tempo ¢ e vamos supor que uma funcao f, suave,
descreve o processo de dinamica local. Entao, na auséncia de migragao entre os

sitios, a evolucao de cada populacao é dada por
zig = f(x), i=1,2,...,n, t=0,1,2,.... (3.1)
Exemplos para a funcao f podem ser encontrados em [17, 19, 10, 27].

Apos o processo de dinamica local em cada sitio, ocorre o processo de
migragao. A cada passo de tempo, uma fragao u de individuos, p € [0, 1], deixa um
dado sitio e migra para outros sitios mais préximos. Dos individuos que migram
dos sitios vizinhos j, uma fragao c;; chegara ao sitio 7. Por se tratar de um processo
de curta duracao, supomos que nao ha perdas durante essa movimentacao, ou seja,
Sy =1, =12,...,n. Assumimos também que ¢; = 0. Os elementos ¢;;

formam a matriz de conexao C' = [¢;;], 4,7 =1,2,...,n.

A fim de formular um sistema de equacoes que descreve a dinamica me-

tapopulacional, definimos trés operadores. O primeiro deles é o operador dinamica
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local:

O segundo deles é o operador dispersao:
M:R" — R"

(.. 2" = (My(2h, .. ™), . Mu(at, .. 2™)),

onde

M(zt, ... 2"

(1— )2’ + 3 peyy——al, i=1,2,...,n.
j=1

E ij{L‘k

k=1

Podemos observar que o operador dispersao é composto de duas par-
tes. A primeira é a densidade de individuos que permanece no sitio ¢ e a segunda
¢ uma soma, formada pelos imigrantes que chegam no sitio ¢ multiplicados pelo
quociente da densidade do sitio ¢ pela média ponderada do conjunto das densidades

{a!,2?,..., 2"} com pesos {c1;, Cajy - - -, Cnj}, TESPECtivamente.

Por fim, definimos o operador
Gg:R" — R"”

(My, ..., M,) = (G(M), ..., G(M,)),

onde |
G(M;) = (1 - p)a’ +Zﬂcijn.g¢l'j, 1=1,2,...,n,

=t Z crig(z")
k=1

sendo ¢ : (0,00) — (0, 00) uma fungao apropriada.

Essa fungao g(x) pode representar agregacao ou antiagregacao. Se tiver-
mos uma funcao crescente, entao para baixas densidades teremos poucos individuos

chegando no sitio ¢ e para altas densidades muitos individuos chegando neste sitio,

19



caracterizando assim uma agregacao. No caso de uma funcao decrescente, para bai-
xas densidades teremos muitos individuos chegando no sitio i e para altas densidades

poucos individuos chegando no respectivo sitio, o que determina uma antiagregacao.

Uma vez que o processo de dinamica local antecede a dispersao, pode-
mos aplicar a composicao H : R* — R",’H = G o M o F, no vetor populacional,

X; = (x},22,...,2%), para obtermos X;, 1, isto é, X;1; = H(X;).

Dessa forma,

(1= )+ 3 ey SLE) g
S el

(- ) + 3 ey 2T g
Xy = =Y eyg(far) ,

(1= ) () + 3 sy 2L
=Y age(faD)

que é equivalente a
g(f(z}))
> cwig(f(ah))

k=1

Ti = (L= p)f) + ) pey
j=1

O primeiro termo no lado direito da equagdo (3.2) representa os in-
dividuos que permanecem no sitio ¢ no instante de tempo t, enquanto o segundo
termo descreve os individuos que partem dos sitios vizinhos e chegam no sitio i,
levando em consideracao a densidade do sitio de destino e uma média ponderada
das densidades dos sitios, com pesos iguais as fracoes de individuos oriundos do sitio

de origem que chegam no respectivo sitio vizinho.

O modelo que aqui apresentamos, inclui o quociente da densidade do

sitio de destino pela média ponderada das densidades dos sitios no modelo apresen-
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tado por Silva [31], a saber,
xi-i—l = (1 - M)f(l'é) + Zﬂcl]f(xg% 1=1,2,...,n.
j=1

Esse modelo é o mesmo dos trabalhos de Barrionuevo e Silva [3] e Silva, Barrionuevo

e Giordani [32] considerando a taxa de migragdo constante.

3.2 Conectividade

Uma vez que existe a dispersao, precisamos definir a topologia da rede.
Consideramos uma matriz C' gerada por uma combinagao convexa de duas matrizes
circulantes, uma representando um anel ciclico de conexao local e outra, represen-

tando um anel ciclico de conexao global, definidas por

0 % o --- 0 %
10 5 0 0
C=| ; (3.3)
0 o L+ o0 1
B 0 3 0]
e
U = =
o 0
Cy = : 0 , (3.4)
1
n—1
=l =S
respectivamente.
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Num primeiro momento, utilizaremos uma combinagao convexa sim-

ples, isto é, dado « € [0, 1] a matriz C serd expressa por
C=01-a)C +aC,. (3.5)
Num segundo momento, a topologia de rede serda mais dinamica, ou seja,
C=(1-u)C +aCy, (3.6)

onde oy é o coeficiente de combinagdo convexa, dado por a1 = v(y), sendo v a

funcao logistica e «, € [0, 1].

Nas demonstracoes usaremos apenas oy, mas o resultados valem para o

coeficiente v também. Nas simulagoes faremos referéncias separadas aos mesmos.

3.3 Sincronizagao

A sincronizacdo do sistema (3.2) é obtida quando todos os sitios apre-
sentam a mesma densidade populacional em cada passo de tempo t. Isto significa

que i =z, Vi =1,2,...,n. Logo, substituindo isso em (3.2), obtemos

n

g(f(x)) > e

Jj=1

9(f(x1)) Z Chj

xwlf—ﬁ-l:(l_u)f(xt)—i_:u f(xt)7i:1727"'an'

J& sabemos que Y, ¢;; = 1,5 = 1,2, ...,n. Por sua vez, supondo que

n
d ey=1i=12...n,
j=1

obtemos que a matriz C' é duplamente estocastica, e por consequéncia a expressao

acima torna-se

xiH:f(xt), i=1,2,...,n,
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que é exatamente a dinamica de um sitio isolado dada em (3.1). Portanto, a dinamica

de cada sitio no estado sincronizado satisfaz a dinamica de um sitio isolado.

Consideremos a drbita sincronizada s; = (x4, 2y, ..., z;) € R™ do sistema
(3.2). Seja X; uma perturbagao do estado sincronizado, isto é, X; = s; + A, onde

A; é uma pequena perturbacgao. Logo,
Xir1 = H(Xy) = Hse + Ay).
Expandindo em série de Taylor, segue que
H(s + Ar) = H(se) + J(s0) Ay + O(AD), (3.7)
sendo J(s;) a matriz Jacobiana de H aplicada na drbita sincronizada, dada por

(1_M)+W(1—Zc§k>, para i = 7,

J(s1) = f'(w) (3.8)

u | PG kz cin(—Cjr) + Cij} , parai#j.
=1
Visto que H(s;) = s;11 = Xiv1 — Ayy1, a equagao (3.7) torna-se
Xt+1 = Xt+1 — AtJrl + J(St)At + O(A?),
ou seja,

At+1 == J(St>At + O(A?)

Portanto, a linearizagdo do sistema (3.2) em torno da orbita sincronizada é dada
por

AtJrl = J(St)At, (39)

onde J(s;) é dado por (3.8).

3.4 Estabilidade do Estado Sincrono

Seja sy = (x4, x4, ..., ;) € R™ a 6rbita sincronizada do sistema (3.2).

Queremos determinar se as orbitas que iniciam proximas do estado sincronizado,
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serao atraidas para este estado. Com este objetivo, linearizamos o sistema (3.2) em

torno da érbita sincronizada e obtemos de acordo com (3.9)
At+1 == J(St)At, (310)

sendo J(s;) dado por
J(st) = Quf'(x), (3.11)

onde Q; = I,,— By, I,, é a matriz identidade de ordem n e By = circ(bl, b, ... bt _,),

» ¥n—1
¢ ¢ 4 ¢ ¢ (4 (4
com b3 — b4 —_ = b b _9 — b2, bnfl — b17

t 1 _ g (f () f (1) 992 — (n— a2
TR ICD), [1 2~ (n=3) (n - 1) ] 7
o 9 (@) f () " O\ B

"= 9(f(x)) 2o g e (n — 1> o
g'(f(xe)) f ()

Visto que a matriz B, é circulante, existe uma matriz F' que diagonaliza
a matriz B;. Mais precisamente, B, = FD,F'~!, onde F' = [f;;] é a matriz de Fourier,
definida em (2.4) e D; = diag(Xg, A}, ..., AL 1), sendo A\g, A}, ..., AL, os autovalores

’» in—1 y» n—1»

da matriz B;.

Uma vez que Z;:Ol b§ = 0, segue que \g = 0 é um autovalor simples da

matriz B; associado ao autovetor v = (1,1,...,1)7, pois
n—1 n—1 n—1 T
By = (Zb§,2b§,...,2b§>
=0  j=0 =0
= (0,0,...,0)T
= Ow.
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Portanto, a matriz €2; toma a forma

QG =F| F (3.12)

onde D; = diag(\e, X5, ..., AL ).

Observemos que ¢ = 1 é um autovalor simples de §2; e seu correspon-
dente autoespaco é exatamente a diagonal do espaco de fase que é precisamente o
estado sincronizado. Isto significa, que as perturbacoes nesse espago podem ocorrer
livremente. J4 as perturbacoes no espaco gerado pelos autovalores de (1,1 — uD;)
sao transversais ao estado sincronizado e deverao tender a zero para obtermos esta-

bilidade assintdtica.

Como o objetivo é verificar o crescimento das perturbacoes transversais

a orbita sincronizada, basta considerar
J(s) = Fl(In—1 — pDy) f' ()| F
e analisar a evolugao da equacao de perturbacao, dada por

AVERTES ([n—l - ,Uﬁt)f/(xt)At-

Escolhendo uma perturbacao inicial Ay qualquer, obtemos
Ay = (Ins = pDy1) f'(we1) -+ (Tno1 — D1) f'(@1) (Lot — Do) f' () Ao
Desta forma a perturbacao tenderd a zero quando t — oo se, e somente se,
lim | Py oo PPy 1= < 1, (3.13)
onde P, = (I,,_1 — puDy) f'(x;), com t = 0,1,2, . ...
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Podemos escrever,

T—1

I Py - PoPy ||= |t = pDr1) -+ (Iney = Do) || [T 1 o).
t=0

Portanto, temos que

Li(zo) = lim || Pr_y - PiPy ||7= L{zo)A(zo), (3.14)

T—00

onde
T—1 1/
L(wo) = lim (H |f’(xt)|> : (3.15)
t=0
¢ o numero de Lyapunov com érbita iniciando em zg, e

A(wo) = lim ||(Zo-y — pDr1) -+ (Iomy — Do) | /7. (3.16)

Denominaremos L (z9) de nimero Lyapunov transversal, com 6rbita iniciando em

Zo-

Supondo que a funcao f preserva a medida natural p, e também que
In* | f'(x)| € L*(p) segue pelo Teorema de Birkoff (Proposicio 2.1) que (3.15) existe

para todo xy (com relacao a medida p), e é independente de z.

Adicionalmente, assumindo que In* ||(Z,—; — uDy)|| € L*(p), decorre do
Teorema Ergédico Multiplicativo de Oseledec (Proposi¢ao 2.2) que o limite (3.16),

a menos de um conjunto de medida p nula, existe para todo xy, independe de zq e
T—1 1
i —uD e — DT = i Y
Tim [ (7o1 = D7) -+ (Ino1 = pDo) | (Jpax | lim (g 1 MI) (3.17)

Através de (2.5) podemos encontrar uma forma para (3.17). Temos que

n—3
M= by b G+ ) UG+ Y L k=12, n— 1
7=3
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Mas,

2rk
g =20 (55).

2k
£+ &% = 4cos? (%) -2,

2 2 2
n—3 8 cos? Lk — 4 cos? Lk — 6 cos Lk + 2
Zgj o n n n )

=
2k

Jj=3 2 — 2cos <L)
n

Logo,
— g'(f (w ) f (@) ar |2
{9(1;863(2)5 t) [2gt a4 (n—4) (24) } — gt} (2cosB) + (318)
(e i 2t 05 (2] 5 o2+
"(f(ze)) f(ze) o ar \2 a (8(:0539 4cos? 0— 6c050+2)
{g g(ft(xt)) ‘ |:4Qtn_—t1 + <n - 6) (n_—tl) ] - n_—tl} (2—2cos @) ’

onde o, = [(1 o) 4 natl] e = (k).
Portanto, A(xg) representado por (3.17) tem A dado por (3.18).

Baseado no exposto acima, podemos estabelecer um critério para a

estabilidade assintética do atrator sincronizado.

Teorema 3.1. Consideremos o sistema (3.2), com a matriz C' dada por (3.5) ou
(3.6), f uma fungio de classe C* em [0,00) invariante com relagio a medida na-
tural p e g : (0,00) — (0,00) uma funcio de classe C'. Entdo o nimero de
Lyapunov transversal L, do atrator sincronizado € dado pelo produto LA, onde L
¢ dado por (3.15) e A por (3.17). Além disso, se L, < 1 o atrator sincronizado é

assintoticamente estdvel.
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4 ESTABILIDADE DO ESTADO SINCRONO

No presente capitulo, abordaremos o modelo metapopulacional (3.2)
para diferentes fungdes g(z). Estudaremos a estabilidade do estado sincrono e
através de simulagoes numéricas observaremos o comportamento do nimero de Lya-
punov transversal conforme a taxa de migracdo e o parametro r variam. Ana-
lisaremos também a sensibilidade da orbita sincronizada com relagao a pequenas

perturbagoes, através de graficos espaco x tempo.

4.1 O caso em que g(z) =2

Consideremos a fungao de agregacdo g(x) = x no sistema (3.2). Obte-

mos assim o modelo metapopulacional

vy = (L= @ f )+ S pey— ) i=12 e (4)
=t chgf(l’?)
k=1

Para esta escolha de fungao g(x), temos que (3.18) transforma-se em

M= A= {20+ (n—3) (;2p)" }+
{2002 — i+ (n—4) ()"
{Q? + 26,245 4+ (n = 5) (%)2 - na_tl} (4cos?6 — 2) +

@ @ 2 a 8 cos® 0—4 cos? 0—6 cos 0+2
{40tn—f1+(”—6)(n—f1) - *}( )

H—/

—
[\
(@]
@]
n
D

~—
_|_

(4.2)

n—1 (2—2cos0) ’

onde g; = [—(1;”) + &] el = (M) .

n—1 n

Dessa forma,
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T—+00 1<i<n—11—00

T—1 1z
lim (Tt — 1Ds1) - (Loy — Do) [V7 = max_Tim (Hrum)
t=0

=  max lim ((|1 — pX]))Y"

1<i<n—1T1—00

= max {1}

1<i<n—

Sendo assim, segue que A é o raio espectral de (I,,_; — D), ou seja,

A= max 1{|1 — 1|}, (4.3)

1<i<n—
onde D = D, = diag(\i, ..., Ap_1).
Portanto, o nimero de Lyapunov transversal L, (zg) = L(x¢)A tem nimero de

Lyapunov dado por (3.15) e o quantificador A dado por (4.3).

Na Figura 4.1, podemos observar o comportamento de A conforme pu

varia.

1.25

1.05 [

Figura 4.1: A em funcao de p, com oy = 0,5 e n = 30.

4.1.1 Simulagoes Numéricas

4.1.1.1  Numero de Lyapunov transversal

Neste espaco estudaremos a variacao do nimero de Lyapunov transver-

sal em funcao da taxa de migracao u e do parametro r. Como fungao responsavel
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pela dinamica local consideramos a fungao exponencial logistica. Examinaremos
o comportamento de L, para r = 2,5 (quando f possui oscilagoes periddicas) e
r = 2,8 (onde f comporta-se de forma caética). Ja a taxa de migracao assumird os
valores = 0,1, p = 0,5 e u = 0,9, ou seja, uma taxa de migragao baixa, uma inter-
medidria e uma alta, respectivamente. Apresentaremos os resultados para a matriz
de conexao C' dada por (3.5) e (3.6). Para a combinacao convexa simples usaremos
a = 0,5 e para a combinacao convexa dinamica, para determinar oy, utilizaremos
a funcdo logistica num comportamento cadtico, isto é, a1 = 4au(1 — oy), com
ag = 0,5. Calculamos o nimero de Lyapunov transversal utilizando 1.000 iteracoes,

apos descarte de 10.000 iteracoes transientes na orbita.

115 |

1.05

Figura 4.2: L, X u, com acoplamento convexon =30e a=a9=0,5: (a) r =2,5;

(b) r=2,8.

Analisando a Figura 4.2, vemos que quando r = 2,5 vale L, < 1 para
p € [0;0,2064) e L, > 1 para p > 0,2064. No caso de r = 2,8 temos L, > 1 para
qualquer valor de p. Portanto, a regiao de impossivel sincronia com relagao a taxa de
migracao p € maior que a regiao de possivel sincronia com relagao a taxa de migragao
1. Neste trabalho, quando falarmos sobre a regiao de possivel sincronia com relagao
a taxa de migragao p, estamos nos referindo a regiao formada pelo intervalo ou

unido de intervalos (com relagao a taxa de migracao ) onde o nimero de Lyapunov
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transversal é menor que 1. Se falarmos sobre a regiao de impossivel sincronia com
relacao a taxa de migracao i, queremos nos reportar a regiao formada pelo intervalo

ou uniao de intervalos (com relacao a taxa de migracao p) onde L, > 1.

18} 1 25 1

16+ ﬂu T8y W
16F

14
14 F

12

i M2t
1 \ ‘ )

111

Figura 4.3: L, x r, com acoplamento convexo, n =30 e a = ag=0,5: (a) p =0, 1;

(b) p=10,5; (c) p=0,9.

No caso da Figura 4.3, para a maioria dos valores de r o nimero de
Lyapunov transversal é superior a 1, ou seja, a regiao de impossivel sincronia com
relacao ao parametro r é maior que a regiao de possivel sincronia com relacao ao
parametro r. Neste trabalho, quando falarmos sobre a regiao de possivel sincronia

com relagao ao parametro r, estamos nos referindo a regiao formada pelo intervalo
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ou uniao de intervalos (com relagdo ao parametro r) onde o nimero de Lyapunov
transversal é menor que 1. Se falarmos sobre a regiao de impossivel sincronia com
relacao ao parametro r, queremos nos reportar a regiao formada pelo intervalo ou

uniao de intervalos (com rela¢do ao parametro r) onde L; > 1.

4.1.1.2 Espaco X tempo

Apresentaremos aqui gréaficos do tipo espago x tempo, com o intuito de

analisar a sensibilidade da érbita sincronizada com relacao a pequenas perturbagoes.

Para dinamica local utilizaremos a funcao exponencial logistica. Ja
sabemos que a dinamica de cada sitio no estado sincronizado satisfaz a dinamica
de um sitio isolado. Como estamos preocupados com a extingao da metapopulagao,
que esta relacionada com a sincronizagao de Orbitas cadticas, e como queremos
saber como a migracao interfere no comportamento da dinamica local, utilizaremos

os valores r =2,5er =28.

Nos graficos espaco X tempo colocaremos no eixo vertical os sitios nu-
merados de 1 até 30 e no eixo horizontal os ultimos 40 passos de tempo, apdés um
descarte de 9.960 transientes. Cada célula (¢,7) representa a densidade de um sitio
¢ no tempo t. As células serdao pintadas em tons de branco, amarelo, vermelho e
preto conforme a densidade aumenta. As condigoes iniciais sao tomadas proximo ao

estado sincronizado, isto é,
Xo= (o + €1, 20+ €2,...,%0 + €),

sendo € = (€,¢€9,...,€,) uma pequena perturbagdo da érbita sincronizada, com

€ € (0;0,01),i =1,...,n, escolhidos aleatoriamente.

Para a combinacao convexa simples usaremos o = 0,5 e para a com-
binacao convexa dinamica, para determinar ay, utilizaremos a funcao logistica num

comportamento cadtico, isto é, ay11 = 4oy (1 — o), com g = 0, 5.
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Analisamos agora o caso em que r = 2, 5. Nas Figuras 4.4 e 4.5, temos

para p = 0,1 sincronizagao. Para = 0,5 e p = 0,9 nao temos sincronizacao.

Para r = 2,8, analisando as Figuras 4.6 e 4.7 percebemos que para

todas as conexoes e valores da taxa de migragao nao ocorre sincronia.

Examinando os graficos espaco X tempo, notamos que os valores da
taxa de reproducao intrinseca e da taxa de migracao para os quais mais ocorreu sin-
cronizacao foram, respectivamente, r = 2,5 e 4 = 0, 1. Ambas as redes apresentam
o mesmo numero de sincronizacoes, nao sendo possivel, assim, dizer qual que mais

favorece a ocorréncia de sincronia.
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Figura 4.4: Espaco x tempo, r = 2,5 e Rede Convexa simples: (a) p = 0,1; (b)
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Figura 4.5: Espaco x tempo, r = 2,5 e Rede Convexa dinamica: (a) u = 0,1; (b)
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pw=0,5 (c) p=0,9.
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Figura 4.6: Espaco x tempo, r = 2,8 e Rede Convexa simples: (a) p = 0,1; (b)

=0, 5; =0,9.
[ (c) p 26
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Figura 4.7: Espago x tempo, r = 2,8 e Rede Convexa dinamica: (a) u = 0,1; (b)
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4.2 O caso em que g(x) =1/x

Trabalharemos agora com a fun¢ao de antiagregacao g(z) = 1/x. Es-
colhemos esta fungao por ter um comportamento inverso ao da fungao de agregagao
g(z) = x (trabalhada na segao anterior). Para esta escolha de funcao g(z), o sistema

(3.2), torna-se o modelo metapopulacional

xi—‘rl ( xt + Z HCij——— f(m‘z% 1= ]., 27 o, n. (44)

7j=1
E k] k

t

Para esta escolha de fungao g(x), temos que (3.18) converte-se em

M= = {2202 — (n=3) (24)°} +
{—2&% —0r—(n—4) (%)2} (2cosf) +

i ) 2 (4.5)
{—Qt — 20,25 — (n—5) (25)" - %} (4cos” 6 —2)+
a ar \2 o (8 cos® §—4 cos? §—6 cos 0+2)
{_4Qtn_—t1 - (n B 6) (n_—tl - n_—tl} (2—2cos0) )
onde g; = [(1_26”) + %] el = (%)
Sendo assim,
_ 1T
: — D ) — D) ||V = i — !
Y [[(Zn-y = pDr) - (Inoy = pDo)[IV7 = max  lim (g 1 uM)
_ - NV
28, g, (L= pAd))
T idign 1{’1 = kAl
Logo, A é o raio espectral de (I,,_, — uD), ou seja,
A:1<m<ax {J1 = pXil}, (4.6)
onde D = D, = diag(\i, ..., A1)
Portanto, o nimero de Lyapunov transversal L, (zg) = L(x¢)A tem nimero de

Lyapunov dado por (3.15) e o quantificador A dado por (4.6).
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Na Figura 4.8, podemos observar o comportamento de A conforme u

varia.

Figura 4.8: A em funcao de p, com oy = 0,5 e n = 30.

4.2.1 Simulagoes Numéricas

4.2.1.1 Numero de Lyapunov transversal

Nas mesmas condigoes da primeira parte da Subsecao 4.1.1, aborda-
remos aqui a variagao do numero de Lyapunov transversal em funcao da taxa de
migracao p e do parametro r, utilizando a funcao exponencial logistica, para a
dinamica local e a matriz de conexao C' dada por (3.5) e (3.6) com « e «ag inter-

medidrios.
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Figura 4.9: L, x p, com acoplamento convexo, n =30 e a = oy =0,5: (a) r = 2,5;

(b) r=2,8.

Analisando a Figura 4.9, temos que se r = 2,5 entao L; < 1 para
p € 10;0,912) e Ly > 1 se p > 0,912. No caso de r = 2,8 vale L; < 1 para
p € (0,162;0,79), mais os valores de p = 0,792, 1 =0,794, p = 0,798 e . = 0, 802.
Caso contrario, L; > 1 . Dessa forma, a regiao de possivel sincronia com relacao a
taxa de migracao p é maior que a regiao de impossivel sincronia com relacao a taxa

de migracao p.
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Figura 4.10: L, xr, com acoplamento convexo, n =30e o = oy = 0,5: (a) p =0, 1;

(b) u=10,5; (c) p=0,9.

Na Figura 4.10, para = 0,1 e p = 0,9 temos que para a maioria dos
valores de r que L; > 1. Entretanto, para g = 0.5 temos que L, < 1, para todo
valor de r € [2,5;4]. Nao conseguimos precisar, visualmente, qual das regioes é a
maior, se é a regiao de possivel sincronia com relagao ao parametro r ou a regiao de

impossivel sincronia com relagao ao parametro r.
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4.2.1.2  Espaco X tempo

Neste lugar faremos graficos do tipo espago X tempo com os mesmos

objetivos e condicoes apresentados na segunda ramificacao da Subsegao 4.1.1.

Podemos observar nas Figuras 4.11 e 4.12, onde r = 2,5, que ocorre

sincronizagao somente para p = 0,1 em todas as conexoes.

Para r = 2,8, analisando as Figuras 4.13 e 4.14, percebemos que nao

ocorre sincronizagao, para todas as conexoes e valores da taxa de migragao.

Ao analisar os gréaficos espaco x tempo, percebemos que o valor de r
para o qual mais ocorre sincronizacao é r = 2,5 e o valor da taxa de migragao
¢ u = 0,1. Entretanto, todos os acoplamentos possuem a mesma ocorréncia de

sincronia.
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Figura 4.11: Espago X tempo, r = 2,5 e Rede Convexa simples: (a) u = 0,1; (b)
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Figura 4.12: Espago x tempo, r = 2,5 e Rede Convexa dinamica: (a) u =0, 1; (b)
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4.3 O caso em que g(x) = m

Utilizaremos agora a funcao de agregagao g(z) retirada

B 1
1+ es)?
do trabalho de Ylikarjula et al. [37]. O comportamento desta funcao g(z), conforme

x varia, pode ser observado na figura abaixo.

09}
08}
07t
06}

Zost
04t
03}
02t

0.1

Figura 4.15: Grafico da funcéo g(x) = Héﬁ

Para esta fungao g(x) o sistema (3.2) torna-se o modelo metapopulacio-

nal

1
; ; " (1 + 65(1f(:vi))> o
Tppr = (L—p) fzg) + ZM%‘ - flx), i=1,2,...,n. (4.7)
j=1

1
2 e (1 n e5<1—f<xf))>

k=1

Os autovalores, dados por (3.18), transformam-se em

5 f ()51~ F(x0) N2
Ak = {1 - fl(+te)5(1—_f(~'ct)§_ [1 —20f — (n—3) (;2) ] }—I—
)5 (1= 1 (@) N 2
{5J;(+e—l(l,f(zt)§ [QQtn—fl +(n—4) (;25) ] - @t} (2cos0) +

24)ed(1—f(x4)) a ar \2 a
{5‘}“1(+t6)5'>-(_17f(96t>§ [Q? +200;25 + (n = 5) (;24 } - n_—tl} (4cos” 0 —2) +

n

51 (z¢)ed(1—F () o . ar \2] | o (80053974c0529760059+2)
{ 1+4e5(1=f(2¢)) 4Qtn—1+(n 6) (n—l) n—1 (2—2cos0) ?

(4.8)

n n

onde g, = [—(1_20”) + O‘Ttl] e = ().

Logo, o quantificador A(xg) representado por (3.17) tem \! dado por (4.8).
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Na Figura 4.16 podemos observar o comportamento de A, conforme p

varia, para diferentes valores de 7.

1.035 T T T T T T T T T 1.18 T T T T T T T T T

1.08 1

1.025 [

1.02 1 11k

1.015 1.08
1.06
1.01 1
1.04 -

1.005
1.02 1

Figura 4.16: A X p, com acoplamento convexo, n =30ea =ap=0,5: (a) r = 2,5;

(b) r=2,8.

4.3.1 Simulagoes Numéricas

4.8.1.1 Numero de Lyapunov transversal
Trabalharemos aqui a variacao do nimero de Lyapunov transversal em

funcao da taxa de migracao p e do parametro r, nas mesmas hipdteses e objetivos

da primeira ramificacao da Subsecao 4.1.1.
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Figura 4.17: L, X u, com acoplamento convexo, n =30ea = a9 = 0,5: (a) r = 2, 5;

(b) r=2,8.

Observando a Figura 4.17, vemos que o nimero de Lyapunov transversal
é menor que 1 para todo valor de p se r = 2,5. Quando r = 2,8, L, é sempre maior
que 1, para todo valor da taxa de migracao. Ambas as regioes de possivel sincronia
com relacao a taxa de migracao p e impossivel sincronia com relagao a taxa de

migracao ¢ tem o mesmo tamanho.
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Figura 4.18: L, xr, com acoplamento convexo,n =30ea =a9 =0,5:(a) p =0, 1;

(b) p=10,5; (c) p=0,9.

Examinando a Figura 4.18, notamos que existem menos valores de r
para os quais o nimero de Lyapunov transversal é menor do que 1. Constatamos,
que a regiao de impossibilidade de sincronizacao com relagao ao parametro r é maior

que a regiao de possivel sincronia com relacao ao parametro r.
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4.3.1.2 Espaco X tempo

Faremos aqui graficos do tipo espago X tempo com os mesmos objetivos

e condicoes apresentados na segunda parte da Subsecao 4.1.1.

Comecgamos nosssa analise para o caso em que o parametro r = 2,5. No
caso da conexao ser a convexa simples, como na Figura 4.19, ocorre sincronizacao
para todos os valores das taxas de migracao considerados. Por sua vez para a rede
convexa dinamica, que € o caso da Figura 4.20, ocorreu sincronizacao sé para u = 0, 1

epn=0,5.

Para r = 2,8 observamos nas Figuras 4.21 e 4.22 que se a rede for

convexa, nao acontece sincronizagao para todos os valores de pu.

Observando os graficos espago X tempo, constatamos que o valor da
taxa de reproducao intrinseca, para o qual mais acontece sincronizagao é r = 2,5,
enquanto os valores da a taxa de migracao sao = 0,1 e = 0,5. A conexao para

a qual mais ocorreu sincronia foi a rede convexa simples.
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Figura 4.19: Espago X tempo, r = 2,5 e Rede Convexa simples: (a) u = 0,1; (b)
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Figura 4.20: Espago x tempo, r = 2,5 e Rede Convexa dinamica: (a) u =0, 1; (b)
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1

4.4 O caso em que ¢(z) = ==

Buscando um comportamento contrario ao da fungao g(x) da secao
1
comportamento pode ser observado, na figura a seguir, conforme z varia.

anterior, consideremos aqui a fungao de antiagregacio g(x) = cujo

09}
08}
07t
061

Zost
04t
03}
02}

0.1

Figura 4.23: Grafico da funcao g(x) = m

Para esta escolha da funcao g(x) o sistema (3.2) converte-se no modelo

metapopulacional

1
(1 n e—5<1—f<xz'>>> -
zi = (1—p)f(z}) —i—Zucw — flx]), i=1,2,...,n. (4.9)

1
> e (o)
Pt 1+e 5(1—f(=¢))

Os autovalores, dados por (3.18), tomam a forma

5f(z¢)e (1= (21) o \2
AZ:{ —fl(ﬁ)—s«w[l 20} — (n—3)(n—jl)]}+
2¢)e—5(1—F(@t) ”
{Sﬂ(fe)ﬁ(l fzw;— [2& +(n—4) (%) ] - Qt} (2cosf) +
x¢)e 51— f(x1) o
{5];(+;)—5<1 ) [Qt +201;25 + (n = 5) (;24) } } (4cos? 0 —2) +

x¢)e 31— f(z1)) o o a 8(:0539 4 cos® H—6 cos 0+2

14+e5(1—Ff(z)) n—1 n—1 (2—2cos0) ?

(4.10)

onde g, = |15 4 | e 0= (%)

Assim, o quantificador A(z) descrito por (3.17) tem A! dado por (4.10).
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Na Figura 4.24 podemos observar o comportamento de A, conforme p

varia, para diferentes valores de 7.

Figura 4.24: A X p, com acoplamento convexo, n =30ea =ap=0,5: (a) r = 2,5;

(b) r=2,8.

4.4.1 Simulagoes Numéricas

4.4.1.1  Numero de Lyapunov transversal
Sera trabalhado nesta parte o comportamento do niimero de Lyapunov

transversal quando a taxa de migracao y e o parametro r variam. As hipdteses e

objetivos sao os mesmos da primeira ramificacao da Subsecao 4.1.1.
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Figura 4.25: L) X u, com acoplamento convexo, n =30ea = a9 = 0,5: (a) r = 2, 5;

(b) r=2,8.

Examinando a Figura 4.25, temos quando r = 2,5 que L; < 1 para
< 0,2721. Se > 0,2721, entao L; > 1. Ao passo que para r = 2,8 obtemos que
o numero de Lyapunov transversal é menor que 1 no intervalo [0, 055; 0, 258] e para
w=0,262, p = 0,264, p = 0,265 e u = 0,266. Caso contréario, L; > 1. A regiao
de impossivel sincronia com relagao a taxa de migracao p é maior que a regiao de

possivel sincronia com relacao a taxa de migracao pu.
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Figura 4.26: L, xr, com acoplamento convexo,n =30ea =a=0,5:(a) p =0, 1;

(b) =10,5; (c) p=0,9.

Explorando a Figura 4.26, notamos que existem mais valores de r para
os quais o numero de Lyapunov transversal estda acima de 1 do que abaixo de 1. A
maior regiao de possivel sincronia entre as taxas de migracoes, conforme o parametro
r varia é u = 0, 1. Visualmente, a regiao onde nao ha possibilidade de sincronia com
relacao ao parametro r é maior que a regiao onde pode ocorrer sincronia com relagao

ao parametro r.
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4.4.1.2  Espago x tempo

Apresentaremos aqui nesta ramificacao graficos do tipo espaco x tempo.
Os objetivos e condicoes sao os mesmos apresentados na segunda parte da Subsecao

4.1.1.

Iniciamos nossa analise para o caso em que r = 2,5. Quando a conexao
é convexa simples, Figura 4.27, acontece sincronizagao apenas para 4 = 0, 1. Quanto
a sincronizacao, as mesmas conclusoes em relagao a rede convexa simples podem ser

aplicadas a rede convexa dinamica (Figura 4.28).

Observamos agora o cenario em que r = 2,8. Na Figura 4.29 (conexao
convexa simples), ocorre sincronizagao de érbita cadtica apenas para p = 0,1. Nao

existe sincronia para o acoplamento convexo dinamico (Figura 4.30).

Verificando os graficos espaco X tempo, identificamos que o valor de r
para o qual mais ocorre sincronizagao é r = 2,5. O valor de pu para o qual mais

aconteceu sincronia foi u = 0,1 e a rede foi a rede convexa simples.
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Figura 4.27: Espago X tempo, r = 2,5 e Rede Convexa simples: (a) u = 0,1; (b)
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Figura 4.28: Espago x tempo, r = 2,5 e Rede Convexa dinamica: (a) u =0, 1; (b)
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Figura 4.29: Espago X tempo, r = 2,8 e Rede Convexa simples: (a) u = 0,1; (b)
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5 MODELO METAPOPULACIONAL COM
MOVIMENTAGCAO DEPENDENTE DA
DIFERENCGCA DE DENSIDADE

Trabalharemos neste capitulo o modelo metapopulacional com movi-
mentacao dependente da diferenca de densidade. Estudaremos como o modelo é
composto e a estabilidade do estado sincrono. Através de simulagbes numéricas
observaremos o comportamento do nimero de Lyapunov transversal conforme a
taxa de migracao e o parametro r variam e ainda analisaremos a sensibilidade da
orbita sincronizada com relagao a pequenas perturbacoes através de graficos espaco

X tempo.

5.1 O modelo

Consideremos uma metapopulacao homogénea formada por n sitios
enumerados de 1 até n, assim como na Segao 3.1. Seja ! € R a densidade de
individuos do sitio ¢ no instante de tempo t e f uma funcao, suave, que descreve
o processo de dinamica local. Portanto, na auséncia de migracao entre os sitios, a

dinamica de um sitio isolado é dada por

rig = f(x}), i=1,2,...,n, t=0,1,2,.... (5.1)

Quando se inicia o processo de migragao, a cada instante de tempo, uma
fracdo p de individuos, p € [0, 1], deixa um dado sitio j e migra para outros sitios
mais proximos ¢ e uma fragao ¢;; chegard ao sitio 7. Supomos que nao existe perdas
durante essa movimentagao, isto é, > ¢;; =1, =1,2,...,n, e que ¢;; = 0. Os
elementos ¢;; formam a matriz de conexao C' = [¢;], 1,7 = 1,2,...,n, dada num
primeiro momento, por uma combinacao convexa simples (matriz (3.5)) e em um

segundo momento por uma matriz convexa dindmica (matriz (3.6)).
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Com o intuito de montar um sistema de equagoes que descreve a dinamica
metapopulacional, consideremos os operadores F e G (definidos na Segao 3.1) e de-

finimos o operador dispersao com diferenca de densidade:

MDZRn—>Rn

onde

O operador dispersao com diferenca de densidade é constituido de duas
partes. A primeira ¢é a densidade de individuos que permanece no sitio i e a segunda é
uma soma. Essa soma é formada pelos imigrantes que chegam no sitio ¢ multiplicados
pelo quociente da diferenca de densidade entre os sitios 7 e j pela média ponderada

2

do conjunto das diferencas de densidades {z' — 27, 2% — 27,... 2™ — 27} com pesos

{c1j,¢aj, ..., Cnj}, respectivamente.

Como o processo de migracao ocorre depois de terminado o processo de
dinamica local, podemos aplicar a composi¢ao Hp : R” — R", Hp =G o Mp o F,

no vetor populacional, X; = (z},2?,...,z}), para encontrarmos o vetor X; 1, ou

seja, Xy = Hp(Xy).
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Desse modo,

(=) ad) + 3 ey 2L ZTED

k=1 ]
X1 = =Y age(fah) - fad) ,

(=) Fap) + 3 ey DIy

L k=1 .

que € equivalente a

xi+1 = (1 —p) f(x;) + ZMCU n = j
FS e - )

Na equacgao acima, o primeiro termo no lado direito representa os in-
dividuos que permanecem no sitio ¢ no instante de tempo ¢, enquanto o segundo
termo descreve os individuos que partem dos sitios vizinhos e chegam no sitio i,
levando em consideracao a diferenca de densidade entre o sitio de destino e o de
origem e uma média ponderada das diferencas de densidades dos sitios com o sitio
de origem, com pesos iguais as fracoes de individuos oriundos do sitio de origem que

chegam no respectivo sitio vizinho.

Assim como para o modelo metapopulacional (3.2), vale aqui que para
uma funcao g(x) crescente teremos uma fungao de agregacao e para uma fungao g(z)
decrescente uma antiagregacao. Este modelo metapopulacional apresenta restrigoes
quanto a escolha da fungao g(z), pois a fungao g aplicada na diferenca de densidade

em (5.2) deve resultar em um valor positivo.
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5.2 Sincronizagao

Por definigao a sincronizacao do sistema (5.2) acontece quando x! = z;,

para cada i = 1,2,...,n. Sendo assim, utilizando essa condi¢ao em (5.2), obtemos

9(0) Z Cij
9(0)> i

Por hipétese Y, ¢;; = 1,7 = 1,2,...,n. Acrescentando a essa hipdtese a suposi¢ao

l‘i+1:<1_ﬂ)f(xt)+/‘ f(l‘t),i:1,2,...,n.

de que

n

Y ey=1i=12.n,

j=1

a matriz C' torna-se duplamente estocastica, e assim
i F_
Ty = flay), i=1,2,...,n,

que é exatamente a dinamica de um sitio isolado. Portanto, a dinamica de cada sitio

no estado sincronizado satisfaz a dindmica de um sitio isolado.

Vamos agora linearizar o sistema (5.2) em torno de uma drbita sincro-
nizada z; = (x4, x4, ..., ;) desse sistema. Tomemos X; uma perturbacao do estado

sincronizado (X; = z; + Ay, onde A; é uma pequena perturbagao). Logo,
X1 =Hp(Xy) = Hp(z + Ay).
Expandindo em série de Taylor, segue que
Ho(z + Ar) = Hp(z) + J(20) A + O(A]), (5.3)
onde J(z;) é a matriz Jacobiana de Hp aplicada na drbita sincronizada, dada por

"(0)f(z = . .
)+ e (1= $2 ) panai =

J(z) = ['(z) (5.4)
cir(—cjr) + Cz'j:| , para i # j.

=
L —
QQ\
=
Q\/
3S=
°=
2
&
N
=
Nk
L
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Procedendo como na Secao 3.3, decorre que a linearizacao do sistema

(5.2) em torno da 6rbita sincronizada é dada por
Apir = J(2) Ay,

onde J(z) é dado por (5.4).

5.3 Estabilidade do Estado Sincrono

(5.5)

Assim como no capitulo anterior, queremos determinar se as Orbitas

que iniciam préximas do estado sincronizado, serao atraidas para este estado. Para

isso, linearizamos o sistema (5.2) em torno da drbita sincronizada z; e obtemos de

acordo com (5.5)

AVIREES J(Zt)At,

com J(z;) dado por
J(2e) = Qo f' (1),

onde @, = I,,—uM,, I,, é amatriz identidade de ordem n e My = circ(mb,m}, ...

t __ t __ — t t — t t — t
Commg—m4—"'—m mn72—m2, mnil—ml,

o ()]
o 90)f(z) ay a \
my = 9(0) 20 — +(n —4) (n—l)

Sendo a matriz M; circulante, existe uma matriz F' que diagonaliza a

matriz M, ou seja, M = FEF~!, onde F = [f;;] é a matriz de Fourier, definida em
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(2.4) e Ey = diag(Bo, B, ..., L), sendo By, B, ..., 3L, os autovalores da matriz
M;.

Posto que Z;.:Ol mj = 0, resulta que By = 0 é um autovalor simples da

matriz M, associado ao autovetor v = (1,1,...,1)T, pois
n—1 n—1 n—1 T
t t t
Mﬂ) — (Zm],zm]’...7zm‘j>
=0 =0 §=0
= (0,0,...,0)"
= 0Ov.

Desta maneira, a matriz ®; toma a configuragao

10 0
0 -1
Infl - ,uEt
0
onde E, = diag(pt, 55, ..., 5% ).

Observemos que ¢ = 1 é um autovalor simples de ®; e seu correspon-
dente autoespaco é exatamente a diagonal do espaco de fase. Esta, por sua vez, é
propriamente o estado sincronizado. Isto significa, que as perturbagoes nesse espaco
podem ocorrer livremente. Por outro lado, as perturbacoes no espaco gerado pelos
autovalores de (I,,_, — pE,) sdo transversais ao estado sincronizado e deverdo tender
a zero para obtermos estabilidade assintética. Logo, precisamos dedicar a nossa

atencao a elas. Assim, basta considerarmos
J(2) = F(In-1 — pEo) f' ()| F 7,
e analisar a evolugao da equacao de perturbacao, dada por

AVEREES (In—l - MEt)fl(ft)At-

70



Tomando uma perturbacao inicial Ay qualquer, obtemos
Ap = (In1 = pEea) f'(xi-1) -+ Ty = pBL) f'(20) (Tno1 — pEo) ' (0) Ao
Sendo assim, a perturbacao tendera a zero quando ¢t — oo se, e somente se,
lim [ Oy oo 010, |7 < 1, (5.9)
onde O; = (I,,_1 — puEy) f'(z;), com t = 0,1,2,....

Podemos escrever,

T—1
| Ory - 0100 ||= |(Lney — pEo)I T 1/ (20)]-
t=0
Sendo assim, temos que
Li(xg) = lim || Oy -+ 010q ||7= L{ao)T (o), (5.10)

onde

71 1T
L(zo) = lim (H |f'<xt>|) , (5.11)

¢ o numero de Lyapunov com érbita iniciando em z( e

D(zo) = lim [|(In-1 = pBEr 1)+ (In-1 — pEo) |7 (5.12)
—00

T

Do mesmo modo que no Capitulo 3, denominaremos L (xy) de nimero

de Lyapunov transversal, com orbita iniciando em x.

Supondo que a fungao f preserva a medida natural p e também que
In* | f'(z)| € L'(p) pelo Teorema de Birkoff (Proposicao 2.1) obtemos que (5.11)

existe para quase todo z( e é independente de z.

Se acrescentarmos a hipétese de que In™ ||(1,_; — puE,)|| € L*(p), segue
do Teorema Ergddico Multiplicativo de Oseledec (Proposicao 2.2) que o limite (5.12),

a menos de um conjunto de medida p nula, existe para todo xg, independe de z( e
T—1 1
] — - DY —_— T 1/T pr— 1 _— ?
Tim [[(7ny = pEry) - (In-1 — pEo) | (Jnax | lim (H 1 u@\) (5.13)
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Analogamente ao Capitulo 3, através de (2.5) podemos encontrar uma

forma para (5.13):

g = {1 290 [1 -2t — (n—3) (;2)°] } +

(s 2] o]
Tt o at 2 Qi

{ (g)(fg ) |:Qt + 20,2 + (n—5) (-24) ] - n—l} (4cos?f —2) +

"(0)f(z¢) o ar \2 a (8 cos® §—4 cos? §—6 cos 9+2)
{gth [4Qtn_—tl + (n - 6) (n—tl) :| - n—tl} (2—2cos0) ’

(5.14)

onde g = |15 x| e g = (22£).

n

Portanto, I'(xg) representado por (5.13) tem 3! dado por (5.14).

Baseado no exposto acima, podemos estabelecer um critério para a

estabilidade assintética do atrator sincronizado.

Teorema 5.1. Consideremos o sistema (5.2), com a matriz C dada por (3.5) ou
(3.6) e f uma funcao de classe C* em [0,00) invariante com relagio a medida
natural p e g : [0,00) — (0,00) uma fungio de classe C*. FEntdao o nimero de
Lyapunov transversal L, do atrator sincronizado € dado pelo produto LI', onde L
¢ dado por (5.11) e I' por (5.13). Além disso, se L, < 1 o atrator sincronizado é

assintoticamente estavel.

1

5.4 O caso em que ¢(7) = =rs

Para esta fungao de agregagao g(z), o sistema (5.2) torna-se o modelo

metapopulacional

1
; ; & (1 5[1—(f(x;‘)—f<x{>)1> :
Ty = (1= @) f(a) + 3 pey——rtl f@d),  (5.15)

1
kz:; Chi (1 + eﬁ[l—(f(mf)—f(x{))])

parat=1,2,...,n
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Os autovalores, dados por (5.14), alteram-se para

B = {1 - 2o (@) [1- 202 - (n - 3) (2)°] b+
{15%6:5 fze) [2Qtnaf1 + (n—4) (najl)Q} — Qt} (2cosf) +
{15+625f(517t) [Q% + 20,5 + (n — 5) <noit1)2] — %} (4cos?f — 2) +

8 cos® 0—4 cos? H—6 cos €+2)

L5 () [0 + (n - 6) ()] — o } Cttporisenind)

(5.16)

n—1 n

Ondegt:[%Jra—]ee:(M).

Logo, o quantificador I'(z) representado por (5.13) tem ! dado por (5.16).

O comportamento de I', conforme p varia, para diferentes valores de r

pode ser visto na Figura 5.1.

351

251

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
H "

(a) (b)

Figura 5.1: T' X p, com acoplamento convexo, n =30 e a =ay=0,5: (a) r = 2,5;

(b) r=2,8.

5.4.1 Simulagoes Numéricas

5.4.1.1 Numero de Lyapunov transversal

Procederemos nesta ramificagao andlise do niimero de Lyapunov trans-
versal quando a taxa de migracao p e o parametro r variam. A funcao de dinamica

local serd a funcao exponencial logistica e a matriz de conexao C' serd a matriz
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convexa simples (com o = 0,5) e a matriz convexa dinamica (com oy = 0,5).
As condigoes em que ocorrem as simulagoes sao as mesmas da primeira parte da

Subsecao 4.1.1.

3.5

251

Figura 5.2: L, x p, com acoplamento convexo, n =30ea =y =0,5: (a) r = 2,5;

(b) r=2,8.

Examinando a Figura 5.2, observamos que para r = 2,5 o numero
de Lyapunov transversal estd abaixo de 1 somente se p < 0,0013. Caso contrario,
L, > 1. Quando r = 2,8 o numero de Lyapunov transversal é superior a 1 para
toda taxa de migracao. Claramente a regiao de impossivel sincronia com relagao a
taxa de migracao p é maior que a regiao de possivel sincronia com relagao a taxa de

migracao /.
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os| ‘ 1 1 V \ [

Figura 5.3: L, X r, com acoplamento convexo,n =30e a =y =0,5: (a) p =0, 1;

(b) p=0,5; (c) p=0,9.

Verificamos através da Figura 5.3, que para a maioria dos valores de
r o numero de Lyapunov transversal esta acima de 1. A maior regiao de possivel
sincronia entre as taxas de migracoes, conforme o parametro r varia é u = 0,1.
Além disso, a regiao de possivel sincronia com relagao ao parametro r é menor que

a regiao de impossivel sincronia com relacao ao parametro r.
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5.4.1.2 FEspaco X tempo

A seguir apresentamos graficos do tipo espago X tempo, com os obje-
tivo de analisar a sensibilidade da érbita sincronizada com relagao a pequenas per-

turbagoes. As condigoes sao as mesmas apresentados na segunda parte da Subsecao

4.1.1.

Observamos nas Figuras 5.4 e 5.5, onde r = 2,5, que nao ocorre sincro-

nizacao para nenhuma taxa de migracao.

Novamente nao existe sincronia para nenhum valor de yp nas Figuras

5.6 € 5.7, em que o parametro r é igual a 2, 8.

A medida que observamos os gréaficos espaco X tempo, constatamos
que quanto ao valor da taxa de reproducao intrinseca, ao valor da taxa de dispersao
e ao acoplamento, todos se comportaram igualmente em relagao a ocorréncia de

sincronizacao.
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Figura 5.4: Espaco x tempo, r = 2,5 e Rede Convexa simples: (a) p = 0,1; (b)
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Figura 5.5: Espago x tempo, r = 2,5 e Rede Convexa dinamica: (a) u = 0,1; (b)
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Figura 5.6: Espaco x tempo, r = 2,8 e Rede Convexa simples: (a) p = 0,1; (b)
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Figura 5.7: Espago x tempo, r = 2,8 e Rede Convexa dinamica: (a) u = 0,1; (b)

= 0,5; =0,9.
p (c) p <0



1

5.5 O caso em que ¢(z) = =

Considerando a fungao de antiagregacao g(x) = o sistema

N S
1+e—5(1—z) )

(5.2) transforma-se no modelo metapopulacional

1
; PR (1 —5[1—<f<r;'>—f(xim> :
T = (1= ) fla}) + Y poyg @), (5.17)
j=1

1
> e (1 T f(mf(mz))])

k=1

parat=1,2,...,n.

Os autovalores, dados por (5.14), modificam-se para

B= {1+ 25 fa) [1 20— (0= 3) (2)°] } +
{—fj;; (1) [29,5% +(n—4) (%)Q] - Qt} (2cos ) +
{—15fe__55 () [Q? + 202 + (n — 5) (njl)Q} — } (4cos?f —2) +

8 cos? 9 —4 cos? 0—6 cos 0+2)

n—1
e ® it g 2 Qi
{_1ief5f(xt) |:4th + (n - 6) (m) :| o n—l} ( (2—2cos0) )

(5.18)

onde ¢; = [(1_;”) + %] e = (k).

Portanto, o quantificador I'(zg) representado por (5.13) tem 3! dado por (5.18).

A variacao de I' em funcao de p para alguns valores de r pode ser

visualizada na Figura 5.8.

81



09

08

=071

06

051

0.4

Figura 5.8: ' X u, com acoplamento convexo,

(b) r=2,8.

5.5.1 Simulacoes Numéricas

5.5.1.1 Numero de Lyapunov transversal

09

08

=071

06

05

0.4

0.1

0.2

0.3

0.8

0.9

n=30ea=ay=0,5:(a)r

= 2,5;

Examinaremos aqui o nimero de Lyapunov transversal, num primeiro

momento em funcao de u e posteriormente em funcao do parametro r. As hipdteses

sobre as simulagoes sao as mesmas descritas anteriormente.
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Figura 5.9: L, x p, com acoplamento convexo, n =30ea =aoy=0,5: (a) r = 2,5;

(b) r=2,8.

Analisando a Figura 5.9, percebemos que o nimero de Lyapunov trans-
versal ¢é inferior a 1 para todo valor da taxa de migracao se r = 2,5. Ele continua
menor que 1 se r = 2,8 para p € (0,404; 1] e para alguns outros valores de p na
vizinhanca de p = 0,38. Para os outros valores da taxa de migragao L; > 1. Por-
tanto, a regiao de possivel sincronia com relagao a taxa de migracao pu é maior que

a regiao de impossivel sincronia com relagao a taxa de migracao p.
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Figura 5.10: L, xr, com acoplamento convexo,n =30ea = =0,5:(a) p =0, 1;

(b) =10,5; (c) p=0,9.

Na Figura 5.10 para ¢ = 0,1 e g = 0,5 notamos que a regiao de
impossivel sincronia com relagao ao parametro r é maior que a de possivel sincronia
com relagao ao parametro r. O contrario, ocorre quando p = 0,9 pois para todo
r € [2,5;4] temos o nimero de Lyapunov transversal menor que 1. Quanto maior a
taxa de migragao, maior a regiao de possivel sincronia com relacao ao parametro r.

Logo, a taxa de migracao que mais favorece a sincronizagao é u = 0, 9.
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5.5.1.2 FEspaco X tempo

Nesta parte faremos graficos do tipo espago x tempo com 0s mesmos

objetivos e condicoes apresentados na segunda ramificacao da Subsegao 4.1.1.

Considerando r = 2,5 como nas Figuras 5.11 e 5.12 acontece sincro-

nizacao para todas as conexoes e valores da taxa de migragao.

Com r = 2,8, na Figura 5.13, conexao convexa simples, nao ha sincronia
se p = 0,1. Para as demais taxas de migracao, ocorre sincronizacao de orbitas
caoticas. Nao ocorre sincronizacao, para todos os valores de p, na rede convexa

dinamica (Figura 5.14).

Analisando os graficos espaco X tempo, percebemos que o valor de r
para o qual mais ocorre sincronizacao é r = 2,5, enquanto que os valores da taxa de
migracao sao = 0,5 e p=0,9. A conexao para a qual mais ocorreu sincronia foi

a rede convexa simples.
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Figura 5.11: Espago X tempo, r = 2,5 e Rede Convexa simples: (a) u = 0,1; (b)
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Figura 5.12: Espago x tempo, r = 2,5 e Rede Convexa dinamica: (a) u =0, 1; (b)
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Figura 5.13: Espago X tempo, r = 2,8 e Rede Convexa simples: (a) u = 0,1; (b)
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Figura 5.14: Espago x tempo, r = 2,8 e Rede Convexa dinamica: (a) u =0, 1; (b)
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6 MODELO METAPOPULACIONAL COM
MOVIMENTAGCAO DEPENDENTE DA
DIFERENCA RELATIVA DE DENSIDADE

Abordaremos neste capitulo o modelo metapopulacional com movi-
mentacao dependente da diferenca relativa de densidade. Investigaremos como o
modelo é composto e a estabilidade do estado sincrono. Por meio de simulagoes
numeéricas analisaremos o comportamento do nimero de Lyapunov transversal con-
forme a taxa de dispersao e o parametro r variam e ainda através de graficos espaco
X tempo, examinaremos a sensibilidade da érbita sincronizada com relacao a pe-

quenas perturbacoes.

6.1 O modelo

Da mesma forma que nos Capitulos 3 e 5 pressupomos uma metapo-

pulagao homogénea formada por n sitios enumerados de 1 até n. Sejam 2! € R a

densidade de individuos do sitio 7 no instante de tempo ¢ e f uma funcao, suave,

que descreve o processo de dinamica local. Logo, a dinamica de um sitio isolado é
dada por

ri = f(z}), i=1,2,...,n, t=0,1,2,.... (6.1)

Terminado o processo de dinamica local, se inicia o processo de mi-
gragao. A cada passo de tempo, uma fracao u de individuos, p € [0, 1], deixa um
dado sitio j e migra para outros sitios mais préximos . Desses, uma fracao c;;
chegara ao sitio . Além disso, suponhamos que ¢; = 0 e que nao ha perdas durante
essa movimentagao, ou seja, » . ¢;; =1, j = 1,2,...,n. Os elementos ¢;; formam

a matriz de conexao C' = [¢;5], 1,7 = 1,2,...,n, que num primeiro momento, sera
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uma combinacdo convexa simples (matriz (3.5)) e depois considerada uma matriz

convexa dinamica (matriz (3.6)).

Vamos agora elaborar um sistema de equagoes que descreve a dinamica
da metapopulagao. Para isso, consideremos os operadores F e G (definidos na Segao

3.1) e definimos o operador dispersdo com diferenga relativa de densidade:
Mp  R" — R"

(..., 2") = (MR (z*,...,2"),..., MR, (2", ... 2")),

onde

(")
R j ,
MRi(JUl,--.,:E”):(1—u)$1+2uci]~ — * ) i =1,2,...,n.

P ok — i
E ij —_—
x)
k=1

Notemos que o operador dispersao com diferenca relativa de densidade é
formado de duas partes. A primeira parte é a densidade de individuos que permanece
no sitio ¢ e a segunda parte é uma soma, formada pelos imigrantes que chegam
no sitio ¢ multiplicados pelo quociente da diferenga relativa de densidade entre os

sitios ¢ e j pela média ponderada do conjunto das diferencas relativas de densidades
{xl—xj 22 — 1 " — 2’

s yt

p” pr p” } com pesos {c1j, Caj, . .., Cnj}, Tespectivamente.
Como o processo de dinamica local ocorre antes da migracao, podemos
aplicar a composicao Hr : R* — R", Hr = G o My o F, no vetor populacional,

X; = (x},22,...,2%), para encontrarmos o vetor Xy, 1, isto é, Xy, 1 = Hr(X;).
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Desse modo,

(L= f () + Y ney—

Z Ckig
k=1

J=1

(

£( '

n

D

k=1

(1 —p)f(xf) + Zﬂczj

(L= p)f@) + ) pen—

J=1

Z Ck;ig
k=1

(

que é 0 mesmo que

f(zf) — f(=])

f(x))

Na equagao anterior, o primeiro termo no lado direito representa os
individuos que permanecem no sitio ¢ no instante de tempo ¢, enquanto o segundo
termo descreve os individuos que partem dos sitios vizinhos e chegam no sitio i,
levando em consideracao a diferenca relativa de densidade entre o sitio de destino

e o de origem e uma média ponderada das diferencas relativas de densidades dos

sitios com o sitio de origem, com pesos iguais as

fracoes de individuos oriundos do

sitio de origem que chegam no respectivo sitio vizinho.

Analogamente ao modelo metapopulacional (5.2), o modelo proposto

neste capitulo, apresenta restrigdes quanto a escolha da fungao g(z), pois a fungao
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g aplicada na diferenca relativa de densidade em (6.2) deve resultar em um valor
positivo. Além disso, uma funcao g(x) crescente representa uma funcao de agregacao

e uma fungao g(z) decrescente representa uma funcao de antiagregagao.

6.2 Sincronizacao

Quando x} = x4, para todo ¢ = 1,2,...,n, ocorre a sincroniza¢ao do

sistema (6.2). Utilizando isso em (6.2), obtemos

k=1
Como nao hé perdas durante o processo de migragao, ja vale que > .| ¢;; = 1, para

7 =1,2,...,n. Adicionalmente, se supormos que

n

Zcijzl,izl,Q,...,n,

Jj=1

a matriz C' transforma-se em duplamente estocéstica, e entao
i .
Ty = flxy), i =1,2,...,n.

Portanto a dinamica de cada sitio no estado sincronizado satisfaz a dindmica de um

sitio isolado.

Seja y; = (x4, 4, ..., £;) uma Orbita sincronizada do sistema (6.2). Nosso
intuito é linearizar (6.2) em torno de y;. Consideremos A, uma pequena perturbagao

e X; =y + A, uma perturbacao do estado sincronizado. Logo,
Xt+1 - %R(Xt) — HR(yt + At)
Expandindo em série de Taylor, segue que

Hr(ye + Ar) = Hr(ye) + J () A + O(A]), (6.3)
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onde J(y;) a matriz Jacobiana de Hg aplicada na 6rbita sincronizada, dada por

(1—#)—##%(1—20&), para i = j,

k=1

J(ye) = f'(2e) . (6.4)
i {i]((g)) > cin(—cjr) + Cij‘| , para i # j.

Assim como nos capitulos anteriores, obtemos que a linearizagao do

sistema (6.2) em torno da érbita sincronizada é
Apr = J(yr) Ay, (6.5)

com J(y;) dado por (6.4).

6.3 Estabilidade do Estado Sincrono

Queremos determinar agora se as Orbitas que iniciam préximas do es-
tado sincronizado, serao atraidas para este estado. Para isso, consideremos a equagao

de perturbacao

A1 = J(y) A, (6.6)
com J(y;) dado por

J(ye) = Ef (21), (6.7)
onde = = I, — pU, I,, é a matriz identidade de ordem n e U = circ(ug, uq, ..., up_1),
COM U3 = Ug =+ = Up_3, Up_o = U, Up_1 = U1,

wp =1 — 27/(((()))) [1 — 20— (n—3) (noi’*l)g] ,

5 [y o0 (525) ] -
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onde g; = [—(1?0 + %] .

Temos que U = FVF~! pois U é uma matriz circulante, onde F é a
matriz de Fourier (veja (2.4)) e V = diag(vg, vy, ...,Un_1), sendo vg, vy, ..., Up_1,

os autovalores da matriz U.

A matriz circulante U tem um autovalor nulo vy, associado ao autovetor

v=(1,1,..., )T, visto que Z?:_Ol u; =0e

n—1 n—1 n—1 T
Uv = (Zuj,Zuj,...,Zu])
§=0 §=0 §=0
= (0,0,...,0)"
= Ov.

Uma consequéncia imediata é que a matriz = admite a forma

1 0 0
—_ 0 -1
==F o F—, (6.8)
[nfl - ILLV
0
onde V = diag(vi, v, ..., Un_1).

Visivelmente a matriz = tem um autovalor simples © = 1 com auto-
espagco associado igual a diagonal do espago de fase. Mas este é exatamente o estado
sincronizado e dessa forma as perturbacoes nesse espago podem ocorrer livremente.
Mas as perturbacdes no espaco gerado pelos autovalores de (I,,_; — V) sdo trans-

versais ao estado sincronizado e deverao tender a zero para obtermos estabilidade
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assintotica. Como nosso objetivo é verificar o crescimento destas tltimas, basta

considerar
J(ys) = F[(Ln—y — uV) f'(x)] F 1,

e analisar a evolugao da equacao de perturbacao, dada por

Appr = (In—l - Mv)f/(mt)At-

Tomando uma perturbacao inicial Ay qualquer, obtemos
Ay = (Lot = pV) (1) -+ (Inr = pV) f(20) (Tnea — V) ' (20) Do
Logo, a perturbacao tendera a zero quando t — oo se, e somente se,
Tim || Weoy o AW 17 < 1, (6.9)
onde Wy = (I,_y — uV) f'(z;), com t = 0,1,2,....

A norma ainda pode ser escrita como

T—1

| Weer - WiWo ll= [Ty = V)| [T 1/ (o).
t=0

Obtemos assim que
Li(wo) = lim || Wey - WilVy ||7= L{ao) Y, (6.10)

onde y
T—1 T
L(wo) = lim (H |f’(xt)|> : (6.11)
t=0

¢ o numero de Lyapunov com oérbita iniciando em xy e T é o raio espectral de
(In—l - MV)7 ou Sejaa
T = max {|1— pv} (6.12)

1<i<n—1

Do mesmo modo que nos Capitulos 3 e 5, denominaremos L (zg) de

nimero de Lyapunov transversal, com orbita iniciando em .
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Se a fungdo f preserva a medida natural p, e In* |f'(z)| € L*(p) pelo
Teorema de Birkoff (Proposigao 2.1) obtemos que (6.11) existe para quase todo o,

e ¢ independente de z.

Similarmente aos Capitulos 3 e 5, através de (2.5) podemos encontrar

uma forma para (6.12):

{1—% [1—293 (n — 3) (%)ZH+
{ ((0)) [2Qt a4 (n—4) (24) } —Qt} (2cosf) +
g((O)) [Qt + 20 +(n—5 ( ) ] } (4cos?f — 2) +

(0 o a 2 o 800530 4 cos? 0—6 cos 0+2
{% |:4Qtn:1 + (TL— 6) (n_jl) ] B n_jl} ( (2—2cos0) >’

(6.13)

r—Aﬁ

onde g; = [—(1_2%) + %] e =(%=E).

n

Portanto, T representado por (6.12) tem v; dado por (6.13).

Podemos agora, estabelecer um critério para a estabilidade assintética

do atrator sincronizado.

Teorema 6.1. Consideremos o sistema (6.2), com a matriz C dada por (3.5) ou
(3.6), f uma fungdio de classe C* em [0,00) invariante com relagdo a medida na-
tural p e e g : [0,00) — (0,00) uma funcgdao diferencidvel. Entao o nimero de
Lyapunov transversal L, do atrator sincronizado € dado pelo produto LY, onde L
¢ dado por (6.11) e Y por (6.12). Além disso, se L, < 1 o atrator sincronizado é

assintoticamente estdvel.
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6.4 O caso em que g(z) = m

Consideremos nesta se¢ao a funcao de agregagao g(x) = Dessa

I S
1+65(1—z) .

forma o sistema (6.2) torna-se o modelo metapopulacional

1
5[1_(%)]

1

Clq -
& 5[1_(,:(9:5)—;@;))}
h=tl 1+e I

T = (1= () + 3 pey fad), (61)

n

parai=1,2,....n

Os autovalores, dados por (6.13), alteram-se para

op={1- 55 [1 20— (- 3) (2)7] b+
{1+e5 [2016 2 (n—4)( )2} — Qt} (2cosf) +
{1+es |:Qt+2gtat+n—5( }— }4008 6—2)+

@ @ 2 a 8 cos® 0—4 cos? 0—6 cos 0+2
{1+e5 [4975 ' +( 6) (n_—tl) } B n_—tl} ( (2—2cos 6) )7

onde g, = [(1 o) 4 natl] e = ().

(6.15)

Sendo assim, o raio espectral T descrito por (6.12) tem v; dado por (6.15).

O comportamento de T, conforme a taxa de migragao varia pode ser

apreciado na Figura 6.1.
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0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 6.1: T X u, com acoplamento convexo, n =30 e a = ay =0, 5.

6.4.1 Simulagoes Numéricas

6.4.1.1 Numero de Lyapunov transversal

Faremos aqui um exame do niimero de Lyapunov transversal em fungao
da taxa de migracgao p e do parametro r. As condigbes em que ocorrem as simulagoes

e os objetivos sao os mesmos da primeira ramificacao da Subsegao 4.1.1.

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

(a) (b)
Figura 6.2: L, x p, com acoplamento convexo, n =30 e a = oy =0,5:(a) r = 2,5;

(b) r=2,8.
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Verificando a Figura 6.2, quando r = 2,5 vemos que o numero de
Lyapunov transversal é menor que 1 somente para p no intervalo [0;0,0128). Ao
passo que r = 2,8 entao L, > 1 para todo valor da taxa de migracao. Logo, a regiao
de impossivel sincronia com relagao a taxa de migracao p é maior que a regiao de

possivel sincroniza¢ao com relacao a taxa de migracao pu.

| | | | | J

2r 4
351
st 7 osh
251

1 \( ‘ v

I N

Figura 6.3: L, X r, com acoplamento convexo,n =30ea =y =0,5:(a) p =0, 1;

(b) p=10,5; (C) p=20,9.

Percebemos na Figura 6.3, um predominio de valores de r nos quais o
numero de Lyapunov transversal é superior a 1. A maior regiao de possivel sincronia

com relagao ao parametro r entre as taxas de migragoes é u = 0,1 e a medida que
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a taxa de migracao aumenta, diminui a regiao de possivel sincronia com relagao ao

parametro r.

6.4.1.2 Espaco X tempo

Queremos aqui, analisar a sensibilidade da drbita sincronizada com
relacao a pequenas perturbagoes através de gréaficos do tipo espago X tempo. As

hipoteses sao as mesmas da segunda ramificacao da Subsecgao 4.1.1.

Analisando as Figuras 6.4 e 6.5, vemos que nao existe sincronizacao

para quaisquer taxa de migracao e conexao, quando r = 2, 5.

Quanto a sincronizacao, as mesmas conclusoes do caso em que r = 2,5

valem para r = 2,8 (Figuras 6.6 e 6.7).

Como vimos nos graficos espago X tempo, nao existe taxa de reproducao

intrinseca, taxa de migracao ou rede para os quais mais acontece sincronizacao.
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Figura 6.4: Espaco x tempo, r = 2,5 e Rede Convexa simples: (a) p = 0,1; (b)
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Figura 6.5: Espaco x tempo, r = 2,5 e Rede Convexa dinamica: (a) u = 0,1; (b)
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Sitios

Sitios

Figura 6.6: Espago x tempo, r = 2,8 e Rede Convexa simples: (a) u

uw=0,5 (c) p=0,9.
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Figura 6.7: Espaco x tempo, r = 2,8 e Rede Convexa dinamica: (a) u = 0,1; (b)
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1

6.5 O caso em que ¢(z) = =

Utilizamos nesta segdo a funcao de antiagregagao g(x) = m

Com esta fungao, o sistema (6.2) transforma-se no modelo metapopulacional

1

s {li(f(zﬁ)ff(z{‘))}

i = (1= ) f(z}) + Zucw (=), (6.16)

n

Cr.s -
ki . HM)]

parat=1,2,...,n

Os autovalores, descritos por (6.13), convertem-se para

o= {1+ 25 [1—2gt—( -3) (2)°] }+

n—1

{_1+e*5 [2Qtn__t1 + (n—4) (%) ] —Qt} (2cosf) +
{_15+ee_—55 [Qt + 202 + (n — 5) (- )2} } 4cos? 0 —2) +
e—5 oy ap )2 a: 8cos36 4 cos? —6 cos 6+2
{—{1? [4& -+ (n—6) (%) ] — } ( ),

(6.17)

n—1 (2—2cos0)
once = [0520 4 o] e 0 = (225)
Portanto, o raio espectral T representado por (6.12) tem v; dado por (6.17).

A variagao de T em funcao de p pode ser visualizada na Figura 6.8.

1

09

08

=071

06

05

0.4

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
I

Figura 6.8: T x u, com acoplamento convexo, n =30 e a = ay = 0, 5.
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6.5.1 Simulacoes Numéricas

6.5.1.1 Numero de Lyapunov transversal

Analisaremos neste espago o nimero de Lyapunov transversal, primei-
ramente em funcao da taxa de migracao e posteriormente em funcao do parametro

r. As hipoOteses sobre as simulacoes sao as mesmas descritas anteriormente.

08

0.7 1

06

0.4 L L L L L L L L L 05 L L L L L L L L L

Figura 6.9: L, X u, com acoplamento convexo, n =30e a =ay=0,5: (a) r = 2,5;

(b) r=2,8.

Na Figura 6.9, notamos que o nimero de Lyapunov transversal é inferior
a 1 para todo valor da taxa de migracao se r = 2,5. Ele continua menor que 1 se
r = 2,8 para u € (0,404;1] e para alguns outros valores de p na vizinhanga de
i = 0,38. Para os outros valores da taxa de migracao L; > 1. Logo, a regiao
de possivel sincronia com relacao a taxa de migracao p é maior que a regiao de

impossivel sincronia com relagao a taxa de migracao .
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Figura 6.10: L, xr, com acoplamento convexo,n =30ea =a9=0,5:(a) p =0, 1;

(b) 1 =0,5; (c) p=0,9.

No caso da Figura 6.10, temos que a regiao de impossivel sincronia com
relacao ao parametro r é maior que a de possivel sincronia com relacao ao parametro
rpara u=0,1ep=0,5 O oposto, ocorre com p = 0,9 pois para todo r € [2,5; 4]
temos o numero de Lyapunov transversal menor que 1. A medida que aumenta a
taxa de migracao, aumenta também a regiao de possivel sincronia com relagao ao

parametro r. Logo, a taxa de migracao que mais favorece a sincronizagao é p = 0, 9.
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6.5.1.2 FEspaco X tempo

Neste espago faremos graficos do tipo espago X tempo com os mesmos

objetivos e condicoes apresentados na segunda ramificacao da Subsegao 4.1.1.

Ao passo que r = 2,5 como nas Figuras 6.11 e 6.12 ocorre sincronizagao

para todas as conexoes e valores da taxa de migracao.

Analisamos agora o caso em que r = 2,8. Na conexao convexa simples,
Figura 6.13, nao existe sincronia se u = 0, 1. Por outro lado, para = 0,5e u = 0,9
temos sincronizagao de orbitas cadticas. Nao ocorre sincronizacao, para todos os

valores de p, na rede convexa dinamica (Figura 6.14).

Confrontando os gréficos espaco X tempo, percebemos que o valor de
r para o qual mais ocorre sincronia é r = 2,5. Ja os valores da taxa de migragao
e a conexao que mais favorecem a sincronia sao p = 0,5 e u = 0,9 e rede convexa

simples, respectivamente.
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Figura 6.11: Espago X tempo, r = 2,5 e Rede Convexa simples: (a) u = 0,1; (b)
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Figura 6.12: Espago x tempo, r = 2,5 e Rede Convexa dinamica: (a) u =0, 1; (b)
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Figura 6.13: Espago X tempo, r = 2,8 e Rede Convexa simples: (a) u = 0,1; (b)
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Figura 6.14: Espago x tempo, r = 2,8 e Rede Convexa dinamica: (a) u =0, 1; (b)
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7  COMPARACAO DE MODELOS

Neste capitulo, faremos a comparacao dos nossos modelos metapopu-
lacionais (entre si) e com outro modelo bastante utilizado na literatura, através de
graficos densidade x tempo para ver o comportamento da densidade dos sitios ao
longo do tempo. Também, confrontamos todos os modelos metapopulacionais, co-
nexoes, taxas de reproducao intrinseca e as taxas de migracao quanto a ocorréncia

da sincronizacao.

7.1 Evolucao da densidade ao longo do tempo

Comecamos esta segao reescrevendo os modelos metapopulacionais que
trabalhamos até agora. Podemos reformular o modelo metapopulacional (3.2) (Capi-

tulo 3) da seguinte forma

j=1
onde '
L Y B

> ewg(f(ah))

Da mesma forma, escrevemos o modelo metapopulacional com movimentagao de-

pendente da diferenga de densidade (Capitulo 5) na forma

xi-‘rl = (1 - ,u)f(:zci) + ZMCZ]Qz? ('Ti)> L= 17 27 <o N (72)

j=1

onde

D g(f(xf) — f(al))

= , 4,y =1,2,...,n.

S ea(f(ah) — ()
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Analogamente, reescrevemos o modelo metapopulacional com movimentacao depen-

dente da diferenca relativa de densidade (Capitulo 6) como

Ty = (=) f) + > pe Qi f(al), i=1,2,...,n, (7.3)
j=1
com ‘
(f(x;) - f(xi))
l']
h= e J=12..n
fzf) — f(2)
> cnig j
k=1 f(z1)
Consideremos agora o modelo metapopulacional utilizado por Silva [31],
a saber,

zzziH = (1 — p)f(zh) +Zucijf(x{), i1=1,2,...,n. (7.4)

Fica claro assim, que os modelos metapopulacionais (3.2), (5.2) e (6.2)

R

sao o modelo metapopulacional (7.4) com a inclusao dos quocientes Q;;, 5 e Qi

respectivamente.

Vamos agora investigar a evolucao da densidade ao longo do tempo,
com o objetivo de visualizar no que a inclusao dos quocientes no modelo metapopu-
lacional (7.4) interferem na evolugao da densidade no tempo. Faremos isso, através
de simulagoes numéricas da evolugao da densidade ao longo tempo de 30 sitios nos
ultimos 40 passos de tempo, apds um descarte de 9.960 transientes. Nos graficos
densidade X tempo, colocaremos no eixo vertical os sitios numerados de 1 até 30
e no eixo horizontal os tltimos 40 passos de tempo. Cada célula (¢,7) representa a
densidade de um sitio 7 no tempo t. As células serao pintadas em seis tons de cinza
que vao de branco até preto conforme a densidade aumenta. Para dinamica local
utilizaremos a funcao exponencial logistica, com r = 2,5 e r = 2,8. Para a com-
binacao convexa simples usaremos a = 0,5 e para a combinac¢ao convexa dinamica,
para determinar o coeficiente oy, utilizaremos a funcao logistica num comportamento

cadtico, isto é, oy = 4ay(l — ay), com ap = 0,5. As condigoes iniciais sao esco-
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lhidas aleatoriamente, mas sao as mesmas para todos os modelos. Para a fracao de

migracgao, consideraremos o valor p = 0, 5.

Comecgamos nossa analise pelo caso em que r = 2,5 e a conexao ¢ a
convexa simples, como nas Figuras 7.1, 7.3, 7.5, 7.7, 7.9, 7.11, 7.13, 7.15 e 7.17. O
modelo metapopulacional que apresentou o maior valor para a densidade méxima
foi 0 modelo (4.9), enquanto que o menor valor para a densidade maxima foi o do
modelo (4.4). O maior valor para a densidade minima ocorreu para o modelo (4.4)
e a menor densidade minima foi apresentado pelo modelo (5.15). Os modelos (4.7),
(5.17) e (6.16) apesar de terem um acréscimo de um quociente em rela¢do ao modelo
(7.4), se comportaram da mesma forma que este ultimo, com relacdo as densidades
maximas e minimas. A Tabela 7.1, contém todas as informacoes de densidades

maximas e minimas.

Tabela 7.1: Densidade maxima X Densidade minima: r = 2,5 e Rede Convexa

simples.
Modelo | Densidade méxima | Densidade minima
(7.4) 1,7104 0,2896
(4.1) 2,1245 0,1024
(4.4) 1,6773 0,3985
(4.7) 1,7104 0,2896
(4.9) 5,3801 0,1413
(5.15) 4,0549 0,0014
(5.17) 1,7104 0,2896
(6.14) 3,1534 0,0117
(6.16) 1,7104 0,2896

Continuamos na rede convexa simples (Figuras 7.1, 7.3, 7.5, 7.7, 7.9,
7.11, 7.13, 7.15 e 7.17), mas agora para r = 2,8. O valor mais elevado da densidade

méxima ocorreu para o modelo (4.9), ao passo que o mais baixo valor da densidade
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méxima aconteceu para o modelo (4.4). O modelo (4.4) demonstrou o valor mais
elevado para a densidade minima. Em contrapartida o valor mais baixo da densidade
minima foi o modelo (5.15). Embora os modelos (5.17) e (6.16) apresentem um
quociente na sua configuragdo a mais que o modelo (7.4), as densidades ficaram

muito proximas umas das outras. Na Tabela 7.2 apresentamos todas as informagoes.

Tabela 7.2: Densidade maxima x Densidade minima: r = 2,8 e Rede Convexa

simples.
Modelo | Densidade méxima | Densidade minima
(7.4) 2,1589 0,0841
(4.1) 2,7011 0,022
(4.4) 1,4545 0,6953
(4.7) 2,9899 0,0109
(4.9) 16,1763 0,068
(5.15) 4,9302 0,0004
(5.17) 2,16 0,0839
(6.14) 4,8783 0,0036
(6.16) 2,159 0,0841

Examinamos agora o acoplamento convexo dinamico, que é o caso das
Figuras 7.2, 7.4, 7.6, 7.8, 7.10, 7.12, 7.14, 7.16 e¢ 7.18. Quando r = 2,5, a densidade
méxima mais elevada ocorre para o modelo (5.15) e a densidade maxima mais baixa
verifica-se para o modelos (7.4), (5.17) e (6.16). Sucede aos modelos (7.4), (5.17) e
(6.16) a densidade minima mais elevada, equanto que a densidade minima mais baixa
¢ a do modelo (5.15). Mais uma vez, os modelos (5.17) e (6.16), que apresentam
um quociente em sua formagcao, portaram-se de maneira igual ao modelo (7.4). As

demais informacoes, estao na Tabela 7.3.
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Tabela 7.3: Densidade maxima x Densidade minima: r = 2,5 e Rede Convexa

dinamica.
Modelo | Densidade méxima | Densidade minima
(7.4) 1,7104 0,2896
(4.1) 2,0032 0,1334
(4.4) 1,7563 0,2658
(4.7) 2,1607 0,0952
(4.9) 2,1074 0,2039
(5.15) 2,6043 0,0267
(5.17) 1,7104 0,2896
(6.14) 2,5124 0,0287
(6.16) 1,7104 0,2896

Ainda na conexao convexa dinamica (Figuras 7.2, 7.4, 7.6, 7.8, 7.10,
7.12, 7.14, 7.16 e 7.18), passamos para o caso em que r = 2, 8. As densidades
méximas mais alta e mais baixa, sdo, respectivamente, as dos modelos (5.15) e
(4.4). Quanto a densidade minima, compete ao modelo (4.4), a mais elevada e, ao
modelo (6.14), a menos elevada. Outra vez, os modelos (5.17) e (6.16) (que possuem
um quociente em sua composi¢ao) tiveram um comportamento muito préximo do

modelo (7.4). Na Tabela 7.4, encontram-se o resto das informacoes.
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Tabela 7.4: Densidade maxima X Densidade minima: r = 2,8 e Rede Convexa

dinamica.
Modelo | Densidade méxima | Densidade minima
(7.4) 2,159 0,0841
(4.1) 2,6573 0,0167
(4.4) 2,0145 0,1512
(4.7) 2,9582 0,0076
(4.9) 2,4199 0,0905
(5.15) 3,2039 0,0052
(5.17) 2,1571 0,0847
(6.14) 3,0576 0,0048
(6.16) 2,1542 0,0897

De um modo geral, podemos afirmar que entre as densidades méaximas
mais elevadas e as densidade minimas mais baixas sempre estd o modelo (5.15).
Um comportamento intermedidrio das densidades é apresentado pelo modelo (4.1).
Por sua vez, nas densidades minimas mais altas e densidades maximas mais baixas
estd o modelo (4.4). Também é uma constante o comportamento muito préximo
(e por vezes igual) dos modelos (5.17) e (6.16) (que possuem um quociente em sua

composi¢ao) com o modelo (7.4).

A seguir apresentamos os graficos densidade x tempo dos modelos me-
tapopulacionais (7.4), (4.1), (4.4), (4.7), (4.9), (5.15), (5.17), (6.14) e (6.16), respec-

tivamente.
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Figura 7.1: Densidade x tempo, modelo (7.4) com Conexao Convexa simples: (a)
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Figura 7.3: Densidade x tempo, modelo (4.1) com Conexao Convexa simples: (a)
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Figura 7.7: Densidade x tempo, modelo (4.7) com Conexao Convexa simples: (a)
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Figura 7.9: Densidade x tempo, modelo (4.9) com Conexao Convexa simples: (a)
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Figura 7.10: Densidade x tempo, modelo (4.9) com Conexao Convexa dindmica:

(a) r=2,5; (b) r=2,8.
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r=2,5;(b) r=2,8.

Figura 7.12: Densidade x tempo, modelo (5.15) com Conexao Convexa dinamica:

(a) r=2,5; (b) r=2,8.
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Figura 7.13: Densidade x tempo, modelo (5.17) com Conexao Convexa simples: (a)
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Figura 7.14: Densidade x tempo, modelo (5.17) com Conexao Convexa dinamica:
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Figura 7.15: Densidade x tempo, modelo (6.14) com Conexao Convexa simples: (a)

r=2,5;(b) r=2,8.

Figura 7.16: Densidade x tempo, modelo (6.14) com Conexao Convexa dinamica:

(a) r=2,5; (b) r=2,8.
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Figura 7.17: Densidade x tempo, modelo (6.16) com Conexao Convexa simples: (a)
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Figura 7.18: Densidade x tempo, modelo (6.16) com Conexao Convexa dinamica:
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7.2 Sincronizagao

O objetivo desta secao é comparar todos os modelos metapopulacionais
aqui apresentados com relagao a sincronizacao. Para isso, comeg¢amos exibindo os
graficos espaco X tempo para o modelo (7.4), para ver como este se comporta com
relacao a sincronizacao. As hipdteses sao as mesmas da segunda parte da Subsecao

4.1.1.

Explorando as Figuras 7.19 e 7.20, percebemos que existe sincronizagao

para quaisquer taxa de migracao e conexao, quando r = 2, 5.

Por sua vez, para r = 2,8, quando a conexao é convexa simples (Figura
7.21) ocorre sincronizagdo somente para i = 0,5 e p = 0,9. Temos assim, a sincro-
nizacao de dérbitas cadticas. Para a rede convexa dinamica (Figura 7.22) nao ocorre

sincronizacao.

Como vimos nos graficos espaco X tempo, r = 2, 5, as taxas de migracao
w=05epu=0,9earede convexa simples favorecem mais o acontecimento de

sincronizacao.
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Figura 7.19: Espago X tempo, r = 2,5 e Rede Convexa simples: (a) u = 0,1; (b)
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Figura 7.20: Espago x tempo, r = 2,5 e Rede Convexa dinamica: (a) u =0, 1; (b)
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Figura 7.21: Espago X tempo, r = 2,8 e Rede Convexa simples: (a) u = 0,1; (b)
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Figura 7.22: Espago x tempo, r = 2,8 e Rede Convexa dinamica: (a) u =0, 1; (b)
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Passamos agora a analise da sincronizagao de todos os modelos meta-
populacionais aqui apresentados. O modelo (7.4) sincronizou, um total de 8 vezes
(das 12 possiveis). Dos modelos propostos aqui neste trabalho, os modelos que mais
sincronizaram foram o (5.17) e (6.16), sincronizando um total de 8 vezes. Seguem
eles, o modelo (4.7) (sincronizou 5 vezes), o modelo (4.9) com 3 sincronizagoes e os
modelos (4.1) e (4.4) apresentando 2 sincronias. J& os modelos (5.15) e (6.14) nao
sincronizaram nenhuma vez. Apesar da inclusao dos quocientes nos modelos (5.17)

e (6.16), eles se comportaram da mesma maneira que o modelo (7.4).

Quanto a sincronizacao de orbitas cadticas, que podem levar a extingao
da metapopulagao, dos modelos propostos neste trabalho, os modelos (5.17) e (6.16)
apresentaram 2 sincronizagoes de érbitas cadticas. Apds esses, o modelo (4.9) exi-
biu 1 sincronizacao de érbita cadtica. Nos demais modelos, nao ocorreu nenhuma
sincronizacao de érbitas cadticas. O modelo (7.4), apresentou 2 sincronizagoes de

Orbitas cadticas.

Quando nos reportamos a conexao para a qual mais ocorreu sincro-
nizacao, das 54 possiveis sincronizagoes, aconteceram na rede convexa simples 22

sincronizagoes, ao passo que a rede convexa dinamica exibiu 14 sincronias.

As taxas de migragao pu = 0,5 e u = 0,9, se comportaram de forma
muito parecida. Das 36 possiveis sincronizacoes, as taxas de migracao u = 0,1,

w=0,5epu=0,9 favoreceram a sincronia, respectivamente, em 15,11 e 10 vezes.

Por fim, a taxa de reproducao intrinseca que mais possibilitou a ocorréncia
de sincronizacao foi r = 2,5 com um total de 29 vezes (das 54 possiveis). J& o valor

r = 2,8, proporcionou o acontecimento de 7 sincronizacoes.
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8 CONCLUSOES FINAIS E TRABALHOS
FUTUROS

Neste trabalho construimos trés modelos metapopulacionais com taxa
de migracao independente da densidade e acoplamento formado por uma rede con-
vexa simples e por uma rede convexa dinamica. Todos os modelos foram elaborados
a partir do modelo metapopulacional utilizado por Silva [31] através da inclusao de

quocientes.

O primeiro modelo que aqui apresentamos inclui na sua formagao o quo-
ciente entre a densidade do sitio de destino e uma média ponderada das densidades
dos sitios, com pesos iguais as fragoes de individuos oriundos do sitio de origem que
chegam no respectivo sitio vizinho. Com isso, obtemos um modelo que permite a

escolha do sitio de destino de acordo com a sua densidade.

O segundo modelo foi estruturado com um quociente da diferenca de
densidade entre o sitio de destino e o de origem por uma média ponderada das
diferencas de densidades dos sitios com o sitio de origem, com pesos iguais as fragoes
de individuos oriundos do sitio de origem que chegam no respectivo sitio vizinho.
Temos assim um modelo que permite a escolha do sitio de destino de acordo com a

diferenca de densidade entre o sitio de destino e o sitio de origem.

Ja o terceiro modelo aqui trabalhado é sistematizado com um quociente
da diferenca relativa de densidade entre o sitio de destino e o de origem por uma
média ponderada das diferengas relativas de densidades dos sitios com o sitio de
origem, com pesos iguais as fragoes de individuos oriundos do sitio de origem que
chegam no respectivo sitio vizinho. Este modelo permite a escolha do sitio de destino
de acordo com a diferenca relativa de densidade entre o sitio de destino e o sitio de

origem.
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Para todos os modelos obtemos analiticamente um resultado que ga-
rante a estabilidade assintética do atrator sincronizado (Teoremas 3.1, 5.1 ¢ 6.1). O
nimero de Lyapunov transversal L, do atrator sincronizado é dado pelo produto
do ntimero de Lyapunov da érbita por um quantificador que depende da taxa de
migracao e dos autovalores de uma matriz oriunda da matriz de conexao. Além

disso, se L < 1 o atrator sincronizado ¢ assintoticamente estavel.

A medida que estudamos os modelos de uma forma geral, passamos
para uma analise particular de cada modelo considerando funcoes de agregacao e
antiagregacao. Por meio de simulagoes numéricas obtemos a variagao do nimero
de Lyapunov transversal em relacao a taxa de migracao e a taxa de reprodugao
intrinseca da funcao que descreve a dinamica local. Os modelos com funcoes de
antiagregacao apresentaram maior regiao de possivel sincronia (com relagao a taxa de

migragao 4 e com relagao ao parametro r) que os modelos com fungoes de agregagao.

Com as simulagoes numéricas da drbita sincronizada com relagao a pe-
quenas perturbagoes (graficos espaco X tempo) concluimos que os modelos com
movimentacao dependente da diferenca de densidade e com movimentacao depen-
dente da diferenca relativa de densidade com fungoes de antiagregacao sincronizaram
mais vezes que todos os modelos. Também a estes, coube o maior nimero de sin-

cronizagoes de Orbitas cadticas.

Na comparacao entre modelos feita no Capitulo 7, constatamos que en-
tre as densidades maximas mais elevadas e as densidade minimas mais baixas sempre
estd o modelo com movimentacao dependente da diferenca de densidade com fungao
de agregacao. Um comportamento intermediario das densidades é apresentado pelo
modelo com fungao de agregacao dada pela funcao identidade. Por sua vez, nas
densidades minimas mais altas e densidades maximas mais baixas esta o modelo

com func¢ao de antiagregacao igual ao inverso da identidade.
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Tanto quanto a evolucao da densidade ao longo do tempo, quanto a
sincronizagao, os modelos com movimentacao dependente da diferenca de densidade
e com movimentacao dependente da diferenca relativa de densidade com fungoes de
antiagregacao se comportaram da mesma forma que o modelo utilizado por Silva

31].

Quando nos reportamos a conexao, taxa de migragao e valor da taxa de
reproducao intrinseca da fungao que descreve a dinamica local que mais favorecem
a ocorréncia de sincronizagao sao a conexao convexa simples, u = 0,1 e r = 2,5,

respectivamente.

Apresentamos agora a proposta de continuidade do presente trabalho.
Até aqui consideramos a matriz de conexao C' como uma combinagao convexa de
uma matriz de conexao local e uma matriz de conexao global. Uma proposta de
continuidade é considerar agora uma matriz de conexao qualquer. No presente
trabalho, consideramos os modelos com migracao independente da densidade. Outra
proposta é considerar a migragao dependente da densidade, isto é, 0 < pu(x) < 1,

para todo .
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