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Resumo

Neste trabalho estudamos os harmonicos eletrostaticos de ondas de Langmuir em um
plasma nao magnetizado e sem colisoes usando a teoria de turbuléncia fraca (TTF).
Primeiramente fazemos uma introducao a teoria de turbuléncia fraca utilizando o forma-
lismo de Klimontovich, mostrando e estudando aspectos fundamentais, como a obtencao
da bem conhecida equagao de difusao para as particulas, a partir da funcao perturbada de
Klimontovich, e o procedimento para obtencao da equacao de balanco espectral. A partir
da parte real desta equagao, mostramos como encontrar a relagao de dispersao dos mo-
dos normais eletrostéticos (ondas de Langmuir e ondas fon-acusticas) e dos harmoénicos
de ondas de Langmuir (ondas nao lineares). Por outro lado, da parte imaginaria da
equacao de balanco, obtemos as equacoes de onda tanto para modos normais como para
harménicos, que levam em conta efeitos de emissao espontanea, quase-linear (emissao
induzida) e nao-lineares (decaimento e espalhamento). Em seguida apresentamos um
tratamento matematico para as equagoes de ondas e particulas, que sao escritas em
termos de variaveis adimensionais e normalizadas, e entao fazemos uso da aproximacao
bi-dimensional (2D) e para esse caso escrevemos as equagoes usando coordenadas car-
tesianas. Usamos entao propriedades de simetria e identidades matematicas, obtendo
equacoes adequadas para andlise numérica. Consideramos como condigoes iniciais um
plasma com elétrons descritos por uma funcao de distribuicdo Maxwelliana com um
feixe ténue e fons descritos por uma fungao de distribuicao Maxwelliana, e introduzimos
expressoes para os espectros iniciais de ondas de Langmuir (L), ondas fon-acusticas (.5),
e harmoénicos de ondas de Lagmuir (Ln). Para a andlise numérica, usamos um cédigo
numérico desenvolvido anteriormente por integrantes do grupo de Plasmas do Instituto
de Fisica da UFRGS, escrito em linguagem Fortran. Adaptamos e expandimos esse
cédigo para incluir harmoénicos de ondas de Langmuir, e o utilizamos para abordar o
problema da instabilidade feixe-plasma na presenca de harmoénicos, estudando numeri-
camente a evolucao temporal de ondas e particulas. Na sequéncia, comparamos nossos
resultados obtidos usando a abordagem bidimensional (2D) com resultados obtidos em
trabalhos anteriores que usavam uma aproximagao unidimensional (1D). Por dltimo

apresentamos as conclusoes e perspectivas para a sequéncia do trabalho.



Abstract

In this work we study the electrostatic harmonics of Langmuir waves in unmagnetized
and collisionless plasma using the weak turbulence theory (WTT). Initially, we pre-
sent an introduction to the weak turbulence theory using the Klimontovich formalism,
discussing fundamental aspects such as the derivation of the usual diffusion equation
for particles, from the perturbed Klimontovich’s function, and the procedure to obtain
the spectral balance equation. Moreover, from the real part of the balance equation
we show how to find the dispersion relation for electrostatic normal modes (Langmuir
and ion-acoustic waves) and for Langmuir wave harmonics (non-linear waves). On the
other hand, from the imaginary part of the balance equation, we obtain the kinetic wave
equation for normal and harmonic modes, which take into account spontaneous effects,
quasi-linear effects (induced emission), and non-linear effects (three-wave decay and scat-
tering). Next, we present a mathematical treatment for waves and particles equations,
which are written in terms of normalized and non-dimensional variables, and after that
we simplify the equations using a two dimensional approximation (2D), and write the
equations explicitly using cartesian coordinates. We utilize symmetry properties, and
mathematical identities, and obtain equations which are suitable for numerical analysis.
We consider as initial conditions a plasma with electrons described by a maxwellian
distribution with a tenuous beam, and ions described by a maxwellian distribution, and
introduce the initial spectra for the Langmuir waves waves (L), ion-acoustic waves (.5),
and Langmuir harmonics (Ln). For the numerical analysis, we have used a numerical
code written in the Fortran language, which had been previously developed and utilized
by members of the group of plasmas of the Physics Institute at UFRGS; We have up-
graded the code in order to take into account the occurrence of harmonics of Langmuir
waves, and used it in the analysis of the beam-plasma instability in the presence of these
electrostatic harmonics, numerically studying the time evolution of waves and particles.
Afterward, we compare our results obtained using the two dimensional approach (2D),
with results otained in previous works which used a one dimensional approach (1D).
Finally, we present some conclusions, and discuss the perspectives for further research

on the subject.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo do plasma é muito importante na fisica. O plasma é um estado da matéria
que representa aproximadamente 99% da matéria “convencional” no universo, embora
em nosso planeta a quantidade de plasma seja muito pequena comparada aos outros
estados da matéria (sélido, liquido e gasoso). O plasma na Terra estd localizado nas
camadas superiores da atmosfera e é produzido pela radiagao césmica, em particular
pelo Sol. A camada da atmosfera em estado de plasma é chamada ionosfera. Ocorre
plasma também em descargas elétricas na atmosfera, mas é de curtissima duracao. Exis-
tem também plasmas artificiais gerados em laboratério, com diferentes caracteristicas
de pressao, ionizacao e densidade. Fisicamente um plasma pode ser definido como
“um gdas ionizado onde predominam as interacoes coletivas de longo alcance”, com in-
teragoes tanto elétricas quanto magnéticas. A abordagem deste tipo de sistema é de
muita complexidade, ja que é um sistema fisico com grande quantidade e diversidade de
particulas. Devido a esta complexidade, as abordagens no plasma tem sido realizadas
usando procedimentos estatisticos, tanto macroscépicos como microscépicos. As abor-
dagens macroscépicas sd@o a magneto-hidrodinamica (MHD) e a teoria de fluidos (TF),
enquanto a teoria cinética pode ser classificada como uma abordagem microscépica. As
primeiras sdo baseadas na teoria classica de fluidos (hidrodindmica) e a terceira é uma

teoria construida estatisticamente, compativel com a teoria de fluidos e com a MHD.

O interesse em nosso trabalho se centra no estudo da instabilidade feize-plasma, a qual
envolve sistemas de particulas descritos por funcgoes de distribuicdo nao maxwellianas
(sistemas fora do equilibrio termodinamico). Portanto é conveniente trabalhar com uma
teoria que nos permita estudar estes sistemas, de modo que a teoria mais apropriada
é a teoria cinética. Na teoria cinética, quando sao desprezadas as colisoes, os plasmas
podem ser descritos pelas equagoes de Maxwell e por equacoes de Vlasov para fungoes

de distribuicao dos diferentes tipos de particulas do plasma. O sistema de equacoes
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Vlasov-Maxwell é complexo e normalmente é tratado com uso de aproximacoes, como
a aproximacao linear e a quase-linear. Por meio da aproximacao linear podem ser ob-
tidas relacoes de dispersao que levam a identificacao dos diversos modos de oscilacao
que podem existir e se propagar no plasma. Como exemplo, podemos mencionar as
ondas eletrostaticas de alta frequéncia associadas a oscilagoes dos elétrons relativamente
aos fons, muito mais massivos, conhecidas como ondas de Langmuir. Em uma faixa de
frequéncias mais baixas, em que tanto os ions como os elétrons podem exibir movimento
oscilatério, ocorrem as ondas eletrostaticas conhecidas como ondas ion-acusticas. On-
das eletromagnéticas de diferentes tipos e denominacgoes podem também ocorrer como
as bem conhecidas ondas de Alfvén, por exemplo. As relagoes de dispersao obtidas com
a aproximacao linear informam nao somente as frequéncias reais de oscilagao associa-
das aos diferentes tipos de ondas, mas também suas partes imagindrias, associadas a
amortecimento e amplificacao de ondas devido a ressonancias entre ondas e particulas.
Entretanto, a aproximagao linear nao pode fornecer informagao acerca da evolucao das
ondas. Esta informacao pode ser obtida na abordagem quase-linear, que nos informa
sobre a evolucao no tempo da func¢ao de distribuicao, em uma escala de tempo bem mais

lenta que aquela associada as oscilacoes descritas pela relagao de dispersao.

O proximo passo na incorporagao de efeitos nao lineares é dado pela chamada teoria
de turbuléncia fraca (TTF). A formulagao da teoria de turbuléncia fraca foi em grande
parte desenvolvida entre o final dos anos 50 e o inicio dos anos 70 do século 20, com
papel destacado de cientistas da antiga Uniao Soviética [1-10]. Na TTF desenvolvida por
Kadomtsev [1], Sagdeev e Galeev [2], Akhiezer et. al. [4] e Sitenko [11], foi usada a teoria
de perturbagoes na equacao nao linear de Vlasov incorporando efeitos nao lineares de
baixa ordem, descrevendo diferentes interagoes onda-particula e interacao entre modos
lineares onda-onda, e também descrevendo a evolucao das particulas por meio de uma
equacao de difusao no espaco das velocidades. No entanto, Davidson [7] deduziu a TTF
de uma forma mais rigorosa na base de multiplas escalas de tempo (na aproximagcao de
dois tempos), com a diferenga de uma equacao de difusdo para particulas com mais um
termo de alta ordem. Mesmo assim, todas as formulagoes mencionadas chegam num
conjunto equivalente de equacoes acopladas para a evolugao das funcoes de distribuicao
de velocidades das particulas e para a evolucao das intensidades dos diferentes tipos
de ondas, cujas frequéncias sao obtidas como solucao de equacgoes de dispersao que

dependem das funcoes de distribuicao das particulas.

Em periodo relativamente recente, a TTF foi retomada e abordada a partir de primeiros
principios, de forma sistematica. No ano 2000 Peter Yoon publica um artigo denomi-
nado ” Generalized weak turbulece theory” [12], incluindo apenas oscilagoes eletrostaticas,
considerando efeitos de emissao induzida nos termos quase-linear, decaimento e espalha-

mento, e levando em conta a existéncia de harmonicos de ondas de Lagmuir, como modos
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nao lineares do plasma. Posteriormente foram incorporados ao formalismos efeitos de
emissao espontanea [13,14] tanto para o decaimento quanto para o espalhamento, e de-
pois generalizando o formalismo para incluir efeito de interagoes eletromagnéticas [15,16].
No grupo de Fisica de Plasmas do IF-UFRGS o formalismo desenvolvido nos traba-
lhos [12,13], tem sido utilizado para estudo da interagdo entre um feixe de elétrons e
um plasma, interacao que tem muitas aplicacoes em plasmas espaciais e de laboratoério.
Os primeiros estudos numéricos da interacao feixe-plasma foram feitos na aproximacao
unidimensional [17,18] tanto para o espectro de ondas (Langmuir e fon-acisticas) como
para a distribuicao de velocidade das particulas. Posteriormente foi feita uma apro-
ximacao em duas dimensoes [19,20] incluindo termos relacionados aos efeitos de emissao
induzida (quase-linear), flutuacoes espontaneas, decaimento e espalhamento de ondas.
Os resultados obtidos nas primeiras andlises considerando duas dimensoes mostraram
o aparecimento de uma estrutura tipo anel no espectro de ondas de Langmuir, como
resultado dos processos de decaimento e espalhamento em 2D, aspecto que nao poderia

ser predito por uma andlise em 1D.

Nesse ponto é interessante notar que na formulacao da teoria da turbuléncia fraca apre-
sentada no artigo de Yoon [12] uma das motivacoes é explicar a presenca de harmonicos
de ondas de Langmuir (HL). A importéancia desta generalizagao é que a presenca destes
harmonicos tem sido observada em varios experimentos de laboratorio desde os anos
1960's [21-26], e também em simulagdes [27]. Mais adiante foram encontrados por Kli-
mas em simulagoes de Vlasov [28,29] e logo confirmados em simulagoes de particulas [30],
e mais recentemente também em novas simulacoes tipo particle-in-cell e novamente em si-
mulagoes de Vlasov [31-34]. Outra motivacao importante foi a existéncia de observagoes
espaciais que mostravam emissoes em multiplos da frequéncia do plasma de elétrons
(harmonicos). Estas emissoes foram frequentemente vistas na regiao do bow shock da
magnetosfera terrestre, e também procedentes das regioes solares, junto com emissoes
de radio do tipo 11 [32,35-37]. Embora existem outras possiveis interpretagoes para
a ocorréncia dessas emissoes, estudos recentes de simulagao confirmam as excitagoes do

modo harménico L durante o processo da instabilidade feixe-plasma [38-40].

Em anos subsequentes, harmoénicos de ordens mais altas foram também discutidos na
aproximacao uni-dimensional [13, 18, 41-44], tanto do ponto de vista das relagoes de
dispersao nao-lineares envolvidas quanto do ponto de vista da sua evolucao turbulenta. E
neste ponto onde o nosso trabalho se enquadra, tendo como objetivo abordar harmonicos
de ondas de Langmuir na aproximacao bi-dimensional para fazer uma analise da evolugao
destes, fazendo uso da experiéncia do grupo do plasmas da UFRGS, permitindo-nos
comparar com analises anteriores uni-dimensionais [12, 13, 18, 41-44] e contribuir no

desenvolvimento da TTF.
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Para isto, estudamos a teoria de turbuléncia fraca, desde primeiros principios com a
teoria cinética, estudando o sistema Vlasov-Maxwell, a hierarquia BBGKY e as apro-
ximagoes linear e quase-linear, fazendo somente um breve resumo. No primeiro capitulo
fazemos uma introducao em maior detalhe da TTF generalizada, tentando descrever de
maneira completa e compacta especialmente na parte onde desenvolve-se as equacoes
nao lineares que descrevem a dinamica dos modos harmoénicos ou modos nao lineares.
No desenvolvimento dos calculos para HL implementamos algumas melhoras nas apro-
ximacoes, em relacao aquelas encontradas nos artigos [13,41,42]. Finalmente descreve-
mos os termos e as interagoes envolvidas nas equagoes para ondas ion-acusticas, ondas
de Langmuir, ondas de harmonicos de Langmuir e equacao de difusao para a distribuicao
de particulas. No segundo capitulo apresentamos o tratamento analitico das equacoes
da TTF incluindo a presenca de harmonicos. Normalizamos e escrevemos estas equagoes
em termos dos parametros do plasma, logo fazemos a aproximacao de duas dimensoes
(simetria azimutal) e usamos propriedades de simetria, obtendo um conjunto compacto
de equacoes. Por ltimo fazemos o tratamento matematico para escrever as equacoes na
forma de equacoes diferencas finitas, compativeis para desenvolver numericamente. No
capitulo final apresentamos nossos resultados, obtidos numericamente da aproximacao
bi-dimensional, com a adaptacao de um cédigo consistente ja usado anteriormente nesta
aproximacao [19,20]. Discutimos as caracteristicas na dinamica da evolugao de ondas
e particulas, e sua concordancia com a teoria [12,13,41] e com solu¢bes numéricas uni-
dimensionais [18,42,44]. Finalmente apresentamos as conclusoes obtidas e perspectivas

do trabalho para desenvolvimentos futuros.



Capitulo 2

Introducao a teoria da

turbuléncia fraca

No presente capitulo vamos fazer uma introducao a teoria de turbuléncia fraca tentando
falar de seus aspectos fundamentais e do contexto no qual foi desenvolvida, facilitando o
entendimento do trabalho. Para isto falaremos dos inicios da TTF com origem na teoria

cinética.

A teoria cinética é uma teoria estatistica microscépica que permite estudar o plasma
com uma abordagem mais rigorosa do que a teoria de fluidos e a MHD, permitindo estu-
dar uma faixa maior de fendmenos, principalmente instabilidades e plasmas com distri-
buicoes de particulas nao maxwellianas. Esta teoria se desenvolve ao redor da solugao do
sistema de equagoes de Vlasov-Maxwell, chegando a uma cadeia de equacoes acopladas
chamada hierarquia BBGKY (Bogolyubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon) bem conhecida
na literatura. A hierarquia da conta da probabilidade de encontrar uma particula de-
pender da probabilidade de encontrar duas, a probabilidade de encontrar duas depender
da probabilidade de encontrar trés e assim sucessivamente, sendo o tamanho da cadeia

de equagoes proporcional a quantidade de particulas.

Isto leva a simplificar o problema considerando plasmas onde as colisoes sao despreziveis.
Neste caminho é preciso definir quantidades que caracterizam o plasma, como o compri-

mento de Debye Ap. e o pardmetro do plasma g. O comprimento de Debye é definido

| T
=4/ — 2.1
ADe 4rne?’ 21)

sendo e o médulo da carga dos elétrons e T, a temperatura da distribuigao de elétrons,

como

medida em unidades de energia. O comprimento de Debye pode ser entendido como a

11
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distancia na qual um elétron nao sente a presenca de outras particulas devido a blinda-
gem feita pelos fons que estao perto dele. O parametro de plasma é definido nesta tese

como

1

9= S (2:2)
23/2(47)2AN3,,

onde n a densidade ambiente. O parametro do plasma g é proporcional ao inverso do

numero de elétrons dentro de uma esfera de raio \pe.

O tratamento matematico do sistema Vlasov-Maxwell é feito por teoria de perturbacoes,
sendo a primeira abordagem conhecida como "teoria linear”, onde se considera um
plasma com uma perturbacao no campo elétrico onde as correlacoes entre particulas
sao muito pequenas. Porém, o tempo das colisdes é muito maior do que o tempo de
oscilagao no plasma. Nesta abordagem se chega a integrais complexas que sao calcula-
das pelo método de Landau [45], encontrando os modos normais de oscilagdo do plasma.
Nos limites de ondas eletrostaticas de baixa e alta frequéncia encontramos ondas de

Langmuir e ondas ion-acusticas, além de encontrar o amortecimento de Landau.

A abordagem seguinte € a teoria ”quase-linear”, que permite estudar o plasma depois da
perturbacao inicial, encontrando a equacao quase-linear de difusao no espaco das veloci-
dades e dando conta do efeito que as ondas tém sobre a distribuicao de particulas. Esta
teoria cumpre propriedades importantes como a conservacao do numero de particulas,
conservacao do momento e conservacao de energia. Alguns dos exemplos abordados
com esta teoria sao o amortecimento de Landau e a instabilidade feixe plasma. O exem-
plo mais simples é uma distribuicdo maxwelliana isotrépica com um feixe quente na
cauda para elétrons, permitindo estudar a dinamica de troca de energia entre ondas
e particulas. Neste exemplo se observa o crescimento de ondas de alta frequéncia na
faixa onde a derivada da funcao distribuicao é positiva, até saturar, enquanto na funcao

distribuigao vai se formando o bem conhecido plateau [45].

A abordagem que se segue em complexidade é a teoria de turbuléncia fraca, e nela
a denominacao ao termo turbuléncia no plasma se refere a situacao onde um grande
numero de oscilagoes no plasma sao excitadas por uma instabilidade. A classificacao estd
relacionada com a razao entre a energia das flutuacoes e a energia cinética das particulas
por unidade de volume. No caso da turbuléncia fraca a energia das flutuacoes é muito
menor do que a energia cinética das particulas por unidade de volume, basicamente a
mesma consideracao das teorias linear e quase-linear, mas aplicada a um plasma com

uma perturbacao eletrostatica levando em conta termos nao lineares.
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2.1 Teoria de turbuléncia fraca

Para nosso interesse do estudo de harmoénicos de ondas de Langmuir vamos nos basear no
formalismo apresentado nos artigos [12,13,18,41]. Devido a quantidade e complexidade
dos calculos somente vamos apresentar as equacoes mais relevantes, citando algumas

fontes onde os calculos também sao discutidos.

Estamos interessados num plasma nao magnetizado onde predominam as interagoes
eletrostéticas. Para isso é apropriado o formalismo de Klimontovich [46,47], usando a
notagao x = (r,v) (onde z corresponde a um ponto no espago de fase com posicao r
e velocidade v), definimos a funcao de Klimontovich para particulas da espécie a num
instante de tempo ¢, No(z,t) = >,_; 6[r — r$(t)]o[v — v¥(t)] (onde a = i para fons e
a = e para elétrons). Esta fungao dé conta das propriedades de um sistema de particulas

que obedecem a equacao de movimento

0 €a M 0 -
|:E+Vv+m—aE 8_V:|Na_0 (23)

As quantidades e,, m, ¢ EM (r,t) representam a carga elétrica, a massa das particulas

de tipo a e o vetor de campo elétrico microscépico. Este tltimo satisfaz a lei de Gauss,

V- EM = 47TZeb/vab. (2.4)
b

As equagdes (2.3) e (2.4), correspondem ao sistema Vlasov-Maxwell no caso eletrostatico.
Agora continuamos com o tratamento padrao das teorias anteriores fazendo a média de
ensemble da funcao de Klimontovich f,(z,t) = (N,(z,t)). 1 A flutuacio da funcio de
Klimontovich pode ser escrita como N, (z,t) = Ny(z,t) — (Ny(x,t)). Agora podemos
calcular as médias nas equacoes (2.3) e (2.4), e fazendo uso das transformadas de Fourier-
Laplace? [1,2,4], encontramos equagoes para a fungao de distribuicdo, para as flutuagoes

da func¢ao de Klimontovich e para o campo elétrico. Desta forma, é obtida uma hierarquia

'!Onde (- --) denota a média estatistica de ensemble.
2Procedimento feito na teoria quase-linear.
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de equacoes na representacao espectral

0/s —“l/dqf{. 9 (GE,6N"),

ot my ov
o . “ a0 ieg .~ Jdfy
<& —z(w—k-v)> (NG —0NG") = . 0Bk o
i€q w0 a a
el UL (0Ey 0Ny — (0EyONy_ 1))
4dmieq a
0Eg=—>_ — [ dvoNg, (2.5)

onde ¢ = (k,w), e dg = dkdw. Nesta notagao k = k/k é um vetor unitario. O
termo 5Nq0 (v,t) é responsavel pela emissao espontanea. Se ignoramos este termo ob-
temos a hierarquia de Vlasov ou hierarquia BBGKY [4,7] dando conta da correlagao
entre particulas, onde a solugao de Ny depende do conhecimento de (5N35N f;,) e esta

depende de (5N§‘5N£,5N3,,>, e assim sucessivamente.

Os célculos destas médias na funcao de Klimontovich estao bem detalhados na referéncia
[13], na qual vamos nos basear fortemente. A quantidade JN, go representa a perturbacao
da funcao de Klimontovich no espaco de fase devida somente ao efeito de particula tnica.

Esta quantidade ainda nao foi calculada, somente sua média de ensemble

e assim por diante.

Redefinindo w como w — w + i0/0t, e introduzindo a quantidade

€y 1 0

ga:__—_
q mew —k-v+i00v’

a equacao para a flutuacao pode ser escrita em forma compacta como

ING = 0N + k- g2 f.0E, + / dq'K - g2 (OB ONE_ — (0B ONZ_ ). (2.6)
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Por simplicidade vamos tirar § da frente das quantidades perturbadas. Entao a solucao

iterativa é

N; :N;O + na(Q)faEq + Z 77((12)((]1|Q2)fa[Eq1Eq2 - <Eq1EfI2>] (2.7)
q1+q2=q

+ Z 7733)(Ql‘Q2|QS)fa[Eq1Eq2EQ3 — Eq (B Eqs) — (Eq Eg, Egs)),
q1+q2+43=q

onde

a
'gq7

3
)
—~
<
-
I

P(a1lg2) =5[(ks - 85 1 q,) (K2 - 85,) + (ko - 85 44,) (K1 - 85,

N =N~ ]

3 . .
) (@11g2]a3) =5 (K1 - 85,1 gy+q0) (k3 - Byg5) (ks - 85,) + (k3 - 85,1.4,) (k2 - &5,)]-
Agora combinamos (2.7) com a equacdo para a perturbacdo do campo elétrico que

aparece na equacao (2.5), e expressamos os resultados em termos de fungoes resposta

(susceptibilidade elétrica) [12]

e(q) =1+ x(q),
47rea
x(q) = /d v 14(q) fa,
X(z)(QHQQ):_Z% dv P (q1lg2) fa
- k‘lk‘2|k1+k2| a ’
4re
~(3) _ a dvn® » 2.8
o) =3 pne g [ el (2.9

Em seguida multiplicamos o resultado por E_; e tomamos a média de ensemble. O

resultado é

ZZX(2 (dlg = ) EgEyg B—g) =2>_ XD(d| = ¢|0)(E®)¢(E)q
q’

—24”6“ / (E_yN). (2.9)

Na anterior equagao o termo da direita contém a fonte das flutuacoes espontaneas, a

qual pode ser calculada multiplicando a expressao para o campo elétrico perturbado por
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N;O (v) e fazendo a média de ensemble

a0y 4me, 2x®*(¢'| = ¢lg) 2 “k.v
) = et T T et ) ekl

i ) )
=) ST lg — ¢WE_y E_grgN&).  (2.10)
q/

Multiplicando (2.9) e (2.10) pelas quantidades apropriadas podemos obter os cumulantes

de terceira ordem,

(By By B-g) =2 (X(Q) Wt D)y, (82, + 2= ) 52,
[CIEYPV Iy
_%<E2>Q’<E2>q—¢> (2.11)

E, yE_4N& EyE_¢N® EyE, yN%
+Z47rea/dv <qq, f’q>+<q,qq‘q,>+<qq*q "o
- ke(d) [k —Kle(g —¢') ke*(q)

. i
(Eqy E—girqaN5,) = > XDl - ) (2.12)
q

!

X [(EQ'EQ1—Q'E—Q1+Q2NZ(()]Q> - <ECI'EQ1—Q/><E—(I1+(I2NE(()]2>]

i 2)(, /
- X~ +a—q
6(—q1+qz)§q; (@l )

X [(Eq’E—m-i-qz—q’quNgoqz” - <Eq/E—Q1+q2—q’><Eq1 Ngoqzﬂ

Aparentemente, a equagao (2.12) mostra uma hierarquia que se estende até o infinito,
mas neste momento truncamos a cadeia na correlagao de quarta ordem e expressamos

os cumulantes de quarta ordem em termos dos cumulantes de segunda ordem

<EQ1EQ2EQ3N$4> =6(q1 + g2+ g3 + Q4)[<E2>q1 (EgyNgs)o(q1 + g2)
+ <E2>¢I1 <Eq2Nq4>5(QI +q3) + <¢q1Nq4><E2>q25(QI +q3)].

Como resultado, chegamos ao resultado desejado, encontrando uma equacao nao linear

de balango espectral, que inclui efeitos de emissao espontéanea (ver equagao (9) de [13])

) (A1 — A2
w2 [al 10| (84, -2 [ S g 2,
2

=2} %a /dv [% (2.13)

, (0w —K - v) , Sw—w — (k=K -v)] ,
—2 [ (M) + B - ) | 1)
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onde

2 , 2 ,
T(q.q) = (X (g — )}’ <<Ee(i1q’)_q + e(<qE_>Z/)> x| - ¢ (B¢,

@ (qlg — o @) (10— )2
Mig,q) = X e((j‘—qq’)q)<E2>q I (Z*\Ezq) 7)|

(B4 g (214)

Se fazemos iguais a zero os termos da direita da equacdo (2.13), obtemos a equagao
de balango correspondente ao caso sem colisoes (ver equagao (3) de [12]). A parte
real desta equacdo leva a relagdo de dispersao de onda (modos préprios), enquanto a
parte imagindria leva a equacao cinética das ondas. A parte real contém o termo de
acoplamento de onda e também o termo de resposta linear. Fazendo a analise incluindo

os termos nao lineares chegamos numa solucao nao-linear para harmonicos eletrostaticos.

2.2 Equacoes convencionais da teoria de turbuléncia fraca

A equagao nao linear de balango espectral (2.13), fornece uma base sobre a qual pode ser
formulada a teoria de turbuléncia fraca, incluindo os modos lineares (ondas de Langmuir
e ondas fon-actsticas) assim como os modos nao lineares. Primeiro consideremos o caso
linear, que deriva nas equacoes habituais da teoria de turbuléncia fraca. Se mantemos

os termos principais, chegamos a equagao de balanco espectral para modos lineares,

2¢2
2 a o
Re E(Q) <<E >q - za: W /dV(S(uJ —-k- V)fa) = 0. (2.15)
Se estamos interessados na regiao do espago onde ¢ satisfaz Re €(q) # 0, entdo obtemos

a ja bem conhecida relacao para flutuacoes espontaneas encontrada na literatura [11]

2¢2
E%)0 = 7a/dv5w—k-v : 2.16

( >q Za:ﬂ_kgk(q”g ( )fa ( )
Por outro lado se estamos interessados na regiao de ¢ para Re €(q) = 0, isto é, os modos
préprios, podemos obter as relacoes de dispersao fazendo as integrais de contorno de
Landau nos limites de alta frequéncia (ondas Langmuir L) e baixa frequéncia (ondas fon

actsticas S)

3 14 3T;/T,
Wi = wpe <1 + 514:2)\%8) , wp = k23 <1——IG_—T)\/Q> , (2.17)
De

onde wye = (4mne?/m.)'/? é a frequéncia de plasma dos elétrons e ¢, é chamada velo-
cidade fon-acustica, definida como ¢ = \/T./m;, sendo T, a temperatura dos elétrons,

em unidades de energia, e m; e m,. as massas dos ions e dos elétrons, respectivamente.



Capitulo 2. Introducao a teoria de turbuléncia fraca 18

Neste caso as raizes da equacao Re €(¢) = 0 podem ser representadas por w = wy, com
a = L, S, Portanto, 1, = (E?), — (E2>2 é diferente de zero. Esta é uma autofuncao, que

de maneira geral pode ser representada como

o= Y > (w—owp),

o=%1a=L,S

onde o parametro o dé conta do sentido de propagacao de k. Se ignoramos as flutuagoes
térmicas devidas ao efeito de particula tinica dadas pelo termo (E2>2, (tendo em conta
que <E2>2 fornece um nivel finito de campo elétrico fora da faixa da solug@o para modos
normais (k,w # wg)), entdo ¢, ~ (E?),. A intensidade de onda pode ser aproximada

por

(%= > > I*(w—ouwf). (2.18)

o=+1a=L,S

Agora, para encontrar a equacao das ondas, lembramos que w — w + i%. Expandindo

a quantidade €(q) em série de Taylor, obtemos

e(q) — € <k,w + i%) = <e(q) + %'a;g]) %) (2.19)

Introduzindo (2.18) e (2.19) na parte imaginaria da equacao de balanco (2.13), usando
propriedades das susceptibilidades, e fazendo muitas manipulaces, pode-se obter a

equacao para os modos normais

oI o Toa o @ o' roa
e RIS - Y D /dk’Aki,Ik,ﬁfk (2.20)
o'=+1p=L,S

Yy fae (I
k,k’ 6( 5,) el(k,O'wlo(‘)

/ /
o'=+1p=L,S L

e 1o 170 5o,
DI Ll B R e
i : ek olul) € (k-¥,0"w] .)€k, owy)

X 0(owy — U’wﬁ, —o"w! 1)

onde

Jelk,owy)
/ o\ __ ’ k
¢ (k,owy) _78(0(»1‘:) ,

Im e(k, owy)
¢ (k,owy)

Sk = za: W /dV(S(O'O.)k - k- V)fa(V),

a

Tk =
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B
Aﬁbl)(/ =- k4 a Im (772{X(2)( ka’|k k, UWkB U,wk')}
¢ (k, w) e(k =K, owy —o'wy)
_2(3)(1{, g wk" — k, —awk,|k ka))

pot, =y 108 WO K ol — W 0w — )

ok ¢(k,owf) |k —K|?|e(k — K, 0wl — o’wl)|?

[ dvslows — oy — (= K) M),

Moy =4 /dk’|x(2)( oWl k=K 0wl )2 (2.21)

k,k’ El(k, leo{c) k’ k—k’ ’

onde P representa a parte principal da funcao.

A equacao (2.20), usada em muitas abordagens, é a equacao formal de onda da teoria
convencional de turbuléncia fraca que envolve somente modos eletrostaticos lineares
(e = L, S). No entanto sem um tratamento adequado das fungoes resposta elétrica X(”),

a equagao (2.21) nao nos dd muita informacao.

Na literatura, estes termos ja foram calculados e sabemos que o primeiro e segundo termo
do lado direito de (2.20) sao designados como termos de emissao induzida e espontanea,
enquanto o terceiro e quarto sao chamados os termos de espalhamento induzido e es-
pontaneo, respectivamente. O termo final descreve os processos de decaimento, sendo
que os dois primeiros termos dentro do parénteses grande sao responsaveis pelo pro-
cesso de decaimento induzido, enquanto que o termo final corresponde ao decaimento
espontaneo. A razdo para estas terminologias se torna eminentemente auto-evidente
se partimos do principio de balanco detalhado. Nao obstante, no contexto do método
estatistico presente, nao ha uma razao a priori por que devemos chamar esses termos

como tal.

Acontece que os processos de emissao induzida e espontanea sao ditados pela interagao
linear onda-particula associada a condicao owy —k-v = 0, os processos de espalhamento
espontaneo e induzido sao regidos pela interacao nao linear onda-particula associados a

condicao owy — o’ wl’f, k-v =0, e o processo de decaimento espontaneo e induzido é

ditado pela interacao nao linear de ondas owy — o’ wﬁ, —o” le—k' = (0. Examinando os
diferentes termos em (2.20) e (2.21), pode-se perceber que essas condicoes de ressonancia
nao sao evidentes em todos os casos. A razao é que algumas das condigoes de ressonancia
estao escondidas dentro das defini¢coes das diferentes susceptibilidades e apenas revelam-

se depois que estas funcoes sao calculadas explicitamente.
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2.2.1 Emissoes espontaneas e induzidas

Por conveniéncia vamos introduzir a funcao de distribuigao no espago de velocidade com
o fator densidade de ambiente 7 tirado explicitamente da definicao f,(v) = nFy,(v) para
um tipo de particula a. Agora precisamos encontrar uma expressao de primeira ordem
para x(q), portanto calculamos a integral primeiramente no limite de ondas de alta
frequéncia wﬁ ,

W [kve > 1 e wk/kv; < 1,

obtendo
w? 3k2T, w? OF,
— pa a . pa a
Xao(k,w) ~ ——= <1 maw2> — Ty dvk- v d(w—k-v), (2.22)

sendo esta aproximacao valida tanto para ions como para elétrons. Nessa expressao v; e
Ve sao as velocidades térmicas dos fons e dos elétrons, respectivamente, wy, € a frequéncia
de plasma de particulas do tipo a, e T, é a temperatura da populacao de particulas do
tipo a, em unidades de energia. A velocidade térmica e a frequéncia de plasma das
particulas do tipo a sio definidas como v, = (2T, /ma)'? € wpe = (4771g2 /ma)'/?, onde

ga € a carga dessas particulas.

A outra aproximacao é para ondas de baixa frequéncia wf nos limites

wig Jkve < 1 e wi Jkv; > 1,

e nesse caso x(q) pode ser aproximado como

2w? w2 OF,
Xe R o5 —im Z;e/dvk- jé(w—k-v). (2.23)

k20?2 k d

Das aproximagoes (2.22) e (2.23) obtemos o primeiro termo de (2.20), conhecido como

termo de “emissao induzida”, “quase-linear”’ou “amortecimento de Landau” para modos

LelbS,

oIk w? OF,
k =rowg 2= /dv S(owk —k-v)k- =17, (2.24)
ot ind.emiss k2 ov
arg° sz%e S 9 Me s
= —— [ dvé —-k-vk-— |F.+—/F, | I
ot i emiss T O Wy k‘2 / v (ka V) v et ™ i k »

onde foram usadas as propriedades aproximadas da funcao dielétrica,

1 1, 1 1
— = —owy, — = — koW,
k ¢ (k, owy) g HkTk
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e onde

T.
=133 e (14321 ).

Os termos de emissao espontanea podem ser calculados a partir do segundo termo da

equagao (2.20),

orer new?
k =—" / dvi(owl —k - v)F,, (2.25)
ot spont.emiss k
8]’0’5 2 fze2w2
K :Lﬂ /dvé(awf —k-v)(F. + F).
ot spont.emiss k

Os primeiros usos dessa formulacao para a emissao espontanea foram tanto em trabalhos
usando a aproximagao uni-dimensional [44] quanto em trabalhos usando a aproximacao
bi-dimensional [19,20], em ambos os casos permitindo a determinagao do nivel inicial
para as ondas de Langmuir e ion-acusticas e a manutencao de um espectro “de fundo”
(background) ao longo da evolugao temporal do sistema, o qual permanece em equilibrio

no caso de distribuicoes Maxwellianas de velocidades para as particulas.

2.2.2 Processo de decaimento espontaneo e induzido

O processo de decaimento é dado pelo iltimo termo de (2.20), o qual contém a condigao
) (awﬁ‘ -0 wﬁ, — a”wz_k/>, que expressa a conservacao de energia. Essa condicao so-
mente pode ser satisfeita na interagdo de duas ondas L e uma S. A condigao nao pode
ser satisfeita no caso de duas ondas S e uma onda L porque a diferenga de energia entre
uma onda L e uma onda S é muito maior do que a energia da outra onda S. Portanto,

|X(2)| aproxima-se como [12]7

2 "2
@) (v 1, S L L _  LY12 s © (k1)
X (K, o'wiik — K 0wy —wig) | TATZ 2Kk — K2

2 e/ 12
O (K owbk — K- ow’ — wl) |2 ~ £ K (K= K]
X (K, ik — K owig —wig) | TAT? k2P |k - K2

(2.26)
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Dessa forma, os termos correspondentes ao decaimento podem ser escritos como

org" s
5t =2 Z owg [ dK Vk o O(owt — o'wl — 0wy 1)
decay ool
X (owkIGP IS, — o' wlb 1T S ITY — o e yowi 4o I ITE)
O = Z ol | dk'ViE d(owl — o'wg — 0wk 1))
ot decas HiWyi kX k Kk’ k—k’

X (o IL 1T — o' Wb 17 0 17% — o wl TG RIS, (2.27)
onde os coeficientes VkLk, e Vksk, estdo dados pela aproximacio de y(?

L ™ 62 (k * :k,)2
Vi :Zﬁ—kzkﬂ AR
e |k -k |
s el [k (k—K)P

e =4 T2 2w (229

Estes resultados sao equivalentes aos encontrados na analise de plasmons e decaimento

de trés ondas em livros como Davidson [8], Sitenko [11], Akhiezer et. al. [4], entre outros.

2.2.3 Processo de espalhamento espontaneo e induzido

O termo de espalhamento dado pelo terceiro termo da equagao (2.20) corresponde a
uma interagao nao linear, onde aparece o espalhamento de duas ondas de Langmuir L,
Arr(k,X'). Usando as relagoes de dispersdo vemos que |wi — wi/| # |wi 1|, porém a
situagdo de interesse é |wl —w | ~ |(k — k') - v| Para elétrons, estamos interessados em
frequéncias wi > kve, wi, > k've e |wf —wl | < |k —K/|v.. Esta interagao é importante
depois da saturagao da instabilidade, onde sao relevantes as velocidades acessiveis no
espalhamento vy.es ~ =£(3wpe/2)(k? — K’ 2))\2De /|k — K'|, menores do que as velocidades
da interacao linear vyes ~ Fwpe/k. Para fons, temos que w{i > kv, wlf/ > kv e

\wk wk,| > |k — K'|v;. A resposta dos fons pode chegar a ser mais importante do que

a resposta dos elétrons [12,48], portanto mantemos somente a contribuicao devida aos

fons
oIg- , (k- K)? COF L,
Ot Lindscar Wz% mem; (o Z/ o / k22 (k—k)- ov Iy
x Slow —o'wiy — (k —K') -v]. (2.29)

As interacoes entre ondas de Langmuir e fon-actusticas sao representadas pelos termos

Aps e Agp. Esses sao termos de correcao de mais alta ordem, os quais levam a uma
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evolugao muito lenta, e sdo discutidos em maior detalhe em [12]. O termo de espalha-

mento induzido de duas ondas fon-acusticas S também é discutido em [12], mas para

nosso trabalho nao é relevante.

O termo de espalhamento espontaneo é dado pelo quarto termo de (2.20),

oIz~ B Z 167€2 Z Z / ,|x J’w£,|k -k, owy —0o wk,)|2
ot spon.scatt k ka o' B=L,S |k k,|2| (k - K, O'WIO(‘ -0 wk’)|2
he he” | (e~ K) V] Ey(v)
X — dv d[owg — o'wl — (k—k F,(v).
e(k’,()”wl’f/) e’(k, awﬁ) / k k “

(2.30)
O caso mais relevante? é o caso de duas ondas de Langmuir (o = L,e 8 = L) interagindo
entre si. Usando a propriedade aproximada para X(Q) (ver referéncia [13]) dada por

2 N2
(2 / _ L € (k- k)
XK o'k — K, owie — o) ATZ 12Kk — K2

assim obtemos

| e T [

spon.scatt

wﬁllﬁ — oW IS, )

x Slowk — d'wily — (k = K') - v] Fy(v). (2.31)

Coletando os termos de emissao espontanea e induzida (2.24) e os de decaimento (2.27)

e de espalhamento (2.31), reescrevemos a equacao para ondas de Langmuir

oITE Wi, F,
8—11{5 = k:2 /dvé(awk k-v) [ﬁe2Fe + mowi k - aa
+ 2 Z ka /dk,Vk Kk’ 5(0’&)1{ — lee/ — g wif k/)

a—l a-ll

(kaf I k/ —ka/Ik k’Ik —U /.Lk k/wk k/Ik/ I )

(k-k)?
— (owg) Z/dk'/ EI Slowt — o'wl — (k —K') - v]

OF;
1/ o'LyoL
- Z4(k k') - v 7. (2.32)

x [g— (a whIot — owl Iz )(Fe—i—FZ)

3Consideracao da referéncia [13].
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Para ondas fon-actsticas coletamos os termos de emissao espontanea e induzida (2.24)

e o termo de decaimento (2.27), obtendo

oIS
o

. 0 m
—k-v) [,uineQ(Fe + F) + mpuowt k- v <Fe + meF> I ]

i

+ Z O kWi /dk ka, S(owy — o'wl — o"wi 1)

x (a,ukwﬁfﬁ/LIﬁZﬁ/ — owb 1T L 7% — 0wk IR IO, (2.33)

Neste ponto, chegamos a um conjunto de equacoes que tém sido estudadas em detalhe
para ondas de Langmuir e fon-actusticas, tendo em conta os termos mais relevantes na
dinamica de um plasma com perturbacoes eletrostaticas. Agora faremos uma aborda-
gem do estudo da generalizacao da teoria de turbuléncia fraca a qual inclui modos nao

lineares, baseando-nos fortemente nos artigos [12,13,41,44].

2.3 Modos nao lineares de alta frequéncia

Agora para harménicos de alta frequéncia supomos uma solugao da forma de (2.18)

(E)g= > Z I”Lna — owi™), (2.34)

o=+1n=23,

onde n indica o nimero do modo harmonico.

Nesta abordagem vamos focar-nos somente na parte real com acoplamento linear
T(q,q') * da equacdo de balanco espectral (2.13), onde a solucao linear correspondente

ao modo fundamental é

3
Wl = wpe <1 + 5]{:2)\%8> . (2.35)

Ignorando a resposta de baixa frequéncia, usamos as equagoes (2.19) e (2.13), consi-
derando que o termo de terceira ordem da susceptibilidade contribui muito pouco na

relacdo de dispersdo, usamos a propriedade de simetria X(2)(q1\ —q) = X(2)(—q1\q2),

4Na referéncia [18] considera-se termos de mais alta ordem, obtendo uma equacao com um termo a
mais envolvendo decaimento do harmoénico (n = 2) e o fundamental.
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obtendo

0=> > Re ek, owy™) 17" (k)5 (w — owi™) (2.36)

2
{ @K, o' wl |k — K, owlr —U’wlf/”)}

+ 2Re /dk’ >N R 7

n—olw
n,n' 0,0’ k’

xI"’L”/(k’)I"L”(k)é(w owi™)

2

O, o wf k= K, 0"l )|
o Z Z Ln m,,Ln’
*(k, o'wll + 0wl

n'.n' oo’

<17 ()17 (k= K)o — o'l = 0wl

Vemos que na equacao (2.36) para HL, o termo Ilf” depende do parametro n. Paran > 2
o primeiro termo é pequeno, mas diferente de zero. A parte nao linear deve manter o

balanco, portanto o inverso da resposta linear tem a forma

1
e(k — kK wi™ — wlf,(n 1))

Assim a diferenca deve ser de ordem wl™ — wZ(=1) ~ Wpe
ek — K, wi" — b V) & e(k — K wpe) ~ 0.
Os termos onde n’ # n — 1 podem ser ignorados, ja que contém no denominador
e(k — K, wf" — wE" ) & e(k — K, 2wpe),

quantidades que sao finitas.

Para a mais baixa ordem (n = 1), obtemos a relagao de dispersao linear para L1
0 = Re e(k, owgH) 1M (k),

ja discutida na segao anterior. Na ordem seguinte (n = 2), mantendo a parte nao linear

para uma diferenca entre frequéncias perto de wy,. no denominador, obtemos

0 =Re e(k, owf) 1752 (k)

/ {X ( k', o' £/1|k_k/ U’Wﬁ/l)} o' L1 .\ 7o0L2
+ 4Re /dkz e 1ol (wﬁ}) 17 LK) 1782 (k).
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Vemos que o dltimo termo de (2.36) nao satisfaz a condigao da fungao delta. Para ordem

(n = 3), temos

0 =Re e(k, owi?) 1703 (k)

{X (Ko’ 1%/2|k_k/ Ulwlfg)} o' L2 oL3
+ 4Re / dk’z W, 152) 172 (KN 1753 (k),

que é um caso particular da expressao

0 =Re e(k, ow) 171" (k) (2.37)
2
{X(z) ( a’wﬁ,” 1) k — K, wln J/wi’(n_l))} ,
+4Re [ dK'Y 17 HD (1) 1787 (),
; e(k — K, owfm — a’wﬁ,(n_l))

valida para (n > 2).

A susceptibilidade de segunda ordem pode ser aproximada (Ver [12]),

(n— L(n— 2 1 62
{X(2) (k’ oWk — K gwlm — a'wk,( 1)>} = 4w4 m2 A /s (2.38)
com
" {(n — KK - (k—K)] +nk?k- (k — k)] +n(n—1)k - K|*k- k’)}2
ak7k/ = .

[n2(n — 1)kk' |k — K/|]?
(2.39)

Fazendo o caso 0,0’ = 1° na equacio (2.37), chegamos na seguinte expressao para a

parte real de e(k,w),

& g IO (K)

T Re /dk’ ,
MeWw pe € (k -k w— wlf,(n_1)>

Re e(k,w) = (2.40)

cuja solugao é w = wﬁ”.

Seguindo a abordagem padrao, a faixa espectral sobre a qual um modo proéprio é leve-

mente amortecido ou fracamente crescente é aquela em que vale a suposigao

IIm e(k,w)| < |Re e(k,w)]|. (2.41)

Esta generalizacio é feita na literatura devido ao fato que em dados experimentais e simulacoes [34]
somente sdo observados HL propagando-se para a frente
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Expandindo em série de Taylor a expressao de e(k,w), e usando (2.41), podemos ver que

a taxa de crescimento ou amortecimento é muito menor do que a frequéncia real [3]

Im e(k,w)

= OuRe e(k,w)

'<< |w].

Fazendo esta suposicao, a funcao dielétrica pode ser aproximada como

wz%e 212 wge
lle,w) ~ 1= = (1436003, % ). (2.42)

Usando a equagao (2.42) e fazendo a aproximagao (A.6) podemos obter

’I’L2 62 / e al(:l)d IL(n—l) (k/)

2(n? — 1) m2w3 _,L(n-1) 11’
( ) e“pe w wk, wk_k/

1~

(2.43)

onde w{;{k/ ¢é a relagcao de dispersao do modo fundamental. Para o primeiro harmonico
Wit ~ Wpe, entao wil,, ~ wll e portanto para n = 2 o denominador da equagio (2.43)

pode ser aproximado como

L1 L1 ~ 3 242
W— Wy — Wi =W — 2&)1;3 — iwl;ekf )\De,

sendo a frequéncia da ordem de w ~ 2wy,.

2.3.1 Relagao de dispersao para os modos harmonicos

Podemos encontrar a relacao de dispersao para harmonicos de maneira dedutiva, usando
(2.43), comecando para o primeiro harmonico (n = 2), e fazendo a aproximacao de

plasma frio T, — 0, de modo que Ap. — 0. Obtemos entao

2¢2 1 2
— dk/ ( ) /_[L(n_l) k/
3m2wge W — 2Wpe / ik (.

que leva a relacao de dispersao para o primeiro harmonico

wl((m) A wpe(2 + El(<2))7

2 2
e . / dK'al ), 17 (K.

T 92 1
3 mgwy,
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(2)

Vemos que ¢,.” é uma pequena corregao da frequéncia® que podemos ignorar na ordem

seguinte. Agora, para (n = 3), temos

12 € / dk'al>), T22(K),
16 m2w3, w 3wpe k K

obtendo

wlf?’ R Wpe(3 + El(f’))

2
OB da® 12
LT mwi, / e 10

Em geral para um n arbitrario e T, = 0, a equagao (2.43) se reduz a

2 2

1~ n e /dk/ l({nkllL(n 1)(k/)

2(n? — 1) m2w3, w — nwpe

da qual obtemos w”

e =_7 ¢ / di/a)l"), 1D (). (2.44)

Para obter as correcoes nao lineares da relacao de dispersao, expandimos em série de

2
Taylor para pequenos valores de A7,

8wLn
wEn \2 —0= wgn a2 =0t 2 K o, SR (2.45)
e

22, =0

onde

(”)).

w£”|%€: = Wpe(n + ¢

Podemos obter os coeficientes de alta ordem derivando sucessivamente a relacao de
dispersao, sendo que somente estamos interessados no primeiro termo da correcao. Para

(n = 2), ignoramos a possivel dependéncia que I}5! tem em Ap,, e derivamos com respeito

a )\De
(2) L1,/
2 a\?) 1M (k
3 mewpe (w wlf,l — wlfl k’) 8>‘De 2 2

5Sabemos que os HL tém frequéncias da ordem de w™ ~ nwpe, entao ex deve ser uma pequena
corregao que dependente da energia inicial (emissdo espontanea) onde It (k,0) também é pequeno e
depende do parametro do plasma g.
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Avaliando para )\%e = 0, temos

ki

a 3 mgwge (w — 2Wpe)2 8)\%6

2 ek? — B (K — k- k’)> :

2
3, =0

O fator (w — 2wpe)2 pode sair da integral, e chega-se entao a

o L2 9(2)
| (el
8>‘De A2,.=0 2 “k
2 2
91(<2) :ngQGT /dk/(k:,Q k- k,)al(j%(,le(k/).
e%pe

Usando os resultados obtidos acima na equagao (2.45), obtemos a seguinte expressao

5 3 e
w£2:wpe 2+51(<)+—]€2)\2D6+3+ .
P

Agora, para (n = 3),

9 2 3 ow 3 9 9(n)
= dk'al®) T2 (K) | = — S [ K242 4 k—K2 |,
16 m2w3, / a0 Opelyz o 27 e | |
obtendo
(3)
awl%g = éw K%+ ZHL
ON? 2P (3)
De >‘2De:0 Ek
9 62 2) 2 9(2/)
91(5)) - /dk/al(( k/IL2 (k/) <kl o k . k/ + k' .
16 mZw,, , El(f,)

Em geral, obtemos uma relagao de dispersao para os modos harmoénicos de ondas de

Langmuir (n > 2),

m 3 o,
WE" = wpe N+ + §k:2)\2De + 3%%6 (2.46)
K
onde e} definido em (2.44) e
2 2 (n—1)
(n) _ n € I.n L(n—1) ./ 2 1t ek/
9k = 2(”2 — 1) m2w;le /dk ak,k’l (k) <k k-k =+ —61(23_1) .

Vemos que, para n = 1, a equacao (2.46) se reduz a relacao de dispersao para o modo

linear de Langmuir, equagao (2.17).
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A relaca@o de dispersao para os modos HL (equacdo (2.46)), pode ser aproximada calcu-

lando as quantidades 6((1”) e 49((1”). Na abordagem unidimensional feita no artigo [41][eq.

(18)], os autores chegam na equagao

win 3 3n—1) [k n\ k3v?
- TE2Ng, o ) 20 (n) 24
- n—+ 5 De 5 <k0 2) %e + €k ( 7)

onde kg ~ wpe/ Vo e Vj é a velocidade do feixe.

Os resultados obtidos na referéncia [41] mostram a boa correlagao da aproximagao tedrica
(equac@o (2.47)) com os resultados obtidos da simulagao de Vlasov. Pode se ver na figura

2.1 correspondente a figura [4] do artigo citado anteriormente.

-2
20 10
10
6
15 10
-8
2 10
-10
3 10 0
3 ; 10
14
5 10
; 16
," 10
'S -18
0 i ' 10
0 5 15 20

10
kx Vd/(Dpe

FiguraA 2.1: Diagrama de dispersao para ondas de HL obtido a partir da simulagao de

Vlasov (escala cinza) mostrando a intensidade das ondas dos HL junto com a solugao

tedrica (2.47) (linhas) para diferentes valores de n. Reprinted from [{1], with the per-
mission of AIP Publishing.

Na figura 2.1 é plotado tanto a relagao de dispersao analitica na abordagem uni-dimensional
(equacao (2.47)), como a intensidades dos modos de HL obtidos da simulacao de Vlasov.
Baseados nos resultados obtidos no artigo [41], propomos uma aproximagao na aborda-
gem bi-dimensional para a relacao de dispersao dos modos HL (equagao (2.46)), obtendo

a relagao de dispersao (equagao (D.13))

Ln

i gm%e —3(n — 1)A2, koks + gn(n — DAL kR 4l
pe

3 3 n
=+ SNk + [k — (0= Dkol”} + (0 = DXGkS +2, (2.48)

similar & equagao (2.47). Ver célculo em detalhe no apéndice D.
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2.4 Equacao cinética para harmonicos de ondas de Lang-

muir

No que diz respeito a equacao cinética de onda para harmoénicos, a resposta nao linear
pode ser ignorada em uma primeira aproximagao, sendo o crescimento determinado
em grande parte pela resposta linear. Nesta abordagem e sem perder a generalidade,
somente consideramos o = 1 (modos propagando-se para frente). Inserindo a equacao
(2.34) na equacao (2.13), e seguindo o procedimento empregado nos artigos [12, 41],

obtemos

ZD(q)Ilf”é(w —win) = . k:2 Zne /dv5 w—k-v)F,(v), (2.49)

onde
62 Ak k/IL,(n_l)
D) =lq) - ——r [ dk——" (2.50)
miwp, ek — kK w— wlf,(n 1))

A equagao (2.49) tem a mesma forma que a equacao (2.15) para modos lineares, de modo
que o termo D(q) pode ser chamado de funcao dielétrica nao linear, enquanto o termo
da direita (j4 mencionado, (2.16)) d4 origem ao efeito espontaneo. Portanto a solugao

para a equagao de dispersao nao linear Re D(q) = 0 é a equagao (2.46), ja obtida.

2.4.1 Processo de emissao e espalhamento induzido para harmonicos

de ondas de Langmuir

Podemos obter a equagao cinética de onda para modos harmonicos inserindo (2.34) na

parte imagindria do termo quase-linear de (2.13), chegando na equagao [13]

oI 2Im D(k,wi™)

= — I 2.51
ot ORe D(k,wfm) /owfn™™ 7 (251)

Calculamos o numerador e o denominador da (2.51) (ver detalhes desse cdlculo no

apéndice A), obtendo para o denominador (ver equagao (A.14))

o) 2
——Re D (k,wy") = - (2.52)
Ow L n2w £
2¢2 n "
QL& / K @l TV Re € (k K, wbm — w 1’),

pe
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enquanto o numerador fica da forma, ver (A.16),

2
Ln Wpe aFe Ln
Im D (k,w") = -7 kf; /dvk- o § (w" —k-v)
n L(n—1
_ 7T€2 JK’ ak,k/‘[ /( )
miwp, ' oln _ =]
e (1= 1wkt — w0
k -k OF, Ln L(n—1) /

Em nossa abordagem também temos em conta a parte imaginaria de

€ (k — K, wfn — wﬁﬁigl)) .

Se ignoramos esta parte imagindria chegamos na equacao (30) do artigo [13].

Usando (2.52) e (2.53) na equacao (2.51), obtemos a equacao para os modos harmonicos

o ol oy

_ [in, 2.54
ot 14 pfn K 254
onde
I 9 L w2€ 8Fe L
=t kI; /de' ov O(w" —k-v), (2:55)
Ln  Tnlelwlm / aﬁ,k’Ilf/(n_l)
e =— 59 | dk Lin—1),|?
e“pe ‘e(k—k',wﬁn_wk’n )‘
k- OF Lin—1
: /dvm ol — WY — (k1) -
L —
i /dk/ g
N—— 2
MeWpe E(k K, wl[én wﬁ/(n—l))‘
Ln _ , L(n-1) 0F,
x % / dv (k —K) - Lol — "™ = (k= K) V], (256)
In n262w£" /' n pL(n—1) 2 ! Ln L(n—1)
" =g | dKake " Ree (k=K " —w )]
e%pe
3.2
~ e / A af o IV Re e (k - K wf — w7, (257)
mewpe 7
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De (A.9) e (A.8) temos

_ 2 4 _ 2 _o9e2
€ (k - klywﬁn — wlf,(n 1)) ‘ = (wﬁ” — wlf,(n D_ wﬁik/) + 47r£fi_k,e Ky

Wpe
(2.58)
2
1 (wLn N o R | )w
_ % k—k’ ) Wpe
Re ¢ 2 (k — K Wk — wp” 1)) = - 3 ; :
R A R
onde
e = ﬁ,
B |k — k/|UTec
No limite onde £k > 1, obtemos as equagoes (33) e (7) dos artigos [13,44]
2
w JOF,
A =n2rwin kl;e /dvk- 8: S(owk™ —k - v), (2.59)
L(n—1)
e’n? Ay e Ly
W= / dK/ s - (2.60)
e (whr - w™™D = iy
L(n— _
POy VI . S T
4m? (wL” B wlf/(n—l) ot ,)2 (k — k)2
OF, _
x /dv (k—K) - 6w —wi™ ™ — (k- K) - v]. (2.61)
v

De acordo com o trabalho desenvolvido no artigo [13], no sistema de equagoes (2.54),
(2.59), (2.60) e (2.61), para um tempo suficientemente pequeno, em que a intensidade
do harmonico satisfaca a condigao Ilf/(n_l) << (wgm — wlf,(n_l) —wg )2, a parte linear
'ylf” deveria ser dominante (isto é 771%” << 1). Nesse caso a equagao cinética pode ser

aproximada da forma seguinte

oI

T S (2.62)

Por outro lado, se a intensidade cresce o suficiente para satisfazer a condigao

L(n—1) L Lin-1) 11 \?
Ik’ >> (wkn - wk/ - wk—k’ I
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ou seja, 771’;4” >> 1, o termo de espalhamento deveria ser dominante. Pode-se entao

chegar a seguinte forma de equacao aproximada [13],

aIﬁn Uén Ln
9t 771%71 Iy (2.63)
Ln L(n—1)
o wwpe/dv kK2 (k —X)- .

X Slwf™ — ™Y — (k=K - V]I,

As hipdteses (2.62) e (2.63) serao investigadas para verificar se sao de fato satisfeitas.

2.5 Equacgao cinética para as particulas

Com respeito a equacao cinética de particulas, simplesmente vamos recorrer a equacao
habitual quase-linear de difusao. Isto equivale a ignorar os termos nao lineares na funcao

perturbada de Klimontovich, o que resulta em

dfs me2 0 kik; o 0 fa
ot mg(‘)_vi/dq k2 H(ED)g0w — K V)avj
ez 0 k;
Im —*—— — -k - 2.64
+im 2m2myg Ov; /quze*(q)é(w v)f (2.64)
Usando
1 imd(w — owy)
6*(k,w) k w) +za: Z ORee(k, owd)/dowg’

para w = owy, onde « identifica 0 modo normal da onda, reescrevemos (2.64)

0f, me2 0 kik; , o 0 fq
ZJa T E “k-
at  m2 vy, s k2 (B )b (w V)8vj

e2 0 k; mo(w — owy)
* 212 mg Ov; /dqﬁé(w ~kv [za: Ugl ORee(k,owy)/dowy

ne2 0 kikj o 0 fa
_ZZ m28vz/ 2 <E>5(w_k'v)8vj

o o=%1

e? ; Td(w — owy)
a . o~ — k- . k .
- 272myg Ov; /qu‘2 ow v)f [aRe e(k, Jwﬁ‘)/&fwﬁ‘}
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Integrando em w, obtemos
0 fa k k 2 afa
za: Z m2 Bo: /dk 3 LBy o0 (owfl — k~v)8vj
2 - Slow® — k-
0 / ki Olowg —k-v) (2.65)

27y Ov; k2 ORe e(k, owg)/dowy

Esta equacao é equivalente & equagao (10) do artigo [14].

Finalmente, obtivemos o conjunto de equacgoes que descrevem em detalhe a dinamica de

ondas e particulas, no caso particular de um plasma com uma perturbagao eletrostatica.

O passo seguinte envolve a preparacao do conjunto de equagodes para uma abordagem

numérica, o que serd feito no seguinte capitulo considerando um sistema com simetria

azimutal e utilizando uma abordagem em duas dimensées (2D).



Capitulo 3

Tratamento matematico das
equacoes da teoria de turbuléncia

fraca generalizada

Neste capitulo seguiremos o tratamento padrao usado em anteriores trabalhos em apro-
ximagoes uni-dimensional e bi-dimensional desenvolvidos por Ziebell, Gaelzer, Yoon e
outros [17-20,42,44].

Para fazer o calculo numérico é conveniente escrever as equagoes em termos de variaveis
adimensionais. Portanto, normalizamos na frequéncia do plasma e na velocidade térmica

dos elétrons

w kv, v
z = , T =tlwWpe, q= , u= —. (3.1)
Wpe Wpe Ve

Também definimos a fungao de distribuigao @, e a intensidade de onda £§*, normalizadas

como

(2m)2g I~
mev? pf’

Oy(u) = v2F,(n), &%= (3.2)

onde o parametro do plasma g e o comprimento de Debye Ap. estdo definidos como

1 T, V2
- A, = = Ve 3.3
9= B2 (a2 X3, De = rne? ~ 22, (3:3)

36
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Podemos escrever as propriedades de simetria da relacao de dispersao para modos nor-

mais da forma,

Z—q = —*q-

Se temos um sistema com simetria azimutal, podemos escrever essa relacao de simetria

em termos da componente perpendicular ¢, e a componente paralela ¢ do ntiimero de

onda

ZQJ_7_qZ = _ZQJ_7QZ'

(3.4)

No caso das ondas, sua amplitude é independente do sentido de propagagao q, porém

podemos reescrever a condigao de simetria em termos de g, e g,

Eq=2¢&q, ECIJ_y_QH = EQJ_HH = &g S—Ou_,qH = 5C1¢7Q|| =

(3.5)

Usando as novas varidveis (3.1) e (3.2), obtemos formas normalizadas das equagoes a

serem utilizadas.

Para ondas L, reescrevemos a equagao (2.32)

oeg" Z_/du ozl —q- u)<9q’( )+ (025) a &S ggL>

or ou

/)2
K oS coL
— 2O'ZL E / ! q 9 (J’Z,S ,5"
q q’2|q <1|2

O' 0—//

! 11
+ o é o € LS”L —0z4 5” LS" S S(ozk — o'z — a”zs_q,)

L / (a-d) o ¢ L
—1-0qu dq duwé[azq—az —(g—d) -y

: [9 (“Zé egt—o'% féiL) [@c(w) + @) + ST PEG A~ )

ou

Para ondas S, reescrevemos a equagao (2.33)
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agoS T
S i T [ du(ozg —aeu [g[@em) +,(u) (3.7)
0Pe(u) me  0P;(u)

L T Fe\%) e CIE\H) oS

+ (02q) (q 7 + - a 7a &q

S, L L / \12

L P Mo Mg 19~ (4 — )] L ¢o"L coS

— 0% Z /dq’ 27%lad—q? 0% Eq-arfq

’ ’ ”
+ O'”Zé/_q/ EU/LSgS — O'chll gg/ng_g/> 5(0’2’5 — O',ZL/ — O'”ZL_ /).

Nessas expressoes aparecem as relacoes de dispersao para os modos normais, dadas em

forma normalizada por

. 32 1/2
zq:<1+§q> s

S qA

2y =, 3.8
T ) )
com
A=t (%)W <1 N 3Ti>1/2‘
\/§ my; Te
Finalmente, para harmonicos de ondas L reescrevemos a equacao (2.54)
L L L
agqn — ,yqn + qn Ln (3 9)
or L4 nhm .

com
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ILn _ 2T Ln 8@(11) Ln
Vg =n —Q/duzq q'a—ué(zq —q-u), (3.10)
=D gL(n=1)
:_/d ! “a.qt'y & LoD (3.11)
[Ree(q — o', 2Em — zq,n g
n L(n—1) L L(n—1)
JLn 3/dq %q,q gq “q ~ *q
‘ (q-—q,zkn L("—l)) 2 Ja—d?
0. L(n—1)
! Ln /
x/du(q—q)- a [2q4" — 2z —(g—q)-u]. (3.12)

A relacao de dispersao para harmonicos, em forma normalizada, é dada por

3., 300
2E" =n + €} at 74 +€—q>\De,
q

com

W1 3 Ln=1)
€q _g(n—l)/d A aqqEyq

1 n? Lin—1) [ 12 1oyt
0” — 5 d3 /E " — N ! a
97 16mA2 (n—l)/ “a.qa L TN et )
(1)

onde g4’ = 0, e onde

n {(n—1)¢%d - (a—d)] +nd*[a-(@—d)] +n(n—1)]a—d*a-q)}’
{n%(n —1)%qq¢'|lq — d'|}? ’

E na forma aproximada (equacao (D.13))

3 n
2" =n+ 2 {a + e — (n— Daol* + (n = i} +<", (3.13)

onde qp = ve/V, € z—:,(fn) é dada pela equagao (D.8).

Para os denominadores das equacoes (3.11) e (3.12), temos

Ln _ L(n—1) LL1
Re ! = <Z ’ )
ela— o, zkn —2")

q q’ “q—q

2 2
Ln _ ,L(n=1) 11 6 25 o
(Zq o “q-q' + ng—q/e

_ 2 _ 2 _oe2
€ (q - qla Zén - Zé/(n 1)) ‘ - 4 (chl/n - ZL/(n l) - chlliq/) + 47T§C61_q/€ 2€q7q”




Capitulo. 3 Tratamento matemdtico das equacdes da teoria de turbuléncia fraca
generalizada 40

com

L1
€ = “a-a'

la—d|

Para as particulas reescrevemos (2.65), obtendo a seguinte equagao

(TTT ”“3"“38215))'

Agora, com o conjunto de equagoes (3.6), (3.7), (3.9) e (3.14), normalizadas, procedemos
de modo a fazer a aproximacao bidimensional considerando um sistema com simetria
azimutal, e escrevemos nossas equagoes em coordenadas cartesianas, baseados em tra-
balhos anteriores [19,20]. Na sec@o seguinte mostraremos o procedimento de adaptar
as equacoes somente dos modos harmonicos. Tendo em conta que para ondas L e S o

procedimento é muito parecido, para esses tipos de ondas vamos omitir os detalhes.

3.1 Equacoes para harmonicos de ondas L. em coordenadas

cartesianas 2D

3.1.1 Termo de emissao induzida em coordenadas cartesianas

Podemos supor uma distribuicao Maxwelliana com um feixe ténue numa direcao, por-
tanto podemos considerar um sistema no qual vamos ter simetria azimutal fazendo com
que a diregdo do feixe seja zZ. Consideramos um sistema bidimensional (2D), com uma

componente paralela 2 e outra perpendicular !

u = ug€e; + u.e,,

q = gz, + g.€.. (3.15)

Considerando entao o termo (3.10)

n ™
:n2q—2/du(5(zé —q-u)zy"q-

'Onde &, e &, sao os correspondentes vetores unitarios de z e 2.
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Usando coordenadas cartesianas, em 2D

n_ 2 ™ o o Ln Ln 8q>6 8(1)8 Ln
=n _2/ duw/ du, 5(Zq — QxUgy — QZUZ) |:Zq <qyc Dy +q: . 5q

o,
=n? 7; duw/ du, 0(zg" — gz — qzuz) [zé” g ]

(08
o [t ]

podemos reescrever a integral
o [0 e L in, 9%e.r
n—pn —2/ dux/ du; 6(zq" — qutle — q2Uz) |2 Qa E "
" J-x NS Oy

+ n2 L - du - du 5(zL" - — Ln, 9% cin
2 x z q qCCuI QZuz) Zq qgc au q
x

P,

+n —/ dux/ duz —qmum _Qzuz |: énq,zgu gLn:|
P,

+ n2 T d’U,x / duz — qzUy — QZuz) [Zénng qa :| .

Trocando u, por —u, no primeiro e terceiro termo, e tendo em conta que ®.(uy,u,) é

simétrica P, (uy, u,) = Pe(—uy, u,)

n_ .2 T o o Ln Ln 8(1)
=n ?/0 du, /_Oo du, 5(zq + Gy — quuz) [—zq " D }

T o0 oo I 8@
+ n2_2/ dur/ du 0(2g" — otz — g:112) | 26"
a- Jo —00 - “Ouq

I e o0 [ 0P,
n2—2/ dux/ duzé(zén—kqxuz—qzuz) zé”

“Ou,
[ 00,
Ln
+ n? —2 dux/ du, 6(zq" — qzte — q:2uz) |24'q D

Vemos que avaliando a integral na funcao delta obtemos uma expressao da forma
f(ai,q5)/lg;]- Se g; for muito pequeno vamos ter problema na integracdo numérica,

portanto é conveniente dividir a integral em ¢, > ¢, e ¢, < ¢, evitando a singularidade.

Para q, > g, procuramos u, ressonante e deixamos em termos de somente uma integral

Yq n 2\¢] /0 Uy, [Zq <Qm g qz au Uz:Zén+unm

9z

) T o0 Ln 8@6 a@ In
d P &, :
q2 |QZ| /0‘ uz |:Zq <q5’3 auz + qz 8U L= zé’"—‘]:vu:v

9z

+n
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Para ¢, > q., fazemos o mesmo procedimento anterior
o0
Ln 2 T Ln 8q>6 8q>6 Ln
= d — = ¢,
Ta " q2|qyc| /—oo e [Zq <Qm Oug o Ou, 4 uz:m
qx
T o 0P 0P
+n2 du ZLn e + e ELn
q2‘q55‘ /—oo : |: a o Ouy e Ou, 4 uz:m
qx
Dessa forma, ficamos com
Ln 2@( ) /Oo d ZCIlm 8q>e aq)e ELn
=7n — U —
’Yq qz qx 0 ’ q2 |qZ| qz au$ qz 8“2 4 Ur—= Zé‘”‘ﬂ]z”z
T qz
. /oo " 2kn <q 0%, Ly 8%) ln
0 ‘ q2|QZ| * 8”;{; ? 8uz a o zé‘nfqzuz
= qz
+720(gy — 1z) / * s |28 (0, 0% 0% i
™m — U —
e o —00 - q2|Qx| e auw 7 8uz 4 U — —zcjfn+qzucc
T qx
+ / g, |29 (0%, 0% oo (3.16)
— 0 ‘ q2 |Qz‘ qz 8”;{; qz auz a Lnfqzuz ’

onde a funcdo ©(x) é a fungdo de Heaviside (O(z) = 1 para z > 0 e ©(z) = 0 para

x < 0).

3.1.2 Termo de espalhamento em coordenadas cartesianas 2D

Tomando o coeficiente 1/5” de (3.12)

L(n—1) L L(n—1)
Ln _ 3 / Ug.qq Zq Ay
v =n dq
4 i in_ L0-DY]2 (a—d)?
ela—dzg" —zy

0%, 1 L
< [auta—q)- ol - 0~ (@ a)
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e reescrevendo em coordenadas cartesianas, ficamos com

am? gL(" 1) ZLn ZL("—l)

3 o0 [ee] qq q - ’
"=n dq’ / dq’ 4 d
/—oo v -0 : 6 L(n— 1)) ‘2 (q$ - q/z)z + (q,z - q;)2

- qgqu - qZ’ qz,qz B Zszqz

0d, 0P,
/ dux/ duz[x— m)é)u + (¢= — )au]

X 5[ Zq(n b - (Qm - q;)ux - (q,z - QZ)uZ]‘

Dividindo o intervalo de integracao de ¢,

L(n—1) Ln L(n—1)
0 am _
n_n3/°o dq’/ dq' qng “q o
- T z 2 A \2 _ A)\2
—o° —o° 6 - qx7 qz — an éﬁ% o Z‘Z(Zz 1)) ‘ (qx qx) " (qz qZ)

0®, N
/ du:c/ duz |: 4z — x)au:c +(QZ_qZ)auz:|
(n 1

X O[zg" — zg )~ (gx — e — (g2 — dL)us]
/5 ( ) ZLTL _ ZL,(n_l)
+n / dqw/ dqz “aaty 5 q 9
Lin—1 _A1)2 _ A2
Qm - qgqu - QZ’ ZéﬁQz o zq;(fz’z ))‘ (qx qx) " (qz Qz)
0P 0P
/ dum/ duz |: qx Q;)au; + (qZ - q;) au::|
x 0zkm = 220D — (g — d))us — (@ — ¢l)us).
Podemos trocar na primeira integral ¢, — —¢’,
L(n—1) L L(n—1)
=n / dg; / dq. aa0—0:Eqp gt O
- T z Lin—1 2 42 /2
q:c — Qs Gz + by 25— zqﬁ_qg))( (@r = ¢2)* +(a: + ¢2)
0d 0o
x [ d d — ) DA
/_Oo ux/ u |:(Qx qm)mm +(qz+qz)auz
L(n—1
x ol = 2 = (g0 = dh)ue — (g + gl )ue]
[ a, [Ta oty sl
+n q:c/ qz : 2 /)2
L(n-1 — +(q: — ¢.)?
qw s — g, —Zq;(Z; ))‘ (@ — 42)* + (¢ — &)

o®, 0,
></ dux/ du., [(qx—q;)m +(qz—q;)au }

X 5[2’5 — Zfll(n 2 (QI - q;)ux - (QZ - qg)uz].
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Usando as propriedades de simetria para zq (3.4) e &; (3.5),

L(n—1)

q

_ L
q q;p7 QZ + qZ’ Zqzn,(h q:/z7q/z

0o 0P
o e / €
X 5[z§” + 2

- (QI - q;)ux - (QZ + qlz)uz]

Aq,q“q a

n L(n—1) Ln
In _ 3 d d e Zq T2
v =n e qZ I 2 o 1)\2 1\2
42 (n—l))‘ (¢ — ¢2)* + (¢: + ¢)

n gL(n—l) Ln _

ZL(n—l)

Qx — Qo Gz — @5y 2, qz,qz T 2 q.

o®, 0,
></ dux/ du. [(qx—q;)m +(qz—q;)au }

X 5[2’5 — Zfll(n 2 (QI - q;)ux - (QZ - qlz)uZ]‘

Introduzindo o sinal s5, podemos escrever em forma mais compacta,

L(n 1)
L 3 <[ aqq 824, Eq q
Vq” =n Z dq, dq, s 3
—0 0 / In L(n_l)
52 6 o = Gy Q= — 5202, Zg;q. — 527 g1

an

q — 52 zq q. / / [ 9 @,
X vz du du — +
(qr o qg,c) + qz _ S2qz xX z $ IE) aux (qZ

X 5[25 8225(2 b - (Qz - qx)ux - (qz - Squ)uZ]'

Agora dividimos o intervalo de integracao de ¢,

0 IS . gL(n 1)
Vcllzn :n3 E dq‘; dqé qqzv 2qz qQOz 5
—o0 0 / Ln L(n—1)
52 € qgc - qdﬂ qZ - 82qz7 zqz qz - SQan/waz

1)
an (”

% 2.4 du du —q + (g
(qe — @,)? + (g2 — 524.)? ’ @ |\ “"f)auz (-

S — 32D (g e~ (0 sad ]
ek L(n—1)

3 o o g q,.5:0, ) a!
/ / 1529 ’
+n E / dqz/ dq, zdz o=
so 0 0 €

2
/ L )
9z — 43,492 — S2Qz7 Zqanz SzzQQ,qlz ) ‘

L(n—1)
Z(Ll/n—SQZ (

0o

q 7q / (&

X pirz duz/ du., [ —qy + (¢
(qe — @,)? + (g2 — 524.)? / )8% (

X 5[25 SQZj(q_l) - (Qz - qx)ux - (qz - Squ)uZ]'

- s2qz)

— $24.)

/

— $24.)

0P,

ou

z

0P,

Ju

0

ou

z

P,

z

L(n—l)) ‘2 (Gz — @5)* + (q= — ¢L)?

|

|

|
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o , , . . .
Trocando a primeira integral ¢;, — —q,, e usando as propriedades de simetria para zq e

&, (3.4) (3.5), introduzimos um segundo sinal sy,

L(n—1
TL 3 aqulq:z?quZSQI(sz )
=n E de sz L(n—1) 2
e
51,52 — 814, ¢z — 52¢%, 2L, — 822y o )‘
Ln _ L(n— 1)
“a S2zqz7qz

(ge — 516,)* + (q= — 52¢.)*
0o 0o

/ € o / e

/ dur/ duz |: SlQ:C) auz + (qZ Squ) auzj|

x Ok — 5oz — (gp — 510, )1 — (g2 — s2¢])us).

Avaliando as derivadas de ®, para uma fungdo Maxwelliana da forma (4.9) e ignorando

a contribuicao dos feixes,

L(n—1)
I/é/n: 3T Z/ dqx/ dqz aq781q1752q/z5(1m7(1z s 1))‘2

/ L
— 510G, Q= — 8203 2. — 2% o1

81 S92
SL L(n—1)
g~ S2zq17QZ
(gz — 519)* + (¢ — 52¢%)?
/ dux/ dus [(qz — $1¢))us + (q= — s2¢2)uz] e
L(n—1)

X (5[zq” — S92z - (qz - 51Q;c)ucc - (QZ - qu;)uz].

a%,q"

Usando a condicao de ressonancia,

SL(n 1)

a”
JE— 2 __ d d q781q1752qz QCmqZ
" Z / & / qz L(n—l)) ‘2

/ _ ILn
@ 51,82 = S145, 4z — 5205, 2. 82201 q

[zL" —s zL(n 1)]2

" T (3.17)
q:c - Slqa: qz - 82qz)
/ du, / du @ 015" — 52257 — (02 — 510} e — (a: — 520 )],

As integrais a resolver sao as seguintes (ver o calculo detalhado da integral no apéndice

B)?

/ dux/ du, @, 0 [25 — 5025 (g — 5100 ua — (g- — qu;)uz] :

qcv 7qz
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Usando (B.3) com f=N,vy=L,ea=ce,

/ du:c/ duz Q) 5 - SQZQI(;Z 2 - (q:c - Slq,m)uz - (q,z - 32q;)uz]
ZLn L(n/—l)

=(—= exp | ——
mTe) (o —$14,)2 + (¢z — 524.)2 T. (qz — 514;)% + (¢= — 524} )?

O coeficiente V " (3.17) e o coeficiente 7] " (3.11) (seguindo o mesmo procedimento

usado para v-

q"), ficam da forma

an gL(n— 1)

Ln Q5104520 ~ a}, 4%
Vg =—2n —Z/ dqz/ dqz YRS (3.18)

51,582 q - Slq:m q> — 82qz7 qz q= SQZq;,q’z ) ‘
L L(n—1) L(n—1
} <l£> 1/2 {zqn —S2Z4 } exp T (Zén _ szzq;(z/z ))2
L) (40— 5100)? + (@ — 520)2)°° Te (@ = 142)* + (@: = 202)°

n ) EL(n 1)

a
qx,49z,S qz,s q> qQOz
g / Q:c/ Qz : : L(n—1 (319)
Re e

2
o / _ Ln )
1.0 $15 Q= = 5202 24, — 52241 g1 )]

3.2 Equacoes para ondas L em coordenadas cartesianas 2D

Para as equacoes em coordenadas cartesianas de ondas L procedemos de forma parecida
com aquela usada na equagao dos modos harmonicos, obtendo entao as equacoes para

os diferentes termos.

3.2.1 Termo de emissao espontanea e induzida

Reescrevendo em coordenadas cartesianas o primeiro termo de (2.32), correspondente a

emissao espontanea e induzida de ondas L,
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et T [ 0P 0P
aQa_ _ — - . q)e L ool | m—e 3 e
o~ O {q2|qz|/o ot o 851 (~agyt + 0.y )
s > L ool a@e 8@6
o1 1 € q)e x z
+q2|qz|/o . {g %t (q T )
0d, 0P,

PR S gt (_
Ol ) {q2|qx|/_md“2 R )

T o0 L ool a@e a@e
o z x q)e x z ’
+q2lqz| /—oo duz Ou )[g %t <q duz 1 Bus o)

com u,(l) = —(az(’i — QxUz)/Qzy uz(2) = (azé — QUz)/qxy uz (1) = (az(’i + quug)/q. €
u.(2) = (02§ — quuz)/q-

3.2.2 Termo de decaimento envolvendo duas ondas L e uma S

Reescrevendo em coordenadas cartesianas o segundo termo de (2.32), correspondente ao

decaimento de duas ondas L e uma onda S,

1 o O(q
@(QZ - qyc) A(O‘Zé’)—2 Z @(00,82)/ dq; ‘C(i T)
q o’,0",s1,80=%1 0 1
1/2 (81424, + $2q2¢.)*
X {[(Qm —5103) + (@ — s201)?] " (o1 T ;,2) ) (3.21)

L ¢o'L ¢o”S
% (Uzq it €las" 51, |az—saat

1L oS 1n_L o'L oL
(32” Zgh . Clgo—s1atl gz —saqt| T 537 Z|qz—51q;\,\qz—szq;|Sq;,q;) £q )} /
q>=q1

1 (e} @
0l —a) Alwt)zs YD elo) [ ag S

o0 s1,50==%1

/ /\2
5$19+9, + S29-9q )
% s 1\2 + s 1\2 1/2 ( xT z
{[(Q:c 10z)” + (2= — $2¢2) ] (¢ + ¢'2)

L co’'L od"S
X (Uzq gt Elas— 514 as—s2dt

/_L 'S n_L o' L oL
(S” %4, Clasms1d) gz —saqi| T 530 Z\qz—m;\,\qz—sgqg\%qé) 24 )} /
qz=q1

com
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1/2
0= (2-q?)",
3 3 ~1/2
dy = —820,§QQ (1 + 5(%2 + qf))
—|—82830’”A (QZ - 32(];)

(@ — $105)2 + (g — 5200)2)" 2] -

d(x—wm

Na derivagao desta expressao foi utilizada a propriedade d[g(x)] = Wﬂc)(l))’ e as apro-

ximacoes zg << z(’i, e g << 1 para a relacao de dispersao das ondas L.

3.2.3 Termo de espalhamento de duas ondas L

Reescrevendo em coordenadas cartesianas o terceiro termo de (2.32), correspondente ao

espalhamento de duas ondas L,

1

d / Slqqu + oo quZ)

L [l

Z/ d¢' cos® ¢

o/'=+1
o1/

V2

T me

+2<—

D s

T, m;
v v s==+1

>1/2

(q +qm—200 qqmcoscb) <

ds s co'L

m

L
[g*( )( qmsm¢’ gmcos ¢’ gg >

gs sin ¢’,qs cos ¢’

S 2442 - 51d,)? + (¢ — 00'qL)?
(3.22)
, T (ZL _ ZL,)2
L ¢co'L L coL * q q
X ESY — 2z E s
<9 (Zq q “q' €q )> €xXp < T, (qx — 81Q§5)2 + (qz _ O.O-/qlz)2

)]

Nessa expressao foram introduzidas coordenadas polares para q no segundo termo,

considerando o angulo ¢’ com o eixo z, onde z tem a mesma direcao de q. Estas novas

Va2 + 4.2,

q. =q cosd,

coordenadas obedecem

/

q:

¢y = q'sing’.



Capitulo. 3 Tratamento matemdtico das equacdes da teoria de turbuléncia fraca

generalizada

49

3.3 Equacoes para ondas S em coordenadas cartesianas 2D

Para as equacoes em coordenadas cartesianas de ondas S procedemos de forma parecida

com aquela usada na equagao dos harmonicos, obtendo assim os diferentes termos.

3.3.1 Termo de emissao espontanea e induzida

Reescrevendo em coordenadas cartesianas o primeiro termo de (2.33), correspondente a

emissao espontanea e induzida de ondas S,

0ETS TA q
a_ _ _

- foL) 0P
LooS | _ Y*e —_—°
{/0 dug [9 ((I)e) + 0%zq 501 < ES ouy ta ou, >} uz (1)

. P 0o
x P, Lexs x : z -
_|_/0 du [g (®e) + 0Zq gq (q Ouy +4a u >} u2(2)}

TA q
2 |qql

o 0P, 0P,
{/ du, O(uy) [g o, + UZQLI 535 (—qw By + Qz87>:|
— 00 T P uz (1)

o 0P, 0P,
+/ du, @(Uz) |:g(I)6+O'Z£ Egs <Qz8u + q. ou >] }
. T z uz(2)

S 1/2 SN2
+\/%uq <Q£> / (g_2%02ZL25505> exp <_@E(zq) )
)

+®(Qm - QZ)

¢ \meT; e me Ti ¢

(3.23)

onde u,(1) = (Uz;j + qpuz)/qz, us(2) = (ng — Q) /qz, uzr(1l) = —(ng — q:uz)/q: €

ux(2) = (O’Zg - QZUZ)/QQC-

3.3.2 Termo de decaimento envolvendo duas ondas L e uma S

Reescrevendo em coordenadas cartesianas o segundo termo de (2.33), correspondente ao

decaimento de duas ondas L e uma S,
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A 00 o(q,
@(QZ - qx)E(O'ZC[l/) q Z 9(_0',0'”8283) A dq/z |€dql |1)

o0 s1,50==%1

{ (4 (00 — s14%) + d2(g: — 520)]° (3.24)
(47 + ¢2)[(92 — 514;)* + (¢= — 5242)°]
Leo'L co''L
X (Uzq Eqa S;cc—slqgw'qz—Squz'
/L oL "L o'L oS
B (82" Za . €lao—s1ab ] Jas—saqi| T 530 Z\qz—slqu,mz—sgq;\Eq;,q') £q )} o
9>=4z1
A * o, Ogm
+0O(qz — qz)gq(azé) Z @(—J’U"SgSg)/ dq., |(dx| )
o0 s1,50==%1 0 1
{ (4, (g0 — 5145) + d.(g: — 5242))°
(47 + ¢2)[(92 — $143)* + (¢= — 5242)?]
L ¢o'L ¢o’L
X <Uzq €0t Equmsidy la—s2dt|
/L "L L 'L s
— (320728 a1 €0 vt —soat) + 530" 2 st i) € )} ’
=421
com
1/2
o= (¢ -q2)"?,
3 o\ 1/2 5 . L\
dy = [—820’5 <n—e> ¢: (1455 +42)
_ /
+s9530" A (42 = 526:) 7
((gz = 5192)” + (¢= — 52¢2)*) 7° | |

Nessa derivagao foi utilizada a propriedade d[g(x)] = 6‘(;,?;7), e as aproximagoes z] <<

zé, e ¢ << 1 para ondas L.
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o1

3.4 Equacao para as particulas

Usando (3.15), escrevemos (2.65) em coordenadas cartesianas

qi 45
2

Afzg/

qi
dq / dq
: -0 ’ q%—i_qzo +1
dqx/

o
dq
—00

0b. 0 . ] o [ od,
o7 = au, Az ®e) 5 - (A2 ®e) + 5 (D“a
o [ . 0v, . 0%,
8u <DZCC a DZZ a >

>0 3 s o

a=L,S

> ¥ e e

z
qz—l_qzcr +1a=L,S

0P
+ DS, —=
Tz 8

)

—qzUy — q,zuz) 5

— QxUy — Qzuz)'

Fazendo uso da condicao de ressonancia e aproximando z

coeficientes dessa equacao na forma seguinte

~
~

«
q

o, podemos escrever os

Para u, > u,,

Ae

xT

A

(

Az
AL

[

)i

>_

||

Para u, < ug,

|z |

Z/ dgy

Z/ dg. |©

q1

q1 =

q:cu:c + qru,
2 2
9z + ql

0 — (zlUy
uy
q1um + qu,
2 2
Qi+ q;

0 — q Uy

(

g2 =

(.

qx
q1

q1

z

) + O(q2)

0+ qzug

Uz

) + O(q2)

—0+ qzUz

“4zls F Uz [ e
@+ q2
(3.25)
—@2te +gzus [~
a3+ ¢2 0 ’
(3.26)
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Para u, > u,,
De, , a0
Dgz Z Z / dqw C—)(QZ) qz4i ng:ql
| Z|ailz 1,2 qx—i-qz 2
Dgz q;
— qzU + qzu
g = 0 — (x :c’ g2 = 0 T (zUg (327)
U, U,
Para u, < ug,
Dg, , g
L
;. S % [l (0w | e |k
\uzl S ;a2 )
DZ, qz
) —0 + q;u
g =T g, =TT O (3.28)
Uy Uy

Uma vez que temos a equacgao em forma bi-dimensional, e seus coeficientes calculados,

precisamos escrever a equagao das particulas na forma de uma equacgao em diferencas

finitas. Os detalhes dessa transformagao sao mostrados no apéndice C.

No préximo capitulo vamos apresentar as condigOes iniciais a serem utilizadas para

as distribuicoes de velocidade das particulas e para os espectros das ondas, em nossa

abordagem numérica.




Capitulo 4
Condicoes iniciais

Neste capitulo mostraremos as condigoes iniciais utilizadas para a distribuicao de particulas
®*(u,0), bem como as expressoes usadas para descrever a forma inicial dos espectros
de ondas fon-actisticas £°(g,0), ondas de Langmuir £%(q,0) e harmonicos de ondas de

Langmuir £17(q, 0).

4.1 Forma inicial da funcao de distribuicao das particulas

Tendo em vista que a inércia dos fons é bem maior do que a inércia dos elétrons, supomos
que a funcao de distribuicao de velocidades dos ions pode ser considerada estacionaria,
na escala de tempo utilizada para descrever a evolugao de processos envolvendo a funcao
de distribuicao dos elétrons. Portanto, por simplicidade, propomos para os fons uma

funcao de distribuicao maxwelliana e estacionaria, da forma

o 1 m; 3/2 mi (4 1)
i=\oxT exp 2TZ-U , .

a qual estd normalizada, ([dv F; = 1). Usando v, = (2T./m.)"/? para normalizar a

velocidade, obtemos

1 m; 3/2 m; T* 2
Fr=(=—"24 Sise2), 4.2
i <27r T > exp T, n (4.2)
Portanto, podemos definir ®;(u), normalizada de forma que [ du®; = 1.
1 m; T\ /2 my; T,
D, —2F = [ PP 4.3
i Uy L'y (71_)3/2 <’I7’Le TZ> exXp < e T’Z u ( )

53
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Além disso,

me OB;  me mi Te 1 (m; T\ 2 mi Ty T,
— =——QRQup)————= | —= - = 2up—®;, (4.4
m; 8uk mz( Uk)me TZ' (71')3/2 <me Tz> *xp Me Tz Y Uk T, v ( )

7

onde k pode ser x ou z.

Para a funcao de distribuicao de elétrons, adequada a um estudo da instabilidade feixe-
plasma, tomamos como estado inicial uma func¢ao maxwelliana somada a duas maxwel-

lianas com velocidade de deriva, para frente e para tras
ng oy 1 me 3/2 M 9
() GE) e (e )
3/2
ny [ 1 me 3/2 Me , 9 9
+n—e (%ﬁ) exp <_2—Tb(vl + (v) — v) )) )

a qual estd normalizada, [dv F. = 1. Usando v, = (2T./m.)'/? para velocidade de

normalizacao, obtemos

Portanto,

3/2
—ip (oo my L (T L w2
q)e—v*Fe—< . ne>7r3/2 <Te> exp< Te(u up)

ny 1 (T\? Te | 4 )
M <T_f> exp ——f(uﬁr(“ll—uf))

ny 1 (T.\*? T. , )
+n—em <?b> exp —?b( J_+(U||—Ub)) s (45)

onde estd suposto que uy > 0 e u, < 0. A quantidade ug foi introduzida para termos uma
funcao de distribuicao sem deriva média. Em outras palavras, usando ug trabalhamos

em um sistema de referéncia onde a funcao de distribuicao estd em repouso. A velocidade
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de deriva ug é portanto obtida de

e pode ser facilmente ignorada, se for conveniente, uma vez que é muito pequena no caso

de feixes pouco densos.

Coletando as funcoes de distribuicao para aplicagoes 3D,

ny 1 (T.\*? T, , 4 )
—I—n—em <—> exp |~ (vl 4 (uy—up)?) ). (4.7)

Ll (2) xp (g (42 + (uy — uby)) | (4.9)

4.2 Espectro inicial para ondas de Langmuir (L)

Podemos encontrar os niveis iniciais de onda equilibrando a emissao espontanea e indu-

zida tendo em conta apenas as populacoes de fundo.
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Para ondas L, considerando apenas os termos de emissao espontanea e induzida na forma

normalizada da equacao (2.32),

DETL T o0 o0 8@ 0d,
q L L coL
= _q2 /_ du, /_ duy, 5(azq — Qrly — qzUy) [g P, + 0Zq Eq < w — +q. w >]

Considerando agora apenas a contribuigdo das distribuigdes de fundo, sem a presenca

do feixe.

aSUL o > L L L
aj_ = ? /_OO du, /_OO duy 5(qu — QxUgy — QZUZ) |:9 o, + 0Z2q 5&’ (_2qycum - 2(]zuz) (I)e:|

Portanto, o espectro de equilibrio pode ser encontrado usando a condicao seguinte:

9ETL T [ o0
8: = q_2 /_Oo du, /_Oo dug 5(Jz£ — Quly — qru,) P [g - 2(07;5)2 ggL] ~ 0,

oL - g ~ g
= £27(0) = TCEE T 21 38 (4.10)

4.3 Espectro inicial para ondas fon-acusticas (.5)

Para ondas S, considerando apenas os termos de emissao espontanea e induzida na

equagao (2.33), e levando em conta apenas as distribuigdes de fundo, obtemos

8503
87’ wuq/ duZ/ dug §(02] — quy — Qo)

S
q
X [g (Pe + D) + 02 E”S <q;,;
S
“q

8(1)8 @ tq o0d, n Me 0d;
q 8ux 1 Ouy e Oou,  my; e Ou,
7T
qu duz / duw — QxUy — q,zuz)
L coS me m; Te
X |19 ((I)e + (I)z') - 2U'Zq gq (qycuac + QZuz)(I) + Hﬁ?q)z(Qmum + q,zuz)
i Me 144

Portanto o espectro de equilibrio pode ser obtido fazendo essa expressao igual a zero,

85"5 m
Mq/ duz/ dugc O'Z — gxUy — QZuz)

Te
x [g (Pe + ®;) — 20°2) 2 3535< +?q>i>] ~ 0.
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Se T, = T;, pode-se fatorar a quantidade ®, + ®;, portanto temos

EO’S( ) g g _ g (]. + q2/2)1/2 (4 11)
20225 zg 22& zg 2qA (1+ 3¢2/2)1/2° :

Essa expressao permite a obtencao de uma relacao bastante simples que mostra a relacao

entre os niveis iniciais das ondas L e S,

oL 2, L S S
Eq (0) _ q 20°z q q _ Z_ el
£g5(0)  2(028)? g z&

No caso de T, # T;, podemos integrar sobre as velocidades, usando (B.3), com § = s e

s1 = s9 = 0. Obtemos

/ duty, / duz i [0' — QxlUy — q,zuz]

1m; T\ /? 1 mi T (z)” | (1mi T\ 1 m; T, (74)°
=|—-——= —exp | —— = - —exp | —— =
7me T; P\ T T 2 Tme T; P\ T T 2
/ duz/ duz e (UZ — GzUy — q,zuz)
1T, 1/2 1 T, (25)2 1 1/2 1 (zg)Q
T, P\ T ¢ m g P ¢

Portanto, a condicao para o equilibrio fica dada por

s T,
,uq/ duZ/ dug 6( O‘Z — Qzly — q Uy) [g (P + D) —20225 z(f €gs< + Te@)} =0,

7

1/2 S\ 2
= g Lle—(zg)Q/qQ_,_ 1 <ﬁ£> / exp _ﬁg(zq)
VT4 Tq meT; ¢

11 syv2,2  de 1 m; 1 1/2 m; 1 (ZS)2
S coS —(z e i Le i Le \*q
20° Zq %4 €q <\/_q (a)/a +—Tiﬁ <——> exp [——— =0,

Isolando o espectro inicial das ondas, obtemos
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4.4 Espectro inicial para modos harmonicos eletrostaticos
(Ln)

Nas primeiras abordagens numéricas feitas com a teoria de turbuléncia fraca levando em
conta a presenca de harmoénicos eletrostaticos, desenvolvidas usando uma aproximacgao
uni-dimensional, foi utilizado um nivel arbitrario para a intensidade inicial dos modos
harmonicos [18,42]. Posteriormente, quando a teoria passou a incluir o efeito de flu-
tuacoes espontaneas [13,14], Yoon fez uso desses efeitos para calcular o nivel maximo
inicial para os modos harmoénicos. Posteriormente, essa formulacao e essa forma de ob-
tencao dos niveis iniciais foram utilizadas para discutir a evolucao temporal do sistema,

ainda usando uma abordagem uni-dimensional [44].

Para nosso estudo, que faz uso de uma abordagem bi-dimensional, é portanto interessante
fazer a analise numérica levando em conta essas duas diferentes formas de atribuicao dos
niveis iniciais dos harmonicos eletrostaticos. Vamos entao apresentar brevemente alguns
detalhes referentes a formulacao empregada em [42], e também alguns detalhes relativos

a formulagao empregada em [44].

4.4.1 Espectro inicial arbitrario para os harmonicos eletrostaticos

Como ja mencionado, Refs. [18] e [42] fizeram uso de formas arbitrarias para o espectro
inicial dos harmonicos. No caso de [18], que discutia apenas o harmoénico n = 2, em
adicao aos modos normais L e S, foi simplesmente utilizado um valor inicial, uniforme
em todo o espaco de numeros de onda. Em [42], que levava em conta a presenca de
diversos harmonicos, foi utilizado um modelo com dependéncia no ntmero de onda, e

diferente para diferentes valores do indice n que caracteriza o harmonico.

Vamos entao apresentar aspectos basicos a respeito da forma de introducao dos niveis
iniciais dos harmonicos, conforme o procedimento de Gaelzer et al. (2003), Ref. [42].

Nesse artigo foi proposto para os harmonicos um espectro inicial de forma gaussiana
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(ver equacao (13) de [42]), dado por
n _la—ng™1)?
' (q) = I—e( a2 ) (4.13)

sendo que o harménico deveria crescer na vizinhanca de g ~ ng™!, com uma largura A.

A quantidade I é determinada pela expressao

" =Jte fln=p=e (4.14)
onde I', o« e 3 sdo constantes que podem ser escolhidas de forma arbitraria. A escolha
da combinacao de uma fungao exponencial e uma lei de poténcias nos fornece diferentes

relagoes entre os espectros inicias dos modos harmonicos.

4.4.2 Espectro inicial baseado em flutuacgoes espontaneas

No inicio do processo de interacao do feixe de plasma ¢ = 0, a correcao nao-linear da
quantidade D(q) deve ser insignificante. Portanto, podemos simplesmente substituir
esta quantidade pela resposta linear. Também deve haver um nivel inicial finito de
harmoénicos eletrostaticos, obtido da equagao (2.49) para ¢ = 0, que pode ser reescrita
como
(B),(0) = 3 — 2 / dv 5(w — k- v)Fy (0). (4.15)
mk?[e(q)[?

a

Se nds somente escolhemos a contribuicao dos zeros do denominador que satisfazem
€(q) = 0, em seguida obtemos a férmula de emissao espontanea para os modos proprios
lineares, que nao é da nossa preocupacao. No entanto, a formula geral que aparece acima
indica que modos diferentes aos modos préprios podem existir em ¢ = 0, para nimeros
de onda que satisfazem [e(q) # 0]. A maioria destas flutuacoes térmicas ou modos nao
préprios se desvanece uma vez que o sistema comeca a evoluir, portanto, inicialmente,
eles sao ignorados. No entanto, para os modos harmoénicos, que nao sao modos préprios,
¢é importante que as contribuicoes diferentes daquelas dos polos sejam mantidas. Desta
forma, a equacdo (4.15) para emissao espontanea pode ser aplicada para determinar o
nivel inicial destes harmonicos eletrostaticos. De forma aproximada a funcao dielétrica

pode ser escrita como

2 2
- Wpe 3 . =%pe .3 _¢2
E(q)wl— wz <1+2_C +2Z\/%F< (& 5
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onde ¢ = w/kvy,. Para os modos harmonicos excitados por um feixe energético de
elétrons com velocidade média Vj, é esperado que w ~ nwpe € k ~ nwpe/Vy. Fazendo uso
desta estimativa, podemos obter a razao entre o nivel inicial da intensidade do n—ésimo
harmoénico e a intensidade do modo fundamental, como se pode ver na equacao (27)
de [13], que é reproduzida aqui,

It (0) n(9/4+7)

IE0) ~ [(m2— DU —3/2P + T’ (4.16)

onde
I =4rU"0% 2" U = Vy/ul,

onde I1(0), estd dada por (4.10).

Uma outra abordagem para o espectro inicial dos harmoénicos é aquela utilizada no
caso de uma abordagem uni-dimensional apresentada no artigo [44]. Nesse artigo, Yoon
propos uma outra abordagem para determinacao dos niveis iniciais dos harmonicos,
com menor intensidade do que aquela obtida diretamente a partir da equagao (4.15),
considerando a regiao €(q) # 0. Conforme a formulagdo em que o nivel inicial dos
harmonicos eletrostaticos é artificialmente reduzido, a intensidade inicial do harmonico

de indice n é dada por [44]

) = T g s sz (4.17)

onde I /Il & dado pela equacio (4.16). Essa formulacio com intensidade inicial
reduzida foi proposta de modo a se adequar aos niveis iniciais reduzidos utilizados em

simulagoes de Vlasov [44].

Tendo obtido expressoes para os niveis iniciais dos espectros dos modos normais e dos
harmonicos, tendo definido expressoes para as distribuicoes de velocidade das particulas
do plasma, e tendo o conjunto completo de equagoes para a evolucao de ondas e particulas,
em formulacao bi-dimensional, procedemos de modo a adaptar o cédigo numérico escrito
na linguagem Fortran 90, desenvolvido no ambito do grupo de Fisica de Plasmas da
UFRGS, e que vem sendo utilizado para anélises numéricas bi-dimensionais envolvendo
o uso da teoria de turbuléncia fraca. No caso, adaptamos o cédigo e o expandimos no

sentido da incorporagao de efeitos envolvendo os harmonicos eletrostaticos.

No proximo capitulo mostramos em detalhe e analisamos os resultados obtidos com o uso
desse cédigo numérico. Em seguida, apresentamos as conclusoes obtidas e perspectivas

de continuidade do trabalho.
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Resultados

Usamos as equagoes da teoria de turbuléncia fraca ja mencionadas no capitulo 3, que sao
as equagoes para ondas L eq. (3.6), ondas S eq. (3.7) e ondas Ln eq. (3.9), e a equagao
para a distribuigao de velocidades das particulas eq. (3.14). A solucdo numérica foi
feita pelo método splitting' para a equacdo das particulas e pelo método Runge-Kutta
de quarta ordem para as equagoes das ondas, iterando para fazer evoluir o sistema no
tempo. Nossos primeiros calculos incluem o primeiro harmonico, que chamaremos de V.
Posteriormente apresentamos os resultados obtidos incluindo harmoénicos de mais alta

ordem Ln.

Para obtencao dos resultados numéricos, é necessario o uso de condicoes iniciais. Para os
elétrons, adotamos como condi¢ao inicial uma distribuicao Maxwelliana com um feixe de
baixa densidade, dada pela equagao (4.9). Embora a equacao (4.9) permita a existéncia
de feixes contra-propagantes, em nossa analise apenas levamos em conta a existéncia
de um dunico feixe. Para os fons, adotamos uma distribuicao Maxwelliana dada pela
equagao (4.8). Para o espectro inicial das ondas L usamos a equacao (4.10), e para o
espectro inicial das ondas S a equagao (4.12). No que se refere aos harmoénicos de ondas
de Langmuir N, adotamos dois procedimentos para o estabelecimento do espectro ini-
cial. Fazemos andlises supondo forma e intensidade iniciais arbitrarias para os espectros
dos harmonicos, usando a equagao (4.13), e também andlises que partem de espectros
iniciais dos harmoénicos obtidos segundo um procedimento que faz uso das flutuagoes
espontaneas do plasma, com duas variantes. Em uma destas variantes usamos direta-
mente uma expressao aproximada obtida a partir do termo que descreve as flutuagoes
espontaneas, equacao (4.16). Na outra variante, utilizamos uma abordagem que faz
uso de uma expressao relacionada com as flutuacoes espontaneas, mas com intensidade

artificialmente reduzida, equagao (4.17).

!Usado para resolver equagdes com derivadas parciais (ver Apéndice C).
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A solugao numérica envolve equagoes de diferencas finitas, nos espagos de nimeros de
onda e de velocidades. Escolhemos o ntimero de pontos nas grades e o passo de tempo
de forma que os gréaficos dos resultados tivessem suavidade e boa resolucdo e que o
tempo de simulacao nao ficasse longo demais. Fizemos diversos testes, mudando tanto
a quantidade de pontos quanto o passo de tempo, e verificamos que os resultados eram
praticamente indistinguiveis uns dos outros, o que nos deu confianca sobre a estabilidade

dos resultados.

Usamos um conjunto de parametros fixos usados em todas as anélises apresentadas neste
capitulo e outros dois conjuntos especificos para as duas situacoes investigadas (cabe
destacar que a escolha dos parametros é baseado em plasmas espaciais). A primeira
destas situagbes envolve a presencga apenas do harmonico n = 2 (ondas N), além dos
modos normais L e S. A segunda situacao envolve a presenca dos modos normais e de

harmonicos desde n = 2 até n = 5.

7

Parametro do plasma g 5x 1073
Razao de temperaturas T /T; 7,0
Parametros usados em Velocidade do feixe para frente vy /ve 5
em todos os casos Temperatura do feixe Tt /T, 1
Intervalo de velocidades u [0,12]
Intervalo de velocidades v [—12,12]
Grades de velocidades 51 x 101
Grades de ntimeros de onda 51 x 51
Parametros especificos do
Ntmeros de onda q., g [0,0,0,6]

caso incluindo apenas o harmonico N A
2 x 10™

6 x 1074

Densidade do feixe ny/ng {

Os resultados obtidos com o programa para diferentes instantes de tempo sdo represen-
tados em graficos feitos com o software “Gnuplot” (figuras 5.6, 5.7, 5.8, 5.9, 5.10, 5.11,
5.12, 5.13, 5.14, 5.15 e 5.16) e com o software “MATLAB” (figuras 5.1, 5.2, 5.3, 5.4 e
5.5). Usamos escala logaritmica no eixo z para mostrar com mais detalhe os resultados
da interacao entre particulas e ondas. Parte dos resultados apresentados neste trabalho

ja foram publicados, no artigo [49].
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5.1 Analise incluindo o harmonico n = 2

Inicialmente vamos comecar investigando a evolucao temporal do sistema levando em
conta a existéncia de ondas S, L e N. Nessa primeira andlise levamos em conta apenas
os efeitos de emissao espontanea e induzida para as ondas S e L, e de emissao induzida

para as ondas N. Como espectro inicial para o harmonico, usamos a equacao (4.16).

As equagodes utilizadas nessa anédlise, para ondas L e S, podem ser sintetizadas da se-
guinte forma

o.ek=o, [ebor v ek |,

emiss q lemiss

N N ind
0.6Y = 0.l

emiss

Na figura 5.1 se mostra a intensidade normalizada do espectro de ondas L, em es-
cala logaritmica, como funcao das componentes do nimero de onda normalizado ¢, =
k1 vie /wpe € q| = kyvte/wpe.- A densidade do feixe usada é ny/ng = 2,0 x 10~*. Como
ja mencionado, os resultados mostrados nesta figura levam em conta somente a emissao

espontanea e induzida, na equagao (3.6).

A figura 5.1(a) mostra o espectro de ondas em 7 = 500, a figura 5.1(b) em 7 = 1000, a
figura 5.1(c) em 7 = 2000 e a figura 5.1(d) em 7 = 4000. A sequéncia de figuras mostra
o crescimento do pico principal de ondas de Langmuir, em ¢ ~ 0.2, correspondente a
posigao de ressonancia onda-particula (regiao do feixe). O pico cresce rapidamente entre

7 =>500 e 7 = 1000, e logo parece estabilizar-se, depois de 7 = 1000.

Na figura 5.2 se mostra a correspondente intensidade normalizada do espectro de ondas
N, em escala logaritmica, como funcao das componentes do niimero de onda normalizado
q1 e q|. Para a evolugao das ondas N na figura 5.2, temos em conta somente o termo

de emissao induzida da equagao (3.9).

A figura 5.2(a) mostra o espectro de ondas N em 7 = 500, a figura 5.2(b) em 7 = 1000, a
figura 5.2(c) em 7 = 2000 e a figura 5.2(d) em 7 = 4000. A sequéncia de figuras mostra
o crescimento do pico principal do primeiro harmoénico, em ¢ ~ 0.5, correspondente a
posicao de ressonancia das particulas na regiao de derivada positiva do feixe com ondas
cuja velocidade de fase é zév /q. A sequéncia de figuras também mostra o decaimento do

espectro inicial na regiao adjacente ao pico, devido ao amortecimento de Landau.

E de notar que a regiao com ) < 0 permanece inalterada, o que ocorre porque a teoria
nao inclui a possibilidade da evolucao de harmonicos propagando-se para tras. Isso se

baseia no fato de que harmoénicos propagando-se no sentido oposto ao feixe nao sao
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FIGURA 5.1: Intensidade normalizada de ondas L, vs. ¢i = kivw/wpe € q =

k”vte Jwpe. Resultados obtidos tendo em conta somente emissao espontanea e indu-

zida, para 7 = 500, 7 = 1000, 7 = 2000 e 7 = 4000. Reprinted from [20], with the
permission of AIP Publishing.

observados em simulagoes numéricas, [32,50], ou pelo menos, sdo muito mais fracos em
comparacao com ondas propagando-se para a frente. Como o espectro de ondas N para
g negativo nao muda em relagao aos niveis iniciais, optamos por plotar os resultados

somente sobre a parte positiva de g, entre 0,2 < ¢ < 1,0. Nas figuras 5.2(b) e 5.2(c)
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0 q) 0 q)

7=2000 7=4000

FIGURA 5.2: Intensidade normalizada de ondas N, vs. g1 e gq|. Resultados obtidos
tendo em conta somente a emissao induzida, para 7 = 500, 7 = 1000, 7 = 2000 e
T = 4000. Reprinted from [20], with the permission of AIP Publishing.

o pico de ondas N parece atingir a altura maxima entre 7 = 1000 e 7 = 2000, enquanto
0 amortecimento continua ocorrendo, com uma consideravel evolugao entre as figuras
5.2(c) e 5.2(d).
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FIGURA 5.3: Intensidade normalizada de ondas L, vs. q1 e g. Resultados obtidos

tendo em conta emissao espontanea e induzida, e também o efeito de espalhamento,

para 7 = 500, 7 = 1000, 7 = 2000 e 7 = 4000. Reprinted from [20], with the permission
of AIP Publishing.

Em prosseguimento da andlise, incluiremos um efeito nao linear (espalhamento) na des-

cricao da evolucao temporal das ondas L e das ondas N. Esquematicamente, as equacoes
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FIGURA 5.4: Intensidade normalizada de ondas N, vs. g1 e q|. Resultados obtidos
tendo em conta emissao induzida e o efeito de espalhamento, para 7 = 500, 7 = 1000,
7 =2000 e 7 = 4000. Reprinted from [20], with the permission of AIP Publishing.

utilizadas nessa andlise podem ser descritas na forma seguinte

L L, 1esp I ind [, 1€sp Iind
aqu _87— |:(€q‘ + gq‘ + gq ‘scat + gq ‘scat:| ’

emiss emiss

orEy =0, ||+ Exle]

emiss scat
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Nas figuras 5.3 e 5.4 se mostram resultados similares aos apresentados nas figuras 5.1 e
5.2, com a diferenga que no caso das figuras 5.3 e 5.4 incluimos o efeito do espalhamento
(n@o-linear) nas equagoes para a evolugao das ondas (usamos a mesma densidade de
feixe que foi usada nas figuras 5.1 e 5.2). Nessas figuras, 5.3 e 5.4, mostramos resultados
para valores de 7 = 500, 1000, 2000, e 7 = 4000, correspondentes aos painéis (a), (b), (¢c)

e (d), respectivamente.

Na figura 5.3 vemos a evolugao das ondas L. A figura 5.3(a) mostra o espectro em
7 = 500, com o pico principal de ondas L bem definido, similar ao que vemos na figura
5.1(a). Em 7 = 1000, na figura 5.3(b), notamos a presenca de ondas com propagagao
para tras e a formagao de uma estrutura em forma de anel no espago do niimero de onda,
efeito que foi encontrado anteriormente em estudos sem a presenca de harmonicos de
ondas L [20]. Estas caracteristicas sao mais evidentes ao longo da evolugao do sistema,
sendo completamente desenvolvidas em 7 = 4000, tempo normalizado correspondente a
figura 5.3(d).

A evolucgao dos harmonicos de ondas L incluindo emissao induzida e espalhamento pode
ser vista na figura 5.4. Os quatro graficos da figura 5.4 sdo bem similares aos gréaficos
correspondentes a figura 5.2. O espalhamento nao produz efeitos notaveis na evolugao de
harmonicos, mesmo depois do transcorrer um intervalo de tempo de 7 = 0 até 7 = 4000,

no qual os efeitos do espalhamento sao significativos para as ondas L.

Na figura 5.5, fazendo uso de curvas de nivel, mostramos resultados obtidos considerando
um feixe de maior densidade, com nys/n. = 6,0 x 107%. Na figura 5.5(a) se mostra o
espectro de ondas L em 7 = 4000, obtido tomando em conta somente processos de
emissao espontaneos e induzidos, da equagao (3.6). Apesar de que a evolucao temporal
do pico principal de ondas L da figura 5.5(a) ndo é mostrada, pode-se verificar que a
altura do pico é similar a altura do pico da figura 5.1(d), sendo a evolugao mais rapida

e de altura levemente maior no caso do feixe de maior densidade.

Na figura 5.5(b) é mostrado o espectro de ondas L em 7 = 4000, obtido tendo em
conta os efeitos de emissao espontanea e induzida e de espalhamento, na equagao (3.9).
O espectro obtido é similar ao obtido no caso do feixe de menor densidade da figura
5.3(d). Na figura 5.5(b), caracteristicas como o pico de ondas para tras e o anel sdo mais
pronunciadas no espaco de nimero de onda, em comparacao como que foi obtido no
caso de feixe com menor densidade, mostrado na figura 5.3(d). Os espectros de ondas
N mostrados nas figuras 5.5(a) e 5.5(b), correspondem aos casos sem espalhamento
e com espalhamento, respectivamente, obtidos no caso de feixe com maior densidade.
Notamos que, da mesma forma que nos casos correspondentes obtidos com feixe de menor
densidade, mostrado nas figuras 5.2(d) e 5.4(d), a presencga do termo de espalhamento

nao tem efeitos muito significativos sobre a evolucao do harmoénico N.



Capitulo 5. Resultados 69

FIGURA 5.5: Intensidade normalizada de ondas L e N, vs. g1 e g para um tempo de

7 = 4000. A primeira figura tem em conta a emissao espontanea para ondas L e emissao

induzida para ondas L e N. A segunda figura tem em conta emissao espontanea para

ondas L e emissao induzida para ondas L e N, também tem em conta o espalhamento
de ondas L e N. Reprinted from [20], with the permission of AIP Publishing.

Na Figura 5.6 se mostra o espectro de ondas L e N como funcao do valor absoluto
do nimero de onda normalizado ¢, obtido depois de integrar na variavel angular no

espaco do numero de onda. Nos quatro graficos da figura 5.6 encontramos as linhas
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q, para diversos valo-

res de 7 = {100, 200, 500, 1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 6000}. Os resultados mostrados
nos painéis (c), (d) e (f) sdo obtidos com densidade de feixe ny/n. = 6,0 x 1074, e
os resultados mostrados nos painéis (a), (b) e (e) sao obtidos considerando um feixe
com densidade ny/n. = 2,0 x 10~%. Reprinted from [20], with the permission of AIP
Publishing.

correspondentes a 7 = 100, 200, 500, 1000, 2000, 3000, 4000, 5000, e = = 6000. A

linha para 7 = 100 é de cor verde, a linha para 7 = 1000 é de cor azul, a linha para

7 = 3000 é de cor magenta, e para 7 = 6000 a linha é de cor vermelha. As outras linhas

correspondentes a 7 = 200, 500, 2000, 4000, e 7 = 5000, sao de cor preta.

A figura 5.6(a) mostra os resultados obtidos para o caso de um feixe de densidade
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ng/ne = 2,0 x 1074, tendo em conta os efeitos de emissdao espontanea e induzida na
equagao (3.6), para ondas L, e somente efeito de emissao induzido na equagao (3.9),

para ondas N.

Como podemos ver na figura 5.6(a), o pico no espectro de ondas L comega a crescer
na regiao perto de ¢ = 0, 2; cresce regularmente até chegar ao valor maximo perto de
7 = 3000, depois comeca um lento decrescimento, enquanto sofre um pequeno processo
de alargamento. O pico de ondas N aparece como uma pequena perturbacao para
7 = 100, logo cresce ao redor do valor ¢ ~ 0,65, chegando ao valor maximo perto de
7 = 4000, e logo comeca a decrescer lentamente. A altura maxima do pico de ondas N

¢é aproximadamente 1/20 do méximo do pico da onda L.

Na figura 5.6(b) podemos ver os resultados obtidos para ng/n. = 2,0 x 1074 quando
temos em conta também os efeitos de espalhamento. Os resultados obtidos sao similares

aos obtidos quando se ignoram os efeitos de espalhamento, que aparecem na figura 5.6(a).

Verifica-se na comparagao entre as figuras 5.6(a) e (b) que os espectros de ondas N
obtidos nos dois casos praticamente nao podem ser distinguidos, na escala da figura. No
caso das ondas L, o efeito do espalhamento leva ao aparecimento de uma estrutura tipo
anel no espaco de nimero de onda, que aparece como um aumento na intensidade na

regiao de ¢ < 0,2, como se pode ver na figura 5.6(b) e néo se vé na figura 5.6(a).

Nas figuras 5.6(c) e 5.6(d) mostramos os resultados obtidos tendo em conta um feixe de
maior densidade, n¢/ne = 6,0 x 1074, Na figura 5.6(c) os resultados foram obtidos sem
espalhamento, enquanto na figura 5.6(d) os resultados foram obtidos tendo em conta o
efeito de espalhamento. A comparacdo entre os resultados que aparecem nos graficos (c)
e (d) e os gréficos (a) e (b) mostra que a evolugao no tempo é mais rapida no caso de maior
densidade de feixe, de modo que a evolucgao tardia no sistema acumula uma considerdvel
diferenca entre os dois casos. A Figura 5.6(c) mostra que o méximo no espectro de ondas
L é para 7 perto do valor 7 = 1000, e que o pico decresce consideravelmente até o tempo

de 7 = 6000, que é o maximo valor de tempo mostrado na figura.

A comparacao entre a figura 5.6(c) e a figura 5.6(d) mostra que a presenca do espalha-
mento causa uma deformacao consideravel no espectro de ondas L para tempos maiores,
além da formacao de um anel na regiao de pequeno nimero de onda. Por outro lado,
as figuras 5.6(c) e 5.6(d) mostram que o crescimento das ondas N é tal que atingem
a altura maxima para 7 entre 2000 e 3000. E interessante ver que, para 7 < 1000, as
curvas obtidas para ondas N com e sem efeito de espalhamento sdo similares. A partir
dos gréficos (c) e (d) da figura 5.6 para 7 na faixa de 2000 < 7 < 5000, vemos que o
pico de ondas N obtido com espalhamento é ligeiramente menor do que o pico obtido

sem efeito de espalhamento. No entanto, para 7 = 6000, vemos que o pico obtido com
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espalhamento, na figura 5.6(d), é algo maior do que o pico que aparece na figura 5.6(c),
obtido sem espalhamento. Esta caracteristica tem que ser investigada com mais cuidado,
para ver se deve-se a um processo fisico real, ou se é devida a instabilidade numérica

aparecendo em fases avancadas da evolucao no tempo.
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Ficura 5.7: Coeficientes da equagao para harmonicos vs. ¢ para diversos valores de

7 (100, 200, 500, 1000, 2000, 3000, 4000, 5000 e 6000). Os resultados em (a), (c) e (e)

foram obtidos usando n¢/n. = 2,0 x 107%, e os resultados que aparecem em (b), (d) e

(f) foram obtidos usando n¢/n. = 6,0 x 10~%. Reprinted from [20], with the permission
of AIP Publishing.

Finalmente, na figura 5.7 sao apresentados alguns resultados relativos a evolugao tem-
poral dos coeficientes associados a evolucao dos harmoénicos. Apresentamos estes coefi-
cientes como uma funcao do valor absoluto do niimero de onda normalizado, depois da

integracao sobre a varidvel angular no espago do nimero de onda.
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O coeficiente associado ao amortecimento ou crescimento por processos quase-lineares é

chamado ’yév , 0 coeficiente associado ao espalhamento nao linear é u(]lv ,

aparece no denominador tanto do termo quase-linear como do termo de espalhamento na

e o coeficiente que

equagao (3.9) chamamos de név . Na figura 5.7 os coeficientes sao plotados para diferentes
tempos 7, 7 = 100, 7 = 200, 7 = 500, 7 = 1000, 7 = 2000, 7 = 3000, 7 = 4000, 7 = 5000,
e 7 = 6000. Os gréficos foram obtidos considerando dois valores da densidade do feixe,

com os outros parametros iguais aqueles usados na figura 5.1.

A figura 5.7(a) mostra ,Y(le vs. ¢, para o caso de ny/n. = 2,0 x 10~%. A curva para
7 = 100 representa a fase inicial da evolucao do espectro de onda. Vemos que para
pequenos valores de ¢ o amortecimento é desprezivel, uma vez que para esses valores de
numero de onda a ressonancia é com uma pequena populacao, na cauda da distribuicao.
Para 0,3 < ¢ < 0,6 o amortecimento é bem mais significativo, na extremidade do feixe,
e para 0,6 < ¢ < 0,9 o valor positivo de ’yév da conta do crescimento das ondas. Para
grandes valores de ¢, o amortecimento é muito significativo, devido a derivada negativa

na cauda da distribuicao de velocidades.

A figura 5.7(a) mostra que ao longo da evolugdo no tempo o pico de crescimento das
ondas se desloca para valores menores de ¢q. Entre 7 = 500 e 7 = 1000 comeca a
diminuir a taxa de crescimento das ondas, como podemos ver nas linhas azuis e magenta,
respectivamente. Isto ocorre devido a formagao do plateau na funcao de distribuicao,
que leva para zero a taxa de crescimento, com a consequente cessagao do crescimento da
amplitude das ondas. Em tempos posteriores o pico do harmoénico inicia a ser reabsorvido
pela distribuicao das particulas, como indicam os valores negativos de v para todo g,
vistos nas curvas obtidas para 7 > 2000. Esses valores negativos de v se explicam
porque o plateau ocorre na funcao de distribuicao ao longo da direcao paralela, mas no
espaco 2D sempre temos regioes com derivadas negativas ao redor do feixe no espaco de
velocidades, que dominam a evolugao depois do desaparecimento das derivadas positivas

da regiao onde ocorre o achatamento do feixe.

Na figura 5.7(b), usamos uma densidade do feixe maior n¢/n. = 6,0x 104, para analisar
a evolucao temporal de ’y(]lv vs ¢. Vemos que qualitativamente os resultados obtidos sao
similares aos resultados apresentados na figura 5.7(a), exceto que o crescimento é maior,
as taxas de amortecimento sao maiores, e a evolucao no tempo é mais rapida. O maximo
coeficiente de crescimento ocorre para 7 ~ 200, como vemos na linha verde da figura
5.7(b), com uma redugao significativa do crescimento vista em 7 = 500, representado
pela linha azul.

Iz
5.7(c) e 5.7(d). Vemos que o coeficiente de espalhamento é negativo para todos os

A evolugao de coeficiente associado a dispersao nao-linear, pode ver-se nas figuras

valores de ¢, indicando que o efeito de espalhamento contribui para reduzir o pico dos
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harmonicos, ocorrendo uma difusao da intensidade das ondas. No entanto, observamos

que o efeito é fraco, comparado com o efeito quase-linear.No caso de menor densidade

N
Yq

7 ~ 3000, aproximadamente o tempo do maximo no espectro de ondas N (Sév ) visto na

do feixe, na figura 5.7(c), vemos que o maximo valor absoluto de ¢é alcancado para
figura 5.6(c), e que este valor maximo absoluto é menor do que o valor maximo absoluto
de ,Y(le no mesmo instante de tempo, visto na figura 5.7(a). Uma andlise similar pode-se
fazer sobre os resultados obtidos no caso de um feixe de maior densidade, como se mostra
na figura 5.7(d).

Os valores do coeficiente 7g, vs. ¢, para diferentes valores de 7, aparecem nas figuras
5.7(e) e 5.7(f). Para o caso de ny/ne = 2,0x 1074, na figura 5.7(e), vemos que a quanti-
dade 7 apresenta um pico que corresponde com a posicao do pico de ondas N no espaco
de nimero de onda, e que o valor maximo se alcanca para 7 ~ 3000, aproximadamente

o tempo em que ocorre o valor maximo no espectro de ondas N.

Para 7 < 500, vemos que o valor absoluto de név de fato é muito pequeno, correspondendo
com um valor pequeno de |Vév |, confirmando a conjetura presentada na equagao (2.62)
(conjetura apresentada em [13] na equagao (34)). No entanto, a figura 5.7(e) mostra que
o valor maximo de név nao ultrapassa o valor de 4,5 x 1073, o que significa que a andlise
numérica realizada em duas dimensoes nao confirma a conjetura feita na equagao (2.63)

(conjetura feita inicialmente em [13] na equagao (35)).

Comentarios qualitativamente similares podem ser feitos para um feixe de maior den-
sidade, exceto que a evolucao é bem mais rapida e que o maximo alcancado por név é
maior, sendo de 1,8 x 1072 no caso de ng/ne = 6,0 x 1074, como se mostra na figura
5.7(f).

5.2 Analise incluindo harmonicos Ln de ordem mais alta

O seguinte passo é incluir harmonicos de Langmuir (HL) de ordem mais alta, para isto
é conveniente fazer aproximagoes e consideracoes na abordagem das equagoes. Sabemos
que a relacao de dispersao (2.46) depende das quantidades £q € 04, sendo estas quantida-

(n—1)

des integrais dependentes da intensidade espectral do HL. anterior 55, e do tempo.

As formas adotadas para as relacoes de dispersao dos modos HL s&ao dadas por

Ln

2=t DBAR [k — (- DR+ S (n - AR, (5.1)
pe

Essa equagao é obtida, a partir da relagao de dispersao (2.46) (Ver calculo em detalhe

no apéndice D, obtengao da equacao (D.13)).
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Por outro lado, a escolha do nivel inicial tem diferenca na evolugao temporal dos HL,
na nossa solucao utilizamos dois niveis diferentes propostos em trabalhos anteriores que
usaram uma abordagem uni-dimensional [42,44]. A primeira forma utilizada para o nivel
inicial é arbitraria, dada pela equacao (4.13), e a segunda forma é obtida a partir do
termo das flutuacoes espontaneas, com reducao artificial da intensidade, e é dada pela

equacgao (4.17).

Para obtencao dos resultados envolvendo os HL de alta ordem usamos parametros es-
pecificos levemente diferentes dos usados no estudo que somente envolvia o primeiro HL,
n = 2. Nos nimeros de onda usamos uma faixa maior, conseguindo visualizar os modos

HL de ordem mais alta,

. ) Grades de velocidades 53 x 107
Parametros especificos para )
o ) ) Grades de nimero de onda 41 x 41
analise incluindo diversos
Intervalo de nimero de onda q1, q  [-2,2]
HL de alta ordem
Densidade do feixe ny/ng 2 x 1074

Para todos os resultados mostrados nesta segao (figuras 5.8, 5.9, 5.10, 5.11, 5.12, 5.13,
5.14, 5.15 e 5.16), utilizaremos as seguintes equagoes para o modo fundamental L, e para
os HL de alta ordem Ln,

esp L‘z‘nd

+ &

L L ALY I1ind
a7—5‘31 _87— [gCI‘ q + gq ‘scat + gq ‘scat:| ’

emiss emiss

oregm =0, [k ], (5.2)

emiss

Nestas equacoes levamos em conta os efeitos de espalhamento, emissao espontanea e
induzida, para o modo fundamental. No caso dos HL de alta ordem somente levamos em
conta o efeito quase-linear, uma vez que o efeito de espalhamento é pequeno comparado

com o efeito de emissao induzida, como foi observado na analise da secao anterior.

5.2.1 Nivel inicial arbitrario

Para a definicdo do nivel arbitrario dado pela equagao (4.13) usamos os seguintes

parametros
« 4
Parametros
0.2
I' 2.0x107°

A expressao matematica que define o nivel inicial dos harmoénicos é a mesma utilizada

na Ref. [42]. Entretanto, os valores dos parametros que definimos acima sao diferentes
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FIicura 5.8: Funcao distribuigdo de elétrons normalizada vs. u; = v /v. e | =
) /ve, obtida levando em conta a evolugao do modo fundamental e dos primeiros 4 HL.
(a) Distribuigao inicial (7 = 0); (b) Distribuigao em 7 = 2000.

dos valores usados em [42]. Os valores que usamos para os parametros foram escolhidos



Capitulo 5. Resultados 7

de forma que a evolucao dos harmonicos em 2D ocorra de forma similar a que ocorre

em simulacoes e em solucoes obtidas na abordagem 1D [42-44].

Na andlise numérica que levou aos resultados mostrados nas figuras a seguir (figuras 5.8,
5.9, 5.10, 5.11 e 5.12) foram levados em conta os efeito de emissao espontanea, induzida
e espalhamento para o modo fundamental, enquanto que para os modos harmonicos
levamos em conta apenas o efeito de emissao induzida. As equagoes utilizadas sao

aquelas dadas pelo conjunto de equagoes (5.2).

A figura 5.8 mostra a distribuicao de elétrons em funcao das velocidades normalizadas
paralela u) e perpendicular u; . A figura 5.8(a) mostra a distribui¢ao no instante inicial
7 = 0, mostrando o plasma de fundo e o feixe. A figura 5.8(b) mostra a distribuicao
evoluida, no instante 7 = 2000. Nesta figura observamos que o plateau estd completa-
mente formado, portanto para um tempo 7 > 2000 o modo fundamental e os modos HL

nao vao crescer mais, chegando rapidamente a saturacao.

Na figura 5.9 se mostra a intensidade normalizada do espectro de ondas Ln em escala
logaritmica, em funcao das componentes do nimero de onda normalizado q| = k| Vse/Wpe
e q| = kyvte/wpe. A figura 5.9(a) mostra o espectro de ondas para um tempo 7 = 500,
e nessa figura se observa o crescimento do modo fundamental L perto ¢ ~ 0.2. Na
figura 5.9(b) se mostra o espectro de ondas para um tempo 7 = 1000, e nesta figura
observamos o crescimento do modo fundamental L. e também o crescimento do primeiro

harmonico L), perto de q =~ 0.4.

A figura 5.10(a) mostra o espectro de ondas para um tempo 7 = 1500. Nesta figura ja
podemos observar a presenca do modo fundamental e de todos os harmoénicos considera-
dos, ou seja, os picos correspondentes a n = {2,3,4,5}. Vemos também o aparecimento
do pico L' (backward), que ocorre devido ao efeito de espalhamento do modo fundamen-
tal. Na figura 5.10(b) se mostra o espectro de ondas para um tempo 7 = 2000, e nesta
figura igualmente observamos os picos para o modo fundamental e todos os modos HL
n = {1,2,3,4,5}, j& em um nivel de saturagdo, junto com pico que representa L’ e a
estrutura tipo anel, devidos ao efeito de espalhamento no modo fundamental. Os picos

dos modos HL estao centrados nos seguintes valores das coordenadas ¢ e g,

L' (0; 0,25
L' (0; —0,25)
Picos dos HL (q.,q)) L2 (05 0,5)
L3 (0; 0,7
L* (0; 0,95)
L5 (0: 1,15)
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FIGURA 5.9: Intensidade normalizada de ondas £, vs. ¢, = ki vie/wpe € q =

kyvte /wpe, para tempos normalizados 7 = 500 e 7 = 1000. Resultados obtidos levando

em conta os efeitos de espalhamento, emissao espontanea e induzida paran = 1, e o
efeito de emissao induzida para harmonicos n > 2.

A figura 5.11 mostra o espectro de ondas para um tempo 7 = 2000, projetado no
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qL = kive/wpe € q =

| vie /wpe, para tempos 7 = 1500 e 7 = 2000. Resultados obtidos levando em conta
efeitos de emissao espontanea e induzida e de espalhamento, para n = 1, e efeitos de
emissao induzida para harmonicos n > 2.

plano formado pelas coordenadas ¢, e g). Esta figura representa a projegao da figura

5.10(b), e nela podemos ver o modo fundamental e todos os modos harmoénicos L"

(n=1{1,2,3,4,5}), junto com a intensidade de L’ (backward). Para T = 2000 observamos

que os picos que formam o espectro ji se encontram na amplitude de saturagao, e as
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FIGURA 5.11: Projecdo da intensidade normalizada de ondas £X", no plano formado

pelas coordenadas qi = ki vie/wpe € q = k:w;te/wpe, para um tempo 7 = 2000. Re-

sultados obtidos levando em conta os efeitos de espalhamento, emissao espontanea e
induzida, para n = 1, e o efeito de emissao induzida para harmoénicos n > 2.

curvas de nivel nos indicam que as intensidades £ sdo decrescentes com o valor n,
tendo um comportamento similar ao comportamento observado nas andlises 1D que
apareceram nos artigos [42,44]. Também observamos que a largura em ¢, de cada HL

também é decrescente com n.

A figura 5.12 mostra a intensidade maxima dos picos correspondentes a cada harmonico,
ELn (1), em escala logaritmica para o modo fundamental e para os modos harmonicos
n ={1,2,3,4,5}, como fungao do tempo normalizado, na faixa de 0 < 7 < 2000. Nesta
figura 5.12 observamos o rapido crescimento inicial dos modos HL, que ocorre devido
a ressonancia na regiao do espaco de velocidades em que ocorre a derivada positiva da
distribui¢ao do feixe. Para todos os modos o crescimento fica mais lento com o passar
do tempo, tendo em vista a formacao do plateau na funcao distribuicao de elétrons, e
vemos que para 7 = 2000 os modos harmonicos ja estao perto da saturacao. Obser-
vamos que a taxa de crescimento inicial é crescente com n, o que é compativel com a
dependéncia em n da expressao da taxa de crescimento, equacao (3.10). Se comparamos
os nossos resultados com os resultados mostrados na figura 1 do artigo [42], vemos que o

comportamento é similar para as intensidades méaximas dos modos HL, com a diferenca

de que em nossa analise 2D usamos para os parametros « e 5 da equagao (4.13) valores
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FIGURA 5.12: Intensidade méxima das ondas £ (), para os modos caracterizados

por n = {1,2,3,4,5}, como func¢ao do tempo normalizado 7, no intervalo 0 < 7 < 2000.
As intensidades iniciais sao determinadas pela equacao (4.13).

maiores do que os usados na aproximacao 1D da Ref. [42], e um valor menor para o

parametro I'.

5.2.2 Nivel inicial espontaneo

Para esta analise, usamos para os harmonicos o o nivel inicial espontaneo dado pela
equagao (4.17), sendo que para evolugao do modo fundamental e dos modos harmonicos
usamos o conjunto de equacgoes (5.2). Essas equagoes levam em conta os efeitos de
emissao espontanea, induzida e espalhamento para o modo fundamental, enquanto para

os modos HL (n > 2) levam em conta o efeito de emissao induzida.

Como resultado da andlise numérica, obtivemos a evolucao da funcao de distribuigao
dos elétrons e dos espectros das ondas. Nao consideramos necessario mostrar a evolugao
da funcao distribuicao dos elétrons, pois a forma diferente de obter os espectros iniciais
dos harmoénicos nao chega a afetar de forma significativa a evolucao da distribuicao
eletronica. Os resultados numéricos obtidos na presente sub-se¢ao sao indistinguiveis

daqueles mostrados na figura 5.8, de modo que nao precisam ser mostrados.

Na figura 5.13, que € a primeira figura desta sub-secao, mostra-se a intensidade normali-

zada do espectro de ondas Ln, em escala logaritmica, como funcao das componentes do
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FIGURA 5.13: Intensidade normalizada de ondas ™, vs. ¢, = k1 vie Jwpe € q =
k”vte/wpe, para tempos 7 = 500 e 7 = 1000. Esses resultados levam em conta o efeito
de espalhamento, emissao espontanea e induzida, para n = 1, e o efeito de emissao

induzida para harmonicos com n > 2.
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nimero de onda normalizado g1 = ki vie/Wpe € q = k|vge/wpe. A figura 5.13(a) mostra
o espectro de ondas para um tempo 7 = 500, e nela se pode ver um pico correspondente
ao modo fundamental L, perto de ¢ ~ 0.2. Picos correspondentes aos harmonicos nao
aparecem, na escala da figura. A figura 5.13(b) mostra o espectro de ondas para um
tempo 7 = 1000, e nela podemos ver que os picos correspondendo aos quatro primeiros

HL comecam a aparecer, além do pico que corresponde ao modo fundamental.

A figura 5.14 mostra o espectro de ondas para tempos 7 = 1500 e 7 = 2000. Na figura
5.14(a) observamos que os picos correspondentes aos harmonicos estao localizados em

torno das seguintes posicoes, no espago de nimero de onda,

L' (0; 0,25)
L2 (0; 0,5)
Picos dos HL (gL, q)) L (0; 0,7 ,
L* (0; 0,95)
L> (0; 1,15)

e vemos também o aparecimento da estrutura em forma de anel e o pico backward
L' causados pelo espalhamento de ondas L. Um aspecto importante é que os picos
correspondentes aos harmonicos tem altura crescente com o valor de n, para n > 2,
0 que representa um comportamento bem diferente daquele obtido na secao anterior,
figura 5.10(a), que mostrava resultados obtidos supondo uma forma arbitréria para os
niveis iniciais, convenientemente escolhida. A utilizacdo da expressao para as flutuacoes
espontaneas como forma de obter os niveis iniciais, com as aproximacoes utilizadas no
presente trabalho, nao parece capaz de descrever o comportamento esperado, que seria

uma diminuicao da intensidade das ondas, com o crescimento de n.

Comparando a figura 5.14(b) com a figura 5.14(a), vemos ainda algum crescimento na
amplitude dos picos correspondendo aos harmonicos e a L', sem mudanca qualitativa.
Uma andlise mais detalhada mostra que em 7 ~ 2000 os picos dos harmonicos ja se

encontram proximos da saturagao.

A figura 5.15 mostra uma outra visao do espectro de ondas para um tempo 7 = 2000,
mostrando a projecao da figura 5.14(b) no plano formado pelos nimeros de onda. Po-
demos ver curvas de nivel representando todos os modos harmoénicos n = {1,2, 3,4, 5},
incluindo o fundamental, juntamente com as curvas representando o pico das ondas L',
retro-espalhadas. As curvas de nivel mostram com clareza como a largura dos picos

referentes aos harmonicos cresce com o nimero n.

A figura 5.16 mostra o valor da intensidade £57 (7) no ponto méximo dos picos corres-
pondentes aos diferentes modos harmonicos (n = {1,2,3,4,5}), como fungao do tempo

normalizado. Na figura 5.16 observamos o rapido crescimento inicial dos modos HL,
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FIGURA 5.14: Intensidade normalizada de ondas £, vs. ¢, = k1 vie fwpe € q =
kHvte/wp87 para tempos 7 = 1500 e 7 = 2000. Resultados obtidos levando em conta
os efeitos de espalhamento, emissao espontanea e induzida para n = 1, e o efeito de

emissao induzida para harmonicos n > 2.
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FIGURA 5.15: Projecao da intensidade normalizada de ondas £, no plano formado

pelas coordenadas qi = ki vie/wpe € q = k:w;te/wpe, para um tempo 7 = 2000. Re-

sultados obtidos levando em conta os efeitos de espalhamento, emissao espontanea e
induzida, para n = 1, e o efeito de emissao induzida para harmoénicos n > 2.

seguido da fase em que o crescimento da intensidade se torna mais lento, e depois a
tendéncia a saturagao. O comportamento é similar aquele obtido na segdo anterior,
onde era usada uma outra forma de atribuicao dos niveis iniciais. Entretanto, hd uma
diferenca significativa. Na figura 5.16 vemos um cruzamento das curvas representando
as intensidades dos modos harmonicos, com n > 2, o que nao ocorria no caso da figura
5.15, na secao anterior. Este comportamento dos HL visto na figura 5.16 é similar ao
observado nas figuras 4 e 6 do artigo [44], com diferenga de que naqueles casos nem todas

as intensidades maximas dos espectros de ondas para os modos HL se interceptam.

No artigo [44], figura 7, Yoon compara os comportamentos obtidos na evolugao temporal
dos harmonicos, considerando como estado inicial o nivel espontaneo, dado pela equacao
(4.16), e um valor reduzido em relagdo a esse nivel, dado pela equacao (4.17). Foi
observado que no caso de espectro inicial dado pelo nivel diminuido, o cruzamento das
curvas representando a intensidade maxima nao ocorre para todos os modos HL. Em
nossa andlise 2D, por outro lado, mesmo usando o nivel diminuido, dado pela equacao
(4.17), todas as curvas representando o valor méximo dos picos se interceptam ao longo

da evolucao temporal, conforme se vé na figura 5.16.
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FIGURA 5.16: Intensidade méxima £X” (1) dos modos harmoénicos n = {1,2,3,4,5}

max

como funcao do tempo normalizado, na faixa 0 < 7 < 2000. As intensidades iniciais
sao determinadas pela equagao (4.17).

Cabe mencionar que, no caso de forma inicial arbitraria para os espectros dos harmonicos,
caso tivéssemos utilizado os mesmos valores de «, 3 e I' que foram utilizados na abor-
dagem 1D da Ref. [42], terfamos obtido curvas que se cruzariam ao longo da evolugao
temporal, ao invés de curvas como aquelas da figura 5.12. Ou seja, teriamos obtido
resultados com intensidades maximas dos harmoénicos crescentes com n, ao invés de de-
crescentes com n, como obtivemos na secao anterior. Esses resultados mostram que a
questao relativa ao nivel inicial dos harmonicos ainda é uma questao nao completamente

resolvida, que merece continuacao da investigacao.
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Conclusoes

Para concluir este trabalho é conveniente falar tanto das motivacées do desenvolvimento
da teoria quando do objetivo da tese. A motivacao da generalizacao na teoria de tur-
buléncia fraca foi estudar em maior detalhe a solucao do sistema de equagoes Vlasov-
Maxwell, incluindo correlagoes de mais alta ordem, dando lugar ao aparecimento de
outras interacoes entre ondas e particulas e ao aparecimento de novos modos que podem
ocorrer na interacao feixe-plasma, como é o caso dos modos harmoénicos de ondas de
Langmuir, que surgem da solucao de uma relacao de dispersao nao linear, entendendo
estes como uma resposta nao linear do plasma. A importancia da generalizacdo da
TTF reside, dentre outros aspectos, na abordagem autoconsistente que a mesma realiza
acerca do fenomeno da emissao de harmonicos das ondas de Langmuir, fendmeno que
¢é observado em plasmas de laboratorio, simulacoes de particulas, simulacées de Vlasov,
observacgoes espaciais do vento solar, das explosoes solares do tipo III, dentre outras.
Neste ponto é onde se desenvolveu nossa tese aproveitando a experiéncia do grupo de
fisica de plasmas do Instituto de Fisica da UFRGS na linha de turbuléncia em plasmas,
fazendo a andlise dos modos harmonicos de ondas de Langmuir na abordagem bidimen-
sional (2D), obtendo uma solug¢ao auto-consistente, fornecendo-nos novas informagoes
sobre a evolugao de ondas e particulas e permitindo-nos comparar os nossos resultados
com trabalhos anteriores do grupo e com trabalhos de outros autores que fizeram uma

abordagem unidimensional (1D).

O trabalho seguiu o cronograma planejado no inicio do doutorado. Foi feito o estudo do
formalismo da teoria de turbuléncia fraca, mostrando com algum detalhe a obtencao das
equacoes para modos normais, a relagao de dispersao para modos harmoénicos de Lang-
muir, a equacao cinética para os modos harmonicos de ondas de Langmuir e a equacao
para a funcao distribuicao de velocidades das particulas. Essa apresentacao do formalis-

mo foi feita no segundo capitulo desta tese (capitulo 2). Em seguida, no capitulo 3, foi

87
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feito o tratamento matematico do conjunto de equagoes para ondas e particulas, usando
uma abordagem bidimensional. Na sequéncia, no capitulo 4, apresentamos as condicoes
iniciais tanto da distribuicao de particulas para ifons e elétrons quanto para os espectros
de ondas de Langmuir (L), ondas fon-actsticas (S), e para os modos harmoénicos de
ondas de Langmuir (HL). No tltimo capitulo apresentamos uma andlise dos resultados

obtidos com a solug¢ao numérica do conjunto de equacoes.

Na primeira analise feita, apresentada na primeira secao do capitulo de resultados
(capitulo 4), a qual envolvia a evolucao dos modos normais eletrostaticos L e S e a
evolugao do primeiro harmoénico (harmoénico n = 2, denotado como N), observamos que
o efeito de emissao induzida é responsavel pelo rapido crescimento do espectro Eév . O
efeito desse termo é especialmente perceptivel na fase inicial da evolugao do sistema,
quando a derivada positiva na funcao distribuicao, na regiao do feixe, é mais pronun-
ciada. A topologia resultante para o espectro das ondas harmonicas é semelhante a
estrutura do modo fundamental L, sendo que este comportamento é consistente com o
mencionado nos artigos [13,44]. Quando incluimos o efeito de espalhamento na evolucao
do modo fundamental e do primeiro harmonico, vemos que a contribuicao deste termo
no modo harmonico é negativa e pequena, comparada com o efeito de emissao indu-
zida \Vév | < ’yév , de modo que aumenta levemente a velocidade de saturacao do modo
harmoénico. Também observamos que o efeito de espalhamento nao muda a estrutura do
espectro do modo N, diferente do que acontece no modo fundamental L, para o qual
ocorre a formagao de um pico de ondas retro-espalhadas, junto com uma estrutura tipo
anel no espaco de nimero de onda. A pouca relevancia do termo de espalhamento para
a evolu¢ao do modo harmonico, tanto na fase inicial como na fase perto da saturacao
onde o plateau estd completamente formado, é diferente da predita nos artigos [13,44],
nos quais foi conjeturado que o termo de espalhamento 1/5” deveria tornar-se dominante
comparado com o efeito de emissao induzida ’yé”. Os resultados obtidos nesta primeira
secao foram publicados no artigo Two dimensional kinetic analysis of electrostatic har-

monic plasma waves [49].

Na analise de harmoénicos de ondas de Langmuir de ordem mais alta, feita na segunda
secao do capitulo 5, descrevemos a evolucao dos modos HL levando em conta apenas o
efeito de emissao induzida, e a evolu¢ao do modo normal L incluindo emissao induzida
e espontanea, e também o efeito do espalhamento. Observamos rdapido crescimento para
todos os harmonicos HL incluidos na andlise, com as taxas de crescimento na fase inicial
para os modos HL aumentando com o parametro n. A andlise também mostrou que
quando o nivel inicial dos modos harmonicos é suficientemente elevado, os valores de
de intensidade méaxima dos modos HL com n maior podem tornar-se maiores do que
os valores de intensidade maxima com n menor, no transcorrer da evolucao temporal.

Esse é um comportamento diferente do obtido em estudos anteriores que usavam uma
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abordagem 1D [42,44]. No caso em que foi suposto um nivel inicial arbitrario para
os harmonicos, o ajuste dos parametros nos permite obter os resultados com o mesmo
tipo de comportamento observado no artigo [42]. No entanto, para o nivel espontaneo
estes parametros sao fixos, e mesmo usando um nivel inicial suprimido obtemos alturas
maiores para os picos do espectro de ondas dos HL. com n maior. Devemos ter em conta
que as alturas dos picos para os HL nunca passam a altura do modo fundamental. Esta
andlise nos leva a concluir que a determinacao do nivel inicial dos modos HL é uma

questao que ainda tem que ser investigada em detalhe, em uma pesquisa futura.

Outras das perspectivas do trabalho sao incluir na teoria a possibilidade de ocorréncia
de ondas harmoénicos propagando-se no sentido retrégrado, e incluir outros efeitos nao

lineares, como o decaimento envolvendo trés ondas.



Apéndice A

Equacao para harmonicos de

ondas de Langmuir (Ln)

A evolucao dos modos HL é dada pela equagao (2.51)

oIt 2Im D(k,wi™) ..
9t  ORe D(k,wim)/dwfn ™
onde
62 ax k/IL/(”—l)
D(k,wf™) =e(k,wi™) — —— / dk’ ’
k k 2wge ek —K,w wﬁ/(n l))

Para calcular os termos da equagao (2.51), escrevemos a funcao dielétrica do plasma
e(k,w) em termos da susceptibilidade elétrica de primeira ordem dada pela equagao
(2.8)

e(k, w) _1+Z4ﬂq“/ k-0ful0)/0v (A1)

w—k-v

Geralmente na instabilidade feixe plasma a distribuicao de elétrons se compoe de um
plasma de fundo e um feixe. Orientando o sistema de referéncia, tal que a direcao do

feixe seja a mesma que o eixo Z, podemos escrever
fe(v) = neFe(v) + nebFeb(v)a

onde n, e Fy sdo a densidade e distribuicao do feixe (x = eb) plasma de fundo (x = e).

Usando uma distribuicao Maxwelliana para o plasma de fundo e para o feixe (vamos

90
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focar-nos no plasma de fundo, por enquanto ignorarmos a distribuicao do feixe),

e_v2/vg

Fe('U) = 771_3/2'02 .

(A.2)

Também podemos escrever a equacao (A.2) da forma

Je(w) = (1 = O (v) + 0Fu(w)], (5="2).

n

Para avaliar Ree(k,wi™), ReD(k,wi™) e as derivadas, somente consideramos a contri-

buicao do plasma de fundo, escrevendo a equagao (A.1) da forma,

w2, k- OF.(v)/d

O eixo Z esta orientado na direcao do feixe, mas a integral pode se fazer usando propri-
edades de rotacao dos eixos. Assim, se definimos kvi = k- v, entdo o novo eixo z rotado
é paralelo a k, e obtemos
27,2
OF, e~V /v

_ /
av = pargy kT VL)

41 —6) wie [ o 22 [ kve vkl e
k,w) al — o 0 Bee [ g %/ve/ duy, 20kC
ke, w) l/2y3 vZk? /0 vLLe S R kg,

2(1-9) O.)I%e /Ood ue "

u—
al/2 w2k ) u—¢’

2

=1+

w?
_ pe 2 rz/
elkyw)=1—-(1- 5)—w2 ¢°Z'(¢)

onde

w
kve

¢

Se as ondas Langmuir sao rapidas (|w,| >> kv.), temos

oy o L 3! 5! T ) —¢2
Z'(¢) ~ o <1 + 20 + ) + (2¢2)3 +> — 02iv/mCe™ ", (A.3)
onde
0, Im(>0
oc=4 1, Im(=0

2, Im (<0
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Entao

e 35l il , 2
clicw) =1-(1-0); <1 T 3@ T eee T eap T > +o2i/(1 - 0) B P,
(A4)

Portanto, a parte real de e(k,w) pode se aproximar

w2 3 k20?2
_ pe e
Ree(k,w)—l—(l—é)w2 (1—1—5 2).

w’l“
Assim,
d o [wi w2, 2(1 — )
Re e(k,w) ~—(1-9) = =2(1-6)—% —
owy R ow, \ w e (wim) n2w
Por outro lado, para Re D(k,wi™) temos
2 ) aﬁ k’Ilf’(n 1) ;
Re D(k,w;) ~ Re e(k,w,) — —— /dk Re T Com wr = wi™
e pe E(k — k,, Wy — Wy " )
Se escrevermos simplesmente
n L(n—1)
Re D(k,wi™) ~ Re e(k, wi / K/ Ui he (A.5)
» Mk .
2W4 Reek—k’,wr—w,f/(n 1))
podemos avaliar o denominador do segundo termo da equacio (A.5) usando w™” ~ NWpe,

e o fato do que a densidade do feixe é muito pequena comparada com o plasma de fundo

0 < 1.
Re € (k K Wt — wlf,(n_l))

(s — D) — - o),

(1-dwpe
(=) (e -
(b — ) — (1 - oy
N (w{i" — wlf,(n_l)) ?
[ 15" - wlf’(n Y + mwk k/} [Wk _Wﬁf(n_l) - mwﬁ{k’]

(wﬁ” — wlf,(n 1)) ?

2 n L(n—1
~— (wﬁ - wk,( ) wi! k') (A.6)
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encontrando a equagao (31) de [13]. O problema nessa forma de avaliacao de Re D (k, wlf")

é a integral

IL(n—l)

aTL
/ kk Lk’
dk ,
win _ wL(n—l) _ ol
k Kk’ k—k’

uma vez que ao longo da integracao o integrando passa pelos pontos singulares corres-
pondentes aos zeros do denominador, dados por

L(n—1
wE™ — wk,(n ) wil =0.

Portanto, vamos procurar uma forma alternativa para avaliar Re D (k, wﬁ"), evitando

a singularidade na integral da equacao (A.5) quando o denominador estd perto de zero.

Buscando evitar estas singularidades, voltamos a equagao inicial (2.50) (cuja parte real

é a equacao (A.5)),

2 1

Re D(k,w) = Re e(k,w) — kKo wL(n_l))7
T 14

n L(n—1
2—w;‘;e/dk/ak’k/l ,( )Re

onde podemos escrever a parte real de 1/e como

1 Ree
e— = ——.
€ ef?

Com as aproximacoes (A.4) e (A.6), reescrevemos €

€ (k — K, win — wlf/(n_l)>
2

~1— Wpe

~ 2
Ln L(n—1)
<wk — Wy

2 n L(n—1) n L(n—1)
(i) ()]

|k — Kk’ |k — Kk'|ve |k — Kk'|ve
2 n— . -
~ (wﬁ” - wﬁ,( b_ wﬁlk,) + 2i/TE e Ei*k’, (A.7)
pe
onde
é_ wﬁik/

T k—K|u.
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Entao Re €', pode-se escrever

Ln L(n—1) L1
1 2 W W — WK

€ (k — K, wfm — wlf,(n_l)) - w_pe c (k — K, wln — wlf,(n_l)) ‘2

L(n—1
(Wlfn - wk’( )~ Wlik') Wpe

2
Ln L(n—1) L1 2 ¢6 -
(Wk — Wy —W g ) T TWhel e

Re

N —

265w

onde

2 4 2 2

L(n—1 L(n—1 -2

‘6 (k K"~ wk'(n )> ‘ T W2 (wlfn - wk’(n - Wlik’) AT e e,
w

pe

(A.9)

Se a expressao (A.8) ndo tem singularidades, pode ser usada em lugar de (A.6) para
avaliar Re D(k,w,). Além disso, se a funcao é finita e continua em (k,k’), também

pode demostrar-se que sua derivada € finita. Portanto,

0 0
D(k, w,) = K, w, Al
&UTRe (k,w,) &UTRe e(k,w;) (A.10)
e? n L(n—1) O 1
m/ dKaf o L") ——Re

owr ¢ (k K, w, — wlf,("_l)) ;

avaliado em w, = w{i”.
Mas, dada uma funcao analitica f(x,y) = f.(x) +ifi(y) de varidveis reais = e y, temos

que

0 B of
%Re f = Re %
Assim, se f =€ !,

D! ) ) 2 2 Re (¢ 2 ¢ —¢
S AT Ree ! = ———Re 6_2:——M———6 ‘
8&)7« &ur 8@07« wpe wpe | 62 |2 wpe | € | 1
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Portanto,

iRe ! (A.11)

Owr ¢ (k -k, w, — wlf/(n_l)>
T T )

Wpe |€ (k _ kl’ Wy — w]f’(n_l)) |4

2 2
Ln L(n—1) L1 2 ¢6 =26
wpe (wk - wk/ - wk_k/ - 47Twpe§k_k/€ k—k

9

2 _ 2 92
[(wﬁ” - wlf,(n b _ wﬁik,) + 47rw12,e§ﬁ_k,e 251«14}

escrevendo de forma compacta

1 2
aRe =—

Oy € (k -k, w, — wﬁ,(n_l)) Wpe

Re [e (k W, w, — wﬁ,(”‘”)] a2

onde
Re {e (k - K, w, — wlf,(n_l))] - (A.13)

[Re € (k K, w, — wﬁ,(”‘“)]z . [Im e (k K w, — wlf}”‘l))r

e (k -k, w, — wlf,(n_l)) |4

Portanto, podemos reescrever (A.10) em duas formas aproximadas diferentes

0 L 2
g P o) X Y
2¢? /I n L(n—1) -2 !, Ln L(n—1)
+ — 5 dk ak,k/‘[k’ Re € (k -k Wi — wk’ )
eWpe
2
%Wﬁ’” (A.15)
—92 /L L(n—1)
2,4 Qe k! n  L(n-1)
epe wk — wk,

A equagao (A.15) corresponde & equagao (29) do artigo [13], enquanto que a equacao
(A.14) foi a forma utilizada para obtengao da equacao (32) do artigo [13], com coeficientes

dados pela equacao (33) do citado artigo.

No caso da parte imaginaria de Im D(k,w,), podemos obter uma forma alternativa a

equagao [30] encontrada no artigo [13]. De acordo com a equagao (2.50) Im D(k,w,) é
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da forma

2

Im D(k,w,) = Im e(k,w,) — /dk/ ak,k'flf/(n_l)lm e ! <k -k, w, — wlf,(n_l)) ,

2,4
ewpe

inserindo em (A.1), e aproximando podemos usar a férmula de Sokhotski—Plemelj escrita

como

Assim, reescrevemos (2.8)

w? OF, 1
k ~1 be k- —2 |P——— — - — K-
e(k,w) + 2 /dv 50 [ PR imd(w V)

Portanto,

w? oF,
-~ pe e
Im e(k,w) ~ —7 2 /dvk' 50 wr —k-v).

Por outro lado,

1 Im e
Im == —-—=¢
€ l€l?
Portanto, usamos (A.9).
L L(n—1) 7Tw2e
Im ¢! (k K, w" —wy ) = P

‘e (k — k’,w{i” — wﬁ/(n_l)) ‘2

.
X /dv k= k 8Fe<5 [wﬁ" — wlf,(n_l) —(k-kK)-v|.

k-—K|2 ov
consequentemente,
n Whe OF, . 1n
ImD(k,wﬁ )=-m k,‘g /dvk- 50 5(w£ )
n L(n—1
_ 7T€2 /dk/ ak,k/‘[ /( )
2,2 2
MeWpe € (k — k', wkin — wlf,(n_l)) ‘
k—-k OF, n L(n—1)
X /de . Wé [wk — wk, — (k — k,) . V] . (A16)

Se ignoramos a parte imagindaria de € (w,k) da equagao (A.16), chegamos na equagao
(30) de [13].

Usando as equagoes (A.14) e (A.16), na equagao para os modos harmoénicos (2.51),
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obtemos
aILn Ln Ln
Kk _ +Zﬁ Im (n=1,2,...), (A.17)
ot 1+ my
onde
In o e OF, . In
N =ntTw g dvk- v Mw" —k-v), (A.18)
L(n—1)
ylfn :7Tn2§2u2)l[(zn /dk/ aﬁ,kljk’ .
MeWhe e(k — K, wlf" — wlf,(n_l))‘
k-k' OF, _
X /de . —aveé[wlfn — wlf,(n B — (k — k/) . V]
L(n—
_mnle? /dk’ ag o], (n=1)
2,2 3
mewpe E(k o k/7 wllén . wlfl(n—l))‘
Ln L(n—1)
Wk T W N OFe o p L(n—1) ,
TR WP /dv(k‘k)'a—v‘s[a’k" —w" Y = (k= K) -V (A19)
2.2 .Ln
m]in :% /dk/aﬁk/llfl(n—l)Re 6_2(1{ o kl?“’llcm - wlli,(n—l))]’
e“pe
3,2
m—nzg; / dK'af o LV Re e 2 (k — K wf™ — wi ), (A.20)



Apéndice B
Integrais no espaco de velocidades

A integral a calcular é,
[ee] [e.e]
/ dux/ du, ®4 9 [azg - U/z;*l, —(qe — @)ug — (g2 — q;)uz] ,
—00 —0o0

onde 3, v sao indices que se referem aos tipos de ondas e « se refere ao tipo de particula.

Agora integramos em uma das varidveis, neste caso u,,

1 00
) |
|QZ - Q,z| —00 uz:(ozg—a’zg,—(qz—qa’v)uz)/(qz—q’z)

A integral na outra variavel, u,, pode-se fazer da seguinte forma,

/ du [@a]
—o0 ua= (028 ~0" 2], (e~ )ua) /(0 2)
1 (mq Ty °°
p— e d T ex — u2 UQ
™ <m6 Ta) \/—OO B |: p( ( z+ Z)>:|uzauz+b
1 (my T, 0
—-_ — d z |exp| —a(u24u?
™ <m6 Ta) |:\/—OO B |: p( ( o Z)>:|uzauz+b
—I—/ du, |:exp<—a(u§+uz)>:| :|
0 uy=aug+b
1 (mq Ty °°
= — d x |exp| —a(u2+u?
™ <m6 Ta) |:/0 B |: p< ( z+ Z)>:|uzauz+b
—I—/ du, |:exp<—a(u§+uz)>:| :|
0 uz=aug+b

onde
/ B _ 1.y
B mag _qz—qm B 0Zq O'Zq/
meTa’ QZ_q,,z’ QZ_q/z

98
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Usando o valor de u,,
/ du, exp [—a (1+ a®)u + 2abu, + b2) .
0

Para b = 0, o valor da integral é

(%) oL (B.1)

1
2 \a a?+1

e para b # 0,

l g\/a;_ <_a2‘)‘—i’fl> [1—erf<i%>]. (B.2)

Consideramos o caso de b # 0, entao usamos (B.2) e integramos em u

[oe)
Ma Ty [ ((az=a) (a2 —a})?) i 2w —a})(02q —0" =] Y ua +(02G —0'2] )
/ d’U,x exp[— Ol_*|:( ) s q q’
(az—az)
0
!

me To }
o
Me Ty [ ((az—02)2+(ao—d5)?) w2420 —dp) (024 0" =) ) uat (o4 —0' =7 )2
+/0 de eXp |:_ Me T_a |: (qz—d5)2 4 4
_1 <7Tme &)1/2 = exp _mag (ng ng )2
2\ ma o) e —d,)+ (¢ — &.)? me To (¢ — 4)% + (¢- — ¢.)?

B v
x |1 —erf \/@(%_qéﬂ%—qﬂ (UZq—a'zq/)

B 2
+1<7Tm6_a>1/2 lgz — .| exp _EE (O'Zq—o'lzg)
2\'maTv) e )2+ (¢ — 4L)2 me T; (g — 44)? + (¢: — ¢.)?
B v
x |1 —erf|— Ma Ty (9z = 4) 9= — & (729 — J/zq )
me To q:—q. q=— . \/(Qz - q;) +(g= — qz)z

Usando erf(—z) = —erf(z), obtemos,

B

l <ma E) <7T Me &) 1/2 lq. — q;| exp Mea Ty (Uzq O'/Zg )2
s meTa maT* \/(Qx_qufg)Q‘F(qZ—qlzP meTa(qm_quﬂ) +(Qz_qg)2
= <l Mg E) 1/2 lg- — ¢. exp - ma Ty (Uzg — U/ZZI/)Q
mmeTo)  \/lge —¢4)? + (4= — ¢.)? me To (@r — 4,2 + (¢- — 4L)?

Além disso, dividimos por |g, — ¢.|, o que nos leva & seguinte expressao

o0 o0
/ dux/ du, ®, 6 {azg — a’zg, — (qz — qé)uz — (qz — q;)uz] (B.3)
—00 —00
(1 e T > 1/2 1 ma T, (024 —0'2),)?
=\ = P exp | — —
mmeTo)  \/(qw — )%+ (¢z — ¢.)2 me T (02 — 44)% + (4= — ,)?



Apéndice C

Equacao para as particulas em

diferencas finitas

Temos a equacao (3.4), que descreve a evolucao da fungao de distribuicao de velocidades

das particulas,

8<I>e . 0 el el
or  Ouy (Ax <I>e) <A )

o [ 4 0%, aq> o [ 4 0B, . OB,
+ 811,;,; <D:c:c a Dzz ou > + auz <Dzz a Dzz 8

Podemos coletar as derivadas da forma

0P 0 0 oD 0 0P
ar ~ou AWt g (D“ au) o <D“ a—>

Ly

0 0 0P 0 0P

L

Usamos o indice ¢ para a coordenada u,, com 1 < i < n;, e k para a coordenada u,, com
1 < k < nyg. Para o tempo normalizado 7, usamos o indice n, e o intervalo de tempo Ar.
Para a solucao numérica usaremos o método conhecido como splitting, que é aplicado
da seguinte forma:

e para todo intervalo aplicamos L, e L, sobre ¢", gerando funcoes @, e @;

e entdo escrevemos "t = o, + O, — P

e finalmente aplicamos as condicoes de fronteira sobre a funcao ®"+1,

100
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Iniciamos pela aplicacao de L,

0 _ 0y (4 L D) 02 9?®  0D,. 0P N o
or Ouy 0 Quy ) Ouy T Ou2 Ouy Ou, ¥ Ou,Ou,
02 0As g (4 L ODus) 0% _ ?® 0D, 0P N o
or  Ouy T Juy ) Ouy " Ou? Ouy Ou, T OupOu,

Aplicamos o operador de forma parcialmente

explicita e parcialmente implicita. Para

todo 1 <k <ngpe?2 <1< n;—1, podemos aplicar as derivadas centradas em u,, e

derivada avancada em T,

1 1 1
q>ﬁ% — P 104, n+1_ L e 0D, q)?-:_l,k - (I)?j_l,k
AT 2 du, Bk 2 v Oug ) ;1 2Au,
1, L i iy
2 (Auy)?
1 A+ 0D,y AR n lD Dty =200, + O,
5 x Oy ik 2Au, 9 (Aux)2
104, _, 0D, OD™ 92"
20u, 7 du, ou, T ugOu,
Multiplicando por AT,
0A AT oD AT
+1 T xntl za 11 1
((I)Zk B ?k) B Ouy (I)Zk 2 <Am + ouy >zk 4Au, (q)?“’k B (I)?_l’k)
At 1 1 1
~ Derge (P —200 4 00)
0D, AT AT
=(A mo— 0 Dyp—s (®F , — 207, 4+ OV
< z+ 811/5,; >i7k 4Auz ( i+1,k z—l,k) + IIQ(AUI)Q ( i+1.k i,k + z—l,k)
0A, AT 0D, OO" oAzl
i) Jp—— — | (A7) .
+ Ou, P2 + [ Ou, Ou, + ez Ou,0u, (A7)

Podemos definir



Apéndice C. Diferencas finitas

102

o — <A:c N ({9Dm> AT

ouy

51 = + 2wa

"M =-— <Az + 8Dm> AT
Ouy
0A; .,
Ju, kg
0Dy AT
Ouy >i,k 4

AT
T Do gimuny

7[)1 — (I)Zk +

+ <Az+

Ou, 2 2(Au

o)

AT

- D:c:ci )
R YANTR 2(Aug)?
0A, AT AT

AT

- Dmmi )
ix AU, 2(Aug)?
AT 0D, OD" 2P
Ouy, Ou,

A'U,x (Q?-i-l,k - ¢Zn—1,k)

5 (Pl — 200 + 97 1,)

Tz o A
Ou,Ou,

)k (ar)

(C.1)

obtendo

aj @?fﬁk + B Q’ZLH +m

n+l1
q’¢+1,k =1,

(C.2)

para 2 < i <n; —1el <k < ng As derivadas explicitas sao avaliadas usando um

esquema apropriado. Por exemplo, derivada de 5-pontos, com aproximacoes de derivada

centrada de 3-pontos para frente ou para tras perto das bordas. Com este procedimento,

a Equacao (C.2) é valida para todos os valores de k. Como condigbes de fronteira, para

qualquer k, usamos

Oy,

0Py oD

n;,k

Ouy

= constant .

(C.3)

A motivacao para escolher a condicao de contorno em g jim (i = n;) é a seguinte: Su-

pomos que a fronteira é suficientemente distante da regiao mais povoada do espago de

velocidades, de forma que ali a distribuicao nao deve mudar muito. Portanto, as deri-

vadas permanecem como a inicial. Com esta escolha podem ocorrer algumas mudancas

na funcao de distribuicao, que acontecem se nao supusermos os valores da func¢ao de

distribui¢ao na fronteira como constantes.
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Uma alternativa para usar estas condigoes de fronteira é desenvolver uma equagao de
diferencas finitas para os pontos de fronteira. Quanto a L,, a condicdo proposta para
i = 1 ainda pode ser utilizada. Para ¢ = n;, podemos desenvolver equacoes de diferencas
finitas usando derivadas “para tras” (backward derivatives), tanto para primeira quanto
para segunda ordem. As derivadas de segunda ordem podem ser escritas na forma

explicita, para manter o sistema de equagoes na forma tri-diagonal.

1 1 1
Q)Z;: - Q)Zk _ laA:c ol _ 1 A, + 0Dy q)z;ci_ - q)?jl,k
AT 2 Qu, bk 2 ’ Oug ) p Ay,

i,k

104, ., | 0Dy, 0" N 0?2
20u, “* du, Ou. 2 ugOuy

Multiplicando por AT,

AT 0A AT oD
P+l _ pn ) _ 2T %% gnt1 _ A xx (<I>’?+1 _ @nt! )
( i,k i,k 2 aux i,k 2AU$ T aux ik i,k i—1.k

AT 0Dy AT

2Aux< Oug >k( b = Pin) Do, 5 (P = 2000+ On)
AT 0A, 0D, OD™ 2P

-5 %0 Dy, ——— | (AT).

2 Dug [aux du, 8uz8uz]( ™)

Podemos definir para i = n;,

a = (4 +8Dm AT
P2\ ou, ik 20U ’

pr=1- <Am + 8£Zz>lk 22; B %;1:% ’

7 =0,

=St g—f: Zk% <88€Zz gi: + Dm%l’k (A7) ©4
+ <Ax + 8£Zz>i,k 22; (@, — &)
* Dm@%)Q (P71 — 207y 4 + Plog) -
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Usando as equacoes (C.1) e (C.4), podemos usar a equagao (C.2) para 2 < i < n; e

1 <k <mng. A solugao em i = 1 se obtém usando as condigoes de contorno (C.3).

Para o outro operador, L., obtemos equagoes similares.



Apéndice D

Relacao de dispersao aproximada

para harmonicos eletrostaticos

A relagao de dispersao para os modos HL é dada pela equacao (2.46), definida da forma

Wl = wpe [+ + SR XD + 3754 | (D.1)
€k
onde

(n) n? e? 1 (n) 7L(n—1) 1,/

"= dk'ay"), 1% "1 (k D.2

€k 2(n2 — 1) mgwge/ Oy k k), (D.2)
2 2 g1

o) = ; / dk'af TPV (K —k K+ )

ko2 — 1) mPwl, Tk (i) + 51(3_1)

. ~ ~ . ~ . . n
Podemos fazer uma aproximacao na relacao de dispersao calculando as integrais de El(c )

e 01((”). Para avaliar as integrais da equacao (D.2) precisamos da quantidade ay i dada

pela equagao (2.39)

o (= DRI (k= K]+ 0k (k- K]+ (e — ]k - KP (k- K}
ok (n2(n — 1)kk' [k — K/|)?

)

e o espectro das ondas IL,(n_l).

Sabemos que as quantidades EI(ZL) e 91@ sao corregoes de segunda ordem na relagao de

dispersdo, portanto podemos fazer as integrais usando o espectro de equilibrio 17:¢9(k).

105
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Para o modo fundamental o espectro de equilibrio definido na equagao (4.10), em termos

de k pode ser escrito da forma

mev? Wpe _mev? 1
8m2 (wh)2 872 1+43A3 k%’

Lieq _ 7L1
Ik ="~

Leq - , .
sendo Ik’eq isotropico em k e convergente para valores grandes de k.

Para n = 2 o coeficiente ay, ,, é
9

2
@ _ (KK - K2 +2k% k- (k—K)+2k —K|k-k
kk' Akk |k — K/| '

As integrais que devem ser avaliadas para obtencio de L™ e OL™ (ver equagio (D.2))
estao em funcao de k/. Podemos escrever k’ em funcao das componentes paralela e
perpendicular a k

k-k'~  kx (k' xk)

- - (D.3)

Usando a equagao (D.3), reescrevemos al(:l){/,

{k2k’2 +[(n% = DK + n(n — 2)k"> — 2n(n — 1)kk’||]k:k:’||}2

(n) _

Ul = nh(n — 1% (k2 — k' — 2Kk ) k2K

2
{kk’2 + [(n? = 1)k + n(n — 2)k” = 2n(n — 1)kk’||]’f’||}
- nt(n — 14 (k2 — k% — 2kK/|) k72 ’

de modo que para n = 2, temos a expressao seguinte,

2
(k' + (3K — akk' K |
Nl = TG (k2 + 17— 20k )k

De acordo com [42], no estudo da instabilidade feixe-plasma vemos que o modo Langmuir
cresce na regiao perto de kg & wpe/Vp, onde kg é o comprimento de onda ressonante com
a velocidade de fase para um feixe com velocidade V. Neste caso a intensidade do feixe

pode ser escrita da forma

IL 2 /52 2 2
L _ —(ko—ko)2 /82 —k2 /5
I = —pse 0)°/0% g=k1 /8% (D.4)
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onde I* é a intensidade de onda por unidade de volume, e § a largura do espectro.

Assim, para avaliar a integral de sl((n), equacao (D.2), para n = 2,

2
(2 2 e 1 (2) 7L
= | el

2
12 2 _ /N1t
_m ek?  IF / / [kk + Gk ARk ”)k | e_(k'z—ko)2/52@—k’i/52.

24 m2wl, 73263 (k2 + k2 — 2K/ )k’

As integrais a fazer sdo complicadas, mas as podemos aproximar

o (k=—ko)? /5

135 ~ §(k, — ko),
e—ki/a
le ~6(kL);

obtendo

2
L2 poc - Kk + (3k2 — AkK') K/ ]
@ T I7e / ! / / { 71 o / D
“k 12 m2w4 0o dk’ 0 dk 1 (k2 + k’2 - 2kk'||)k’2 5(k z k‘o)é(k‘ J-)' ( -5)

e%pe J—

Para avaliar as integrais reescrevemos k e k/ em termos das componentes paralela e

perpendicular
k =k, (cos ¢x + sin ¢y) + k,Z,
k' =K' (cos ¢'x +sin ¢'y) + k.2
kK| kK-
k:’” = cos(qb—qb') + o
e

k2K, =[k. (koK' | cos ¢ — kK. cos ¢) + kT k' | sin (¢ — ¢') sin ¢]%
+ [k (koK' L sin ¢ — kK . sin ¢) — k1K | sin (¢ — ¢) cos ¢ly
+ kJ_ [kj_k/z - kzklj_ COS ((f) — (;5,)]2

Quando §(k', — ko)o(K' 1), temos que

2
K — k2,

k.
k‘/” — ?k‘o,
/ k. ko ko

k4 ko
1k~ —

2
" (cos ¢x + sin ¢y) + 22

z,
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avaliando a integral de (D.5), obtemos

2
L@ T 21V [kko + (3k% — 4k, ko) E=] D.6)
kT 12mlwd, k% + k3 — 2k, ko ’

m eIl [k2ko + (3k2 — dk.ko)k]
12m2wy. k2 (k% + k% — 2k.ko)

Agora, para calcular 01((2) usamos a equacao (D.2), onde o) =0

2
2 _2_ ¢ @) (1.2 L
s 3m2w§e / Koy (K* —k-K) I

2
/ I L G LT P
k. [ dk K K — kk
12 mew;le / / (k2 4 k12— 2kk'||)k’2 ( ||)

Ir
3/253

2
2 2 /N1t
T 62IL k‘, (3k‘ —4kk ||)k‘ ” 9
ey / k. / dk' | PTG (K = k') ) (K" = ko)d(K' 1)

% 6_(k/ _kO) /62 _k/Q /62:|

eWpe

27L 2 2
@ _ 7 P [Kho + (3K — 4k ho)k]”
T m2ul, K2 (k2 + K2 — 2k.ko) (kg — kzko) - (D.7)

Usando as equacoes (D.6) e (D.7), vemos que

02 = &\ (k2 — k.ko).

Agora a relagao de dispersao para n = 2, equacao (D.1), pode ser escrita da forma

L2 () 9(2)
=2+¢. + = kQAD€+3 ())\De
€k

Wpe
—2+ gk2A2De +3(k2 — kako)AD, + 1)

3
=24 SXpelkR + (k — ko) + k) + £
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Podemos escrever a equacao (D.6) em termos do parametro do plasma g, o volume da

esfera de Debye Vp, e a temperatura dos elétrons T,

2 _T e2IE [k2ko + (3k% — 4k, koK)
12m2wi, k2 (k2 + k2 — 2k, ko)
7 VpeIl ., [K*hko + (3K2 — 4k.ko)k]”
=TT P R (1 L —2kk)

onde Vp, = %’r)\%e. Seg<le I'Vpe < T, El(f) é muito pequeno.

A analise feita para n = 2, pode-se aplicar para os modos harmoénicos de Langmuir de

ordem mais alta, escrevendo as intensidades da forma

Ln
Ln I

_ —(kz—nko)?/6? ,—X7 /52
k 3/283

(&

entao

2
(n) _ n L(n—1)
A~ g [ e

’ 12 2
(n? ) / [ R ko) /8 k% /8
7m2(n2 — m2w4 / di’s / b LKy w3/2§3

2
kk'? 4 [(n2 — D)k2 + n(n — 2)K* — 2n(n — 1)kk’||]k:’||}

. nid(n —1)% (k2 — K — 2kk')) K"
(n2 —1 2ILn / , / , /
~ —1
S Bt - 1) iy oo 2 Jy L K= (0= ko) )
2
{k:k:’2 +[(n? = DK + n(n — 2)k — 2n(n - 1)/€’f’||]’f'||}
X

TL4(’I’L — 1)4 (k‘2 — k‘,2 — 2k5k/||) k"z

Agora, avaliando as quantidades k> e &/ | em d (K", — (n —1)ko) 6(k' L), obtemos

K2 = (n—1)%k2,

k.
_k07

/
—1
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€ Teescrevemos sl((”)
6(”) B (Tl2 _ 1)—1 IL(n—l) 2
k2 (n —1)2 mlwl
ARk + [(n+ DR + n(n — 2)(n — 1)k — 2n(n k. kolks )
(k2 4+ (n — 1)2k% — 2(n — 1)k, ko) k?
6\/§ n2 1)1 IL(n l)V .
- 7(12( )1)29 = Pexs. (D.8)
{k2k0 +[(n+1Dk? +n(n —2)(n — 1)k3 — 2n(n — 1)k.kolk. }
(k2 4+ (n — 1)2k% — 2(n — 1)k, ko) k?

onde
IL(n_l)VDe .
T

de modo que El(cn) deve ser uma quantidade pequena.

Agora,

9(”) _ n? e? dK’' (n) IL(n—l) k,2 K-k 91(:}_1)
k 792 _1)m wge Ay ki —k-K o+ 61(3—1)

/ 72 2
(n?—1)" . R A -—k0)2 /8% ;—k' /6
7rn2(n2 m2w4 / dk / di LKL 13/253
2
9<n-1>> {k:k:’2 (02 = DR + n(n— 2)k' — 2n(n — 1)kk’”]k’”}

x | K* — ki) + X
( I 51(3_1) n4(n _ 1)4 (k2 _ k/2 o Qkklll) k/2

(2 —1)7t eI {K2ko + [(n+ DA + n(n — 2)(n — 1)k3 — 2n(n — 1k.kolk. }*

T an?(n? — 1) m2wi, (62 + (n — 1)2k2 — 2(n — 1)k ko) k2
9(77—1)
(n—1)k3 — (n — k.ko + % : (D.9)
K =(n—1)ko

de modo que, usando (D.8) e (D.9), se chega a

Q) ) (n=)
5 = (n=Dl(n — Dk — ko] + S5 , (D-10)
€x kI .=(n—1)ko
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com
O Y RN
W = 2[2]{30 — ]Czko] + ) ,W = _kO — W = 3]{30 — 2k, ko
€k % =2k Sk €k
S 9(?;) ) )
% = 3[3k2 — k.ko] + 1(<3) % = 3k > % = 6kZ — 3k, ko
€k %’ |k, =3k, €k €x
o) ) 9(‘}) o (5)
% = 4[4k2 — k.ko] + 1(<4) % = —6k2 — % = 10k% — 4k. ko
€k Ex Ikt ,=aky Kk €x
9 9(5,) Q) Q)
% = 5[5k% — k.ko + 1;5) % = 10k — % = 15k3 — Sk.ko - - -
€x ' k=K Ck €k
Por inducao, temos que
o) n(n—1)
k = k2, (D.11)
£ 2
K |k =nko
agora reescrevemos (D.10)
6" 1
X _ — _pn— 1k} - (n—1)k.ko. (D.12)
s 2
k
Dessa forma, chega-se a uma relacao de dispersao da forma
b 3,912 2 3 (n)
=n+ ~k’\}, — 3(n — 1)A\] kok, + —n(n — )A] K3 + &)
Wpe 2 2
3 3 n
=n+ SNk + (ke — (0= Dhkol’} + S (n = DXkt +4, (D.13)
onde z—:l((n) estd dado por (D.8). Como se trata de uma quantidade pequena, pode ser

desprezada no calculo numérico da relacao de dispersao.
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