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Resumo. Neste trabalho serdo determinados os modos, as freqiiéncias naturais
e as respostas forcadas para vigas definidas pela equacdo de Euler Bernoulli com
propriedades descontinuas na segao transversal. Simulagoes foram realizadas com
vigas bissegmentadas e trissegmentadas.

1. Introducao

O objetivo deste trabalho é a determinacao das freqiiéncias e autofungoes ou modos
de vibragao de vigas segmentadas com descontinuidade nas propriedades da segao
transversal, modificadas pela agdo de uma forga que interage com os deslocamentos
laterais e onde a deformagao por cisalhamento e inércia de rotagdo sao despreza-
dos. Supoe-se que o equilibrio das seg¢Oes transversais planas nao é afetado pela
forca axial, sua direcdo nao muda, permanecendo plana e perpendicular ao eixo
longitudinal da viga apds o deslocamento. Sao consideradas vigas bissegmentadas e
trissegmentadas. Numa viga bissegmentada, a origem do eixo espacial do primeiro
segmento estd no extremo esquerdo da viga e a origem do segundo segmento esta
no extremo direito da viga. Condigoes de continuidade das grandezas fisicas sao
formuladas na posi¢ao de descontinuidade. As vigas trissegmentadas sao consider-
adas simetricamente descontinuas com relagao ao centro da viga e com condigoes
de contorno iguais, e diferentes. Vibracoes forcadas sao discutidas para diferentes
casos de condigoes de contorno cldssicas com e sem apoios nas discontinuidades. O
calculo dos modos ¢ realizado através de uma abordagem matricial. Para o calculo
da resposta forgada de uma carga harmonica utilizou-se o método espectral com o
software Maple.
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2. A Equacao Modal para Vibracoes Livres

Adotando a viga dividida em duas partes, onde a origem do eixo espacial do primeiro
segmento encontra-se no extremo esquerdo da viga e do segundo no extremo direito.
O movimento oscilatério serd representado por vy (¢, ) no primeiro segmento e por
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Figura 1: FEsquema de uma viga bissegmentada com descontinuidade na se¢ao
transversal

va(t, ) no segundo segmento. E descrito pelo modelo de uma viga Euler-Bernoulli

v (t, ) 0ty (t, )

plAlT +E1]1T = 0, (2].)
DPvy(t, ) vy (t, )

pzAQT + EQIQT = 0. (22)

Para vibragoes livres harmonicas no tempo e com distribuicao de amplitude espacial
em cada segmento X (z), Xo(z), tem-se as equagdes modais

X:E“)) (.’L') — a?plAle (.’L') = 07 XZ(“}) (ZE) - agpQAQXz(ZE) = 07

2 .
onde a; = 5. Assim,
1+

_ ] Xi(2), se 0 <z <,
X() { Xo(L—1xz), se 1 <x<L.

Para o caso de vigas com uma posi¢ao de descontinuidade, a solu¢ao da equagao
linear homogénea para cada segmento da viga é dada por

X1 = du¢r +dada +dsds +dags = dy
Xo = digthr + dazthe + daaths + dyatpy = ¥da2
onde Uy = [¢1, P2, P3, P4] é uma base de solugdes do primeiro segmento e ¥y =

[t)1, 12,13, 14] do segundo segmento. Condigdes de contorno genéricas afim de
incluir condigdes cldssicas e nao classicas podem ser escritas como

Alle(O) + BllXi(O) + CllXil(O) + DllXiH(O) = 0,
A12X1(0) + Bngi(O) + Cng{,(O) + D12X1//(0) = 0,
A21X2(0) + Bngé(O) + Cngé,(O) + D21Xé”(0) = 0,
AQQXQ(O) + BQQX&(O) + CQQX%’(O) + DggXé”(O) =0.
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As condigoes de continuidade do deslocamento, da rotagdo, do momento fletor e da
forga de cisalhamento na posi¢do de descontinuidade da segdo transversal podem
ser escritas por Xi1(1) = Xo(v), Xi(n) = —X3(v), X{(4) = a*X§(v), X{"(u) =
—a*XY'(v). No caso de um apoio no ponto de descontinuidade as condigdes de
continuidade podem ser expressas como : X;(p) = 0, Xa(v) = 0, Xi(p) =
—X4(v), X{(p) = X¥(v). As condigoes de contorno genéricas e as condigoes de
continuidade para a base de solugbes classicas ou solugoes dinamicas podem ser
escritas na forma matricial B®c = 0 onde, ¢ = col[d; d2]. A matriz B é a ma-
triz associada as condigoes de contorno da viga nos blocos superior e inferior e as
condigoes de continuidade no bloco no meio.

Aiin Bii Cii Dip O O O O O O 0 0 0 0 0 0
A2 Bia Ci2 D2 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0o 0 0 O 0 0 0 0 0 0
B = 0 0 o 0 o o 1 O 0 0 0 0 0 0
- 0 0 0 0 o 1 0 0 o0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 o o 1 0 0o O -1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0O 0 o 0o o0 o 0 0 As1 B21 Ca1 D
0 0 0 0 o 0 o o o O 0 0 Ass Bay Ciz2 Do

(2.3)
A matriz ® é associada a base de solugoes e suas derivadas nas extremidades da
viga bem como a posicao de descontinuidade

#1(0)  ¢2(0)  ¢3(0)  #4(0) 0 0 0 0
1(0)  #5(0)  ¢3(0)  #4(0) 0 0 0 0
7(0) 5(0)  ¢3(0) 1(0) 0 0 0 0
#7'(0)  ¢5'(0)  #5'(0) ¢4’ (0) O 0 0 0
d1(n)  d2(p)  d3(p)  dap) 0 0 0 0
1) () pa(p)  Pip) 0 0 0 0
T()  ¢5(n)  d3(m)  ¢f(p) 0 0 0 0
e | W W) (W) (W) 0 0 0 0
0 0 0 0 i)  va(v)  Ys(v)  u(v)

0 0 0 0 1) y(v)  es(v)  Yi(v)

0 0 0 0 1) wy(wv) a(v) i)

0 0 0 0 V() vy (v) 9y (v) @Y (v)

0 0 0 0 ¥1(0)  2(0)  ¥3(0)  4p4(0)

0 0 0 0 1(0) 5(0)  3(0) 1(0)

0 0 0 0 1(0)  5(0)  43(0)  ¥f(0)

. 0 0 0 0 1(0)  3'(0) 5" (0) {'(0) |

(2.4)
A equagdo caracteristica de cada tipo de viga é obtido mediante det(B®) = 0 e os
modos, resolvendo-se o sistema de equagoes lineares .

Calculo Simbdlico dos Modos

A base espectral cldssica do primeiro segmento é ¢1 = sen(e1z), ¢2 = cos(e1z),

¢3 = senh(e1z), ¢4 = cosh(e1z) e a base espectral do segundo segmento é 1, =
sen(e2x), g = cos(e2x), Y3 = senh(ea2), 14 = cosh(esrz), onde e; = (a%p1A1)1/4,
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_ _$ _ 4/ p2A2 _ 4/ Esls
52—951,9—a, p=\/0F e a= /57

Vigas trissegmentadas simetricamente descontinuas com condicoes de
contorno iguais.

As vigas estudadas sdo da forma segim a Figura 2. As vigas deste tipo possuem

Xo(z)
X1 () t
I L —t—

— 1= v |

Figura 2: Viga trissegmentada simetricamente descontinua com condi¢des de contorno
1guaLs

modos simétricos e anti-simétricos.

Pode-se determinar facilmente os modos anti-simétricos considerando a metade da
viga, em cujo extremo direito anulam-se o deslocamento e o momento fletor, dando
origem a condicao apoiada,

X,(0) = X//(0) = 0, X5(0) = X}(0) = 0.

Os modos simétricos calculam-se considerando a metade da viga, em cujo extremo
direito anulam-se a forca de cisalhamento e a rotagao, dando lugar a condigao
deslizante,

X1(0) = X7(0) =0, X5(0) = X3"(0) = 0.
Nestes casos sao utilizados os resultados referentes as vigas bissegmentadas com

apoio no extremo direito, com ou sem apoio na descontinuidade.

Vigas trissegmentadas simetricamente descontinuas com condigoes de
contorno diferentes.

Neste caso, é necessario introduzir trés funcoes de deslocamento. Na figura 3, é ap-
resentada, como exemplo, uma viga fixa-apoiada. Para vibragoes livres harmoénicas
no tempo e com distribuigdo de amplitude espacial em cada segmento X;(z), Xa(x),
Xs3(z) tem-se as equagoes modais para

Xl(w)(x) —a?p1 A1 X (2) =0,
X§)(x) — a3paAsXa(x) = 0,
X (@) — a2p1 Ay Xa(z) = 0

)
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Figura 3: Viga trissegmentada simetricamente descontinua com condigoes de contorno
diferentes

onde a; = %, para i=1, 2 . As fungdes X1 (z) e X3(x) utilizam as fungoes de base
¢i(x) definidas anteriormente, e a fungao X (z) utiliza as fungoes de base ¥;(x) .
As fungoes X (x) e X3(x) utilizam as funcoes de base ¢;(x) definidas anteriormente,
e a fungdo X, (z) utiliza as fungdes de base v;(z) .

Uma vez determinadas as fungdes Xi(x), Xa(z) e X3(x), a solugdo X (z) da
equagao modal é dada por

X (z), se 0 <z <y,
X(@)=1{ Xo(z—p), sep<z<l-up, (2.5)
Xs(1—z), sel—p<az<l.

De maneira genérica, as condi¢oes de contorno da viga trissegmentada podem
ser escritas na forma

A11X1(0) + B11X}(0) + C11 X(0) + D11 XJ"(0) = 0 26)
A15X1(0) + B12X!(0) + C12.X7(0) + D12 X}"(0) = 0 :

A21X3(0) + BQlXé(O) + Cngél(O) + DleéH(O) =0 (2 7)
A22X3(0) + BQQXé(O) + OQQXé/(O) + DQQXéI/(O) = 0 ’
As condigoes de continuidade das grandezas fisicas na posicao de descontinuidade

da secao transversal podem ser escritas, na primeira descontinuidade, como:

Xi(p) — X2(0) =0,

X{(4) - X3(0) =0. 08
X{ () — o*X3(0) = 0, '
X7 () — a4X§”(O) =0.
que origina a matriz
1 0 00 -1 0 0 0
D, — 01 0 0 0 -1 0 0
1o o010 0 0 —a* 0
00 0 1 O 0 0 —at
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Para as condigoes de continuidade na segunda descontinuidade, temos

X3(p) — Xa(v) =0,
X3(n) + X3(v) =0,
X4/(1) - 0 X7 () = 0, 29
Xé"( ) + Oz4X”/(I/) =0.
que origina a matriz
100 0 -1 0 O 0
D, — 01 00 0 1 O 0
210010 0 0 —a* 0
0001 0 0 0 ot
Entao, formamos a matriz B
Ay O 0 0
| o D, 0 o
B= 0 0 D, 0 | (2.10)
0 0 0 A
onde _
A, — A;n B Cn Dn
| A1z Bz Ci12 D12
e
A, = A1 B2 Co1 Doy }
Aza Bz Coz Doy |7

Agora, formamos a matriz ® como segue

T.0) 0 0
Wy () 0 0
=10 w0 | @1
0 0 Wy(p)
0 0 ¥, (0)
sendo
A Y
V@ =1 ) | = | ei@) i) del) i) (2.12)
"(x) Py o) o) o)
e[ 33).]00 W B B
@)= i) | =] @) o) el W | 2
w///(x) ,l/}i//(m) w/Q//(I) ,(/}L/)’//(x) ’(b:l”(ib)
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Entao, o sistema linear de equagdes a ser resolvido é
B®c =0, (2.14)
onde
d,

C = d2
d;

é o vetor formado a partir das equagoes
Xi(z) = [ ¢1(2) ¢2(x) ds3(z) ¢ua(2) | du,
Xo(z) = [ tho(x) o) ¢s(x) Ya(z) |do

Xa(x) = [ 61(2) ¢2(2) ¢3(z) ¢a(z) |ds.
Vibragoes forgadas.
No caso forgado, é considerada uma forga harmonica
p(t,z) = P,sen(wt)dé(x — a)

na se¢ao x = a da viga, localizada no primeiro segmento de uma viga trissegmentada
simetricamente descontinua na segdo transversal. Assim,

0%v1(t,x) 0ty (t, )
PlAlT—FEth = p(t 2),

Dva(t, ) Do (t, )
prie——5p— Thh— — = 0

Neste caso, pelo método de variacao de pardmetros de Lagrange [6], tem-se que a
resposta forcada com condigoes inciais nulas é dada por

o(t, ) :/ot/olh(t—T,x,s)p(T,s)ds, (2.15)

onde h(t,z) é a solu¢ao fundamental

h(t,x) =" X"(S?sz(x) Senj)w"t) % (2.16)
=1 n n
Decorre que
ot z) = [Xn(a) [@ sen(wpt) — wy, sen(d)t)]]Xn(x). (2.17)

X0 (@2 — w3)wn

A seguir, apresentamos resultados graficos para vigas bissegmentadas fixa-livre com
apoio na descontinuidade e trissegmentadas apoiada-livre com apoios nas descon-
tinuidades, para diferentes valores de 6.
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Figura 4: Modos normalizados e vibracao forcada para viga fiza-livre bissegmentada com
simetria na posicao da descontinuidade e apoio, para 6 = 0.299, 6 = 0.8647 e § = 1.4032.
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Figura 5: Modos normalizados e vibracao for¢ada para viga apoiada-livre trissegmentada
com simetria na posi¢cao da descontinuidade e apoios para 6 = 0.299, § = 0.8647 ¢ 0 =
4.980.

Abstract. In this work it will be determined the modes, natural frequencies and
forced responses for beams defined by the Euler-Bernoulli equation with disconti-
nuous properties in the transversal section.
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