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RESUMO

Os modelos metapopulacionais sao uma ferramenta muito importante nos
estudos de habitats fragmentados. Sendo a natureza bastante diversificada, a analise de
ambientes heterogéneos é primordial para a construcao de uma dinamica mais préxima
da realidade. Com isso, buscou-se construir um modelo metapopulacional heterogéneo
de multiplas espécies, cujo objetivo é encontrar um critério de estabilidade assintética
de érbitas de sincronizacao parcial. Para tanto é descrito um ambiente com n patches
ou sitios conectados por movimentos de migracao divididos em conjuntos, que apresen-
tam diferentes caracteristicas de sobrevivéncia e reproducao de cada espécie. Obteve-se
uma representacao para matriz Jacobiana do sistema, além de um critério para o célculo
do expoente de Lyapunov. Sendo possivel, entao, uma generalizacao para um modelo

metapopulacional heterogéneo de multiplas espécies.

Palavras-chave. Metapopulacoes, Expoente de Lyapunov, Multi-Espécies, Sincronizacao.
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ABSTRACT

The metapopulational models are an important appliance in the fragmen-
ted habitats studies.” The nature is very diversified, so the heterogeneous environments
analysis is primordial for close construction of dynamics realities. Therefore, this research
aimed to construct a metapopulational heterogeneous model of multiple species in order
to find an asymptotic stability standard of partial synchronization of orbits. Hence an
environment with n patches or connected sites by migration movements were described,
whose were divided into groups with different survival and reproduction characteristics
of each species. A Jacobian matrix of system representation was obtained, as well as
a Lyapunov exponent calculation criteria. Thus, a generalization for a heterogeneous

metapopulational model of multiple species was possible.

Keywords. Metapopulations, Lyapunov Number, Multiple Species, Synchronization.



1 INTRODUCAO

A estruturacao espacial para dinamicas de populacoes reais tem papel cen-
tral em questoes de conservacao biolégica. Trazendo ao modelo uma caracteristica mais
proxima a realidade. Com isso, os modelos metapopulacionais funcionam como uma fer-

ramenta valiosa para estudos neste seguimento.

O termo metapopulagao surge na literatura ecolégica em 1970, para descrever
uma “populagao de populagoes”. Tal definigao provém do trabalho de Richard Levins [29],
onde ele descreve uma dinamica espacialmente estruturada e analisa as interferéncias do

espaco sobre as populacoes. O estudo nesta area vem crescendo de forma consideravel

desde entao([11];[14];[39]).

Hanski define metapopulagoes como o conjunto de populagoes locais, as quais
interagem via movimentos individuais entre lugares habitados[14]. Estas regioes ocupadas
sao denominadas de patches ou sitios e podem estar ligadas por movimentos de migracao.
A juncao destes dois fatores, dinamicas de populacoes locais e migracao, dao os alicerces
para a definicao de um modelo metapopulacional. A forma como estes lugares habitados
estao conectados diz respeito a topologia da rede. Neste trabalho, optou-se por dar

atencao a 4 topologias de rede distintas, sendo uma delas dependente do tempo.

Cada patche pode conter uma ou mais subpopulacoes que sao iteradas no
tempo segundo suas respectivas dinamicas locais, ou seja, funcoes que sao responsaveis
pela evolucao de cada espécie no tempo, além de carregar as caracteristicas de cada
sitio. Quando todos os sitios possuem as mesmas caracteristicas, ou seja, sao regidos
pelas mesmas dinamicas locais, a metapopulacao é dita homogeénea. Esta simplificagao
para o modelo é muito utilizada em muitos trabalhos ([18], [7], [8], [40], [41], [9]), por
reduzir o nimero de parametros a serem analisados. Jansen e Lloyd (2000) [25], por
exemplo, apresentaram um tratamento analitico para uma metacomunidade em ambiente
homogéneo com migracao independente da densidade. Este trabalho é estendido logo
ap6s em Lloyd e Jansen (2004) [31] com a anélise de um modelo epidemiol6gico. Porém

os habitats fragmentados trazem, naturalmente, algum grau de heterogeneidade ao meio,



e isso se reflete na dificuldade de encontrar parceiros, na disponibilidade de alimento,

entre outros fatores.

Neste trabalho atentou-se para estas possiveis diferencas entre os sitios da
metapopulacao. Assim, quando se consideram as diferencas possiveis entre sitios, tem-se
uma Metapopulagao heterogénea. Estudos de dinamicas para 2 sitios com caracteristicas
distintas sao apresentados em ([20], [27], [54]). Esta caracteristica do meio pode ser
responsavel pela persisténcia das espécies em cada fragmento do habitat. Em [13] os
resultados indicam que a persisténcia vem do “efeito de resgate” (“rescue effect”), pois
mesmo que ocorra a extingao em escala local, ele nao ocorre em escala global. Gyllen-
berg, et. al.(1993)[12] traz um exemplo recente sobre dispersao da gripe em um habitat

heterogéneo com diferentes taxas de infecgoes.

Além das caracteristicas locais apresentadas acima, existe o fator que indica
a conexao entre os fragmentos do habitat, a migracao. Esta tem uma papel fundamental
nas dinamicas metapopulacionais, pois traz uma caracteristica que deixa o modelo mais
proximo da realidade. Existem muitos trabalhos que falam sobre os efeitos da migracao
sobre dinamica de populacoes e suas alteragoes ao longo do tempo. Uma das principais ca-
racteristicas é o fator estabilizante ([15], [19]), onde solugbes locais cadticas geram drbitas
periddicas simples [20]. Além disso, Rohani, et. al.(1996)[39] apresentaram modelos de
uma e duas espécies, e verificado que solugoes estaveis na dinamica local nao perdem sua
estabilidade com acoplamento da migracao, para uma unica espécie. No entanto para mo-
delos tipo presa-predador com migracao assimétrica, o quadro nao se mantém, podendo

gerar padroes espaciais[18].

Embora considerar a migragao constante seja uma simplificacao e também
um auxilio para a construgao do modelo, em ambientes naturais sabe-se que ela esta ligada
a dependéncia da densidade ou a fatores externos(vento, correnteza de um rio, etc.). Silva
(2013)[45], obteve padroes heterogéneos estaveis e dinamicos, considerando um modelo
planta herbivoro com migragao por agregagao e fitotaxia. Silva, et. al.(2001)[46], des-
crevem um modelo metapopulacional dependente da densidade, onde obteve-se condigoes
para que sistemas previamente estaveis percam sua estabilidade devido a migragao. Ou-

tros resultados podem ser observados em [38].



Outro processo resultante da migracao em redes de populacoes acopladas
sao as solugoes sincronizadas. Esse fenomeno descreve um ajustamento de fase, onde
populacoes em diferentes sitios passam a oscilar de forma coerente. Em modelos biolégicos
a sincronizagao ¢é relacionada com a exting¢do das espécies([9],[21]), este resultado provém
de oscilagoes cadticas, em que as mudangas bruscas de densidade podem levar a populacao
a extingao em todo habitat. Apesar dos modelos acoplados por dispersao apresentarem o
chamado “rescue effect”[6], o qual caracteriza a capacidade de recolonizagao dos patches
e de certa forma previne a extingao global, a sincronizacao nao permite a agao reparadora

desse efeito.

O estudo de érbitas sincronizadas nao € recente, tendo seu inicio com a analise
de péndulos no século 17 [22], percebida hoje em vérias dreas da ciéncia ([4],[5],[36]). Em
[28], sao apresentados alguns exemplos de sincronizagdo em populagoes reais, além da

distancia entre as populacoes locais onde foi percebido esse ajuste de fase.

Uma abordagem analitica de 6rbitas sincronizadas podem ser vistas em [17] a
qual apresenta um modelo metapopulacional de 2 sitios e determina as condicoes de esta-
bilidade das érbitas sincronizadas. Solé e Gamarra (1998)[50] descrevem as condigdes de
orbitas sincronizadas para uma espécie em dois patches conectados, e a relagao entre grau
de instabilidade e a taxa de dispersdo. A generalizacao deste caso é encontrada em [44],
em que ¢ analisado o caso de para n sitios. Silva, et. al.(2010)[47] apresenta um modelo
de uma tnica espécie com migracao dependente da densidade, generalizando Earn, et. al.
(2000)[9]. Hanski e Woiwod (1993) [16], é analisada a sincronizagao sobre as populagoes
de mariposas e pulgoes em relacao a distancia dos sitios. Mais sobre sincronizacao pode

ser encontrado em [30] e [48].

O ajustamento de ritmo de dois ou mais osciladores acoplados pode se dar
de varias formas: sincronizagao completa, sincronizacao em fase, sincronizacao fora de
fase, sincronizac@o parcial, entre outras, conforme [5]. Silva (2015) [43] construiu um
modelo metapopulacional heterogéneo para uma espécie, em que sao descritos resultados
de sincronizagao parcial para o caso de formagao de 2 clusters. Um modelo de dois
mapas acoplados é apresentado em [24], onde é estudada a estabilidade de dérbitas de
sincronizagao total e parcial. Mais alguns resultados interessantes podem ser encontrados

em [37], [55].



Com o intuito de generalizar os resultados ji obtidos em [44], buscou-se
construir um modelo metapopulacional de miltiplas espécies (metacomunidade) expostas
a um ambiente heterogéneo. E, assim, determinar as condigoes de estabilidade de dérbitas

sincronizagao parcial.

Seguindo essas ideias, primeiramente, analisou-se uma metacomunidade ex-
posta a dois conjuntos de sitios diferentes; assim, buscou-se estudar a existéncia de uma
solugao sincronizada e analisar a estabilidade assintética desta solugao. Para validacao

do modelo serao feitas algumas simulagoes para uma dinamica de competicao.

De modo a generalizar este estudo, amplia-se a heterogeneidade do habitat
para o caso de n conjuntos de sitios de qualidades diferentes. E também foram investigadas
a existéncia e a estabilidade de solugoes sincronas. Utilizou-se o modelo de competigao

para exemplificar os resultados das andlises dessa dinamica.

Ao final do trabalho, é apresentado um tltimo modelo com migracao depen-
dente do tempo, utilizando as matrizes de conexao descritas nos capitulos precedentes.
Silva, et. al.(2015) [49], apresentou um critério analitico para estabilidade de 6rbitas sin-
cronizadas para a metacomunidade com migracao dependente da densidade, e, além disso,

um exemplo de conexao dependente do tempo é apresentado.



2 DEFINICOES INICIAIS

Neste capitulo inicial serao apresentados algumas defini¢oes sobre sistemas
dinamicas. Os resultados descrito nesta primeira etapa servirao como preliminares aos

capitulos que se seguem.

Um sistema dinamico consiste de um conjunto de valores, que, através de
uma regra, determina o estado presente dependente de estados passados. As leis ou
regras que descrevem esta evolucao no tempo sao ditas deterministicas, ou seja, a partir

de um conjunto de estados passados determina-se unicamente um estado futuro.

No caso de dinamicas populacionais, o estado da populagao em um tempo ¢

¢ determinado unicamente por um ou mais estados passados.

2.1 Mapas Unidimensionais

Diz-se que um sistema unidimensional num intervalo I, com evolucao discreta
no tempo, € um mapeamento f : I — I, em que um estado x em um tempo ¢ é atualizado

para um tempo futuro t 4+ 1 através da equagao

Tip1 = f(xy). (2.1)

Sendo zp uma condigao inicial para a dinamica, a evolugao(itera¢ao) do mapa

unidimensional f(z) geram uma drbita, de condigao inicial g, dada por {x¢, f(zo), f?(x0), f3(0), ...

ou seja, as solugoes da equagao 2.1 com a evolugao do tempo geram um conjunto que cha-

mamos orbita.

Um exemplo de mapa unidimensional bastante estudado é a familia quadratica,

ou mapa logistico, dado por
flz) =rz(l —x), 0<r <4, (2.2)

que mapeia o intervalo [0, 1] em [0, 1],([32], [33],[34])

Esse modelo, entre outros que podem ser encontrados em May (1974), apre-

sentam comportamento de orbitas que se alternam segundo sua periodicidade. O modelo



logistico apresenta uma vasta gama de solucoes, para r < 3, o modelo apresenta pontos
fizos, em que f(p) = p. Para valores de r > 3, o modelo passa a apresentar um comporta-
mento oscilatorio para as orbitas geradas pelo mapa f. Esse tipo de solucao, para k € N,
é definida por f*(x) = x¢, esta érbita é dita de perfodo k. Assim, se k = 2, gera uma

drbita de periodo dois dado por {zg, 1, o, 1, ...}, ou seja, f2(xg) = .

Quando o parametro r > 3,57, as érbitas geradas pelo modelo nao apresen-
tam comportamentos peridédicos ou de ponto fixo, neste intervalo de valores do parametro
as iteracoes geradas pelo modelo percorrem um caminho imprevisivel, a essa érbita da-se

o nome de cadtica.

Para mapas unidimensionais existe um critério simples para determinar a
estabilidade dos pontos de equilibrio. Seja z* uma solugdo de equilibrio de f(x;), se
a partir de uma pequena perturbacao sobre x* as iteracoes do modelo facam a orbita
retornar f(z*) = z*, diz-se que o ponto z* é estdvel, caso contrario é dito instdvel. Esse

resultado é descrito pelo seguinte teorema.

Teorema 2.1 Se

|f (") < 1= a* é estdvel (2.3)

|f ()| > 1= a* é instdvel (2.4)

Da mesma forma, é possivel obter um resultado para determinar a estabi-
lidade de 6rbitas periddicas. Seja k = 2 e a 6rbita de f dada por {xg,z1,zo, 21, ...}
Tem-se

[(f*(20))'| = 1/ (f (@) f' (o) = [f (1) f (o) (2:5)

Deste modo, a dérbita é estavel se | f'(x1).f'(x0)] < 1 e instavel caso contrario.
Este resultado pode ser generalizado para toda orbita de periodo k, segundo o seguinte

resultado.

Teorema 2.2 A orbita periddica {p1,pa,...,pr} € estdvel se

|f (px)---f'(p1)] < 1 (2.6)

e instavel se

| (r)--- ' (p1)] > 1 (2.7)
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Os padroes cadticos sao mais complexos de determinar. Para tanto, utiliza-
mos o Numero de Lyapunov, o qual mede a velocidade média com que érbitas proximas

se separam ou mantém-se proximas, isso ¢ descrito formalmente na seguinte definigao.

Defini¢ao 2.1 Seja f um mapa suave de dominio real. O nimero de Lyapunov L(z) da

orbita {1, xq, x3,...} € definida como

L) = T (| (@) | () )" (28)

se o limite existir.

Assim, uma drbita serd dita cadtica se L(x1) > 1, e podera apresentar com-

portamento de ponto fixo ou periddico se L(z;) < 1.

2.2 Atrator

Seja f um mapa e xy uma condicao inicial, o conjunto limite da oérbita

{f™(x)} é o conjunto

w(zg) = {x : VN e € existe n > N, tal que |f"(xg) — x| < €} (2.9)

Se x7 gera outra 6rbita por f, {f"(z1)}. Entao, diz-se que a érbita {f"(x;)}
é atraida para w(xg) se w(xy) estd contida em w(xg). Assim, um atrator é um conjunto
limite, o qual atrai uma certa quantidade de condigoes iniciais que possui medida nao

nula. Ao conjunto destas condicoes iniciais da-se o nome bacia de atragao, do atrator.

Além disso, um atrator pode ser definido como o conjunto de comportamentos
caracteristicos para o qual evoluiu um sistema dinamico. No caso desse trabalho, uma
érbita { f™(xo)} gerada pelo mapa f é dita um atrator se, para cada nova condicao inicial
x1, a 6rbita {f"(x1)} estiver contida em {f™(zo)}, apds o descarte de algumas iteragoes
transientes. Ou mais precisamente se para todo N e € existir n > N tal que |f™(zo) —
f™"(z1)] < e. Ou seja, a nova érbita deve se aproximar assintoticamente do conjunto

atrator.

Tomando como exemplo o mapa logistico f(z) = rz(1 — x), é simples, ap6s

algumas simulagoes numéricas, verificar os conjuntos atratores desta dinamica(figura 2.1),
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os quais estao fortemente ligados aos valores do parametro r. Para valores do parametro
r < 3, o atrator sera um ponto fixo, no grafico apresentado como um ponto isolado. Para
r > 3 comegam as Orbitas periédicas do modelo, assim o conjunto atrator sao pontos
isolados no grafico. A partir de r = 3,57 as érbitas do modelo sao cadticas, o que pode
ser confirmado numericamente com o calculo do nimero de Lyapunov, o qual é maior que

1, na maior parte do intervalo [3,57;4].

0.8 [~

02

Figura 2.1: Diagrama de bifurcacao do mapa Logistico.

2.3 Teorema de Birkhoff

Ao se estudar atratores cadticos deve-se analisar uma forma diferente de
seguir a trajetéria da érbita. No caso de érbitas nao periddicas, o atrator é uma uniao de
intervalos e para saber como diferentes orbitas se distribuem sobre o atrator, a resposta
¢ mais complicada. A ideia é contabilizar, por regiao do espaco de fase, como a solugao
se distribui sobre o atrator. Para tanto, defini-se o tempo médio de permanéncia de uma

6rbita num conjunto.

Seja, entdao, um conjunto mensurdvel £ C X com medida(a qual serd definida
a seguir) positiva e x um ponto qualquer no conjunto X. Sendo f um mapa sobre X, os

iterados de f que estao em E serao contabilizados por

{i > f(z) € B} (2.10)

com isso, a frequéncia com que a drbita { f*(z)} visita um conjunto mensurdvel E e dado

por

_#H0<j<n-1f(z) € E}
n Y

pula) (2.11)



definindo a funcao caracteristica sobre E, xg(z), sendo xg(x) =1sex € F e xg(r) =0

se x ¢ E, assim tem-se

o=+ S el () 212

Fazendo o nimero de iteragoes n tender a infinito chega-se p(z) = lim p,(x),
n=—0o0
se o limite existir, descreve o tempo médio que a orbita de um ponto x permanece no

conjunto F.

Uma nogao fundamental para esta parte das defini¢coes e a nocao de medida.

Para tanto, seguem algumas defini¢oes importantes.

Definicao 2.2 Um método de atribuicao de um nimero a cada conjunto fechado de modo

que

(a) o tamanho de qualquer conjunto é um nimero nao negativo

(b) o tamanho da uniao disjunta de um nimero finito ou enumerdvel de conjuntos

€ igual a soma das medidas de cada conjunto.
E dito medida.

As medidas ordinarias que se estd acostumados, como o comprimento em R,
drea em R? e volume em R3, sao chamadas de medidas de Lebesgue quando estende-se a

todos os conjuntos fechados.

Se p é uma medida de Lebesgue e u(E) = 1 entao p é uma medida de
probabilidade. Note que, o conjunto S dos iterados de f, possuem a mesma medida das
pré-imagens de S por f, ou seja, u(f~1(S)) = u(S), sendo S um conjunto fechado. Se p

satisfaz essa propriedade, entao ela é dita uma medida f-invariante.

Definicao 2.3 Uma medida f-invariante p € chamada de medida natural para f se

n—1
p= lim 1 > ofi (), (2.13)
7=1

n—oo N <

para todo x em um conjunto de medida de Lebesque positiva(d, denota a fungdo delta de

Dirac em x).



Definicao 2.4 Diz-se que a medida p € ergodica para f se para todo subconjunto f-

invariante E € F, se verifica que pu(E) =0 ou u(E) = 1.

Passa-se ao teorema Ergodico de Birkhoff cuja demonstracao e enunciado

podem se encontrados em (Thunberg [52])

Teorema 2.3 Considerando um espago de probabilidade (X, F, 1) e uma transformag¢ao
f X — X que preserva a medida p. FEntao, para qualquer fungao ¢ integrdvel, eziste

uma funcao f, integrdvel e f-invariante que verifica as sequintes propriedades:

- para p-quase todo ponto x € X se verifica

1
lim —
n—oo M,

> (@) = £ 214
- Jxpdu = [ fedn

Além disso, se a medida ;1 é ergddica em relagao a f, entao f, é constante

[-q.t.p., em particular

n—1
— lim Z o(f/(x)) = / wdp para p— q.t.px € X (2.15)
n—oo s X

2.4 Mapas Multidimensionais

As analises anteriores indicavam a necessidade de uma tnica entrada(ou
condigdo inicial) ao modelo. J4 um modelo multidimensional traz a necessidade de mais

valores para descrever o estado do modelo.

Assim, um sistema multidimensional num espaco M, com evolucao temporal
discreta, é dada por um mapa f : M — M, tal que x;41 = f(x;), em que x; é um vetor

que agrupa as condicoes necessarias para evoluir o estado do modelo.

O conceito de nimero de Lyapunov e Expoente de Lyapunov pode ser esten-
dido para mapas sobre R™, m > 1. No caso unidimensional, a ideia é medir a taxa de
separacao de pontos proximos ao longo da reta real. Em dimensoes maiores, o comporta-
mento local da dinamica pode variar com a direcao. Pontos inicialmente préximos podem

se afastar em uma direcao, enquanto em outra movem-se juntos.

10



Para um mapa f : R™ — R™, cada érbita possui m nimeros de Lyapunov, os
quais medem a taxa de separacao do ponto atual da érbita ao longo de direcoes ortogonais.
Conforme figura(2.2), apds n iteracoes do mapa f, a esfera centrada em vy evoluird para

um longo e fino elipsoide, ilustrando a ideia anterior.

I

Figura 2.2: Transformacao, apos n iterados de f, do circulo de raio 1 em uma elipse.

Defini¢ao 2.5 Seja f: R™ — R™ um mapa suave, J, = Df"(vy), e, para k = 1,...,m,
Ty o comprimento do k-ésimo maior eizo ortogonal do elipsoide J,N para uma orbita
inicial vo, onde N € a esfera de raio 1. Entao, r}} mede a contragao ou expansao da orbita
de vy durante as n primeiras iteracoes. O k-ésimo numero de Lyapunov de vy € definido
por

Ly, = lim (r})'/, (2.16)

n—o0

se esse limite existir. O k-ésimo expoente de Lyapunov de vy € hy = In Ly.

Como descrito no caso unidimensional, é facil verificar que J, = Df"(vg) =
H?:_Ol D f(v;), ou seja, J,, é o produto das matrizes jacobianas de f aplicadas em x;. Esse
produto pode trazer problemas computacionais nos célculos das iteragoes. Sendo assim,
utiliza-se o algoritmo descrito em Sandri (1996)[41], o qual calcula a expansao das 6rbitas

através do processo de decomposicao QR.
Defini¢ao 2.6 Seja f : R™ — R™ um mapa, m < 1, e {vg, v1,va, ...} uma orbita limitada
de f. A orbita € cadtica se ao menos um numero de Lyapunov é maior que 1, ou seja,
Li(vo) > 1, para algum k =1,...,m. (2.17)
Como no caso unidimensional, busca-se determinar como as orbitas se distri-

buem sobre atratores multidimensionais. Para tanto, tem-se o teorema Multiplicativo de

Oseledec[10].
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Teorema 2.4 (Teorema Multiplicativo de Oseledec) Seja rho uma medida de probabili-
dade no espaco M. Seja f : M — M um mapa que preserva a medida ergodica p. Seja

T : M — matrizes mxm um mapeamento mensurdvel tal que

/ log* || T(x)||p(dx) < oo (2.18)

em que log" u = max(0,logu). Seja Ty, (x) = T(f*Y(x))..T(f(x))T(z). Entio, a menos

de um conjunto de medida p nula, o sequinte limite existe:

lim (T3 (z)T, (z))/*" = A,. (2.19)

n—oo

Os autovalores da matriz A, sao os numeros de Lyapunov relativos ao mapa
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3 DINAMICA HETEROGENEA PARA K
ESPECIES EM 2 CLUSTERS

Neste capitulo, foi descrita a dinamica de uma metapopulacao de n sitios
divididos em 2 clusters, isto é, dois conjuntos de sitios que apresentam alguma diferenca
qualitativa. Para tanto, definiu-se a dinamica local do modelo, a qual esta relacionada
com a evolucao de cada espécie em cada sitio. Tal funcao é responsavel por indicar, a cada
passo de tempo, a densidade das populagoes. A seguir, define-se a dinamica espacialmente
estruturada caracterizando as conexoes entre sitios, indicando as vizinhancas utilizadas,
além da construgao dos dois clusters. Ao final, determinou-se um critério de estabilidade

do estado sincrono para a dinamica.

3.1 Construcao do modelo

Para construgao do modelo, utilizou-se uma quantidade arbitraria de sitios,
os quais foram denotados por n. Para caracterizar os dois conjuntos de sitios que represen-
taram os dois clusters com qualidades diferentes, utilizou-se dois conjuntos identificados
por F={1,2,...r} e G={r+1,7r+2,...,n}. Assim, a quantidade de regides habitadas

em F' é dado por r e o conjunto G terd n — r sitios.

Cada sitio sera habitado por diferentes espécies, cuja quantidade é represen-
tada por k. Considerou-se o mesmo nimero de espécies em cada sitio, de forma a simpli-
ficar o modelo. Indexou-se as espécies por [ e os sitios por j. Sendo assim, a densidade da
espécie [ no sitio j no tempo ¢ é descrita por xf,j, com/=1,..,kej=1,.,n. Representou-

. ’ . /. . t _ t t
se o vetor de densidades das k espécies no sitio j no tempo ¢ por x; = (3:17]-, e a:kj)

Cada espécie possui sua prépria funcao de crescimento responsavel pelos
nascimentos e mortes da fase de reacao a cada passo de tempo. Como uma forma de
organizacao, identificou-se cada funcao escalar de iteracao por f; : R¥ — R para cada
populacdo [ em cada sitio j € F e ¢, : R* — R a funcao que itera a populacao [ em cada
sitio 7 € G. A partir desta diferenciagao, gera-se a heterogeneidade do habitat, ja que

em sitios de clusters diferentes cada espécie evolui segundo sua funcgao especifica naquele
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conjunto. A partir dessas definicoes, é possivel descrever o sistema que evolui cada espécie

do tempo t ao tempo ¢t + 1 em cada sitio j do ambiente como segue,

iyt = hx)), J=12 el=1,2..k (3.1)
ot =g, j=r+lr+2,.n el=1,2,.k

Para atualizar todas as espécies de um dado sitio j do tempo t para o tempo
t + 1, utilizou-se uma aplicacdo vetorial de R¥ em R que itera segundo a aplicacdo
F:RF = RF, F(x!) = (fi(x)), (X)), ..., fu(x})), Vj € F, e a aplicacao G : R¥ — RF,
G(x) = (91(x), g2(x), ..., gr(x)), Vj € G, todas populagoes contidas em cada sitio j do seu

respectivo cluster. Por essa construcao, chega-se entao ao seguinte sistema vetorial para

a dinamica multiespécie.

xit = F(x}), j=12,..,m; (32)
XM =G, j=r+1,r+2,..,n. -
A comunicacao entre sitios vizinhos se dé segundo os movimentos de mi-
gracao, que podem ocorrer por escassez de alimento, busca por parceiros sexuais, entre
outros. Esse processo ocorre em trés fases distintas: saida do sitio de origem, movi-
mentacao ou deslocamento entre sitios, e, finalmente, a colonizacao do sitio de destino
[23]. A migracao nesse modelo foi considerada bem sucedida, ou seja, nao havendo perda
de individuos durante tal processo. Além disso, a dinamica de movimentacao entre regices
habitadas pode ser considerada de duas formas distintas: dependente ou independente da
densidade. A primeira refere-se a uma tendéncia no movimento dos individuos dependente
da quantidade de individuos nos sitios de destino; ja a segunda refere-se a uma movi-
mentacao constante onde uma fracao da populagao deixa seu sitio de origem e distribui-se

igualmente aos sitios da vizinhanca.

Neste trabalho, considera-se um deslocamento entre sitios constante, inde-
pendente da densidade da populagao nos sitios de destino. Desse modo, a cada passo de
tempo, os individuos distribuem-se de forma uniforme na vizinhanga. Como o modelo
descrito apresenta multiplas espécies, em cada local habitado, cada uma delas tem sua

fracao de migracao especifica, ou seja, a quantidade de individuos que migra de cada
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espécie é diferente. As constantes de migracao para cada populacao sao denotadas por

p € [0,1], com [ =1, .., k. Para a construgdo do modelo, utilizaremos a matriz

pr 0 0
0 0

M= 2 (3.3)
0 0 -

Essa descreve a primeira fase do processo de movimentacao, a fase de saida do sitio,
contemplando as diferentes fracoes de migracao. A segunda e terceira fase serao descritas
pela matriz de conexao entre os sitios, a qual carregara a hipdtese da movimentacao
100% bem sucedida, sem perda de individuos no processo de movimentacao e também as

possibilidades de destinos para as fragoes das populagoes que deixam os sitios de origem.

Além de determinar a fracao de individuos de cada espécie [, que sai do sitio
j, deve-se determinar a vizinhanca desses sitios para os quais se distribuira tal fracao. Da
porcao jy; de individuos da espécie [ que deixam o sitio j, a fracao 0 < ¢;; < 1 chega
ao sitio 7. Os elementos ¢;; formam a matriz de conexao C' = [¢; ;| entre os sitios. A
maneira como os n sitios estao conectados diz respeito a topologia da vizinhanca, o que
determinara os valores de ¢; j. Além disso, nao haverd migragao para o préprio sitio, ou

seja, ¢j; = 0.

Para garantir que as transigoes entre sitios sejam bem sucedidas devemos ter,

n

Y ey =1Yi=1.n (3.4)

i=1

A partir das descri¢oes para as fases de movimentagao, segue que a fragao de
. . ’ 7 . . /. . 7, . .- s t
individuos da espécie [, que sai do sitio j para o sitio ¢ ¢ dado por ¢; juz} ;. Acoplando a
movimentacgao a fase de dinamica local, chega-se as equacoes que evoluem cada espécie e

sitio da metapopulagao,

it = (10— ) ilxh) + X cijmfi(xh) + Y cigmaxth),  1=1,.k 1<i<r;
j=1 j=r+1

wp = (1= g (x) + X cijmfixh) + X cijug(xt), =1,k r+1<i<n.
j=1 j=r+1
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Assim, as equacoes que atualizam as densidades das populagoes em cada sitio

para a dinamica da metapopulacao heterogénea sao,

T

X = (1= M)F(x) + 2 iy MF(xt) + 3 e, MG(x), i=1,2, .7
=1

j= j=r+1
X' = - M)G(x) + 3 iy MF(x)) + > ¢i;MG(x)), i=r+1r+2..n
j=1 J=r+l

(3.6)

O primeiro elemento de (3.6) diz respeito a densidade de individuos que
permanece no sitio 7; os outros dois referem-se as contribuigoes vindas dos dois blocos
de sitios, o primeiro sdo de j € F e o segundo de j € G. Sendo X = (x1,X3,...,X,) O
vetor que representa os n sitios, cuja dimensao é nk X 1, segue, entao, o seguinte operador

dinamica local:

P P n-r - (3.7)
X = (x1,X2, ..., X,) = P(X) := (F(x1), ..., F(x), G(X41), ..., G(x,,))

> =

onde P atualiza todos os sitios do tempo ¢t ao tempo ¢t + 1. Da mesma forma, tem-se o

operador migracao descrito por

H :R™ — R™

- o (3.8)
X = (x1,X2, s %) 7 = H(X) 1= Iy — M)X + CMX

onde M = I, ® M = diag(M, M, ..., M), e C = C ® I;. Assim, para cada iteracdo, tem-se

a composicao de H com P,

X = H(P(XY)). (3.9)

3.2 Estado de Sincronia

A partir deste momento, passa-se a verificacao e construcao de um critério

para estabilidade das orbitas, que consideram o momento em que todos os sitios passam a
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oscilar com mesma amplitude, tais érbitas sao chamadas sincronizadas. Como o habitat
considerado no modelo é heterogéneo, espera-se que cada cluster oscile em densidades

distintas, o que leva a uma Orbita de sincronia parcial.

Para iniciar a andlise das solucoes destacadas vamos supor que o sistema

entrou em sincronia, ou seja, pelo menos em cada cluster os sitios oscilam com mesma
T n—r
t Tt D ~ ~
densidade. Seja z' = (x',...,x",y",...,y") a solucao de sincronizacgao parcial, onde x' =

(2, .., 2t) eyt = (¥i,...,yk). O conjunto dos vetores z* forma um subespago vetorial de

R™ o qual chamaremos Sy, e definiremos como segue.

Definicao 3.1 O subespago de sincronizagao parcial com formagao de 2 clusters, sendo
um de tamanho r e outro de tamanho n — r, é denotado por S, € R™, onde

S ={(@,7, . 2,5,0, - 0);x,y € R} (3.10)

Para a construcao de um critério para estabilidade das solugoes sincroniza-
das, devemos determinar como as perturbagoes afetam o comportamento da orbita gerada
por z'. Analisando o espaco gerado pelas solucoes de sincronia, é possivel verificar que,
juntamente com seu conjunto complementar, estes formam uma base para o espaco R".
Assim, pode-se tomar a perturbacao ao espaco de sincronia como um vetor em R"™ e,
entao, este pode ser decomposto em duas componentes, uma pertencente a S, e outra ao
complemento ortogonal de Sy, o qual denotaremos por Si- (figura 3.1). Assim, a andlise
do comportamento da perturbacio pode se restringir & evolugio na diregao de Si-. Com
isso, deve-se determinar uma base para Sy e Si, de modo a utilizar o teorema da de-
composigao ortogonal e verificar o comportamento dessa perturbacao em cada subespaco

separadamente.

Para garantir a existéncia de uma dérbita sincronizada, deve-se impor algumas
restricoes sobre a matriz de conexao C'. A primeira diz respeito a uma restricao sobre a

soma nas linhas, onde

T n
dYci=a, Y =0, i=1,2,...,r;
=1 :

- e (3.11)
Eci,j:% > Gj=0, i=r+1Lr+2 ..,n.
j=1 j=r+1
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S+

Perturbagao Perturbacio
Transversal

S

Perturbagao
Paralela

Figura 3.1: Mudanca de referencial para o espago de sincronia e decomposicao da per-
turbagao €.

A segunda é referente & invariancia de C' sobre o subespaco transversal Si-,

devemos impor uma restricao sobre as somas nas colunas, como segue

Z:lci,j =da, 'Zﬂci,j =7, g=1,2,..r;

T T (3.12)
Sep=0, Y ;=90 j=r+1L,r+2,..,n

=1 i=r+1

para o, 3, 7,0 >0,onde o’ +9' =1e ' + 0 = 1.

Considerando as hipdteses sobre C, e substituindo em (3.6) a solugao sincro-

nizada, tem-se

X = (I = M)F(x') + 32 ci yu MF(x') + >0 ciuMG(y'), i=1,2,....m;
=1

Y = (L= M)G(y!) + 3 ey ME(x) + 3 ey, MG(y!), i=r+1r+2,.n.
j=1 j=r+1
(3.13)

Logo de (3.11)

xT = (I, - M)F(x') + aMF(x") + BMG(y"), i=1,2,...,7;

(3.14)
¥+ = (I — M)G(y) + A ME () + SMG(y), i=r+1r+2 .0,
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Essas equacoes geram as orbitas sincronizadas, indicando que o sistema ao

sincronizar funciona como um sistema resumido de 2k equagoes.

Para explicitarmos a base de Sy, vamos utilizar um exemplo simples, conside-
rando 2 espécies distribuidas em 5 sitios com a caracterizagao dos clusters descritas ante-
riormente, com r = 3, assim os dois conjuntos de sitios serdo F' = {1,2,3} e G = {4,5}. A
partir das definigoes anteriores, a solu¢ao sincrona z é descrita por 2! = {x*, x", x*, y', y'},

onde x* = {ay,as} e y' = {b1,b2}. Segue entao,

1
]
1
]
1
]
1
]
1
1
J/

a1
a2

3]
r(ClusterF")

+as +b1 +b2

7\

n —r(ClusterQG)

I
1

S

[\
) O‘O o‘o )—“O »—‘O —
) Q‘O O‘»—t o‘»—n O‘»— )

I
L
I
L
I
I
L
N

\
{
{
\

<
=
<
N
g
=
S
N

(3.15)

Com isso, uma base para Sy é dada por Bg = [v1, v, wq, ws].

Para generalizar essa ideia para o caso de k espécies, parte-se de um modelo
para uma unica espécie com 2 clusteres e a divisao de sitios desejada. Opera-se, entao,
via produto de Kronecker com a matriz identidade de ordem igual ao ntimero de espécies
em cada sitio. De modo a ilustrar essa ideia, volta-se ao caso comentado acima, sendo A
a matriz que representa os vetores da base para S;. Fazendo o produto de Kronecker de

A por I, R = A® I, segue entao

19



10

10
1
R=1101|®
0

0 1

01
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S =R | O = O Ol oo o
_ o= O O O o oo o©

(3.16)

Pode-se perceber que as colunas da matriz R sao exatamente os vetores

da base de S, portanto as colunas de R geram o espago de sincronia para o caso

de duas espécies. Ao realizarmos essa operagao para o caso de k espécies, teremos

Bg

k

é representado por um bloco k£ x 1. Assim,

Vv =

= [v1, ..., Uk, W1, ..., wg] como uma base do espago de sincronia Si, onde cada sitio

(3.17)

onde o indice [ indica a posi¢cao no bloco representante de cada sitio, a qual serd nao nula.

Da mesma forma, pode-se descrever os vetores w referentes ao outro bloco de sitios.

Os elementos da base de S;-, denotada por B St podem ser descritos também

como produto de Kronecker da base Si- pela matriz I,. Tomando como base o exemplo

acima Sy ¢ descrito por



[ 1 0l=1 0|0 o ]
0 -1/ 0 —1]0 o0
i - 1 0ol0 o000 o0
1 -1 0
0O 1]/0 0]0 o0
1 0 0
10 0O 0|1 0]0 o0
R=|0 1 0 |® - (3.18)
01 0o 0olo0 1]0 o0
0 0 -1
0 0|0 0/]-1 0
0 0 1
- - 0 0l0 0]0 -1
O 0l0 0|1 o0
0 00 o]0 1 |

Os vetores naturalmente ortogonais aos elementos de Bg, serao descritos da

seguinte forma

T O T R R O
0 —1 0 -1 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

3 3 ’ ) 3 y (319)
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 —1 0
0 0 0 0 0 -1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

L 4 L 4 L 4 L 4 L 4 L i

Y11 V2.1 P12 P22 w1,1 w21

Assim, a base para S serd dada pelos vetores 1y ; ortogonais aos vetores v;

e wy,; ortogonais aos vetores w;. De maneira geral #Bg1 = k(n — 2), segue que

BSkL = [wl,b ¢2,1, sy wk,la w1,27 ¢2,2> teey wk’,Qa sy ¢1,r71, ¢2,T*17 ceey wk,rfla

W11, W15 oy WE1,W1,2,W22, ooy WE 2, ooy W1 n—r—1, W2 n—r—1; -+ wk,nfrfl]

(3.20)
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Para, de certa forma, ordenar os vetores de BSkL vamos definir a seguinte

fungao de enumeracao,

o) k(j — 1)+ 1, para os vetores ¢, ; coml =1..kej=1,..,r—1;
J) =
k(r—1)+k(j — 1)+, para os vetores w;; coml=1..kej=1,...n—r—1;

(3.21)

A partir de agora, serao demostrados alguns resultados que ajudaram na
construcao do critério de estabilidade do estado de sincronizagao. Esses resultados indicam
a relacao da dinamica de uma tunica espécie e o casos de k espécies, generalizando o

resultado de [43].

Lema 3.1 Suponha que Cy,,, satisfaca (3.11) e (3.12). Entdo Sy e Si- sdo C-invariantes
e existe uma base de R™ na qual C' admite uma decomposicao por blocos da forma C =
C D C’, com
. a .
C= e C= [a.mz)(l,j)] (322)
v 0

onde os elementos a. g ;) sao descritos paral=1,...k, j=1,..,r—1

Arplg) = —Cr+1,1 T Cry1j+1, T=1,..,r—1 (3.23)
Arplg) = —Cri21 T Cry2j41, T=T, ;N —1 =2
paral=1,...k, 7=1,..n—r—1
Urg(ly) = ~Crilrtl T Crprrjrs, 7= 1.1 =1 (3.24)
Ur(lj) = —Cri2041 F Craoptjrl, T=T,.,0n—1T —2;

Demonstragao: Sendo os vetores das bases de S; e Si semelhantes aos descritos nos
exemplos anteriores, mostrar-se-a que os vetores da base desses dois subespacos sao ma-

peados por C em S; e Si, respectivamente, obtendo a invariancia desses subespagos sobre
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C'. Assim, seja Bg, = {v,w}, temos

1 r Q
> C2,j
1 J=1 o

Cv="C = 7 = = av + yw;
0 > Cril ¥
j=1
0 r ot
Z Cr42,5
=1
0 i, : ol
> Cn,j
j=1 i

(3.25)

Da mesma forma, aplicando ao outro vetor de Bg,, chegamos a Cw = fv+dw.

Com isso, temos S; C-invariante.

A partir de (3.20) temos que a base de Si- ¢ dada por

-BSkL = [¢17¢27 "'7¢7’—17w17w27 "'7wn—7‘—1]

para os vetores v;

Cj = a1 + ahy + ... + ap—1)Vr—1 + Qw1 + .. + Ap_oWn_r_1

0 que gera o seguinte sistema:

( r—1
— > a; = —cia+cCjm
i=1
a1 = —Ci1+Cijp =2,
n—2
— Y. a; = —Ci11+ G141
1=
L Ai—1 = —Ci421 T Ciy244+1 T=T,.., (” - 2)
r—1
=2, —CitCijp1 = —ciitciin
i=1
— > —Cit21 + Cit2i+1 = —Cri11 + Cri1jt1
=7
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(3.27)

(3.28)

(3.29)



T I
d.C1 = Y Cigp =
=1 =1

= n “n (3.30)
Z Ci1 = Z Cij+1 = Y
i=r+1 1=r+1

agora para os vetores wj, segue o seguinte sistema

( r—1
= Qit(r—1) = —Clpt1+ Clrtjtl
i=1
ai+(7’—1) = —Cir4+1 + Cir4j+1 1= 2, ., T 331
n—2 ( . )
-3 Air(r—1) = —Crilpr+l T Crglprtj+l
i=r
{ Qit(r—1) = —Cij2o4+1 + Cigorrjyr L =1,..,(n —2)
r—1
Y Cirt1 — Cirtjr1l = —Clpp1 + Clrijti
i=1
n—2 (332)
Y Citort1 — Cigartjil = —Critiptl + Critrtjtt
i=r
T T
/
D Ciptl = D Cippjr1 = f
=1 =1 (3.33)
— _ /
D2 Cirtl = ) Cipgjy1 = O
i=r+1 i=r+1

Segue de (3.30) e (3.33) que existem constantes a,, tais que C' pode ser escrito
como combinacao dos vetores da base de Bg.. Logo, Si é C-invariante. Sendo Si o
complemento ortogonal de S;, ambos sao subespacos de R”, pelo teorema da decomposicao
ortogonal segue R" = S, @ Si-. Sendo assim, Bg, e Bt formam uma base para R". Logo,
pela invariancia de C sobre S; e Si, temos que [C]p, onde B = Bg, U Bg., possui uma
decomposigao em blocos diagonal descrito por [C]p = [C]p,, @ [C]p, e sendo C' = [C] Bs,

eC = [C]lei' Por (3.25),

o I (3.34)

v 0

E de (3.28) a (3.33) segue que, para j =1,...,r — 1
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Arp(j) = —Cr1,1 T Cry1j41, T=1,..,r—1

(3.35)
Urg(j) = —Cri21 Tt Crizjyl, T=To0n =1 =2
paraj=1,...,n—7r—1
Arg(j) = —Crilpt+1 T Crprppjrt, T=1,..,1r—=1; (3.36)
Urg(j) = —Cri2r4l T Crozpijil, T =T, =1 =2
| ]

A partir desse resultado, pode-se perceber que a matriz de conexao pode ser
decomposta em dois operadores, os quais agem separadamente em cada subespaco. O re-
sultado a seguir mostra que é possivel expandir esta caracteristica para o caso de multiplas

espécies, em que C' é uma matriz esparsa, a qual provém do produto de Kronecker C' ® Ij.

Lema 3.2 Suponha que C,y, satisfaca (3.11) e (3.12). Seja C = C ® I.. Entdo Sy e
Sik sdo C-invariantes e existe uma base de R™ na qual C' admite wma decomposicio por
blocos da forma

C=CoL)® (eI (3.37)

onde C e C sio as matrizes descritas no Lema (3.1).

Demonstracgao:

Como mostrado nos exemplos, é possivel construir as bases Bg, e BSkL a

partir da base de S; e Si, respectivamente.

Sendo Q a matriz mudanca de base, da base canonica para a base B de R",
no caso de tnica espécie, temos que Qp = Q ® I, assim Q3' = (Q® ;) = Q7' ® ;.

Segue que,

Q5'CQs = (Q'®I)(CRL)Q® I (3.38)
= (Q'CeL)(Q®I) (3.39)
= (Q'CQ® L) (3.40)
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Pelo Lema (3.1) observa-se que Q7'C'Q = C & C, segue entao

Q5 CQs=CaC)0 L, =(CoIL)® ([CeI) (3.41)

Como se estd interessado na estabilidade da solucao sincronizada, deve-se
linearizar o sistema (3.6) em torno desta érbita. Sendo o vetor perturbagao decomposto
sobre Sy, e Sit, seria natural analisar o comportamento da dindmica linearizada sobre cada

subespaco separadamente. Assim, o resultado que segue mostra que o Jacobiano

pode ser decomposto em blocos, de modo que opere em cada um dos subespagos separa-

damente.

Teorema 3.1 Sejam F,G : R* — RF, funcdes suaves e Chyy, a matriz de dispersao

satisfazendo (3.11) e (3.12). Defina F : R™ — R" wiag F(X) = (L. — M)P(X) +

CMP(X), onde M = I, @M = diag(M, M, ..., M), M = diag(p, pi2, .., ix), C = CR1I} e
~—_———

n vezes

P(X) = P(x1,%X2,....,%x,) = (F(x1), ..., F(%,), G(Xy41), -, G(X2)), x; ERF, 5 =1,2,...,n.
Existe uma base B de R™, da forma B = BSkUBSkL, onde Bg, e lei_ sao bases apropriadas
de Sy, e Si-, respectivamente, tal que a matriz jacobiana J(z) = DF(2) calculada em um

ponto z = (x,x, .., 2,Y,Y, ....,y) € Sk admite uma decomposi¢ao por blocos da forma

J(2) = [ (2)]ss, ® [J(2)], (3.43)
onde
[J(2)]8s, = [1s — (I = C) ® M]diag(DF (x), DG(y)) (3.44)

()], = kw2 — (In—2 — C) ® M]diag(DF (v), ..., DF (z), DG(y), .., DG(y)) (3.45)

k

onde C' e C' sio descritas no Lema (3.1).
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Demonstragao: Pelo Lema (3.2) tem-se a invariancia de C' sobre Sy, e Si,

assim falta mostrar a invariancia de DP(z) sobre ambos subespagos.

Para tanto, aplica-se DP(z) nos vetores da base de Sk,

B 7] )

flj
f2j

i

DP(Z)Uj = flj = (fljU1 + fQjUQ + ...+ fijk> € Sk, (346)
fQj

os r primeiros blocos serao (fi;, faj, ..., fx;) onde (fi;) é a derivada da funcéo f; em relacao
a variavel j. Aplicando DP(z) aos vetores w;, obtém-se os n — r blocos representantes do

cluster G nao nulos, o que gerara

DP(z).wl = (gljwl + go;wo + ... + gkjwk) € Sk, (347)

onde (g;;) ¢ a derivada da fungao g; em relagao a varidvel j.

Os resultados acima implicam DP(z) invariante sobre Sy. Pelas assertivas

demostradas até entao, segue que Sy é J(z)-invariante.

Passamos a verificagao de (3.44). Sejam V = [v1,v9,...,0] =0 @ [ e W =
[wy, wa, ..., w] = w ® I}, onde [v,w] correspondem aos vetores da base de Sy, além disso,

temos v@M = (I, @M)(v@ 1) = (I[,@M)VeweM = (I, M)(w® 1) = (I, M)WV.

Ju = [I — (I, — C) ® M|DPv,
= [Lix — (In — C) @ M](fij01 + fojva + ... + fijv)

(3.48)

onde
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h ] [
J2j 2
(fljvl + fzjl)g + ...+ fkjvk) = [Ul Vg ... Uk] : =V . (349)
| fkj ] L fkj ]

segue entao, ? =[fy foj - Sus]"

(0@ L) — (L @ M)(v e I) + (C & M)(va )] f
(0@ L) — (v@ M)+ (Co® M) f
— (0@ L) — (v® M)+ ((av+~w) @ M) f (3.50)
(0 ® 1) — (1= a)(v ® M) + (yw © M)| f

(v ® L) — (1 - a)(

ve I, ) (I, ® M)(v @ Iy) + 41, ® M)(w ® I)] |

E facil ver que, ao aplicar-se aos outros vetores vy, ..., vy a diferenca fica no
vetor 7, o que formard J(F). De forma andloga, ao aplicar-se o jacobiano do sistema da

dinamica em wy, segue que

Jw; = [(w® L) — (1 = 0)(I, @ M)(w @ L) + B(L, @ M)(v® I)] g (3.51)
e a variacao dos vetores wy, ..., wg, gera J(QG).

Assim, a matriz [J]g, a partir dos resultados acima, é dada por

Sk

e, = [ = (1= a)M]J(F) M J(G) (3.52)
TMJ(F) [ —(1-0)M]J(G)

O que verifica C' e [D(P(2))] s, -

Passa-se, entao, a verificacao de (3.45). Aplicando 1/;; no jacobiano do sis-

tema, tem-se

J; = [ — (I, — C) ® M]DPiy; (3.53)
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Segue que

%
DPij =l - diglfs (3.54)
onde (v; ® Iy) = [Y1; ... Ui,l;
Como mostrado no Lema (3.1) e (3.2), tem-se que (C'® I;)(v; ® I;) é escrito

como combinagao linear dos vetores da base de B St logo no caso particular de k = 1 segue

que Cv; pode ser escrito como combinacao da base Bg1 = (V15 ooy Uy, Wy eeey W1 )

assim
Cvj = ¢ 01 + Cojvs + .o + Cro1jUr—1 + CrjWi1 + oo + G2 jWn_r_1 (3.55)
Como (C ® I;)(v; ® I),) = Cv; ® I, segue que
C'Uj X Ik = (El,jvl + 520'1)2 + ...+ 57*71,]'@7"71 + 67-’]' +wy + ... + 5n,2’jwn,r,1) & Ik

= C1;(n1 @ L) + C2,(va @ Ii) + ... + Crog j (1 @ Ii)+

Crj(w1 @ Ii) + Crpnj(we @ Ik) + oo + Cng j(Wn—r—1 ® Iy)
= Ci[ia. Wkl + Cojlr2 o] + oo Eroa 1 ]+
1ee-Wi1] + Gy jlwr g Wia] + oo+ Cpma Wi n—r 1. Win—r—1]

(3.56)

Er,j [W1

De (3.53)

Tons = [k — (L M)][r; . Gl f + (Lo ® M)(C @ L)[ry - taslf;  (3.57)

Para os vetores w; ; tem-se

Jwij = [Tk — (In @ M)][wr; - wis]g; + (I, @ M)(C® I)wi; ... wiylg  (3.58)

Segue entao, de (3.57) e (3.58) Jiy; e Juw;; sdo combinacoes lineares dos

vetores da base Bsé_, 0 que gerard uma matriz em blocos como segue,
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Al,l Bl,2 e Bl,n—2
[J] BQ,l AZ,Q e B2,n—2
BSkL -
Bn—2,1 Bn—2,2 e An—2,n—2

(3.59)

onde A, . = [a;] e Brj = [bi;] sdo blocos de dimensao k x k, onde as entradas

desses blocos sao, paraT=1,...,7r — 1

paraT=r71,..,n— 2

ai,j

bj

Fica claro, entdo, que a matriz [D(P)]|p

= [(1 - :ul) + 6TyT/JLl]fl,j
= Criufi;

= [(1 =)+ Crrulg;

= Crfug

1
5%

7\

é dada por

r — 1 blocos

n —r — 1 blocos

(3.60)

(3.61)

(3.62)

Com os resultados acima é possivel obter um critério sobre as perturbacoes

impostas em cada subespago separadamente. Segue, entao, o seguinte teorema que impli-

card no critério de estabilidade das solucoes sincronizadas.

Teorema 3.2 Sejam F, G : R — RF, funcédes suaves e Cy,, a matriz de dispersao satis-

fazendo (3.11) e (3.12). Considere o sistema dindmico discreto que descreve a evolugao
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temporal da metapopulacao heterogénea com r sitios com dinamica local descrita pela

funcao F e n —r sitios com dinamica local dada por G,

X* = F(XY = (Iyy — M)P(X") + CMP(X"), t=0,1,2,... (3.63)

Seja Ag, um atrator em Sy e p uma medida F—invariante ergodica com
suporte em Ag, , entao o nimero de Lyapunov transversal e paralelo de uma orbita sobre

As, sao p—q.t.p. constante e sao dadas, respectivamente, por

Li= lim (], (7, (772 ], (O (3.64)
Ly = lim [|[J]gg, (7 (7). [, (O] (3.65)

Demonstragao: Sendo z = (7, z, ..., 2,%, 4, ..., §) com z,y € R* uma solugao em z € Sy,
denota-se [z]p =z = (x,y,0, ..., 0).

Tomemos uma perturbagao { = (€1, €, ..., €,) sobre z, com €; = (€14, €2, ..., €k j),

j=1,..,n. Assim o vetor perturbado é dado por,

Ai=z+E&= X +e,y +e,63 .. 6) (3.66)

Avaliando [J]5(z), e pela expansao linear do sistema (3.6), chega-se ao se-

guinte sistema iterativo,

Avpr = [J]B(2) A (3.67)

Sendo [J]p descrita em blocos, pode-se analisar cada um dos operadores
separadamente e, entdo, analisar a perturbacio em S; e em Si individualmente. Como
perturbacgoes em Sy permanecerao em Sy, entao deve-se analisar se perturbacoes no espago

transversal tenderao a zero.

Restringimos o sistema (3.67) como segue,

31



Aver = [J]s,, (2)A, (3.68)

Sk

Sendo Ay a perturbagao inicial, tem-se

Ay =[J]s,, (278, (Zt_Q)---[J]BSkL (2”)Ag (3.69)

k k

Dessa forma, a perturbacao tenderd a zero se, e somente se

Hm || Ty 1o Tol|7 < 1, (3.70)
T—r00

onde Y, = [J]p_, (z7) para T =1,2,....
k

Sejam Ag o atrator sobre S e p uma medida F—invariante com suporte em Ag,
onde F : R" — R™ ¢ a aplicacao descrevendo a dinamica de metapopulacao heterogénea
descrita em (3.6). Pode-se,entao, calcular a taxa de crescimento médio das pertubagoes
paralelas e transversais para a trajetoria de sincronia parcial sobre Ag, respectivamente

pelo que se chamara nimero de Lyapunov transversal, dado por

o @ O, (2772) ], ()], (3.71)

e o numero de Lyapunov paralelo,

Ly = lim |[J]gg, (27 )] sg, (2772 g, (2°)]7 (3.72)

O teorema de Oseledec’s [10] pode ser usado a fim de garantir a existéncia
dos limites acima para todas as orbitas em Ag, exceto para um conjunto de medida p
nula. Assumindo ainda que p é ergddica, os ntimeros de Lyapunov L, e L, sao p-em

quase todo lugar constantes. [
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3.3 Conclusao

Neste primeiro modelo, obteve-se uma dinamica metapopulacional para multiplas
espécies em um ambiente heterogéneo. Foi possivel, com base no modelo de uma tnica
espécie, descrever as bases e os espacos das solucoes de sincronia para o caso especifico
de dois clusters. Mostrou-se que é possivel expandir as matrizes de conexao a partir de
um modelo simples com uma unica espécie, para um caso mais geral de varias espécies
através do produto de Kronecker. As propriedades deste produto tornaram possivel a
decomposicao em blocos das matrizes de conexao e por consequéncia a decomposicao do

Jacobiano do sistema.

Os teoremas 3.1 e 3.2 trouxeram ferramentas importantes no cédlculo do
nimero de Lyapunov. Com o método descrito nos resultados obtidos, é possivel veri-
ficar a estabilidade das drbitas sincronizadas. Pode-se concluir que, dada uma orbita
referente aos n sitios do habitat, ela sera dita sincronizada se L, < 1, caso contrario sera

dita assincrona.

Os resultados mostram que, diferente do caso de uma tinica espécie, o calculo
do nimero de Lyapunov é mais complexo em um olhar computacional, pois este carrega
todas as informacoes tanto do jacobiano do sistema como das matrizes de conexao. Nao ha
uma divisao da expressao que calcula o nimero de Lyapunov, como no caso de uma tnica
espécie, o qual é possivel decompo-lo em uma parte referente a rede e outra dependente

da dinamica local.

Com tudo, chegou-se ao objetivo deste primeiro capitulo encontrando um
método para o célculo do nimero de Lyapunov para o modelo de k espécies em ambiente
heterogéneo com formacao de 2 clusters. Isso generaliza, em parte, os modelos ja existentes

na literatura.
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4 SIMULACOES NUMERICAS PARA
DINAMICA DE DOIS CLUSTER

Neste capitulo realizou-se simulagoes das dinamicas locais e espacialmente
estruturada, utilizando um modelo de competigao, com o intuito de ilustrar os resultados
obtidos anteriormente. Na primeira secao, apresentou-se um estudo da dinamica local,
com a apresentacao de seus pontos de equilibrio, estabilidade e influéncia dos parametros
no modelo. Na secao seguinte, distribuiu-se a populacao em 40 sitios, divididos em dois
grupos que caracterizam os clusters, onde foi verificado a influéncia do espago na estabi-
lidade dos equilibrios locais. Além disso, explorou-se os critérios de estabilidade descritos

no capitulo anterior.

Para ilustrar os resultados numéricos obtidos, foram utilizados os seguintes
graficos: grdficos espago-tempo, onde os sitios foram representados no eixo vertical e a
evolucao temporal destes é descrito no eixo horizontal, as simulagoes foram feitas consi-
derando 10000 iteracoes e plotadas as 30 ou 50 ultimas; grdficos densidade-espaco, onde
a densidade de cada sitio foi representada no eixo vertical e os sitios no eixo horizontal.
Esse grafico facilita a percepcao de sincronizacao parcial que, as vezes, nao fica clara nos

graficos espaco-tempo; séries temporais; diagramas do espaco de fase.

4.1 Modelo Local de Competicao

Para ilustrar a dinamica local de multiplas espécies, utilizou-se um modelo
de competicao do tipo Lotka-Volterra. Esta abordagem para o estudo de competicoes
surgiu nos trabalho separados de Alfred J. Lotka(1925) e Vito Volterra(1926). Para que
o conjunto de equagoes, descritos nestes trabalhos, tenha aplicacdo em nosso modelo,
utilizou-se a adaptagao proposta em [32], onde as equagoes diferenciais sao discretizadas
em um sistema de equacoes a diferencas. Deste modo, as espécies evolvidas seguem uma
fase de reacao tipo Ricker, em que a taxa de crescimento é exponencial e dependente
da densidade, apresentando um limitante para o crescimento. Com intuito de acoplar
a competicao ao modelo, foi utilizado um fator de depreciagao exponencial. O modelo

afeta negativamente ambas as espécies envolvidas, sendo que, na auséncia de uma delas,
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a outra permanece seguindo a dinamica Ricker. Com isso, obteve-se o seguinte sistema

de equacoes a diferencas acopladas:

ol = pteri(l—zh)—fuy
(4.1)

t+1 t ro(1—yt)—Baxt

Y ye

onde 71 e ry sdo as taxas de crescimento das populacoes 1 e 2, respectivamente. E 5, e

By coeficientes de competicao de cada populacgao.

Jiang e Rogers [26], apresentam uma simplificagdo do modelo acima onde
considera-se o caso simétrico, ou seja, as taxas de crescimento r; e ro sao iguais e da
mesma forma os coeficientes de competicao [3; e B também sao considerados iguais. Ja
Ayala,et. al.[3] fizeram algumas adaptagoes ao modelo inicial Lotka-Volterra, e aplicados

a estudos laboratoriais com a utilizacao de espécies de Drosophila.

O sistema (4.1) possui uma rica estrutura dinamica, apresentando solugoes
estaveis, periddicas e regioes de caos (Figura 4.1). Para determinar os pontos de equilibrio

e analisar as possibilidades da dinamica, serd utilizado o método descrito em [35].

Resolvendo o seguinte sistema

7T = men(1-T)-5y
4.2
?7 = yeTQ(l_g)_f&f ( )
Chega-se aos seguintes pontos de equilibrios:
b1 = g = ) 0)
p2 = (Z2,52) = (1,0); (43)

1);

(71, 91)
(%2, 92)
ps = (Z3,93) =
| 1 = (T4, 74) :125;1 o )

AAAA

Para uma andlise detalhada do modelo, utilizou-se o método Jury [35] como
uma ferramenta para andlise de estabilidade dos pontos de equilibrio. Partindo do po-

lindmio caracteristico do sistema p(A\) = A2 — BA+ 7, onde ~ é o determinante e 3 o trago
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Espécie 1 : t Espécie 1

Série Temporal - Espécie 2

(b)rl = 27 T2 = 2787 61 = 62 =1 (C)rl = 27 T2
(d)?"l = 2, o = 3,8, ﬁl = 52 =1. (e)rl = 3,7, T
3a37 ) :378a 61 :62 =1.
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do jacobiano do sistema. Podemos, entao resumir o método por

2>1+~v> 0]

O ponto de equilibrio (71, 7;1) = (0, 0) é sempre instavel para quaisquer valores
dos parametros. Os pontos (Z2,72) = (1,0) e (Z3,73) = (0,1), os quais representam

quando uma das espécies vence, sao estaveis para

o (Zy,72) = (1,0) é estavel se By > 19,2 >711 >0

o (73,73) = (0,1) é estdvel se B; > 11, 2> 15 >0

Quando os valores dos parametros encontram-se dentro da regiao de estabili-
dade para um destes dois pontos de equilibrio, a espécie vencedora segue o comportamento
descrito pela dinamica Ricker. Um estudo detalhado desta dinamica e outras dinamicas

locais para um tnica espécie pode ser encontrados em ([33], [34]).

O ponto de equilibrio de coexisténcia (Z4,9s) é estdvel quando as duas desi-
gualdades para o equilibrio dos pontos (0,1) e (1,0) nao sao satisfeitas, ou seja, r; > [
e ryg > (. Além dessa restricao de estabilidade, obteve-se, através de algumas anélises
numéricas, a condicao 2 > ry,r, para o equilibrio de coexisténcia, sempre que 2 > 31, 5s.

Se r; ou ry supera o valor 2 ha o surgimento de érbitas periddicas e cadticas.

A figura 4.2 descreve as regioes limites entre os comportamentos apresentados
pela dinamica local, evidenciando as regioes dos parametros onde surgem érbitas estaveis,
ciclicas e cadticas. A parte em amarelo representa a estabilidade dos pontos de equilibrio
de coexisténcia e pontos de equilibrio onde uma das espécies vence. Considerando a regiao
retangular (0,2) x (0,2), os limites I e I sdo fronteiras de bifurcacgdo, a fronteira I é
gerada pelos valores dos parametros (5, e (52, os quais funcionam como parametros de
bifurcagao. A fronteira I marca a mudanca de estabilidade entre os pontos (1,0) e (0, 1),
ou seja, uma alternancia entre as espécies vencedoras. Ja as fronteiras indexadas por 117,
representam a alteracao de equilibrio entre os pontos, onde uma das espécies vence e o
ponto de equilibrio de coexisténcia. As bifurcacoes destacadas sao bifurcacoes tipo Flip.
A regiao em vermelho representa solugoes periddicas de periodo 2", sendo os valores r; no

intervalo (2,2,694), onde novamente os valores de ; e 2 marcam a mudanga da regiao
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Figura 4.2: Mapa dos valores dos parametros r; e ry para as regioes de estabili-
dade(amarelo), ciclos periddicos(verde) e caos(vermelho).

de instabilidade dos pontos (1,0) e (0, 1) para a regiao de instabilidade de coexisténcia. A
regiao cadtica(area em verde) ocorre para os pontos (1,0) e (0,1) sempre que r; > 2,694;

ja para o ponto de coexisténcia ha uma dependéncia direta dos valores de 3; e [s.

As simulagbes mostraram que variacoes nos valores dos parametros 31 e (32
alteram o tamanho da regiao de estabilidade. A medida que os fatores de competicao
aproximam-se de 2, a regiao de estabilidade do ponto de coexisténcia diminui até desapa-
recer, sobrando somente regices periddicas e cadticas. Assim, se [3; e o sao maiores que
2, o ponto de coexisténcia s6 apresenta comportamentos ciclicos, nao existindo regiao de
estabilidade para esse ponto. Essas alteragoes se mantém ao fazer 31 e 5 assumir valores
acima de 2,694. A regiao de 6rbitas periddicas é eliminada, sobrando somente a area dos
parametros que geram orbitas cadticas. Conforme a figura 4.3, quando uma das espécies
vence, é possivel perceber que nao hé alteracoes na dinamica ao variarmos os parametros
de bifurcacao, ou seja, é possivel encontrar todas as solucoes descritas até agora. Ja na

regiao de coexisténcia, as mudangas dos valores de bifurcacao tém grande influéncia.
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(a) (b) (c)

Nimero de Lyapunov

Numero de Lyapunov

Numero de Lyapunov

Figura 4.3: Numero de Lyapunov da dinamica local, as fronteiras de bifurcacao sao [3;
em vermelho e By em azul: (a) By = 1,2 e B =0,7; (b) 1 =2,2¢ P = 2;
(C)ﬁl =2,695¢e oy =2,7

4.2 Modelo de dois Clusters

Nesta secao, analisaram-se algumas simulagoes para o modelo metapopula-
cional heterogéneo com a formagao de dois clusters, ou seja, dois conjuntos de sitios com
caracteristicas distintas. O modelo de competicao foi utilizado aqui para representar os
osciladores locais. Assim, a diferenca entre clusters foi atribuida a taxa de reproducao
intrinseca de cada espécie, considerando valores fixos dos fatores de competicao. Com
isso, todas as regides descritas pelo modelo foram contempladas, ou seja, foi possivel atri-
buir valores dos parametros que geram solucgoes estaveis, ciclicas e cadticas. As espécies
competidoras foram distribuidas em 40 sitios divididos em dois grupos F e G. As equagoes

locais no cluster F foram descritas por

P — xterf(l—mt)—ﬂfyt;
F t F ot (44)
yt+1 — yte7’2 (1-y")—-B3 ’
no cluster G por
o — ‘,L,terlc(lfxt)fﬁlcyt;
G t G .t (45)
yt—l-l — yt€r2 (1-y")—-B5z ’
onde os parametros rf, r& BF BY representam as taxas de reproducio e fatores de com-

peticao das espécies, i = 1,2, no cluster F e G. A heterogeneidade de cada grupo de
sitios estara vinculada aos parametros da dinamica local, os quais foram descritos de
forma distinta de um cluster para outro. As condic¢oes iniciais do modelo foram tomadas
por perturbacoes de uma solugao sincronizada, de modo a analisar sua estabilidade e o

comportamento das érbitas ao longo do tempo.
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A dinamica local apresentou 3 pontos de equilibrio estaveis, portanto as si-
mulagoes foram realizadas com o objetivo de contemplar estes trés casos. Dividiu-se,
entao, a apresentacao das simulagoes em duas partes, um primeiro relativo ao equilibrio

de coexisténcia e o segundo aos equilibrios onde uma das espécies persiste.

Para a caracterizacao completa do modelo metapopulacional, é necessario
descrever a forma de conexao entre os sitios. Neste trabalho, consideraram-se trés tipos
de vizinhanga:(i) Conexao Global, (ii) Conexao Bipartida e (iii) Conexao Ponderada. Em
(i) todos os sitios estao conectados, assim, da fracdo p de individuos que sai de cada sitio,
a fragdo 1/(n—1) é deslocada para os demais sitios. A conexao (ii) indica que sitios de um
mesmo cluster nao estao conectados, ou seja, a migracao ocorre somente entre fragmentos
de clusters distintos. Para (iii) é considerada uma tendéncia de fluxo regida por um fator
K, se k > 1, ha uma migracao maior para sitios do mesmo cluster, se k < 1, a migracao

ocorre mais para sitios de clusters diferentes.

4.2.0.1 Conexao Global

A conexao global apresenta todos os sitios ligados. Desta forma os individuos
podem migrar para qualquer sitio da metapopulagao a cada passo de tempo [52]. Para
exemplificar as entradas deste tipo de matriz de conexao, utilizou-se de um caso simples,
onde o cluster F apresenta 5 sitios e o cluster G 3 sitios. Assim, a matriz global é dada

por

[0 1 1 1 1|1 1 1]

vTorT T T|\7 7 7
1 g L 1 1)1 1 1
7 T T\ 7 7T 7
11 g L 11 1 1
T 7 ToT |7 7T 7
111 g 1)1 1 1
TT 7 TV o7 7

C = (4.6)

111 1 g1 11
ToT 7T 7 T 7T 7
111 1 1] 1 1
Tor v T 7 T 7
1111 1]1 (g 1
TorT 7T 7T T|7 7
111 1 1|1 1 g
|\ 7 7 7 7 7|7 7 Y|

=~
@)



No caso de n sitios, as entradas diferentes de zero da matriz de conexao global
sao ﬁ E facil verificar que esta matriz C' satisfaz as hipoteses do Lema 3.1, sendo assim

C pode ser decomposta em blocos conforme equagao 3.22, gerando C = —ﬁ[ :

Substituindo C' na equacio 3.45 do Teorema 3.1 chega-se ao seguinte jacobi-

ano para subespaco transversal

1
B = Ukn-2) = (In—2 = (= ———In—2)) ® M|DP (4.7)
k n—1

Pela equagao 3.59 [J]p,, ¢ uma matriz diagonal em blocos descritos por 3.60

k

e 3.61, o que gera

n
AT,T: 1_71—1”[ fl,j? T:]_,...,T—]. (48)

n
A = 1—n_1ul quj, T=r,..,n—2 (4.9)

onde l,7 =1,..., k.

Podemos perceber que [J]p_, apresentar—1 blocos iguais a I, — =%~ M| DF ()
k

e r —n — 1 blocos iguais a [, — 2= M| DG(z). Assim

n—

s, = (@1 {[k - = 1M} DF(x)> ® <n@2 [Ik - nﬁ 1]\4 DG(x)) . (4.10)

=1 T=T

Pelo produto de matrizes em bloco, o calculo do niimero de Lyapunov Trans-
versal pode ser descrito decompondo o produto de matrizes em dois blocos, gerando um
método mais simples para o calculo do nimero de Lyapunov. Esses blocos sao descritos,

para qualquer 7 =1,...,r — 1 como

LY = lim A (277 Arg (277) Ars ()] (4.11)

e para qualquer 7 =7,...,n — 2

1

LS = Tlgilo |Ar (27 A (2772 A (207 (4.12)

Assim L) = méx{L¥ LG}
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4.2.0.2  Conezxao Bipartida

Essa conexao permite migragoes apenas para outros cluster, nao havendo
ligagoes entre sitios de um mesmo grupo, ou seja, os individuos do cluster F migram
somente para G e vice-versa, mas individuos do cluster F nao migram para sitios deste
cluster. Considerando o mesmo exemplo da seccao anterior onde o cluster F possui 5

sitios e G 3 sitios, obtemos a seguinte matriz de conexao

(000t L L1
0005 5 3 3 3
0005 5 35 35 3
o R LR (4.13)
000|533 3 3
$ 3 /00000
%%%OOOOO
53 3/0 000 0]

De forma geral, a matriz C' terd dois blocos nao nulos, um de tamanhos ng,
que corresponde ao numero de sitios do cluster F, cujas entradas tém peso 1/ng. O outro
tem tamanho ng que representa o niimero de sitios do cluster G, cujas entradas tém peso
1/ng. Desta forma, essa matriz de conexdo também satisfaz as hipdteses do lema 3.1,
sendo possivel decompo-la em dois blocos. Assim, utilizando as bases de Sy e S chega-se
que C' = [0], ou seja, a matriz de conexao restrita ao subespaco transversal possui todas

as entradas nulas. Com isso, a jacobina do sistema é descrita por

(B, = Ukm-2) — (In-2 @ M)|DP (4.14)

Sk

onde os blocos nao nulos deste operado sao descritos, segundo 3.60 e 3.61, por

=[1—wlfr;, 7=1,..,r—1 (4.15)

AT,T
AT,’T: [1_Ml]gl,j7 T="T,.,n—2 (416)
onde l,7 =1,..., k.
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Nesse caso, fica ainda mais nitida a separacgao para o calculo dos nimeros de

Lyapunov transversal, o qual é descrito da mesma forma que (4.11) e (4.12).

4.2.0.3 conexao Ponderada

A conexao Ponderada é uma variacao da ligacao global em que todos os
sitios estao conectados, mas a probabilidade de migracao entre os sitios nao é a mesma.
Nesse exemplo de conexao, o parametro x descreve qual a tendéncia de migragao na
metapopulacao, se £ > 1 tem-se um fluxo mais intenso para sitios do mesmo cluster, ja
se kK < 1 gera-se uma migracao maior para fora dos clusters. Para caracterizar esse tipo

de comportamento, a matriz de conexao é descrita por

K 1

knp+ng—k | np+rng —k

C = (4.17)

1 K
kng+ng —k | np+rng —k

Aplicando o Lema 3.1 sobre a matriz de conexao ponderada, o bloco relativo
o s
7 (e ~N

~ K K
ao subespaco transversal é dado por C' = diag | —

O

knp+ng —k' np+kng —k

jacobiano do sistema é semelhante ao descrito no caso de conexao global, onde

s, = (é {Ik - mﬂd DF(x)) ® (@92 [Ik - mM] DG(:(:)) ,

=1 T=T

(4.18)

sendo os blocos nao nulos de [J] B, descritos por

k
A 1 " f 1 1 (4.19)
rr=1-— o T=1,.,r— :
’ HTLF—an—klul L
K

A, =1 - —m— N T=T, N —2 4.20
' [ ng + KNg — k’ul:| I T " " ( )
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onde [,5 = 1,..., k. O niimero de Lyapunov transversal é calculado de forma semelhante
ao descrito para conexao global, sendo possivel analisar o comportamento de cada cluster

separadamente.

4.2.1 Condicoes de Estabilidade de Coexisténcia

O estudo da dinamica local gerou um critério de estabilidade do ponto de
equilibrio p4, ponto de coexisténcia das espécies. A relacao entre taxa de reprodugao e
fator de competicao de ambas as espécies indicam que a estabilidade deste ponto depende
das condicoes dadas por 2 > rf > BF e2>rf > 39 comi=1,2. Serf >2ourf >2

surgem Orbitas periddicas e cadticas.

As simulagoes foram obtidas mantendo fixos os valores dos fatores de com-
peticao, para que seja possivel verificar as mudancas do comportamento da dinamica com
migracao em ambiente heterogéneo. A heterogeneidade foi atribuida a taxa de reproducao
intrinseca. Considerou-se um habitat de 40 sitios divididos em dois clusters F e G, e estes
foram descritos com o mesmo tamanho em uma primeira abordagem, assim cada cluster
terd 20 sitios. Utilizou-se para as simulagoes a configuracao dos parametros descritos na
figura 4.2 da segao anterior. Deste modo, é possivel usufruir de todas as 6rbitas possiveis

geradas pela dinamica local.

Pela simetria apresentada no modelo, consideram-se as combinagoes possiveis
de parametros fixando-os no cluster 1 e variando no cluster 2. As mudancas feitas nos
parametros para o conjunto de sitios 2 foram adequadas de modo a contemplar todas as
combinacoes possiveis. A topologia da vizinhanca primeiramente aplicada foi a conexao

global, onde todos os sitios aparecem conectados entre si.

Os valores dos parametros foram tomados, primeiramente, dentro da regiao
de estabilidade. Neste caso, a metapopulacao nao apresentou mudanca no seu compor-
tamento em comparacao a dinamica local. A coexisténcia das espécies foi percebida em
ambos os clusters, ocorrendo sincronizacao parcial dos sitios para todos os valores das
taxas de migracao das duas espécies. As solugoes obtidas, nesse caso, foram, unicamente,

orbitas de equilibrio estavel.
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Saindo da regiao de equilibrio estavel para dinamica local e variando uma
das taxas intrinseca de reproducao, até assumir valores na regiao de ciclos periodicos,
a dinamica apresenta uma expansao na regiao de equilibrio estavel em comparacao ao
modelo local, sendo que esse comportamento nao foi verificado para toda taxa de migracao.
Para taxas de fluxo muito baixas, onde pequenas fracoes das populacoes deixam seus sitios
de origem, as dérbitas geradas eram periddicas. Nessas simulagoes nao foram vistas orbitas

assincronas.

Atribuindo os valores das taxas de reproducao das duas espécies no cluster
2, de modo que estejam na regiao de ciclos periddicos, percebeu-se que o comportamento
predominante nas solugoes geradas através das simulagoes foi periddico. As drbitas de
equilibrio estavel, predominantes no caso anterior, aqui foram vistas apenas para taxas
de migracao proximas do méaximo, ou seja, quando a maioria da populagao deixa seu sitio

de origem.

Ao entrar na regiao de caos, com um dos parametros do cluster 2, as érbitas
de equilibrio estavel nao sao mais percebidas. H& uma predominancia de orbitas de
periodo 2, sendo baixas taxas de migracao responsaveis pelo aumento da periodicidade,
fato gerado pela proximidade com o modelo local, o qual é cadtico. Assim, é possivel

verificar que as taxas de migragao influenciam na periodicidade das érbitas(figura 4.4.b).

Com uma das taxas de reproducao na regiao de caos e outra na regiao ciclica,
hé uma expansao na area de drbitas periédicas em relagao ao modelo local. Esse com-
portamento nao é predominante, pois percebeu-se o surgimento de orbitas cadticas para
alguns valores das taxas de reproducao dentro dessa relagao caos x ciclos. Se uma das
espécies nao tem a capacidade de movimentacao, o que é descrito por uma taxa de mi-
gracao igual a zero, surgem orbitas assincronas. Esse comportamento nao se espalha por
todo a metapopulacdo, ja que o cluster 1 permanece em comportamento ciclico (figura

45).

Se o grupo de sitios F estd na regiao de caos para as duas espécies, o com-

portamento cadtico predomina dentre as orbitas obtidas com as simulagoes. Para baixas
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Figura 4.4: Série Temporal da densidade total do Cluster F em linha - - - e cluster G linha
— — —. Taxas de migracao pu; = 0.3 e py = 0.2; Cluster F' com parametros
I =358 =1,2erl =388 = 1. Cluster G com parametros ¥ =
15,88 =1,2 er{ = 1.8, 8¢ = 1. (a) Rede Bipartida, (b) Rede Global.
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Figura 4.5: Série Temporal da densidade total do Cluster F em linha - - - e cluster G linha
— — —. Taxas de migracao ;1 = 0 e p; = 0,8; Cluster F' com parametros
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taxas de migracao ha o surgimento de solugoes periddicas e, em alguns casos, formagao

de novos clusters, o que gera uma assincronia para a dinamica.

Como a dinamica apresenta uma caracteristica de simetria, nao é necessario
considerar todas as possibilidades para as combinagoes dos parametros, pois algumas
ja estao contempladas nos casos descritos acima. Assim, se o cluster F estd na regiao
dos parametros que corresponde as Orbitas ciclicas, s6 resta verificar quando o cluster G
estd na extensao de solugoes periddicas ou cadticas. Nestas situagoes, as érbitas variam
de ciclicas a cadticas, predominando solucao de periodo 2 em comparacao as demais.
Se o cluster G estd na area de caos, as solugoes periddicas se restringem a altas taxas
de reprodugao e baixas taxas de migragao. Ja, se ambos os clusters estao na regiao
cadtica, sao predominantes as solugoes cadticas, onde as baixas taxas de movimentacao

sao responsaveis pelo surgimento de algumas orbitas peridédicas e assincronia.

Passa-se agora a um novo conjunto de simulagoes, no qual verificaram-se os
comportamentos gerados utilizando a conexao bipartida, cuja migragao ocorre somente
entre sitios de cluster vizinhos. Remontando as simulacoes ja feitas com a topologia da
rede anterior e seguindo a mesma légica apresentada até aqui, foi possivel notar que nao
houve mudancas em relacao a dinamica local, considerando as taxas de reproducao das

espécies dentro da regiao de estabilidade do ponto de coexisténcia, independente da taxa
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de migracao das duas espécies. As érbitas obtidas durante as simulagoes, neste caso,

apresentaram comportamento similar ao da conexao global (figura 4.4.a).

Comparando os resultados obtidos nas simulagoes com conexao global e bi-
partida, pode-se perceber que esta iltima apresentou alguns resultados distintos dos mos-
trados até entao. A conexao bipartida gerou algumas regioes de estabilidade, onde a
dinamica local e a dinamica metapopulacional com ligacao global, apresentaram 6rbitas
caodticas. Além disso, altas taxas de migracao para ambas as espécies forneceram solucoes

de equilibrio estavel em regioes que a dinamica local mostrou-se cadtica.

Diferentemente da conexao global, o movimento realizado entre sitios de clus-
ters diferentes apresentou uma regiao maior de solugoes assincronas. Em que as baixas
taxas de migracao sao as responsaveis por essas Orbitas e nao somente quando uma das

populacoes nao se movimenta, como foi observado nas simulagoes anteriores.

Foi possivel perceber que, para algumas combinagoes de parametros, houve o
surgimento de atratores multiplos, essa caracteristica ressalta-se em regioes cadticas. Tal

comportamento nao foi tao relevante com conexao global e dinamica local.

A conexao ponderada foi simulada com fator de intensidade de ligacao k =
1/4, o que representa uma preferéncia de deslocamento para sitios de clusters diferentes.
As simulagoes para essa conexao nao apresentaram muitas diferencas em comparacao as

realizadas com conexao global.

Além das simulacoes com rede de sitios divididos igualmente, utilizou-se va-
riacao no tamanho dos clusters, alterando-se a quantidade de sitios em cada cluster.
Foram empregadas configuracoes do tipo 10 x 30 e 30 x 10, onde as comparagoes foram
feitas sempre em relacao a configuragao dos sitios utilizada anteriormente, ou seja, quando

determinou-se uma distribuicao simétrica para os dois clusters 20 x 20 sitios.

Durante as simulacoes, foram observadas variagoes nas orbitas e na estabi-
lidade das mesmas. Nao foi possivel obter um padrao nas simulacoes realizadas com a
mudanga dos tamanhos dos cluster, mas pode se destacar algumas alteragdes como: mu-
danca de estabilidade entre cluster, conjunto 1 estavel e 2 instavel, com a reducao troca-se

a ordem e o conjunto 2 passa a ser estavel e o 1 instavel; variagao no comportamento das
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orbitas que alternam-se entre caotica, estavel e ciclica. Esse tipo de comportamento é

mais destacado com as conexoes bipartida e ponderada (figuras 4.6, 4.7 e 4.8).

H& de se destacar a extingao da espécie 1, ao reduzir o tamanho de um dos
clusters e considerando que esta espécie nao se movimenta, sendo a condi¢ao de equilibrio
de coexisténcia atribuida aos dois conjuntos de sitios. A extingao ocorre no cluster com

menor numero de sitios, sendo que no outro conjunto ela permanece em densidade baixa.

Espécie 1 Espécie 2

Espécie 1
T

Espécie 2
T

Figura 4.6: Gréficos espago-tempo e Densidade-espaco. Cluster F' com 20 sitios e cluster
G com 20 sftios; parametros para espécie 1: u; = 0.1, I’ = 35,88 =1e
r = 3.5, 8% = 1; para espécie 2:p = 0.5 7L =38, =15erf =1.8,8f =
1.5.
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Figura 4.7: Graficos espago-tempo e Densidade-espago. Cluster F' com 10 sitios e cluster
G com 30 sitios; parametros para espécie 1 : u; = 0.1, 1" = 35,8 =1 e
r = 3.5, 8% = 1; para espécie 2:y = 0.5 7L =38, =15erf =1.8,8f =
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Figura 4.8: Graficos espaco-tempo e Densidade-espago. Cluster F' com 30 sitios e cluster
G com 10 sitios; parametros para espécie 1: u; = 0.1, rf' = 35,8 =1e
r = 3.5, 8% = 1; para espécie 2:up = 0.5 1L =3.8, 8 =15erf =18, =
1.5.
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Ponto de equilibrio de competicao

Foram considerados para as simulacoes os parametros da dinamica espacial-
mente estruturada na regiao de estabilidade do ponto de equilibrio de competicao, isto é,
onde uma das espécies sai vencedora. Lembrando que o modelo apresenta dois cenarios
possiveis, o ponto (1,0), onde a espécie 1 vence e o ponto (0, 1), onde a espécie 2 vence.
Portanto, ao simular as possiveis condigoes dos parametros para o ponto (1,0) estas serdo

refletidas aos comportamentos gerados pelo ponto (0, 1), pela simetria do modelo.

Utilizou-se, entao, como um primeiro conjunto de simulagoes os parametros
ri" e r¢ fixos e menores que 87 e Y, o que garante a estabilidade do ponto de equilibrio
(0,1). A l6gica das simulagoes seguiu o padrao utilizado no estudo do ponto de equilibrio
de coexisténcia. Apds a apresentacao dos resultados deste primeiro quadro, utilizou-se
alguns casos extras para contemplar todas as combinagoes entre os pontos de equilibrio.
Assim, como um conjunto final de resultados, foi definida a seguinte configuracao: no
cluster F foram alterados os valores das constantes para as condigoes dos parametros do
ponto (1,0) e no cluster G a dinamica contemplou as condi¢oes do ponto de coexisténcia

e do ponto (0, 1).

Ao impor condigbes de competi¢ao para o ponto (0,1) em ambos os clusters,
o modelo espacialmente estruturado nao apresentou diferencas em relacao a dinamica

local. A extingdo da espécie 1 foi identificada em todas as simulagoes realizadas (figura

4.9).

A extincao da espécie 1, resultado da dinamica local no cluster G, é revertida
ao utilizar 7f" e " dentro da regiao de equilibrio de coexisténcia (rf") rf’ < 2, garantia
de estabilidade de coexisténcia no cluster F'). Tal comportamento pode ser justificado
pela heterogeneidade do meio, sendo a solucao de equilibrio estdavel a érbita resultante
em quase todas as simulacoes para o modelo. A extingao ocorreu somente ao eliminar
a possibilidade de movimentagao da espécie 1(figura 4.10), e somente no conjunto de
sitios em que eram consideradas as condigoes de competicao. A densidade de equilibrio
apresentada no modelo heterogéneo, neste contexto, é um valor préximo de (0,1) em

cada sitio de ambos os clusters, diferente de quando se analisou a competicao em ambos

os conjuntos de sitios, onde a densidade apresentada era exatamente (0, 1).
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Figura 4.9:
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Figura 4.10: Grafico espaco-tempo e série temporal da densidade total do Cluster F em

linha - --
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Na regiao de orbitas ciclicas para dinamica local, a metapopulacao apresentou
solugoes de equilibrio estavel de coexisténcia para taxas de migragao altas de ambas
as populagoes. As baixas taxas de migracao foram responsaveis pelas orbitas ciclicas,

mantendo a condi¢ao de coexisténcia. Novamente a extingao se restringiu a p; = 0.

As drbitas cadticas geradas pela dinamica local sao alteradas no modelo espa-
cialmente estruturado. Essa alteracao estd ligada a taxa de migragao de cada espécie. Se
uma grande fracao das espécies deixa cada sitio, a 6rbita da metapopulacao é periddica,
ja se uma pequena quantidade de cada populacao deixa seu sitio de origem, as érbitas
mantém-se cadticas, conforme dinamica local, surgindo em alguns casos érbitas assincronas.
Se a espécie 1 nao migra, esta é levada a extingao devido aos parametros considerados na

simulagao(ponto (0, 1)).

Apés as simulagoes com condigoes de existéncia do ponto de equilibrio (0, 1)
nos dois clusters e condigoes de coexisténcia no cluster F e competicao no cluster G,
buscou-se verificar o comportamento da metapopulagao utilizando os dois pontos que
caracterizam o equilibrio de competicao. Assim, atribuiram-se condicGes das constantes
para existéncia do ponto (1,0) no cluster 1 e condigdes para existéncia do ponto (0, 1) no

cluster 2.

As simulacoes realizadas mostraram a possibilidade de reversao dos resulta-
dos locais, ou seja, nenhuma espécie foi extinta. Esse fato foi consequéncia da heteroge-
neidade do meio, pois cada cluster funciona como um “continente”, langando individuos
da espécie que seria extinta no cluster vizinho, mantendo-se assim a populagao em todos
os sitios. Esse evento é devido, também, a conexao dos sitios ser global, o que permite
que a regiao com maior concentracao de individuos possa comunicar-se com os sitios que
estariam desabitados. Como esperado, quando uma das espécies nao possui capacidade

de movimentacao esta era extinta, espécie 2 no cluster F e espécie 1 no cluster G.

Ao variar " pela drea de ciclos e caos, as simulagoes apresentaram um padrao
estabilizante para altas taxas de migracao. A dinamica apresentou uma pequena regiao
de extingao da espécie 2 na variagao de ri’, além da regiao de ciclos (figura 4.11). Ao levar
o parametro " para a drea de caos local, percebeu-se um efeito da dinamica cadtica sobre

o modelo espacial, onde para altas taxas de migracao de ambas espécies, faziam a espécie
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2 ser extinta em todo o habitat. Esse tipo de dérbita tornou-se independente da taxa de
migracao, a medida que r!" aproximava-se de 4, sendo neste caso a extingao da espécie 2
um padrao para todos os valores de . Ao alterar a variacao de 7" por r§ obtiveram-se os
mesmos resultados, o que se leva a crer que essas solucoes sao influenciadas pelas érbitas

caoticas geradas pela sincronizacao dos sitios em F' ou em G.
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Figura 4.11: Grafico espago-tempo e série temporal da densidade total do Cluster F em
linha --- e cluster G linha — — — com conexao Global. Parametros Espécie
L =08 rf=32p=1,2erf =0,7,8" = 1,2; espécie 2 ps = 0,9
i =0,88 =1erf=1,3,8f =1.

Alterando a ligacao entre os sitios para bipartida e remontando todas as
condicoes dos parametros utilizadas nas simulagoes anteriores com conexao global, obtiveram-
se alguns resultados relevantes. Outros resultados foram omitidos por nao apresentarem

diferenga em relacao ao ja explicitado com as simulacoes anteriores.

Mantendo-se as condigoes do ponto de equilibrio (0,1), no qual a espécie 2
vence, no cluster G e no cluster F condicao de coexisténcia, érbitas em que a espécie 1 é
levada a extincao em todo o grid foram frequentes, sempre que se atribuia valores altos as
taxas de migracao das populagoes. No cenario oposto, quando as taxas de migragao eram
baixas, solucoes de coexisténcia eram predominantes. A medida que a taxa intrinseca
de reproducao da espécie 1 no cluster F variava até chegar o limite 4, as dérbitas que

representavam coexisténcia tornavam-se padrao. Revertendo o quadro de extincao total

da espécie 1.
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Se os valores das contantes sao escolhidos de modo que no cluster 1 tenha
as condicoes do ponto de equilibrio (1,0)(espécies 1 vence) e no cluster 2 as condigoes do
ponto (0,1) (espécie 2 vence), as drbitas obtidas descrevem coexisténcia das populagoes.
As altas taxas de migracao foram responsdveis por comportamentos mais estaveis da
dinamica, o que geram 6rbitas estaveis em regioes dos parametros onde solugoes caodticas
apareciam. Em comparacao aos resultados obtidos com conexao global, a estabilidade

das solucoes foi mais presente com conexao bipartida.

A outra ligagao entre sitios que foi considerada é a conexao ponderada, onde
fator que indica a tendencia de migracao x foi considerado menor que 1, especificamente
k = 0,25, o que indica uma propensao dos individuos a migrar mais para sitios de outros

cluster do que para sitios do mesmo cluster.

Em comparacao com as conexoes apresentadas até entao, a ligagao entre sitios
ponderada mostrou-se mais estavel que as demais. Altas taxas de migragao responderam
por érbitas sempre mais estaveis corroborando os resultados até entao obtidos. Além disso,
algumas simulacoes para baixas taxas de migracao também se mostraram estaveis com
essa conexao. Orbitas assincronas nao foram detectadas nas simulacoes com as variagoes

das constantes.

4.2.2 Sincronizacgao Parcial

O estudo feito nas segoes anteriores diz respeito ao comportamento das
orbitas geradas pela dinamica espacialmente estruturada, sempre comparando aos re-
sultados ja obtidos pela dinamica local. Assim, analisou-se a estabilidade gerada pela
introducao do espaco na dinamica. Além disso, pode-se perceber que as solucoes gera-
das eram representadas de forma igual por todos os sitios de cada cluster, sendo que
clusters diferentes apresentavam variagoes diferentes. Isso representa a sincronizacao da

metapopulacao, onde os sitios oscilam de forma igual no decorrer do tempo.

Em alguns momentos das descrigoes anteriores, falou-se sobre assincronia
conforme figura 4.5, nas simulagoes realizadas com as trés conexoes de sitios, possiveis

padroes como os apresentados naquela figura foram os mais evidentes.

95



Na maioria dos casos, a assincronia restringia-se a taxas de migracao baixas
de ambas as espécies, ou, as vezes, de apenas uma delas. O contraponto desta situagao
ocorria em valores de p; e o altos proximos de 1, onde as érbitas mostravam a sincro-

nizagao parcial dos sitios(figura 4.10).

O numero de parametros da dinamica nao nos permite exemplificar todos os
resultados obtidos, pois o nimero de combinacoes geradas é gigante. Mas a figura 4.12
descreve um resumo das regioes de estabilidade do modelo para dois clusters. E possivel
notar que as conexoes envolvendo todos os sitios, onde todos possuem algum grau de
ligagao, sao mais propensas a sincronizar, do que o de um quadro onde ha restrigoes nas
conexoes. As matrizes global e ponderada se mostraram mais estaveis do que a matriz

bipartida.

Figura 4.12: Regioes de Estabilidade de Sincronia. Nas colunas utilizou-se os parametros
=8¢ =1epl =8¢ =12, rF =327 =37erl =38r§ =3.3:
Coluna 1 Conexao Global, Coluna 2 Conexao bipartida, Coluna 3 Conexao
Ponderada.

4.3 Conclusao

Através das simulagoes realizadas neste capitulo, pode-se perceber a riqueza
do modelo local de competicao, além de ser possivel verificar as influéncias do espaco
sobre a dinamica metapopulacional heterogénea. A andlise do modelo local mostrou as
influéncias dos parametros dentro da dinamica, sendo possivel verificar que a taxa de
competicao reduz a regiao de estabilidade dos pontos de equilibrio, e, por esse motivo,
foram fixados os valores destas taxas. Desse modo, garantiu-se a andlise de todas as

regioes do modelo.
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Os resultados obtidos revelaram uma grande influéncia da migracao na es-
tabilidade das orbitas do modelo, comparando-se sempre a dinamica local. As conexoes
entre sitios utilizadas apresentaram uma reducao na regiao de érbitas cadticas em com-
paragao ao modelo de um unico sitio, sendo a conexao ponderada a que mais mudou as

solucoes locais para orbitas ciclicas ou estaveis.

O modelo espacialmente estruturado nao foi capaz de reverter a extingao das
espécies, ao se considerar condigoes de competicao em ambos os clusters. Sendo possivel
uma coexisténcia global, se as condi¢oes em um dos clusters forem de coexisténcia, ou

uma competicao cruzada, onde em um cluster vence a espécie 1 e no outro vence a espécie

2.

Em relacao as taxas de migracao, pode se perceber a influéncia destes parametros
sobre a estabilidade das érbitas do modelo, em que altas taxas de migragao foram res-
ponsaveis por orbitas mais estaveis e onde surgiram ciclos de periodos 2 e pontos de
equilibrio estaveis. As baixas taxas de migracao geraram, além de orbitas menos estaveis,
solugoes assincronas para o modelo. Isso pode informar que a baixa forca de conexao

entre os osciladores locais dificulta a sincronizacao dos sitios.

As solugoes sincronizadas foram geradas na maioria das simulacoes, sendo
a sincronizagao parcial a predominante. S6 houve ajuste total das densidades dos sitios
para condigoes de extingao, onde apenas uma das espécies era vencedora em todo habitat.
Embora as taxa de reproducao fossem distintas de um cluster para outro, isso nao afetou

a sincronizagao total dos clusters.

Enfim, os resultados apresentados no capitulo 2 foram efetivos para acelerar
os calculos do niimero de Lyapunov, ja que se pode simplificar o jacobiano do modelo para
cada conexao utilizada nas aplicacoes. Isso reduziu o tempo de processamento dos dados,
pois utilizaram-se somente os autovalores das matrizes de conexao restritas ao espaco
transversal, permitindo, assim, uma separagao no calculo do nimero de Lyapunov, o qual
pode ser feito por cluster. Assim, a dinamica seria considerada sincronizada se o niimero

de Lyapunov em cada cluster fosse menor que 1.
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5 DINAMICA HETEROGENEA PARA K
ESPECIES EM  CLUSTERS.

Até agora, trabalhou-se com uma dinamica de multiplas espécies que dispoe
de um ambiente heterogéneo, sendo que no modelo descrito no capitulo 2, o ambiente
estava dividido em dois grupos de sitios com qualidades diferentes. Neste capitulo, foi
considerado um habitat com mais de dois conjuntos de sitios com diferentes caracteristicas,

que podem influenciar o desenvolvimento das espécies.

O habitat de estudo continua sendo descrito com n sitios, os quais possuem
condicoes favoraveis a reproducao e sobrevivéncia de cada espécie, sendo que agora estes
serao distribuidos em 7 conjuntos de condi¢oes para propagacao das diferentes espécies.
Esses n sitios estarao conectados segundo uma topologia que descrevera as conexoes dos

lugares habitados. Os sitios serao povoados por k espécies, que podem ou nao interagir.

Os n clusters serao rotulados por F,, onde ¢ = 1,2, ..., 7. Serd Representado
a quantidade de sitios em cada cluster I, por ng, e, para isso, admitiu-se como auxilio as

seguintes somas,
q
so =0, sq:an, qg=1,...m. (5.1)
i=1

sendo s, = n. Estas constantes ajudarao na construcao dos modelos local e espacial da

metapopulagao.

5.1 Dinamica Local

Como dinamica local, utilizou-se um modelo de muiltiplas espécies que podem
ou nao interagir dependendo da funcao de crescimento para cada populacao. A quantidade
de espécie, como ja mencionado, serd descrita por k. Essa quantidade nao serd alterada
de um sitio para outro como forma de simplificacao do modelo. A densidade de cada
populagao [ em cada sitio j serd descrita por zj;, o vetor X} = (z{;,75;, ..., 7};), onde
j representa o sitio em que essa populagao se encontra, ¢ passo de tempo do senso (ou

contagem de individuos), descrevera as densidades de todas as espécies no sitio j no tempo

L.
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Cada espécie, como no modelo de 2 clusters, possuira sua prépria funcao
de crescimento f;,, onde | = 1,...,k e ¢ = 1,...,n7. Assim, a cada passo de tempo t a
densidade da espécie [, em cada sitio j em cada cluster F,, serd atualizado segundo o

sistema:

)
xfjl = fin(x5), =80+ 1,50 el=12 .k

e = fa(xt), j=s 418 el=12k

\ xf}“l = fio(x5), J=sp1t+1,.8 el=1,2 .k

Para a descricao do modelo espacialmente distribuido, utilizaram-se aplicagoes
vetoriais para descrever a evolucao de cada espécie em cada sitio de cada cluster. O que

facilitou a explicitagao dos resultados. O sistema

F,,Fy,...,F, : R RF (5.3)

Fo(x) = (fig(x), foq(%), s frg(X),a=1,...;m. (5.4)

descreve a atualizacao das densidades de todas as espécies do tempo ¢t ao tempo ¢ + 1,
onde f;,(x) refere-se a dinamica vital da espécie [, nos sitios do cluster F,. Assim, a

atualizagao por sitio de cada espécie pode ser descrito por

x?rl:Fl(x;.), j=so+1,..,5
t1 .
< Xj _F2<X§)7 J _Sl—'jly"wSQ (55)

tHl £ s
L X = F,(x5), j=sp1+1,..,s

5.2 Dinamica de Migracao

A migragao entre sitios vizinhos sera descrita por alguma topologia escolhida,
sendo a movimentacao dada conforme o modelo de dois clusters. A matriz M descreve
a propor¢ao de individuos que deixa cada sitio (fase de saida do sitio de origem), e a
matriz de conexao entre sitios C' é responsavel pelas duas tltimas fases da movimentacao,

translado e chegada nos sitios de destino.
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A matriz de movimentacao M tem ordem k X k e, conforme ja exemplificado
no capitulo 3, serd diagonal, onde suas entradas nao nulas sao as fragoes y; € [0, 1], com
I =1,....k. A matriz C' de conexao entre sitios tera ordem n X n, e serd a mesma para
todas as espécies, mantendo a hipétese de movimentacao 100% bem sucedida, sem mortes

neste processo.

Com essas hipoteses, tem-se que a fracao de individuos da espécie | que sai
do sitio j para o sitio ¢ ¢ dada por ¢; ; mxf’j. Assim, as equagoes que evoluem cada espécie

[, em cada sitio 7, de cada cluster ¢, sao descritas por

n Sm
ot = (1= ) fra(xh) + 21 D> B Ci gk fim(X5), =1,k s0<1i<s1;
m=17=8m-1

n Sm
x?l—’—l = (1 - /"Ll)fl72(x’§) + Z Z Ci,julfl,m(xé'% [ = 17 [ERE) ka s1+ 1 S ? S 59;

m=1j=sm—1+1

n Sm
w = (=) fig() + 30 > cigmfim(Xh), 1=1,..k sy 1+1<1i<sy

\ m=1j=sm_1+1

(5.6)
e em cada sitio ¢ as densidades de todas as populagoes sao atualizadas segundo
( n Sm
X§+1 = (1 — M)Fl(xé) -+ Z Z CZ,jMFm(X§)7 1= So + 1, .y 51
m=1j=sm—_1+1
n Sm
X§+1 = (1 — M)FQ(XE) -+ Z Z Ci,jMFm(X§)7 1=s51+1,..., 9
m=1j=8m—1+1 (57)

n Sm
X (L= M)+ YS 3 M), i =5yt Lo,

7
\ m=1j=sm_1+1

5.3 Estado de Sincronia

Passa-se a verificacao do estado sincronizado, de modo a determinar uma
condicao de estabilidade para a solucao sincronizada. Para a garantia do estado de sin-
cronia, foram impostas duas hipdteses sobre a matriz de conexao, uma sobre a soma nas
linhas em cada bloco e a outra em relacao as somas nas colunas. Essas hipdteses per-
manecem neste modelo com 7 clusters, apenas alterando-se a quantidade de blocos que a

matriz C' é dividida. Com isso, as hipoteses sobre C' se tornam,
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Qqp | v al’r]

O — (5.8)
Q1 Qo
para m e n em {1,...,n}, com
Z Cir = Qp, Vi E N tal que s, 1 +1<i<s, (5.9)
r=8m—1+1

E a restricao adicional sobre C, gerada para garantir a invariancia do opera-

dor Jacobiano sobre o espaco transversal, é descrita por

Bii | | By
C= L R . (5.10)
ﬁnl : ﬁm]
param en em {1,2,....n}, com
Z Cri = Bmm, tal que s,,_1 +1 < i < s,; (5.11)
r=sm-1+1

Onde a restrigao (5.8) ¢é referente a soma nas linha de C' e a restri¢ao (5.10)

é referente a soma nas colunas de C'.

Assumindo, entdo, a sincronizagao do sistema (7.11) para t > ty, segue

t _ ¢ _ oot ot
X1 = X9 = = X5 = Ui
t t t ¢
X = X = ... = X =y
s1+1 S1+2 S 2
! ! 2 (5.12)
X = x = xt =
\ 57]—1+1 3n—1+2 Sn yn.



ni n2 nn
7\ 7\ 7\

7 N 7 75
: t t t t t t t t t t x : :
Assim, Y = (Y1, Y1, -, Y1 Yos Yor s Yo o5 Yy Yps -+, Up), descreve a solugdo sincronizada.

Aplicando Y no sistema (5.7), temos o seguinte sistema sincronizado,

Sm

n
W= - MF) + S Y GMPLh), =0+l s

m=1Il=sy,—1+1

n Sm
W= (- ME) + Y Y uiMEu(gh), J= st L
4 m=11Il=smy,_1+1 (513)

n Sm
yt = (L= M)Fy () + 3 X ciMFu(y), j=si1+1 .8

\ m=1l=sy_1+1

o que implica em

( n
yiJrl = ( M)Fl(yi) + Z OélmMFm(yfn)a ] =So+ 17 -y S1

m=1

n
y;rl = ( - M)FQ(yé) + Z QQmMFm(yfn)a j =351+ 17 ey 52
s (5.14)

n
L y£]+1 = ( o M)Fn(yﬁz) + Z—l aanFm(yin)a ] = 577*1 + 17 "'757}

Para analisar a estabilidade do estado sincrono, deve-se expandir o sistema
(5.14) de forma linear em série de Taylor, o que leva a dependéncia do jacobino (J)
de (5.7) aplicado na solucao sincronizada Y. Para melhor determinarmos um critério
de estabilidade do estado sincrono sobre perturbacoes, serd mostrada a invariancia de J
sobre espago gerado pela solugao sincrona (Si) e sobre espago transversal (Si). Segue

que,

JY") = Lk — M (L, — C)]DPjosri(Y") (5.15)

Definicao 5.1 O subespago de sincronizacdo parcial com formagao de n clusters, com
tamanhos ny,na, ...,n,, € denotado por Sy € R™, onde

niy n2 nn
7\ 7\ o\

N N 7 N
S =(ar,a1,...,a1, 02, a2, ..., A2, ..., Uy, Ay, ..y Q), cOm a; = (a1, @2, ..., i) € aij € R

(5.16)

Para melhor entender como sera descrito o espaco de sincronia, sera conside-

rado um exemplo simples.
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Exemplo 5.1 Sejan = 7, o numero de sitios no ambiente em questdao, 0s quais serao
divididos em 8 conjuntos, ou seja, n = 3. Cada sitio serd habitado por 2 espécies (k = 2).
As fungoes de iteragao de cada sitio serao F. = (f-,g,), T =1,2,3. Onde [ e g sdo as

dinamicas vitais das duas espécies.

Com isso, o vetor que representa os sitios no tempo ¢ deste modelo, ¢ dado

por

X' = (x1, X5, X3, X§, X5, X5, X7) (5.17)

Sendo Y = (2, 2!, 2', 4, 4, 2, 2') a solugao sincronizada, com z* = (aq, as),

y' = (b1, b) e 2 = (¢1, ¢ca). Segue entdo

1
]
1
]
1
]
1
]
1
1
1
]
1
]
J/

a; 1 0 0 0 0 0
a9 0 1 0 0 0 0
a; 1 0 0 0 0 0
ny
a9 0 1 0 0 0 0
a; 1 0 0 0 0 0
as 0 1 0 0 0 0 )
- N _ - - N - ¢
b 0 0 1 0 0 0
Y'= = ay +as +by +b, +c1 +co
by 0 0 0 1 0 0
— — — — — — — na
by 0 0 1 0 0 0
by 0 0 0 1 0 0 )
_ _ _ - - - - £
1 0 0 0 0 1 0
Ca 0 0 0 0 0 1
R —_— —_— —_— —_— —_— —_— ng
1 0 0 0 0 1 0
| 2 ] | 0 | 0 | 0 | 0] | 0 | 1] )
S~—— S~—— S~—— S~—— S~—— ~——
v11 v12 v21 v22 v31 v32

ondeny =3, ny=2en3=2.

Assim, uma base do espaco de sincronia para esse modelo é dado por:
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BS2 = (Un,012,0217?}22,7)31,@32)-

Para chegar a base de Si pode-se realizar as mesmas operacoes descritas no
modelo anterior. Partindo da base de uma tnica espécie e operando através do produto

de Kronecker. Assim, a base de S; ¢ um conjunto de n vetores, logo se v € S}, segue que

ay 1 0 0
n
aq 1 0 0 J
- - - - 3\
a9 0 1 0
na
v=1|ay | =a1 |0 |+az| 1 |+--+ay,|0 ) (5.18)
n—mn, —ng — Ny
ay, 0 0 1
: iy
ay | 0 0 1
[ @n i | Y | -
U1 V2 Uy
Tomando a matriz V = [v1,vs, ..., Vy|nxy, Segue que o espago coluna de V'

é igual ao espago de sincronia parcial S( col(V) = S;). Fazendo, entdo, o produto de
Kronecker de V' por I, obtemos uma base para Si. Assim, o espaco coluna da matriz
V =V ® I, é exatamente o espaco de sincronia parcial S, . A base para Sy sera descrita
por Bs, = {vg;q = 1,...,nel = 1,..,k}. A base do espago transversal Si- pode ser
descrita através do produto de Kronecker pelos vetores da base do espaco transversal Si.
Para exemplificar isso, vamos tomar o produto de um dos vetores ortogonais a v, € V,

comq=1,..n.
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( )
- o] [ o]
0
0 0
O - -
— -1 —1
1
1 0
v=1:|= e (5.19)
1
— 0 1
0 - -
0 0
0
- 0 0
L i L i
\ wf wiq_l )

Assim, a base do espaco transversal Si- é descrita por

g1 1 q q
W =A{wy, .., w,, _q, ..., 0], ...,wnq_l}.

Para obter a base do espaco transversal S;-, opera-se da mesma forma que os
casos acima explorados, multiplicando, através do produto de kronecker, a matriz cujas
colunas sao os vetores de W, pela matriz identidade de ordem k, chega-se ao seguinte

conjunto de vetores BSkL = {u?l;q =1,.,n7=1..,n,—11=1,. k}

Seja ¢ : N* — N, tal que,

(5.20)
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Chega-se, entao, a seguinte equacao para funcao de ordenacgao dos vetores da

base de S|

‘ k(j —1)+1, sei=1,;
up; — (1, j, 1) = i~1 (5.21)
& kS (ni— 1)+ k(j— 1)+ 1,0 # 1.

r=1

Lema 5.1 Suponha que C, ., satisfaca (5.8) e (5.10). Entio Sy e S sdo C-invariantes
e existe uma base de R™, na qual C admite uma decomposicao por blocos da forma C =

é’@é’, onde

C=| || | e C=lasuyl (5.22)

onde os elementos a, g ;i) sao descritos

paral=1,....k, 7=1,..n;—1

(

aT7¢(l7jai) = _CT+17SZ'71+1 + CT781’71+]’+17 T = 17 ceey Sl - 17
Arg(lji) = —Cra2siq+1 1 Cris q+j+1s T = S1,...;82 — 2 (5.23)
Arp(l,ji) — " Crensisi+1 + Crinsici+i+l, T = Sp—1 — (77 - 2); ey S )

\

Demonstragao: S; é C'—invariante:
Seja vy € Bg,
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Sq Q1q

T=8q-1+1 Oégq

Z Cor Q2q

Cvg = QigU1 + QaqU2 + ... + QuygUy; (5.24)

segue que C'v, pertence a S;. Portanto, S; é C'—invariante.
Sendo Bg: = {u};¢=1,...m,j =1,...,ny — 1} a base de St .

Seja uj € Bg., temos que

1 1 1
A1,6(1,5,i) U1 T A2,¢(1,5,5) U T+ o T Qs —1),6(1,7,) Un,y —1

sy () UT T oo F Asym2,6(j,00) Uny 1+
C’u;] — 17¢(]7l7) 1 . 2 27¢(]7l7) 2 1 (525)

s, 1 (-2),6GL) UL Tt o T sy o) Un, 1

Cuj gerard o seguinte sistema:
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s1—1

- 2 aT7¢(j7l7i) _Clvsi—1+1 + Cl)si—l+j+1
a‘r,qﬁ(j,l,i) —Crs;_1+1 + Cr,s;_1+j+1; = 1, vy 81 — 1;
Sqfq
Q,(5,1,%) —Csy_1+1,si_1+1 T Csy 41,8 1+j+1
T=5¢-1—(q—2)
Ar.6(j,1,3) TCrtgsioi+l T Crtgsii+i+1 =5g-1—(4—2),..,8¢ — @
Sn—1
Ar,¢(35,1,3) “Csp_1+1,5,_1+1 + Cspy_1+1,8i—1+j+1
T=sn-1—(1—2)
aT7¢(jvlzi) _CT+77757571+1 + CT+7773i—1+j+17 = 877—1 - (77 - 2)7 tey 877 777
(5.26)
s1—1
- Z —Crsi 141 T Crs 1 4j+1 = —Clsi 141 T Cls; i 4j+1
T=1
Sq
- Z —Crsi 141 T Crsi q4j+1 = T Csatlsioa+l + Csg_141,8i_14j+1
T=5¢-1—(q—2)
Sn—1
o Z —Crim,si_1+1 + Crinsici+i+1 = “Csp_14+1,81+1 + Csp_1+1,8i_1+j+1
T=sp-1—(n—2)
/ S1 S1
Z Crisi1+1 = Z Crisi1+j+1 = Bli
=1 =1
Sq sq
Z Crosi_14+1 = Z Crosi1+j+1 = qu (527)
T=8q-1+1 T=sq—1+1
Sn—1 Sp—n
Z Crin,si_1+1 — Z Crim,si_1+j+1 — 5771’
\ 7=sp—1+1 T=sp-1+1

Segue de (5.27) que existem constantes a, 4(;.1,), tais que C' pode ser escrito

como combinagao dos vetores da base de B i O que implica a invariancia de C' sobre Si-

Sendo Si o complemento ortogonal de S;, ambos sdo subespacos de R",

pelo teorema da decomposicio ortogonal segue R" = S; @ Si. Sendo assim, Bg, e

BSf_ formam uma base para R™. Logo, pela invariancia de C' sobre S; e Si, temos que
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[C]p, onde B = Bg, U BSIL, possui uma decomposi¢ao em blocos diagonal descrita por

[Cls = [Clps, @ [Cls,,, onde C'=[Clp, e C=[Clp

st
De (5.24)
all o al’!]
¢ = (5.28)
Qo Qi
E de (5.26) segue que
paral=1,...,k, j=1..,n;,—1
(
Urgji) = “Crilsial T Crsiipjrt,  T=1 81— 1
Ar,(L.5.) Cri2si 1+l T Crigsi kil T = S1h 0 82 = 2 (5.29)
L a7,¢(l,j,i) = —Crinsi_1+1 + Crin,si_1+j+1, T = Sp—1 — (77 — 2), vy S — 1,
[

Se C' satisfaz as hipdteses do resultado acima e do Lema (3.1) descrito no
capitulo anterior , segue que C' = (C’ @ 1) ® (C®I) onde C e C sio as matrizes descritas

no Lema 5.1.

Teorema 5.1 Sejam Fi,Fo, ... F, : RF — R* fungées suaves e Cpxn a matriz de dis-

persao satisfazendo (5.8) e (5.10). Defina F : R™ — R"™ vig F(X) = (I,y — M)P(X) +

CMP(X), onde M = I, ® M = diag(M, M, ..., M), M = diag(p, pi2, ..., ix), C = C @ I
N—— ——

n vezes

e P(X) = P(x1,X,....,%n) = (F1(x1), ..., F1(Xs,), Fo (X5, 41), -, Fo(Xs,), ., Fiy(xs,)), X5 €
R* j = 1,2,..,n. Eziste uma base B de R", da forma B = Bg, U BSkL, onde Bg,

e Bgi sio bases apropriadas de Sy e Si, respectivamente, tal que a matriz jacobiana
k

ni ng i
7\

J(z) = DF(z) calculada em um ponto z = (Y1, 1, ...,yf,@g,y;,\...,yg, ...,@n,ynf...,y;) ad-

mite uma decomposicao por blocos da forma

J(2) = [J(2)]s, © [J(2)]B,, (5.30)

k
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onde

N

T se, = [Ty — (I, — ©) © Mdiag(J(Fy), J(Fy), ... J(E,))  (531)

3 . ni n2 Ny
[J(Z)]Bskl = []k(n—n) - (I”l—”] - O) ® M]dmg(Fl, ceey Fl, FQ, ceey FQ, ceey F777 "'7F”7> (532)

onde C' e C sdo descritas no Lema 5.1.

Demonstracao: Pelos resultados do Lema 3.1 e Lema 5.1 temos a invariancia de C' sobre

Sk e Si. Falta-nos mostrar a invariancia de D P(z) sobre ambos subespacos.

Para tanto, aplica-se D P(z) nos vetores da base de Sy,

11
13;

i
DP(2)vy, = : ng = (flve1 + fovg2 + . + f,gjvqk) €S, (5.33)
i
fgj

flgj y,

onde (f;%) é a derivada da fungao f;' em relagao a varidvel j.

O resultado acima implica DP(z) invariante sobre Sy. Pelas assertivas de-

mostradas até entao, segue que Sy é J(z)-invariante.

Passamos a verificacao de (5.32). Sejam V, = [vy1,Vq2, s Ugk] = Vg @ I
onde [v1, Vs, ..., v,] correspondem aos vetores da base de Sy, além disso tem-se v, @ M =

(L ® M) (v, ® Iy) = (I, ® M)V,
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Jvg; = Ik — (In — C) @ M]DPuy;

(5.34)
= [Lu—I.—C)® M](ffjvq,l + fijqu +.t flgjvqk)
onde
1 i
q q q fgj fgj
(fijvar + fojvge + o+ frjVor) = [Ug1 Vg2 o Vgi] | =Ve| . (5.35)
S ] | S

segue entao, ? = [ffj f2qj flgj]T

® M) (v, ® I) + (C ® M)(v, ® L)]
(0, ® M)+ (Cv, @ M)| [
& M) + ((a1q01 + Qagvs + .. + angvy) @ M)
(1= agg) (0 ® M) + ((1q01 + agvs + oo + aygvy) @ M)
— (1 = agg) (L, @ M) (vg ® Ii) + (014(L, @ M) (v1 @ )+
gy (I ® M) vy ® 1) + oo+ g (1, ® M) (v, © 1))] f

JUj =

(5.36)

E facil ver que, ao aplicarmos aos outros vetores vg, ..., Vg, & diferenca fica

no vetor 7, o que formard J(F).

Assim, a matriz [J]p, a partir do resultado acima, é dada por

Sk

11— (1 = an) M)J(FY) a1aM.J(Fs) - any MJ(F,)
[J] aglMJ(Fl) [[ - (1 - CYQQ)M]J(FQ) cee alnMJ(Fn)
an MJ(F1) M J(Fy) o [ = (1 = agy) M]J(Fy)
) (5.37)

O que verifica C' e [D(P(2))]5s, -
Passamos, entao, a verificacao de (5.32).
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Aplicando ] ; 1o jacobiano do sistema, temos

Jul s = [Iny — (I — C) © M]DPuj (5.38)
Segue que
%
DPuj; = [uf; ... uf;lf; (5.39)
onde (ug ® I) = [U(f,j “Z,j]?

Como ja foi mostrado, temos que (C'® I;,)(uj® I}) é escrito como combinacao
linear dos vetores da base de BSICL, logo no caso particular de k = 1 segue que C’ug pode ser
escrito como combinagao da baseleL = {u?; q=1,...m,j=1,...,n,— 1}, como descrito

em (5.25).

Por (C ® Ii)(u] ® It) = Cuj @ Iy, denotando u] ® I, = Wy, segue que

1 1 1
A1,¢(1,5,i) U1 T A2,¢(1,7,i) U T o T Qs —1),6(1,5,i) Un,y —1

s, (1)UL T - F Csy—2,6(j10)Uny 1+

s, 1 (1-2),6G1) U Tt o+ Qsyn.é(Gid) Un, 1

= a1(15.) (U} ® Ik) + g9(15.0) (uy @ Ix) + oo+ (s, -1).601.50) (U, -1 @ Tk)
+ag, gi0) (U @ I) + o+ Gsy—2, 5000 (Uny— @ Ii)+

(5.41)
+as, 1 (1-2),6G40) (U] ® Tk) + o+ as,—n.e(.00) (U, —1 © Ii)
= 1,6(1,5,) W11 + a2,60,5,) Wiz + ... + a(s,-1),6(1,5,) Wi -1)
+as, g1,y War + ... +. Usy—2,6(j,15) Wa(nas—1) (5.42)

+as, 1 (n-2),6G.L) Wit + - + as, 56000 Wa-1)
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De (5.38) e (5.39)

— —
Juf ;= Lk — (I, @ M)Wy, f; + (I, @ M)(C @ L)Wy, f;

(5.43)

Segue entao, Ju] ; ¢ combinagao linear dos vetores da base Bsé_, 0 que gerara

uma matriz em blocos como segue,

Al 1 BLQ Bl n—2
By Az Bopn—o
[J]BskL = (5.44)
L Bn—Z,l Bn—2,2 T An—2,n—2 i
em que A,, = [a;;] e Brj = [b;] sdo blocos de dimensdo k x k, onde as
entradas desses blocos sao,
parag=1,...nmeT=5,1—(¢—2),....,8, — ¢
_ ~ q
alvj - [(1 - ILLl) + cTﬂ'Ndfl,j (545)
by = Gt
Fica claro, entao, que a matriz [D(P)]p,, ¢ dada por
k
J(F1)
n1 — 1 blocos
J(F1) )
J(F2)
no — 1 blocos
J(F2) )
}n —mni —ng —ny, — 3 blocos
)
J(Fy)
n, — 1 blocos
_ J(E,)
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Teorema 5.2 Sejam Fi,Fo, ..., F, : R¥ — R* fungées suaves e Cpxn a matriz de dis-
persao satisfazendo (5.8) e (5.10). Considere o sistema dinamico discreto que descreve a

evolugao temporal da metapopulacao heterogénea

X* = F(XY) = (I, — M)P(X") + CMP(X"), t=0,1,2,... (5.48)

Seja Ag, um atrator em Sy e p uma medida F—invariante ergodica com
suporte em Ag, , entao o nimero de Lyapunov transversal e paralelo de uma drbita sobre

Ag, sao p—q.t.p. constante e sao dadas, respectivamente, por

k

Ly = lim [|[7]5,, (" sy, (72)- sy, ()] (5.49)
Ly = lim [|[J]zg, (7] (7). [, ZOII - (5.50)

A demonstragao deste teorema segue de forma andloga ao teorema 3.2.

5.4 Conclusao

A construcao do modelo metapopulacional para n clusters é dificultada pelo
complexo trato algébrico que deve ser dado a ele. A construcao da dinamica passa pela
visualizacao e descrigao dos vetores da base do espago de sincronizacao e seu complemento
ortogonal, os quais, pela sua grande quantidade de divisoes, tornam-se intrataveis geome-
tricamente. Por isso, a base do modelo de 2 clusters foi fundamental, trazendo as bases

necessarias para expansao da dinamica.

Apoés as definicoes preliminares, foi possivel provar os resultados gerais para
um modelo metapopulacional heterogéneo com 7 clusters e k espécies. No qual as ferra-
mentas para estudar o comportamento de érbitas de sincronizacao parcial(Teorema 5.2)

foram descritas, além de verificar as suas estabilidades.
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Além disso, verificou-se que a utilizacao do produto de Kronecker tem papel
fundamental na expansao das matrizes de conexao, além de dar uma ideia das bases dos

espagos vetoriais Sy e Si.

Com essa generalizacao notou-se a complexidade que traz o modelo, sendo
que, além dos parametros das dinamicas locais, deve-se atentar aos parametros que descre-
vem a dinamica espacialmente estruturada, devido ao grande niimero de subconjuntos de
sitios envolvidos, o que gera um modelo mais complexos do ponto de vista do tratamento

matematico e computacional.
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6 SIMULACOES NUMERICAS CASO 7 =3

As simulagoes deste capitulo descrevem um habitat com heterogeneidade
de eta conjuntos distintos (clusters). Durante o processo de obtencao dos resultados
numeéricos, observou-se que nao houve diferencas em relacdo a quantidade de clusters
no habitat para n > 3. Assim, decidiu-se apresentar somente os resultados referentes
a dinamica com 3 diferentes conjuntos de sitios. E facil notar que, ao aumentarmos a
heterogeneidade do ambiente, maior serda a complexidade do modelo, ja que para cada

cluster ha um minimo de 8 parametros a serem ajustados.

As analises feitas seguiram o padrao ja utilizado nas simulagoes dos capitulos
anteriores, uma primeira abordagem feita com clusters de mesmo tamanho e depois uma
comparagao utilizando a variagao na quantidade de sitios em cada conjunto. Nas duas

formas verificou-se as influéncias das diferentes conexoes sobre a dinamica.

Para uma melhor identificacao do modelo, utilizou-se a notacao descrita na
construcao anterior, onde os trés conjuntos de sitios sao descritos por Fi, Fy e F3. A
quantidade de sitios em cada conjunto é descrita por np, para o cluster Fi, np, para o
cluster Fo e np, para o cluster F3. A dinamica local foi mantida como descrito em 5.2,

sendo o sistema local que governa cada sitio em cada conjunto é dado por

e xterfl(lfxt)fﬁflyt
6.1
yt+1 _ yt€T§1 (l—yt)—ﬁflzt ( )
no cluster Fy,
- xterfé(l—zt)—ﬂféyt
(6.2)
yt—l—l — yterg2(1—yt)—ﬁ§2zt
no cluster Fq e
il = xterf3(1—mt)—ﬁf3yt
(6.3)
yt—i-l — ytergd(l—yt)—,355xt

no cluster Fs.
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Para gerar a heterogeneidade do meio, considerou-se a diferenca pelas taxas
intrinsecas de reproducao das espécies. Os parametros que indicam a taxa de competi¢ao
foram mantidos constantes, com os mesmos valores utilizados nas simulacoes de 2 clusters,
onde /1 = 1 e By = 1,2 em todos os sitios. As matrizes de conexao utilizadas nesta

aplicagao sao global, bipartida e ponderada.

Para exemplificar as conexoOes entre sitios e a matriz jacobiana do modelo,
com base nos resultados obtidos no caso geral, utilizou-se uma metapopulagao heterogénea
de n = 10 sitio, com 1 = 3 clusters e uma dinamica local de competi¢ao entre duas
espécies. Sendo C' a matriz de conexao global, tem-se que suas entradas sao da forma
¢i;=1/(n—1), parai # j,sei = j¢;; = 0. Assim, a matriz de conexao global é descrita

por

0 L 1)1 1 1|1 1 1 1
9 919 9 919 9 9 9
19 1|1 1 1)1 1 1 1
9 919 9 919 9 9 9
11 g1 1 11 1 1 1
9 9 9 9 919 9 9 9
11 1) L 1|1 1 1 1
9 9 9 9 919 9 9 9
101 11 g 1|1 1 1 1
9 9 919 919 9 9 9
C = (6.4)
101 11 1 |1 1 1 1
9 9 919 9 9 9 9 9
101 11 1 1]|g 1 1 1
9 9 919 9 9 9 9 9
101 11 1 1|1 5 1 1
9 9 919 9 919 9 9
101 11 1 11 1 g 1
9 9 919 9 919 9 9
101 11 1 11 1 1 g
L9 9 9/9 9 9|19 9 9 a

E fécil verificar que C satisfaz as condi¢oes do Lema 5.1, portanto o jacobiano

do sistema para este exemplo pode ser descrito por

D NMYDPry, oo (I — (—M)DPpy, .., (I — (—2

)M)D Pg,);
(6.5)

[J]Bs, = diag((I —(

n—1 n—1 n—1

onde se verifica a separacao dessa matriz em trés blocos dependentes das dinamicas locais

em cada cluster, o que leva ao seguinte processo para o calculo do nimero de Lyapunov,
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1
n—1

—OM)DP ()] (66)

n —

Ly(A1) = lim [[(1 (14 ﬁ)M}DPﬁ(zT—l)(I —(1+ )M)DPr, (2777)...

(I —(1+

LL(A2) = T [|(T = (14 =) M)DPe (" )T — (14 —)M)D Py, (7).

T—00

(T = (4 2 )M)DP () (67)
Ly(A3) = lim [|(T - (1+ ﬁ)M}DPFB(zT‘l)(I -1+ ﬁ)M}DPFB(zT‘Q)...
(1= (14 L mDPL ) 69

Assim, a sincronizacgao parcial da dinamica esta relacionada com o ajuste
em cada cluster separadamente. Portanto, é possivel afirmar que a metapopulacao esta
em sincronizagao, pelo menos parcial, se L, = max{L, (Fy), L, (F),L,(F3)} < 1, caso
contrario a dinamica é dita assincrona. Esse resultado corrobora o obtido no capitulo trés

para o caso particular de 2 clusters.

Utilizando o mesmo exemplo descrito acima e a conexao entre sitios bipartida

obtém-se a seguinte matriz,

i 101 11 1 1 1]

0005 5 6|5 6 6 o
101 1|1 1 1 1

0005 5 6ls 6 6 o
11 1|1 1 1 1

0005 5 5|6 5 6 s

111 11 1 1

s 6 5/9 00|35 5 5 &

11 119 g |l 1 1 1

c— |6 6 @ 6 6 6 6 (6.9)

111 1111

6660006666

11 1|1 1 1

s 8 8/s 5 8/0 000

101 1)1 1 1

s 8 8|5 5 8/0 000

11 11 1 1

s 5 5|5 8 5/000°0

11 11 1 1

| 8 5 5|8 8 5/0 00 0]

Ao aumentar em 1 a quantidade de conjuntos de sitios em relacao ao modelo
anterior, o nimero de blocos passa de 4 para 9, onde as entradas nulas da matriz de

conexao referem-se a caracteristica de nao migracao para sitios de um mesmo cluster.
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Com o intuito de manter a caracteristica de somas das colunas da matriz C' igual a 1,
deve-se considerar as entradas em cada cluster da forma 1/(n — 1)np, com ¢ = 1,2,3.
Assim, as entradas referentes as ligagoes dos sitios do cluster 1 tém peso 1/(n—1)n; = 1/6,

da mesma forma obtém-se as demais entradas nao nulas.

Novamente, a matriz C' satisfaz as condigoes do Lema 5.1 e pode ser decom-
posta em 2 blocos, seguindo a construcao destacada no referido Lema. Com isso C = 0],

assim o jacobiano do sistema com conexao bipartida é dado por

s(np )—1
s, = [ —(I® M)DPp, | @ (6.10)
=1
s(np,)—2
[ —(I® M)DPp, | @ (6.11)
r=s(np,)
(npg)—3
@B - TeM)DP, (6.12)

e seguindo os passos descritos com a conexao global tem-se L | = max{L, (Fy), L, (F»), L, (F3)},

e se L < 1 obtém-se pelo menos sincronia parcial e se L | > 1 o modelo é assincrono.

A conexao Ponderada é uma variacao da conexao global, onde todos os sitios
estao conectados, mas a probabilidade de migragao entre os sitios nao é a mesma. Nesse
modelo de conexao o parametro s descrevera qual a tendéncia de migragao na metapo-
pulacao, se k > 1 tem-se uma migracao mais intensa para sitios do mesmo cluster, ja se
k < 1 gera-se uma migragao maior para fora dos clusters. Para caracterizar esse tipo de

comportamento, a matriz de conexao é descrita por
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K 1 1

KNp +Np, +Npy — K | Mgy, + kg, + My — K | Mgy +Np, + KNpy, — K

1 1
C = " (6.13)

KNp, +Np, +Npy — K | Mgy + KNE, + Mgy — K | N + Mg, + KNpy, — K

1 K 1
KNp, +Np, + Mgy, — K | Ny + KNp, + N, — K | M, + Ny, + KN, — K

Cada bloco diagonal representa uma matriz quadrada de ordem igual ao niimero de sitios

em cada cluster, gerando ao final um matriz n x n.

O efeito de uma tendéncia migratéria, descrito anteriormente, ocorre da
mesma forma que no caso de dois clusters. Ao aplicar o Lema 3.1 sobre a matriz C,

o bloco relativo ao subespaco transversal apresenta os seguintes conjunto de autovalores
77/F1 TLF2 nF3
7 N\ N 7 N\ e N\ N

K K K . .
— ,— ,— . O jacobi-
KNp, +Np, +NMpy, — K Ny, T RNE, TNy, — K N +Np, + KNy — K

ano do sistema é semelhante ao descrito no caso de conexao global, sendo dado por

Al-1
K
[J]BSL B (69 {Ik - KNnpy + Np, +Npy — RM:| DPr, (:c)) @ (6.14)

D [Ik— " M} DPp,(z) | & (6.15)

ney + RN, + Npy; — R

D | [Ik - " M} DPp(2) |, (6.16)

ng, +nNp, + KNE, — K
r=5(A2 £ P By

onde os blocos nao nulos de [J]p_, sao
k

K
ATT: 1— F}) :]_’”.’ _1 617
7 [ KNpy +Npy, +Npy — ,@-'ul} Lo T s(nr) ( )
K
ATT: 1— F,Q’ = s eees _2 618
7 [ np + Knp, + np — K“l} L T=5nR), .., s(np) (6.18)

K
ATT: 1— F§37 —= s eees _3, 619
’ { nE +nE, + KNp — ,.;/”} i T=58nm), .., s(np,) (6.19)
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onde [, j =1, ..., k. O ntimero de Lyapunov transversal é calculado de forma semelhante ao
descrito para conexao global, sendo possivel descrever o comportamento de cada cluster

separadamente.

6.1 Simulagoes Numéricas

As simulagoes para o modelo de 3 clusters foram realizadas com uma per-
turbacao do estado de sincronia, o qual é gerado pelas equacoes do modelo sincronizado.
Apoés essas operagoes, sao realizadas mais 50000 iteragoes para gerar os resultados que
foram apresentados. As consequéncias das simulagoes seguiram o mesmo roteiro ja mos-
trado anteriormente: estudou-se primeiramente o ponto de equilibrio de coexisténcia, logo
apos, o ponto de competicao e, por fim, verificaram-se as interferéncias das variagoes do

tamanho dos clusters.

Considerando as condigoes de p4(ponto de coexisténcia) em todos os clusters,
obtiveram-se resultados semelhantes ao caso de n = 2, em que altas taxas de migracao sao
responsaveis por uma maior estabilidade. O resultado inverso se dé sempre que as taxas
de reproducao representem a mesma regiao de érbitas locais, ou seja, quando tem-se todos
os valores de 7" em uma mesma 4rea de solucdes(drbitas ciclicas ou cadticas). Nesse caso
a estabilidade é maior para baixas taxas de migracao, sendo que para altas taxas hd um

aumento da periodicidade ou surgimento de orbitas cadticas.

Considerando condicoes de estabilidade do ponto de equilibrio para com-
petigao em todos os clusters, onde a espécie 2 vence (Ponto : (0,1)), verificaram-se resul-
tados semelhantes a dinamica local. A adicao do espaco, para o conjunto de parametros
utilizados, nao alterou os resultados ja previstos para esse ponto de equilibrio. Como isso,
percebeu-se que esse ponto nao é afetado pela inclusao do espaco. Obteve-se um padrao
de sincronizacao total, onde a espécie 1 é extinta em todo habitat, enquanto a populacao
2 permanece estavel em todos os sitios. Alteracoes no tamanho dos clusters também nao

foram suficientes para reverter o quadro de extin¢ao da espécie 1.

Ja, se sao alteradas as condicoes de equilibrio em um dos clusters para o

ponto de coexisténcia, é possivel reverter o quadro de extingao em todo o habitat (Figura
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Espécie 1

Espécie 2

Figura 6.1: Rede Global: Gréficos Espago-Tempo e séries temporais dos sitios 6(linha
vermelha), 15(linha azul) e 25(linha preta) para as duas espécies com os se-
guintes pardmetros: iy = 0,2;rp = 0,575 = 2,757, = 0,345 = 0,257, =

1,7;1”%2 = 2,4;7“%3 =1,6

SérieTemporal - Espécie 1

0 10 20 30 40 50 60
Sitios

SérieTemporal - Espécie 2

0 10 20 30 40 50 60
Sitios

Figura 6.2: Rede Bipartida: Gréficos Espago-Tempo e séries temporais dos sitios 6(linha
vermelha), 15(linha azul) e 25(linha preta) para as duas espécies com os se-
guintes pardmetros: py = 0,2;rp = 0,57

1,7; T%Q = 2,4;7“%3 =1,6.
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6.1). Essa reversao foi visivel para todas as conexoes (Figura 6.2). Quando a espécie 1 nao
se movimenta, os padroes locais prevalecem, assim nos clusters, onde existem condigoes
de competicao, a espécie 1 é extinta. E onde as condigoes sao de coexisténcia, ambas
espécies sobrevivem, independente da conexao. O mesmo nao ocorre quando se admite

que a espécie 2 nao se movimenta; nesse caso, ambas espécies sobrevivem no ambiente.

Como hé trés conjuntos de sitios com caracteristicas diferentes, é possivel
admitir condigoes de extingao para uma espécie em um cluster (Ex: ponto (1,0)), enquanto
em outro considerar que a outra espécie pode desaparecer (ponto (0,1)). Esse cendrio serd
nomeado aqui como uma competicao cruzada, onde em um dos clusters tém-se condigoes
que levam a espécie 1 ser extinta, enquanto em outro leva a espécie 2. O conjunto de sitios
que sobra é mantido com parametros do ponto (1,0) ou (0,1), dependendo da simulagao ou
verificacao a ser feita. Percebeu-se, com isso, que essas condi¢oes garantem a coexisténcia
de ambas as populagoes. Ja que os clusters que possuem a espécie 1 vencedora fornecem
individuos para os sitios onde esta seria extinta, o mesmo vale para outra espécie, o que
garante a permanéncia de ambas populagoes. Como deve-se presumir pelos resultados
obtidos, se uma das populacoes nao possui capacidade de movimentacao, esta serd extinta
no cluster onde isso é previsto, mas persiste nos demais. A outra espécie permanece em

todo habitat, pois nos clusters, onde é vencedora, garante individuos para todos os sitios.

A dinamica local apresenta 3 pontos de equilibrios estaveis, pode-se entao
utiliza-los para uma simulacao que garanta a presenca dos mesmos. Assim, o cluster F
garante a coexisténcia, Fy a espécie 1 vence e em F3 é considerado condigoes do ponto (0,1).
Com essa configuracao, o modelo apresentou mais solucoes de coexisténcia, indiferente da
conexao utilizada. Ao tirar a capacidade de movimentacao de uma das espécies foi possivel
verificar no habitat os 3 estados possiveis para dinamica, sendo eles caos e assincronia,

sincronizagao e extingao (Figura 6.3).

Aplicaram-se ao habitat algumas variacbes no tamanho dos clusters, com
o intuito de analisar os efeitos sobre as orbitas geradas pela dinamica. A atencao ficou
restrita sobre as solugoes cadticas e assincronas. A comparacao foi feita sempre em relagao

ao caso de divisao igual dos sitios entre os clusters, onde cada conjunto apresenta 20 sitios.
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Figura 6.3: Rede Bipartida: Grafico Espaco-Tempo e Densidade-Espaco py = 0, 2; r};l =
3,91, =3,5:1p, = 0.7 = 0;7F, = 3i7%, = 0,437, = 3.6

Na regiao dos parametros responsaveis pela condicao de coexisténcia, fo-
ram percebidas alteragoes com todas as conexoes. Houve mudancas de periodicidade das
orbitas, além da geracao de soluctes assincronas. As conexoes entre sitios nao apresenta-

ram diferencas nos resultados.

A condicao de competicao, quando analisada com clusters de mesmo tama-
nho, gera a extingao de uma das espécies. Esse resultado permaneceu inalterado quando
variou-se o tamanho dos conjuntos de sitios. Ao atribuir a um dos clusters valores de
parametros para coexisténcia, foi possivel reverter a extingao nos clusters vizinhos, mas
verificou-se que isso sofre influéncia da quantidade de sitios nesse conjunto. Se este cluster
possui mais sitios que os demais, é mais facil ocorrer solucoes de coexisténcia. Agora se

esse conjunto possuir poucos sitios, a solucao resultante é a extincao total da espécie.

A mudanca do nimero de sitios em cada cluster apresentou resultados dis-
tintos quando utilizou-se competicao cruzada. A alternancia na quantidade de sitios em
cada conjunto fez surgir extingao total da espécie 1, se o maior conjunto compreendia o
ponto de equilibrio (0, 1), no qual a populagao 2 vence. O contrario também foi percebido,
se a regiao onde se encontravam as condigoes do ponto (1,0) era a maior, permanecia a

espécie 1 e a populacao 2 era extinta em todo habitat.
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6.2 Sincronizacao

Como nosso objetivo era verificar a estabilidade de 6rbitas sincronizadas, o
presente modelo foi de grande utilidade. Os resultados para 3 clusters reafirmaram os ja
obtidos nas simulacoes com 2 clusters. Para a dinamica local e conexoes entre sitios utili-
zadas, as solugoes sincronizadas ocuparam quase todo espaco dos resultados encontrados.
As assincronias existentes se restringiram a uma pequena regiao dos parametros, relacio-
nadas fortemente a fragao de individuos que migram entre os sitios (1) e regioes cadticas
para dinamica local. Essas solugoes apareciam sempre que uma das espécie possuia baixa
ou nenhuma capacidade de movimentagao (p ~ 0). Foi possivel verificar o surgimento de

novos clusters.

O célculo do expoente de Lyapunov transversal, para as variacoes dos fato-
res de competicao ja apresentados, mostrou a variacao de estabilidade para as possiveis
conexdes utilizadas(figura 6.4). As condicoes de estabilidade de ps(ponto de equilibrio
de competigao (0,1)), mostraram uma grande semelhanga na regiao de estabilidade en-
tre as conexoes utilizadas. Como no casos de 2 clusters, a conexao bipartida apresentou
uma regiao maior de assincronia, devido a reducao de ligagao entre sitios descrita nesta

conexao.

|

' ] ]

Figura 6.4: Regioes de Estabilidade de Sincronia. Cada coluna representa Conexao
Global, Ponderada e Bipartida, respectivamente. Nas linhas utilizou-se os
parametros: Linha 1 g = P = 8¢ = 1 e g5t = B8 = B = 1,2; Linha 2
Bl =pY =Py =4,5e By =By =By = 1,2; Linha 3 p' = 4.5, 87 = =1
e B3 =1,2,68=328p8=1,2

As solucoes sincronizadas encontradas durante as simulagoes destacaram a
presenca dos 3 clusters descritos inicialmente, nao indicando uma sincronizacao total
entre os sitios. O quadro de homogeneidade nas densidades dos locais habitados é gerado

sempre que todos os clusters apresentam condicoes de competicao. Assim, uma das
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espécies permanece com densidade 1 em todos os sitios, enquanto a outra é extinta em

todo habitat.

Foi possivel perceber que a sincronizagao auxilia os efeitos de resgate, pois
alterando-se um quadro de competicao total para um de competicao cruzada, aumenta-se

a possibilidade de coexisténcia entre as espécies.

6.3 Conclusao

Buscou-se nessas simulagoes apresentar as caracteristicas do modelo hete-
rogéneo com formacao de 3 clusters, utilizando a dinamica local de competicao. Pela
vasta gama de possibilidades para os valores dos parametros que o modelo apresentou,
nao foi possivel mostrar uma andlise completa. Assim, foram escolhidos alguns conjuntos

de parametros em que houve interesse para ilustrar as possibilidades da dinamica.

O sistema metapopulacional, descrito aqui, apresentou uma grande seme-
lhanca com o caso de 2 clusters, no que diz respeito as érbitas sincronizadas. Percebeu-se
que solucgoes localmente estaveis permanecem assim e orbitas cadticas mudam sua estabi-

lidade, confirmando o que ja havia sido relatado no caso anterior.

Com o aumento do quantidade de sitios e por consequéncia o crescimento no
namero de clusters, a quantidade de parametros cresce consideravelmente, o que traz ao
modelo uma dificuldade a mais. Isso eleva as combinacoes possiveis e impossibilita uma

verificacao completa dos resultados.

No estudo das solugoes sincronizadas, percebeu-se que o modelo de com-
peticao estudado gerou érbitas que em sua maioria foram estéaveis. Houve poucas com-
binagoes de parametros que apresentaram instabilidade para essas solugoes. As orbitas
assincronas ocorreram sempre que havia baixo fluxo de individuos entre os sitios, ou seja,

quando p; e ue estavam proximos ou iguais a zero.

Os resultados numéricos deste capitulo possibilitaram concluir que o niimero
de sitios e clusters nao tem grandes influéncias nas solugoes. Uma andlise com os 60

sitios divididos igualmente ou uma anélise com 120 sitios retratam os mesmos cenarios.
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O mesmo pode ser notado quando se aumentar o nimero de cluster, os resultados signi-

ficativos nao sofrem alteragoes.
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7  MODELO HETEROGENEO COM CONEXAO
CONVEXA

Nos capitulos anteriores apresentou-se modelos metapopulacionais em ambi-
ente heterogéneo com 2 e 1 clusters, dinamicas que mostraram as influéncias da heteroge-
neidade do ambiente sobre as populacées em cada sitio. Além disso, foi possivel estudar
critérios para sincronizacao de orbitas através do niimero de Lyapunov. Essas dinamicas
restringem a migracao entre sitios a um numero constante de individuos a cada passo de
tempo. Por isso, neste capitulo, tem-se o intuito de melhorar a atividade migratéria dos
individuos, criando a cada passo de tempo caminhos diferentes para o deslocamento entre

os sitios do habitat.

Estas alteragoes entre as conexoes de sitios do habitat indicam a criagao
de caminhos ecologicos. Esses caminhos sao novas ligacoes entre habitats fragmentados,

muitas vezes gerados pelo avanco da urbanizagao ou catastrofes naturais.

Para descrever estes fatos matematicamente, utilizou-se uma combinagao
convexa entre matrizes de conexdao. Em [2] essa combinagao foi feita utilizando uma
matriz de conexao global e outra local, considerando a ligagao entre os dois sitios mais
proximos. No presente trabalho, as matrizes foram escolhidas dentre as utilizadas nas
aplicagoes anteriores. A combinacao convexa ¢ definida abaixo, e os passos para aplicacao

desta conexao ao modelo foram demostrados ao longo do capitulo.

Definicao 7.1 Um conjunto S C R™ é convexo se para qualquer x, y € S e qualquer

A € [0,1] temos Az + (1 — Ny € S.

Para que uma matriz de conexao entre sitios seja utilizada nos modelos apre-
sentados até entao, ela deve satisfazer as condicoes sobre somas de linhas e colunas. Essas
hipéteses, ja descritas nos capitulos anteriores, foram utilizadas em sua forma geral des-

crita por
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aqq e aln

m

para m e nem {1,...,n}, com

Sm
Z Cir = Qmn, Vi € Ntal que 5,1 +1<i<s, (7.2)
r=sm-1+1
E a restricao adicional gerada para garantir a invariancia do operador Jaco-

biano sobre o espago transversal, descrita por

B |- | By
C= (7.3)
ﬁnl e 6777]
para m en em {1,2,....n}, com
Z Cri = ana tal que Sp—1 +1 S i S Sn; (74)
r=8$m—1+1

Proposicao 1 Sejam as matrizes C; e Cy € R™", satisfazendo as condigoes 7.1 e 7.3,
entao a combinacao convexa

C =)+ (1= \)Cy (7.5)

também satisfaz 7.1 e 7.3.

Demonstragao:

De fato, toma-se um valor fixo de A € R e ' e (' matrizes de conexao para
uma dinamica de n clusters. Assim, elas serao divididas em 7 x n blocos, cujas somas das
linhas e colunas em cada um destes blocos é constante. Portanto, seja o bloco mn, onde

as somas das linhas da matriz de conexao é a,,, e da matriz bipartida é (3,,, tem-se entao

Z Ci = Qpn, Vi €N tal que s, 1 +1<i < s, (7.6)

r=8m—1+1
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Y =B VieNtalques, ;+1<i<s, (7.7)
r=8m—-1+1

Pela equagao 7.5 a nova matriz terd a seguinte soma em cada linha no res-

pectivo bloco

i Cir = Xm: ¢, + Xm: (1= Nej, (7.8)
r=sm-1+1 r=8m—1+1 r=sm_1+1

tal que 5,1 +1 <1< s,.

O que implica em

Sm Sm Sm
1 2
E : Cir = A § Cir T (1 - >\) § : Cirs
r=8m—1+1 r=8m—1+1 r=sm—1+1

Sm

Z Cir = )\Oémn + (1 - A)ﬂmnu

r=8m—1+1

tal que 5,1 +1 <1< s,.

Com isso, tem-se, para cada valor de A, as somas em cada linha na nova
matriz se mantera constante. A demostracao para soma das colunas segue de forma
analoga. Conclui-se entao que a matriz de conexao convexa satisfaz as condigoes 7.1 e

7.3.

Com a proposicao acima garante-se que C':

1. satisfaz as condicoes do Lema 3.1, onde C' = (C ® I,) ® (C ® I);

2. satisfaz o Teorema 5.1, o que implica decompor o jacobiano da dinamica
em blocos. Com isso é possivel calcular os nimeros de Lyapunov Paralelo e

Transversal (Teorema 5.2).

Os resultados acima descrevem as condigoes sobre a matriz de conexao con-
vexa C' para cada valor fixo de A\. Sendo assim, é possivel variar esta constante com

o tempo, sem afetar as hipdteses de sincronizacao e a invariancia da matriz C'. Nesse
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sentido, utilizou-se a conexao convexa como uma topologia dinamica para o habitat, o
que pode gerar caminhos diferentes a serem percorridos pelas populagoes descritas na

dindmica (geragao de caminhos ecolégicos).

Pela defini¢ao 7.1, para atualizar os valores das entradas da matriz de conexao
convexa deve-se garantir que \; € [0, 1]. Para tanto, utilizou-se a equagao de recorréncia
Logistica e desta forma, consegue-se gerar valores para o parametro da combinacao con-

vexa dentro do intervalo [0,1]. A equagao Logistica é descrita por

)\t+1 = ’I")\t(l — )\t> (79)

Conforme o descrito em [35] e [34], esta equagao possui um comportamento
dependente do parametro r, para definir os possiveis valores de \;. A dinamica apresenta
um rico conjunto de estados, passando de pontos de equilibrio estaveis, por érbitas ciclicas
e cadticas, a medida que o valor de r evolui no intervalo [0,4]. Pela figura (7.1), pode-
se perceber que a evolugao das orbitas da fungao g(z) = rz(1 — x) ficam limitadas ao
intervalo [0, 1], o que garante o valor de \; € [0, 1], conforme definigao 7.1. Pode-se, entao,

atualizar a matriz de conexao a cada passo de tempo por

C=NC1+ (1= \)Cs (7.10)
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Figura 7.1: Grafico de Bifurcagao para funcao logistica.
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Ao analisar os comportamentos possiveis para os valores de \;, se é capaz de
verificar o nimero de possiveis conexoes entre sitios. Se r < 3 tem-se uma unica solugao
para o parametro \;, o que gera uma matriz do tipo ponderada para o modelo. Agora se
r > 3 comecam a surgir ciclos peridédicos para dinamica logistica e, portanto, pelo menos
2 matrizes distintas atuam no modelo a medida que o tempo passa. A partir deste ponto,
pode-se, entao, caracterizar-se a dinamica com topologia variavel, ja que, a cada passo de

tempo, havera distintas densidades deslocando-se de um sitio para outro.

A partir disso, as simulagdes numeéricas contemplaram valores do parametro
r > 3. Para que fosse possivel analisar os comportamentos das populagoes, a medida que

varia-se a topologia do habitat.

7.1 Modelo Heterogéneo com conexao convexa

Para as aplicacoes a serem realizadas com esse novo tipo de conexao, utilizaram-
se duas matrizes ja conhecidas, as matrizes de conexao global e bipartida. Como descritos
nos capitulos anteriores, a ligacao global entre sitios gera uma migracao igualitaria, uma
mesma fracao de individuos migra para cada um dos sitios da vizinhanga. J& a matriz
bipartida descreve uma migracao direcionada, onde os individuos migram somente para

os sitios de outros clusters, nao havendo uma migracao interna no cluster.

Arsego [2] utilizou conexoes local e global, apresentando uma grande variacao
na existéncia de ligacoes entre os sitios. Como as matrizes que identificam os caminhos
possiveis entre sitios em nosso modelo sao mais restritas, nao se consegue uma variacao
tao ampla na relacao entre os sitios do habitat. Mesmo assim, foi possivel verificar o
surgimento de caminhos novos & medida que o valor do parametro \; variava entre [0, 1],

onde A\; = 0 representa o caso bipartido e \; = 1 conexao global.

A ordem dos eventos na dinamica nao se alterou para esta aplicacao: primeiro
ocorre uma fase de reproducao e, logo apés, uma etapa de migracao. A diferenca, neste
caso, da-se apenas pela variacao a cada passo de tempo da matriz de conexao. Assim,

apods a reproducao, o parametro \; é atualizado e uma nova matriz de migragao é gerada
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através da combinacao convexa entre as matrizes global e bipartida. Assim, o sistema

metapopulacional é descrito por

n Sm
(M =1 -MF(x)+ > Y o ;MF,(x}), i=s0+1,...,8

’ m=1j=sm_1+1
n Sm
XZZ.+1 = (1 — M)F2(X§) -+ Z Z Cl,jMFm(Xf)a 1= S1 + 1, ey S9
m=1 j=sm—_1+1
, . (7.11)
X = (1 M)Fn(xz) + 2 > g MF,(x), i=s0+ 1.,

‘ m:lj:sm_1+1
>‘t+1 = T)\t(l — At)
L C == )\tCG ‘|‘ (1 - )\t)CB

onde os elementos ¢;; sao atualizados pela combinagao convexa.

Conforme ja demostrado na secao anterior, a matriz de conexao convexa
pode ser decomposta em blocos. Sabendo-se que no caso global a decomposi¢ao gera um
bloco transversal com autovalores Cg = —ﬁ] , € para o caso bipartido, um bloco de

autovalores Cg = [0]. Com isso, a restricio da matriz convexa ao espago S+ ¢ dada por

C=MCq+(1-X\)Cp (7.12)
. 1 A
C:/\t(— )I:— L (7.13)

n—1 n—1

Substituindo C' na equacio 3.45 do Teorema 3.1 tem-se o seguinte jacobiano para o espaco

transversal

s, = [Ik(nn) _ ([n_n _ <_L1n_n)) & M} DP (7.14)

k n—1

Pode-se perceber que [J] B,, apresenta n; blocos iguais a
k

A= [I — (1 — (— al 1)) M} DF;(z), onde i = 1,...,n. Assim

n —
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)b, = (@1 []— <1 - (-nA_t 1)) M] DFl(x)> o (7.15)

=1

(@ (o)) erm).

T=s(n—1)

Pelo produto de matrizes, o calculo do nimero de Lyapunov Transversal pode
ser descrito decompondo o produto de matrizes em 7 blocos, gerando um método mais
simples para o calculo do nimero de Lyapunov. Esses blocos sao descritos para qualquer

1=1,...,m como

LY = T [ A7) A7) A (7.17)

Assim L, = max{L%" L¥? . Lf"}

7.2 Simulagoes Numéricas

Para as simulagoes com conexao convexa, utilizou-se um habitat de 60 sitios
divididos em 3 clusters. Como os resultados apresentados até entao nao mostraram gran-
des diferencas, optou-se por apresentar somente este caso especifico. A dinamica local
utilizada, responsavel pela fase de reacao das espécies envolvidas no modelo, manteve-se
conforme ja descrito nas simulagoes anteriores; as equagcoes de competicao discretas Lotka-
Volterra. Esse sistema apresenta 4 pontos de equilibrio, como ja discutido anteriormente,
extingao das duas espécies, espécie 1 sobrevive (1,0), espécie 2 sobrevive (0,1) e ambas

coexistem.

A heterogeneidade do habitat se deu seguindo os passos ja destacados nas
simulagoes anteriores. As taxas de crescimento (r;,7 = 1,2) de cada espécie foram tomadas
com valores distintos de um cluster para outro, sendo que a taxa de competicao manteve-
se em um unico valor para todo habitat, diferindo somente entre espécies. Com isso,

reduz-se o nimero de parametros a serem escolhidos.

Como uma primeira abordagem, para as simulagoes, utilizaram-se os valores

dos parametros de modo que 2 > riFj > f;,onde i =1,2¢e 5 =1,2,3, isso corresponde a
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condigoes do ponto de equilibrio de coexisténcia estdvel na dinamica local. Os resultados
descritos até entao com matrizes de conexao constante, mostraram que a migracao nao
alterou os resultados da dinamica local, ou seja, na regiao de equilibrio estavel nao houve
alteragoes. Quando utilizada a combinagao convexa de matrizes, a dinamica apresentou
uma mudanca de equilibrio das drbitas que era localmente estével(7.2). As solugoes,
geradas nas simulagoes, indicaram um comportamento cadtico, evidenciando a perda total
de estabilidade. Essa alteracao esta diretamente ligada a migracao dinamica gerada nesta
aplicacao. Esse fenomeno indica um comportamento tipo Turing, onde a difusao simples

causa alteracoes no comportamento de solugoes inicialmente estaveis.
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Figura 7.2: Série temporal das espécies 1 e 2, seguidos das densidades totais em cada
cluster. Os parametros utilizados foram gy = 0, 9; rfl =1,5; rfz =1,T7; 7{3 =
13 =0,2;75" = 1, 7,702 = 1,4;75% = 1.6

Tal comportamento foi verificado para valores do parametro » > 3 na equagao
logistica. Nesta regiao, os valores gerados para \; sao periddicos e cadticos, o que se reflete
na dinamica espacialmente distribuida, devido as mudancas sofridas na matriz C'. Para
3 < r < 3,88, somente as altas taxas de fluxo de individuos geram alteragoes nas orbitas
da dinamica. Para os demais valores, o comportamento das solucoes nao se alteram em
relacao a dinamica local da metapopulacao. O comportamento cadtico se afirma ao tomar
A¢ > 3,88. A partir desse ponto, as érbitas do modelo nao apresentam um conjunto de

parametros que gerem solucoes estaveis.
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Ao passar a regiao de equilibrio e entrar na regiao de ciclos periddicos para
dinamica local, o comportamento desestabilizante permanece. Sendo que proximo as

solugoes periddicas, da dinamica local, surgem atratores cadticos (Figura 7.3).

Na regiao de competicao, atribuiram-se valores dos parametros para esta
condicao em todos os clusters, de modo que a mesma espécie venca em todos os clusters.
Nesse caso, a conexao dependente do tempo nao altera as solucgoes locais e mantém a
solucdo (0,1) ou (1,0). Ja se, em ao menos um dos clusters sao mantidas condigbes
de coexisténcia, ha a possibilidade de coexisténcia global. Isso ocorre sempre quando a
populacao, que estd em extincao, tiver baixa capacidade de migracao ou quando a taxa
de reproducao dessa populacao estiver acima de 2, ou seja, dentro da regiao de ciclos

periddicos podendo evoluir até o caos.

Aumentando os valores das taxas de crescimento das espécies dentro da regiao
de competicao, os resultados nao mudam; mas vale destacar que as solugoes estaveis nao

ocorrem, pois a migracao dependente do tempo gera apenas Orbitas cadticas.

7.3 Sincronizagao Parcial

As simulagoes feitas até agora descreveram alteracoes no comportamento

qualitativo das orbitas do modelo. Grande parte das solucoes que antes eram estaveis
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passaram a ser caoticas, quando submetidas a uma migracao dinamica. Além dessa analise
de solugao, foram feitas verificagoes dos efeitos da conexao convexa sobre a sincronizagao

dos sitios do habitat.

As matrizes combinadas para gerar este tipo de conexao, apresentaram com-
portamentos distintos nas simulagoes discutidas anteriormente. A matriz global se mos-
trou mais propensa a gerar Orbitas sincronas do que a matriz bipartida. Esta ultima foi

responsavel por uma maior regiao de parametros que geraram assincronia no modelo.

A combinacao destas duas matrizes gerou um ambiente mais neutro em
relacao a sincronia dos sitios, ou seja, houve poucas combinacoes de parametros gerando
orbitas assincronas sendo que a maioria destes ocorre na regiao de caos para o equilibrio

de coexisténcia.

Para combinagoes das taxas de reproducao, contemplando os pontos de coe-
xisténcia e extingao de uma das espécies, as solucoes se restringiram a valores das taxas
de reproducao muito proximas ou iguais a zero. Nas demais combinagoes, as drbitas

sincronas foram predominantes.

Mudancas no tamanho dos clusters foram capazes de alterar o comporta-
mento das orbitas. Algumas solugoes, que em ambiente de sitios igualmente distribuidos
eram sincronizadas, passam a dessincronizar pela ampliagao de um determinado cluster.

Esse resultado s6 é percebido para taxas de reproducao dentro da regiao de caos local.

7.4 Conclusao

Este capitulo apresentou a aplicacao de uma matriz de migracao dependente
do tempo. Para isso, construiu-se uma combinagao convexa de matrizes, onde os elementos
dessa combinagao foram escolhidos dentre os exemplos apresentados nos capitulos 4 e 6,
matrizes que satisfizessem as condicoes 7.1 e 7.3. Assim, a construgao supriu as hipdteses
dos resultados descritos para a andlise dos estados de sincronia do sistema metapopulaci-
onal heterogéneo apresentado. A andlise de uma dinamica com migracao dependente do
tempo tem grande relevancia para estudo de populagoes, ja que traz um passo a mais na

aproximacao da realidade. Este tipo de dinamica descreve uma possibilidade de escolha
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do destino para os individuos. A dinamica mostra os “caminhos ecolégicos”, que surgem

como auxilio na conservacao bioldgica.

Como uma aplicagao para este modelo dependente do tempo, utilizou-se a
dinamica local de competicao entre duas espécies, com taxa de migracao constante. Os
resultados mostraram um grande efeito gerado pelo fluxo de individuos. As solugoes da
dinamica local referentes a coexisténcia das espécies mudaram de estabilidade passando
de estaveis para cadticas. Essa alteracao ocorreu devido a alta variacao nas conexoes
entre os sitios do habitat. A utilizagao do parametros r = 4 para equagao logistica gera
uma orbita cadtica para os valores de )¢, 0 que implica uma grande mudanca nos valores
das conexoes entre os sitios. Essas mudancas indicam um aumento ou reducao de fluxo
de um sitio para o outro, as vezes, criando caminhos para outros locais habitaveis. Tais
alteracoes geraram, a cada passo de tempo, uma nova solugao sincronizada implicando

em orbitas cadticas para regioes dos parametros que antes eram estaveis.

O mesmo nao ocorre para os parametros do sistema que geram solugoes
onde uma das espécies vence. Para essas simulacoes, foram possiveis detectar orbitas
semelhantes aos modelos ja apresentados, sempre que o ponto de equilibrio em todos os
clusters era (0,1) ou (1,0), ou seja, todos os sitios apresentavam densidade (0, 1) ou (1,0),
gerando uma sincronizacao total. Ao mudar o ponto de equilibrio em um dos clusters, os

resultados voltam a apresentar orbitas sincronizadas de forma cadtica.

A construcao desse modelo se mostrou promissor a novas aplicacoes, e de
simples implementacao. A tnica restricao estd em construir matrizes representantes da
topologia do habitat, de maneira que as mesmas satisfacam as condigoes sobre linhas e

colunas descritas nos resultados para a metapopulacao heterogénea.
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