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RESUMO

A presente dissertacao de mestrado tem por objetivo a avaliacão

numèrica do fenOmeno de crescimento de trincas em materiais viscoelasticos

lineares termoreologicamente simples via Mêtodo dos Elementos Finitos 	 para

estado piano de tensbes e deformacbes.

Uma anAlise termo-mecAnica associada 6 feita afrav6s da ufilizacao

de elementos finitos de mesmo tipo e ordem de interpolagAo para a condugAo

de calor em estado permanente e para o problema mecAnico viscoelAstico.

0 comportamento viscoelAstico 6 modelado via Metodo das VariAveis

de Estado, com diferentes fungOes de fluéncia para as	 deformagOes

volumetricas e desviadoras. A influência da 	 temperatura	 sobre	 as

propriedades viscoelAsticas do material 6 considerada atrav6s da hipdtese de

material termoreologicamente simples. IntegragAo reduzida 6 utilizada para o

tratamento de materiais quase incompressiveis.

A avaliagAo dos parAmetros de crescimento da trinca estA baseada em

formulacAo desenvolvida por Schapery e adaptada 	 para a utilizacAo	 via

elementos finitos. A taxa de liberagAo de energia de deformagAo 	 para

viscoelasticidade linear 6 obtida via extensAo virtual da trinca. 	 Uma

avaliacAo qualitativa do comportamento do material na zona de processo 	 de

fratura 6 postulada com base na MecAnica do Dano Continuo.
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ABSTRACT

The aim of this work is the numerical evaluation of conditions for

crack growth for thermo-rheologically simple linear viscoelastic materials

using the Finite Elements Method for plane stress and plane strain.

An associated thermo-mechanic analysis is implemented using finite

elements with the same type and interpolation degree for the steady state

heat conduction and the viscoelastic mechanic problem.

State variables are used to model the viscoelastic behaviour, with

different creep compliance functions for volumetric and shear strains and

stresses. The influence of temperature over the viscoelastic properties of

the material is represented by using the hypothesis of thermo-rheologicaly

simple materials. Reduced integration is used for nearly incompressible

materials.

Schapery's formulation is used to evaluate the crack growth

initiation parameters, adapted for Finite Elements modeling. The strain

energy release rate in viscoelasticity is evaluated by the virtual crack

extension method. Continuum Damage Mechanics is qualitatively used for

modeling crack tip process zone.
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1. INTRODKAO

1.1. 0 problem da fratura

Ate hã poucas decadas, a engenharia estrutural n5o tinha	 capacidade

de prever ou ate mesmo compreender o fen6meno de formacSo e propagaclo de

fissuras. As pecas eram	 projetadas	 com	 geometrias	 que	 evitassem

concentracOes de tensOes, e periodicamente vistoriadas de modo a reparar ou

substituir componentes que apresentassem alguma fissuracSo.

Se a ausencia de colapsos em um maior ndmero podia ser 	 explicada

pelo fato	 dos	 materiais	 estruturais	 clâssicos	 apresentarem	 alta

ductibilidade e resisténcia ao dano, o mesmo nAo pode ser esperado dos novos

materiais compOsitos desenvolvidos nos dltimos anon,	 cuja	 altissima

resisténcia e reduzido peso faz com que sejam bem mais sensiveis a presenca

de fissuras.

A otimizacAo de mêtodos nSo destrutivos de anSlise, tais como o

ultra-som, mostraram que estruturas antes consideradas seguras apresentavam

um grau de fissuracSo considerSvel, sem no entanto levar a uma falha

catastrOfica.

A necessidade de justificar porque componentes estruturais aceitos

como s5os devido a uma "ignorAncia tdcnica ou tecnoldgica" n5o levavam

necessariamente ao fim da vida dtil deste 	 componente fez com que diversos

estudos fossem realizados nesta Area, em 	 especial apas a	 Segunda Guerra

Mundial, levando ao surgimento da MecAnica da Fratura.

Fundamentalmente a Mec&nica de Fratura 	 permite relacionar o tamanho

maxim° e a localizac5o de uma trinca real 	 ou hipotetica com a maxima carga

que pode ser aplicada em um componente 	 estrutural para	 que nAo ocorra

propagacAo instSvel da trinca;	 predizer a taxa com que	 uma fissura se

aproxima do tamanho critic° por fadiga, por efeitos de	 fluéncia	 lenta ou

ambientais; determinar as condicOes em que a rapida 	 propagacSo de	 uma

fissura pode ser contida.

Por causa do desenvolvimento	 da MecAnica da	 Fratura e	 sua

utilizacAo gradativamente mais usual na engenharia vem a postura 	 atual de
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nSo mais substituir todos os componentes estruturais que apresentem alguma

fissura, mas somente aqueles que as tenham 	 prOximas de um determinado

tamanho critic°. Desta forma, o custo de	 reparo ou reposicSo de	 um

determinado componente é quantificado frente a possibilidade	 de	 falha do

mesmo e de sua tolerancia ao dano.

A importancia tecnoldgica e econOmica da aplicac5o de	 criterios de

previsSo de crescimento de trincas é imensa. Na 	 area aero-espacial, as

severas penalidades na eficiencia e viabilidade têcnica devido a excesso de

peso e sobredimensionamento tem levado S busca da utilizacSo	 de	 materiais

mais e mais resistentes para um mesmo peso com coeficientes	 de	 seguranca

reduzidos, mas sem perda de confiabilidade e	 seguranca. Em	 reatores

nucleares, vasos de press go para materiais gasosos altamente inflamaveis	 e

gasodutos, as consequ6ncias de uma falha catastrOfica 6 um 	 condicionante

presente em todo o projeto. Para vasos 	 de	 press5o,	 6	 comum	 o

teste sob preessSo para a averiguacSo	 da	 existência	 de	 fissuras

antes da entrada em servico do conjunto ("test before fail").

Economicamente, os gastos diretos 	 e indiretos relacionados com

fissuracSo de componentes estruturais sSo de 	 vulto considerSvel. Segundo

Duga et al. (Kaninen e Popelar, 1985), a perdas diretas e custos associados

com acidentes de todos os tipos envolvendo fraturas, alem dos gastos em

sobredimensionamento devido a n5o uniformidade da qualidade dos materiais,

inspecSo, reparo e substituicSo de componentes danificados s5o da	 ordem de

120 bilhOes de dOlares anuais, somente nos 	 Estados Unidos da	 America.

Segundo estes estudos, aproximadamente 30% do total 	 poderia ser economizado

se a tecnologia de controle de fratura atualmente disponivel fosse 	 aplicada.

Outros 23% poderiam ser salvos com a aplicacSo do conhecimento que

estarA sendo desenvolvido ao longo dos prOximos anos.

A utilizacSo cada vez mais intensa de materiais polimericos, n5o

somente como matriz para materiais compOsitos estruturais, como tambem nas

mais variadas aplicacOes do dia a dia, tem 	 levado ao desenvolvimento de

numerosas pesquisas sobre o comportamento do 	 fenOmeno de fratura nester

materiais. Exemplos de areas de aplicac5o dos conhecimentos advindos da

mecanica de fratura sSo os pneus de automOveis, caminhOes ou aviOes, que nSo

devem sofrer fissuracSo devido ao desgaste mecSnico do travamento ou devido

a agentes agressivos do meio; as pinturas, que sob aclo de agentes

agressivos sofre fissurac5o e conseqdente descascamento; os selantes que,

fissurados, perdem a impermeabilidade; os adesivos 	 de um modo geral; os
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materiais estruturais comp6sitos com vidro, grafite, boro ou carbono; o

concreto asfaltico, que devido a fissurac5o e descolamento perde sua funcSo

de pavimentack; propelentes sOlidos, cuja fissuracSo determina uma queima

irregular e incontrolada.

A Mecanica da Fratura necessita, para a previs56 de ruptura de uma

determinada peca ou componente, da modelagem da trinca com um tramanho e

posic5o definidas. Outras abordagens est5o em desenvolvimento que prescindem

desta modelagem, tail com p a analise estatistica, baseada nos trabalhos de

Weibull, e a Mecanica do Dano Continuo. Ambas postulam a existéncia de

falhas e microfissuras dispersas ao longo do material.

1.2. HistOrico do desenvolvimento da mecAnica da fratura

Historicamente, o primeiro estudo sobre mecanica de fratura foi

feito por Leonardo da Vinci, no seculo XV, estudando a variacSo de

resisténcia de arames de ago de mesmo diametro em fung5o de seu comprimento.

VArios outros pesquisadores trabalharam no que hoje se denomina efeito de

escala. Weibull, na primeira metade deste s6culo, demonstrou atrav6s de

tecnicas estatisticas que este fenOmeno estava relacionado com a presenca de

fissuras no material, sejam elas internal ou superficiais, como 6 o caso do

vidro.

A primeira tentativa de modelagem matemAtica da Mecanica da Fratura

foi feita por Inglis, em 1913, analisando o caso de um furo eliptico em uma

placa sob tensOes uniformes de tragao em uma direg5o. Inglis mostrou que,

quando a elipse tem uma de suas cordas tendendo a zero, assumindo o formato

de uma trinca, as tenses na ponta da mesma apresentam valor infinito. A

conclusSo era de que nenhum material poderia suportar qualquer tensao se

apresentasse uma trinca ou fissura, o que is logicamente contra as

constatagOes experimentais.

Um passo importante foi dado com o trabalho pioneiro de Griffith,

nos primeiros anos da d6cada de 20, o qual estudou o problema para materials

elAsticos lineares frAgeis atrav6s de consideragOes energ6ticas, postulando

que uma trinca somente se tornaria instSvel se a taxa de energia de

deformac5o liberada devido a extensao da trinca excedesse a taxa de aumento
de energia superficial associada com a formag5o de novas superficies de

fratura.

0 trabalho de Griffith permaneceu como uma curiosidade restrita aos
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meios acad gmicos por mais de 20 anos, at4 que, durante e ap6s a segunda

Guerra Mundial, numerosos casos de colapso catastrcifico devido a fratura

levaram os pesquisadores a dedicar-se mais intensamente a esta area. S5o

famosos os casos de navios mercantes construidos em chapas de ago soldadas

pelos Estados Unidos durante o conflito, denominados Liberty Ships, que, dos
5000 construidos, 1000 sofreram problemas relacionados a fratura devido

fragilizag5o de ligas de ago a baixas temperaturas, dos quais 150 graves;	 10

navios partiram-se bruscamente ao meio, alguns inclusive ancorados no porto.

(Rolfe e Barsom, 1977)	 (Kanninen e Popelar, 1985). Mumerosos	 casos

de fratura devido a fadiga envolvendo aviOes comerciais Comet no p6s-guerra

foram tambem registrados.

Irwin, nos anos imediatamente apas a Segunda Guerra Mundial,	 e

alguns pesquisadores russos, estenderam os conceitos de Griffith, definindo

o que denominados Fator de	 Intensidade de TensOes ou Taxa de LiberacAo de

Energia de DeformacAo ("Strain Energy Release Rate"), o quais s5o comparados

a um Unica parAmetro, um valor critico caracteristico do material, chamado

Resisténcia a Fratura.	 Para materiais elAsticos lineares, os dois parAmetros

acima s5o identicos.	 0 conceito foi estendido para outros materials,

ressaltando-se os trabalhos de Irwin e Orowan, que sugeriram extensOes da

expressOes de Griffith levando em conta deformacOes plAsticas em uma 	 zona

limitada na ponta da trinca 	 (small scale yielding), e os de Dugdale	 e

Barenblatt, que modelaram a	 ponta da trinca com forcas coesivas geradas 	 pelo

material	 alterado em suas caracteristicas ali encontrado.

Rice, em 1968, desenvolveu um metodo que, atraves de uma integral

de linha, permite a obtens5o dos parAmetros de fratura G ou J. Mostrou-se

que o metodo era independente do caminho escolhido, permitindo a avaliacao

dos parAmetros por um caminho afastado da zona conturbada na ponta da

trinca, dispensando uma modelagem precisa desta zona. 0 metodo a baseado em

consideracaes energeticas,	 abrindo caminho para a aplicac5o da MecAnica de

Fratura	 em materiais elAsticos com nAo linearidade pronunciada 	 e	 a

consegaente aproximaclo para problemas de elastoplasticidade.

Diversos pesquisadores postularam teorias que estendem os conceitos

acima para materiais viscoelAsticos, tais como os trabalhos de Knauss

(1973),	 McCartney (1977),	 e Schapery (1975).

Schapery apresentou um desenvolvimento teOrico de uma trinca em um

material	 viscoelAstico	 linear na qual, na ponta da mesma, existe uma regiAo

em que o material esteja	 alterado, apresentando relacOes constitutivas
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quaisquer. Esta modelagem e analoga a de Barenblatt ou	 Dugdale, a qual e

responsavel pela presenca de forcas 	 coesivas ou de fratura na ponta	 da

trinca. A partir de	 consideracAo	 de tensOes	 finitas nesta regiSo,	 do

trabalho realizado para a ruptura de uma parcela 	 da zona	 de processo	 de

fratura na ponta da trinca e da abertura da trinca, 	 Schapery desenvolveu

equacoes que permitem quantificar o	 tempo de inicio do	 crescimento da trinca

(tempo de iniciac go), 	a velocidade de crescimento da trinca, as condiOes

para que haja crescimento estavel ou	 propagacAo instavel, e o tempo	 para	 se

atingir a propagacgo. Posteriormente, Schapery desenvolveu uma formulacSo

para materiais viscoelasticos lineraes ou nSo baseados numa integral	 J

modificada (Schapery, 1984 a e b).

	

ConsideracOes mais detalhadas sobre MecAnica da Fratura aplicada 	 a

materiais viscoelSsticos pode sem encontrada em (Kaminskii, 1980) e, mais

especificamente para polimeros, em (Knauss, 1973) 	 e (Williams, 1977 e 1987).

1.3. AplicacAo da MecAnica de Fratura via inêtodos numericas

Visto que os desenvolvimentos tedricos tem 	 aplicac go imediata

apenas a problemas simples, com	 geometria, condicOes	 de contorno	 e

carregamentos restritos, e que, dentro os m6todos numericos/computacionais,

o Metodo dos Elementos Finitos foi o que maior 	 desenvolvimento

potencialidade apresentou nas Ultimas decadas, constituindo-se numa poderosa

ferramenta para avaliac go aproximada de problemas mecAnicos 	 com geometria

condicOes de contorno arbitrSrios, com use largamente
	

difundido, quer
	 no

mein academico, quer no mein profissional, 6 natural
	

que grande	 esforco

tenha sido realizado para utilizS-lo na solucSo de problemas de fratura.

A primeira	 dificuldade	 encontrada	 foi	 o	 modelamento	 da

singularidade de tensOes e deformacOes na ponta	 da trinca. Os primeiros

metodos empregados exigiam um intenso refinamento da 	 malha na ponta	 da

trinca para que elementos comuns conseguissem representar o	 elevado

gradiente de tensOes e deformacOes da regi5o. Exigia-se que o tamanho dos

elementos fosse da ordem de um centesimo a um milesimo do tamanho da 	 trinca,

gerando problemas de dificil solugSo 	 computational por	 suas exigências	 em

termos de memOria disponivel e tempo de processamento. VSrios pesquisadores

tentaram desenvolver elementos que representassem a singularidade da ordem

de 
r-1/2 

para as deformacOes na ponta da trinca para materiais
	

elSsticos,
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tail como Tracey, Cook, Blackburn, Akin (Owen e	 Fawkes, 1983) e Benzley

(1974). 0 principio geral dos metodos	 empregados	 era tomar	 fun gi es	 de

interpolac5o que representassem o campo	 singular	 em elementos especiais,

fazendo a compatibilidade na interface com elementos	 comuns. Posteriormente,

trabalhos independentes de Henshell e Shaw (1975) e Barsoum	 (1976)

apresentaram um metodo chamado quarter points elements, no qual,	 a partir de

elementos isoparametricos quadraticos 	 de 8 nOs para estado piano,	 a

singularidade era obtida deslocando os mis do meio das faces concorrentes ao

no de ponta de trinca para a posic go de um quarto	 do comprimento de cada

face, fazendo corn que ao longo das	 mesmas surgisse a	 singularidade

necessaria. Para que esta singularidade 	 ocorresse ao longo de qualquer

radial partindo do n6 da ponta da trinca,	 bastava que se fizesse o colapso

de toda uma face sobre este n6 e posicionasse os 	 rids do meio das	 faces

adjacentes para a posicao de um quarto, gerando assim um elemento triangular

quarter point a partir de um quadrangular. A principal vantagem deste metodo

6 a n5o necessidade da utilizacSo de elementos especiais para a ponta	 da

trinca, podendo ser utilizado qualquer programa jS existents 	 com pequenas

modificaOes. Barsoum mostrou sua aplicacSo para materials elSsticos 	 e

perfeitamente plasticos (Barsoum, 1977). 0 conceito de 	 obtens5o	 da

singularidade necess6ria a partir da modificac5o da posicSo dos n65 de meio

de face foi estendido para elementos isoparametricos cdbicos (Pu et al,

1978).

Um dos maiores problemas da aplicac5o do	 Método dos Elementos

Finitos a MecAnica ElAstica Linear de Fratura 	 ("LEFN")	 reside	 na

incompatibilidade da natureza finita do metodo num6rico e do campo singular

ou infinito de tensOes e deformagOes na ponta da trinca. Em geral, o M6todo

dos Elementos Finitos 6 formulado em termos do campo de deslocamentos,	 o que

corresponde a uma minimizac5o da energia potential de deformacao, uma

soluc go do tipo limite inferior. Se o campo de tensOes fosse	 utilizado,	 a

minimizac5o corrsponderia a enercia potential complementar, uma solucSo tipo

limite superior. Se ambos os campo 	 fossem	 utilizados,	 tensOes	 e

deslocamentos, o que 6 conhecido como Formulaclo Mixta, um resultado	 entre

os dois limites citados e, portanto, mais preciso, 6 esperado. Trabaihos

neste sentido foram desenvolvidos por Rao et al. 	 e	 Apostal	 (ver Owen

Fawkes, 1983).

Os mOtodos de avaliacAo dos parAmetros de fratura	 baseavam-se

inicialmente no campo de deslocamentos encontrado 	 na regiSo	 da ponta	 da
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trinca, em funcao dos quais ha expressOes analiticas para 	 os	 fatores	 de

intensidade de tensOes. A obtensSo do valor dos fatores de	 intensidade	 de

tens6es na ponta da trinca era obtido extrapolando-se os valores de pontos

mais afastados, dando	 origem	 ao	 metodo	 chamado	 Extrapolac5o	 de

Deslocamentos, primeiramente postulado por Chan et al. em	 1970. Contudo,

este metodo somente 6 facilmente aplicavel a MecSnica Linear	 de Fratura

(materials el6sticos lineares).

	

Metodos baseados na avaliac5o da taxa de liberacSo da	 energia	 de

deforma0o em func5o do 	 crescimento da trinca foram desenvolvidos nos

trabaihos de Parks (1975)	 e Hellen	 (1975) para materials elasticos lineares,

e posteriormente estendidos para materials nSo lineares (Hellen, 	 1989). Tais

metodos (Virtual Crack Extension, Strain Energy Release Rate) s5o facilmente

implementados em cOdigos de elementos finitos, desde que se possa expressar

o potential de energia de deformac go para o material em quest go. Apresentam

a desvantagem de necessitar de duas anAlises para 	 cada problema,	 uma com a

trinca com seu comprimento original e outra com o comprimento	 com um pequeno

acrescimo, para que se possa avaliar numericamente a derivada da energia 	 de

deformac go em func go do crescimento da trinca.

A integral J,	 desenvolvida	 por Rice, mostrou-se	 grandemente

adequada ao Metodo dos Elementos Finitos, pois os 	 parAmetros	 necessSrios	 a
sua avaliac go s go facilmente obtidos e,	 devido A	 independência do caminho de

integrac go, a mesma pode ser avaliada relativamente afastada da ponta 	 da

trinca, dispensando uma modelagem rigorosa da singularidade do campo 	 de

tens6es e deformac6es naquela regi go. Como o metodo	 estA	 baseado	 em

considerac6es energeticas, sua extensao para alguns casos n g o	 lineares pode

ser facilmente obtida.

Diversos outros pesquisadores desenvolveram elementos hibridos nos

quais os fatores de intensidade de tens6es s go tratados como variAveis

incagnitas do problema, junto com os deslocamentos. Para maiores detalhes,

podem ser consultados (Walsh, 1971) 	 ou (Owen e Fawkes, 1983).

Recentemente, o	 desenvolvimento do Metodo dos	 Elementos	 de

Contorno, por Brebbia e outros, abriu um novo campo para	 a aplicacgo	 de

metodos numericos aplicados a problemas de fratura. Problemas de propagacgo

de trincas parecem ser facilmente tratados por este metodo, em	 virtude	 da

facilidade de geracao das malhas necessarias.

No Brasil, diversos grupos de pesquisa tem se dedicado ao estudo

numeric° do fen6meno de fratura. Entre 	 os centros de maior importAncia,
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podemos citar a PUC do Rio de Janeiro, com estudos de fissurac5o distribuida

em materiais frAgeis e dano continuo aplicados a concreto; a COPPE/UFRJ, 	 com

estudo de propagac5o e controle de fissuracAo em estruturas maritimas	 de

explorac o de petrOleo, utilizando elementos finitos e elementos 	 de

contorno; o LNCC, com estudos tedrico-numericos em crithrios de avaliac5o de

fraturas; e a UFRGS, com estudos de avaliacSo de parAmetros" de	 crescimento

de fraturas via elementos finitos, e de efeitos dinAmicos e estocAsticos 	 na

propagach de trincas, via simulacAo com elementos de trelica espacial.

0 presente trabalho se inclui em uma linha de pesquisa de avaliack

de parAmetros de fratura em estruturas bidimensionais via elementos finitos,

sob a orientach do Prof. Juan Guillermo Creus. 0 estudo de materiais

elAsticos e elasto-plAsticos foi feito por Paulo Roberto	 Jorge	 em

dissertacAo a ser apresentada, e a avaliacAo da integral J e integral C* 	 em

materiais termo-viscoplAsticos estA sendo realizada por Luis Cunda.

1 . 4. Escopo do trabalho

0 presente trabalho tem por objetivo a avaliacAo numdrica, via

elementos finitos, de problemas de fratura em materiais viscoelasticos

lineares cujas caracteristicas sejam dependentes da temperatura. SerAo

abordados apenas problemas de estado piano de tensOes e deforma0es, atrav4s

de elementos isoparametricos quadraticos de 8 nos, os quais apresentam uma

boa precisSo para malhas relativamente esparsas e	 podem	 facilmente

representar singularidades no campo de tensOes e deformacOes na ponta 	 da

trinca pela t4cnica dos quarter points elements.

0 capitulo 2 apresenta o desenvolvimento, via elementos finitos, 	 de

problemas de transmissAo de calor em estado permanente, com o objetivo 	 de

permitir a obtencAo das temperaturas em geometrias quaisquer As quais esteja

associado um problema mecanico. A mesma malha e o mesmo	 tipo de elemento

utilizados na anAlise mecAnica sAo empregados na anAlise termica, 	 com vistas

A otimizacAo dos resultados e do cddigo computacional resultante.

0 capitulo 3 descreve o algoritmo utilizado para a modelagem 	 do

comportamento viscoelAstico, o Metodo das VariSveis de Estado. 8 mostrada	 a

formulacAo para sua implementacAo computacional via elementos finitos bem

como algoritmos e m4todos numericos para seu emprego com intervalos de tempo

auto-adaptAveis e problemas de incompressibilidade. As caracteristicas
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reolOgicas sAo alteradas pela temperatura a partir da 	 hipdtese	 de

comportamento termo-reologicamente simples.

0 capitulo 4 apresenta a formulacSo desenvolvida por Schapery para

problemas de fratura em materials viscoleAsticos lineares, resultando	 em

eguagOes para o tempo de inicia0o, tempo de propagacAo e velocidade 	 de

crescimento da trinca. Esta formulac5o d desenvolvida em termos de variAveis

de estado para a Taxa de Energia de DeformacSo, e sua aplicac5o via

elementos finitos para avaliacAo num4rica do tempo de iniciac go da fissura.

0 parAmetro de fratura d obtido atravds da anAlise, ao longo do tempo, 	 de

dois problemas idOnticos em geometria, condicOes de contorno e 	 carregamento,

ma y diferentes no comprimento das trincas, de modo similar ao método 	 de

ExtensAo Virtual da Trinca.

No Capitulo 5 s go apresentadas as conclusOes obtidas com os mêtodos

e algoritmos utilizados, bem como sugestOes para futuros desenvolvimentos 	 de

trabalhos na mesma linha.



2. FORMULACAO EM ELEMENTOS FINITOS DE PROBLEMAS DE

TRANSFERENCIA DE CALOR EM ESTADO PERMANENTE

2.1. Introduc5o

As	 propriedades	 de	 materiais	 com	 sensivel	 comportamento

viscoelastico, em especial polimeros, dependem fortemente da temperatura.

Para que, numa anAlise mecAnica via Elementos Finitos, se possa 	 levar em

consideracAo esta dependéncia, 	 a necessAria a caracterizacao 	 com razoAvel

precis5o da distribuicAo de	 temperaturas no corpo a ser analisado, em

especial o valor das mesmas nos nos ou nos	 pontos de	 integracAo dos

elementos que	 compOem a malha da anAlise mecAnica.

A conducAo de calor em sistemas bi e tri-dimensionais, onde a

temperatura e o fluxo de calor devem ser tratados como funOes de duas e

trés coordenadas, pode ser analisada por m6todos analiticos, grAficos ou

num6ricos. Um completo tratamento das soluOes analiticas requer o emprego

de s6ries de Fourier, funcOes de Bessel, polinâmios de Legendre, metodos da

transformada de Laplace e teoria 	 das variAveis complexas. A solucao de

problemas por este caminho torna-se tanto mais trabalhosa e	 dificil quanto

mais complexas forem a geometria e as condicOes de contorno do problema

(Kreith, 1977).

Os m6todos grAficos podem ser aplicados com relativa rapidez mesmo

a sistemas	 bidimensionais	 geometricamente	 complexos	 com	 contornos

isot6rmicos e isolados, mas	 sua precis5o, alem de estar limitada as

caracteristicas intrinsecas do m6todo, depende muito da experi6ncia de quern

o esta aplicando.

0 primeiro m6todo de campo num6rico foi o M6todo 	 das Diferencas

Finitas (MDF), o qual 6 de fAcil implementacAo e bastante	 eficiente. Ele

continua ainda a ser empregado,	 especialmente	 na area de	 fenOmenos de

transporte.

0 Metodo dos Elementos Finitos (FIEF), tamb6m muito eficiente, tem a

10
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vantagem em relacAo ao primeiro, quando aplicado em problemas Wrmicos, de

facilmente tratar geometrias arbitrarias e continuos	 nao	 homogéneos

(Huebner, 1975). Essas vantagens s5o ainda maiores quando se implementa uma

an6lise estrutural - termica integrada, como a pretendida neste trabaiho. 	 A

situacSo Otima 6 obtida quando os modelos numericos para a ciarte	 Wrmica	 e

estrutural est5o em completa correspondencia, pois a eficiencia a	 aumentada

e os erros sSo minimizados.

A utilizaclo do LIEF reduz o problema t4rmico a solucao de um

sistema de equagOes lineares cujas incOgnitas sSo as temperaturas nos rids da

malha na qual o corpo foi discretizado. A utilizacSo da	 mesma	 malha da

analise mecanica para a an6lise têrmica, com elementos de	 mesma	 ordem de

interpolac go, fornece os valores do campo de temperaturas precisamente nos

pontos necessarios a primeira. Computacionalmente, a anSlise termo-mecAnica

associada via LIEF permite a utilizaclo de um grande nUmero de rotinas

comuns, mostrando-se vantajosa do ponto de vista da implementacAo	 bem como

do tamanho do c6digo resultante.

No estudo a seguir serAo feitas as seguintes hip6teses basicas :

0 material segue a lei de Fourier de conducSo de calor.

As particulas do corpo estAo em repouso (n5o ha conveccao).

Somente sera analisado o fenameno constante ou estacionario,	 sendo

desprezado o fenameno transiente.

A transmissao de calor pode ser analisada de forma desacoplada em relacgo

as condicOes de tens5o e deformacSo.

e) NAo ha mudanca de fase, efeitos de calor latente ou radiaclo.

Maiores detalhes podem ser encontrados em (Bathe, 1982), 	 (Huebner,

1975), (Zienkiewicz, 1977)

2.2. Formulaco geral

Consideremos um mein continuo no qual esteja ocorrendo tranferència

de calor. 0 equilibrio das quantidades de calor que entram e saem de um dado

volume do mein, levando em consideracao as hip6teses acima,	 pode ser

visualizado na figura 2.1:
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Figura 2.1 - Eguilibrio termico em um sedido

onde h
x,y,z

= fluxos de calor por unidade de Area.

	H	 = fluxos de calor concentrados.

h = calor gerado ou consumido dentro do corpo por 	 unidade	 de

volume.

Considerando-se o eguilibrio face a face,	 convencionando-se como

positivo o aumento de calor no corpo:

(h -h -
Oh

x 	 dx) dy dz +	 ( h -h - `th y dy) dx dz + ( h -h -
Oh

z dz) dx dy

	

x x	 y Y	 z z
Ox	 ay	 Oz

+

	

	 H. + h Bdx dy dz = 0

i.=1.

Resultando:

Oh
x + 

an
y + 

an
z = h + H

dx	 ay	 az

(2.1)

(2.2)
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H,

Onde H
c	

=	
d
	  v

	

n	 = ndmero de fluxos	 concentrados

Supondo-se um campo escalar	 de temperaturas T =	 T(x,y,z) e

aceitando-se a validade da Lei de 	 Fourier para conduc5o de calor	 em

materiais isotrapicos:

F4 = -C	 7d  T	 (2.3)

onde C	 a condutibilidade t4rmica do material e h
—4
 c o vetor	 fluxo	 de

calor em um dado ponto.	 0 sinal	 negativo ocorre em (2.3) porque 	 11d  T 6	 um

vetor normal	 ao campo de	 temperaturas	 no sentido crescente	 e h	 tem

sentido decrescente.

Para	 materiais	 ortotrOpicos,	 expressando-se	 em	 forma	 de

componentes,	 a	 express g o (2.3)	 fica:

aT	 dT	 aT
h = -C	 h = -C

x ax	
h = -C	

OX	 Z	 z	 dz

ou , utilizando	 notacAo	 indicial:

= -C T	 6	 (2.4)
L

onde 6,.	 6	 o delta de	 Kronecker.	 Expressando-se a	 relacSo	 (2.2)
Lj

indicialmente,	 obtemos:

h	 = h	 + Hc	 (2.5)

Multiplicando a express5o (2.5)	 por 67 arbitrSrios e integrando-se

em todo o volume, teremos:

f 6T h	 dV =	 6T H dV +	 6T e
L,LV	 V	 V

(2.6)
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Integrando a (2.6) por partes e aplicando o teorema de Gauss,

resulta:

- I 6T h, v dS -	 6T	 h, dV	 6T t-113
1.	 1.	 ,ts V	 V

n

H	 (2.8)

Onde p
i	

—4
6 a componente i do versor	 p	 normal A superficie	 que

limita o volume, orientado em dire* ao interior do mesmo. A expressAo

h v dS representa as componentes, segundo os eixos coordenados x,, de um
L

fluxo de calor h 9 normal A superficie dS que	 limita o volume, de modo que a

(2.8) fica:

-T 6T h dV =	 6T hS dS +	 6T hdV +	 6T. H.Lt.
=

Aplicando-se (2.4) em (2.9) obt4m-se:

n

6T . 0 T . dV =	 6T h s dS + JOT h B dV +)	 6T.H
,L L ,L	 L

V
L=1

1.

(2.9)

(2.10)

2.3. AplicacNo a elementos finitos

Tendo em vista o tipo de anSlise mecanica A qual sera acoplada a

anSlise t4rmica, considerar-se-a o caso de material isotrOpico (C ,C	 ,C = C)
x y z

e estado piano de fluxo de calor (h z= 0 ; dT/Oz = 0). A equacSo (2.10) sera

tratada numericamente dentro do dominio de cada elemento em que 	 o meio

continuo foi discretizado, resultando em um sistema de equagbes lineares em

temperaturas cuja soluc5o garante a continuidade das mesmas.

Visando uma maior facilidade de entendimento e uma notacSo mais

simbólica, a formulacSo abaixo sera desenvolvida em notacSo matricial.

Para um determinado elemento, o valor do campo de temperaturas pode

ser obtido em qualquer ponto em func5o de seus valores nos nOs do elemento

por:

T = N T	 (2.11)

onde N 6 o vetor de funOes de forma no ponto especificado e T o vetor de
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temperaturas nodais. Analogamente, as derivadas das temperaturas em um ponto

qualquer s5o dadas por:

= B T	 (2.12)

onde B é a matriz de derivadas das funcOe5 de forma no ponto	 especificado.

Os fluxos de calor aplicados na superficie do elemento podem ser expressos

em func5o de seus valores nodais da forma:

h s = N 112
	

(2.13)

onde h s e o vetor de valores nodais do fluxos de calor aplicados na
superficie. Restringindo os fluxos de calor concentrados H 	 aos	 nos do

elemento, pode-se subtituir o somatdrio da (2.10) por:

n

) 6TH = 6TTH
	

(2.14)

=

onde H d o vetor de fluxos concentrados nodais.

A aplicac5o da (2.11), (2.12), (2.13) e (2.14) na	 (2.10)	 resulta

em:

OT T BT C B T dV =f	
oTT NT N hs ds +	 6TT .T.

N hp dV + 6TT H

v	 s	 v
(2.15)

onde 6T é o vetor de incrementos nodais arbitrSrios de temperatura. Sendo 6T

arbitrSrio e T composto por valores nodais constantes, resulta:    

B
T

C B dV I T = I N TN hs dS + I N Th dV + H (2.16)      

Todas as integrals s5o calculadas numericamente pelo processo de

GAUSS - LEGENDRE em cada elemento, resultado num sistema de eguaOes

lineares em temperaturas.

2.4. Resultados numericos

A formulaclo tedrica acima descrita foi implementada em um programa
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computacional na linguagem FORTRAN. Para verificac go da precisSo das

respostas obtidas atrav4s do mesmo, sa p apresentados alguns exemplos com

so1U00 analitica fechada, permitindo a obtencao de estimativas de erro dos

resultados.

2.4.1. Placa retangular com 2 bordos A temperatura constante T e

os demais a 0°C

Considerou-se uma placa retangular cujas faces x = 0 e y = 0 estejam a

uma temperatura prescrita T e as demais a 0°C. A soluc5o para este problema

foi obtida pela superposic5o de dois casos mais simples em que somente uma

das faces apresentava a temperatura prescrita T, sendo dada par (Jakob,

1949):

Ai = 2i+1

oo

T(x,y) -
/ 	 A.

77
 

sen
4 T	 1

i=o

Ai. rrx AL nb
cosech

a
senh 

AL n(b-y)

aa

+ sen
At n(b-y) 

cosech 
Ai n  

senh
a	 At n(a-x)	 (2.17)

ondeaebs5o as dimensOes dos lados do retangulo paralelos a x e 	 a	 y,

respectivamente.

Como exemplo foram utilizadas as dimensOes a=50 e	 b=50,	 sendo	 a

temperatura prescrita de T=100°C. A malha utilizada para a discretizacAo 	 da

placa contem 36 elementos e pode ser vista na Figura 2.2, bem como 	 as

isotermas obtidas. Na Figura 2.3 apresenta-se uma comparacAo 	 entre	 os

resultados obtidos via Elementos Finitos (pontos) e pelos primeiros	 1800

termos da serie (2.17), ao longo das retas y = 5, y=25 e y=45.

0 maior erro percentual obtido foi de 10.5%, prOximo aos vertices

superior esquerdo e inferior direito do retangulo. Nestes pontos, 	 o modelo

tedrico admite uma mudanca brusca de temperatura entre faces adjacentes, 	 ao

passo que o modelo via elementos finitos gera um gradiente 	 de temperaturas

entre nOs adjacentes. 0 erro poderia ser minimizado	 através de	 um

refinamento de malha nestes pontos.
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Figura 2.2 - Maiha e isotermas do exemplo 2.4.1
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Figura 2.3 - DistribuicSo de temperatura do exemplo 2.4.1
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2.4.2. Placa retangular com distribuicSo senoidal de temperatura

em um dos bordos

Neste exemplo foi considerada uma placa retangular com dimens5es a

e b nas direOes x e y, respectivamente, e em cujo lado y = b 'se prescreve uma

distribuic5o senoidal de temperaturas da forma:

T(x,b) = T sen(nx/a)	 (2.18)

A solucSo analitica para este problema pode ser encontrada em (Kreith, 1975)

e 6 dada por:

senh(ny/a) 
T(x,y) = T	 sen(nx/L)

senh(rrb/a)
(2.19)

Considerou-se uma placa de mesmas dimensOes que a do exemplo

2.4.1., com T=100°C. As isotermas obtidas podem ser vistas na Figura 2.4. 0

gra-rico da figura 2.5 mostra uma comoaracAo entre os resultados obtidos pela

equac5o (2.19) (linha cheia) e via elementos finitos (pontos), ao longo de

retas paralelas ao eixo y. 0 erro percentual maxim° encontrado foi de 0.17%,

explicado pela ausência de descontinuidades na distribuicSo de temperaturas.

91.7
83.3

75.0

r 66.7
758.3

0

Figura 2.4 — Isotermas do exemplo 2.4.2
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Figura 2.5 — Distribuic5o de temperaturas do exemplo 2.4.2.

2.4.5. Cilindro vazado comtemperaturas prescritas nos bordos

interno e externo.

0 Ultimo exemplo apresentado corresponde a um cilindro vazado de

raio interno R = 3, raio externo R = 10, temperatura no bordo interno T . =

100°C e temperatura do bordo externo T 	 = 0°C. A soluc5o tedrica deste

problema, encontrada em (Kutadeladze, 1963) é:

T(r) = T
Te - Ti_

In (r/R . ) (2.56)

Ind'? /R . >
e L

Na figura 2.6 estA representada a malha utilizada para 	 a

discretizacSo do cilindro em Elementos Finitos e as isotermas obtidas. 	 A

figura 2.7 mostra uma comparac5o entre os valores obtidos com a (2.56) 	 e

via elemtos finitos. 0 erro percentual maxim° foi de 3.82%
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Figura 2.6 - Isotermas e malha do exemplo 2.4.3.
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3. FORMULACAO EM ELEMENTOS FINITOS DE PROBLEMAS' DE

VISCOELASTICIDADE LINEAR VIA VARIAVEIS DE ESTADO.

3. 1 . IntroducSo

Os principios gerais da mecAnica,	 isto 6,	 as equagOes de equillbrio

e compatibilidade, sAo validos 	 para	 todos	 os	 materiais.	 0	 que

matematicamente distingile as caracteristicas e propriedades do comportamento

dos diferentes materiais sAo as equacOes constitutivas. 0 aspect() mais

caracteristico do comportamento viscoelastico 6 o papel essencial que o

tempo desempenha nas relacOes tens go - deformac5o.

Um corpo viscoelastico sob um ensaio de fluéncia, no 	 qual 6

aplicada uma tens5o constante no tempo a partir de um instante inicial,

sofre uma deformacAo instantSnea tipicamente elSstica no momento 	 de

aplicac5o da tensAo, e a deformacSo 	 total cresce ao longo do tempo, 	 podendo

ou nAo convergir para um valor finito final. Se a tens5o atuante no corpo 6

removida, a deformacSo diminui de um valor instantSneo tipicamente elastic°,

continuando a decrescer ao longo do 	 tempo com um comportamento similar ao da

fase de carregamento.

Se agora submetermos o corpo a um teste de relaxacao, isto 6, 	 se

aplicarmos uma deformacAo constante no tempo, constata-se que as 	 tensOes

apresentam um comportamento instantAneo elastico, diminuindo ou relaxando ao

longo do tempo. Se removermos a deformac5o, a diminuicAo das tensOes neste

instante tambem 6 elSstica, seguindo-se o mesmo processo de relaxacAo	 em

valor absoluto.

Em ambos os casos, o corpo apresenta uma resposta elastica a

qualquer mudanca nas tensOes ou deformacOes impostas a que estS sendo

submetido, sendo seu comportamento subseqaente similar a ter o modulo	 de

elasticidade diminuindo ao longo do 	 tempo a partir de	 seu valor original

"elSstico". Isto sugere uma relac go	 constitutiva n5o somente dependente	 do

tempo em termos absolutos, mas de toda histOria de tenses e deformactSes

impostas a que foi submetido.
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onde: d
tjkl

(t,T) = -
OD

Ljkl.
(t,T)

aT
(3.6)
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Um comportamento viscoelastico 6 dito linear se, para uma histOria

de tensOes:

a(T)
1 (T) + CY 

2
(T)	 T E (To,t)

obtem-se uma histdria de deformacOes:

C(T) = C (T) + C (T)
1	 2

(3.1)

(3.2)

onde gi(T) e g2(T) g .5o as histdrias de deformacao relaci pnadas As histdrias

de tensOes arbitrSrias a1(T), o2(T) respectivamente, ou seja, o principio da

superposicSo de efeitos 6 valid° para histdrias de tensOes e deformacOes.

Um comportamento viscoelSstico 6 	 dito continuo se,	 para duas

experi6ncias	 tom histdrias de tensOes próximas, correspondem dues histdrias

de deformacOes t5o prOximas quanto for desejado.
Pelo teorenma de Riesz (Creus, 	 1985), para um comportamento

viscoelastico	 linear e continuo, pode-se definir as equagOes constitutivas

como:

t

L 
(t) =	 D

LjkL
(t,T) o(T) dT	 (3.3)

To

t •
a 

LJ
(t) = I	 E (t,T) c(T) dT	 (3.4)

To

onde
kL

 (t> e a 
kl 

(t) s5o os tensores de deformacSo e de tensSo, D ijkl
t , T ) e

E
ijkl

(t,T) sao chamadas de funcOes de	 fluência	 e	 de	 relaxacSo,

respectivamente.

Integrando a (3.3) por partes e considerando que o 	 tensor elastic°

instantAneo 
Eijkl 

nSo se altera com o tempo, 	 obtemos:

	

0.1:1(t)	 ft -E . ( t) d	
cykt

(T) dT

	

i jkl	 To
(3.5)

A primeira e a segunda parcelas do segundo termo da (3.5)

correspondem, respectivamente, A parte instantAnea (elastica) e diferida das

deforma0es. Para o caso de auséncia de envelhecimento, ou seja, quando as

funcOes de fludncia e relaxacSo no se alteram ao longo do tempo, a (3.5)
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fica:

a
kl

(t)

e (t) - 	  +	 d	 (t-T) a(T) dT
ij	 klE

ijkl	 To
(3.7)

Grande ndmero de materials vlscoelasticos de elev'ada importancia

tecnolOgica na area estrutural, entre os quais	 diversos	 polimeros,

apresentam marcado comportamento viscoelSstico linear apenas para as tensOes

e deforma0es de corte, tendo a parte volumetrica comportamento elastic° e,

por vezes, incompressivel.

Para que a formulac5o a ser desenvolvida tenha versatilidade

suficiente para analisar estes tipos de materiais, deve-se levar em

consideracSo funs es de fludncia especificas para a	 parte volumètrica e

desviadora.

a0 (t) j t

e°(t) =  3K	 +	 d°(t-T) a°(T) dT
o	 To

s.	 (t)	 t
L j 

e 
j	 2G
(t) - 	 	 ds(t-T) s

L
 ( T) dT

o	 T O

(3.8)

(3.9)

onde a°(t) 6 o primeiro invariante do tensor de tensbes, chamado 	 tensAo

volumetrica, s. .(t) 6 tensor de tensbes desviadoras ou de corte, 	 e°(t) 6 o
Lj

primeiro invariante do tensor de deformacOes especificas, chamado deformacAo

volumetrica especifica, e s (t)	 o tensor de deformacties desviadoras (ou 	 de
Lj

corte) especificas, K	 o	 modulo	 de	 compressibilidade	 volum6trica
0

instant&neo, G o modulo de elasticidade transversal instantAneo, e e(t-T). 

e ds (t-T) as derivadas das funOes de fludncia volumètrica e 	 desviadora,

respectivamente.

3.2. Metodo das variAveis de estado

A utilizacAo da formulacAo dada em (3.8) e (3.9) atraves do	 NIetodo

dos Elementos Finitos mostra-se bastante inconveniente na 	 solucSo	 de

problemas de mecAnica dos salidos, visto que a formulacAo integral ali

apresentada requer o armazenamento de toda a histAiria de tensOes ao longo do

processo viscoelAstico, nos nos ou nos pontos de integraclo de todos 	 os



-(t-T)/es

e
,3k	

1
(t)

t

s (	 H,T ,	 d T	 (3.12)
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elementos no qual o meio 	 continuo foi discretizado. Em problemas de	 porte

medic e ate mesmo pequeno, o grande ndmero de graus de liberdade e equaOes

envolvidos impossibilitariam a anAlise numérica em func5o de parAmetros como

tempo de processamento e memdria requerida nos equipamentos atualmente

disponiveis.

0 mkodo das vari,iveis de estado baseia-se numa	 aproximaclo das

derivadas das funcOes	 de fluência por meio de	 series	 exponenciais

convergentes, transformando a formulach integral num 	 sistema	 de equagOes

dif p renciais	 lineares de primeira ordem desacopladas Qv 	 num sistema de

equacOes incrementais desacopladas, sendo necessario o armazenamento de

apenas uma pequena parte da hist6ria de tenseies.

Computacionalmente, o m6todo 6 de fScil 	 implementacSo a partir de

um cddigo para anSlise elastica e, embora necessite que os intervalos de

tempo utilizados ao longo do processo 	 sejam menores do que em outros

m6todos, tais coma o M6todo da SuperposicSo Incremental (Yadagiri e Reddy,

1985), (Saraiva et al., 1990), sua eficiéncia computacional,	 medida	 como

tempo de maquina para um certo nivel de precislo, mostrou-se bastante 	 mais

vantajosa (Saraiva et al., 1991), (Masuero et al., 1991).

A	 formulacSo	 desenvolvida	 neste	 trabalho	 consiste	 numa

generalizaclo daquela apresentada em (Creus, 1985).

Considerando que as derivadas da funOes de fluência para as partes

	

volumetrica e desviadora podem ser aproximadas por series	 exponenciais de

Dirichlet-Prony do tipo: 

n
-(t-T)/e1 e 

d(t -T) = (3.10)

variSveis de estado para a parte volumètrica e desviadora sSo definidas

coma:

q 17(t) =
To

1

Yi L

-(t-T)/e°
cy°(T) dr	 (3.11)

Esta representa;So 6 equivalente a idealizar-se o comportamento

viscoelastico atraves de um modelo reolOgico de Kelvin generalizado, onde o
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i-esimo elemento tem um tempo de retardacao, amortecedor de 	 viscosidade

e mola de constante	 /0,. A soma das variAveis de estado em (3.11)	 e
L

(3.12) sobre k e 1 correspondem as deformacdes diferidas na	 parte

volumètrica e de corte, respectivamente. Considerando a (3.11) em (t+At) 	 e

separando a integral em duas parcelas, uma de To a t e outra de t a	 t+At,

resulta:

et (t+At) =

t

To

-At/O°

—o

-(t-T)/e
o„

e	 a	 (r)

t+At
-(t+At-T)/e1

1
e

d T

a°(T) dr (3.13)

it

-(At/e°)
0 termo e
	

na primeira integral nao depende da variavel	 de

integracao T, sendo portanto uma constante e podendo ser colocado fora	 do

sinai de integragAo. A integral da parte restante, entre colchetes,

corresponde ao valor da variavel de estado no tempo t, de modo que a (3.13)

fica:

-At/e°	
t+At	

-(t+At-T)/e°
q 7(t+At) = e	

L q 0 (t) +	 to e	 1 
a

0
(T) dT (3.14)

	

A equacao incremental resultante depende do comportamento	 das

	

tensdes no intevalo t, t+At. Considerando a hist6ria de tensdes possa 	 ser

considerada constante neste intervalo, obtdm-se:

-At/e°
q

0
(t) +(1(1)

.(t+At) = e

	

-(t+At)/e°	 -T/e°
e	 L10	 e	

t
a°(t) j t+At

	

dT	 (3.15)
Tit it

-At/e°-At/e°(70 (3Kt) 
g'1"),	

L
(t+At) = e	 q

1
0 
(t) + 	  (1 - e	

1 )
I

(3.16)

Analogamente, para a equacao (3.12), obt4m-se:

-At/e s 	s (t)	 -At/es

s jk	
tj 

q tjk	
k

(t+At) = e	 q.	 (t) +	
2G	

(1 - e

k
t 

(3.17)
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As equag8es incrementais (3.16) e (3.17) reduzem a solucao da

formula0o integral a um sistema de eguag6es lineares desacopladas, sendo

necess4rio apenas o armazenamento das tens8es e das variSveis de estado no

tempo anterior.

Quanto melhor a aproximacao utilizada para a histOria de tensOes no

intervalo t, t+At na (3.14) tanto maior 6 o intervalo de tempo At que	 pole

ser considerado para um mesmo nivel de precisao. Portanto, um melhor

resultado deve ser obtido se a histOria de tensdes for aproximada por uma

funcao linear do tipo:

ac. (T) = 0
,0
(t)

Aa 0  (t) (r-t)

At

t	 r	 t+At	 (3.18)

onde AcY°(t) e At s,Ao, respectivamente, o incremento de tensfies e o intervalo

	

de tempo do passo anterior. 	 A utilizac4o desta aproximacao resulta em:

-Aue°-At/el

cl (t+At)	 e	
a°(t) 

	q(t) +	 3K	 (1 - e ) +

Lic,°(t)
-Aue°

 - e	 1ti - e	 t)At (3.19)

3K	 At

-At/e s s,	 (t)	 -At/es

	q	
jk 

(t+At)	 e	 q	 (t)

	

L	 Ljk
+	 (1	 - e )	 +

2G
K

As	 (t) -At/es
Lj

At - eci - e	 k ) (3.20)

At 2G
K

Em comparacao com a (3.15)	 e	 (3.16),	 as	 equagdes	 (3.19)	 e	 (3.20)

exigem o armazenamento de dois dados das etapas anteriores, ao inves de um,

para cada variAvel de estado de cada ponto de integra0o de todos 	 os

elementos que comp8em a malha.

As variAveis de estado correspondem As parcelas diferidas	 da

deformacao em cada. elemento Kelvin do modelo reoleigico adotado. 	 'As

deformacdes totais resultam da aplicacao da (3.10) na (3.8) e (3.9):

	

a°(t)	
7,

e°(t) - 	
3K	 + )
	 ci(t)

0
(3.21)

t=i
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ng
S. .(t)

e

• 

(t)	
2G
	 + t j k

(t)
L 

Li

0
k=1

ou, de uma maneira mais sintetica:

com 

coem &°v(t)

• 

(t) = ese (t) + e sv (t)
Li	 Li	 Li

(3.22)

(3.23)

(3.24)

onde o superindice "e" e "v" designam, respectivamente, as parcelas elSstica

viscoelSstica ou diferida. As deformacOes totals, elastica e diferida,

podem ser obtidas por:

oe
c

c
L

• 

( t) -	 6	 + e9®(t)
i	

3(t)	

Li	 J

V 
(t) - 

c
0v

(t)	
+ e

9V
(t)

Li	 3	 ij	 Li

(t) = e!.(t)	 + e. (t)
Li	 Li	 Li

(3.25)

(3.26)

(3.27)

onde 6	 6 o delta de Kroneker.

3.3. AplicacNo das variaveis de estado no Metodo dos Elementos

Finitos

Ao contrario da secAo anterior, onde a notac5o indicial mostrava-se

vantajosa, sera utilizada nesta sec 5o a notacSo matricial, por ser 	 esta a

mais usual nas formulacOes de elementos finitos.

Tomando-se a expresso do principio dos trabalhos virtuais aplicado

a um elemento qualquer do corpo no qual o meio continuo foi discretizado

(Bathe, 1982), (Creus, 1985):

6eT a dv = I 6uT b dv + f 6u T t ds	 (3.28)

onde e e o vetor de deformacOes especificas totais, a o vetor de tens6es, u

vetor de deslocamentos, b o vetor de cargas de volume e t o vetor de
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cargas de superficie.

Considerando-se que somente a parte elSstica das deforma0es produz

tens8es:

a = E e
-E)

(3.29)

onde E 6 a matriz elSstica. 0 subindice, e n go mais o superindice, indica as

partes elSstica e diferida. De forma an.iloga, considerando a (3.27):

a E	 - c - 6 )—v -T
(3.30)

onde e 4 o vetor de deformacOes viscoelAsticas e e	 4 o vetor de

u

deformacOes

nodais

ter-micas.

Expressando os	 valores

u	 do elemento

= N u
t

=	 B	 u
i.

Aplicando	 (3.30),	 (3.31)

Ou tTBTE(B u - e -e	 ) dV = U
IV

incognitos

e	 (3.32)	 em

TNT 13 dV +
AO	 eV

em	 funcSo	 dos	 deslocamentos

(3.31)

(3.32)

(3.28),	 resulta:

	

f 6u tTN T t dS	 (3.33)

s

Como Ou tT s5o valores arbitrArios e constantes dentro 	 das

integrais, resulta:

B
T
E B dV u = r NT b dV + r NT t dS + I B TE eT dV + f BTE e dV	 (3.34)

v s	
v

ou:

K
i 

u
i 

= Pb + P s + P
T	

Pv

onde : K t 4 a matriz de rigidez do elemento

u t 4 o vetor de deslocamentos nodais

P 4 o vetor de cargas de volume

P a 6 o vetor de cargas aplicadas no contorno

PT 4 o vetor de pseudo-cargas ter-micas

Pv 6 o vetor de pseudo-cargas viscoelasticas.

(3.35)

,y
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Fazendo-5e a monta9em das contribuicOes individuais de 	 cada

elemento em um sistema global onde se faz a compatibilidade interelementar

dos deslocamentos nodais, obtem-se um sistema de equagOes lineares em

deslocamento5, 05 pais, uma vez obtidos, permitem calcular as tensOes e

deforma0es.

Figura 3.1 — Aplicac go das VariAveis de Estado ao M.E.F.

Utilizando-se as variaveis de	 estado,	 pode-se	 calcular	 o

comportamento viscoelâstico de um corpo	 a partir da	 (3.35) em forma

incremental no tempo. Considerando que, para	 t=To,	 as	 deformacOes

viscoelasticas e, conseqUentemente, as variSveis de estado sio nulas, as
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tenses obtidas em cada passo atualizam as variSveis de estado para o passo

seguinte, as quaffs formam o vetor de pseudo-cargas viscoelastico para o

passo seguinte. 0 processo de calculo esta esquematizado no fluxograma da

figura 3.1.

3.4. Intervalo de tempo auto-adaptAvel

0 processo de integracSo no tempo, descrito nas secbes anteriores

sob a forma incremental, apresenta forte dependkcia quanto A convergencia e

precisao com o intervalo de tempo utili1ado no processo. Testes efetuados

por (Masuero et al., 1991) mostram que o intervalo de tempo 6timo para o

metodo das variAveis de estado situa-se entre (-3Y3 a 0/10, sendo r3	 o menor

tempo de relaxac5o dos elementos Kelvin utilizados no modelamento do

material. Valores maiores do que estes levam a uma perda de 	 precisao

inaceitavel e, ate mesmo, divergencia do processo.

A maioria dos mCtodos de modelamento matemStico de curvas de

fluéncia ou relaxacSo conduzem a tempos de retardacSo et bastante	 diversos

para cada elemento Kelvin, normalmente em progressSo de decadas ou mdltiplos

de 10.

A utilizacSo de intervalos de tempo constantes na anSlise 	 de tais

materials levaria a um processo incremental com milhares de	 passos,	 tornando

inviavel seu emprego em microcomputadores. Portanto, uma estrategia visando

a minimizac5o do ndmero de etapas sem perda de precisSo torna-se altamente

necessaria.

Analizando-se uma curva de fluéncia ou relaxacSo	 de um	 material

viscoelSstico, constata-se que as maiores variaceSes nas deformacOes ou

tensOes ocorrem na fase inicial do processo, sendo 	 progressivamente

atenuadas ao longo do tempo. Pode-se supor, portanto, que 	 pequenos

intervalos somente serSo necessSrios nos primeiros passos, podendo ser

progressivamente aumentados. Partindo desta constatacSo, foi desenvolvido um

algoritmo que define, apds cada etapa, o tamanho do intervalo para 	 a etapa

seguinte.

Considerando a	 curva de fluencia de um elemento Kelvin 	 isolado:

e	 (t) = —
E

- e (3.36)

V
(t+ .t) = F (1 - e

-(t+AA)/61
(3.37)
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Subtraindo (3.36) de (3.37) resulta:

V	
a (-t/0 

- e
-(t+Atue)

Lie (t+At) = E e (3.38)

0 algoritmo baseia-se na suposic5o de que, se durante a fase

inicial da deformac3o, existe estabilidade, a mesma continuara existindo se,

nas etapas posteriores, não houver um incremento de deformacao viscoel4stica

maior que o da primeira etapa. Como a raz go de crescimento	 da deformac5o

viscoelSstica torna-se gradativamente menor ao longo do tempo, os intervalos

de tempo a serem utilizados na integra0o podem ser	 sucessivamente

aumentados.

Considerando um incremento de deformacSo As constante ao longo do
V

processo na (3.38), resulta:

(
e
-tie _ e-(ti-et)/e) =E DE = cte = A

a v (3.39)

1 - e
-Atie 

= A e
tie -At 

- 141 - A e
ue )

e 

At = - e ln	 _ A e tle 
(3.40)

A equacAo (3.40) define, para cada etapa do processo de integracgo,

qual deve ser o intervalo de tempo para o incremento de deformac5o

viscoelAstica seja constante (A) ao longo de todo o processo. Este

incremento de deformacao estA relacionado a um valor inicial, obtido na

primeira etapa, e, conseqUentemente, a um intervalo de tempo inicial.

Tomando-se como intervalo de tempo inicial (t =0) uma frac5o 1/B do tempo de

retardac5o, e aplicando em (3.39), resulta:

A = (1 - e-1/B 1 : At inicia1 = y
	

(3.41)

Este processo deve ser feito com todos os elementos Kelvin	 com os

quais foi modelado o material, tanto da parte volumêtrica como de corte,

sendo adotado o menor intervalo de tempo resultante. Testes mostram que a

utilizacao de um divisor B entre 10 e 20 dA excelentes resultados 	 para a

grande maioria dos problemas analisados.
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3.5. Incompressibilidade

Varios materiais de acentuado comportamento viscoelSstico, tais

como plasticos de tipo similar a borracha e propelentes sOlidos s5o

frequentemente considerados incompressiveis, isto 6, depois da deformaclo

cada elemento do meio continuo tem o mesmo volume que antes 'da deformacao.

Este fenOmeno pode ser caracterizado matematicamente por um coeficiente de

Poisson v = 0.5, ou por um modulo de compressibilidade volumêtrico K	 muito

maior (tendendo ao infinito) que o modulo de elasticidade transversal G.

Em elasticidade tedrica, a formulac go incompressivel apresenta-se,

via de regra, de forma bem mail simples que a correspondente formulacSo

compressivel. Contudo, na aplicaclo de m6todos numericoso surgem graves

problemas ligados A singularidade na formulac5o obtida. Considerando, por

exemplo, a matriz elAstica correspondente ao estado piano de deformaceSes

abaixo:

E(1-v)
D -	 v/(1-v) 1	 0

(1+y)(1-2v)

1	 y/(1-1.))	 0
(3.42)

0	 0	 (1-2v)/2(1-Y)

percebe-se que, para y=0.5, todos os termos tornam-se singulares.

Contudo, fisicamente a hipdtese	 de	 singularidade	 apresenta

paradoxos. Um sdlido confinado submetido a um aumento de temperatura estaria

submetido a tensOes infinitas pela restric5o as dilatacOes tOrmicas.

Ensaios experimentais tem mostrado que, para os materiais	 acima, a

deformaclo volumetrica e pequena em relac5o a deformacSo por corte,	 mas nao

nula, dando origem a coeficientes de Poisson	 da ordem de 0.48	 ou 0.49.

Portanto, parece vantajoso	 a abordagem de problemas envolvendo estes

materials com uma formulac5o compressivel, desde 	 que se possam	 empregar

t6cnicas numericas que minimizem o mal condicionamento das 	 matrizes

resultante do emprego de Y de tal ordem, visto que em tais situagOes	 os

resultados obtidos s5o bastante precArios.

Dois s5o os caminhos empregados na soluc5o deste tipo de	 problema:

a formulac5o mista e o conceito de 	 integrac5o	 reduzida e seletiva. 0

primeiro apresenta a desvantagem de necessitar um campo extra de 	 variAveis

relevantes, o que gera um custo computacional 	 adicional, e sua generalizacAo

a problemas nao lineares 6 complexa.	 0 segundo	 tem a vantagem de ser

facilmente aplicado a cadigos jA existentes para anAlise de 	 materiais
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compressiveis, embora possa causar ski ps problemas em problemas com

deforma0es finitas.

Tomando por base a matriz de rigidez de um elemento finito

qualquer, expressa genericamente por:

K=	 BT E B dV
	

(3.43)

A matriz de constantes ellsticas E pode ser separada em duas

parcelas, E' e E", sendo a primeira correspondente ao carte e a segunda ao

resto.	 A	 matriz	 de	 rigidez

K	 =	 K'	 +	 K"

do elemento pode ent go ser expressa na forma:

(3.44)

onde	 K' = J B T E'	 B dv (3.45)

K" = r	 B T 
E"	 B dv (3.46)

0 sistema global de equagOes a ser resolvido 6:

K u P	 ou	 (K'	 +	 K")	 u t = P (3.47)

A medida que v aproxima-se de 0.5, ou que K 	 torna-se muito	 maior

que G, K" torna-se muito maior que K', e o sistema a ser 	 resolvido

aproxima-se de:

K" u	 0	 (3.48)

o que fornece u t nulo, uma solucSo extremamente rigida e trivial. 	 Para que

se possa ter LI ` n5o nulo em (3.48),	 K" deve ser singular, o que	 6 obtido

numericamente pela reducSo da ordem de integraclo de Gauss, ou seia, a

utilizac go de um nUmero menor de pontos de integrac5o que os estipulados

pela formulacao em elementos finitos. A integracSo reduzida 6 dita seletiva

quando feita somente sobre a parte volumétrica, e uniforme quando atua

tambem sabre a parte de corte.

Trabalhos desenvolvidos	 tem	 mostrado	 que,	 para	 elementos

isoparametricos de oito nOs para estado piano de tensOes e deformacOes, a



34

inteqrac5o reduzida uniforme n5o somente fornece resultados 	 tSo precisos

quanto a seletiva como tambem seu emprego 6 altamente recomendado em 	 todos

os casos, e nAo somente para os casos incompressiveis. A utilizack 	 de 2x2

pontos de integrac go, ao inves de	 3x3, faz	 com que as tensOes	 sejam

calculadas nos pontos que fornecem 	 a	 maior precisSo possivel, alem de

possibilitar uma suavizack de	 tens8es ao nivel de elemento	 (Hinton e

Campbell,	 1974),	 (Hinton e	 Owen,	 1977),	 (Zienckiewicz,	 1977). Por

simplicidade computational, sera empregada integrac go	 reduzida para todos os

casos no código implementado.

3.6. Termoviscoelasticidade

Materiais	 viscoelasticos apresentam, 	 em	 sua	 maioria,	 forte

dependencias de seu comportamento diferido com a temperatura. Mesmo pequenas

alteracOes de temperatura levam a alteracOes significativas nas deformacties

ou tensOes. Neste trabalho, sera	 considerada	 a hipdtese de materiais

termo-reologicamente simples,	 na	 qual	 as	 propriedades	 instantaneas

permanecem	 inalteradas (Christensen, 	 1971).

Considerando um material qualquer cujas funOes de fluéncia e

relaxac5o para uma	 temperatura de referencia T = To s go indicadas	 por D(t) e

E(t). As mesmas funcOes, dependentes da temperatura, s5o indicadas por

D(t,T) e E(t,T), onde T 6 a temperatura 	 absoluta	 e D(t,To) = D(t). Mudando a

variavel independente de D(t) para uma forma logaritmica:

D(t) = D L (log t)	 (3.49)

Define-se	 como material termoreologicamente simples aquele 	 para o

qual:

D(t,T) = DL (log t + W(T))	 (3.50)

o que equivale a dizer que a influéncia da temperatura se faz perceber pela

translac5o da funcSo de fluencia numa escala temporal 	 logaritmica. Devido a

esta propriedade, a func5o '(T) 	 6 chamada de func5o de deslocamento	 (shift

function).	 Redefinindo 111(T) como:

w(T) = log	 11J (T)	 (3.51)

e aplicando na (3.50), junto com a (3.49), obtem-se:
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D(t,T) = D( 4(T)t	 )	 (3.52)

ou seja, a influéncia da temperatura pode ser levada em consideracSo

simplesmente alterando-se a escala temporal a cada instante, obtendo um

tempo corrigido	 da forma:

= 4'(T) t	 : g	 = T(T)At	 (3.53)

A formulac5o acima a vSlida para temperatura constante ao longo do

tempo. Caso a	 temperatura A qual o material esta sendo submetido varie ao

longo do tempo, a	 equac5o (3.53) fica:

t+At

= j	 T( T(T) )dT	 :0 = f	 4'( T(T) )dT (3.54)

Consideremos que a func5o de deslocamentos seja conhecida apenas

para algumas temperaturas, com p e o caso das curvas obtidas em ensaios de

temperatura constante. Consideremos que a funcSo de deslocamentos possa ser

linearizada entre estas 	 temperaturas sem perda significativa de precisSo, ou

seja:

T(T) = a +b T	 T. < T < T,	 (3.55)
L+1

onde o indice i indica o intervalo de temperaturas de validade da funcSo.

Como o m4todo	 de anSlise viscoelastico empregado discretiza o

comportamento no tempo em intervalos, a variagSo de temperaturas ao longo do

corpo e do tempo somente poderS ser considerada atravès de seus valores nos

limites destes intervalos. Supondo que uma variag5o linear de temperatura

dentro de cada intervalo de tempo possa ser considerada ser 	 perda

significativa de precisSo, ou seja:

T (t) = c. + d. t < t < t
J+1

(3.56)

onde j indica o intervalo de tempo de validade da funglo. A aplicagSo de

(3.55) e (3.56) em (3.54) resulta em :

t+At	

t+At
=	 a + b(c + d T)) dT = f	 a + p T dT (3.57)
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A eguac5o (3.57) deve ser integrada por subdominios definidos pelos

tempos correspondentes, em uma variacSo linear, as temperaturas de definic5o

da funcSo de deslocamento, como mostrado na figura 3.2.

Figura 3.2. — Integracao no tempo da func go de deslocamentos

3.7. Resultados numericos

A seguir serao apresentados diversos exemplos	 cuja	 solucSo

analitica fechada 6 encontrada na bilbiografia, com o objetivo de verificar

a precisao alcancada com o m6todo numeric° implementado 	 ou apresentar

determinadas particularidades de sua aplicac5o.

3.7.1. Cilindro vazado elAstico submetido a pressNo interna

0 sólido a ser analisado 6 um cilindro vazado de raio externo b =

1000 e raio interno a = 500 submetido a uma press5o interna P de 100
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unidades e confinado por uma casca externa infinitamente rigida. 0 sdlido

foi analisado em estado piano de deformacOes cum modulo de elasticidade E =

1000000 e coeficiente de Poisson variando de 0.3 a 0.49999. A malha

utilizada pode ser vista na figura 3.3. Foi feita uma analise elastica,

obietivando determinar o ganho de precisSo com o use de integracSo reduzida.

A soluc go exata do	 problema	 (Flagge,

z	 hz

1975) é dada Or:

a	 = -	
P a

[ 1+	 (1-2v)	 1)-- (3.58)

(1-2L))	 b
2 

+	 a
2r

r
2

=a
e

P a
z

- [ 1 -	 (1-2v)	 =- (3.59)

(1-21.)	 b
2	

+	 a
2

r

u -
P ba 2 (1+v)(1-2v) ( b - r )

(3.60)

E [1-2z,)	 b
2	

+	 a
z] r b

omde u 6 o deslocamento radial, a	 e a
e s go as tensOes radiais e

circunferenciais,respectivamente.

As tabelas 3.1, 3.2 e 3.3 mostram uma comparacSo entre os

resultados obtidos nos nos ou pontos de inteqrac5o mais prOximos da

superficie interna.

Os resultados mostram que tanto para deslocamentos como para

tensOes o processo de inteqracao reduzida uniforme	 obteve	 melhores

resultados. Enquanto que para deslocamentos os erros de ambos os 	 rocessos

foram despreziveis, para tensOes o processo de inteqracSo normal apresentou

erros de at6 15%, os quaffs, num formulacAo viscoelastica baseada nas

tensOes, levariam a um processo de actImulo de erro inaceitavel.

Tabela 3.1 - IntegracAo reduzida : deslocamentos C x103)

RAIO =	 500

Poisson Exato 2x2 Erro% 3x3 Erro%

0.30000 30.000000 30.012074 0.04 29.987838 0.04
0.40000 23.333333 23.344023 0.05 23.321591 0.05

0.45000 15.535714 15.543394 0.05 15.526062 0.06

0.49000 4.138888 4.141096 0.05 4.135388 0.09

0.49900 0.446130 0.446374 0.06 0.445671 0.10

0.49990 0.044961 0.044986 0.06 0.044894 0.15

0.49999 0.004499 0.004502 0.07 0.004482 0.38
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Tabela 3.2 - IntegracSo reduzida : Tens6es cincunferenciais

RAIO = 552.83
	

RAID = 528.19

Poisson Exato 2x2 Erro% Exato 3x3 Erro%

.30000 11.878 12.076 1.67 16.683 18.080 8.37

.40000 -19.199 -19.055 0.75 -15.728 -13.262 15.69

.45000 -48.057 -47.963 0.19 -45.825 -42.356 7.57

.49000 -86.533 -86.509 0.03 -85.955 -81.132 5.61

.49900 -98.557 -98.555 --- -98,495 -93,244 5,33

.49990 -99.855 -99.854 --- -99.848 -94.555 5.30

.49999 -99.985 -99.985 --- -99.985 -94.689 5.30

Tabela 3.3 - Integracao reduzida ; TenseSes radiais

RAID = 552.83
	

RAID = 528.19

Poisson Exato 2x2 Erro% Exato 3x3 Erro%

.30000 -88.800 -88.950 0.17 -93.607 -90.899 2.89

.40000 -91.912 -92.018 0.12 -95.383 -91.957 3.59

.45000 -94.800 -94.869 0.07 -97.032 -92.941 4.22

.49000 -98.652 -98.670 0.02 -99.230 -94.244 5.03

.49900 -99.856 -99.857 ---- -99.918 -94.648 5.27

.49990 -99.985 -99.985 ---- -99.992 -94.696 5.30

.49999 -99.999 -99.998 ---- -99.999 -94.703 5.30

Figura 3.3 - DiscretizacSo do cilindro do exemplo 3.7.1

Uma outra forma de existirem termos singulares nas equacOes da

elasticidade 6 quando o modulo de elasticidade transversal G e muito major
que o modulo de compressibilidade volumetrico K, sendo equivalente a um
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coeficiente de Poisson igual a -1. Embora nos Ultimos anos tenham sido

desenvolvidos uns poucos materiais com coeficiente de Poisson negativos, L.) =

-1 parece n10 apresentar ainda nenhuma aplicacSo prStica. Contudo, isto

corresponde I situaclo instantAnea de um material modelado como sendo

elastic° volumetricamente e viscoelastico segundo o modelo Kelvin em corte.

Esta modelagem aparece em indmeras soluOes tedricas fechadas, sendo,

portanto, de relevAncia significativa.

A mesma malha acima foi utilizada para a verificac5o da precis5o

dos resultados para coeficientes de Poisson gradativamente mais prOximos de

-1, como mostram as tabelas 3.4, 3.5 e 3.6. Ao contrario do caso anterior, o

use de integrac5o reduzida uniforme 2 x 2 resultou em maiores erros em

deslocamentos que os obtidos com integracSo 3 x 3, embora ambos em niveis

bastante baixos.

Tabela 3.4 - IntegracAo reduzida : deslocamentos C x103)

RAID = 500

Poisson Exato 2x2 Erro% 3x3 Erro%

-0.9500 0.19841 0.19873 0.16 0.19857 0.08

-0.9800 0.07788 0.07801 0.16 0.07794 0.08

-0.9900 0.03870 0.03876 0.16 0.03873 0.08
-0.9990 0.00385 0.00386 0.17 0.00385 0.09
-0.9999 0.00038 0.00039 0.09 0.00039 0.09

Tabela 3.5 - Integrac5o reduzida : Tens3es circunferenciais

RAID = 552.83
	

RAID = 528.19

Poisson Exato 2x2 Erro% Exato 3x3 Erro%

-0.9500 67.413 67.503 0.13 73.836 74.604 -1,03

-0.9800 67.683 67.773 0.13 74.108 74.886 -1,69

-0.9900 67.770 67.861 0.13 74.196 74.977 -1.04

-0.9990 67.848 67.939 0.13 74.274 75.059 -1.05

-0.9999 67.856 67.947 0.13 74.282 75.067 -1.05

Tabela 3.6 - IntegracAo reduzida : Tens6es radiais

RAIO = 552.83
	

RAIO = 528.19

Poisson Exato 2x2 Erro% Exato 3x3 Erro%

-0.9500 -83.286 -83.533 0.30 -90.477 -90.477 1.62

-0.9800 -83.259 -83.505 0.30 -90.462 -90.462 1.62

-0.9900 -83.250 -83.497 0.30 -90.457 -90.457 1.62

-0.9990 -83.242 -83.489 0.30 -90.453 -90.453 1.62

-0.9999 -83.242 -83.488 0.30 -99.918 -90.452 1.62
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3.7.2. Cilindro vazado viscoelastico sob pressNo interna

Foi analisado um cilindro vazado 	 com raios interno e extern() iguals

a a e b, respec{ivamenfe, contido por um inwilucro infinitamente rigido e
submetido a uma pressao interna constante P. 0 material foi considerado

elâstico com constante K em compressSo, e viscoelastico seguindo o modelo

Maxwell em corte, com constantes 0 e	 para a mold g o	 amortecedor,
respectivamente.

A soluc5o para a evoluc5o das tensOes ao longo do tempo pode ser

emcontrada em (Fleigge, 1975), dada por:

6Ka
2

:
	 -	 : q	 2-0

6Kp a
2 

+	 q (3b
2
 + a

2
)1

Xq b
2
(r

2
 T. a

2
)

e
c'r,e9 

= -P	 1 - 	

2Ka
2
r
2

(3.61)

(3.62)

correspondendo o sinal negativo para a r (tensSo radial) e o positivo para ae

(tensao circunferencial). Considerou-se a = 10mm, b = 30mm e P = 10kN/mm 2 . A

malha empregada pode ser vista na Figura 3.4. As constantes da parte de

corte foram tomadas como G = 1000 kN/mm2 e	 = 1 h. Considerou-se 2 mOdulos

de compressibilidade: K = 2166.67 kN/mm 2 e K =	 499667	 kN/mm2

correspondentes a coeficientes de Poisson intantlneos (v o ) de 0.3 e 0.499.

Figura 3.4 — Malha do exemplo 3.7.2.
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Uma	 comparac5o entre a soluc5o analitica e os resultados via M.E.F.

para diversos intervalos de tempo podem ser vistos nas figuras 3.5	 e	 3.6,

para v	 0.3 e 0.499, respectivamente. SIo mostradas as	 tensOes
0

circunferenciais nos pontos de integracao mais prOximos das superficies

interna e externa por ser esta a tens go que apresentou maior erro.

Percebe-se, na figura 3.6, a forte oscilac go da resposta numèrica

em torno da solu0o analitica para os intervalos de tempo de 2h e	 lh, em

especial para o primeiro, fenömeno ausente para v = 0.3. Isto sugere que a
0

incompressibilidade afeta o processo de converOncia do metodo das Variveis

de Estado,	 exigindo uma discretiza0o 	 no tempo mais refinada. 	 Para

intervalos de	 tempo de 0.2h, foram encontrados erros percentuais maximos da

ordem de 0.20% para v	 0.3 e 0.005% para v = 0.499.
0	 0

TensEa	 Circunferencial (kN/mm2)

Figura 3.5 - Cilindro vazado sob pressNo interna
Tensies circunferenciais - v = 0.3

ESCOLA DE ENGENHARIA
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Figura 3.6 — Cilindro vazado sob pressAo interna
Tens3es circunferenciais — v = 0.499

3.7.3. Cilindro vazado viscoelAstico submetido a resfriamento

uniforme

Um cilindro com a mesma geometria do exemplo anterior foi

analisado sob um resfriamento uniforme exponencial do tipo:

T(t) = -250 (1 - e
-2t

)
	

(3.63)

0 material foi considerado elastic° A compress5o, com constante K,

e viscoelAstico em corte, seguindo o modelo Standard com constantes G 	 e G
0

para as colas e tempo de retardac go e t = n/G i . A soluc5o analitica	 deste

problema pode ser encontrada em (Freudenthal e Shinozuka, 1963)

As constantes do material foram consideradas como G = 1000	 kN/mm
2

,
0

G = 100 kM/mm
2
 e e = 5.5h. Dois valores para o modulo de compressibilidade

volumètrica foram considerados: K = 2166.67 (v = 0.3) e K = 499667 	 (v	 =
0	 0
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T2)

0.499).



Tensaio radial (kN/mm2)

r =	 11.06 v = 0.499

	  SolucCio Analitica
00000 t = 0.1h
qqqqq t = 0.5h

40

30

20

10

0.5	 1.0	 1.5	 2.0	 2.5	 3.0	 3.5

Tempo (h)

10

20
0.0 4.0 5.04.5

TensClo radial (kN/mm2)

r=	 11.06 v = 0.3

	  SolucZo Analitica
DOOM t = 0.1h
xxxxx t = 0.5h

43

0  
0.0	 0.5	 1.0	 1.5	 2.0	 2.5	 3.0	 3.5

	
4.0
	

4.5
	

5.0

Tempo	 (h)

Figura 3.7. - Cilindro sob v.ariacNo de temperatura
Tens50 radial Junto a face interna - v = 0.3

Figura 3.8. - Cilindro sob variacNo de temperatura
TensZo radial Junto a face interna - v = 0.499
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As figuras 3.7 e 3.8 mostram uma comparac5o entre a soluc5o

analitica e os valores numericos obtidos para a tens5o radial nos pontos de

integrac5o mais prOximos da superficie interna, onde ocorreram os maiores

erros percentuais. Percebe-se que, para intervalo de tempo de 0.5h, o metodo

das variAveis de estado apresentou forte oscilack em torno da solucao, 	 pare

o material quase incompressivel„ fenOmeno ja registrado no exemplo anterior.

Para v = 0.3, os erros mAximos obtidos foram 8.6% para intervalo de tempo dt
0

= 0.5h e 1.28% para dt = 0.1h. Para vo= 0.499 e dt = 0.1h, o erro mAximo foi

de 1.81%.

3.7.4. Cilindro vazado viscoelastico sob press go interna e

variacgo de temperatura ao longo do raio

Neste exemplo serA analisado um cilindro vazado cujo raio externo b

6 o dobro do raio interno a, submetido a uma press5o interna a e 	 cuja

distribuic5o de temperaturas em estado constante varia ao longo do	 raio

segundo a express5o:

(T - T ) In x

T(x) = T + 	 0 (3.64)
0	

In 2

onde x = r / a,	 T 6 a temperatura no contorno interno e T a temperatura no
0

contorno externo. Os valores considerados foram T = 298 e T 	 = 328. A0
funcgo de deslocamento que define o comportamento termo-reologicamente

simples 6 dada por:

1I
T(T) = exp	 5.6 105	

1	 1
(

298
2
	T

2
(3.64)

X(x) =	 ( T(x) )	 (3.65)

0 material 6 imcompressivel, com comportamento viscoelAstico em

corte representado por um modelo Kelvin cuja func5o de relaxac5o 6 dada por:

IT
G(Z. ) = G	 e0 (3.66)

A soluc5o analitica deste problema 6 dada por (Morland e Lee,

1960):



M(x) =	

x
dx' 
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(3.67) 

1	 X(x') x'
3  

4 	 M(x)
(x,t) = -n	 1 -	 (1 - 1

x
2j
1 +

Cl')1
 - 

1 21	 M(2)
(3.68)  

= n 

I

S	
+
	

--x
. 	 -	

x
2
X(x)M(2)]	 elIC)T

ae(x,t)
; (1 + 1 ) _	 1 _ [ 4 

C l1
	 121

M(2)x2

M(X)	 1 
e

(3.69)

onde a e a
e 

s5o as tens6es radiais e circunferenciais, respectivamente.

Os dados considerados foram a = 100, b=200 e n = 10. A	 func5o	 de

deslocamento foi aproximada por 10 	 trechos lineares.	 0 comportamento

reolOgico foi aproximado por uma mola de 	 constante K = 2000000 na parte0
volumetrica e por um modelo standard de constantes Go= 3000000, 6 1= 1000	 e

20. As molas que definem	 o comportamento instantaneo tem 	 suas

constantes muito maiores	 que	 a	 terceira	 a	 fim	 de	 simular	 a

incompressibilidade e o modelo Kelvin.	 A distribuic5o de temperaturas 	 dada

por (3.64) foi obtida via M.E.F.	 para as condicOes	 de contorno	 em

temperaturas especificadas. Os resultados obtidos podem	 ser	 vistos nas

Figuras 3.9 e 3.10, onde 6 mostrada a evoluq5o das tensOes em 4 pontos	 ao

longo do tempo. Na Figura 3.11 6 mostrada a	 distribuic5o	 das	 tensOes	 ao

longo do raio para alguns tempos determinados.

Nestas figuras, os valores tedricos instantAneos	 fornecidos pelas

equacOes acima constituem valores limites que diferem	 consideravelmente	 da

resposta fornecida pela soluc go numerica. A soluc5o do	 problema	 de	 um

cilindro vazado sob press go interna 6 dada por (FlOgge, 1975):

n a
2

= 	
r	

b
2 

- a
2

b
2 2n a	 b

2

0'e 1 
2

b
2 

- a2 
	 2 (3.70)

que n5o depende das constantes elasticas e, portanto, nlo deveria sofrer

variac5o ao longo do tempo. Contudo, a variac5o da temperatura ao longo do

raio faz com que cada ponto do material tenha uma velocidade de deformac5o

viscoelastica diferente, gerando uma variac5o nas caracteristicas mecanicas

do material ao longo do raio. Isto 6 responsavel pela descontinuidade da

-3 t
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resposta analitica em t=0, o que 6 expressa como	 um forte gradiente	 de

tensOes ao longo dos tempos iniciais na resposta numdrica obtida. Para t =

0.102, os valores maximos s5o alcancados e, a partir deste tempo, a solucgo

num4rica p a teórica coincidem, com um erro mAximo de 0.79% para a	 e 0.61%

para a , nos pontos de integrack mais prOximos do contorno externo. Para t

tendendo ao infinito, a variac5o de temperatura is n go produz efeitos nas

velocidades de deformac5o viscoelastica, fazendo com que as tenseles assumam

novamente o valor expresso em (3.70).

Este problema exigiu intervalos de tempo muito menores que 	 os

usuais para que a soluc5o n5o	 apresentasse	 instabilidade	 num6rica

caracterizada por forte oscilac go em torno da resposta tedrica.	 Os

intervalos de tempo utilizados foram de 0.0005 ate	 t=4, 0.001 ate t=6 e

0.002 ate t = 57, o que resulta num intervalo de tempo 10000 vezes menor que o

tempo de retardac5o. Isto talvez se deva devido A	 diferenca muito grande

entre as constantes do modelo reolOgico e ao caster de amplificacSo 	 da

escala temporal devido ao efeito de temperatura.	 Para uma malha de	 16

elementos, este exemplo consumiu aproximadamente 93 horas de processamento

em um computador tipo IBM PC AT 286.

(m Pa )

—10 rirr g irl,rrriiriirIiriI	 f	 f	 1111111ff f [III	 111,1

—5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Tempo (s)

Figura 3.9 — TensOes radials do exemplo 3.7.4.
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Figura 3.11 - Tens5es circunferenciais ao longo do raio
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3.7.5. Cubo sob tra0o restringido lateralmente

Neste exemplo sera analisado um cubo submetido a uma tens50 de

tracao ao longo do eixo y, tendo as deformacOes nas directies x e z

restringidas. 0 material que constitui foi modelado por uma mola de

constante Ko na parte volum6trica e por um modelo standard de constantes G0,

01 e el na parte de cortex onde 9i = ri /Gi 6 o tempo de relaxac5o, sendo m

a viscosidade do amortecedor.

A solucSo para este problema 6 (Saraiva et al., 1990):

a(t) = a
3KG

1
 + 3K0(1-e

-t/el
 ) - 20 0o	 o o 01

(3.71)
3K G + 3K G (1-e) + 4G Go 0

e(t)	 = 1	 1 , a l.
I	 2 + ( a) (1-e -t/ef

(3.72)°'1( )
27K G	 j

0 0
27K G

0 0

onde a e a	 tensSo atuante na direcSo livre, a(t)	 a	 tenslo	 atuante	 nas

direOes restringidas e c(t) a deformacSo na direcSo livre.

Este problema foi utilizado para testar a eficiéncia dos processos

de integracSo indicados em (3.15) e (3.16) 	 (tensOes constantes em cada

intervalo) e (3.19) e (3.20)	 (variacSo linear de tensOes dentro	 do

intervalo). Considerou-se um cubo 	 com 100 mm de aresta, discretizado por 	 um

dnico elemento. A tens5o aplicada o foi de 1	 kN/mm 2 	e as constantes	 do
material adotadas foram K 0 = 1000, G 0 = 1000,	 G = 1000, todas em kN/mm,
9	 4 horas. Foi utilizado o algoritmo de tempo auto-adaptavel, com 	 um

intervalo de tempo inicial de 0.8 	 horas, ou 9/5. Este	 intervalo foi adotado

intencionalmente grande para que as diferencas de resultados entre os dois

processos de integracSo tornassem-se mais visiveis.

Os resultados obtidos pelos processos numericos em comparacSo com a

solucSo analitica podem ser vistos na Figura 3.12. 0	 erro	 obtido

considerando-se variacSo linear de tensOes alcancou um maxim° de	 3.05%,

contra 5.91% obtido com tensOes constantes, sendo em cada passo o erro 	 do

segundo de 2 a 3 vezes maior que o do primeiro.

Para exemplificar a performance do 	 tratamento	 numeric°	 de

incompressibilidade e de intervalo de tempo auto-adaptSvel, considerou-se

mesmo problema com os seguintes modelos reolOgicos: Ko = 10000 kN/mm 2 , Go =
Gi = 4615.4 kN/mm

2
 e 9 = 4 horas	 (coeficiente de Poisson v = 0.3) e Go = Gi
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= 201.3 kN/mm
2
, 8 = 4 horas (1)	 0.49). Utilizou-se a mesma malha	 do

problema anterior, coat um intervalo de tempo incial de 0.2 horas (8/20).

TensCio lateral (kN/mm2)

Figura 3.12 - Cubo restringido lateralmente
Comparac go entre processos de integrac5o no tempo

1.00	 -

TensF]o	 Lateral	 (kN/mm2)

AAA AAA A	 A A A A A

0.90	 -

0.80	 -

Soluc-do Analitica
v=0.3
v=0.49

0000q M.E.F.
AAAAA M.E.F.

0.70	 -

0.40
0	 5	 10

	
15
	

20
Tempo (h)

Figura 3.13 - Cubo restringido lateralmente
Integra0o reduzida e intervalo de tempo auto-adaptavel
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A figura 3.13 mostra os resultados obtidos em comparacSo com a

soluc5o analitica. 0 intervalo de tempo maxim° foi de 4.37 horas, com erros

percentuais mAximos de 2.43% para 2.)0.3 e 2.60% para 1) .7- 0.49.



4. ANALISE DE FRATURA EM VISCOELASTICIDADE LINEAR

4.1 IntroducAo

05 materiais visculastico5 5 quando submetici°5 a um increment° 	 de

tensdes, experimentam uma deformacao instantanea elastica	 seguida por uma

deformagao crescente no tempo, que pode ou nao se estabilizar, fen6meno este

chamado de fluência ("creep"). Componentes estruturais construidos com estes

materiais podem chegar A ruptura por crescimento de trincas em 	 presenga	 de

flu6ncia. Os metais exibem fluencia para temperaturas superiores a 30% 	 da

correspondente temperatura absoluta 	 de fusao. Muitos	 componentes	 de

turbinas,	 usinas	 termo-nucleares	 ou	 convencionais	 e	 componentes

aero-espaciais sao solicitados acima do patamar de flu6ncia 	 descrito. 0

concreto, os materiais polimericos e os materiais compOsitos 	 com	 matriz

polim6rica apresentam flu6ncia jA em temperatura ambiente, sendo o fenOmeno

viscoelAstico significativamente mais importante quando estes materiais sao

utilizados	 em substituigao ao ago e As ligas de aluminio em	 turbinas e

componentes aero-espaciais, onde as temperaturas sao bastante altas.

Em todos estes casos, a vida OW	 dos componentes estruturais 6

ditada pelo possivel	 crescimento de trincas ao longo do tempo. Segundo

Kanninen e Popelar (1985), hA dois mecanismos contrastantes	 e	 concorrentes

envolvidos no crescimento das trincas.	 A deformagao de fluencia, que pode

relaxar o campo de tensbes ao redor da 	 trinca, retardando seu crescimento, e

o actimulo de dano ao	 longo do material	 na ponta da trinca, caracterizado por

microfissuras e falhas, que tendem a acelerar o crescimento da trinca A

medida que se unem. Conforme domine um ou 	 outro fenâmeno, hA ou	 nao o

crescimento da trinca sob fluencia.

0	 fenbmeno de crescimento	 de trincas sob flu6ncia pode ser

perturbado por efeitos ambientais e outros fenOmenos tamb6m dependentes 	 do

tempo, como enveihecimento, corrosao, fadiga, etc. Estes efeitos nao serao

considerados na presente anAlise, que 	 estarA limitada fundamentalmente a

aplicagbes em materiais polimericos que possam ser considerados como 	 corpos

viscoelAsticos lineares. 0 desenvolvimento tebrico desta anAlise pode ser

encontrada em (Schapery, 1975 e 1984),	 (Williams, 1984),	 (Kanninen e

51
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Popelar, 1995).

0 crescimento de trincas sob fluencia sera analisado pela divisao

do fen6meno em três etapas distintas:

Crescimento da zona de fratura: a trinca cresce pelo aumento 	 do

comprimento da	 zona de fratura ao longo do tempo. Este fenömeno 6

intermitente e irregular, ocorrendo desde o instante de carregamento ate 	 um

instante denominado tempo de iniciacao (t). Normalmente o intervalo	 de

tempo desde o carregamento ate o inicio do crescimento da trinca a muito

menor que o periodo de crescimento ate o tempo de ruptura (tf).

Crescimento da trinca propriamente dita: a partir do tempo 	 de

iniciacao, a trinca passa a crescer com velocidade a finita, mantendo-se o

comprimento da zona de fratura (w) e a forma da trinca constantes.

iii) Propagagao instAvel da trinca: a partir de um instante

denominado tempo de falha ou ruptura (t ), a trinca passa a crescer

instavelmente com uma velocidade a muito grande, tendendo teoricamente	 ao

infinito, quando os efeitos de inercia nao sao levados em consideracao.

Uma anAlise tedrica sera inicialmente feita para o fentomeno 	 de

crescimento e propagacao como um todo para o caso de viscoelasticidade

linear. Nao serao considerados efeitos de inercia. A determinacao do in1cio

do crescimento da trinca propriamente dita sera feita numericamente via

M6todo dos Elementos Finitos.

Neste trabalho nao serao abordados os conceitos bAsicos de mecAnica

da fratura nem sua aplicagao em materiais elAsticos lineares, por ser este

assunto de uma dissertacao de mestrado jA iniciada no Curso de Pds-Graduagao

em Engenharia Civil e que deve ser concluida em 1993.

4.2. Modelo coesivo de fratura

Reconhecendo a importAncia de se incorporar uma zona de processo de

fratura em um modelo de fratura dependente do tempo, Knauss (1970) e

Schapery (1975) estenderam o modelo de Dugdale (1960) para incluir materiais

viscoelAsticos, conforme figura 4.1.

As seguintes hipOteses sao feitas:

0 material fora da zona de fratura 6 viscoelAstico linear;

0 material	 dentro da zona de fratura tem relagdes constitutivas

quaisquer;

c) A camada de material danificado ao longo das faces da trinca forma uma
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zona difusa de espessura pequena o suficiente para nao interferir nas

previsdes do deslocamento v.

d) As forcas externas sao aplicadas simetricamente com respeito A trinca,	 de

modo que as tensties tangenciais T sao nulas (Modo I de fratura).
x

0 ponto P de abcissa xi = a(t) 6 chamado de Ponta efetiva 	 da

trinca, e a grandeza a(t) o comprimento efetivo da trinca.0 ponto xi =

a(t)-w 6 a ponta aparente da trinca. Para que se possa considerar	 na

vizinhanca de P um estado piano de deformacdes, Schapery postula que a

distAncia entre P e o contorno do corpo ou outra trinca seja muito maior que

w / que o raio de curvatura em P (raio de curvatura da extremidade da zona de

processo de fratura) seja muito maior que co e que a fora da vizinhanca de P

seja muito menor que a dentro da vizinhanca.

Figura 4.1 — Modelo coesivo de fratura

Aplicando a metodologia de Dugdale / Barenblatt para materials

elAsticos (figura 4.2), a situacao do corpo submetido a cargas externas e

com forcas coesivas na regiao da ponta da trinca pode ser expressa pela

decomposicao em duas situacbes mail simples:
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I I

a)	 b)

^TITTITT'

TTT

Figura 4.2. - Modelo de Dugdale / Barenblatt

TTT

a) Corpo submetido As tenses externas com as faces da trinca

livres de tens3es.

A solugao em tensdes e deslocamentos para este caso 6 dada por

Kanninen e Popelar (1985):

22

co(	 Ki	 0
a	

1/2 
H(r 

1 
) cos -	 (1- sen	 sen 

3e
)	 + 0(r

1/2
)	 ( 4.1)

2
(2nr )

1/2
0

V o = — —	 H(r) sen	 (k + 1 - 2cos
2 e	

+ 
0(1s/z)	

(4.2)
2pi 2n

Onde 0 indica um resto de	 ordem superior, H(x) a fungao salto

unitArio, K 6 o fator de intensidade de tensdes para o modo I de fratura

(tragao na diregao perpendicular ao	 piano de fratura), r	 6 a distancia

radial a partir de P em	 diregao ao	 meio viscoelAstico linear, r 6 a

distancia radial	 a partir de P em diregao A zona de processo de fratura, e 6
a inclinagao em relacao	 A linha de	 propagagao da fratura, no sentido

anti-horArio e

k = 3-4p para E.P.D.,	 (3-1))/(1+v) para E.P.T. 	 (4.3)

onde E.P.T.	 6 estado piano de tensdes e E.P.D.	 de deformagdes.

Ao	 longo da linha x 2 = 0, as	 eguagdes	 (4.1) e (4.2)	 ficam:

a
<a)

= 
	Ki
	 H(r ) + 0(r

1/2
)

22	 1/2	 1	 1
(2rrr )

= 0)	 (4.4)

1/2

V
(a)

= 4 Ce, Ki
2	 2n	

H(r) + 0(r
9/2

) (e = rr)	 (4.5)
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onde CO = 1/E para E.P.T.

Ce = (1-v2 )/E para E.P.D.
	 (4.6)

b) Corpo submetido a tens3es coesivas atuando sobre as faces da

trinca.

Considerando-se plastificacao em pequena escala, w <<a, a solucao

em tenst5es e deslocamentos perto da ponta da trinca fica (Kanninen e

Popelar, 1985):

a22 =-
H(ri)	

a	 ()

(4.7)foe/21/2
n(rt)

(b) 2Ce
H(r)V

2
= o()	 In dt (4.8)

a =

A solu0o procurada 6

R I	 H(ri)
H(r	 )

dada pela soma

a
c
()

g

das solugdes de	 a)	 e	 b).

+ 0(r
1/2

) (4.9)

(2	
1/2	 1	 1/2

nr	 n(rt)
1)

1/222 1

Para que a	 tensao	 total	 a22	 seja	 finita	 em	 r1 = 0,	 os termos

singulares devem anular-se, 	 de modo que:

Ki	 H(ri)	
ate()()

H(r )	 	  cit = 01/2	 1	 1/2	 1/2
(2nr )	 n(ri)	 o

1

2 1/2	 a
c
()

= 
(R ) 1/2

10
(4.10)

	

A equagao	 (4.10) dA o comprimento da zona de fratura, conhecida a

distribuicao de tensdes coesivas ac().

Expressando a () em fungao de seu valor mAximo am e um fator de
C

forma /
*
(), e fazendo a mudanga de variAvel 77

2 
= VW, obt6m-se:

ac = am f	 ( )	 , d	 = 27?co dfl

	

= 0 -4	 = 0
	 ,	 = W - 4 7) = 1

	

2	
*1/2	 1	 2

a	 f ( WY) )

(1)

20 CO d7)
1

.-7 
K I =

1/2
0	 71(A)
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2CeH(r)

Ti fo c(

a &t. [	 1/2

j
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Sendo	 = constante, f* (cor
2
) = prz ), obt4m-se:

1/2
Ki =	 2 )	 2w

1/2 
a

Kx
2 

7/ 

8 a
2 

D
2

m

D =	 f(r)
2
) dr?	 1

: f( s0 2 ) dy?

(4.11)

(4.12)

Se	 ac(r) = ay = constante, D = 1	 e a (4.11) fica:

Kr n
2

w -	 (4.13)

8 a
2

que 6 o resultado de Dugdale para plastificagao em pequena escala 	 (small

scale yielding).
Considerando r ---4- 0, 0(r3/2

)	 0, somando (4.5)	 e (4.8)	 e

aplicando (4.10), resulta:

1/2	 , 1/2 r a()
v z
	 2n	

c
= 4 ce	 H(r) 1/2Jo  

-<4
2Ce 

H(r)	 a () in   

Para a (r) = a , a (4.14) fica:
C	 y

2CeH(r)
2	

as, I 2 (wr )
1/2 

- In

Y 0 yam
+ 

d   

Para avaliar a integral faz-se:

x = U2 -2ua + a
2

, dx = 2(u-a)duu =	 x + a
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J	 ifIn (17 + a) dx = 2 In u (u-a)du = f2u in u du - 2a in u du =

Integrando por partes, obtem-se:

U
2

-2-
U

z
ln u - 
	
- 2au In u + 2au = In u u

z 
- 2aul -

Retornando A variAvel x :

2

[2 
- 2au] =

In (1/7 + a) dx =	 In ( )/r-)7 + a) ( x - a 2
) - ri - a 1/7 -

Z 
a

2
f
De modo similar:

in ( 10/-; - a) dx	 ln(11-x' - a) (x - az ) - rZ + alr; - 2 az)

Resultando:     

In

0

+ a 
dx = (x - a z ) 14 + 2a-1;  

a      

2CeH(r) [4171 - (x-r) In
2

2CeH(r) a 217(7,3 - (co-r) In
2 

171 .1)- 2 

-10 

10 <: + y1;

170 -       

Fazendo a mudanca de variAvel r = a(T)-xi, a abertura total da trinca fica:

t
6=2v -	 a [4w(a(T)-xi)' -	 + x-a(T) In

2 
8C0H(r)	

2

4.3. PropagacAo de trincas em materiais viscoelasticos

SerA apresentada a seguir a formulacAo utilizada para a avaliacao

da propagacao de trincas em materiais viscoelAsticos.



C(0) =	

2
1-Vo

, onde vo = v(0) e Eo = 1 / D(0)
Eo

C(o3) =	
2

1 -	 00
, onde 2}00 = /100) e Eco = 1 / D(ao)

Ex'
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4.3.1. Relac3es viscoelasticas basicas - Principio da corres-
pondencia

Quando um corpo viscoelAstico 6 submetido a uma tensao constante

uniaxial aplicada a partir de um instante To, isto 0:

a(t) = ao H(t-To)

a resposta viscoelAstica pode ser definida por:

e(t) = ao D(t-To) para estado piano de tensbes.

e(t) = ao C(t-To) para estado piano de deformagdes.

onde C(t-To) = (1 - v2 (t-To)) D(t-To)

Sem perda de generalidade, considerar-se-A que a tensAo foi

aplicada no instante 0, ou seja, To = O. Deste modo, pode-se definir:

Para a maioria dos polimeros, podemos aproximar a fungAo C(t) em

determinados periodos de interesse pela fungAo:

C(t) = Co + C2 t m	 (4.16)

A (4.16) possibilita a obtengAo 	 de	 solugbes	 fechadas	 no

desenvolvimento a seguir, apesar de nAo ser limitada para t tendendo a

infinito. Para que se tenha uma solugAo limitada em	 t = ao, pode-se utilizar

a aproximacAo:

C(t) = Ci + Cs(1 - e
-t

)
	

(4.17)

Quando a solugAo de um problema elästico equivalente d conhecida, a

solugAo de um problema viscoelAstico pode 	 ser	 produzida	 por meio	 do

princlpio da correspondencia. Se vz(0) = Cevi 6 o 	 campo de	 deslocamentos

elAsticos, o campo correspondente viscoelAstico 6 obtido substituindo-se a

constante do material pelo operador viscoelAstico equivalente:
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t

v2(t) =	 C(t-T) 
211 

dTaT0
(4.18)

Este principio pode ser aplicado em corpos viscoelAsticos	 que

contenham trincas estacionArias ou em propagagao, desde que as seguintes

hipOteses sejam cumpridas	 (Schapery, 1975):

Qo haja decrOscimo no tamanho da trinca;

As tensdes elAsticas ao longo da linha de propagagao x2=0 independam de 	 E

e 2.);

c) A dependencia de vz ao 	 longo das faces da trinca com relacao a E,v 	 deve

poder ser posta na	 forma separAvel f(E,v)g(r).

Estas condigdes devem ser preenchidas por toda a trinca e sua

extensAo at6 o maxim° tempo de interesse, e nAo apenas na vizinhanga de P na

trinca instantAnea.

A condigAo b) 6 satisfeita se as tensdes coesivas ou de fratura

ac(r) sao prescritas a priori com p no modelo de Dugdale, e a corpo	 6

isostaticamente vinculado ou tem as condigdes de contorno somente	 em

tensdes.

A condigAo c) 6	 satisfeita se a forga resultante em qualquer

contorno fechado 6 nula. Para outras condicties de contorno que nAo 	 as

especificadas anteriormente, v2 nAo pode ser posto na forma separAvel.	 No

entanto, se considerarmos o coeficiente de Poisson v constante ao longo 	 do

tempo, condigAo esta satisfeita por muitos polimeros, o principio	 de

correspondinncia ainda 6 valid° mesmo quando v2 nAo 6 separAvel na solugAo

elAstica.

Se o principio de correspondência é vAlido, as tensdes do	 caso

viscoelAstico sao as mesmas do elAstico, e a mica equagAo em tensdes

necessAria 6 a (4.11), com KT sendo calculado para o caso elAstico com ac(r)

=0.

Como na (4.15) a	 condicAo c) 6 satisfeita, a versAo viscoelAstica

desta equagAo fica na forma:

6 = P- a
y	 OT
f	 C(t-T)a	 [ 

1/(w(a(T)-xt)

ti 

1:34 + la(T)-X1 

1: — / a(T) -xi  

w + xi - a(T) 
In

2 
I

dT (4.19)      



FungAo de	 em t fixo

6 = 6 ( c )

t =

=

=
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considerando-se que nao hA abertura da trinca em x=a(ti) antes da chegada 	 da

ponta da trinca em um processo de crescimento.

4.3.2. Criterio de fratura

0 trabalho exercido pelo meio continuo em uma tira de material	 na

extremidade esquerda da zona de fratura (Ponta aparente da trinca - figura

4.1), de area dA, desde o inicio da deformacAo at6 a deformagAo maxima, por

unidade de superficie (ou comprimento, considerando-se espessura unitaria)

6:

2y = r ac d6	 (4.20)

onde y pode ser considerado como a energia especifica necessaria para 	 a

propagagAo da fissura, formando novas superflcies na ponta aparente 	 da

trinca (energia de fratura).

Considerando que a zona de ruptura permanece com forma constante ao

longo do intervalo de tempo necessArio a propagagAo do comprimento co durante

o processo de crescimento da trinca, o deslocamento 6 pode ser expresso 	 em

fungAo da coordenada temporal ou de coordenadas espaciais, conforme figura

4.3.

FungAo de t em	 fixo

6 — 6 (t)

Figura 4.3. — Deslocamento 6(t) e 6()
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No primeiroprimeiro caso, a expressao (4.20) fica:

2y— =	 ac 
06

dt
	

(4.21)

e, no segundo :

2r— =	 ac
e6 	

(4.22)

as quail, para uma tensao coesiva constante, se reduzem a:

21, - a
y 

6
c
 = a

y 
6

t	
(4.23)

4.3.3. Crescimento da zona de fratura

A partir da aplicacao das tensties, a zona de fratura passa 	 a

crescer at6 atingir seu comprimento final w, quando entao comeca 	 o

crescimento da trinca propriamente dita. At6 o tempo de iniciacao ti em que

ocorre o crescimento da trinca, a abertura da trinca em xi = ao, onde ao 6	 o

comprimento

w(T)	 e	 ti

6	
8

=	 a It
Y

inicial	 da

=	 0.

i
C(ti-T) 

trinca,	 6 dado	 por	 (4.19)

w(T)-w(T)

com a(T) -xi = W(T),	 W

dT
-/co(T ) +103(T )1 co(T) 2dq-o

tt

2

-/w(T)--/w(T)

c5 = —
8 
a

n y

(
C(ti-T)	

aco T)	
dT

OT
0

Aplicando a (4.23) e	 (4.11) resulta:

ti	 2
a	 Kx(r) 

z
2r =	 6 = —8 ay	C(ti.-T)	 	  d-r

yony	 0T
0	 8 a

I (
2y =	 C(t1.-T) OK 

T)2 dT
0

(4.24)

A equacao (4.24), posta em funcao da taxa de liberagao de energia

de deformacao G, ou do valor da integral J de Rice, avaliados para o caso

ESCOLA DE ENGENHARIA
BIBLIOTECA



2r 
- Co 

11/m
Ki t

Cz

(4.27)

C3

2y	 cill
K1 2 	 J

(4.28)t.	 = - In
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elAstico, resulta:

i

C(ti-T)	
OJ(T) 2r = ti C(ti-T) 

E 	 OG(T) dT
	

t	

dT
O	 1-u2	 OT	 o	 1-1)

2
 OT

(4.25)

onde E 6 o modulo de Young e v o coeficiente de Poisson. 	 •

Para o caso da tensao remota ser do tipo a(t) = H(t)a,	 Ki(t)=

H(t)KI, t=0, da (4.24) obt6m-se:

2i = ay 6c = C(ti) K12	 (4.26)

Como ilustracao, consideremos que, ao longo do periodo de tempo de

interesse, possamos fazer a aproximaqao (4.16), onde Co, Cz e 	 m sao

quantidades positivas. Aplicado a (4.16) na (4.26) resulta:

2y = (Co + C2 tT) Ki2

Fazendo a aproximacAo (4.17), obtOm-se

= [Ci + C3(1-e -t1 K12

3.4. Crescimento da trinca propriamente dita

Durante o intervalo de tempo t2 - ti durante o qual a trinca

propaga um incremento w, cosiderar-se-A w e a constantes, de modo que w = a

(t2-t1). Para tensao de coesao constante, a combinagao das equagdes (4.23) e

(4.19) resulta



In
Or	

n
2

[

40	 co-a. (r-ti)

yrc: +y a

•

 (T-ti)

-4: —1 a (r-tt )

-1;--aco

21T-ti

•
a

2
In
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82y = —
z
y

tz

ti
C(t2-T) a— cr ,	 ,wkatr)-xi)

OT 

170 +

•

 1,1(T) -xl 

(4) —• ia(T)-X1 
+ 

Xi - a(T) 
In

2
dT   

w = a(tz-ti)

r = a(T) - xi = a(T-ti) , T	 ti

a
a(T-ti) = y coa / (21T-ti )

aT

a
In

-1/:+1 a ( T -ti ) +1	 ( T - ti )

-1c7)
2

--/a(r-ti)
/ •
a (T-ti)

2

[ (17..; +1; (7- - tt)12-tr-ta (IT; +1a(r-ti))21/r-ti

/7—
co-a (r-ti)	 y a	 y a  

-170 +'y   t2	 •
a

2 27 =	 a
z	

C(t2-T)	 in

tt   
d-r      

-/T:o	

• 

( r-ti)          

Aplicando a (4.13), resulta:

K12 ftz	 •

2r	
8

= — -- 8—	 C(t2 -T) —2 lnu) 
ti 

( T - ti ) 
dT

1W	 a(T -ti)       

Fazendo a mudanca de yariayeis:

*
*	 a(T-ti)	 S W

S =
W	

, T -

a

para T = ti, s

• 

= 0

*
, dr = — ds

a

para T	 —

•	

a	 a 
W tz, s =	 (tz - ti) = — — = 1
•

W



ZY =
K1

2

2
: C( - s

a

) In
1

1

2y =
Kit

2
C( — S

•
a

) In
1

1

ds	 (4.29)

(-1) ds

-
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2r =

	

2	 1
K I 

C(t2 - s - ti) a 1n

	

2w	 •fo	 a
- ds*
a      

2	 1

2y = 7,-	 C(	 -	 ) ln

10	 a	 a
ds   

Definindo:

*	 *
5	 1 - 5 f d5	 --ds

para s
* 

= 1, s = 0

s
*
 = 0 ,s = 1

Para que possamos posteriormente estudar algums casos limites,

calcularemos o valor da integral:  

1 - 11-s 

1 + 
r. in ds      

Fazendo u = 1 - 177:	 , u = 2 - 211-s - s

s = 2u - u 
2

ds = 2(1-u) du

z
J In (1 - 11-s ) = f 2 ln(u) (1-u) du = ln(u)[2u-u

2
H2u-12± ] =

In (1 - -I-17-s )s - 1 + 1-111; - s/2

De maneira similar:

In (1 + 1 1-s ids = In (1 + 11-s )5 - 1 - 11-s - s/2f
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1 - 111--"-s 
+ 217-Is 10

]1: In ds

[

s In      

{

[ 1 - 1 1-s 
In	 + 2-117-s

]Oi
=	 + 2 - 0 -	 =2	 (4.30)

Como ilustragao, consideremos que, ao longo do periodo de tempo de

interesse, possamos fazer a aproximacao (4.16), onde Co, C2 e m sZo

quantidades positivas. Aplicado a (4.16) na(4.29) resulta:

—	 Ni22r =	 f-	 ji

Ni
2
fi Co In

2

(Co+C
2(	 -

a

1-177-s

m)
s)	 ln

2
Nids +
2

1	 - 107-71:
ds

In ds

1 + ITT;

m
C2(	 sm)I:	 W

m-
1+1 1-s 1+11-sa

Considerando	 a	 (4.30)	 podemos escrever:

co
m

2y = Ki t
 

CO + Kx2 C2 —	 I,
a

(4.31)

onde I	 = - s m in
1-11-7; dsi 1 +1 1-s

Considerando	 a	 (4.13)	 resulta:

m '	 fm	 Ni=

s may 2m

2y = Ki
2 

Co + 
i±!

2+2m
2m

C2	 nm

a
m

1/m

KI 2+2/m
a	 =

C2 I
(4.32)

22r - KI	 Co28ay

Se	 considerarmos	 a	 aproximacao	 (4.17), a	 (4.29)	 fica:
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2—
	

2  f
Ci in 

2

ds +
2 Cs In ds -     

1+11-s                    

K1
2	 -ws/a2-- .1 C9 e	 In ds	 (4.33)   

4.3.5. DiscussAo

Consideremos um corpo cujo trabalho para a	 criagao de novas	 trincas

seja 2y, independentemente da velocidade de propagacaao da trinca a, 	 e cujas

caracteristicas do material seJ,Im 	 viscoelAsticas lineares.

Se a	 ponta da trinca for modelada matematicamente como tendo uma

forma aguda, sem uma zona de processo de fratura, o campo de	 tensbes

apresenta	 uma	 singularidade	 na	 ponta	 da	 trinca.	 Neste	 caso,

independentemente da velocidade a, o descarregamento da ponta da trinca sera

instantAneo, de modo que a abertura da ponta da trinca 6 governada 	 pelas

propriedades elAsticas instantAneas. 0 	 trabalho, calculado em fungAo das

condigbes ao	 redor da ponta da trinca,	 6 dado por:

2T = C(0) Ki2	 (4.34)

Este resultado pode ser confirmado fazendo ay -4 OD na equagAo

(4.13), fornecendo:

Ti
co - K1

2

	0

8 ay 
2

de modo que	 a	 (4.29) fica:  

Kx
T	

2
2 = f- f C(0) In ds

1 + 11-s       

que, usando a (4.28), fica:

2T = C (0) K I 2



67

que reproduz o resultado da (4.34), mostrando que, se a ponta da trinca

modelada sem uma zona de processo de fratura, o comportamento viscoelastico

identico ao elAstico. Em virtude de inOmeras anAlises experimentais

demonstrarem o crescimento diferido de trincas em materiais sob fluencia,

verifica-se a necessidade de modelagem de uma zona de processo de fratura na

ponta da trinca.

Por outro lado, se modelarmos a ponta da trinca coma tendo uma zona

de processo de fratura, onde o material sofre grandes deformacdes, ent4o o

comportamento do fen6meno passa a ser dependente da velocidade de propagacao

a.

Se a velocidade de propagacao for baixa, a	 0, o material	 sofre

uma deformacao lenta na zona de fratura, sofrendo um descarregamento lento,

de forma que sua resposta sera equivalente a uma resposta elAstica em que as

caracteristicas do material fosse iguais as caracteristicas viscoelAstica de

estabilizacao a longo prazo C(co). 0 trabalho sera expresso por:

2y = C(co) KIO	 (4.35)

onde o indice de Ki se refere A velocidade de crescimento.

Similarmente, se a velocidade de crescimento for muito rapida, a —4

co, o descarregamento do elemento se dark de forma instantanea, e a resposta

sera similar a elAstica com propriedades instantAneas C(0), de modo que o

trabalho 6 dado por:

2T = C(0) Kill	 (4.36)

Para verificar as afirmacefes acima, testaremos os casos limite a -4

0 e a —4 co nas equagbes desenvolvidas nas segOes anteriores.

Fazendo a —4 0, a (4.29) fica, usando a (4.30):            

	-	 KI
2
 :

	2y 	 C(co) In

2

ds = 
K1

C(w)j° In
2

ds         

2T	 K12 C(1))

que 6 o resultado obtido e (4.35).

Quando a —4 oo, a (4.29) fica:
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2y = - f C(0) In1(12f 2
ds = 

K1

2
C(0)f In ds 

1+-17.-7s'             

2T = K12 C(0)

que 6 o mesmo resultado obtido em (4.36).

Considerando a aproximacao (4.16), aplicando na (4.36);

2 = 2T _

a -

	

C(0)	 Co

Aplicando o resultado acima

	

C2	 I	 K I 
2m+2 rrm

na	 (4.32) obtem-se:

B m ay2m 2y (1-Kx2/Kxecl

i/m
•a = KI

2+2./m n

Cty

C2 I
(4.37)

-
2y	 (1	 - K I

2
/Kico2 )	 J

A	 (4.37)	 mostra que,	 se	 Ki -4	 Kim,	 a -4 co, ou seja, ocorre

propagacAo instAvel da trinca. 0 mesmo pode ser mostrado a partir da

(4.27), onde, para ti -4 0, resulta:

- co	 0 ,
K. 2

,,	 2y

Co
Ki -4 Kico

Considerando-se a (4.33) e a (4.34), 	 levando-se em conta (4.30), para a-40

obtem-se:

227 = K1 2 (Ci + Ca)Ki2
=

	
Kbo

z

Ci+C3	 C(co)

Logo, para Ki 5 Kxo, a = 0,	 nAo existindo crescimento da trinca.

Baseando-se nos resultados obtidos acima pode-se concluir que se o

valor de Ki for inferior ao valor sub-critico K10 (correspondente A situacAo

de estabilizacAo a longo prazo), nAo haverA crescimento da 	 trinca,

permanecendo o corpo estAvel. Por outro lado, se Ki for superior ao valor

critico Kioo (correspondente A situacAo elAstica instantanea), ocorrerA
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propaga0o instavel da trinca, com velocidade de propaga0o tendendo ao

infinito quando nao sao considerados efeitos de in4rcia, levando	 ruptura

total ou colapso do corpo. Para valores de KI entre KR) e Km,	 ocorre

crescimento lento da trinca, ate que a mesma atinja um tamanho que propicie

a propagacao instivel. Este fen8meno, chamado propaga0o sub—critica, 	 ocorre

tambem em ensaios de corroso sob tenso e fadiga.

0 comportamento acima descrito esta ilustrado na figura 4.4.

0.005-

50
Tempo

100 Klo Kloo

Figura 4.4. Comportamento viscoelastico da fratura

4.5. EXEMPLO

	Considerando uma placa remotamente tensionada, com a 	 tensao

	

aplicada na forma de degrau a = a H(t) com uma trinca central de 	 tamanho
inicial 2ao muito menor que a largura da placa, conforme figura 4.5.

0.004 -

0.003 -

0.002

0.001

0.000	 IIIIIIIIIIIIIIIIII
50	 100

K 1 	Koo
30

20

10

Kp	 K1 	Kioo

Ki0

= a	 7-1.---"ra	 (4.38)

Figura 4.5 — Placa remotamente tensionada



Aplicando a (4.38) na (4.37), considerando a (4.36), resulta;

da 	 n 2 na
dt	 8	 2

ay

iti /m
Cz I 

Co Ki
2m (1- cf2rra/KII)
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Chamando am = Kil / (na2 ) resulta:

dt	 8

da	 tt	

z

2
ay

I rra

1/m

CzI

Co 

a
z 

na 

Km
2
 (1 - aiam)     

da _ n z

dt	 8

a2

2
Cy

a

2

CzI
1/m

a
Co

11/m

aco (1	 -	 a/aco)

8 Co
C2I l i/m

[

aw	 a	
da

l i/mdt
n 2

(f:Y 

1

:	 a

t = 8
2	 0'

rr

2	 i/m

I [ CoCI
[

tit	 i/m
2 c° - 1

Jao
(4.39)

Para que ocorra a propagacao instAvel da trinca, 6 necessArio que:

Kr —) KIco ,
KI	 2T coa	 aco, a -

2	 2Co n a
(4.40)

A ruptura ocorre em t = tf quando a = aco, ou seia:

2	 1/m
8	 ay	 Co	 and _

rm
dt

tf = —
2	 C	 C2I J do

Definindo	 :

= /aco ,	 d =	 aw dy?

Para t = ao,	 = ao/aco

= aco,	 = 1
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2	 1/M

rt
	

1
[ ay	 [ Co  ]	

1- 1 i/m am "f	 2	 a	 C 2 I
Jao/aco	 [ 7?	 ac°

2	 1/m
1
	

1/m -1-1/M
tf

.,..	

2	 a	 C 21

8	 [ ay	 [ Co 
(1-n)	 cro	 (4.41)

n ao/aco

0	 tempo de iniciacao pode ser definido considerando-se a (4.27) e

a (4.40),	 resultando:

1/M i/m 	1/M	 1/M

ti =	 Co
2KIW	 Co	 KI	 j1-

C2	 [ 
K1

2 - i	 =	
W2

 C2 ]	 2
a rz0

1/m	 i/m
Co ]	 aco

ti, = [	 —
L2

(4.42)

4.6. AvaliacAo numerica do critêrio de fratura

4.6.1. Desenvolvimento da formulac5o via M.E.F.

0 criterio de fratura estabelecido na secao 4.3.2. pode ser

facilmente implementada em um programa de anAlise viscoelastica via Metodo

dos Elementos Finitos, no clue se refere a identificacao do inicio do

crescimento da trinca propriamente dito. Para tanto, utilizar-se-A como base

a formulacao apresentada por (Schapery, 1984). Toma-se como base a eguacao

(4.25), substituindo-se o operador C(t-T) por (1-v 2 ) D(t-T), resultando:

00(T) 
2y— = E r D(ti. - T) 	  dT

0

(4.43)

Onde E d o valor elastic° (instantAneo) do Módulo de Elasticidade
0

do material. Por analogia ao parAmetro G para o caso elastico, definiremos

um parAmetro similar para o caso viscoelAstico dependente do tempo, da

forma:

It	 T) 00(T) 
G (t)	 D(tE	 dT

V	 0 dT
(4.44)
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de modo que o inicio do crescimento da trinca ocorre quando G v (t , ) iguala a

2T, a energia de fratura.

A eguacAo (4.44) representa o valor de G transformado para o plano

viscoelastico atrav6s do operador viscoelastico, relacionando as tensdes e

deformac8es no corpo viscoelAstico com as tensties e deformacties de um corpo

elhstico equivalence, com a mesma geometria e suleito ao mesmo carregamenlo

(principio de correspondencia).

A taxa de liberacao de energia de deformacao G 6 definida como:

G -	 e +
V [	 o

ij	
de. (4.45)  

onde	 6 a energia potencial de deformagao e "a" o comprimento da 	 trinca.

De forma similar a (4.44), pode-se definir uma pseudo-energia de deformacZo

viscoelAstica da forma:

(t) = E

t

 D(t - T)
e

(4.46)

de modo que o criterio de fratura se torna:

(ti)

2T - - 	 v
da	

(4.47)

to	 A (4.46) 6 vAlida apenas para os casos 	 em que o coeficiente de

Poisson 6	 constante ao longo do tempo, isto 6, o comportamento viscoelAstico

pode ser descrito com uma Onica fungao D(t-T). Contudo, em 	 numerosas

situagdes de relevAncia tecnológica, deve-se considerar leis reolOgicas

diferentes para as deformageies volumetricas e de corte, resultantes de um

coeficiente de Poisson variAvel com o tempo. Para estes casos,	 a pseudo

energia	 de deformagao em (4.45) deve ser	 decompostas	 em	 parcelas

relacionadas somente com o comportamento volumetric° (e(t)) 	 ou	 em	 corte

(e(t)):

e 
0

=
[ o 

a
0 

de
0
	dV

V 

(4.48)

$
e

ee = Iv 	 " eij de: j	 dV (4.49)



73

t

e(t) = K	 D°(t,r) de0
0

(4.50)

I s (t) = G
t

 D s (t,T) de	 (4.51)V	 0
0

v
(t) =	 + e(t) (4.52)

onde 6 e K scan os valores instantAneos do modulo de compressibilidade0	 0
volumOtrico e do modulo de elasticidade transversal, e D°(t,T) e D 5 (t,T) as

funs es de fluencia para a parte volumetrica e de corte, respectivamente.

importante salientar que as tensdes e deformacdes elAsticas

utilizadas em (4.48) e (4.49) devem ser determinadas em cada tempo de

interesse atrav6s da analise viscoelAstica, correspondendo As parcelas

elasticas	 destas grandezas em 	 cada tempo. Desta forma, elas 	 incluem

eventuais efeitos de redistribuicao devido a 	 nao-homogeneidades, as quais

podem ser inerentes a estrutura	 ou desenvolvidas ao longo do processo

viscoelAstico. Correspondem a este ultimo caso efeitos tdrmicos, que alteram

as caracteristicas viscoelAsticas 	 localmente,	 ou processos de dano.

Considerando um comportamento elastic° linear, as equagOes (4.48) e

(4.49) podem ser escritas como:

e = f 1 o° e° dV

	

: e	 - S

	

e	 2 Li	 dV	 (4.53)
e

V	 V

Considerando que a analise viscoelAstica d feita via MOtodo dos

Elementos Finitos, e que d impossivel determinar a parcela elAstica das

deformacdes a partir do valor dos deslocamentos nodais, estas quantidades

sera° avaliadas atraves da tensdes nos pontos de integragao, um 	 produto

usual da analise via (REF. Deste modo, as expressOes em (4.53) tornam-se:

fi e
1

=	 1 (0'0 ) 2 dV	 :	 e =
18K	 .1 4G
	  (s i.j ) 2 dV

V	 0	 V 0
(4.54)

Aplicando (4.54), (4.50) e 	 (4.51)	 em (4.52)	 e integrando por

partes, pode-se escrever:
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t	 t

(t)	 (t) + K	 d°(t-T) e(T) dT + G	 ds(t-T) e(T) dT(4.55)

0	 0

onde d
o
(t-T) e d

s
(t-T)	 foram definidas no capitulo anterior. De	 forma

similar ao que foi feito no capitulo 3 para deformacOes, aproximando	 as

derivadas	 das	 funs es	 de	 flaincia	 por	 series	 exponenciais	 de

Dirichlet-Prony, e possivel definir variAveis de estado para e e	 na

forma:

-(t-Tve
Pc)(t) =	

t — e	 e(T) dTo

t	 -(t-T)/e

p a (t) =	 Is(T) dr
ok

de modo que a equacao (4.55)	 pode ser escrita comp:

)

n	 m 

I

o s 
(t)I

v
(t) = I

e
(t) + K

o 	 
p	 ( t) + G

o 
) ♦ P k

J 
j= i	 k = i

(4.50

(4.57)

(4.58)

Se admitirmos que	 °(T) e .1,9 (T) variam linearmente no	 intervalo

{t,t+At), 6 possivel obter expressdes 	 similares	 a (3.19) e (3.20):

-At/e°	 °(t)	 -At/e°	 de(t)	 -At/e°
)	 	  Vt-e(1-e	

J))
p°(t+At) = p°(t) e	

e 	 (1-e

	

J	

AT K.
3

(4.59)

-At/es e(t)	 -At/es	 de(t)	 -At/es

p:(t+At) = p:(t) e	
k	 e 	 (

1-e	
ki	 	  [dt-es(1-e

G
k 	 JJ	 AT G

Usando esta aproximacao, as variaveis de estado para deformagao 	 e

para a pseudo-energia de deformacao sao calculadas na mesma subrotina.

A anAlise viscoelAstica de crescimento de trinca 6 feita atraves da

anAlise de dois corpos identicos no material, condigdes de contorno 	 e

histdria de carga, mas tendo o primeiro uma trinca de comprimento "cr, e	 o

segundo, -a + Aar. 0 parametro de fratura G
v
(t) pode ser calculado, em	 cada

k



tempo, por:

(t)	 (t)
v 

G (t) - 
vi	 v2

ea
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(4.60)

0 crescimento da trinca ocorre quando a condigao

G(t) = 2 y(t)
	

(4.61)

for atingida, podendo a energia de fratura ser ou nao dependente do tempo.

4,6.2. Exemplo de aplicacgo

0 exemplo considerado 6 uma placa de largura 2W sob uma tensAo

remota uniforme, contendo uma trinca central de comprimento 2a perpendicular

A direcAo do carregamento, como indicado na figura 4.6. 0 comprimento 2L foi

considerado igual a 5W de modo a aproximar uma placa de comprimento

infinito. Os valores considerados foram a=4cm, W=10cm, L=25cm, espessura de

lcm e tensAo remota aplicada de 10 Mpa.           

2W        

Figura 4.6 — Placa com trinca central

0 material foi considerado viscoelAstico tanto volumetricamente
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como em corte. Os modelos reolOgicos utilizados para ambas as	 partes foram

do tipo Standard com constantes definidas como:

K
1
 = 83.333 MPa	 K

2	
83.333 MPa ;	 @K	 10 segundos

G 1 = 38.461 MPa	 :	 G2 = 38.41 MPa	 e	 10 segundos

As constantes acima correspondem a um material com coeficiente de

Poisson constante no tempo, igual a 0.3, e modulo de	 elasticidade

instantAneo de 100 MPa.

0 valor de G instant3neo para este caso 6 154.84 N/mm. 	 Utilizando a

equacao (4.44), o valor de G (t)	 dado	 por:
V

G (t) = 154.84 (2 - e
-t/e 

) N/mm
V

(4.62)

Para este exemplo foi utilizada uma maiha definida em (Owen &

Fawkes, 1983), onde, utilizando-se de simetria, somente um quarto 	 da placa

foi discretizada em elementos finitos (Figura 4.6.). Os resultados obtidos

atraves do algoritmo desenvolvido sAo mostrados na figura 4.7, onde 	 as

solucbes num6rica e analitica sAo comparadas. 0 erro observado na solugAo

numerica foi de 3.68%, constante ao longo de todo o processo. Este processo

sugere que o erro foi gerado na solugAo do passo elastic°	 devido a maiha

relativamente esparsa utilizada, e nAo por perda de precisAo no 	 algoritmo

viscoelAstico utilizado. Se o valor de G (0) obtido no passo 	 elastic°,
V

149.41 N/mm, fosse utilizado em (4.62), seria obtida	 a solugAo elAstica

transformada da figura 4.7, mostrando que uma maiha mais refinada aumentaria

a precisAo do processo numdrico sobre todo o tempo de anAlise.

A aproximagAo numOrica utilizando elementos finitos para a anAlise

de trincas em materiais viscoelAsticos permite grande flexibilidade 	 na

representagAo de geometrias, cargas e condigOes de contorno. 0 algoritmo 	 de

anAlise viscoelAstica desenvolvido permite tambem	 o	 modelamento	 de

propriedades de materiais de forma bastante geral. Como exemplo, pode-se

analisar a placa anterior para um material elAstico volumetricamente e

viscoelAstico em corte. 0 algoritmo apresentado pode tratar este problema

facilmente utilizando uma mola de constante K 	 como modelo reolOgico	 da

parte volumOtrica. 0 resultado da anAlise 6 mostrado na figura 4.7. A curva

do parAmetro viscoelAstico de fratura Gv (t) para este caso estA 	 sempre

abaixo da referente ao caso anterior, um resultado esperado uma vez que nAo

hA energia diferida	 sendo gerada na parte volumetrica.
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Figura 4.7 — Resultados da placa com trinca central

4.6.3. Modelamento da zona de processo de fratura via dano

continuo

Como foi mostrado nas secdes anteriores, a consideracao 	 da

existencia de uma zona de processo de fratura na ponta da	 trinca 6

fundamental para o desenvolvimento 	 matemAtico de um modelo que prediga

crescimento diferido de fissuras. 	 da consideragao desta zona profundamente

nao linear que 6 postulado o criteria de fratura em (4.20), (4.24)	 e (4.25).

Contudo, devido A abordagem utilizada, a solugao viscoelAstica para

o problema 6 fundamentada apenas nas caracteristicas viscoelAsticas lineares

do material que circunda esta zona. 	 Os valores do parSmetro de fratura,

transformados para o piano viscoelAstico, sao obtidos da situagao elAstica

pelo principio da correspondencia, situacao esta que 	 nao	 leva	 em

consideragao a existencia de uma zona nao linear na ponta da	 trinca.

Uma modelagem que reproduziria mais adequadamente a	 realidade

deveria levar em consideragao processos nao lineares localizados na ponta da

trinca, tal coma 6 feito quando se considera plastificagao em pequena escala

(small scale yielding). Uma maneira alternativa de se considerar	 o efeito

77
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nAo linear 4 atravEi s da Mecanica do Dano Continuo.

0 dano representa o processo de microfissuracAo existente no

material em zonas altamente solicitadas, onde o crescimento de cavidades e

imperfeigdes, e sua conseqiiente uniao, leva a uma redugao da segao

transversal efetiva em todas as diregbes. Numericamente, a redugao da segao

transversal efetida do material pode ser considerada pela reducAo das

constantes elAsticas do material em funcao dos niveis de tensAo au

deformagao alcangados em cada ponto, dependendo do modelo adotado. Propt5e-se

a utilizacao de um modelo de dano continuo baseado em deformagdes, que se

adequa	 fase de crescimento da zona de fratura descrita nas secdes iniciais

deste capitulo, pois o crescimento das deformag6es ao longo do processo

viscoelastico faz com que haja um aumento da zona com danificagao apreciAvel

no entorno da ponta da trinca.

0 modelo de dano adotado esta baseado nos conceitos de Kachanov

(1986), sendo a formulacao utilizada apresentada por Simo (1987), Simo e Ju

(1987) e desenvolvida por Saraiva e Creus (1991).

A Energia de Helmholtz para materials viscoelasticos 6 dada por:

= -e:E:e	 -	 a: e
2

0(ev) (4.63)

onde e 6 a deformacao especifica total, E o tensor elAstico, a" as

pseudo-tens8es viscoelAsticas e 0 o potencial viscoelAstico,	 funcao	 das

deformagOes viscoelästica e v . av 6 dada par:

a
v 

= E : ev
	

(4.64)

A Energia Complementar de Helmholtz 6 dada por:

-1= - a : E	 :a	 :a	 +	 C7(ev)
	

(4.65)
2

onde a 6 o tensor de tensdes e 0 o potencial viscoelAstico	 complementar.

Tensbes e deformacetes estao termodinamicamente associadas por:

a -_ de	
=

841
- E:e-a	 = E	 : (e - ev)

0.1
e	 = E-t :a+ e	 +

(4.66)

(4.67)

onde ee 6 a parcela elAstica das deforma0es. Considerando o	 dano



79

isotrOpico, modificando somente as propriedades elAsticas do material, a

Energia de Helmholtz e a Energia de Hemholtz Complementar ficam:

111 = - t : E (1-d) : e	 - (1-d) ey : e + - e
v 

: E (1-d) : e
2 2

E
-1

= 
2
- 

a: (1-d)	
+	 e: a

(4.68)

(4.69)

onde d 4 a variAvel de dano, que representa a parcela de vazios em um volume

unitArio do material. De ambas as expressdes pode-se obter as expressbes

tensgo-deforma0o para o caso viscoelAstico:

041
a = — = E (1-d): (c - eV)

de

=	
E

-1
 :

Oa	 (1-d)	
a + e

(4.70)

(4.71)

Introduzindo as equacdes (4.70) e (4.71) na relacao viscoelAstica

dada em (3.5), obt4m-se:

e t j

por

L
(t)	 -	 d (t,T)	 a	 (T)	 dT	 (4.72)

para o Mdtodo dos Elementos	 Finitos,	 dada

:

	

E	 (1-d)	 1.J1c1
j

0

A equacao de equilibrio

(3.34)	 e	 (3.35),	 torna-se

B E(1-d)	 B dV	 u
i	

= P
b

+ P
a

+ I	 BT E(1-d)
T
dV + BT E(1-d) e dV (4.73)

V

Embora a	 inclusao do dano	 introduza nao-linearidade na relacao

viscoelAstica, a solucao incremental adotada no capitulo 3 sera utilizada

como uma primeira aproximacao, desde que os intervalos de tempo utilizados

sejam consideravelmente pequenos. Um processo iterativo	 poderia	 ser

utilizado para controlar os erros numOricos.

A lei de evolucao do dano, baseada em (Simo, 1987), 4 dada por:

(t)	 t

•	 •
d = rite	 , d)	 c

eq	 eq
(4.74)
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onde fl 6 o potencial de dano e e	 uma tensAo equivalente, dada por:
eq

eq 
=	 ( <e> : E : <E> )1/2

	
(4.75)

onde <	 sAo os colchetes de McAuley KO = 	 + lx1)/2)Y de modo que o dano

esta associado somente com deformacdes de tra0o (alonqamentos).

0 aumento do processo de danificacao,	 representado pelo crescimento

da variavel de dano d, ocorre quando:

e	 - r(t) � 0
eq

onde	 r(t) 6 o parametro de dano, dado por:

tr(t)	 = max	 r(0), max (e cn)	 , T € (-W , t)
eq

(4.76)

(4.77)

A quantidade r(0) representa a deformacao equivalente minima para

que se inicie o processo de dano. 0 potencial de dano empregado 6 o proposto

por Kachanov para fluencia, dado por:

l ae

n (e	 , d) = A	
eq

eq	 (1-d)
(4.78)

onde A e a sao parametros do material.

Aplicando a (4.78) na (4.74) e considerando que o processo de

derivacao sera feito numericamente, obt6m-se:

E
	

a
Ae	 e	

a
Ad = A	 eq	 eq	 eq 

:	 Ad - A	 	 	 Ae
At	 (1-d)	 At	 [ (1-d)	 eq

(4.79)

A formulagao acima foi aplicada a uma placa com trinca central, com

a mesma geometria e propriedades reolOgicas do primeiro exemplo da secao

4.6.2., com A = 0.01, a = 0.01 e r(0) = O. A curva obtida 6 mostrada 	 na

figura 4.8., mostrando que o processo de dano aumenta a energia disponivel

para o crescimento da trinca.
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Figura 4.8. — Influéncia do modelamento da zona de processo

de fratura via MecAnica do Dano Continuo

A figura 4.9 mostra que o dano se concentra no entorno da ponta da

trinca, como admitido no modelo teOrico, e que nenhum dano relevante ocorre

lunge deste ponto.

Este exemplo 6 uma amostra qualitativa das potencialidades do

acoplamento entre a MecSnica da Fratura e a Mecanica do Dano Continuo. NAo

houve preocupacAo com o modelamento das duas abordagens de forma a fazer com

que ambas indiquem o crescimento da trinca (G (t) = G, . 	 , d = dv	 crtttco	 crtttco
no mesmo instante. Ainda se carece de um estudo mais profundo sobre a

equival6ncia das duas formulact5es, bem como da possibilidade de utilizar-se

exclusivamente a Mecanica do Dano Continuo para previsAo de crescimento de

trincas (Masuero et al., 1991).
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5. CONSIDERAQOES FINAIS

5. 1 . Concl us5es

Ao longo do desenvolvimento da formulacao descrita, visando	 a

solugao numerica de problemas de fratura em termo-viscoelasticidade linear

via elementos finitos, e de sua aplicagao em alguns problemas de interesse,

foi possivel obter as seguintes conclusbes:

0 elemento isoparametrico quadrAtico de 8 nOs para conducao de

calor em estado permanente apresenta um bom desempenho, permitindo	 a

obtengao de valores do campo de temperaturas com considerAvel precisao,

mesmo com malhas esparsas. Unica excecao ocorre em pontos prOximos 	 a

descontinuidades no campo de temperaturas, via de regra devido a condicbes

de contorno, onde o mOtodo numerico gera um gradiente de temperaturas entre

os nOs mais prOximos. Este efeito pode ser minimizado com o use de malhas

mais refinadas localmente.

A utilizagao do algoritmo das VariAveis de Estado	 para	 o

modelamento do comportamento viscoelAstico linear mostrou-se grandemente

vantaioso, quer por sua facilidade de implementacao em cddigos elAsticos

previamente existentes, pela facilidade de modelamento de reologias diversas

para as partes volumetrica e de corte, quer por sua eficiencia computacional

frente a outros algoritmos (liasuero et al., 1991-a), (Saraiva et al., 1991).

0 mOtodo mostrou-se estAvel para intervalos de tempo maiores que (/2 a 	 (3/3,

sendo 0 o menor tempo de relaxagao do material. A faixa atima, para a 	 qual

existe a melhor relagao entre tempo de processamento e precisao 	 obtida,

situa-se entre (3/3 e 0/10. 0 método, contudo, por ter a formulagao 	 baseada

em fungties de fluOncia para o modelo generalizado de Kelvin, requer

processos numericos auxiliares para a conversao de dados experimentais,

geralmente expressos em funclo de constantes para fungOes de relaxagao. No

modelamento de caracteristicas reolOgicas, o algoritmo de Varidveis de

Estado da forma desenvolvida apresenta dificuldade em tratar materiais
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elAsticos volumetricamente e com comportamento tipo Kelvin em corte.

	

0 algoritmo implementado para variacao automAtica do	 intervalo	 de

tempo utilizado mostrou-se eficiente, permitindo a anAlise de	 sOlidos cuja

reologia caracterizava-se por apresentar tempos de retardacao em d4cadas sem

acarretar um esforco	 computacional	 excessivo.	 Menhum	 problema	 de

estabilidade foi verificado ao longo do processo quando °interval° de tempo

incial situava-se dentro da faixa Otima.

0 processo de integracao reduzida uniforme atendeu perfeitamente os

requisitos de precisAo	 exigidos,	 especificamente	 para	 o	 elemento

isoparamètrico quadrAtico de 8 nOs para	 estado	 piano de tensdes	 e

deformacdes. Seu use 6 recomendado nao	 somente	 para problemas	 de quase

incompressibilidade, mas em todas as situagdes, visto que, para a	 ordem	 de

integragAo 2x2, a posicAo dos pontos de integragAo correspondentes d 	 a que

maximiza a precisAo das 	 tensdes obtidas,	 o que se torna	 significativamente

mais relevante em um processo de anAlise viscoelAstica cujas tensdes 	 sAo	 a

base para a solugAo do passo seguinte.

A consideragAo de um modelo coesivo de fratura na ponta da 	 trinca

inprescindivel para a solugAo do paradoxo entre a fratura diferida observada

em ensaios experimentais para materiais viscoelAsticos e	 o modelamento	 do

problema via parAmetros dependentes do campo de tensdes (K I ),	 que	 permanece

inalterado para testes tipo ensaio de flutncia. A 	 trinca	 nAo	 apresenta

crescimento sempre que o nivel de tensdes for inferior	 a um	 valor de	 K

critico correspondente	 as	 propriedades	 mecAnicas	 do	 material	 jA

estabilizadas (apOs um periodo de tempo muito grande). 	 Ocorre crescimento

diferido quando o nivel	 de tensdes aplicado na pega	 estiver	 acima	 do

anterior e abaixo do relativo a um valor de 	 K critico	 correspondente	 as

caracteristicas instantAneas	 do material;	 acima deste patamar	 ocorre

propagagAo instAvel da trinca.

0 algoritmo	 desenvolvido	 para	 a	 avaliagAo	 do	 parAmetro

viscoelAstico de fratura mostrou-se bastante	 apropriado	 para	 predigAo	 do

tempo de iniciagAo via F1.E.F.,	 desde que o	 principio	 da correspondtncia

continue valid°. Somente estados de carga nAo decrescentes sAo admitidos.	 A

utilizagAo de um processo 	 tipo extensAo virtual da trinca, em 	 comparagAo com

metodos mais diretos tais como integral J, tem a desvantagem	 de	 requerer

duas analises no tempo para cada problema, e conseqUentemente,	 o	 dobro	 do

esforgo computacional. Contudo, esta	 abordagem	 permite a	 separagAo dos

efeitos viscoelAsticos sobre as partes volumetrica e	 de	 corte, de	 grande
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importAncia prAtica, o que nao nos parece possivel com integral J.

Apesar de ser da consideragao de uma zona de processo de fratura na

ponta da trinca que 'Ade ser estipulado um criterio de ruptura, a	 modelagem

precisa desta zona no mOtodo numdrico nao se faz estritamente necessario,

visto ser a contribuicAo	 desta zona pequena em relacao A energia de

deformacAo liberada em todo o corpo. 0 processo empregado, assim com

integral J, mostra-se pouco sensivel a uma modelagem imprecisa desta regiao

(far field solution).

Apesar do tipo de elemento finito empregado ser 	 consideravelmente

potente para a solucao de problemas mecanicos, nao nos parece ser ele o

elemento mais indicado para a utilizacao em problemas de propagacao de

trincas em geometrias arbitrArias, em funcao da dificuldade de implementagao

de algoritmos de geragao automAtica de malhas.

A utilizacao da MecAnica do Dano Continuo acoplada com a Meanica

da Fratura parece ser promissora para a modelagem mais exata da zona de

processo de fratura.

5.2. Sugest3es para trabalhos futuros

Visando um maior desenvolvimento da anAlise numérica de problemas

de fratura em viscoelasticidade dentro das diretrizes seguidas por esta

dissertagao, sao apresentadas as seguintes 	 sugestdes para trabalhos de

pesquisa futuros:

A implementagao de um algoritmo de variAveis de estado baseadas em

fungbes de relaxagao aumentaria 	 particularmente a flexibilidade operational

do modelo de anAlise viscoelAstica, permitindo a escolha do tipo de fungao

mais adequada para o problema a ser resolvido ou para os dados de reologia

disponiveis.

Desenvolvimento	 da	 formulagao	 apresentada	 para	 materiais

viscoelAsticos com envelhecimento, permitindo a modelagem de 	 problemas

mecAnicos e de fratura para concreto ou materials similares. A fissuragav

das cascas de concreto em usinas nucleares ou em barragens devido 	 ao calor

de hidratagao sao exemplos de grande relevAncia neste contexto.

A adaptagao da formulagao desenvolvida para elementos triangulares,

acoplados a potentes algoritmos de geracao de malhas nao estruturadas para

geometrias quaisquer possibilitaria um estudo numdrico do fenOmeno de
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crescimento e propagacao de trincas em viscoleasticidade. Contudo, 6

importante verificar se a utilizacao destes elementos nao possa gerar

problemas quando se analisa materiais incompressiveis com o use 	 de

integracao reduzida.

Estudo da possibilidade de acoplamento efetivo entre as abordagens

da MecSnica da Fratura e a MecAnica do 11eio Continuo, de forma a verificar

se as duas formulacdes se equivalem quanto A predicAo de crescimento	 de

trincas. A possibilidade de tal acoplamento abre perspectivas bastante

vantajosas quanto a determinacAo de parAmetros de fratura e modelagem difusa

de fissuras.

Estudo da utilizacao de elementos de contorno (Boundary Elements)
para problemas de fratura em viscoelasticidade, devido A facilidade e

esforco computacional reduzido de modificagao da malha para acompanhar o

fenOmeno de crescimento e propagacao de trincas.
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