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Seja u(z,t) a solugao da equagao da difusao,
(0 — 0z) u = 0 em uma dimensao espacial com
condi¢ao inicial ug(z) € L>°(R). Um resultado
cléssico afirma que se ug(z) satisfaz a condi¢ao
limpy o0 (2N) ! fiVN uo(y) dy = A entdo para
todo z € R, lim;_ o u(x,t) = A.

Neste trabalho extendemos
acima para funcdes u(z,t) em R xR, definidas
por convolugoes

u(z,t) = ko xuo(r) = /

R4

o resultado

ko) (x —y)uo(y) dy

onde k pertence a uma classe 4 de L'(RY) a
ser definida abaixo. Para § > 0, ks(x)
6~%k(67'x) é a dilatacdo L'-invariante de k e
a(t) : Ry — Ry é crescente com a(00) = 0.
Uma conseqiiéncia direta do Teorema 2 abaixo
é o comportamento assintético das solucoes
u(zx,t) de certos problemas de valor inicial

{e)

onde L é um operador diferencial parcial lin-
ear, ug € L>®(R?). Além disso estimativas para
as solucoes da equacao do calor podem ser us-
adas na equagao nao linear de Burgers via a
transformagao de Hopf-Cole como por ex. em
[1], [5]. Esses trabalhos contém estimativas op-
timais do decaimento de ®(t) = [|u(z,t)|[1r ()
para 1 < p < oo obtidas sob a hip6tese de ug(z)
ser continua de suporte compacto e L'(R) re-
spectivamente. Tal decaimento nao é neces-
sariamente verdadeiro para uy € L (R), pois
u(x,t) = 1 é solugdo da equagao do calor.
Outro aspecto inerente a problemas de difusao
em regides nao compactas com dados inici-
ais em L® é a impossibilidade de simulagao
numérica.

= Lu; (z,t) € RTx R,
uo(z)

(1)
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No que segue utilizaremos a
notagao:

|E| - medida de Lebesgue em R?;
XE - funcao caracteristica de F;
rE={rz:xec FE}

o(E) - medida de Hausdorff de dimensao d — 1;
{k>s}={zeR?: |k(x)] > s} e

ki(xz) = t~%k(t"1x), para t > 0.

Limites da forma lim; o+ u(z,t), para
u(z,t) = ki * up(z) s@o bem conhecidos para
uma ampla classe de nicleos k e ampla classe
de funcdes por suas conexoes com teoria de
diferenciagao bem como problemas de existen-
cia de solugdes para problemas tipo (1). Nao
é dificil mostrar que ||u(z,t) — up(z)||r — 0,
para ug € LP, 1 < p < oo e é uma conseqiiéncia
do teorema maximal de Hardy-Littlewood que
se k € L' e up é apenas L}OC(Rd), entao
lim; o+ u(x,t) = wup(r) para quase todo =z,
isto é, ky — o-Dirac, ver [3] ou [2]. Para
t — oo a situacao é completamente diferente:
limy_, o u(x, t) quando existe depende de k, ug,
x. A primeira restricdo a ser feita é sobre a
classe de nucleos k(x) considerados.

seguinte

Defini¢do 1 Uma funcio k : R? — R em
LY(RY) ndo negativa pertence a classe i se
|1&|| 1 (ray = 1 e existe Ao tal que para todo A >
0, {k> A} =B(\)B onde B={k> X >0} €
viz. de 0 simétrica e tem fronteira suave com
0 < 0(9B) < 0.

Apesar de 4 ser bem menor que L'(R%) ela
contém as fungbes da forma k(x) U(|x)),
onde v é decrescente, ||k||;1 = 1e || é uma
norma em R?. Em particular as funces radiais
estao em 4l

Como ||k||1 = 1, temos, pela desigual-
dade integral de Minkowski, que para uy em
LPRY, 1 < p < oo, u(z,t) € LP(RY) e



l|lu(z,t)|l[p < |luollp- Além disso, p < oo
implica que lim;,o u(z,t) = 0, q.s., logo,
limy o0 ||u(z,t)||, = 0. Portanto, vamos con-
siderar apenas o caso ug € L>(R?). Nosso re-
sultado principal é o seguinte

Teorema 2 Seja k € U. Para up € L>®(R?),
seja u(w,t) = ko) * uo(w) onde x € Ret>0
e a(t) € crescente com a(o00) = co. Seja ug €
L>(R%). Entdo para todo x € R?

lim u(x,t) = lim

1
— 2
Jim Jim T /TB uo(y) dy  (2)

sempre que o limite da direita em (2) existir.

prova: Para manter o argumento simples,
vamos considerar o caso de k(x) ser uma
funcao radial k(x) = ¢ (|x|), onde ¢ é decres-
cente. Esse caso ja contém os aspectos essen-
ciais do resultado mas e evita tecnicalidades
desnecessarias. O ponto de partida é a rep-
resentacao de k(x) “em camadas”, “layer cake

representation”em [2], isto é

oo
ba) = [ Cxpa@ds @
que é consqiiéncia do Teorema de Fubini, da
mesma forma que

/de(x) dx:/ooo|{k:> st ds  (4)

As integrais em (3) e (4) sado integrais
impréprias de Riemann mas podem ser dis-
cretizadas por um simples argumento de den-
sidade. Assim, dado € > 0, existem ¢;, s;; © =

1,..., N positivos tais que
N
0< Sn(@) = i Xioss} () < k(@)
i=1
satisfaz

||k — SN||L1(Rd) <€

()

logo, para todo t > 0,
|[(ke — (Sn)e) * tol| oo may < €f|uol| oo (ray (6)

Por hipétese os conjuntos {k > s;} s@o bolas
abertas, ; B, centradas em 0. Assim

N

Sn(x) =) cilriB|

=1

Xr;B
€T

onde, por (4) e (5),

N
1—6<ZC¢’T¢B’ <1
=1

(7)

Seja ug € L™ tal que exista o limite a direita
de (2) e seja A este limite. Como

(’TiB’ t
XT'B ].

i *up(0) = —— U d
QnBOt S T AL

Assim, parai=1,..., N,

lim <X”B ) xup(0) = A
t

t—o00 |TzB|

Xtr; B (:1;)
|tT‘iB| ’

logo, por (6) e (7),

u(0,8) = Al < [(Sn)¢ * uo(0) — Al + €f[uo|[ Lo
< e(A+[uol|z=)

para t > to(€). Como € é arbitrario, temos (2)
para x = 0. Se x # 0,

Xr; B Xr; B
: *uo(:v)—< : > *uo(O)‘
‘(\Ti3|>t IriBl )
1

S -

triB| J(tr, Ba)a(ir: B)
< ](triB + a:) A (tTiB)
B ’tT’Z‘B‘

|uo(y)| dy

| l|uol| oo

Como B é uma bola aberta em R?,

|tTZ'B’ =
|(triB +x) A (triB)] <

C (tr;)?, (8)
C’ x| (tri)*"(9)

onde as constantes C,C’ dependem apenas da
geometria de B. Substituindo (8) e (9) acima

Xr;B Xr;B
: * up(x) — < : > *uo(O)‘
‘<|TiB|>t IriBl ),

< C" (tri) 7z [fuollze

somando e usando (7),

| (SN)e * uo(x) — (Sn)e * uo(0) | (10)
< Mt~ 2| [uol| L

onde M é uma constante que depende apenas
de k(z). Agora, (6) e (10) fornecem (2) para
todo x.[J



No argumento para k € 4 arbitrdrio pre-
cisamos adaptar apenas (8) e (9). Sob as nossas
hipéteses pode-se mostrar que

’tTiB| = CB (t?”i)d,
|(triB + ) & (tr;B)| < Cf |z|o(0tr;B)

o que ¢ suficiente para provar (2).

Dois exemplos classicos de niicleos radiais, que
implicam B ser uma bola centrada na origem:
o primeiro é o ntcleo de Gauss

G(x) = (47r)_d/26_|x/2|2; u(z,t) = G s uo(z)

Entao u(x,t) é solucao de

e

Como G(z) € 4, obtemos o reasultado cléassico
para equagao da difusdao em dimensao qualquer.
O segundo exemplo ¢é o niicleo de Poisson

= Agu, em R4 x R,
= ug(x)

P(.’E) - (1 + ’1"2)(d+1)/2’ ,U’(x7t) - Pt * U/O(.'B)

com ¢q = %. Neste caso u(z,t) satisfaz
Aypu = 0, em REx Ry
u(@,0) = uolz)

isto é, u é harmoénica em R? x R, com valor
up(x) na fronteira. Novamente u(x,t) satisfaz
(2).

Se o limite a direita em (2) nao existe, entao
limy_,o u(x,t) pode nao existir para nenhum
valor de x. Para produzir um exemplo, basta
considerar o caso com uma dimensao espacial e
k = k(]z|) simétrico decrescente, por exemplo,
k(x) = G(z) ou P(x) acima. Para l =1,2,...,
seja W; = [aj,a; + by), onde ajv1 > a; + by.
Seja I} = —W; U W;. Sejam qp,b;, definidas
recursivamente de maneira que

lim b a; ' = lim (a; +b) " a1 =00 (11)
l—o00 l—o00
Definindo

uo(x) = ZXIZ (x); ulx,t) =kt * up(x)
=1

temos que ug € L. (11) implica que se
1 L

Ap = —
L=ar ),

uo(y) dy (12)

entao liminf Ay = 0 e limsup Ay = 1. Segue
que para todo N,

liminf Sy *up(0) = 0, e limsup Sy *up(0) =1
de forma que (6) implica
liminf u(0,t) < €, e limsupu(0,t) > 1 —e.

Como u(z,t) = wu(0,t) + (u(z,t) — u(0,t)),
(10) implica que para t suficientemente grande
|u(z,t) — u(z,0)| < €, portanto, por (6),

liminfu(z,t) < 2¢, e limsupu(x,t) > 1 — 2e.

Logo, para todo x € R, limy_, u(x,t) nao ex-
iste.

E interessante observar que mesmo quando
u(x,t) ndo converge para nenhum valor de z,
como no exemplo acima, existe uma tendencia
a certo sincronismo, expressa no seguinte

Teorema 3 Seja ug € L™(R?) arbitrdria.
Para todos =,y em R?

lim |u(z,t) —u(y,t)| =0

t—o00
prova: a seguinte desigualdade é provada da
mesma forma que (10)

| (SNt * uo(x) — (SN)e * uo(y) |

- 13
< Mt~z | [luollz= (13)

O resultado segue da desigualdade acima jun-
tamente com (6).00

Por outro lado pode-se mostrar que com uma
escolha apropriada de a;,b; na definicdo de
uo(x) acima temos que existe limy_,o, A, = A
onde Ay é dado por (12). Porém temos que
dados t > 0, e € > 0, podemos achar z1,z2 € R
tais que

0 <u(zy,t) <e 1—e<u(me,t)<1

o que implica que a convergéncia no Teorema
2 nao precisa ser uniforme. Por outro lado, (6)
e (13) mostram que a convergéncia é uniforme
em subconjuntos compactos de R%.

Se ug também estiver em LP, p < o0, a
desigualdade de Holder implica que o lim-
ite a direita em (2) é 0. Logo, para todo
z, limyou(xz,t) = 0. Pelo Teorema Con-
vergéncia dominada, limy .o ||lu(z,t)|l, = O.
Seria interessante obter resultados sobre a ve-
locidade dessa convergéncia, como em [1] e [5]
para o nucleo Gaussiano, vélidos para uma
classe de ntucleos k.
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