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1 Introducao

O papel da dispersao e de movimentos mi-
gratérios tem sido exaustivamente investigado
em modelos populacionais nas tltimas décadas.
Complexos padroes espaciais foram observados
em Hassel et al. (1992) através de simulagoes
de redes de populacoes acopladas via dispersao.
Segundo os estudos de Hassel et al. (1994),
a migragao de espécies fornece um mecanismo
que permite a co-existéncia de espécies em com-
peticdo. Um grande nitimero de estudos tem
atribuido um papel estabilizador a dispersao,
no sentido em que a inclusao de aspectos mi-
gratorios tende a simplificar a dindmica (Hast-
ings, 1993, Doebeli 1995, Lloyd 1995).

Consideremos uma rede de populagoes
acopladas via movimento migratério, isto é,
um conjunto de sitios (“patches”) submetidos
a uma mesma dinamica local (processos de re-
producao e sobrevivéncia) interligados por um
processo de dispersao. Tendo em mente a con-
hecida teoria da instabilidade de Turing (1952)
para modelos de reagao-difusdo (o modelo de
reagao é supostamente estavel e a instabilidade
é gerada a partir da inclusao da difusao), é
natural questionarmos se esse tipo de instabili-
dade também ocorre em modelos de populacoes
acopladas (metapopulagoes). E, em caso de
uma resposta positiva. que tipo de padroes es-
paciais podem ocorrer a partir da instabilidade
de Turing em metapopulacoes? Qual o grau
de intensidade desse tipo de instabilidade? Ex-
iste a possibilidade de dinamica cadtica cau-
sada somente pelo movimento migratério? Ro-
hani et al. (1996)mostraram que a instabili-
dade de Turing nao ocorre em metapopulacoes
de uma sé espécie submetido a um processo de
dispersao passiva (independente da densidade).
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Mas, quando ha mais de uma espécie envolvida,
a instabilidade do equilibrio homogéneo pode
ser quebrada através de dispersao independente
da densidade, desde que as taxas migratorias
de cada espécie sejam bem diferentes (Rohani e
Ruxton 1999). Observagoes semelhantes foram
feitas em De Castro et al. (2006) em metapop-
ulacoes de uma unica espécie, mas com estru-
tura etaria. Neste caso as diferentes classes
etarias fazem o papel das distintas espécies.

Apesar de fortes evidéncias de que os pro-
cessos de dispersao sao dependentes da densi-
dade em um grande nimero de espécies (Ylikar-
jula et al. 2000, Matthysen (2005)), a grande
maioria dos estudos em modelos metapopula-
cionais desconsidera este importante aspecto.
No contexto da instabilidade de Turing, al-
gumas excecoes sao os trabalhos de Ruxton
(1996), Jang e Mitra (2000), Silva et al. (2001),
Huang e Diekmann (2003) e Giordani e Silva
(2004).

Neste trabalho damos seqiiencia aos estudos
realizados em Giordani e Silva (2004). Consid-
eramos uma rede de populagoes de uma tnica
espécie submetidos a uma mesma dinamica
local e a um processo de dispersao depen-
dente da densidade local. Supondo um sis-
tema com interagoes simétricas entre os sitios,
obtemos uma descricao completa da regiao de
instabilidade de Turing em termos das taxas
de variagdo do numero de individuos e do
numero de migrantes calculados no ponto de
equilibrio. Aplicamos os resultados a exemp-
los especificos de dinamica local (modelo expo-
nencial logistico) e processos migratérios. Re-
alizamos simulagoes numéricas e identificamos
varios tipos de dindmica, inclusive cadtica e
associamos os mesmos a diferentes tipos de
dinamica local e dispersao dependente da den-



sidade.

2 O Modelo Matematico

Consideramos um conjunto de n populagoes
idénticas, isto é, submetidos a um mesmo pro-
cesso de reproducao e sobrevivéncia. Assim, na
auséncia de dispersao terifamos

ziq = f(2),i=1,2,..,n,t=0,1,2,..., (1)

onde z{ é o nimero de individuos presentes
no instante t no sitio ¢ e f é uma funcao de
classe C! em Rt com valores em R*. Exemp-
los biologicamente relevantes podem ser encon-
trados em Hassel (1975), entre os quais citamos
as conhecidas familias logistica, de Ricker e de
Beverton-Holt.

Consideramos agora um processo migratério
entre os sitios, que resultard no acoplamento
das n populagoes. Seja p(x]) a fragdo de in-
dividuos que sai do sitio j no instante t. A
fungao p(z) é chamada de fragdo migratoéria.
E claro que 0 < p(z) < 1, Yo > 0. Além
disto supomos p de classe C' em Rt. Vamos
supor que a dinamica local (dada por (1)) pre-
cede o processo migratorio em cada intervalo
de tempo, assim no instante ¢ u(f(z)))f(2])
individuos deixam o sitio j. Desses individuos
que saem do sitio j apenas uma fracdo deles
se estabelecem no sitio 4. Denotamos por c;;
esta proporcgao. E claro que ¢;; = 0. Agora
podemos escrever as equacoes da dindmica da
metapopulagao:

iy = [1— pa(f @) f (2]) +

parat=1,2,...,n.

Denotamos por C' a matriz dos coeficientes
¢ij, 1,J = 1,2,..,n. Esta matriz n x n ¢
chamada de matriz de configuracao da rede e
determina o sistema de vizinhancas de cada
sitio. ~ Vamos supor que as interacoes sao
simétricas, assim C' é uma matriz simétrica.
Além disto supomos que o processo migratério
é conservativo, isto é, nao ha perda de in-
dividuos durante a dispersao. Logo, Y 1" | ¢;j =
1. Mas como C ¢é simétrica e ¢;; > 0, temos que
C é uma matriz n x n duplamente estocéstica.

Seja x* > 0 o unico ponto de equilibrio
nao trivial do sistema desacoplado (eq. (1)).
Entao é facil ver que o equilibrio homogéneo

X* = (z*,z*,...2*) é 0 inico estado estaciondro
nao trivial do sistema (2). Para estudar a insta-
bilidade de Turing desse sistema, vamos supor
que o sistema desacoplado seja estavel, isto é,
| (z*)] < 1 e analisar a possibilidade de que-
bra dessa estabilidade quando consideramos o
sistema de populagdes acopladas (equilibrio ho-
mogéneo instavel). A matriz Jacobiana do sis-
tema (2) calculada no equilibrio homogéneo X*
¢é dada por

/

J(X7) = f (2")M, (3)
onde M é uma matriz n X n com entradas m;;
dadas por

L—p(2"),i=]

’ 5 4
Cijp (13*)775?5j ( )

mij =
onde p(z) = zu(x), isto é, p(z) representa o
nimero de migrantes. Seja B = I — C, onde
I é matriz identidade n x n. Entao podemos
escrever o Jacobiano na forma

J(X*) = @) ¢ @)B).  (5)

3 Resultados Analiticos

Sejam A;, i = 0,1,...,n — 1 os autovalores de
J(X*). Em virtude da eq. (5) temos que

)‘i = f/(.%'*)(l—(pl(.%'*)ﬁz),l = 07 17 "'7n_17 (6)

onde [; sao os autovalores da matriz B. Note
que Bp = 0 é um autovalor de B, ja que a soma
de cada linha de B é zero (C' é uma matriz
duplamente estocéstica). Assim, Ao = f (z*)
é um autovalor de J(X*), o que mostra que
a migracao nao consegue estabilizar um sis-
tema onde o modelo local é instavel, que é um
fato conhecido e demonstrado em Rohani et al.
(1996).

Como B é simétrica, temos que §; € R,
i = 0,1,...,n — 1. Uma simples aplicacao do
Teorema de Gershgorin implica que 0 < 5; < 2,
i =0,1,...,n — 1. Nao é dificil verificar que

max
i=0,1,... n—

1= @) =

Lo 0< © (¢%) < Erent
C1—¢ (@) max{fi}, ¢ (z7) <0
¢ (z)max{fi} =1, ¢ (") > 5y
Decorre de (6) e (7) que a regido de insta-
bilidade de Turing em termos de f'(2*) e ¢ (z*)

(7)
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dada pelas desigualdades
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A figura 1 mostra a regiao da instabilidade de
Turing (regido escura) descrita pelas desigual-
dades acima. A regiao clara corresponde a val-
ores de f'(z*) e ¢ (x*) para os quais prevalece
a estabilidade do equilibrio homogéneo X*.
Note que no caso de dispersao independente
da densidade temos que ¢(x) = px, logo
© (z*) = p. Mas O < p < 1, assim temos
que 0 < () < 225 (jd que 0 < 3 < 2), 0
que nos remete a regiao clara da Figura 1, isto
é, nao ha possibilidade para a instabilidade de
Turing neste caso.

B

Figura 1: A regidao sombreada indica a regiao
de instabilidade de Turing. A regiao clara in-
dica a regiao onde o equilibrio homogéneo é
estéavel. No eixo horizontal f'(z*) e no eixo
vertical ¢ (z*).

4 Exemplos e Resultados

Numeéricos

Consideramos agora um exemplo especifico de
um processo migratorio dependente da densi-
dade local. Tomamos a fragao migratéria p(z)
usada em Ylikarjula et al. (2000)

p(z) =

(07

1+ eﬁ('Y_x) ’ (9)

onde a > 0 é a fracdo méaxima de dispersao,
0 descreve a intensidade de crescimento ou de-
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Figura 2: Regiao de instabilidade de Turing
(regiao escura) em termos dos pardmetros r
(eixo horizontal) e 3 (eixo vertical).

crescimento da fragdo migratoria e v > 0 de-
termina o ponto de inflexao da curva (em todas
as simulagoes v = 1 por simplicidade. Quando
8 >0 aeq. (9) descreve o caso onde a com-
peticdo aumenta a atividade migratoria por
causa de um ganho em “fitness” por abandonar
um sitio superpovoado (dependéncia positiva
da densidade). Quando 8 < 0 a eq. (9) de-
screve a situagao inversa, isto é, individuos ten-
dem a deixar sitios com baixa densidade na
tentativa de se agruparem ou por causa da di-
ficuldade de encontrar parceiros (dependéncia
negativa da densidade).

Escolhemos como exemplo de dinamica lo-
cal a conhecida familia Exponencial Logistica
f(x) = ze"1=%) B f4cil verificar que a regido
de estabilidade do modelo exponencial logistico
(sem migracao) corresponde a 0 < r < 2.

A Figura 2 mostra a regiao de instabilidade
de Turing para este exemplo obtida através da
equacao (8). O diagrama estd representado em
func@o dos parametros r (do modelo local) e 3
(do processo migratério), enquanto que « e
foram mantidos constantes.

A Figura 3 ilustra uma comparagao das
regioes de instabilidade de Turing entre redes
globalmente conectadas (todos os sitios estao
interligados com a mesma intensidade) e redes
conectadas somente através dos 2 vizinhos mais
préximos. Estas diferencas sao expressas uni-
camente através da matriz de configuracao C.
No caso da instabilidade de Turing o que real-
mente importa (conforme a eq. (8) é o maior
autovalor da matriz B = I — c. A figura 3 foi
gerada usando a eq. (8) fixando os parametros
a e v num anel de 50 sitios adotando o mod-
elo exponencial logistico como dinamica local.



Figura 3: Comparagao da regiao de instabili-
dade de Turing da rede conectada com 2 viz-
inhos mais proximos com a rede globalmente
conectada. A regido cinza escuro representa a
regiao de instabilidade de Turing da rede glob-
almente conectada e a uniao desta com a regiao
cinza claro representa a instabilidade da rede
conectada com os vizinhos mais préximos.

Observamos que a rede globalmente conectada
apresenta uma regiao de instabilidade de Tur-
ing menor do que a rede conectada através dos
vizinhos mais préximos.

Dentro da regiao de instabilidade de Tu-
ring podemos ter uma dindmica laminar (es-
tabilidade de pontos de equilibrio ou periodi-
cidade) ou turbulenta (caos). Neste trabalho
a dindmica cadtica é identificada com pelo
menos um expoente de Liapunov (ver Eckmann
e Ruelle, 1985) positivo. O caos de Turing
¢ ilustrado na Figura 4 para um anel global-
mente conectado com modelo local exponen-
cial logistico. A regiao sombreada indica a pre-
senca de pelo menos um expoente de Liapunov
positivo. Podemos observar que uma rede com
mais sitios apresenta menor regiao de caos de
Turing. Também observamos que o caos de Tu-
ring tem presenca mais forte quando temos a
dependéncia negativa da densidade no processo
migratério. O mesmo tipo de simulagao foi re-
alizado no caso de rede conectada com os 2 vi-
zinhos mais proximos com resultados qualitati-
vamente semelhantes.

Sistemas de populagbes acopladas podem
apresentar instabilidades causadas pela dis-
persao mesmo quando nao ha dependéncia da
densidade no processo migratério. Os traba-
lhos de Rohani et al. (1996) e Rohani e
Ruxton (1999) ilustram bem esse fato em
modelos do tipo hospedeiro-parasitoide, e en-

4sitios globalmente conectados

globamente 10 sitios

Figura 4: A delimitacdo central indica que na
regiao central estdo os valores de r e 3 para os
quais o sistema permanece estavel com a mi-
gracao, fora dela temos instabilidade de Tur-
ing. A regido sombreada indica os valores de
r e  para 0os quais o processo migratério gera
dindmica cadtica. Simulacoes feitas com anel
globalmente conectado com (a) n = 4 e (b)
n = 10.

quanto Hastings (1992) e De Castro (2006) o
demonstram para modelos locais com estrutura
etaria. Em ambos os casos é necessario que
uma das “espécies” (hospedeiro ou parasitéide;
jovem ou adulto) tenha um poder de dispersao
muito maior que o da outra “espécie”. Este
mecanismo ainda exige uma alta dependéncia
da densidade na dindmica local de uma das
espécies. Assim a instabilidade do equilibrio
homogéneo acontece porque o efeito estabi-
lizador causado por uma das espécies sobre a
outra é reduzido por causa da migracao em ex-
cesso de uma das espécies. O mecanismo de
formagao de instabilidade de Turing apresen-
tado aqui é completamente diferente. Quando
a migragao ¢ dependente da densidade, ins-
tabilidades podem ocorrer mesmo quando o
modelo local nao possui nenhuma estrutura e
mesmo quando o grau de nao linearidade do
modelo local for baixo.
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