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Matemática Aplicada do Instituto de Matemática da Universidade
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RESUMO

A presente tese de doutorado trata de problemas de coloração de hi-

pergrafos. Mais precisamente, nós trabalhamos com o chamado Problema de Erdős

e Rothschild no caso de colorações arco-́ıris de hipergrafos. Nossas contribuições

envolvem os hipergrafos plano de Fano (hipergrafo 3-uniforme com 7 vértices e

7 hiperarestas onde todo par de vértices é coberto) e K
(k)
`+1 (hipergrafo obtido do

grafo K`+1 onde cada aresta recebe k− 2 novos vértices). Para F ∈ {Fano, K
(k)
`+1},

encontramos o hipergrafo k-uniforme com o maior número de r-colorações de hi-

perarestas que não contêm cópia de F com a propriedade de que todas as suas

hiperarestas têm cores distintas. Como ferramentas para tais demonstrações, ob-

tivemos resultados mais precisos de estabilidade para K
(k)
`+1 e outros hipergrafos ou

famı́lias de hipergrafos, bem como um resultados de estabilidade para colorações

para uma classe de hipergrafos lineares, que contém Fano e K
(k)
`+1. Para os resulta-

dos de estabilidade para colorações utilizamos o Lema de Regularidade, introduzido

por Szemerédi no contexto de grafos, e o Lema de Imersão, ambos considerados

mais tarde para hipergrafos lineares por Kohayakawa, Nagle, Rödl e Schacht.
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ABSTRACT

In this thesis we consider problems about colorings of hypergraphs.

More precisely, we deal with the so-called Erdős and Rothschild Problem in the case

of rainbow colorings of hypergraphs. Our contributions involve the hypergraphs

Fano plane (the 3-uniform hypergraph on 7 vertices and 7 hyperedges where every

pair of vertices is covered) and K
(k)
`+1 (the hypergraph obtained from K`+1 where

each edge is enlarged by k − 2 new vertices). For F ∈ {Fano, K
(k)
`+1}, we obtained

the k-uniform hypergraph with the largest number of r-colorings of hyperedgees

not containing a copy of F with the property that all hyperedges are colored

differently. As a tool for such proofs, we obtained a sharper stability result for

K
(k)
`+1 and other hypergraphs and families of hypergrahs. We also obtained a color

stability result for a class of linear hypergraphs, which contains Fano and K
(k)
`+1.

For these color stability result we used the Regularity Lemma, originally stated

by Szemerédi for graphs, and the Embedding Lemma, both considered later for

linear hypergraphs by Kohayakawa, Nagle, Rödl and Schacht.

xi



1 INTRODUÇÃO

Na Combinatória, é comum o estudo de problemas de otimização en-

volvendo estruturas discretas, tais como grafos, hipergrafos, espaços vetoriais fini-

tos, etc. Tipicamente, busca-se caracterizar as estruturas que otimizam a função

objetivo. Nosso foco está em um tipo particular de problema de otimização que

é bastante estudado em uma área conhecida como Teoria Extremal de Grafos.

Mais especificamente, trabalhamos com um problema de coloração de hiperarestas

de hipergrafos que originou-se de uma questão proposta para grafos por Erdős e

Rothschild.

Nesse trabalho, caracterizamos os hipergrafos que maximizam o número

de colorações em duas instâncias do problema e obtivemos resultados aproximados

para uma classe de instâncias. Como ferramenta, demonstramos uma versão mais

precisa de um resultado de estabilidade (no contexto do Problema de Turán) para

uma famı́lia de hipergrafos.

Para que possamos contextualizar nossos resultados e enunciá-los de

maneira precisa, as primeiras seções da introdução são dedicadas a tratar de re-

sultados importantes dessa área de pesquisa. Antes de iniciarmos tais seções,

precisamos definir algumas notações.

Para um inteiro positivo n, denotamos por [n] = {1, . . . , n}. Para um

conjunto V e um inteiro positivo k, 2V é o conjunto {A : A ⊆ V } e
(
V
k

)
= {A ⊆

V : |A| = k}.
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1.1 Teoria Extremal de Grafos

Um grafo G é um par ordenado G = (V,E) onde V = V (G) é um

conjunto finito chamado conjunto de vértices do grafo e E = E(G) ⊆
(
V
2

)
é cha-

mado conjunto de arestas do grafo. Se E =
(
V
2

)
, então o grafo G é dito completo, e

denotamos por Km o grafo completo com m vértices. Um grafo F é dito subgrafo

de um grafo G se V (F ) ⊆ V (G) e E(F ) ⊆ E(G). Dado U ⊆ V (G), denotamos por

G[U ] = (U,
(
U
2

)
∩ E(G)) o subgrafo de G induzido por U . Um grafo G = (V,E) é

dito `-partido se existe uma partição V = V1 ∪ · · · ∪ V` de seu conjunto de vértices

para a qual E(G[Vi]) = ∅ para todo i ∈ [`]. Um grafo é dito `-partido completo

se é `-partido e possui o maior número de arestas dentre os grafos `-partidos com

a mesma partição. Dado um conjunto de vértices V e uma partição V deste con-

junto em ` classes V = {V1, . . . , V`}, dizemos que V é uma partição balanceada

se ||Vi| − |Vj|| ≤ 1 para quaisquer i, j ∈ [`]. Ainda, um grafo `-partido é dito

balanceado se sua partição for balanceada.

Dado um grafo F , dizemos que um grafo G é livre de F se não existe

cópia de F como subgrafo de G.

Um problema muito famoso na Teoria Extremal dos Grafos é o de

encontrar, para cada inteiro positivo n e grafo F , um grafo G com n vértices livre

de F que possui o maior número de arestas posśıvel. O grafo obtido é chamado

de grafo extremal para F . Denotamos por ex(n, F ) o número máximo de arestas

que um grafo livre de F possui com n vértices.

Esse problema foi resolvido por Mantel [38] em 1907 para F = K3,

onde foi constatado que o grafo extremal para K3 é, a menos de isomorfismos, o

grafo bipartido completo balanceado com n vértices, denotado por Kbn
2
c,dn

2
e. Em

1941, Turán [48] provou que para quaisquer inteiros positivos n ≥ `, o grafo extre-

2



mal para K`+1 é, a menos de isomorfismos, o grafo `-partido completo balanceado

com n vértices, denotado também por T`(n). Em função disso, Turán é conside-

rado por muitos pesquisadores como o precursor da Teoria Extremal de Grafos.

Além disso, o problema descrito acima é conhecido como Problema de Turán.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Turán). Dados inteiros n, ` ≥ 1, temos que todo

grafo extremal para K`+1 é isomorfo a T`(n).

Mais tarde, Erdős e Stone [16] provaram um resultado que vale para

grafos F arbitrários. Dado um grafo F , seja χ(F ) o menor número inteiro positivo

` tal que F é `-partido. Eles mostraram o seguinte teorema.

Teorema 1.1.2. Para todo grafo F vale a seguinte propriedade. Para todo ε existe

n0 = n0(ε, F ) tal que para todo n ≥ n0, vale que

(
1− 1

χ(F )− 1
− ε
)
n2

2
≤ ex(n, F ) ≤

(
1− 1

χ(F )− 1
+ ε

)
n2

2
.

A cota inferior pode ser facilmente verificada se percebermos que

Tχ(F )−1(n) não pode conter cópia de F , já a cota superior exige uma estratégia

mais cuidadosa. O teorema acima implica que, para χ(F ) ≥ 3, o número de ares-

tas do grafo extremal para F deve ser muito próximo do número de arestas de

Tχ(F )−1(n). Nesse sentido, o problema de Turán foi “essencialmente” resolvido por

essa desigualdade dada por Erdős e Stone. Note que quando F é bipartido e possui

arestas, isto é, χ(F ) = 2, a desigualdade afirma apenas que ex(n, F ) = o(n2), isto

é, o grafo extremal para F é esparso. Diversos pesquisadores ainda estudam o caso

em que F é bipartido [21].
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1.2 Estabilidade no Problema de Turán para grafos

Um conceito importante que foi abordado no contexto do Problema de

Turán é comumente chamado de estabilidade. Tal conceito foi originalmente apre-

sentado por Erdős e Simonovits [46, 18, 15, 19]. A ideia da estabilidade consiste

em determinar se, fixado F , um grafo que é livre de F e possui uma quantidade

de arestas “próxima” a ex(n, F ) deve possuir estrutura “similar” à do grafo extre-

mal para F . Antes de enunciarmos alguns resultados de estabilidade, considere a

seguinte notação. Dado um grafo G = (V,E) e uma partição U = {U1, . . . , U`}

de seu conjunto de vértices, denotamos por E(Ui) = {{u, v} ∈ E : u, v ∈ Ui} o

conjunto de arestas contidas na classe Ui, para todo i ∈ [`].

O resultado de estabilidade obtido por Erdős e Simonovits pode ser

enunciado da seguinte forma.

Teorema 1.2.1. Para todo δ > 0 existem ε > 0 e n0 tais que todo grafo G livre

de K`+1 com pelo menos n ≥ n0 vértices e pelo menos |E(T`(n))| − εn2 arestas

admite partição U = {U1, · · · , U`} satisfazendo

|E(U1)|+ · · ·+ |E(U`)| ≤ δn2.

Note que o teorema acima nos diz que um grafo G = (V,E) livre

de K`+1 que possui quantidade de arestas “próxima” a ex(n,K`+1) = |E(T`(n))|,

deve possuir estrutura “similar” a de T`(n), já que deve admitir uma partição U =

{U1, . . . , U`} onde no máximo δn2 arestas não são como as de T`(n). Um simples

argumento de contagem mostra que essa partição deve ser “quase” balanceada.

Ainda para F = K`+1, o seguinte resultado mais preciso de estabili-

dade foi mostrado por Füredi [20] em 2015.
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Teorema 1.2.2. Sejam um inteiro ` ≥ 1, p ≥ 0 e G = ([n], E) um grafo livre de

K`+1 que satisfaz |E| ≥ |E(T`(n))|−p. Então G admite partição U = {U1, . . . , U`}

tal que

|E(U1)|+ · · ·+ |E(U`)| ≤ p.

Note que no enunciado acima, diferentemente da estabilidade enun-

ciada no Teorema 1.2.1, temos uma relação expĺıcita entre o número máximo de

arestas incidentes a vértices em uma mesma classe no grafo e o número total de

arestas do grafo. Por exemplo, se G é um grafo livre de K`+1 com exatamente

|E(T`(n))| − 1 arestas, então sabemos que G possui no máximo uma aresta inci-

dente a vértices em uma mesma classe, enquanto que no Teorema 1.2.1, sabemos

apenas que o número de arestas incidentes a vértices em uma mesma classe é no

máximo δn2. Vale ressaltar que, apesar da precisão na estabilidade de Füredi, re-

sultados mais precisos foram obtidos no caso do exemplo mencionado acima [23],

ver também [49]. Além disso, no Teorema 1.2.2 não há qualquer exigência quanto

ao número n de vértices.

Consideramos para este trabalho dois tipos de estabilidade, que cha-

mamos de estabilidade Erdős-Simonovits , quando se tratar da estabilidade como

no Teorema 1.2.1, e estabilidade Füredi , quando se tratar da estabilidade como no

Teorema 1.2.2.

1.3 O problema de coloração em grafos

Nas décadas seguintes ao problema de Turán, motivados por uma

questão de Erdős e Rothschild [17], diversos pesquisadores interessaram-se por um

problema relacionado, que envolve colorações das arestas de um grafo [2, 3, 4, 7,

24, 28, 29, 43, 44, 51]. Mais precisamente, dados um grafo F e um inteiro positivo

5



r, uma r-coloração de arestas de um grafo G é uma função que associa cada aresta

de G a uma cor em [r]. Um padrão P de cores em um grafo é uma partição

do conjunto de arestas do grafo em até r classes. Note que um padrão de cores

não é o mesmo que uma r-coloração, por exemplo, em um grafo F com conjunto

de arestas E(F ) = {f1, f2, f3}, o padrão E(F ) = E1 ∪ E2, onde E1 = {f1, f2} e

E2 = {f3} é igual ao padrão E(F ) = E1 ∪ E2, onde E1 = {f3} e E2 = {f1, f2}, já

uma 2-coloração ∆ onde ∆(f1) = 1 = ∆(f2) e ∆(f3) = 2 é diferente da 2-coloração

∆′, onde ∆′(f1) = 2 = ∆′(f2) e ∆′(f3) = 1. Uma r-coloração de um grafo G é dita

livre de (F, P ) se não possuir uma cópia de F na qual a partição de E(F ) induzida

pela coloração é isomorfa a P .

Para cada grafo G, estamos interessados no número cr,F,P (G) de r-

colorações de G livres de (F, P ), e estudamos a função cr,F,P (n) que maximiza

cr,F,P (G) dentre os grafos G com n vértices. Um grafo que atinge esse número é

dito grafo extremal para (F, P ). A questão abordada por Erdős e Rothschild foi

a de estudar cr,F,P (n) no caso em que F = K`+1 e P é composto por apenas uma

classe não vazia, onde tal padrão é chamado de monocromático e denotado aqui

por PM . No caso em que P = PM , a função cr,F,PM (n) já foi estudada para grafos

por diversos autores [2, 5, 24, 43, 44, 51].

Como a definição sugere, a função cr,F,PM (n) está relacionada com o

número ex(n, F ). De fato, para todo inteiro positivo n, valem as desigualdades

rex(n,F ) ≤ cr,F,PM (n) ≤ rr·ex(n,F ). (1.1)

Para obter a cota inferior, escolhemos um grafo G que seja extremal para F .

Já que qualquer r-coloração das arestas de G é trivialmente livre de (F, P ) para

qualquer padrão P , existem pelo menos rex(n,F ) colorações com essa propriedade.

Para obter a cota superior, observamos que, para qualquer r-coloração das arestas

de um grafo com n vértices e r · ex(n, F ) + 1 arestas, há pelo menos ex(n, F ) + 1

6



arestas de uma mesma cor, o que leva a uma cópia monocromática de F . Assim,

o valor cr,F,PM (n) é atingido por um grafo com no máximo r ex(n, F ) arestas, de

forma que o número de colorações é limitado por cr,F,PM (n) ≤ rr·ex(n,F ).

No caso em que F = K`+1, resultados foram obtidos por Yuster [51]

e por Alon, Balogh, Keevash e Sudakov [2]. Uma propriedade importante desses

resultados é a seguinte. Quando o número r de cores satisfaz r ∈ {2, 3}, o grafo

extremal para F também é máximo com respeito às colorações. Por outro lado,

se r ≥ 4, o número de r-colorações livres de (K`+1, PM) do grafo extremal para

F está exponencialmente distante do número máximo de colorações. Para r ≥ 4,

Pikhurko e Yilma [44] encontraram o valor de cr,F,PM (n) e os respectivos grafos

extremais nos casos em que r = 4 e F ∈ {K3, K4}. Por outro lado, o valor exato

de cr,F,PM (n) nos demais casos em que r ≥ 4 não é conhecido. Recentemente

Pkhurko, Staden e Yilma [43] obtiveram resultados sobre a estrutura dos grafos

extremais, porém sem determiná-los explicitamente.

Balogh [3] foi o primeiro a considerar o Problema de Erdős e Roths-

child para um padrão P (não monocromático) de cores. Desde então, outros

pesquisadores se interessaram em estudar a função cr,F,P (n) para grafos no caso

em que P é formado por |E(F )| classes não vazias [28, 29]. Nesse caso, chamamos

o padrão P de arco-́ıris e o denotamos por PA. Como um exemplo, Hoppen, Lef-

mann e Odermann [28] estudaram uma versão do problema de Erdős e Rothschild

para o padrão arco-́ıris. Eles provaram que, para r ≥
(
`+1

2

)8`+4
e n suficientemente

grande, o valor cr,K`+1,PA(n) é atingido pelo grafo T`(n).

Ainda, Hoppen, Lefmann, Odermann e Sanches [29] estudaram o valor

de cr,F,PA no caso em que F é a (`+1)-estrela, isto é, o grafo com `+1 vértices onde

um deles é conectado a todos os demais. Vale ressaltar também que Benevides,
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Hoppen e Sampaio [4] obtiveram resultados para o Problema de Erdős e Rothschild

no caso em que F = K`+1 para uma classe de padrões P .

1.4 Estabilidade para colorações em grafos

O conceito de estabilidade também pode ser visto no contexto de

colorações, onde investigamos se um grafo que possui número de colorações livres

de (F, P ) “próximo” a cr,F,P (n) deve possuir estrutura similar à do grafo extremal

para (F, P ).

Um exemplo de resultado de estabilidade para colorações foi obtido

também por Alon, Balogh, Keevash e Sudakov [2].

Teorema 1.4.1. Sejam r ∈ {2, 3} e ` ≥ 1 um inteiro. Para todo δ > 0 existe n0 =

n0(δ) tal que, se G é um grafo com n ≥ n0 vértices que satisfaz cr,K`+1,PM (G) ≥

r|T`(n)|, então G admite partição W = {W1, . . . ,W`} tal que

|E(W1)|+ · · ·+ |E(W`)| ≤ δn2.

Em [28], um exemplo de resultado de estabilidade para colorações no

caso em que P é o padrão arco-́ıris e F = K`+1 foi obtido por Hoppen, Lefmann e

Odermann.

Diferentemente do que aconteceu na trajetória de resultados no con-

texto do Problema de Turán, nos problemas de coloração, a estabilidade para

colorações foi utilizada como ferramenta para a obtenção do resultado exato para

colorações, como é o caso em [2] e [28]. Vale ressaltar que os autores de [2] foram

os primeiros a utilizar da estabilidade para colorações para demonstrar o resultado

exato para colorações.
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Enquanto que, para o padrão monocromático, o grafo extremal para

F é extremal para (F, PM) quando r ∈ {2, 3}, para o padrão arco-́ıris temos que

o grafo extremal para F é extremal para (F, PA) quando o número r de cores

é suficientemente grande. O quão grande é esse número de cores nos resultados

obtidos depende do resultado de estabilidade para colorações que é utilizado. Se na

prova da estabilidade para colorações foi utilizada a estabilidade Erdős-Simonovits

para F , então o número mı́nimo de cores dependerá da constante δ associada

a essa estabilidade. Se na prova da estabilidade para colorações foi utilizada a

estabilidade Füredi para F , então o número mı́nimo de cores dependerá apenas do

grafo F .

Ao longo dos anos, o Problema de Turán e o Problema de Erdős e

Rothschild no caso em que P é o padrão monocromático foram estudados ainda

para outras estruturas discretas, como hipergrafos, famı́lias de hipergrafos e espaços

vetoriais [6, 14, 7, 26, 27, 30, 31, 32, 35, 36, 37, 39, 40, 42]. Neste trabalho, estuda-

mos o Problema de Erdős e Rothschild para hipergrafos no caso em que o padrão

P de cores é o arco-́ıris.

1.5 O Problema de Turán para hipergrafos

Um hipergrafo H = (V,E) é um par onde V é um conjunto finito

chamado conjunto de vértices do hipergrafo e E ⊆ 2V é chamado conjunto de

hiperarestas do hipergrafo. Se para algum inteiro positivo k, temos E ⊆
(
V
k

)
, então

o hipergrafo é dito k-uniforme. Se E =
(
V
k

)
, então o hipergrafo é dito k-uniforme

completo. Um hipergrafo F = (V ∗, E∗) é um sub-hipergrafo de um hipergrafo

H = (V,E) se V ∗ ⊆ V e E∗ ⊆ E. Dado um hipergrafo k-uniforme H = (V,E),

um vértice v ∈ V , uma hiperaresta e ∈ E e um conjunto f ∈
(
V
k

)
, considere as
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notações H+{f} = (V,E∪{f}), H−{e} = (V,E\{e}), e H−v = (V \{v}, E\{e ∈

E : v ∈ e}).

O Problema de Turán para hipergrafos é definido de maneira similar

ao que foi feito em grafos, porém, diferentemente do que aconteceu para grafos,

existem poucos resultados nesse contexto.

Dado um hipergrafo F , dizemos que o hipergrafo H é livre de F se H

não possui cópia de F como sub-hipergrafo. O Problema de Turán para hipergrafos

é o de encontrar, para um dado hipergrafo F , o hipergrafo H livre de F com o

maior número posśıvel de hiperarestas. Tal problema é muito estudado no caso

em que F e H são k-uniformes, o que é o nosso caso também.

Dado um hipergrafo k-uniforme F e um inteiro positivo n, denotamos

por ex(n, F ) o número máximo de hiperarestas que um hipergrafo k-uniforme

livre de F pode conter. Se H é um hipergrafo k-uniforme com n vértices tal que

|E(H)| = ex(n, F ), então H é dito o hipergrafo extremal para F .

Um hipergrafo que será bastante utilizado nesse trabalho é K
(k)
` , o

hipergrafo obtido a partir do grafo K` expandindo cada uma de suas arestas com

k − 2 novos vértices. O hipergrafo K
(k)
` é chamado de grafo completo expandido.

A figura abaixo ilustra o hipergrafo K
(5)
4 .
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Figura 1.1: Hipergrafo K
(3)
4 .

Note que o hipergrafo K
(k)
` possui `+ (k − 2)

(
`
2

)
vértices e

(
`
2

)
hiper-

arestas. Note ainda que o hipergrafo K
(k)
` é uma generalização do grafo K`, isto

é, K` = K
(2)
` . O Problema de Turán para K

(k)
` foi resolvido por Mubayi [39], onde

seu hipergrafo extremal é também uma generalização do grafo de Turán. Antes

de descrevermos o hipergrafo de Turán, introduziremos definições que permitirão

apresentar nossos resultados de maneira uniforme.

Para inteiros positivos ` e k, denote por I`,k o conjunto de soluções

inteiras não negativas da equação x1 + · · ·+ x` = k. Dado um vetor I ∈ I`,k utili-

zamos a notação (z
(y1)
1 , . . . , z

(y`)
t ), t ≤ ` para representar que zi é um componente

yi vezes em I. Por exemplo, (1(3), 0(2)) = (1, 1, 1, 0, 0).

Definição 1.5.1 (Hipergrafo completo com respeito ao vetor de intersecção I).

Dados inteiros positivos n, `, k, uma partição V de [n] em ` classes e um vetor

I ∈ I`,k, o hipergrafo completo com respeito ao vetor de intersecção I, denotado

por HI,V(n), possui conjunto de vértices [n] particionado conforme a partição V e

conjunto de hiperarestas formado por todos os conjuntos e em
(

[n]
k

)
para os quais

existe uma permutação π de [`] satisfazendo (e ∩ Vπ(1), . . . , e ∩ Vπ(`)) = I.
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O Hipergrafo de Turán, denotado por T
(k)
` (n), é definido por T

(k)
` (n) =

HI,U(n), onde U é uma partição balanceada de [n] em ` classes, ` ≥ k e I =

(1(k), 0(`−k)). Note que o Hipergrafo de Turán é uma generalização do Grafo de

Turán. Por simplicidade, utilizamos a notação t
(k)
` (n) = |E(T

(k)
` (n))|.

O seguinte resultado foi obtido por Mubayi em [39].

Teorema 1.5.2. Dados inteiros n ≥ ` ≥ k, todo hipergrafo extremal para K
(k)
`+1 é

isomorfo a T
(k)
` (n).

Outro exemplo de hipergrafo conhecido e muito utilizado nesse tra-

balho é o chamado plano de Fano, que é o único hipergrafo 3-uniforme com sete

vértices e sete hiperarestas satisfazendo a propriedade de que todo par de vértices

está contido em alguma hiperaresta. Denotamos este hipergrafo por Fano. A figura

abaixo ilustra uma representação clássica do hipergrafo Fano, onde as seis linhas

conectando três vértices são hiperarestas e o ćırculo também é uma hiperaresta.

Figura 1.2: Plano de Fano.

Dado um inteiro positivo n, denote por Bn o hipergrafo Bn = HI,V ,

onde I = (2, 1) e V = {V1, V2} é uma partição balanceada de [n]. Este hipergrafo

é chamado hipergrafo bipartido balanceado completo.
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O resultado a seguir foi obtido por Keevash e Sudakov [32], porém

um resultado assintótico foi obtido anteriormente por de Caen e Füredi em [14].

Teorema 1.5.3. Para n suficientemente grande, todo hipergrafo extremal para

Fano é isomorfo a Bn.

É fácil verificar que Bn não contém Fano se percebermos que qualquer

tentativa de distribuirmos os vértices de Fano em duas classes fará com que uma

hiperaresta fique totalmente contida em uma classe.

1.6 Estabilidade no Problema de Turán para hipergrafos

De maneira análoga ao que é feito para grafos, em hipergrafos também

temos o conceito de estabilidade. Além disso, os conceitos de estabilidade Füredi

ou Erdős-Simonovits também se aplicam de maneira similar. Antes de enunciarmos

alguns resultados de estabilidade, abordaremos algumas definições.

Definição 1.6.1. Dados inteiros positivos ` e k, um hipergrafo k-uniforme H =

(V,E), uma partição V = {V1, . . . , V`} de V e um vetor I ∈ I`,k, denote por

BI,V(H) = E(H)\E(HI,V(n)) o conjunto das hiperarestas ruins de H com respeito

a I e V.

Abaixo, apresentamos um resultado de estabilidade Erdős-Simonovits

obtido por Pikhurko em [42] para o hipergrafo K
(k)
`+1.

Teorema 1.6.2. Sejam ` ≥ k ≥ 2 inteiros. Para todo δ > 0, existem ε > 0 e

n0 > 0 tais que o seguinte vale para todo n ≥ n0. Se H = (V,E) é um hipergrafo

k-uniforme com n vértices, livre de K
(k)
`+1 e tal que |E| ≥ t

(k)
` (n)− εnk, então existe

uma partição U = {U1, . . . , U`} de V para a qual

|BI,U(H)| ≤ δnk,
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onde I = (1(k), 0(`−k)).

O seguinte resultado de estabilidade Erdős-Simonovits para o Fano

foi obtido por Keevash e Sudakov [32].

Teorema 1.6.3. Para todo δ > 0 existem ε > 0 e n0 tais que todo hipergrafo 3-

uniforme H = (V,E) livre de Fano com pelo menos n ≥ n0 vértices e pelo menos

|E(Bn)| − εn3 hiperarestas admite partição U = {U1, U2} de V satisfazendo

|BI,U(H)| ≤ δn3

onde I = (2, 1).

1.7 Resultado de estabilidade Füredi para hipergrafos

A partir de um trabalho em equipe com os pesquisadores Hoppen,

Lefmann e Odermann, obtivemos o seguinte resultado de estabilidade para o hi-

pergrafo K
(k)
`+1.

Teorema 1.7.1. Seja n ≥ 1, p ≥ 1 e ` ≥ k ≥ 2. Para k > 2, assuma que

p <
nk

`4k
− `2nk−1.

Se H é um hipergrafo k-uniforme com n vértices livre de K
(k)
`+1 com |E(H)| ≥

t
(k)
` (n)− p, então existe uma partição U = {U1, . . . , U`} de V satisfazendo

|BI,U(H)| ≤ `k−1(p+ `2nk−1),

onde I = (1(k), 0(`−k)).

Esse resultado é mais preciso do que a estabilidade Erdős-Simonovits,

já que para p < Cnk−1, vale que |BI,U(H)| < Dnk−1, onde C e D são constan-

tes. Para demonstrá-lo, provamos um resultado de estabilidade Füredi para uma

famı́lia de hipergrafos proibidos (ver Teorema 2.1.2).
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A demonstração do Teorema 1.7.1 encontra-se no Caṕıtulo 2 desse tra-

balho. Tal resultado foi uma ferramenta importante para a obtenção de resultados

de coloração para hipergrafos, foco deste trabalho.

1.8 Resultados exatos para colorações arco-́ıris em

hipergrafos

Assim como no caso de grafos, dados um hipergrafo k-uniforme F e um

inteiro positivo r, uma r-coloração das hiperarestas de um hipergrafo k-uniforme

H é uma função que associa cada hiperaresta de H a uma cor em [r]. Um padrão

P de cores em uma r-coloração de um hipergrafo é uma partição das hiperarestas

do hipergrafo em r classes. Tal r-coloração é dita livre de (F, P ) se não possuir

uma cópia de F na qual a partição de E(F ) induzida pela coloração é isomorfa

a P . Denotamos por cr,F,P (H) o número de r-colorações livres de (F, P ) de H.

Denotamos por cr,F,P (n) o número máximo de r-colorações livres de (F, P ) que um

hipergrafo k-uniforme com n vértices possui (no caso em que F é 2-uniforme fica

claro que tal função se refere a grafos). Assim como para grafos, denotamos por

PM o padrão monocromático, composto por apenas uma classe não vazia, e por

PA o padrão arco-́ıris, composto por |E(F )| classes não vazias. Dizemos que um

hipergrafo H é o hipergrafo extremal para (F, P ) se H é o hipergrafo que maximiza

cr,F,P (H) sobre todos os hipergrafos k-uniformes com n vértices.

Existem diversos resultados obtidos sobre o valor de cr,F,PM (n) no caso

em que F é um hipergrafo k-uniforme [25, 26, 35, 36, 37].

Em [36], Lefmann, Person, Rödl e Schacht mostraram que para r ∈

{2, 3} e n suficientemente grande, vale que cr,Fano,PM (Bn) = cr,Fano,PM (n). Em [35],
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Lefmann e Person mostraram que para r ∈ {2, 3} e n suficientemente grande,

c
r,K

(k)
`+1,PM

(T
(k)
` (n)) = c

r,K
(k)
`+1,PM

(n).

Como podemos ver nos resultados acima e assim como aconteceu em

grafos, para r ∈ {2, 3} e n suficientemente grande temos que o hipergrafo extremal

para F é também extremal para (F, PM). Além disso, em ambos os artigos, resulta-

dos de estabilidade foram obtidos e utilizados para a demonstração dos resultados

exatos (o resultado de estabilidade para (K
(k)
`+1, PM) é tratado em [37]).

Nesse trabalho, provamos os seguintes resultados exatos no caso do

padrão de cores ser o arco-́ıris.

Teorema 1.8.1. Existe um inteiro positivo r0 tal que para todo r ≥ r0 vale a

seguinte propriedade. Existe um inteiro positivo n0 para o qual, se n ≥ n0, então

todo hipergrafo 3-uniforme H com n vértices satisfaz

cr,Fano,PA(H) ≤ r|E(Bn)|.

Além disso, somente hipergrafos isomorfos a Bn atingem igualdade.

A demonstração do Teorema 1.8.1 encontra-se no Caṕıtulo 4.

Teorema 1.8.2. Sejam ` ≥ k ≥ 2. Existe um inteiro positivo r0 tal que para todo

r ≥ r0 vale a seguinte propriedade. Existe um inteiro positivo n1 para o qual, se

n ≥ n1, então todo hipergrafo k-uniforme H com n vértices satisfaz

c
r,K

(k)
`+1,PA

(H) ≤ rt
(k)
` (n).

Além disso, somente hipergrafos isomorfos a T
(k)
` (n) atingem igualdade.

A demonstração do Teorema 1.8.2 encontra-se no Caṕıtulo 5.
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Para provarmos os resultados exatos enunciados acima, novamente

utilizamos uma técnica em que inicialmente encontramos um resultado que chama-

mos de estabilidade para colorações arco-́ıris, a partir do qual obtemos o resultado

exato. Uma das contribuições desse trabalho foi a obtenção desse resultado de es-

tabilidade para colorações em um contexto mais geral, que envolve toda uma classe

de hipergrafos, que inclui os hipergrafos Fano e K
(k)
`+1. Para enunciá-lo precisamos

de algumas definições.

Uma propriedade importante que precisa ser satisfeita para o nosso re-

sultado é a seguinte. Um hipergrafo F é dito linear se para quaisquer hiperarestas

distintas a, b ∈ E(F ) temos que |a ∩ b| ≤ 1.

Definição 1.8.3 (Hipergrafo Turán-extremal). Um hipergrafo k-uniforme F é dito

Turán-extremal se existirem um inteiro positivo ` e um vetor I = (x1, . . . , x`) ∈

I`,k, tais que

(a) Para todo inteiro positivo n e partição V = {V1, . . . , V`} de [n], o

hipergrafo HI,V(n) é livre de F .

(b) Existe n0 tal que para todo n ≥ n0 existe uma partição V = {V1, . . . , V`}

de [n] para a qual HI,V(n) é, a menos de isomorfismos, o hipergrafo

extremal para F .

Em outras palavras, a definição acima exige que o hipergrafo extremal

para F tenha a forma de um hipergrafo completo com respeito a um vetor de

intersecção.

Definição 1.8.4 (Hipergrafo Turán-estável). Um hipergrafo k-uniforme Turán-

extremal com vetor I e partição V é dito Turán-estável se para todo δ existem

n0 e ε com a seguinte propriedade. Todo hipergrafo H = (V,E) livre de F com
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n ≥ n0 vértices e pelo menos |E(HI,V(n))| − εnk hiperarestas admite uma partição

U = {U1, . . . , U`} de V tal que

|BI,U(H)| ≤ δnk.

Em outras palavras, a definição acima exige que valha a estabilidade

Erdős-Simonovits para F .

Dados `, k ≥ 2, considere o conjunto I∗`,k ⊆ I`,k dos vetores de inter-

secção I = (x1, . . . , x`) tais que xi ≥ 1,∀i ∈ [`], ou xi ∈ {0, 1},∀i ∈ [`]. Note que

os vetores (2, 4, 9), (1, 1, 1, 1) e (1, 1, 1, 0, 0) pertencem a I∗`,k e os vetores (2, 1, 0) e

(8, 6, 0, 0) não pertencem a I∗`,k.

Agora, estamos prontos para enunciar o resultado de estabilidade para

colorações arco-́ıris mencionado anteriormente.

Teorema 1.8.5. Para todo hipergrafo F que é linear, k-uniforme e Turán-estável

com vetor I ∈ I∗`,k e todo δ > 0, existe r0 com a seguinte propriedade. Para

todo r ≥ r0 existe n0 = n0(r) tal que, se n ≥ n0 e H = (V,E) é um hipergrafo

k-uniforme com n vértices satisfazendo cr,F,PA(H) ≥ rex(n,F ), então existe uma

partição W = {W1, . . . ,W`} de V para a qual

|BI,W(H)| ≤ δnk.

Note que o teorema acima garante um resultado de estabilidade para

colorações arco-́ıris para qualquer hipergrafo que é linear e Turán-estável, que

é o caso de K
(k)
`+1 e Fano. Além disso, essa estabilidade é válida para outros

hipergrafos da literatura. Por exemplo, os autores de [6] e [40] mostraram que todos

os hipergrafos de uma certa classe são Turán-estáveis e, portanto, o Teorema 1.8.5

garante que vale a estabilidade para colorações arco-́ıris para todos os hipergrafos
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lineares dessa classe. No Caṕıtulo 2 (Seção 2.3), é feita uma discussão sobre essa

classe de hipergrafos.

A demonstração do Teorema 1.8.5 está no Caṕıtulo 3 deste traba-

lho. Note que, nesse teorema, o número mı́nimo de cores depende da escolha

do δ. Isso deve-se ao fato de que, por hipótese, exigimos que o hipergrafo F seja

Turán-estável, ou seja, que valha a estabilidade Erdős-Simonovits para F . Porém,

especificamente para demonstrarmos o Teorema 1.8.2, foi necessário um resultado

de estabilidade para colorações arco-́ıris onde o número mı́nimo de cores não de-

pende da constante δ, enunciado abaixo.

Lema 1.8.6. Sejam ` ≥ k ≥ 2. Existe r0 = r0(`, k) tal que para todo r ≥ r0 vale o

seguinte. Dado δ > 0, existe n0 tal que, se H = (V,E) é um hipergrafo k-uniforme

com n ≥ n0 vértices, satisfazendo c
r,K

(k)
`+1,PA

(H) ≥ rt
(k)
` (n), então H possui uma

partição W = {W1, . . . ,W`} de V para a qual

BI,W(H) ≤ δnk,

onde I = (1(k), 0(`−k)).

A demonstração do Lema 1.8.6 encontra-se no Caṕıtulo 5 (Seção 5.2),

onde fazemos uso do Teorema 1.7.1, que é a estabilidade mais precisa que obtivemos

para K
(k)
`+1.

Em resumo, o Caṕıtulo 2 é dedicado a demonstrar o Teorema 1.7.1 (es-

tabilidade mais precisa para K
(k)
`+1, necessária para demonstrarmos o Lema 1.8.6).

No Caṕıtulo 3 demonstramos o Teorema 1.8.5 (estabilidade para colorações arco-

ı́ris para uma classe de hipergrafos). No Caṕıtulo 4 demonstramos o Teorema 1.8.1

(resultado exato para colorações arco-́ıris para Fano), onde fazemos uso do Teo-

rema 1.8.5. Por fim, no Caṕıtulo 5, demonstramos o Teorema 1.8.2 (resultado exato
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para colorações para K
(k)
`+1) e, como ferramenta para esse resultado, o Lema 1.8.6

(estabilidade para colorações arco-́ıris para K
(k)
`+1 onde o número mı́nimo de cores

depende apenas de ` e k).

Com os resultados obtidos nesse trabalho, há diversas questões a se-

rem investigadas para posśıveis contribuições futuras. Tais questões serão discuti-

das em uma seção no seu caṕıtulo respectivo.
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2 RESULTADOS DE ESTABILIDADE PARA

HIPERGRAFOS

O presente caṕıtulo é dedicado a demonstrar o Teorema 1.7.1. Repe-

timos aqui o enunciado desse teorema.

Teorema 1.7.1. Seja n ≥ 1, p ≥ 1 e ` ≥ k ≥ 2. Para k > 2, assuma que

p <
nk

`4k
− `2nk−1.

Se H é um hipergrafo k-uniforme com n vértices livre de K
(k)
`+1 com |E(H)| ≥

t
(k)
` (n)− p, então existe uma partição U = {U1, . . . , U`} de V satisfazendo

|BI,U(H)| ≤ `k−1(p+ `2nk−1),

onde I = (1(k), 0(`−k)).

Para demonstrarmos tal teorema, demonstramos primeiramente um

resultado que vale para uma famı́lia de hipergrafos que contém K
(k)
`+1 e então a

demonstração do Teorema 1.7.1 será uma consequência desse pelo fato de que

K
(k)
`+1 estar contido nessa famı́lia. Em ambos os teoremas combinamos as ideias

utilizadas em [20, 39, 40]. Para enunciarmos tal teorema precisamos de algumas

definições preliminares.

2.1 Preliminares

Denote porK(k)
` a famı́lia dos hipergrafos k-uniformes, com no máximo(

`
2

)
hiperarestas, que contêm um conjunto S de tamanho `, chamado núcleo, sa-

tisfazendo a propriedade de que para qualquer par de vértices em S, existe uma
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hiperaresta contendo o par. Note que K
(k)
` ∈ K

(k)
` , sendo esse o elemento de K(k)

`

com o maior número de vértices. Note ainda que Fano ∈ K(k)
` para ` ∈ {5, 6, 7}.

Dada uma famı́lia de hipergrafos F , dizemos que o hipergrafo H é

livre de F se não existe um hipergrafo F ′ isomorfo a algum elemento de F tal que

F ′ é um sub-hipergrafo de H. Ainda, um hipergrafo H é dito extremal para F se

H possui o maior número posśıvel de hiperarestas e é livre de F .

O seguinte resultado foi obtido por Mubayi [39].

Teorema 2.1.1. Dados inteiros n, `, k ≥ 2, todo hipergrafo extremal para K(k)
`+1 é

isomorfo a T
(k)
` (n).

Aqui, usamos os mesmos conceitos de estabilidade Erdős-Simonovits

e estabilidade Füredi para famı́lias de hipergrafos. Vale ressaltar que Mubayi [39]

provou ainda que vale a estabilidade Erdős-Simonovits para K(k)
`+1.

Enunciamos agora o resultado de estabilidade Füredi que obtivemos

para K(k)
`+1.

Teorema 2.1.2. Seja n ≥ 1, p ≥ 1 e ` ≥ k ≥ 2. Para k > 2, assuma que

p <
nk

`4k
.

Se H é um hipergrafo k-uniforme com n vértices livre de K(k)
`+1 com |E(H)| ≥

t
(k)
` (n)− p, então existe uma partição U = {U1, . . . , U`} de V satisfazendo

|BI,U(H)| ≤ p,

se k = 2, e

|BI,U(H)| ≤ `k−1p,

se k > 2, onde I = (1(k), 0(`−k)).
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Para demonstrarmos o Teorema 2.1.2, primeiramente necessitamos de

alguns resultados auxiliares cujas demonstração estarão ao final deste caṕıtulo.

Lema 2.1.3. Dados um inteiro positivo q e números reais positivos α, β e γ tais

que γα− qβ > 0, o máximo da função

p(t) = (α− t)q(β + γt) (2.1)

em [0, α] é atingido em t = 0 ou t =
γα− qβ
γ(1 + q)

.

Dado um vetor x = (x1, . . . , x`) e um conjunto S ⊆ [`] utilizamos a

notação xS =
∏

i∈S xi. O lema a seguir é um caso particular da Desigualdade de

Maclaurin para polinômios simétricos, Teorema 11.2 em [13].

Lema 2.1.4. Sejam ` ≥ k inteiros positivos e a um número real não-negativo. Se

x = (x1, . . . , x`) é um vetor de números reais não-negativos tal que
∑`

i=1 xi = a,

então ∑
S∈([`]

k )

xS ≤
(
`

k

)(a
`

)k
.

Lembramos que t
(k)
` (n) = |T (k)

` (n)|. De acordo com Mubayi [39], vale

a seguinte desigualdade.(
`

k

)
·
⌊n
`

⌋k
≤ t

(k)
` (n) ≤

(
`

k

)
·
(n
`

)k
. (2.2)

Também, de acordo com Mubayi [39], temos que para todo q ∈ [n], vale que

t
(k)
`−1(n− q) + q · t(k−1)

`−1 (n− q) ≤ t
(k)
` (n), (2.3)

e a igualdade é atingida somente quando q = bn/`c ou q = dn/`e.

Lema 2.1.5. Seja H = (V,E) um hipergrafo k-uniforme `-partido com n vértices

e `-partição U = {U1, . . . , U`} de V e com |E| ≥ t
(k)
` (n) − t, onde t ≥ 1. Então,

para todo i ∈ [`],
n

`
− `2 · t1/k ≤ |Ui| ≤

n

`
+ `2 · t1/k. (2.4)
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Para demonstrarmos o Teorema 2.1.2, mostraremos que

|BI,U(H)| ≤ c
(k)
`+1 · p,

onde c
(k)
`+1 é dado pela seguinte relação de recorrência. Para cada valor de distância

j = `− k entre ` e k, estabelecemos uma relação de recorrência sobre k, dada por

c
(k)
`+1 = c

(k)
k+j+1 = (1 + c

(k−1)
k+j )

(k + j)2

k + j − 1
.

Todas essas relações de recorrência começam em k = 2, isto é, em

c
(2)
`+1 = c

(2)
2+j+1 = 1.

Então utilizaremos a seguinte proposição.

Proposição 2.1.6. Para todo ` ≥ k ≥ 2 vale que

c
(k)
`+1 ≤ `k−1.

2.2 Demonstração da estabilidade Füredi para

hipergrafos

Agora, estamos prontos para demonstrar o Teorema 2.1.2 e em seguida

o Teorema 1.7.1.

Demonstração do Teorema 2.1.2. A demonstração é por indução em k, onde k ≥ 2.

Para os pares (`, k) = (`, 2) com ` ≥ 2 qualquer, Füredi [20] provou que o resultado

vale com c
(2)
`+1 = 1 e nenhuma condição é necessária sobre n e p. Considere o par

(`, k), onde ` ≥ k ≥ 3, e suponha que o enunciado vale para todos os pares (s, t)

tais que t < k.

Seja H = (V,E) o hipergrafo k-uniforme com n vértices livre de K(k)
`+1

tal que |E| = t
(k)
` (n)− p, com n e p conforme o enunciado do teorema. Considere
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x ∈ V como sendo um vértice de grau máximo ∆ = ∆(H) em H. A vizinhança

N(x) de x é dada por N(x) = {v ∈ V \ {x} : {v, x} ⊆ e para algum e ∈ E}.

Denote N = N(x) e U1 = V \N .

Seja H[N ] o sub-hipergrafo k-uniforme de H induzido por N . Con-

sidere o hipergrafo (k − 1)-uniforme L(x) = (V ′, E ′), chamado de link de H,

cujo conjunto de vértices é dado por V ′ = N e cujo conjunto de hiperarestas é

dado por E ′ = {e − x : x ∈ e e e ∈ E}. Afirmamos que H[N ] é livre de K(k)
` e

L(x) é livre de K(k−1)
` . De fato, se H[N ] contivesse uma cópia de F ′ ∈ K(k)

` com

núcleo S ′, então H teria uma cópia de algum hipergrafo F ∈ K(k)
`+1 com núcleo

S = S ′∪{x}. Para ver isto, adicione x a V (F ′). Para cada vértice v ∈ S ′, adicione

uma hiperaresta contendo o par {x, v} a E(F ′) (a menos que este par esteja con-

tido em alguma hiperaresta adicionada anteriormente desta maneira). Note que

|E(F )| ≤ |E(F ′)|+ |S ′| ≤
(
`
2

)
+ ` =

(
`+1

2

)
. A demonstração para L(x) é similar.

Com isto, temos que |E(H[N ])| ≤ t
(k)
`−1(n − |U1|) e ∆ = |E(L(x))| ≤

t
(k−1)
`−1 (n− |U1|). Considere

aN = t
(k)
`−1(n− |U1|)− |E(H[N ])| (2.5)

a∆ = t
(k−1)
`−1 (n− |U1|)−∆. (2.6)

Particione E(H) = A0 ∪ A1 ∪ A2, onde A0 = {e ∈ E : |e ∩ U1| = 0}, A1 = {e ∈

E : |e ∩ U1| = 1} e A2 = {e ∈ E : |e ∩ U1| ≥ 2}. Para cada y ∈ U1, considere

Ay1 = {e ∈ A1 : e ∩ U1 = {y}} e δ1(y) = ∆ − deg(y) ≥ 0, onde deg(y) = |{e ∈

E(H) : y ∈ e}|. Note que

|E(H)| ≤ |E(H[N ])|+
∑
y∈U1

deg(y)− |A2|

= |E(H[N ])|+
∑
y∈U1

(∆− δ1(y))− |A2|.
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Esse valor é igual a

|E(H[N ])|+ |U1|∆−
∑
y∈U1

δ1(y)− |A2|

(2.5),(2.6)
= t

(k)
`−1(n− |U1|)− aN + |U1| · (t(k−1)

`−1 (n− |U1|)− a∆)

−
∑
y∈U1

δ1(y)− |A2|. (2.7)

(2.3)

≤ t
(k)
` (n)− aN − |U1|a∆ −

∑
y∈U1

δ1(y)− |A2|.

Como |E(H)| ≥ t
(k)
` (n)− p, temos que

|A2|+ aN + |U1|a∆ +
∑
y∈U1

δ1(y) ≤ p, (2.8)

e, em particular,

a∆ ≤
p

|U1|
. (2.9)

Além disso, a equação (2.7) implica

t
(k)
` (n)− p ≤ |E(H)| ≤ t

(k)
`−1(n− |U1|) + |U1| · t(k−1)

`−1 (n− |U1|). (2.10)

A cota superior em (2.2) garante que

t
(k)
`−1(n− |U1|) + |U1| · t(k−1)

`−1 (n− |U1|)

≤
(
`− 1

k

)
·
(
n− |U1|
`− 1

)k
+

(
`− 1

k − 1

)
· |U1| ·

(
n− |U1|
`− 1

)k−1

,

de forma que, por (2.10), vale que

t
(k)
` (n)− p ≤

(
`− 1

k

)
·
(
n− |U1|
`− 1

)k
+

(
`− 1

k − 1

)
· |U1| ·

(
n− |U1|
`− 1

)k−1

.

Pelo Lema 2.1.5 e pela hipótese p < nk/`4k, temos que

|U1| ≥
n

`
− `2 · p1/k >

n

`
− n

`2
=
`− 1

`2
n. (2.11)
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Pela hipótese de indução sobre o par (` − 1, k − 1) e sobre I ′ =

(1(k−1), 0(`−k)), temos que existe uma partição U ′ = {U2, . . . , U`} de N para a

qual vale que o número de hiperarestas ruins em L(x) é limitado superiormente

por

|BI′,U ′(L(x))| ≤ c
(k−1)
` · a∆. (2.12)

Considere a notação BI′,U ′(L(x)) = E(L(x)) \ BI′,U ′(L(x)). Assim,

com (2.6) e (2.12), temos que

|BI′,U ′(L(x))| = t
(k−1)
`−1 (n− |U1|)− a∆ − |BI′,U ′(L(x))|

≥ t
(k−1)
`−1 (n− |U1|)− (1 + c

(k−1)
` ) · a∆. (2.13)

Considere agora a partição U = {U1, U2, . . . , U`} de V . Queremos

encontrar uma cota superior para |BI,U(H)|. Para isto, considere

BI,U(H) =
⋃̀
j=1

Bj
I,U(H),

onde, para j ∈ [`], Bj
I,U(H) = BI,U(H) ∩ {e ∈ H : |e ∩ Uj| ≥ 2}.

Particionamos o conjunto BI,U(H) em três classes mutuamente dis-

juntas, como segue

BI,U(H) = (BI,U(H) ∩ A0) ∪ (BI,U(H) ∩ A1) ∪ (BI,U(H) ∩ A2)

= (BI,U(H) ∩ A0) ∪

(⋃̀
j=2

Bj
I,U(H) ∩ A1

)
∪ A2.

Assim,

|BI,U(H)| = |BI,U(H) ∩ A0|+

∣∣∣∣∣⋃̀
j=2

Bj
I,U(H) ∩ A1

∣∣∣∣∣+ |A2|. (2.14)
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É claro que ∣∣∣∣∣⋃̀
j=2

Bj
I,U(H) ∩ A1

∣∣∣∣∣ =
∑
y∈U1

∣∣∣∣∣⋃̀
j=2

Bj
I,U(H) ∩ Ay1

∣∣∣∣∣ .
Afirmamos que, para qualquer y ∈ U1, vale que∣∣∣∣∣⋃̀

j=2

Bj
I,U(H) ∩ Ay1

∣∣∣∣∣ ≤ (1 + c
(k−1)
` ) · a∆. (2.15)

Por contradição, fixe um vértice y ∈ U1 para o qual isso não é o caso e considere

E∗ =

{
e− y : e ∈

⋃̀
j=2

Bj
I,U(H) ∩ Ay1

}
.

Uma vez que as hiperarestas de BI′,U ′(L(x)) não são ruins com respeito a U ′ e as

hiperarestas de E∗ são ruins com respeito a U , e pela nossa hipótese no tamanho

de E∗, vale que

|BI′,U ′(L(x)) ∪ E∗| = |BI′,U ′(L(x))|+ |E∗|
(2.13)
> t

(k−1)
`−1 (n− |U1|)− (1 + c

(k−1)
` ) · a∆ + (1 + c

(k−1)
` ) · a∆

= t
(k−1)
`−1 (n− |U1|).

Portanto, existe uma cópia F ′ de algum elemento de K(k−1)
` no hipergrafo

(
V \ U1, BI′,U ′(L(x)) ∪ E∗

)
.

Denote por S ′ o núcleo de F ′. Seja F ∈ K(k)
`+1 o hipergrafo obtido de F ′ após

adicionar x e y ao seu conjunto de vértices, de modo que x é adicionado a toda

hiperaresta em BI′,U ′(L(x)) e y é adicionado a toda hiperaresta de E∗, possivel-

mente adicionando no máximo ` hiperarestas contendo os pares do tipo {u, x},

para cada u ∈ S ′. Esta construção é posśıvel, pois S ′ ⊆ N . Com isto temos que H

contém uma cópia F ∈ K(k)
`+1, com núcleo S = S ′ ∪ {x}, o que é uma contradição,

de onde obtemos (2.15).
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Por causa de (2.15), temos que

∣∣∣∣∣⋃̀
j=2

Bj
I,U(H) ∩ A1

∣∣∣∣∣ =
∑
y∈U1

∣∣∣∣∣⋃̀
j=2

Bj
I,U(H) ∩ Ay1

∣∣∣∣∣ ≤ (1 + c
(k−1)
` ) · |U1| · a∆. (2.16)

Afirmamos também que

|BI,U(H) ∩ A0| ≤ (n− |U1|) · (1 + c
(k−1)
` ) · a∆. (2.17)

Por contradição, suponha que |BI,U(H) ∩ A0| > (n − |U1|) · (1 + c
(k−1)
` ) · a∆.

Considerando uma função que associa cada hiperaresta e ∈ BI,U(H) ∩ A0 a um

(k − 1)-subconjunto ê ⊂ e, com a propriedade de que |ê ∩ Ui| ≥ 2 para algum

i ≥ 2, vemos que cada ê poderia ser a imagem de no máximo n − |U1| elementos

de BI,U(H) ∩ A0. Em particular, a função produz pelo menos

|BI,U(H) ∩ A0|
n− |U1|

>
(n− |U1|) · (1 + c

(k−1)
` ) · a∆

n− |U1|
= (1 + c

(k−1)
` ) · a∆

conjuntos distintos ê. Seja Ê a famı́lia de todos os conjuntos ê. Assim como no

caso anterior, temos que BI′,U ′(L(x)) ∩ Ê = ∅, de forma que

|BI′,U ′(L(x))∪Ê| > t
(k−1)
`−1 (n−|U1|)−(1+c

(k−1)
` )·a∆+(1+c

(k−1)
` )·a∆ = t

(k−1)
`−1 (n−|U1|).

Portanto, existe uma cópia de algum elemento de K(k−1)
` no hipergrafo

(
N,BI′,U ′(L(x)) ∪ Ê

)
,

o que implica que existe uma cópia de algum elemento de K(k)
`+1 em H, o que é

uma contradição. Nesse caso, adicionamos x às hiperarestas em BI′,U ′(L(x)) e ao

núcleo, e substitúımos cada ê por alguma hiperaresta e cuja imagem é ê. Com isso
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podemos concluir que

|BI,U(H)| (2.14)
= |BI,U(H) ∩ A0|+

∣∣∣∣∣⋃̀
j=2

Bj
I,U(H) ∩ A1

∣∣∣∣∣+ |A2|

(2.16),(2.17)

≤ |A2|+ (n− |U1|) · (1 + c
(k−1)
` ) · a∆ + (1 + c

(k−1)
` ) · |U1| · a∆

(2.8)

≤ (n− |U1|) · (1 + c
(k−1)
` ) · a∆ + (1 + c

(k−1)
` ) · p

(2.9)

≤ (n− |U1|) · (1 + c
(k−1)
` ) · p

|U1|
+ (1 + c

(k−1)
` ) · p

= (1 + c
(k−1)
` )

(
n− |U1|
|U1|

+ 1

)
p

= (1 + c
(k−1)
` )

n

|U1|
p

(2.11)

≤ (1 + c
(k−1)
` ) · `2

`− 1
· p = c

(k)
`+1 · p,

com c
(k)
`+1 = (1+c

(k−1)
` )`2/(`−1). O resultado então segue pela Proposição 2.1.6.

Demonstração do Teorema 1.7.1. Fixa ` ≥ k ≥ 2. Para k = 2, o resultado está

demonstrado devido ao Teorema 1.2.2. Para ` ≥ k ≥ 3, sejam n, p e H = (V,E)

dados pelo enunciado do teorema. Considere o seguinte sub-hipergrafo H ′ de H.

Seja H0 = H e assuma que Hi foi definido. Se existe um par {v, w} de vértices

contido em no máximo `− k + 1 +
(
`+1

2

)
· (k − 2) ·

(
n
k−3

)
hiperarestas distintas de

E(Hi), então Hi+1 é obtido de Hi após a remoção de todas essas hiperarestas, caso

contrario H ′ = Hi. O hipergrafo H ′ satisfaz

|E(H ′)| ≥ t
(k)
` (n)− p−

(
`− k + 1 +

(
`+ 1

2

)
· (k − 2)

)
·
(

n

k − 3

)
·
(
n

2

)
.

Nós afirmamos que H ′ é livre de K(k)
`+1. De fato, se H ′ contém alguma

cópia de F ′ ∈ K(k)
`+1 com núcleo S ′, então cada par de vértices {v, w} ⊂ S ′ está

contido em mais do que(
`− k + 1 +

(
`+ 1

2

)
· (k − 2)

)
·
(

n

k − 3

)
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hiperarestas de H. Com isso, obtemos a seguinte construção de K
(k)
`+1: ordene os

pares contidos em S ′ e, para qualquer desses pares {v, w}, escolha uma hiperaresta

e ∈ E contendo {v, w} que seja disjunta de S ′\{v, w} e que compartilhe no máximo

um vértice dentre v e w, com hiperarestas escolhidas anteriormente. Tal escolha

é posśıvel, pois antes da hiperaresta contendo o último par {v, w} ser escolhida,

o número de vértices (incluindo v e w) que foram usados em uma hiperaresta

escolhida anteriormente é no máximo ` + 1 +
((
`+1

2

)
− 1
)

(k − 2). O número de

hiperarestas contendo {v, w} e pelo menos mais um desses vértices é no máximo(
`− k + 1 +

(
`+ 1

2

)
· (k − 2)

)
·
(

n

k − 3

)
,

o que garante a existência de uma hiperaresta adequada que intersecte S ′ somente

em {v, w}. Isso contradiz o fato de que H é livre de K
(k)
`+1.

Para aplicarmos o Teorema 2.1.2, precisamos verificar que

p+

(
`− k + 1 +

(
`+ 1

2

)
· (k − 2)

)
·
(

n

k − 3

)
·
(
n

2

)
<
nk

`4k
.

Isso segue das nossas hipóteses, pois(
`− k + 1 +

(
`+ 1

2

)
· (k − 2)

)
·
(

n

k − 3

)
·
(
n

2

)
≤
(
`− k + 1

2(k − 3)!
+

(`+ 1)`

2

k − 2

2(k − 3)!

)
nk−1

≤
(
`

2
+

(`+ 1)`

2

)
nk−1 ≤ (`2 − 1)nk−1.

Logo, existe uma partição U = {U1, . . . , U`} de V para a qual

|BI,U(H ′)| ≤ `k−1 ·
(
p+ (`2 − 1)nk−1

)
.

Uma vez que H possui no máximo (`2 − 1)nk−1 hiperarestas adicionais, vale que

|BI,U(H)| ≤ `k−1 ·
(
p+ (`2 − 1)nk−1

)
+ (`2 − 1)nk−1 ≤ `k−1

(
p+ `2nk−1

)
,

como queŕıamos.
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2.3 Investigações futuras

A seguir definiremos alguns hipergrafos e famı́lias de hipergrafos que

possuem a propriedade de cobrir pares. Dizemos um par de vértices é coberto em

um hipergrafo se existe uma hiperaresta do hipergrafo contendo o par. Dizemos

que um hipergrafo cobre pares se todo par de vértices é coberto nesse hipergrafo.

De maneira similar ao que foi feito em K(k)
` , denote por F (k)

` a famı́lia

dos hipergrafos k-uniformes, com no máximo 1+
(
`
2

)
−
(
k
2

)
hiperarestas, que contêm

um conjunto S de tamanho `, chamado núcleo, e uma hiperaresta chamada hiper-

aresta núcleo satisfazendo a propriedade de que todo par de vértices em S, não

totalmente contido na hiperaresta núcleo, é coberto. Considere F
(k)
` ∈ F (k)

` o

hipergrafo obtido a partir de um núcleo S de tamanho ` e uma hiperaresta núcleo

e, de forma que para cada par de vértices em S\e, o par recebe k−2 novos vértices

se tornando uma hiperaresta em F
(k)
` . O hipergrafo F

(k)
` é também chamado de

hipergrafo Fank é o elemento de F (k)
` com o maior número de vértices.

Note que o hipergrafo F
(k)
` possui ` + (k − 2)

((
`
2

)
−
(
k
2

))
vértices e

1 +
(
`
2

)
−
(
k
2

)
hiperarestas.

O seguinte teorema é uma coletânea de resultados obtidos por Mubayi

e Pikhurko [39, 40, 42].

Teorema 2.3.1. Dados n, `, k ≥ 2 e F ∈ {K(k)
`+1, {K

(k)
`+1},F

(k)
`+1, {F

(k)
`+1}}, vale que

todo hipergrafo extremal para F é isomorfo a T
(k)
` (n).

O seguinte resultado de estabilidade Erdős-Simonovits é também uma

coletânea de resultados obtidos por Mubayi e Pikhurko [39, 40, 42].

Teorema 2.3.2. Sejam ` ≥ k ≥ 2 inteiros e seja F ∈ {K(k)
`+1, {K

(k)
`+1},F

(k)
`+1, {F

(k)
`+1}}.

Para todo δ > 0, existem ε > 0 e n0 > 0 tais que o seguinte vale para todo n ≥ n0.
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Se H = (V,E) é um hipergrafo k-uniforme com n vértices, livre de F e tal que

|E| ≥ t
(k)
` (n)− εnk, então existe uma partição U = {U1, . . . , U`} de V para a qual

|BI,U(H)| ≤ δnk,

onde I = (1(k), 0(`−k)).

Note que o teorema acima garante que o hipergrafo F
(k)
`+1 é Turán-

estável.

A partir de um trabalho em equipe com participação dos pesquisado-

res Hoppen, Lefmann e Odermann, os seguintes resultados de estabilidade foram

obtidos para F ∈ {F (k)
`+1, {F

(k)
`+1}}.

Teorema 2.3.3. Seja n ≥ 1, p ≥ 1 e ` ≥ k ≥ 2. Assuma que

p <
nk

`k(3`/2+5)
.

Se H é um hipergrafo k-uniforme com n vértices livre de F (k)
`+1 com |E(H)| ≥

t
(k)
` (n)− p, então existe uma partição U = {U1, . . . , U`} de V satisfazendo

|BI,U(H)| ≤ `2k` · p,

onde I = (1(k), 0(`−k)).

Teorema 2.3.4. Seja n ≥ 1, p ≥ 1 e ` ≥ k ≥ 2.Assuma que

p <
nk

`k(3`/2+5)
− `2nk−1.

Se H é um hipergrafo k-uniforme com n vértices livre de F
(k)
`+1 com |E(H)| ≥

t
(k)
` (n)− p, então existe uma partição U = {U1, . . . , U`} de V satisfazendo

|BI,U(H)| ≤ `k`(p+ `2nk−1),

onde I = (1(k), 0(`−k)).
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Assim como no caso de K
(k)
`+1, o resultado do Teorema 2.3.4 é mais

preciso do que a estabilidade Erdős-Simonovits. Note que o Teorema 2.3.3 é a

estabilidade Füredi para F (k)
`+1.

Brandt, Irwin e Jiang [6], estudaram o Problema de Turán para uma

outra famı́lia de hipergrafos, que é uma generalização de F (k)
`+1 e de K(k)

`+1, onde

o seu elemento com maior número de vértices é uma generalização de F
(k)
`+1 e de

K
(k)
`+1. Definimos tal famı́lia da seguinte forma. Para dados inteiros `, k > 0 e um

hipergrafo k-uniforme J com |V (J)| ≤ `, seja F (k)
`+1(J) a famı́lia dos hipergrafos

k-uniformes H que contêm um conjunto S de ` vértices chamado núcleo de H

onde H[S] contém uma cópia J e para quaisquer dois vértices de S existe uma

hiperaresta contendo-os. Seja F
(k)
`+1(J) ∈ F (k)

`+1(J) o hipergrafo definido da seguinte

maneira. Inicie com o hipergrafo J , onde seus vértices são numerados v1, . . . , v|v(J)|,

acrescente ` − |V (J)| vértices v|V (J)|+1, . . . , v`, e para cada par de vértices não

coberto em S acrescente k− 2 novos vértices a F
(k)
`+1(J) formando uma hiperaresta

com o par. Note que no caso em que J é o hipergrafo com k vértices que possui

apenas uma hiperaresta contendo esses k vértices, temos que F
(k)
`+1(J) = F

(k)
`+1 e

F (k)
`+1(J) = F (k)

`+1, e quando J é o hipergrafo sem hiperarestas vale que F
(k)
`+1(J) =

K
(k)
`+1 e F (k)

`+1(J) = K(k)
`+1. Note ainda que os hipergrafos K

(k)
`+1, F

(k)
`+1, F

(k)
`+1(J) cobrem

pares.

Os autores de [6] determinaram que o hipergrafo T
(k)
` é o hipergrafo

extremal para F
(k)
`+1(J) e para F (k)

`+1(J). Além disso, esse autores obtiveram um

resultado de estabilidade Erdős-Simonovits para esses dois casos, o que significa

que o hipergrafo F
(k)
`+1(J), no caso em que J é um hipergrafo linear, é Turán-

estável. Uma proposta de pesquisa futura seria a de tentar obter a estabilidade

Füredi nesses dois casos.
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2.4 Demonstração dos resultados auxiliares

Demonstração do Lema 2.1.3. O máximo de uma função em um intervalo é atin-

gido, ou em um dos extremos do intervalo, ou em um ponto cŕıtico da função que

esteja dentro do intervalo. Certamente P (α) = 0 não é o máximo de p(t). Assim,

considere t 6= α, temos que

p′(t) = 0⇒ (α− t)qγ − (β + γt)q(α− t)q−1 = 0

⇒ (α− t)qγ = (β + γt)q(α− t)q−1

t6=α⇒ (α− t)γ = (β + γt)q ⇒ γα− γt = qβ + γqt⇒ t =
γα− qβ
γ(1 + q)

.

Como γα− qβ > 0 temos que

0 ≤ γα− qβ
γ(1 + q)

.

Como q, α, β e γ são positivos, temos que

0 ≤ αγq + qβ ⇒ γα− qβ ≤ αγ + αγq ⇒ γα− qβ
γ(1 + q)

≤ α.

Portanto γα−qβ
γ(1+q)

∈ [0, α], o que implica o resultado desejado.

Demonstração do Lema 2.1.4. A demonstração é por indução em k. Para k = 1

temos que ∑
S∈([`]

k )

xS =
∑
i∈S

xi = a =

(
`

1

)(a
`

)1

=

(
`

k

)(a
`

)k
.

Para ` = k temos que

∑
S∈([`]

k )

xS =
∑

S∈([k]
k )

xS =
∏
i∈[k]

xi ≤
∏
i∈[k]

a

k
=
(a
k

)k
=

(
`

k

)(a
`

)k
.
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Assuma que ` > k ≥ 2 e que o resultado vale para pares (`′, k′) tais

que `′ ≥ k′ ≥ 1 e `′ + k′ < `+ k. Considere um vetor x = (x1, . . . , x`) de números

reais não-negativos tais que
∑`

i=1 xi = a. Se x` = a, como k ≥ 2 temos que

∑
S∈([`]

k )

xS = 0 ≤
(
`

k

)(a
`

)k
.

Considere portanto o caso a− x` > 0. Claramente,

∑
S∈([`]

k )

xS = x` ·
∑

S′∈([`−1]
k−1 )

xS′ +
∑

S∈([`−1]
k )

xS.

Por indução, vale que

∑
S′∈([`−1]

k−1 )

xS′ ≤
(
`− 1

k − 1

)(
a− x`
`− 1

)k−1

e
∑

S∈([`−1]
k )

xS ≤
(
`− 1

k

)(
a− x`
`− 1

)k
,

de forma que

∑
S∈([`]

k )

xS ≤
(
a− x`
`− 1

)k−1((
`− 1

k − 1

)
x` +

(
`− 1

k

)
a− x`
`− 1

)

=

(
a− x`
`− 1

)k−1(
1

`− 1

(
`− 1

k

)
a+

k − 1

`− 1

(
`

k

)
x`

)
. (2.18)

Considere q = k − 1, α = a
`−1

, β =
(
`−1
k

)
a
`−1

, γ = (k − 1)
(
`
k

)
e t = x`

`−1
, de modo

que o lado direito de (2.18) fica igual a p(t) em (2.1). Uma vez que αγ − βq =

a(k−1)
`−1

((
`
k

)
−
(
`−1
k

))
> 0, o Lema 2.1.3 garante que o máximo de (2.18) é obtido para

t = α ou t = αγ−βq
γ(1+q)

= a
(`−1)`

. Portanto, se olharmos para a variável x` = (` − 1)t,

o lado direito de (2.18) é máximo em x` = 0 ou x` = a
`
.

Para ver que o máximo é de fato atingido em x = a
`
, considere

f(x`) =

(
a− x`
`− 1

)k−1(
1

`− 1

(
`− 1

k

)
a+

k − 1

`− 1

(
`

k

)
x`

)
.
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Fazemos uso da desigualdade de Bernoulli, que diz que

(1− y)j ≥ 1− yj

para quaisquer número real y satisfazendo 0 ≤ y ≤ 1 e inteiro j ≥ 1, sendo a

desigualdade estrita para y > 0 e j ≥ 2. Com isto temos que(
`− 1

`

)k
> 1− k

`
=

(
`−1
k

)(
`
k

) ,
o que implica em

f(0) =

(
`− 1

k

)(
a

`− 1

)k
< f

(a
`

)
=

(
`

k

)(a
`

)k
,

como desejado.

Demonstração do Lema 2.1.5. SejaH = (V,E) conforme enunciado do lema. Con-

sidere z ∈ {0, . . . , `− 1} tal que n ≡ z (mod `).

Nós afirmamos que H possui um sub-hipergrafo H ′ = (V ′, E ′) com

n′ = n − z vértices para o qual |E ′| ≥ t
(k)
` (n − z) − t. Isto é trivial para z = 0.

Considere H0 = H. Seja v1 um vértice de grau mı́nimo e considere H1 = H − v1.

Uma vez que T
(k)
` (n) é um hipergrafo k-uniforme `-partido com n vértices e com

o maior grau mı́nimo posśıvel, vale que dH(v1) ≤ δ(T
(k)
` (n)) = t

(k)
` (n)− t(k)

` (n− 1).

Isto implica que

|E(H1)| ≥ t
(k)
` (n)− t−

(
t
(k)
` (n)− t(k)

` (n− 1)
)

= t
(k)
` (n− 1)− t.

Agora, temos que n − 1 ≡ z − 1 (mod `), e portanto podemos repetir este argu-

mento até obtermos um conjunto {v1, . . . , vz}.

Seja U ′ = {U ′1, . . . , U ′`} a partição de H ′ onde U ′i = Ui \ {v1, . . . , vz}.

Sem perda de generalidade, assuma que U ′` é a menor classe desta partição. Fixe
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x ≥ 0 tal que |U ′`| = n′/`− (`− 1) · x · n′/`. O fato de que H ′ é `-partido implica

que

|E ′| ≤
∑

1≤i1<···<ik≤`

|U ′i1| · · · |U
′
ik
|

= |U ′`|
∑

1≤i1<···<ik−1≤`−1

|U ′i1| · · · |U
′
ik−1
|+

∑
1≤i1<···<ik≤`−1

|U ′i1 | · · · |U
′
ik
|.

Aplicando o Lema 2.1.4 a cada um dos somatórios acima, obtemos que

|E ′| ≤
(
`− 1

k − 1

)
·
(
n′

`
− (`− 1) · x · n′

`

)
·
(
n′

`
+
x · n′

`

)k−1

+(
`− 1

k

)
·
(
n′

`
+
x · n′

`

)k
.

Uma vez que esta cota superior é pelo menos tão grande quanto a cota inferior

|E ′| ≥ t
(k)
` (n′)− t e n′ é diviśıvel por `, vale que(

`− 1

k − 1

)
(1− (`− 1)x)(1 + x)k−1 +

(
`− 1

k

)
(1 + x)k

≥
(
`

k

)
− `k t

(n′)k
,

o que é equivalente a(
`− 1

k − 1

)(
1 +

k−1∑
i=1

((
k − 1

i

)
− (`− 1)

(
k − 1

i− 1

))
xi − (`− 1)xk

)
+

(
`− 1

k

)(
1 +

k−1∑
i=1

(
k

i

)
xi + xk

)

≥
(
`

k

)
− `k t

(n′)k
,

o que é equivalente a(
`− 1

k − 1

)
+

(
`− 1

k

)
−
(

(`− 1)

(
`− 1

k − 1

)
−
(
`− 1

k

))
xk +

k−1∑
i=1

((
`− 1

k

)(
k

i

)
+

(
`− 1

k − 1

)(
k − 1

i

)
− (`− 1)

(
`− 1

k − 1

)(
k − 1

i− 1

))
xi

≥
(
`

k

)
− `k t

(n′)k
,
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o que é equivalente a

k−1∑
i=1

(
`− 1

k − 1

)(
k − 1

i− 1

)(
`

i
− `
)
xi

≥
(
`− 1

k − 1

)(
`− `

k

)
xk − `k t

(n′)k
. (2.19)

Note que (
`− 1

k − 1

)(
`− `

k

)
≥ 1,

e para i ≥ 1 (
`− 1

k − 1

)(
k − 1

i− 1

)(
`

i
− `
)
≤ 0.

De (2.19), conclúımos que `k · t/(n′)k ≥ xk, e portanto x ≤ ` · t1/k/n′. Isso significa

que para todo i = 1, . . . , `, vale que

|Ui| ≥ |U ′i | ≥ n′/`− (`− 1) · t1/k = n/`− z/`− (`− 1) · t1/k.

Agora, assuma que para algum i ∈ {1, . . . , `} vale que |U ′i | = n′/` +

(` − 1)2 · x · n′/` para algum x ≥ 0. Então, existe alguma classe U ′j, satisfazendo

j ∈ {1, . . . , `}, e |U ′j| ≤ n′/` − (` − 1) · x · n′/`, portanto as considerações feitas

acima se aplicam e conclúımos que x ≤ ` · t1/k/n′. Em outras palavras, para todo

i ∈ {1, . . . , `} e t ≥ 1, vale que

|Ui| ≤ |U ′i |+ z ≤ n′/`+ (`− 1)2 · t1/k + z ≤ n/`+ `2 · t1/k,

o que implica em (2.4).

Demonstração da Proposição 2.1.6. Pelo Teorema 1.2.2 temos que c
(k)
`+1 = 1 para

todo ` ≥ k = 2. Para simplificar a notação, escrevemos

ak =
(k + j)2

k − 1 + j
(ak−1 + 1),
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a2 = 1.

Note que o ı́ndice do ak é dado conforme o ı́ndice superior de c
(k)
`+1. Queremos

encontrar uma cota superior para ak. Por indução em k, mostraremos que

ak =
(k + j)2

k − 1 + j
(ak−1 + 1) ≤ (k + j)k−1,

que é igual a `k−1. Para k = 2 temos que a2 = 1 ≤ (2 + j)2−1 para todo j ≥ 0.

Para k = 3 vemos que

a3 =
(3 + j)2

3− 1 + j
(a2 + 1) =

(3 + j)2

2 + j
(1 + 1) =

(3 + j)2

2 + j
2 ≤ (3 + j)2

para todo j ≥ 0. Suponhamos portanto que a desigualdade seja verdadeira para

todo k − 1 ≥ 3. Logo,

ak =
(k + j)2

k − 1 + j
(ak−1 + 1) ≤ (k + j)2

k − 1 + j
((k − 1 + j)k−2 + 1) ≤ (k + j)k−1,

onde a última desigualdade é equivalente a

(k − 1 + j)k−3 +
1

k − 1 + j
≤ (k + j)k−3,

que vale para todo j ≥ 0, já que para k ≥ 4 temos que 1/(k − 1 + j) < 1/2.
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3 ESTABILIDADE GENÉRICA PARA

COLORAÇÕES ARCO-́IRIS

O presente caṕıtulo é dedicado a demonstrar o Teorema 1.8.5. Para

isso, falaremos primeiramente de algumas ferramentas importantes que foram ne-

cessárias durante a demonstração.

3.1 Resultados auxiliares

Dados um hipergrafo k-uniforme H = (V,E) e uma partição W =

{W1, . . . ,Wk} de V , considere a densidade

dH(W1, . . . ,Wk) =
|E(W1, . . . ,Wk)|
|W1| · · · |Wk|

,

deH com respeito a partiçãoW , onde E(W1, . . . ,Wk) é o conjunto das hiperarestas

de H que contêm exatamente um vértice de cada Wi, onde i ∈ [k]. Nós dizemos

que uma k-upla (V1, . . . , Vk) de subconjuntos mutuamente disjuntos de V é (ε, d)-

regular, para constantes positivas ε e d, se

|dH(W1, . . . ,Wk)− d| < ε

para quaisquer k-uplas de subconjuntos W1 ⊆ V1, . . . ,Wk ⊆ Vk satisfazendo

|W1| · · · |Wk| ≥ ε|V1| · · · |Vk|.

Dizemos ainda que a k-upla (V1, . . . , Vk) é ε-regular se esta for (ε, d)-regular para

algum d ≥ 0. Uma partição V = {V1, . . . , Vm} de V é dita ε-regular se satisfaz as

seguintes propriedades:

(i) ||Vi| − |Vj|| ≤ 1 para quaisquer i, j ∈ [m].
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(ii) para no máximo ε
(
m
k

)
k-conjuntos {i1, . . . , ik} ⊆ [m], temos que a

k-upla (Vi1 , . . . , Vik) não é ε-regular.

O resultado a seguir é uma generalização do Lema de Regularidade

obtido por Kohayakawa, Nagle, Rödl e Schacht em [33]. Aqui, apresentaremos

uma versão desse resultado para colorações que pode ser obtida nos moldes do que

foi feito por Komlós e Simonovits em [34] no caso de grafos.

Teorema 3.1.1 (Lema de Regularidade para Colorações). Para quaisquer inteiros

r ≥ 1, k ≥ 2 e m0 ≥ 1, e todo ε > 0, existem M = M(r,m0, ε) e N0 = N0(r,m0, ε)

tais que, para todo hipergrafo k-uniforme H = (V,E) com n ≥ N0 vértices,

cujas hiperarestas são r-coloridas E(H) = E1 ∪ · · · ∪ Er, existe uma partição

V = {V1, . . . , Vm} com m0 ≤ m ≤ M que é ε-regular simultaneamente com res-

peito a todos os sub-hipergrafos Hi = (V,Ei) para 1 ≤ i ≤ r.

Definição 3.1.2 (Hipergrafo Reduzido). Para um hipergrafo k-uniforme H =

(V,E), uma partição ε-regular V = {V1, . . . , Vm} de V e um número η > 0, o

hipergrafo reduzido RH(η) = (V ∗, E∗) é o hipergrafo com conjunto de vértices

V ∗ = [m] e conjunto de hiperarestas E∗, onde, para 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ m, vale

que {i1, . . . , ik} ∈ E∗ se, e somente se, a k-upla (Vi1 , . . . , Vik) é ε-regular e sua

densidade satisfaz dH(Vi1 , . . . , Vik) ≥ η.

Lema 3.1.3 (Lema de Imersão). Para todo inteiro k ≥ 2 e constante η > 0,

existem ε = ε(m, k, η) e um inteiro positivo m0 = m0(m, k, η) para os quais o

seguinte vale para todo inteiro positivo m. Seja H = (V,E) um hipergrafo com

uma partição ε-regular V = {V1, . . . , Vm} tal que |Vi| ≥ m0 para todo i ∈ [m]. Se

o hipergrafo reduzido RH(η) contém uma cópia de algum hipergrafo k-uniforme

linear F , então H também contém uma cópia de F .
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Note que o lema acima é enunciado apenas para hipergrafos F que

são lineares. Tal lema é o motivo de enunciarmos o Teorema 1.8.5 apenas para

hipergrafos lineares. A partir de um tipo diferente de lema de regularidade, o qual

é chamado de Lema de Regularidade Forte para Hipergrafos, obtido por Rödl e

Skokan [45], os autores Rödl e Schacht [41] obtiveram um lema de imersão para

hipergrafos k-uniformes F em geral (ver também Lema de Fatias regulares [1]).

Definição 3.1.4 (Hipergrafo Reduzido Multicolorido). Seja H = (V,E) um hiper-

grafo r-colorido E(H) = E1∪· · ·∪Er, e considere uma partição V = {V1, . . . , Vm}

de V que é ε-regular simultaneamente com respeito a todos os sub-hipergrafos

Hi = (V,Ei), para i ∈ [r]. Dado η > 0, o hipergrafo reduzido multicolorido

R = RH(η) associado a η e V possui conjunto de vértices [m] e conjunto de hiper-

arestas ER formado pelos conjuntos {i1, . . . , ik} ∈
⋃
i∈[r] E(RHi(η)) tais que para

todo i ∈ [r], a k-upla (Vi1 , . . . , Vik) é ε-regular para Hi = (V,Ei). Além disso, toda

hiperaresta e ∈ ER é associada a uma lista de cores Le, onde para toda cor α ∈ [r],

vale que α ∈ Le se, e somente se, e ∈ E(RHα(η)). Ainda, se α ∈ L{i1,...,ik}, a cor

α é dita η-densa com respeito a (Vi1 , . . . , Vik).

Note que na Definição 3.1.4, se η < 1/r, então toda hiperaresta e ∈ ER
satisfaz |Le| ≥ 1. Para o lema a seguir utilizaremos a definição de hipergrafo

Turán-estável, que é a Definição 1.8.4.

Lema 3.1.5. Dado um hipergrafo k-uniformes Turán-estável F , com vetor de in-

tersecção I ∈ I∗`,k, uma partição U = {U1, . . . , U`} de [n] como a da Definição 1.8.4

satisfaz

|Ui| ≥ Dn,

para todo i ∈ [`], onde D é uma constante.

A demonstração do Lema 3.1.5 encontra-se na Seção 3.4.
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Lema 3.1.6. Seja K =
(

[n],
(

[n]
k

))
. Dado um hipergrafo k-uniforme Turán-

extremal F , com vetor I = (x1, . . . , x`), existe n0 tal que se n ≥ n0 e U =

{U1, . . . , U`} é uma partição de [n] satisfazendo |Ui| ≥ U para todo i ∈ [`], então,

para qualquer f ∈ BI,U(K), o número Nf,F de cópias de F em HI,U(n) + {f}

satisfaz

Nf,F ≥
(U − |V (F )|)|V (F )|−k

|V (F )|!`
.

A demonstração do Lema 3.1.6 encontra-se na Seção 3.4.

Considere a função de entropia h : [0, 1] → [0, 1] dada por h(x) =

−x log2 x− (1− x) log2(1− x) para 0 < x < 1 e h(0) = h(1) = 0. Nós usaremos a

seguinte desigualdade sobre essa função.(
n

αn

)
≤ 2h(α)n (3.1)

para todo 0 ≤ α ≤ 1.

3.2 Demonstração da estabilidade genérica para

colorações

Agora, estamos prontos para demonstrar o Teorema 1.8.5. Repetimos

seu enunciado.

Teorema 1.8.5. Para todo hipergrafo F que é linear, k-uniforme e Turán-estável

com vetor I ∈ I∗`,k e todo δ > 0, existe r0 com a seguinte propriedade. Para todo

r ≥ r0 existe N0 tal que, se n ≥ N0 e H = (V,E) é um hipergrafo k-uniforme

com n vértices satisfazendo cr,F,PA(H) ≥ rex(n,F ), então existe uma partição W =

{W1, . . . ,W`} de V para a qual

|BI,W(H)| ≤ δnk.
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Para demonstrarmos o Teorema 1.8.5, combinamos as estratégias e

ferramentas utilizadas em [2, 28, 36], com adaptações pelo fato de estarmos tra-

tando de uma classe genérica de hipergrafos F .

Iniciamos com um hipergrafo H = (V,E) que satisfaz as hipóteses

do teorema e fixamos uma de suas r-colorações livres de (F, PA). O Lema de

Regularidade garante que existe uma partição V = {V1, . . . , Vm} de V . Então

consideramos o hipergrafo R reduzido multicolorido de H com relação a V . Fi-

xando um hipergrafo reduzido multicolorido R e uma partição V , determinamos

quantas colorações de H possuem tal hipergrafo R e partição V e somamos esse

resultado sobre todas as posśıveis partições e hipergrafos reduzidos. Note que uma

mesma coloração pode ser contada mais de uma vez. Ao fixar um hipergrafo R,

removemos suas hiperarestas com menos do que |E(F )| cores, obtendo R′. Obser-

vamos que R′ não pode conter uma cópia de F , pois, com o Lema de Imersão, isto

implicaria que H contém uma cópia arco-́ıris de F . Assim, |E(R′)| ≤ ex(m,F ) e

consideramos dois casos. Se |E(R′)| está longe de ex(m,F ), então provamos que H

necessariamente possui poucas colorações livres de (F, PA), o que contradiz nossas

hipóteses. Se |E(R′)| está próximo a ex(m,F ), então o fato de F ser Turán-estável

garante que existe uma partição U = {U1, . . . , U`} de [m] com poucas hiperarestas

ruins. A seguir consideramos a partição W = {W1, . . . ,W`} de V , onde para todo

i ∈ [`], Wi é a união dos elementos de Ui (que são classes de V). O número de

hiperarestas ruins de H com respeito a W é então dado por no máximo todas as

hiperarestas de H não representadas em R (existem poucas pelo Lema de Regu-

laridade), mais o número de hiperarestas ruins de H que levam a uma hiperaresta

ruim de R com respeito a U . Essa última quantidade não pode ser grande, pois

cada hiperaresta ruim f de R com respeito a U faz com que em toda cópia de F

em HI,U(n) onde f é a única hiperaresta ruim de F , exista uma hiperaresta não
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ruim de F que ou não pertence a R, ou possui menos do que |E(F )| cores em sua

lista de cores, o que contradiz nossa situação de R′.

Demonstração do Teorema 1.8.5. Seja δ > 0. Do fato de F ser Turán-estável,

sejam ` um inteiro positivo, I ∈ I∗`,k um vetor de intersecção e n0 vindos da

Definição 1.8.4.

Considere D definido conforme o Lema 3.1.5 e seja

C = k!|V (F )|`
(

2

D

)|V (F )|−k

. (3.2)

Da Definição 1.8.4, seja εs = εs(δ), satisfazendo

εs <
δ

2C
. (3.3)

Seja |E(F )| = s, e considere r0 = (s− 1)
2
k!εs . Considere r ≥ r0 e seja

η <
δ

2r
(3.4)

pequeno o suficiente para garantir que

h(rη) + rη ≤ εs
3
. (3.5)

Para r, k, e η, sejam ε e m0 dados pelo Lema 3.1.3. Por conveniência,

consideramos ε < min{ηk!/3, rη/3} e m0 ≥ max{1/ε, n0} grande o suficiente para

garantir que

|V (F )|
m0

≤ D

2
. (3.6)

Sejam M = M(r,m0, ε) e N0 = N0(r,m0, ε) do Teorema 3.1.1.
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Seja n ≥ N0 grande o suficiente para satisfazer (3.14). Seja H =

(V,E) um hipergrafo com n vértices satisfazendo cr,F,PA(H) ≥ rex(n,F ). Nós quere-

mos encontrar uma partição {W1, . . . ,W`} conforme o enunciado do Teorema 1.8.5.

Considere E = E1 ∪ · · · ∪ Er, uma das r-colorações livre de (F, PA). Pelo Teo-

rema 3.1.1, existe uma partição V = {V1, . . . , Vm} de V com m0 ≤ m ≤ M , que é

ε-regular simultaneamente com respeito a todos os sub-hipergrafos Hi = (V,Ei).

Considere R = RH(V , η) o hipergrafo reduzido multicolorido associado a essa

partição e a esse valor de η. A seguir, obtemos uma cota superior para o número

de r-colorações livres de (F, PA) de H que levam à partição V = V1 ∪ · · · ∪ Vm e

ao hipergrafo reduzido multicolorido R.

Para no máximo ε
(
m
k

)
conjuntos {i1, . . . , ik} ⊆ [m], a k-upla (Vi1 , . . . , Vik)

não é ε-regular com respeito à partição V = V1 ∪ · · · ∪Vm e com respeito a alguma

cor, portanto no máximo

rε

(
m

k

)( n
m

)k
≤ rε

nk

k!
(3.7)

hiperarestas estão nessas k-uplas irregulares. Pela definição de partição ε-regular

e pela nossa escolha de m, existem no máximo

m
( n
m

)2

nk−2 ≤ εnk (3.8)

hiperarestas com intersecção de tamanho pelo menos dois com alguma classe

Vi. Além disso, se considerarmos todas as hiperarestas em k-uplas de classes

Vi1 , . . . , Vik cuja cor possui densidade menor do que η, nós obtemos no máximo

r

(
m

k

)( n
m

)k
η ≤ r

mk

k!

nk

mk
η = rη

nk

k!
(3.9)

hiperarestas. Combinando (3.7), (3.8) e (3.9) com ε < min{ηk!
3
, rη

3
}, obtemos no

máximo

rε
nk

k!
+ εnk + rη

nk

k!
≤
(rη

3
+
rη

3
+
rη

3

)
nk ≤ rηnk
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dessas hiperarestas, que podem ser coloridas de no máximo rrηn
k

maneiras. Cla-

ramente, as hiperarestas restantes, que estão em k-uplas regulares e assumem cor

η-densa com respeito a esta k-upla, podem ser coloridas em no máximo ∏
e∈E(R)

|Le|

( nm)
k

maneiras, onde Le é a lista de cores associada à hiperaresta e (ver Definição 3.1.4).

Assim, o número de r-colorações de H que levam à partição V = V1 ∪ · · · ∪ Vm e

ao hipergrafo reduzido multicolorido R é limitado superiormente por(
nk

rηnk

)
rrηn

k

(∏
e∈R

|Le|

)( nm)
k

. (3.10)

Somando sobre todas as posśıveis partições P de [n] e sobre todos os

hipergrafos reduzidos multicoloridos R, temos que cr,F,PA(H) é limitado superior-

mente por

(
nk

rηnk

)
rrηn

k
∑

(P,R)

 ∏
e∈E(R)

|Le|

( nm)
k

(3.1)

≤ 2h(rη)nkrrηn
k
∑

(P,R)

 ∏
e∈E(R)

|Le|

( nm)
k

.

Com ej(R) = |{e ∈ E(R) : |Le| = j}| nós obtemos que

2h(rη)nkrrηn
k
∑

(P,R)

 ∏
e∈E(R)

|Le|

( nm)
k

= 2h(rη)nkrrηn
k
∑

(P,R)

(
r∏
j=1

jej(R)

)( nm)
k

.

Esse número é limitado por

2h(rη)nkrrηn
k
∑

(P,R)

(
s−1∏
j=1

jej(R)

r∏
j=s

jej(R)

)( nm)
k

≤ 2h(rη)nkrrηn
k
∑

(P,R)

(
(s− 1)

∑s−1
j=1 ej(R) r

∑r
j=s ej(R)

)( nm)
k

. (3.11)
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Se existe uma cópia de F em R tal que toda hiperaresta zi em F possui pelo menos

s = |E(F )| cores αi1, . . . , α
i
s em sua lista de cores, então é posśıvel escolher s cores

α∗1, . . . , α
∗
s, duas a duas distintas, satisfazendo que α∗i ∈ Lzi para todo i ∈ [s].

Assim, considere H∗ o sub-hipergrafo de H definido da seguinte forma. Para cada

hiperaresta zi de F , i ∈ [s], toda hiperaresta de H que intercepta as mesmas classes

que zi e possuem cor α∗i são hiperarestas de H∗. Seja R∗ = RH∗(V , η) o hipergrafo

reduzido de H∗. Note que, como existe cópia de F em R, então também existe

cópia de F em R∗. Portanto, pelo Lema 3.1.3, existe uma cópia de F em H∗, e

devido a nossa escolha de hipergrafo H∗ e R∗, tal cópia de F em H∗ é arco-́ıris.

Como H∗ é um sub-hipergrafo de H, temos que esta cópia arco-́ıris de F está

contida em H também. Portanto, R não pode conter uma cópia de F onde cada

hiperaresta possui uma lista de pelo menos s cores, o que garante que
r∑
j=s

ej(R) ≤ ex(m,F ).

Seja

β(R) =
ex(m,F )−

∑r
j=s ej(R)

mk
.

Considere os seguintes casos.

(a) Para todo hipergrafo reduzido multicolorido R vale que β(R) ≥ εs.

(b) Existe um hipergrafo reduzido multicolorido para o qual β(R) < εs.

No caso (a), temos que a expressão (3.11) vale no máximo

2h(rη)nkrrηn
k
∑

(P,R)

(
(s− 1)(

m
k)−(ex(m,F )−β(R)mk)rex(m,F )−β(R)mk

)( nm)
k

.(3.12)

O número de partições de [n] em no máximo M classes é no máximo

Mn. Para cada partição existem no máximo 2rM
k

hipergrafos reduzidos multicolo-

ridos R. Além disso, quando n é múltiplo de m, então ex(m,F )nk/mk ≤ ex(n, F ).
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No caso em que n não é múltiplo de m temos que ex(m,F )nk/mk ≤ ex(n, F ) +

Jnk−1, onde J é uma constante que não afeta nosso resultado. Portanto, por

simplicidade vamos supor que n é diviśıvel por m. Então (3.12) vale no máximo

Mn2rM
k

2h(rη)nkrrηn
k

(s− 1)
nk

k! rex(n,F )−εsnk

= Mn2rM
k

2h(rη)nkrrηn
k (s− 1)

nk

k!

rεsnk/2
rex(n,F )−εsnk/2. (3.13)

Usando r > r0 = (s− 1)
2
k!εs , note que

(s− 1)
1
k!

rεs/2
<

(s− 1)
1
k!(

(s− 1)
2
k!εs

)εs/2 =
(s− 1)

1
k!

(s− 1)
1
k!

= 1.

Com isso, (3.13) deve valer, para n suficientemente grande, no máximo

Mn2rM
k

2h(rη)nkrrηn
k

rex(n,F )−εsnk/2

n�0
< r(h(rη)+rη)nkrex(n,F )−εsnk/2 (3.14)

(3.5)

≤ rex(n,F )−εsnk/6

< rex(n,F ),

o que é uma contradição.

No caso (b), consideramos que β(R) < εs para algum hipergrafo re-

duzido multicolorido R. Seja R′ o hipergrafo com conjunto de vértices [m] obtido

de R após a remoção de todas hiperarestas e que satisfazem |Le| ≤ s − 1. Note

que não existe cópia de F em R′. Além disso,

e(R′) =
r∑
j=s

ej(R) = ex(m,F )− β(R)mk ≥ ex(m,F )− εsmk.

Do fato de F ser Turán-estável, temos que existe uma partição U = {U1, . . . , U`}

de V (R′) que satisfaz

|BI,U(R′)| ≤ δ

2
mk
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e do Lema 3.1.5 vale que essa partição também satisfaz

|Ui| ≥ Dm,

para todo i ∈ [`].

SejaR′′ = ([m], E(R′)\BI,U(R′)). Para toda hiperaresta f ∈ BI,U(R),

considere o conjunto P (f) de todas as cópias de F em HI,U(m) + {f}. Seja

f ∗ ∈ BI,U(R) uma hiperaresta (ruim) tal que

|P (f ∗)| = min{|P (f)| : f ∈ BI,U(R)}.

Por um lado, vale que

|BI,U(R)| · |P (f ∗)| ≤
∑

f∈BI,U (R)

|P (f)|.

Por outro lado, seja E = E(HI,U(m)) \ E(R′′) (note que se U não é balanceado,

então HI,U(m) 6= T
(k)
` (m)). Afirmamos que para qualquer f ∈ BI,U(R) e F (f) ∈

P (f), temos que F (f) possui uma hiperaresta em E. De fato, dado f ∈ BI,U(R) e

F (f) ∈ P (f), temos que, pela definição de P (f), f é a única hiperaresta ruim de

F (f). Logo, as demais hiperarestas de F (f) pertencem a HI,U(m). Se todas essas

hiperarestas não pertencem a E, então elas pertencem a R′′. Porém, uma cópia de

F em R onde uma hiperaresta f possui pelo menos uma cor em sua lista de cores

e todas as demais possuem pelo menos s cores em sua lista de cores faz com que,

pelo mesmo racioćınio utilizado anteriormente, exista uma cópia arco-́ıris de F em

H, o que é uma contradição. Logo, para qualquer f ∈ BI,U(R) e F (f) ∈ P (f),

temos que F (f) possui uma hiperaresta em E.

Já que para qualquer f ∈ BI,U(R), toda hiperaresta em E pode fazer

parte de no máximo k!m|V (F )|−k cópias de F (f) em P (f), vale que∑
f∈BI,U (R)

|P (f)| =
∑

f∈BI,U (R)

∑
F∈P (f)

1 ≤ |E| · k!m|V (F )|−k,
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o que implica em

|BI,U(R)| ≤ |E| · k!
m|V (F )|−k

|P (f ∗)|
.

Usando o Lema 3.1.6, com U = Dm, obtemos que

|BI,U(R)| ≤ |E| · k!|V (F )|!`
(

m

Dm− |V (F )|

)|V (F )|−k

= |E| · k!|V (F )|!`
(

1

D − |V (F )|/m

)|V (F )|−k

(3.6)

≤ |E| · k!|V (F )|!`
(

2

D

)|V (F )|−k
(3.2)
= |E|C.

Logo,

|BI,U(R)| ≤ |E|C ≤ Cβ(R)mk.

Considere a partição W = {W1, . . . ,W`}, onde para todo i ∈ [`], vale

que

Wi =
⋃
j∈Ui

Vj.

Calcularemos uma cota superior para |BI,W(H)| o número de hiperarestas ruins

de H com respeito a I e W . Temos que no máximo rηnk hiperarestas referentes a

(3.7), (3.8) e (3.9) podem ser ruins em H e que toda hiperaresta ruim com respeito

a I e U em R equivale a no máximo nk/mk hiperarestas ruins em H. Assim,

|BI,W(H)| ≤ rηnk +
( n
m

)k
|BI,U(R)|

≤ rηnk +
( n
m

)k
Cβ(R)mk

≤ (rη + Cεs)n
k

(3.4)
<

(
δ

2
+ Cεs

)
nk

(3.3)
<

(
δ

2
+
δ

2

)
nk

= δnk,
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como queŕıamos.

3.3 Investigações futuras

Acreditamos que o Teorema 1.8.5 valha para todo hipergrafo que é

linear e Turán-estável. No enunciado desse teorema, exigimos que o vetor de

intersecção I do hipergrafo F pertença ao conjunto I∗`,k. Tal exigência deve-se

ao fato de que o Lema 3.1.5 (que se refere aos tamanhos das classes da partição

que existe do fato de F ser Turán-estável) está demonstrado apenas para vetores

I ∈ I∗`,k. A demonstração desse lema para todo vetor I ∈ I`,k nos forneceria o

resultado do Teorema 1.8.5 para qualquer hipergrafo F que é linear e Turán-estável.

Portanto, começamos a investigar essa questão.

Note que dada uma partição U = {U1, . . . , U`} e um vetor I =

(x1, . . . , x`) ∈ I`,k, temos que

|E(HI,U(n))| =
∑
π∈Π(I)

∏̀
i=1

(
|Uπ(i)|
xi

)
onde Π(I) denota o conjunto das permutações com repetição dos elementos de I.

O fato de esse número não se alterar ao permutarmos os elementos de I nos levou a

acreditar inicialmente que |E(HI,U(n))| seria máximo quando U fosse uma partição

balanceada. Porém, isso não é verdade. Um exemplo onde podemos ver isso é se

escolhermos uma partição U = {U1, U2} e o vetor I = (1, 7). Nesse caso temos que

|E(HI,U(n))| =

(
|U1|

1

)(
|U2|

7

)
+

(
|U2|

1

)(
|U1|

7

)
= |U1|

(
n− |U1|

7

)
+ (n− |U1|)

(
|U1|

7

)
.

Considerando |U1| = pn, com 0 ≤ p ≤ 1, vemos que

|E(HI,U(n))| = pn

(
n(1− p)

7

)
+ n(1− p)

(
pn

7

)
.
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Esse número é máximo para p tal que a função

f(p) = p(1− p)7 + (1− p)p7

é máxima, o que claramente não ocorre para p = 1/2, já que

f

(
1

2

)
=

1

27
<

37 + 3

48
= f

(
1

4

)
.

Aliás, note que p = 1/2 é um ponto de mı́nimo local da função f(p). Em [50],

é feita uma discussão sobre funções simétricas, que são funções f(x1, . . . , x`) tais

que f(xπ(1), . . . , xπ(`)) = f(x1, . . . , x`) para qualquer permutação π dos elementos

de (x1, . . . , x`), incluindo resultados sobre os pontos de máximo dessas funções.

Com isso, começamos a investigar se existem hipergrafos lineares e

Turán-estáveis cujo vetor de intersecção não pertence a I∗`,k. O fato de não termos

encontrado hipergrafos desse tipo nos levou a tentar provar a inexistência desses.

Note que se provarmos que não existem hipergrafos desse tipo, então também o

Teorema 1.8.5 estará automaticamente demonstrado para todo hipergrafo F que

é linear e Turán-estável. Mostrarmos agora alguns avanços que tivemos nesse

sentido. Abaixo descrevemos dois casos com relação ao vetor I = (x1, . . . , x`) onde

obtivemos progresso nesse problema.

Caso 1. I = (0, 1, a), onde a ≥ 2.

Caso 2. I = (x1, . . . , xt, 0
`−t), onde ` > t e xi ≥ 1 +

√
t.

Em ambos os casos de vetor I mostramos que HI,U(n) não é o hiper-

grafo extremal para nenhum hipergrafo F não importa qual partição U escolhemos.

A estratégia que utilizamos foi mostrar que HI,U(n), possui menos hiperarestas do

que HI′,U ′(n), onde I ′ é o vetor obtido de I após removermos um zero e U ′ é a

partição obtida de U após substituirmos duas de suas classes pela união dessas.

Note que se HI,U(n) é livre de F , então HI′,U ′(n) também é livre de F .
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Caso 1. Seja I = (0, 1, a) com a ≥ 2 o vetor de intersecção correspondente a esse

caso. Seja V = {V1, V2, V3} uma partição de [n] onde |V1| = n1 ≤ |V2| = n2 ≤

|V3| = n3. Seja I ′ = (1, a) e V ′ = {V1 ∪ V2, V3}. Então,

|E(HI′,V ′(n))| =
(
n1 + n2

1

)(
n3

a

)
+

(
n1 + n2

a

)(
n3

1

)
.

Além disso,

|E(HI,V(n))| =

(
n3

a

)[(
n1

0

)(
n2

1

)
+

(
n1

1

)(
n2

0

)]
+

(
n3

1

)[(
n1

0

)(
n2

a

)
+

(
n1

a

)(
n2

0

)]
+

(
n3

0

)[(
n1

1

)(
n2

a

)
+

(
n1

a

)(
n2

1

)]
.

Uma vez que
(
n1+n2

1

)
=
(
n1

0

)(
n2

1

)
+
(
n1

1

)(
n2

0

)
, vale que

|E(HI′,V ′(n))| − |E(HI,V(n))|

= n3

[(
n1 + n2

a

)
−
(
n1

0

)(
n2

a

)
−
(
n1

a

)(
n2

0

)]
− n1

(
n2

a

)
− n2

(
n1

a

)
a≥2
= n3

a−1∑
i=1

(
n1

i

)(
n2

a− i

)
− n1

(
n2

a

)
− n2

(
n1

a

)
. (3.15)

Mostraremos que (3.15) é positivo considerando os casos a = 2, a = 3 e a ≥ 4.

No caso em que a = 2 temos que (3.15) é igual a

n1n2n3 − n1

(
n2

2

)
− n2

(
n1

2

)
= n1n2

(
n3 −

n2 − 1

2
− n1 − 1

2

)
n1,n2≤n3

> 0.

Para os demais casos utilizaremos a seguinte propriedade válida para

quaisquer inteiros n ≥ c ≥ 1(
n

c

)
=

(
n

c− 1

)
n− c+ 1

c
. (3.16)
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No caso em que a = 3 temos que (3.15) é igual a

n3n1

(
n2

2

)
+ n3n2

(
n1

2

)
− n1

(
n2

3

)
− n2

(
n1

3

)
(3.16)
= n3n1

(
n2

2

)
− n1

(
n2

2

)
n2 − 2

3
+ n3n2

(
n1

2

)
− n2

(
n1

2

)
n1 − 2

3

= n1

(
n2

2

)(
n3 −

n2 − 2

3

)
+ n2

(
n1

2

)(
n3 −

n1 − 2

3

)
n1,n2≤n3

> 0.

Finalmente, no caso em que a ≥ 4, temos que (3.15) é igual a

n3

a−2∑
i=2

(
n1

i

)(
n2

a− i

)
+ n3n1

(
n2

a− 1

)
+ n3n2

(
n1

a− 1

)
− n1

(
n2

a

)
− n2

(
n1

a

)

= n3

a−2∑
i=2

(
n1

i

)(
n2

a− i

)
+ n1

(
n2

a− 1

)(
n3 −

n2 − a+ 1

a

)
+

n2

(
n1

a− 1

)(
n3 −

n1 − a+ 1

a

)
n1,n2≤n3

> 0.

Caso 2. Considere uma partitição V = {V1, . . . , V`} com |Vi| = ni e n1 ≤ · · · ≤ n`, e

vetor de intersecção I = (x1, . . . , xt, 0
(`−t)) com ` coordenadas, onde ` ≥ t+1 e para

todo i ∈ [t], xi ≥ 2 e xi ≥ 1 +
√
t. Considere a partição V ′ = {V1 ∪ V2, V3, . . . , V`}

e vetor de intersecção I ′ = (x1, . . . , xt, 0
(`−t−1)) com `− 1 coordenadas, isto é, um

zero foi removido. Sejam P e P ′ o número de permutações com repetição dos

elementos de I e de I ′ respectivamente. Note que P = `
(`−t)P

′. Nos somatórios

abaixo que são sobre uplas, estamos considerando que os elementos das uplas são

dois a dois distintos. Logo,

(`− 1)!

P ′
|E(HI′,V ′(n))|

=
∑
i∈[t]

(
n1 + n2

xi

) ∑
(j1,...,jt−1)

j1,...,jt−1≥3

∏
p∈[t]\{i}

(
njp
xp

)
+

∑
(j1,...,jt)

j1,...,jt≥3

∏
p∈[t]

(
njp
xp

)
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e, por outro lado,

`!

P
|E(HI,V(n))| =

∑
i∈[t]

(
n1

xi

) ∑
q∈[t]\{i}

(
n2

xq

) ∑
(j1,...,jt−2)

j1,...,jt−2≥3

∏
p∈[t]\{i,q}

(
njp
xp

)
+

+
∑
i∈[t]

[(
n1

xi

)
+

(
n2

xi

)] ∑
(j1,...,jt−1)

j1,...,jt−1≥3

∏
p∈[t]\{i}

(
njp
xp

)
+

+
∑

(j1,...,jt)

j1,...,jt≥3

∏
p∈[t]

(
njp
xp

)
.

Como,
`!
P

(`−1)!
P ′

=
`!

P

P ′

(`− 1)!
= (`− t),

para mostrarmos que

|E(HI,V(n))| ≤ |E(HI′,V ′(n))|

basta mostrarmos que

∑
i∈[t]

(
n1

xi

) ∑
q∈[t]\{i}

(
n2

xq

) ∑
(j1,...,jt−2)

j1,...,jt−2≥3

∏
p∈[t]\{i,q}

(
njp
xp

)
≤

(`− t)
∑
i∈[t]

(
n1 + n2

xi

)
−
∑
i∈[t]

((
n1

xi

)
+

(
n2

xi

)) ∑
(j1,...,jt−1)

j1,...,jt−1≥3

∏
p∈[t]\{i}

(
njp
xp

)
,

o qual vale se

∑
i∈[t]

(
n1

xi

) ∑
q∈[t]\{i}

(
n2

xq

) ∑
(j1,...,jt−2)

j1,...,jt−2≥3

∏
p∈[t]\{i,q}

(
njp
xp

)

≤
∑
i∈[t]

[
(`− t)

xi−1∑
q=1

(
n1

q

)(
n2

xi − q

)] ∑
(j1,...,jt−1)

j1,...,jt−1≥3

∏
p∈[t]\{i}

(
njp
xp

)
.

Ainda, vale que
(
n1

q

)(
n2

xi−q

)
≥ xi ·

(
n1

xi

)
, pois n1 ≤ n2 implica em [n1]q · [n2]xi−q ≥

[n1]xi , e q! · (xi− q)! ≤ (xi− 1)! vale, pois para 1 ≤ q ≤ xi− 1, o termo q! · (xi− q)!
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é máximo para q = 1 ou q = xi − 1. Com isso temos que

xi(xi − 1)

(
n1

xi

)
≤

xi−1∑
q=1

(
n1

q

)(
n2

xi − q

)
.

Assim, basta mostrarmos que

∑
i∈[t]

(
n1

xi

) ∑
q∈[t]\{i}

(
n2

xq

) ∑
(j1,...,jt−2)

j1,...,jt−2≥3

∏
p∈[t]\{i,q}

(
njp
xp

)

≤ (`− t)
∑
i∈[t]

xi(xi − 1)

(
n1

xi

) ∑
(j1,...,jt−1)

j1,...,jt−1≥3

∏
p∈[t]\{i}

(
njp
xp

)
. (3.17)

Para cada parcela
(
n1

xi

)(
n2

xq

)∏
p∈[t]\{i,q}

(
njp
xp

)
no lado esquerdo de (3.17)

nós queremos encontrar, de maneira injetiva, uma parcela
(
n1

xi

)∏
p∈[t]\{i}

(
njp
xp

)
no

lado direito de (3.17) que seja pelo menos tão grande quanto a encontrada no

lado esquerdo. Para tal nós utilizamos o Teorema de Hall [22]. Então, considere

o grafo bipartido que possui conjunto de vértices A e B. Os vértices em A são

termos do tipo
(
n1

xi

)
·
(
n2

xq

)
·
∏

p∈[t]\{i,q}
(
njp
xp

)
, j1, . . . , jt−2 ≥ 3. Os vértices em B,

com multiplicidade (` − t)xi(xi − 1), são termos do tipo
(
n1

xi

)∏
p∈[t]\{i}

(
njp
xp

)
=(

n1

xi

)(
nx
xq

)∏
p∈[t]\{i,q}

(
njp
xp

)
, onde nx 6= njp para qualquer p ∈ [t]\{i, q}, e j1, . . . , jt−2 ≥

3 (aqui, nx faz um papel de reescrever os vértices de B). Cada vértice do tipo(
n1

xi

)(
n2

xq

)
·
∏

p∈[t]\{i,q}
(
njp
xp

)
em A é conectado por uma aresta a todos os vértices do

tipo
(
n1

xi

)∏
p∈[t]\{i,q}

(
njp
xp

)
·
(
nx
xq

)
, onde nx 6= njp para todo p ∈ [t]\{i, q}, em B. Note

que (
n1

xi

)(
n2

xq

)
·
∏

p∈[t]\{i,q}

(
njp
xp

)
≤
(
n1

xi

) ∏
p∈[t]\{i,q}

(
njp
xp

)
·
(
nx
xq

)
,

pois n2 ≤ . . . ≤ n`.

Assim, obtemos um grafo bipartido onde vértices de uma mesma classe

têm o mesmo grau. Todo vértice em A possui grau xi(xi− 1)(`− t)(`− t), pois B
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contém toda parcela xi(xi− 1)(`− t)(`− t) vezes, e todo vértice em B possui grau

no máximo (t− 1) (o grau de um vértice em B pode ser maior do que 1 se xp = xq

para algum p ∈ [t] \ {i, q} e se para todo p ∈ [t] \ {i, q} valer que xp = xq, então

cada vértice em B possuirá grau (t− 1)). Para satisfazer as hipóteses do Teorema

de Hall, é preciso que para qualquer conjunto Z de z vértices em A, a vizinhança

N(Z) de Z em B contenha pelo menos z vértices. Assim, temos que as hipóteses

do Teorema de Hall são satisfeitas se |N(Z)| ≥ |Z|, ou seja, se

zxi(xi − 1)(`− t)(`− t)
t− 1

≥ z,

o que é equivalente a
xi(xi − 1)(`− t)(`− t)

t− 1
≥ 1,

que vale para todo ` ≥ t+ 1 se todo xi satisfizer xi ≥ 1 +
√
t.

Enfim, uma proposta de investigação futura seria a de tentar provar

que não existem hipergrafos lineares e Turán-estáveis cujo vetor de intersecção I

não pertence a I∗`,k.

3.4 Demonstração dos resultados auxiliares

Demonstração do Lema 3.1.5. Uma vez que I ∈ I∗`,k, dividimos a demonstração

em dois casos, conforme a definição de I∗`,k.

Se, para todo i ∈ [`], vale que xi ≥ 1, então seja U∗ = {U∗1 , . . . , U∗` }

uma partição balanceada de [n]. Por simplicidade, consideraremos que |U∗i | = n/`

para todo i ∈ [`]. Mostraremos que para todo M > 1, existe N = N(M) tal que

se para algum j ∈ [`], |Uj| < n/N , então

|E(HI,U(n))| ≤ 1

M
|E(HI,U∗(n))|.
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Seja Π(I) o conjunto das permutações com repetição dos elementos

de I. Por um lado,

|E(HI,U∗(n))| = |Π(I)|
∏̀
i=1

(
n/`

xi

)
≥ |Π(I)|

∏̀
i=1

(n
`

)xi 1

(xi)xi
=

|Π(I)|∏`
i=1(xi)xi

· n
k

`k
.

Por outro lado, considerando N = M
∏`

i=1(xi)
xi`k, temos que

|E(HI,U(n))| ≤ |Π(I)| · |Uj| · nk−1 <
|Π(I)|
N

nk ≤ 1

M

|Π(I)|∏`
i=1(xi)xi

· n
k

`k
.

Logo, escolhendo M = 2, temos que para todo j ∈ [`],

|Uj| ≥
n

N
=

n

M
∏`

i=1(xi)xi`k
≥ n

``3
.

Assim, D = 1/(``
3
) é a constante desejada.

Se para todo i ∈ [`] vale que xi ∈ {0, 1}, então o resultado segue

diretamente do Lema 2.1.5.

Demonstração do Lema 3.1.6. Seja n0 dado pela Definição 1.8.3(b) e considere

U = {U1, . . . , U`} a partição de [n] conforme o enunciado do lema. Considere f a

hiperaresta ruim com respeito a I e U , e seja V = {V1, . . . , V`} uma partição de

[n] tal que f ∩ Ui ⊆ Vi e HI,V(n) é extremal (como |f ∩ Ui| ≤ k, a existência de V

é garantida pelo Lema 3.1.5 já que Dn > k). Por construção, f é uma hiperaresta

ruim com respeito a I e V e, portanto HI,V(n) + {f} contém um sub-hipergrafo F̂

isomorfo a F . Seja ρi o número de vértices em V (F̂ ) ∩ (Vi \ f). Pela definição de

HI,U(n), qualquer escolha S de n− k vértices em V \ f tal que |S ∩Ui| = ρi induz

uma cópia de F em HI,U(n) + {f}. Portanto, existem pelo menos

∏̀
i=1

(
|Ui \ f |
ρi

)
≥
∏̀
i=1

(
U − k
ρi

)
≥
∏̀
i=1

(U − k − ρi)ρi
ρi!

≥ (U − |V (F )|)|V (F )|−k

|V (F )|!`

cópias de F em HI,U(n) + {f}.
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4 HIPERGRAFO EXTREMAL PARA FANO

ARCO-́IRIS

O presente caṕıtulo é dedicado a demonstrar o Teorema 1.8.1. Porém,

primeiramente consideramos dois resultados preliminares.

4.1 Resultados Preliminares

O lema a seguir essencialmente afirma que em um hipergrafo 3-uniforme

bipartido H, quanto mais próximo seu número de hiperarestas está de |E(Bn)|,

mais próxima de balanceada deve ser sua partição.

Lema 4.1.1. Considere o vetor I = (2, 1). Dado δ > 0, existe n ≥ 1/(4δ), tal

que se um hipergrafo 3-uniforme H = (V,E) com n vértices admite uma partição

W = {W1,W2} de V satisfazendo

|E(HI,W(n)) ∩ E(H)| ≥ |E(Bn)| − δn3,

então vale que

n

2
− 2n

√
δ ≤ min{|W1|, |W2|} ≤ max{|W1|, |W2|} ≤

n

2
+ 2n

√
δ.

A demonstração desse lema encontra-se ao final deste caṕıtulo. O

seguinte resultado é uma aplicação do Teorema 1.8.5.

Corolário 4.1.2. Para todo δ > 0 existe r0 = r0(δ) com a seguinte propriedade.

Para todo r ≥ r0, existe n0 = n0(r) tal que, se n ≥ n0 e H = (V,E) é um

hipergrafo 3-uniforme com satisfazendo cr,Fano,PA(H) ≥ r|E(Bn)|, então existe uma

partição W = {W1,W2} tal que |BI,W(H)| ≤ δn3, onde I = (1, 2).
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Demonstração. Devido a um resultado obtido por Keevash e Sudakov [32], temos

que o hipergrafo Fano é Turán-extremal (Definição 1.8.3) com ` = 2. Pelo Teo-

rema 1.6.3 vale que Fano é Turán-estável. Como (2, 1) ∈ I∗2,3 e Fano é linear, o

Teorema 1.8.5 nos fornece o resultado desejado.

A seguinte desigualdade é conhecida e pode ser facilmente verificada.

n3

8
− n2

4
− n

8
+

1

4
≤ |E(Bn)| = ex(n,Fano) ≤ n3

8
− n4

4
. (4.1)

4.2 Demonstração do resultado extremal para Fano

arco-́ıris

Agora, estamos prontos para demonstrar o Teorema 1.8.1. Repetimos

seu enunciado.

Teorema 1.8.1. Existe um inteiro positivo r0 tal que para todo r ≥ r0 vale a

seguinte propriedade. Existe um inteiro positivo n0 para o qual, se n ≥ n0, então

todo hipergrafo 3-uniforme H com n vértices satisfaz

cr,Fano,PA(H) ≤ r|E(Bn)|.

Além disso, Bn é o único hipergrafo que atinge este máximo.

Para demonstrarmos esse teorema, combinamos as ideias utilizadas

em [36], onde o valor de cr,Fano,PM (n) foi obtido para r ∈ {2, 3} e n suficientemente

grande, e [28], onde o valor de cr,K`+1,PA(n) (grafos) foi obtido para r suficiente-

mente grande em termos de `, e n suficientemente grande em termos de r. No

nosso caso, r é suficientemente grande e deve depender da constante δ que vem do

Corolário 4.1.2. Isso fez com que diversas adaptações fossem necessárias.
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A prova é por contradição, onde mostramos que um hipergrafo H 6=

Bn com pelo menos r|Bn|+m r-colorações livres de (Fano, PA), onde m ≥ 0, possui

um sub-hipergrafo com mais r-colorações do que seu número de hiperarestas com-

porta (consideramos que m pode valer zero para garantir a unicidade de Bn). Para

chegarmos nesse sub-hipergrafo mostraremos que existe um vértice v (ou uma hi-

peraresta e) em H onde H− v (ou H−{e}) possui r|E(Bn−1)|+m+1 (ou r|Bn−3|+m+1)

r-colorações livre de (Fano, PA). Assim, aplicando esse argumento sucessivamente,

após a remoção de uma certa quantidade de vértices obteremos um hipergrafo

com n0 vértices e r(
n0
3 )+1 r-colorações livres de (Fano, PA). Primeiramente, se

δ(H) < δ(Bn), então o sub-hipergrafo desejado H ′ é obtido de H após a remoção

de seu vértice de grau mı́nimo. Se δ(H) ≥ δ(Bn), então o Corolário 4.1.2 garante a

existência de uma partição W = {W1,W2} que admite poucas hiperarestas ruins.

Então dividimos em dois casos, dependendo da existência, ou não, de um vértice

v com grau grande em sua classe. No primeiro caso, dividimos o conjunto de

colorações livres de (FanoPA) em dois conjuntos C1 e C2, onde C1 constitui daque-

las colorações tais que existem muitos trios (f1, f2, f3) de hiperarestas contendo v

colorido no padrão arco-́ıris. Então, mostramos que C1 deve ser pequeno, pois o

número de maneiras de colorir as hiperarestas que formam Fano com um desses

trios fica restrito. Assim, o conjunto C2 deve ser grande. Porém, o número de

colorações de C2 restritas às hiperarestas que contêm v é pequeno, o que faz com

que v seja o vértice desejado. No segundo caso, todo vértice possui grau pequeno

dentro de sua classe. Porém, como H 6= Bn, ainda existe uma hiperaresta e que é

ruim com respeito à partiçãoW e o vetor (1, 2). Então procuramos por hipergrafos

Fano a partir da intersecção entre os links de cada vértice de e.
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Demonstração do Teorema 1.8.1. Sejam γ, ξ = ξ(γ), δ = δ(ξ), r0 = r0(δ) e r ≥ r0

números positivos satisfazendo

γ ≤ 1

2520
, (4.2)

ξ ≤ min

{
γ

36
,
γ2

82
,
γ3

16

}
, (4.3)

δ < min

{
1

4002
,

γ

2 · 18
,
γ2

4 · 92
,
ξ3

36

}
, (4.4)

r > max{r0, 212}, (4.5)

onde r0 = r0(δ) é dado pelo Corolário 4.1.2. Essas constantes são escolhidas

convenientemente para os argumentos a seguir. No ińıcio da prova estabelecemos

desigualdades envolvendo essas constantes para uso posterior.

De (4.5), vale que

r > 202 ⇒ logr 20− 1

2
< 0⇒ ξ3

18

(
logr 20− 1

2

)
< 0. (4.6)

Ainda, de (4.2) e (4.5), temos que

−5γ +
1

6

[
2− 240γ

80

]
(1− logr 21) > 0, (4.7)

pois r > 212 implica que (1− logr 21) > 1/2 e γ ≤ 1/2520 implica que

−5γ +
1

6

[
2− 240γ

80

]
1

2
≥ 0.

Além disso, afirmamos que

(logr 2)

(
2h(4

√
ξ)− 8

√
ξ +

3

4

)
+ 8
√
ξ +

1

4
≤ 35

100
. (4.8)

Isso ocorre pois a derivada da função

f(x) = (logr 2)

(
2h(x)− 2x+

3

4

)
+ 2x+

1

4

satisfaz

f ′(x) =
1

ln r

(
2 ln

(
1− x
x

)
+ 2 ln 2

)
+ 2,

64



que é positiva para 0 < x ≤ 1/2. Assim, f(x) é crescente em (0, 1/2]. Como

ξ ≤ γ3/16 ≤ 1/(25203 · 16), podemos obter (4.8), fixando x = (1/2520)3/2 ≥ 4
√
ξ,

isto é,

f((1/2520)3/2) ≤ (logr 2)(2 · 0.001− 2(1/2520)3/2 + 3/4) + 2(1/2520)3/2 + 1/4,

≤ (logr 2)0.76 + 0.26,

que é menor do que 35/100 para r ≥ 212.

Considere n0 = n0(r) dado pelo Corolário 4.1.2 para o valor de r

fixado em (4.5) e seja nr ≥ n0 +
(
n0

3

)
. Considere n ≥ nr grande o suficiente

para que (4.11), (4.12), (4.14), (4.15), (4.16), (4.18) e (4.19) sejam válidas (tais

desigualdades estão sinalizadas com n� 0). Suponha que H 6= Bn é um hipergrafo

com n ≥ nr vértices satisfazendo cr,Fano,PA(H) ≥ r|E(Bn)|+m para algum m ≥ 0.

Provaremos a seguinte afirmação.

Afirmação 4.2.2. Se H 6= Bn é um hipergrafo 3-uniforme satisfazendo

cr,Fano,PA(H) ≥ r|E(Bn)|+m,

para algum m ≥ 0, então existe um sub-hipergrafo induzido H ′ de H com n′ ≥ n−3

vértices satisfazendo cr,Fano,PA(H ′) ≥ r|E(Bn′ )|+m+1.

A Afirmação 4.2.2 implica que indutivamente, podemos obter um sub-

hipergrafo H0 com n0 vértices que satisfaz cr,Fano,PA(H0) ≥ r(
n0
3 )+1, e tal número é

maior do que o número de colorações que poderia ser obtido podendo colorir livre-

mente todas as hiperarestas do hipergrafo completo 3-uniforme com n0 vértices, o

que é uma contradição.

Para demonstrarmos a Afirmação 4.2.2, seja H 6= Bn um hipergrafo

3-uniforme com n vértices e com pelo menos r|E(Bn)|+m r-colorações livres de
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(Fano, PA), onde m ≥ 0. Como Bn pode ser colorido livremente, temos que

|E(H)| ≥ |E(Bn)|. Seja δ(H) o grau mı́nimo de H. Se δ(H) < δ(Bn), seja v

o vértice de grau mı́nimo em H e considere o sub-hipergrafo H ′ = H − v. Como

|E(Bn−1)| = |E(Bn)| − δ(Bn) ≤ |E(Bn)| − δ(H)− 1,

vale que o número de r-colorações livres de (Fano, PA) de H ′ é pelo menos

r|E(Bn)|+m

rδ(H)
= r|E(Bn)|+m−δ(H) ≥ r|E(Bn−1)|+m+1,

tal como desejado. Portanto, vamos supor que δ(H) ≥ δ(Bn) ≥ 3n2/8 − n. Con-

sidere, para o vetor I = (1, 2), uma partição de W = {W1,W2} de V (H) que

minimiza |BI,W(H)|. Pelo Corolário 4.1.2, vale que |BI,W(H)| ≤ δn3, e portanto

vale que

|E(H)| = |E(H) \BI,W(H)|+ |BI,W(H)| ≤ |E(Bn)|+ δn3. (4.9)

De |E(H)| ≥ |E(Bn)| obtemos que

|E(H) \BI,W(H)|+ |BI,W(H)| ≥ |E(Bn)|,

o que implica que

|E(H) \BI,W(H)| ≥ |E(Bn)| − δn3 ≥ n3

8
− n2

4
− n

8
+

1

4
− δn3.

Pelo Lema 4.1.1 temos que

n/2− 2
√
δn ≤ min{|W1|, |W2|} ≤ max{|W1|, |W2|} ≤ n/2 + 2

√
δn. (4.10)

Dado um vértice v ∈ V (H), definimos seu grafo link L(v) com con-

junto de vértices V (H) \ {v} e conjunto de arestas L(v) = {{u,w} : {v, u, w} ∈

E(H)}. Consideramos dois casos.
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Caso 1. Existe um vértice v ∈ V (H), sem perda de generalidade v ∈ W2, tal que

|L(v) ∩
(
W2

2

)
| ≥ γn2.

A minimalidade de |BI,W(H)| garante que |L(v) ∩
(
W1

2

)
| ≥ γn2, caso

contrário diminuiŕıamos o valor |BI,W(H)| movendo v para W1.

Para qualquer conjunto de vérticesW ⊆ V (H), dizemos que e ∈ E(H)

é uma hiperaresta de v a W se v ∈ e e e \ {v} ⊆ W . Ainda, em uma coloração de

H que é livre de (Fano, PA), uma cor α é definida como abundante com respeito a

um vértice v e uma classe Wz, z ∈ [2], quando o conjunto de hiperarestas de v a Wz

que assumem cor α contém um emparelhamento de tamanho ξn, caso contrário a

cor é dita rara com respeito a Wz.

Dados uma coloração livre de (Fano, PA) de H e z ∈ [2], seja Az o

conjunto de cores abundantes com respeito ao vértice v e à classe Wz, e seja Jz o

conjunto de arestas g em L(v) ∩
(
Wz

2

)
cuja cor de g ∪ {v} não pertence a A1 ∪A2.

Nós dividimos o conjunto C de r-colorações livres de (Fano, PA) em

duas classes disjuntas C1 e C2 = C \ C1. A ideia dessa divisão de C em classes

é a de considerar em C1 as colorações de C tais que existem muitas maneiras de

encontrarmos uma cópia F de Fano onde v ∈ V (F ) e as três hiperarestas de F

que contêm v estão coloridas duas a duas com cores distintas. Assim, seja C1 o

conjunto das colorações tais que

(a) |A1 ∪ A2| 6∈ {1, 2}

ou

(b) |Jz| ≥ 4
√
ξn2, para algum z ∈ [2].
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Seja T (v) o conjunto de todos os trios (f1, f2, f3) para os quais f1 ∈

L(v) ∩
(
W1

2

)
, f2 ∈ L(v) ∩

(
W2

2

)
, f3 ∈ L(v) ∩

(
Wz

2

)
, com z ∈ [2] e {f1, f2, f3} é um

emparelhamento. Toda coloração das hiperarestas que contêm v induz natural-

mente uma coloração de L(v). Portanto, sempre que tivermos uma coloração das

hiperarestas incidentes a v, trataremos dessa como sendo uma coloração de L(v).

Afirmação 4.2.3. Em toda coloração de C1, o número de trios 3-coloridos em

T (v) é pelo menos ξ3n3/9.

Demonstração. Considere uma coloração de C1. Dividimos a demonstração em

três casos relacionados à cardinalidade de |A1 ∪ A2|.

Caso 1. |A1 ∪ A2| ≥ 3. Sem perda de generalidade, suponha que |A1| ≥ |A2|, o

que implica em |A1| ≥ 2. Consideramos dois subcasos.

Primeiramente, suponha que A2 6= ∅, de forma que existem três cores

distintas α1, α2 ∈ A1 e α3 ∈ A2, o que implica na existência de emparelhamentos

M1, M2, M3, disjuntos por vértices, tais que toda aresta em Mi possui cor αi,

i ∈ [3] e |M1| ≥ ξn/3, |M2| ≥ ξn/3, |M3| ≥ ξn. Para obter M1 e M2, note que

cada uma das ξn/3 arestas de cor α1 escolhidas para construir M1 elimina a escolha

de no máximo duas arestas de cor α2 para a construção de M2 (pois queremos

V (M1)∩V (M2) = ∅), restando assim pelo menos ξn−2 ·ξn/3 = ξn/3 arestas para

construir M2. Portanto, tomando uma aresta de cada emparelhamento obtemos

pelo menos (
ξn

3

)2

ξn =
ξ3n3

9

trios 3-coloridos (f1, f2, f3).

Se A2 = ∅, então considere cores α1, α2 ∈ A1 com emparelhamentos

M1, M2 disjuntos por vértices de tamanhos |M1| ≥ ξn/3, |M2| ≥ ξn/3. Como

A2 = ∅, existem no máximo 2ξn arestas de L(v) ∩
(
W2

2

)
assumindo cor α1 ou
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α2. Assim, o número de arestas em L(v) ∩
(
W2

2

)
de cor rara não pertencentente a

{α1, α2} é pelo menos∣∣∣∣L(v) ∩
(
W2

2

)∣∣∣∣− 2ξn · 2|W2| ≥ γn2 − 4ξn2
(4.3)

≥ γn2

2
.

Logo, existe um emparelhamento M3 nesse conjunto de tamanho pelo menos

γn2/2

2|W2|
(4.10)

≥ γn2

4
(
n
2

+ 2n
√
δ
) (4.4)

≥ γn

4
.

O motivo de dividirmos por 2|W2| no lado esquerdo da desigualdade acima é para

garantir que M3 seja um emparelhamento. Cada aresta escolhida tem vértice em

comum com no máximo 2|W2| de L(v)∩
(
W2

2

)
. Escolhendo arestas de M1×M2×M3,

obtemos pelo menos (
ξn

3

)2

· γn
4

(4.3)

≥ ξ3n3 ≥ ξ3n3

9

trios 3-coloridos (f1, f2, f3).

Caso 2. |A1 ∪ A2| = 0. Nesse caso, para qualquer cor i ∈ [r], o tamanho de um

emparelhamento de cor i em W1 ou W2 é no máximo ξn. Com a construção gulosa

do caso anterior, obtemos que ambos W1 e W2 contêm um emparelhamento de

tamanho pelo menos

min{|L(v) ∩
(
W1

2

)
|, |L(v) ∩

(
W2

2

)
|}

2 max{|W1|, |W2|}
(4.10)

≥ γn2

2
(
n
2

+ 2n
√
δ
) (4.4)

≥ γn

2
.

Fixe emparelhamentos M1 em W1 e M2 em W2 tais que

γn

2
≤ min{|M1|, |M2|} ≤ max{|M1|, |M2|} ≤

n

2
.

Para toda cor i ∈ [r], seja ci o número de arestas assumindo cor i em M1 e di o

número de arestas assumindo cor i em M2. Note que ci, di ≤ ξn, e note também

que
∑r

i=1 ci ≤ n/2 e
∑r

i=1 di ≤ n/2.
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O número de escolhas de trios (f1, f2, f3) com no máximo duas cores,

onde f1 ∈M1, f2 ∈M2 e f3 ∈M1 ∪M2, é no máximo

r∑
i=1

cidi (|M1|+ |M2|) +
r∑
i=1

c2
i |M2|+

r∑
i=1

d2
i |M1|

≤
(n

2
+
n

2

) r∑
i=1

cidi +
n

2

r∑
i=1

c2
i +

n

2

r∑
i=1

d2
i

ci,di≤ξn
≤ ξn2

r∑
i=1

ci +
ξn2

2

r∑
i=1

ci +
ξn2

2

r∑
i=1

di

≤ ξn3

2
+
ξn3

4
+
ξn3

4
= ξn3.

Consequentemente, o número de escolhas de trios 3-coloridos (f1, f2, f3) é pelo

menos (γn
2

)3

− ξn3 =
γ3n3

8
− ξn3

(4.3)

≥ γ3n3

16

(4.3)

≥ ξ3n3

9
.

Note que tais trios são emparelhamentos, pois (f1, f2, f3) ∈M1×M2× (M1∪M2).

Caso 3. |A1 ∪ A2| ∈ {1, 2}, e para algum z ∈ [2], |Jz| ≥ 4
√
ξn2. Sem perda de

generalidade, assuma que z = 2, de forma que |J2| ≥ 4
√
ξn2 ≥ 3

√
ξn2 + 3n/2.

Então, existe um emparelhamento M em J2 de tamanho pelo menos

3
√
ξn2 + 3n

2

2|W2|
≥

3
√
ξn2 + 3n

2
3n
2

= 2
√
ξn+ 1,

de forma que o número de pares mutuamente disjuntos em J2 é pelo menos(
2
√
ξn+ 1

2

)
≥ (2

√
ξn)2

2
= 2ξn2.

Para toda cor i ∈ [r], seja di o número de arestas assumindo cor i nesse empa-

relhamento M . Uma vez que o número de pares em J2 (portanto em M) com a

mesma cor satisfaz
r∑
i=1

d2
i ≤ ξn

r∑
i=1

di ≤
ξn2

2
,
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temos que o conjunto J de pares de arestas arco-́ıris em M possui tamanho pelo

menos

2ξn2 − ξn2

2
≥ ξn2.

Se existe uma cor α ∈ A1, então existe um emparelhamento M de tamanho |M | ≥

ξn em W1 para o qual toda aresta em M assume cor α. Tomando uma aresta de

M e um par de arestas de J , obtemos que o número de trios 3-coloridos (f1, f2, f3)

é pelo menos

ξn · ξn2 = ξ2n3 ≥ ξ3n3

9
.

Se A1 = ∅, então |A2| ≥ 1. Seja α ∈ A2, e seja M um emparelhamento de

tamanho |M | ≥ ξn em W2 para o qual toda aresta em M assume cor α. Uma vez

que A1 = ∅, e ξ ≤ min{γ2/(82), γ/4}, existem pelo menos∣∣∣∣L(v) ∩
(
W1

2

)∣∣∣∣− ξn · 2|W1| ≥ γn2 − 2ξn2
(4.3)

≥ γn2

2

(4.3)

≥ 4
√
ξn2.

arestas em W1 assumindo cor rara com relação a W1 e diferente de α. Assim, como

no caso anterior, obtemos pelo menos ξn2 pares de arestas mutuamente disjuntos

por vértice em W1 assumindo cores diferentes entre si e diferentes de α. Escolhendo

um desses pares com uma aresta em M , obtemos pelo menos

ξn2 · ξn ≥ ξ3n3

9

trios 3-coloridos (f1, f2, f3).

Agora, provaremos que |C1| ≤ r|E(Bn)|−1. Para qualquer trio (f1, f2, f3)

em T (v), sejam t1, t2, t3, t4 ∈
(
V
3

)
quatro 3-conjuntos (que não necessariamente são

hiperarestas de H) tais que {{v}∪fi : i = 1, 2, 3}∪{t1, t2, t3, t4} forma uma cópia de

Fano. A figura abaixo ilustra tal procedimento, onde os vértices pretos pertencem

a W1, os vértices brancos pertencem a W2 e as arestas f1, f2, f3 estão destacadas.
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Figura 4.1: Plano de Fano particionado.

Note que cada 3-conjunto em {t1, t2, t3, t4} contém precisamente um

vértice de f1, um de f2 e um de f3, sendo que f3 ⊆ Wz, z ∈ [2] (na figura acima

temos z = 1), f1 ⊆ W1 e f2 ⊆ W2. (De fato, existem duas uplas distintas de quatro

3-conjuntos t1, t2, t3, t4 com essa propriedade para quaisquer f1, f2, f3 e nós fixamos

apenas uma dessas uplas.) Além disso, note que para duas escolhas distintas

f1, f2, f3 e f ′1, f
′
2, f

′
3, uma vez que {f1, f2, f3} e {f ′1, f ′2, f ′3} são emparelhamentos,

os conjuntos correspondentes {t1, t2, t3, t4} e {t′1, t′2, t′3, t′4} são disjuntos. Fixe uma

r-coloração das hiperarestas incidentes a v. Da Afirmação 4.2.3, obtemos que a

coloração de L(v) induzida por essa coloração admite pelo menos ξ3n3/9 trios 3-

coloridos de T (v). Fixe um desses trios 3-coloridos (f1, f2, f3). Como {v} ∪ fi
estão coloridos com cores diferentes, para evitar cópia arco-́ıris de Fano em H,

ou um dos 3-conjuntos ti não é hiperaresta de H, ou existem no máximo Q =

3 · 4 · r3 +
(

4
2

)
r3 = 18r3 maneiras de estender essa coloração a t1, t2, t3, t4. Seja

T = T (v) a famı́lia de todas as 4-uplas (t1, t2, t3, t4) em H que formam Fano com

algum trio (f1, f2, f3) de T (v). Pelo fato de que existem no máximo

δn3
(4.4)

≤ ξ3n3/36

72



hiperarestas que interceptam ambas as classes W1 e W2 e não são hiperarestas de

H, existem pelo menos

|T | ≥ ξ3n3

9
− 2δn3

(4.4)

≥ ξ3n3

9
− ξ3n3

18
=
ξ3n3

18

hipergrafos Fano dois a dois disjuntos de hiperarestas em H. Para obtermos uma

cota superior para |C1|, perceba que existem no máximo r|L(v)| maneiras de colorir

as hiperarestas incidentes a v e que existem no máximo Q|T | maneiras de colorir

os hipergrafos Fano em H que contêm algum trio 3-colorido (f1, f2, f3) de T (v).

Por fim, existem no máximo r|E(H)|−4|T |−|L(v)| maneiras de colorir as hiperarestas

restantes de H. Com isso,

|C1| ≤ r|L(v)|Q|T |r|E(H)|−4|T |−|L(v)| ≤ (18r3)|T |r|E(H)|−4|T |.

Note que o lado direito dessa desigualdade cresce à medida que |T |

decresce. Uma vez que |T | ≥ ξ3n3/18, vale que

|C1| ≤ (18r3)ξ
3n3/18r|E(H)|−4ξ3n3/18

(4.9)

≤ 18ξ
3n3/18rn

2

r|E(Bn)|+δn3−ξ3n3/18

n�0

≤ 20ξ
3n3/18r|E(Bn)|+δn3−ξ3n3/18 (4.11)

(4.4)

≤ 20ξ
3n3/18 · r|E(Bn)|+ξ3n3/36−ξ3n3/18

=
(
rlogr 20

)ξ3n3/18
r|E(Bn)|−ξ3n3/36

= r|E(Bn)|+ ξ3

18 (logr 20− 1
2)n3

(4.6),n�0

≤ r|E(Bn)|−1. (4.12)

Agora, lidaremos com a classe C2 = C \ C1 das colorações de C que

satisfazem |A1 ∪ A2| ∈ {1, 2} e |Jz| < 4
√
ξn2 para qualquer z ∈ [2]. Pela nossa

cota para |C1|, temos que

|C2| = |C| − |C1| ≥ r|E(Bn)|+m − r|E(Bn)|−1 ≥ r|E(Bn)|+m−1. (4.13)
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Calcularemos uma cota superior para o número de colorações das

hiperarestas incidentes a v que podem ser estendidas a uma coloração de C2.

Pela definição de C2, em toda classe, existem no máximo 4
√
ξn2 ares-

tas assumindo cores que são raras com respeito a ambas as classes. Primeiramente,

escolhemos, de no máximo r2 maneiras, no máximo duas cores para serem abun-

dantes com respeito a alguma classe. Em qualquer classe, existem no máximo(
n2

4
√
ξn2

)
maneiras de escolher hiperarestas assumindo cores que são raras com res-

peito a ambas as classes. Existem no máximo r2·4
√
ξn2

maneiras de colorir essas

hiperarestas. Temos no máximo r|W1||W2| maneiras de colorir hiperarestas contendo

v e um vértice de cada classe. Por fim, qualquer outra hiperaresta contendo v deve

assumir uma cor que é abundante com respeito a alguma classe, de forma que te-

mos no máximo 2|L(v)|−2·4
√
ξn2−|W1||W2| maneiras de colorir as hiperarestas restantes

de L(v). Com isso, o número de colorações das hiperarestas incidentes a v que

podem ser estendidas a uma coloração de C2 é, para n suficientemente grande, no

máximo

r2

(
n2

4
√
ξn2

)2

r2·4
√
ξn2

r|W1||W2|2|L(v)|−2·4
√
ξn2−|W1||W2|

(3.1)

≤ 22h(4
√
ξ)n2+|L(v)|−8

√
ξn2−|W1||W2|r8

√
ξn2+|W1||W2|+2

= r(logr 2)(2h(4
√
ξ)n2+|L(v)|−8

√
ξn2−|W1||W2|)+8

√
ξn2+|W1||W2|+2

|L(v)|≤n2

≤ r(logr 2)(2h(4
√
ξ)n2+n2−8

√
ξn2−|W1||W2|)+8

√
ξn2+|W1||W2|+2

= r(logr 2)(2h(4
√
ξ)n2+n2−8

√
ξn2)+8

√
ξn2+(1−logr 2)|W1||W2|+2

|W1||W2|≤n2/4

≤ r(logr 2)(2h(4
√
ξ)n2+n2−8

√
ξn2)+8

√
ξn2+(1−logr 2)n

2

4
+2

= r[(logr 2)(2h(4
√
ξ)−8

√
ξ+ 3

4)+8
√
ξ+ 1

4 ]n2+2

(4.8)

≤ r
35
100

n2+2

n�0

≤ r
36
100

n2

. (4.14)
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Considerando H ′ = H − v, obtemos que o número de r-colorações de

H ′ livres de (Fano, PA) é pelo menos

|C2|
r

36
100

n2
≥ r|E(Bn)|+m−1

r
36
100

n2
= r|E(Bn)|+m−1− 36

100
n2

.

n�0

≥ r|E(Bn)|+m−1− 3n2

8
+n− 5

8
+2 (4.15)

(4.1)

≥ r|E(Bn)|+m−|E(Bn)|+|E(Bn−1)|+1

= r|E(Bn−1)|+m+1,

o que conclui a demonstração da Afirmação 4.2.2 para hipergrafosH que satisfazem

as hipóteses do Caso 1.

Caso 2. Para quaisquer z ∈ [2] e v ∈ Wz, vale que |L(v) ∩
(
Wz

2

)
| ≤ γn2.

Como H 6= Bn, existe uma hiperaresta e = {v1, v2, v3} com todos

os vértices na mesma classe. Sem perda de generalidade, suponha que e ⊆ W2.

Seja L o grafo com conjunto de vértices V (L) = V (H) e conjunto de arestas

L =
⋂3
i=1 L(vi)∩

(
W1

2

)
. Note que o número |L| de arestas em L é pelo menos

(|W1|
2

)
menos o número de pares de vértices em W1 que não formam uma hiperaresta com

vi, para i ∈ [3]. Como |L(vi) ∩
(
W2

2

)
| ≤ γn2 e δ(H) ≥ δ(Bn) ≥ 3n2/8 − n, temos

que ∣∣∣∣L(vi) ∩
(
W1

2

)∣∣∣∣ ≥ 3n2/8− n− γn2 − |W1||W2|.

Portanto no máximo (
|W1|

2

)
− 3n2/8 + γn2 + |W1||W2|+ n

elementos de
(
W1

2

)
não formam hiperaresta com vi, o que nos garante que

|L| ≥
(
|W1|

2

)
− 3

((
|W1|

2

)
− 3n2/8 + γn2 + |W1||W2|+ n

)
=

9

8
n2 − 2

(
|W1|

2

)
− 3|W1||W2| − 3γn2 − 3n

≥ 9

8
n2 − |W1|2 − 3|W1||W2| − 3γn2 − 3n.
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Afirmação 4.2.4. Existem pelo menos

1

6

[
2− 240γ

80

]
n2

cópias duas a duas disjuntas por aresta do grafo completo K4 em L.

Demonstração. Pelo Teorema de Turán, um grafo com |W1| vértices e mais do que(
3

2

)(
|W1|

3

)2

=
|W1|2

3

arestas contém uma cópia de K4. Por esse motivo, se |L| > |W1|2/3, então existe

uma cópia de K4 em L. Removendo as seis arestas dessa cópia de K4, se |L| − 6

ainda é maior do que |W1|2/3, então existe uma outra cópia de K4 em L que é

disjunta por arestas da primeira, e mantendo esse racioćınio nós encontramos pelo

menos

1

6

[
|L| − |W1|2

3

]
≥ 1

6

[
9

8
n2 − |W1|2 − 3|W1||W2| − 3γn2 − 3n− |W1|2

3

]
grafos completos K4 mutuamente disjuntos por arestas em L.

Como |W1|+ |W2| = n e (4.10) vale, temos que 4|W1|2/3 + 3|W1||W2|

é mı́nimo para |W1| = n/2 + 2
√
δn e |W2| = n/2− 2

√
δn, ou seja,

4

3
|W1|2 + 3|W1||W2|+ 3n

n�0

≤

[
4

3

(
1

2
+ 2
√
δ

)2

+ 3

(
1

4
− 4δ

)]
n2 + 3n

δ<1/4002

≤ 11

10
n2. (4.16)

Assim, existem pelo menos

1

6

[
|L| − |W1|2

3

]
≥ 1

6

[
9

8
− 11

10
− 3γ

]
n2

=
1

6

[
2− 240γ

80

]
n2

cópias duas a duas disjuntas por aresta de grafos completos K4 em L.
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SejamK1, . . . , Kq as cópias duas a duas disjuntas por aresta dos grafos

K4 em L da Afirmação 4.2.4 onde

q ≥ 1

6

[
2− 240γ

80

]
n2. (4.17)

Já que E(Kj) ⊆ L para todo j ∈ [q], Cada Kj forma uma cópia de Fano com a

hiperaresta e (ver figura abaixo).

Figura 4.2: Gerando Fano a partir do K4, onde e = {3, 4, 5}.

Por simplicidade, considere que cada coloração das arestas do K4 in-

duz naturalmente uma coloração de Fano. Fixando uma cor para e, e evitando

cópias arco-́ıris de Fano em H, podemos colorir as seis hiperarestas que correspon-

dem às arestas de Kj de no máximo 6r5 +
(

6
2

)
rr4 = 21r5 maneiras.

Considere H ′ = H − {e}. Seja Ee o conjunto de hiperarestas de

H que contêm pelo menos um vértice de e = {v1, v2, v3}. Obviamente, |Ee| ≤

3γn2 + 3
(|W1|

2

)
+ 3|W1||W2|. Pelas nossas hipóteses de que |BI,W(H)| ≤ δn3 e

|E(H)| ≥ |E(Bn)|, vale, para n suficientemente grande, que

|Ee| ≤ 3

(
|W1|

2

)
+ 3|W1||W2|+ 3γn2

(4.10)

≤ 9

2

(
1

2
+ 2
√
δ

)2

n2 + 3γn2.
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Porém, isso é igual a

9

8
n2 + (9

√
δ + 18δ)n2 + 3γn2

(4.4)

≤ 9

8
n2 + 4γn2

n�0

≤
(

3

8
n2 − n

)
+

(
3

8
(n− 1)2 − (n− 1)

)
+

(
3

8
(n− 2)2 − (n− 2)

)
+ 5γn2 (4.18)

δ(Bn)≥3n2/8−n
≤ δ(Bn) + δ(Bn−1) + δ(Bn−2) + 5γn2

= |E(Bn)| − |E(Bn−3)|+ 5γn2,

o que implica em

|E(Bn)| − |Ee| ≥ |E(Bn−3)| − 5γn2.

As hiperarestas de Ee podem ser coloridas de no máximo

r|Ee|
(

21r5

r6

)q
= 21qr|Ee|−q

maneiras.

Consequentemente, o número de r-colorações deH ′ livres de (Fano, PA),

para n suficientemente grande, vale pelo menos

r|E(Bn)|+m

21qr|Ee|−q
= 21−qr|E(Bn)|+m−|Ee|+q ≥ r|E(Bn−3)|+m−5γn2+q(1−logr 21)

(4.17)

≥ r|E(Bn−3)|+m−5γn2+ 1
6 [ 2−240γ

80 ]n2(1−logr 21)

(4.7),n�0

≥ r|E(Bn−3)|+m+1, (4.19)

o que conclui a demonstração do Caso 2, finalizando a prova da Afirmação 4.2.2 e

consequentemente do Teorema 1.8.1.
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4.3 Demonstração do Lema 4.1.1

Demonstração do Lema 4.1.1. Suponhamos que |W1| = a e |W2| = n − a. Sem

perda de generalidade, considere 1 ≤ a ≤ n− a. Assim,

a

(
n− a

2

)
+ (n− a)

(
a

2

)
≥ n3

8
− n2

4
− n

8
+

1

4
− δn3

⇔ an2 − 2an− a2n+ 2a2 ≥ n3

4
− n2

2
− n

4
− 2δn3.

Como 2a ≤ n, isso implica que

an2 − 2an− a2n+ an ≥ n3

4
− n2

2
− n

4
− 2δn3

⇔ a2 − an+
n2

4
− n

2
− 1

4
+ a− 2δn2 ≤ 0.

Uma vez que n ≥ 1/(4δ), vale que 2n2δ ≥ n/2, logo 2n2δ ≥ n/2 + 1/4 − a. Com

isso,

a2 − an+
n2

4
− 4δn2 ≤ 0

⇔ (a− n

2
+ 2n

√
δ)(a− n

2
− 2n

√
δ) ≤ 0

⇔ n

2
− 2n

√
δ ≤ a ≤ n

2
+ 2n

√
δ,

o que implica em

n

2
− 2n

√
δ ≤ min{|W1|, |W2|} ≤ max{|W1|, |W2|} ≤

n

2
+ 2n

√
δ.
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5 HIPERGRAFO EXTREMAL PARA K
(k)
`+1

ARCO-́IRIS

O presente caṕıtulo é dedicado a demonstrar o Teorema 1.8.2. Nessa

demonstração, combinamos as ideias utilizadas em [28] e [35]. Assim como acontece

nesses dois artigos, utilizamos um resultado de estabilidade para colorações para

K
(k)
`+1, que é o Lema 1.8.6. Tal como em [28], nessa estabilidade para colorações o

número mı́nimo de cores depende apenas de ` e k. A demonstração do Lema 1.8.6

encontra-se na Seção 5.2.

5.1 Demonstração do resultado exato para K
(k)
`+1 arco-́ıris

Agora demonstraremos o Teorema 1.8.2. Repetimos seu enunciado.

Teorema 1.8.2. Sejam ` ≥ k ≥ 2. Existe r0 tal que para todo r ≥ r0 vale o

seguinte. Existe n1 tal que todo hipergrafo k-uniforme H com n ≥ n1 vértices sa-

tisfaz c
r,K

(k)
`+1,PA

(H) ≤ rt
(k)
` (n). Além disso, somente hipergrafos isomorfos a T

(k)
` (n)

atingem igualdade.

Demonstração. Iniciamos a prova determinando algumas constantes que serão uti-

lizadas durante a demonstração. Apesar de algumas escolhas poderem facilmente

ser substitúıdas por valores mais simples, mantivemos a forma como estão escritas

para facilitar a verificação das desigualdades durante a prova.

Dados ` ≥ k ≥ 2 e i ∈ {` − 1, `, ` + 1}, considere ei = |E(K
(k)
i )| e

vi = |V (K
(k)
i )|. Seja r0 = r0(`, k) do Lema 1.8.6 e seja r satisfazendo

r > max

{
r0, (2`+ e`−1)4, e4

`+1, `

32(`−1)`k−1

(k−1)(`−1
k−1) , (2`)8

}
. (5.1)
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Além disso, considere γ = γ(r) > 0 satisfazendo

γ < min

{
1

24

k − 1

2(`− 1)

(
`− 1

k − 1

)(
1

`

)k−1

,
1

8r

}
. (5.2)

Considere ξ < γ, pequeno o suficiente para satisfazer (5.32), para satisfazer

h(
√
ξ) <

1

2r
, (5.3)

e satisfazendo

ξ <

(
γ

4
(
`−1
k−1

)(
`−1
k−2

)
r

)2

. (5.4)

Considere agora as seguintes contantes que dependem apenas de ` e k.

c1 =
1

3k+`−3``+3k−54
[(
k+`−2
k−1

)
+
(

`
k−1

)] , (5.5)

c2 =
1

2v`!e2
` [4(`3!)]v`

, (5.6)

c3 =
1

2v`−1!e2
`−1[4(`3!)]v`−1

. (5.7)

Seja δ um número positivo que satisfaz

δ < min

{
c1

2
γ,
c2

4
ξv` ,

c3

4
ξv`−1 ,

[(
1− 1

`

)
1

`2

]k}
, (5.8)

δ <

((2(`−1
k−1

)
− 1

4
γ
(
`−2
k−2

)) (
1
`

)k−1

2
(
`−1
k−1

)
− 1

2
γ
(
`−2
k−2

) ) 1
k−1

− 1

`

 1

`2

k , (5.9)

e no caso particular em que ` > k, a constante δ ainda satisfaz

δ <



 2`−k−1

2(`−1)

(
`−1
k−1

) (
1
`

)k−1(
`−2
k−1

)
 1

k−1

− 1

`

 1

`2


k

. (5.10)

Seja n0 = n0(r, δ) do Lema 1.8.6. Considere n1 > n0 suficientemente

grande para satisfazer as desigualdades (5.15), (5.17), (5.18), (5.22), (5.23), (5.24),
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(5.27), (5.28), (5.32) e (5.33) (tais desigualdades estão sinalizadas com n� 0). Fi-

nalmente, considere n ≥ n1. A demonstração é por contradição. Seja H 6= T
(k)
` (n)

um hipergrafo k-uniforme com n vértices que satisfaz c
r,K

(k)
`+1,PA

(H) ≥ rt
(k)
` (n)+m,

com m ≥ 0.

Mostraremos que existe um sub-hipergrafo induzido H ′ de H, com

n′ ≥ n − k vértices para o qual c
r,K

(k)
`+1,PA

(H ′) ≥ rt
(k)
` (n)+m+1. Se aplicarmos esse

resultado de forma indutiva, chegaremos a um sub-hipergrafo H0, com N vértices,

satisfazendo c
r,K

(k)
`+1,PA

(H0) ≥ r(
N
k)+1, o que é imposśıvel, pois o número de hipera-

restas desse hipergrafo não comporta tamanha quantidade de colorações.

Uma vez que qualquer r-coloração de T
(k)
` (n) é livre de (K

(k)
`+1, PA),

temos que |E(H)| ≥ |E(T
(k)
` (n))|.

Se o grau mı́nimo δ(H) de H satisfaz δ(H) < δ(T
(k)
` (n)), então seja v

um vértice de H que possui esse grau mı́nimo. Considere o hipergrafo H ′ = H−{v}

que é um sub-hipergrafo de H. Assim,

c
r,K

(k)
`+1,PA

(H ′) ≥
c
r,K

(k)
`+1,PA

(H)

rδ(H)
≥ rt

(k)
` (n)+m

rδ(H)
= rt

(k)
` (n)+m−δ(H)

≥ r
t
(k)
` (n)+m−δ

(
T

(k)
` (n)

)
+1

= rt
(k)
` (n−1)+m+1,

e H ′ é o sub-hipergrafo desejado. Portanto, para o restante da demonstração

assumiremos que δ(H) ≥ δ(T
(k)
` (n)).

SejaW = {W1, . . . ,W`} uma partição de V (H) que minimiza |BI,W(H)|

para I = (1(k), 0(`−k)). Pelo Lema 1.8.6 vale que

|BI,W(H)| ≤ δnk.

Antes de continuarmos com a demonstração, consideraremos algumas

notações. Chamamos as hiperarestas de E(H) \ BI,W(H) de ótimas com respeito
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a I e W . Dado um vértice v ∈ Wj, j ∈ [`], separamos o conjunto BI,W(H),

das hiperarestas ruins com respeito a I e W , em dois conjuntos disjuntos. A

ideia é separar, das hiperarestas ruins, aquelas que são “ótimas no link de v”. Seja

ED(v) = {e ∈ E(H) : v ∈ e; |e∩Wj| = 2;∀i ∈ [`]\{j}, |e∩Wi| ≤ 1} o conjunto das

hiperarestas defeituosas de H com relação a v eW e seja EP (v) = {e ∈ E(H) : v ∈

e e |e ∩Wj| ≥ 3} ∪ {e ∈ E(H) : v ∈ e e ∃i ∈ [`] \ {j} : |e ∩Wi| ≥ 2} o conjunto

das hiperarestas péssimas de H com respeito a v eW . Ainda, considere ED(H) =⋃
v∈V ED(v) e EP (H) =

⋃
v∈V EP (v) o conjunto das hiperarestas defeituosas e

péssimas de H, respectivamente. Note que

E(H) = [E(H) \BI,W(H)] ∪ ED(H) ∪ EP (H).

Ainda, dizemos que uma hiperaresta ótima que contém v ∈ Wj é ótima com

respeito a v e Wj.

Note que, no link de v, as hiperarestas defeituosas são “ótimas”, pois

contêm no máximo um vértice de cada classe.

Nós consideramos três casos.

Caso 1. Existe um vértice v contido em pelo menos γnk−1 hiperarestas péssimas

com respeito a v e W .

Caso 2. Todo vértice z de H está contido em no máximo γnk−1 hiperarestas

péssimas com respeito a z e W e existe um vértice v contido em pelo

menos γnk−1 hiperarestas defeituosas com respeito a v e W .

Caso 3. Todo vértice z de H está contido em no máximo γnk−1 hiperares-

tas péssimas com respeito a z e W e no máximo γnk−1 hiperarestas

defeituosas com respeito a z e W .
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Caso 1. Sem perda de generalidade, assumimos v ∈ W1. O seguinte lema pode ser

visto em [35] (Lema 4).

Afirmação 5.1.2. Sob as hipóteses do Caso 1, existem

m ≥ γn[
2
((
k+`−2
k−1

)
−
(

`
k−1

))] ,
hiperarestas e1, . . . , em ∈ E(H), duas a duas distintas e contendo v, e uma famı́lia

F de sub-hipergrafos K
(k)
`+1 em H com as seguintes propriedades.

(a) F = F1 ∪ · · · ∪ Fm,

(b) |F| ≥ c1γn
k, onde c1 = c1(k, `) > 0 está definido em (5.5),

(c) para todo F1 ∈ Fs e F2 ∈ Ft, com t 6= s, vale que E(F1)∩E(F2) = ∅,

e

(d) para todo s ∈ [m] e quaisquer F1, F2 ∈ Fs, vale que E(F1) ∩ E(F2) =

{es}.

Na afirmação acima, a hiperaresta es é chamada de hiperaresta comum

de Fs. Pela Afirmação 5.1.2(b), sabemos que

|F| ≥ c1γn
k. (5.11)

Encontraremos agora uma cota superior para c
r,K

(k)
`+1,PA

(H). Para al-

gum s ∈ [m], escolhemos a cor de es. Para evitar cópia arco-́ıris de K
(k)
`+1 em H,

cada K
(k)
`+1 ∈ Fs pode ser colorido de no máximo

Q = (e`+1 − 1)re`+1−2 + r

(
e`+1 − 1

2

)
re`+1−3

≤
(
e`+1 − 1 + (e`+1 − 1)2

)
re`+1−2

≤ e2
`+1r

e`+1−2 (5.12)
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maneiras (escolhemos uma hiperaresta diferente de es para assumir a mesma cor

de es e colorimos as hiperarestas restantes livremente, ou colorimos com alguma

mesma cor duas hiperarestas diferentes de es e então colorimos as hiperarestas

restantes livremente). Assim,

c
r,K

(k)
`+1,PA

(H)
Lema 1.8.6

≤ rex(n,K
(k)
`+1)+δnk−(e`+1−1)·|F| ·Q|F|

(5.12)

≤ rex(n,K
(k)
`+1)+δnk−(e`+1−1)·|F| ·

(
e2
`+1r

e`+1−2
)|F|

= e
2|F|
`+1 · r

ex(n,K
(k)
`+1)+δnk−|F|

(5.1)

≤ rex(n,K
(k)
`+1)+δnk−|F|/2

|F|≥c1γnk

≤ rex(n,K
(k)
`+1)+δnk−c1γnk/2

(5.8)
< rex(n,K

(k)
`+1),

o que é uma contradição.

Caso 2. Pela hipótese deste caso, seja v, sem perda de generalidade v ∈ W1, o

vértice tal que |ED(v)| ≥ γnk−1. Dada uma hiperaresta e ∈ E(H), com v ∈ e, se

para algum j ∈ [`] vale que (e \ {v})∩ (Wj \ {v}) 6= ∅, então dizemos que o vértice

v está conectado à classe Wj.

Para uma lista de vértices x1, . . . , xt ∈ V (H), uma r-coloração de

H livre de (K
(k)
`+1, PA), e uma cor α ∈ [r], seja Eα(x1, . . . , xt) o conjunto das

hiperarestas ótimas ou defeituosas de H que contêm x1, . . . , xt e assumem cor α

nessa coloração.

Para todo i ∈ [`], dizemos que uma cor α é abundante com respeito

a um vértice v e a uma classe Wi se existe um conjunto Ai ⊆ Wi de tamanho

|Ai| ≥
√
ξn tal que para todo vértice w ∈ Ai vale que |Eα(w, v)| ≥

√
ξnk−2, caso

contrário a cor α é dita rara com respeito a v e Wi. Note que aqui os conceitos de

cor abundante e rara não são os mesmos utilizados no Caṕıtulo 4.
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Seja C o conjunto das r-colorações livres de (K
(k)
`+1, PA) de H. Para

uma coloração ∆(H) ∈ C, seja a(∆) = a ≤ ` o maior número inteiro satis-

fazendo que existem a ı́ndices q1, . . . , qa, dois a dois distintos, e um conjunto

Ca = {α1, . . . , αa} de a cores duas a duas distintas, tais que para qualquer i ∈ [a],

αi é abundante com respeito a classe Wqi . Sem perda de generalidade, para uma

coloração ∆ ∈ C assumiremos que qi = i para todo i ∈ [a].

Agora, particionamos o conjunto C em dois conjuntos disjuntos C1 e

C2 = C \ C1. Seja C1 o conjunto das colorações ∆ de C para as quais a(∆) = `.

Afirmação 5.1.3. Seja ∆ ∈ C1 uma r-coloração tal que a cor αi ∈ [r] é abundante

com respeito a Vi, onde α1, . . . , α` são dois a dois distintos. Para todo i ∈ [`],

existem um conjunto Si ⊆ Vi \ {v} e vértices wi1, . . . , w
i
k−2 ∈ V \ {v}, dois a dois

distintos, com as seguintes propriedades.

(a) Para todo i ∈ [`], |Si| = ξn/2 (possivelmente ajustando o valor de ξ

para garantir divisibilidade).

(b) Os conjuntos {wi1, . . . , wik−2} são dois a dois disjuntos e são disjuntos

de
⋃
j∈[`] Si.

(c) Para todo i ∈ [`] e w ∈ Si, o conjunto {v, w, wi1, . . . , wik−2} é uma

hiperaresta de H assumindo cor ∆(e) = αi.

Demonstração. Para uma coloração ∆ ∈ C1, considere A1, . . . , A` os conjuntos da

definição de a(∆) = `. Para todo i ∈ [`], seja

Ui =
⋃
w∈Ai

Eαi(w, v).

Note que para todo i ∈ [`] e quaisquer w,w′ ∈ Ai, com w 6= w′, vale que

Eαi(w, v) ∩ Eαi(w′, v) = ∅, pois apenas hiperarestas ótimas e defeituosas estão
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sendo consideradas nessas definições. Ainda, note que pela definição de C1, vale

que |Ui| ≥ ξnk−1 para todo i ∈ [`]. Considere o hipergrafo

Hv =

(
V,
⋃̀
i=1

Ui

)
.

Considere, para um (k−2)-conjunto Y de vértices e i ∈ [`], o conjunto

S∗i (Y ) = {z ∈ Ai : Y ∪ {z, v} ∈ Ui}. Seja T1 =
(
V
k−2

)
. Então vale que

ξnk−1 ≤ |U1| =
∑
Y ∈T1

|S∗1(Y )|. (5.13)

Como |T1| ≤ nk−2, então para pelo menos um conjunto Y1 = {w1
1, . . . , w

1
k−2}

temos que |S∗1(Y1)| ≥ ξn, caso contrário (5.13) seria falso. Agora, seja S1 ⊆ S∗1(Y1)

obtido de S∗1(Y1) pela remoção de vértices até que |S1| = ξn/2. Sejam T2 =
(
V \Y1
k−2

)
e U2(Y1) = {e ∈ U2 : e ∩ Y1 = ∅}. Uma vez que o número de hiperarestas de U2

que contêm algum vértice de Y1 é no máximo (k − 2)ξnk−2 temos que

ξnk−1 − (k − 2)ξnk−2 ≤ |U2(Y1)| ≤
∑
Y ∈T2

|S∗2(Y )|. (5.14)

Como |T2| ≤ nk−2, então para pelo menos um conjunto Y2 = {w2
1, . . . , w

2
k−2} vale

que |S∗2(Y1 ∪ Y2)| ≥ ξn/2, caso contrário teŕıamos

∑
Y ∈T2

|S∗2(Y )| ≤ ξ

2
nk−1 n�0

< ξnk−1 − (k − 2)ξnk−2, (5.15)

que é uma contradição com (5.14). Então obtemos S2 ⊆ S∗2(Y1 ∪ Y2) apenas

removendo vértices de S∗2(Y1 ∪ Y2) até que |S2| = ξn/2. Sucessivamente, para

i ∈ [`], sejam Ti =
(
V \(Y1∪···∪Yi−1)

k−2

)
e Ui(Y1 ∪ · · · ∪ Yi−1) = {e ∈ Ui : e ∩ (Y1 ∪ · · · ∪

Yi−1) = ∅}. Temos que

ξnk−1 − (i− 1)(k − 2)ξnk−2 ≤ |Ui(Y1 ∪ · · · ∪ Yi−1)| ≤
∑
Y ∈Ti

|S∗i (Y )|. (5.16)

87



Como |Ti| ≤ nk−2, então para pelo menos um conjunto Yi = {wi1, . . . , wik−2} vale

que |S∗i (Y1 ∪ · · · ∪ Yi−1)| ≥ ξn/2, caso contrário teŕıamos

∑
Y ∈Ti

|S∗i (Y )| ≤ ξ

2
nk−1 n�0

< ξnk−1 − (i− 1)(k − 2)ξnk−2, (5.17)

que é uma contradição com (5.16). Consideramos então Si ⊆ S∗i (Y1 ∪ · · · ∪ Yi−1)

obtido de S∗i (Y1 ∪ · · · ∪ Yi−1) apenas removendo vértices até que |Si| = ξn/2.

Note que para qualquer z ∈ Si, as hiperarestas {z, v, wi1, . . . , wik−2}

têm cor αi, i ∈ [`].

Para todo i ∈ [`], considere os conjuntos Si e os vértices wi1, . . . , w
i
k−2

dados pela Afirmação 5.1.3. Seja H[S1, . . . , S`] o hipergrafo obtido de H[S1 ∪

· · · ∪ S`] após a remoção de todas as hiperarestas ruins com respeito a v e algum

conjunto S1, . . . , S`. Note que para qualquer cópia de K
(k)
` em H[S1, . . . , S`] com

núcleo {w1, . . . , w`}, onde wi ∈ Si para todo i ∈ [`], encontramos uma cópia de

K
(k)
`+1 em H com núcleo {v, w1, . . . , w`} após adicionarmos as hiperarestas fi =

{v, wi, wi1, . . . , wik−2}, i ∈ [`] ao hipergrafo K
(k)
` (ver Figura 5.1).

Figura 5.1: De K
(k)
` para K

(k)
`+1.
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Para enfatizar que cada elemento do núcleo {w1, . . . , w`} de uma cópia

de K
(k)
` de H[S1, . . . , S`] vem de um conjunto Si diferente, nós o escrevemos como

uma upla (w1, . . . , w`) ∈ S1 × · · · × S`.

Afirmação 5.1.4. Existem pelo menos c2ξ
v`nk cópias duas a duas disjuntas por

hiperarestas de K
(k)
` em H.

Demonstração. Seja Kk(S1, . . . , S`) o hipergrafo k-uniforme `-partido completo in-

duzido por S1 ∪ · · · ∪ S`. Obteremos agora uma cota inferior para o número de

cópias de K
(k)
` em H[S1, . . . , S`], e portanto também em H, duas a duas disjun-

tas por hiperarestas. Para tal, primeiramente obteremos uma cota inferior para

o número total de cópias de K
(k)
` em Kk(S1, . . . , S`), e então subtrairemos desse

uma cota superior para o número de cópias de K
(k)
` que contêm alguma hiperaresta

em E(Kk(S1, . . . , S`)) \ E(H[S1, . . . , S`]). Finalmente, para cada cópia F encon-

trada dessa maneira, removeremos todas as cópias de K
(k)
` que possuem alguma

hiperaresta em comum com F .

Para obtermos uma cota inferior no número total de cópias K
(k)
` em

Kk(S1, . . . , S`), temos |S1| · · · |S`| = (ξn/2)` maneiras de escolher um núcleo S =

{w1, . . . , w`}. Para cada par {wi, wj} de vértices em S, escolhemos k−2 conjuntos

St1 , . . . , Stk−2
, onde i, j /∈ {t1, . . . , tk−2} e pegamos k − 2 vértices, um de cada

conjunto St1 \ {wt1}, . . . , Stk−2
\ {wtk−2

}. Suponha que, ao final do processo, nós

escolhemos, para cada i ∈ [`], exatamente ti vértices de Si\{wi}, onde t1+· · ·+t` =
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(
`
2

)
(k − 2) = v` − `. Assim, existem pelo menos(

|S1| − 1

t1

)
· · ·
(
|S`| − 1

t`

)

≥
(
ξn

2
−
(
`

2

)
(k − 2)

)(`2)(k−2)
(

1[(
`
2

)
(k − 2)

]
!

)(`2)(k−2)

≥
(

ξn

2(`3!)
− 1

`3!

(
`

2

)
(k − 2)

)(`2)(k−2)

n�0

≥
(

ξn

4(`3!)

)v`−`
(5.18)

maneiras de escolher os
(
`
2

)
(k− 2) vértices restantes. Como para cada hiperaresta

e ∈ E(Kk(S1, . . . , S`)) \E(H[S1, . . . , S`]) existem no máximo nv`−k cópias de K
(k)
`

em Kk(S1, . . . , S`) contendo e, e uma vez que

|E(Kk(S1, . . . , S`)) \ E(H[S1, . . . , S`])| ≤ δnk,

o número total de cópias de K
(k)
` em H[S1, . . . , S`] é pelo menos(
ξn

2

)`(
ξn

4(`3!)

)v`−`
− δnv` (5.19)

≥
(

ξv`

[4(`3!)]v`
− δ
)
nv`

(5.8)
>

(
ξv`

[4(`3!)]v`
− 1

4
c2ξ

v`

)
nv`

(5.6)
>

(
ξv`

[4(`3!)]v`
− 1

2

ξv`

[4(`3!)]v`

)
nv`

=

(
1

2

ξv`

[4(`3!)]v`

)
nv` . (5.20)

Uma vez que (5.19) é positivo, sabemos que existe uma cópia de

K
(k)
` em H[S1, . . . , S`]. Removendo suas e` hiperarestas e as hiperarestas das (no

máximo v`!e`n
v`−k) cópias de K

(k)
` que contêm alguma dessas hiperarestas, se o

valor em (5.19) menos v`!e
2
`n

v`−k ainda é positivo, então existe uma outra cópia
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de K
(k)
` em H[S1, . . . , S`] que é disjunta por hiperaresta da primeira cópia. Assim,

o número de cópias duas a duas disjuntas por hiperaresta do hipergrafo K
(k)
` em

H[S1, . . . , S`], e portanto em H, é pelo menos

1

v`!e2
`n

v`−k

(
1

2

ξv`

[4(`3!)]v`

)
nv`

(5.6)
= c2ξ

v`nk,

como queŕıamos.

Obteremos agora uma cota superior para |C1|. Seja E(v) o conjunto

das hiperarestas de H que contêm v. Para construir colorações de C1, primeiro

colorimos as hiperarestas de E(v) e então restringimos o número de maneiras

de colorir as hiperarestas restantes para evitar cópia arco-́ıris de K
(k)
`+1. Existem

no máximo r|E(v)| maneiras de colorir as hiperarestas de E(v). Como estamos

contando colorações de C1, sabemos que existem pelo menos c2ξ
v`nk cópias duas

a duas disjuntas de K
(k)
` em H que, junto com (f1, . . . , f`), formam uma cópia de

K
(k)
`+1 em H. Uma vez que em uma coloração de C1, a upla (f1, . . . , f`) está colorida

no padrão arco-́ıris, para evitar cópia arco-́ıris de K
(k)
`+1 podemos encontrar uma

cota superior para o número de maneiras de colorir as hiperarestas de cada cópia

K
(k)
` . Seja [r]c = r!/(r − c)! para todo inteiro c ≥ 1. O número de maneiras de

colorir as hiperarestas restantes de uma tal cópia de K
(k)
`+1 é no máximo

(re` − [r − `]e`)
c2ξ

v`nk .

Utilizando a igualdade binomial

(a+ b)c =
c∑
i=0

(
c

i

)
ac−ibi, (5.21)
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obtemos que

re` − [r − `]e` ≤ re` − (r − (`+ e`))
e`

(5.21)
= re` −

e∑̀
i=0

(
e`
i

)
(−1)ire`−i(`+ e`)

i

=

e∑̀
i=1

(
e`
i

)
(−1)i+1re`−i(`+ e`)

i.

Como r > e4
` , vale que para todo i ∈ [e`],

r ≥ e` − i
i+ 1

(`+ e`),

o que implica que(
e`
i

)
re`−i(`+ e`)

i ≥
(

e`
i+ 1

)
re`−i−1(`+ e`)

i+1.

Assim, o termo
(
e`
i

)
(−1)i+1re`−i(`+e`)

i na soma acima é máximo em valor absoluto

para i = 1. Além disso, se consideramos que a soma alterna em parcelas positivas

e negativas, a soma da segunda com a terceira parcela é não-positiva, bem como

a soma da quarta com a quinta parcela, e assim por diante. Logo, se e` é ı́mpar,

então
e∑̀
i=1

(
e`
i

)
(−1)i+1re`−i(`+ e`)

i ≤ e`r
e`−1(`+ e`).

Se e` é par, então a última parcela é não-positiva, e devido a isso também é válido

que
e∑̀
i=1

(
e`
i

)
(−1)i+1re`−i(`+ e`)

i ≤ e`r
e`−1(`+ e`).

Assim,

re` − [r − `]e` ≤ e` · (`+ e`) · re`−1 ≤ (`+ e`)
2 · re`−1.

Portanto

(re` − [r − `]e`)
c2ξ

v`nk ≤
(
(`+ e`)

2re`−1
)c2ξv`nk

=
(
rlogr((`+e`)

2)+e`−1
)c2ξv`nk

(5.1)
<

(
re`−

1
2

)c2ξv`nk
.
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As demais hiperarestas de H podem ser coloridas livremente, e exis-

tem no máximo

|E(H)| − c2ξ
v`nke` − |E(v)|

≤ ex(n,K
(k)
`+1) + δnk − c2ξ

v`nke` − |E(v)|

hiperarestas restantes. Com isso, temos que

|C1| ≤ r|E(v)|
(
rc2ξ

v`nk(e`− 1
2

)
)
rex(n,K

(k)
`+1)+δnk−c2ξv`nke`−|E(v)|

= rex(n,K
(k)
`+1)− 1

2
c2ξ

v`nk+δnk

(5.8)
< rex(n,K

(k)
`+1)− 1

4
c2ξ

v`nk

n�0

≤ rex(n,K
(k)
`+1)−1. (5.22)

Como C = C1 ∪ C2, vale que

|C2| = |C| − |C1| ≥ rex(n,K
(k)
`+1)+m − rex(n,K

(k)
`+1)−1 ≥ rex(n,K

(k)
`+1)+m−1.

Agora, obteremos uma cota superior para o número de colorações de

C2 restritas às hiperarestas de E(v). Para tal, o seguinte resultado auxiliar será

provado.

Afirmação 5.1.5. Em toda coloração de C2 restrita a E(v), existem dois ı́ndices

f, g ∈ [`] tais que no máximo ` cores são abundantes com respeito a v e Wf e no

máximo ` cores são abundantes com respeito a v e Wg.

Note que a existência de um desses ı́ndices mencionados na afirmação

acima segue diretamente da definição de C2. Para provarmos a Afirmação 5.1.5,

seja

γ′ =
γ

2
(
`−1
k−1

)(
`−1
k−2

) ,
e considere o seguinte lema de [35] (Lema 6).
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Lema 5.1.6. Seja ` ≥ 2 um inteiro. Considere W = {W1, . . . ,W`} uma partição

de V (H) que minimiza |BI,W(H)|. Se existe um vértice v tal que |ED(v)| ≥ γnk−1,

então para todo i ∈ [`], existem pelo menos γ′nk−1 hiperarestas ótimas ou defeitu-

osas contendo v e interceptando a classe Wi.

Demonstração da Afirmação 5.1.5. Considere uma coloração ∆ de C2. Seja A =

{q1, . . . , qa} uma escolha de ı́ndices e Ca = {α1, . . . , αa} um conjunto de cores

abundantes da definição de a(∆). Uma vez que essa coloração pertence a C2,

temos que a ≤ `− 1, o que significa que existe um ı́ndice g ∈ [`] \ A tal que toda

cor que é abundante com respeito a v e Wg pertence a Ca. Assim, g é um dos

ı́ndices desejados.

Mostraremos que deve existir pelo menos uma cor abundante com

respeito a v e Wg. Se toda cor for rara com respeito a v e Wg, então o número de

hiperarestas ótimas ou defeituosas que contêm v e intersectam Wg é no máximo

r
(√

ξn · nk−2 + (|Wg| −
√
ξn)
√
ξnk−2

)
,

pois para cada cor i ∈ [r], vale que para no máximo
√
ξn vértices u de Wg existem

mais do que
√
ξnk−2 < nk−2 hiperarestas contendo u e assumindo cor i, e para os

demais (|Wg| −
√
ξn) vértices u de Wg, existem no máximo

√
ξnk−2 hiperarestas

u vértice e assumindo cor i. Contudo,

r
(√

ξn · nk−2 + (|Wg| −
√
ξn)
√
ξnk−2

)
≤ r

(√
ξnk−1 + |Wg|

√
ξnk−2

)
Lema 2.1.5

≤ r

(√
ξnk−1 +

(
1

`
+ `2δ1/k

)√
ξnk−1

)
= r

(
1 +

(
1

`
+ `2δ1/k

))√
ξnk−1

(5.8)
< 2r

√
ξnk−1

(5.4)
< γ′nk−1,
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o que contradiz o Lema 5.1.6.

Assim, existe uma cor α que é abundante com respeito a v e Wg.

Como essa cor α deve ser igual a alguma cor de Ca, seja f ∈ [a] o ı́ndice de

[a] \ {g} para o qual α = αf . Se mais do que ` cores são abundantes com respeito

a v e Wf , então existe uma cor β /∈ Ca que é abundante com respeito a v e Wf .

Logo, a não é máximo, pois consideramos A′ = A ∪ {g} e C ′a = Ca ∪ {β}, onde

β é a cor abundante para Wf e αf = α é a cor abundante para Wg, o que é uma

contradição. Logo, no máximo ` cores são abundantes com respeito a v e Wf , e

portanto f é o nosso segundo ı́ndice desejado.

Agora, obteremos uma cota superior para o número de colorações

de C2 restritas às hiperarestas ótimas ou defeituosas de E(v). Sejam f, g os

ı́ndices da Afirmação 5.1.5. Com os mesmos cálculos feitos na demonstração da

Afirmação 5.1.5, obtemos que existem no máximo γ′nk−1 hiperarestas contendo v,

interceptando Wf e assumindo cor rara com respeito a v e Wf . O mesmo é obtido

para Vg. Existem no máximo(
nk−1

2γ′nk−1

)
≤ 2h(2γ′)nk−1

maneiras de escolher essas hiperarestas que assumem cor rara e interceptam Wf ou

Wg. Uma cota superior para o número de clorações dessas hiperarestas é r2γ′nk−1
.

Consideraremos agora os casos 1 ∈ {f, g} e 1 /∈ {f, g} (lembre que

estamos supondo v ∈ W1).

Se 1 ∈ {f, g}, então nesse caso não existem hiperarestas defeituosas

que contêm v e não interceptam W1 e existem no máximo(
`− 2

k − 1

)(
1

`
+ `2δ1/k

)k−1

nk−1

hiperarestas ótimas que contêm v e não interceptam Wf nem Wg.
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Se 1 /∈ {f, g} e ` = k, não existem hiperarestas ótimas ou defeituosas

que não interceptam Wf nem Wg. Para ` > k, usando a Afirmação 2.1.5, temos

que existem no máximo

(
`− 3

k − 1

)(
1

`
+ `2δ1/k

)k−1

nk−1

hiperarestas ótimas que contêm v e não interceptam Wf nem Wg, e existem no

máximo (
`− 3

k − 2

)(
1

`
+ `2δ1/k

)k−1

nk−1

hiperarestas defeituosas que contêm v e não interceptam Wf nem Wg. Ao todo,

existem no máximo

((
`− 3

k − 1

)
+

(
`− 3

k − 2

))(
1

`
+ `2δ1/k

)k−1

nk−1

=

(
`− 2

k − 1

)(
1

`
+ `2δ1/k

)k−1

nk−1

hiperarestas ótimas ou defeituosas que contêm v e não interceptam Wf nem Wg

para ` > k (aqui é posśıvel perceber que esse número de fato é igual a zero no caso

` = k).

Todas as demais hiperarestas ótimas ou defeituosas podem ser colo-

ridas com no máximo r cores. Uma vez que não estamos no Caso 1, existem no

máximo rγn
k−1

maneiras de colorir as hiperarestas péssimas. Existem no máximo

`2 maneiras de escolher dois ı́ndices f e g e no máximo r2` maneiras de escolher

a < ` cores para cada classe Wf , Wg para serem abundantes com respeito a essas

classes. Ainda, existem no máximo 2nk−1 hiperarestas interceptando Wf ou Wg

para assumirem cor abundante.
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Portanto, o número de colorações de C2 restritas às hiperarestas de

E(v) é no máximo

rγn
k−1

`2r2``2nk−1

2h(2γ′)nk−1

r2γ′nk−1

r(
`−2
k−1)(

1
`
+`2δ1/k)

k−1
nk−1

.

n�0
< rγn

k−1

`2nk−1

`2h(2γ′)nk−1

r2γ′nk−1

r(
`−2
k−1)(

1
`
+`2δ1/k)

k−1
nk−1−2. (5.23)

γ′<γ
< `(2h(2γ)+2)nk−1

r

[
3γ+(`−2

k−1)(
1
`
+`2δ1/k)

k−1
]
nk−1−2

h(γ)≤1

≤ `4nk−1

r

[
3γ+(`−2

k−1)(
1
`
+`2δ1/k)

k−1
]
nk−1−2

.

Escrevendo ` = rlogr(`), obtemos que o número acima é igual a

r

[
4 logr(`)+3γ+(`−2

k−1)(
1
`
+`2δ1/k)

k−1
]
nk−1−2

(5.10)
< r

[
4 logr(`)+3γ+ 2`−k−1

2(`−1) (`−1
k−1)(

1
` )
k−1

]
nk−1−2

(5.2)
< r

[
4 logr(`)+

1
4

k−1
2(`−1)(

`−1
k−1)(

1
` )
k−1

+ 2`−k−1
2(`−1) (`−1

k−1)(
1
` )
k−1

]
nk−1−2

(5.1)
< r

[
1
4

k−1
2(`−1)(

`−1
k−1)(

1
` )
k−1

+ 1
4

k−1
2(`−1)(

`−1
k−1)(

1
` )
k−1

+ 2`−k−1
2(`−1) (`−1

k−1)(
1
` )
k−1

]
nk−1−2

= r
4`−k−3
4`−4 (`−1

k−1)(
1
` )
k−1

nk−1−2

n�0
< r(

`−1
k−1)(b

n
`
c)
k−1
−2 (5.24)

≤ rδ(T
(k)
` (n))−2,

pois
4`− k − 3

4`− 4
< 1.

Logo, conclúımos que o número de r-colorações livres de (K
(k)
`+1, PA)

de H − v é pelo menos

rex(n,K
(k)
`+1)+m−1

rδ(T
(k)
` (n))−2

= rex(n−1,K
(k)
`+1)+m+1,

o que é a contradição desejada.

Caso 3. Nesse caso todo vértice z está contido em no máximo γnk−1 hiperares-

tas péssimas e em no máximo γnk−1 hiperarestas defeituosas com respeito a z
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e W . Uma vez que |E(H)| ≥ t
(k)
` (n), e H 6= T

(k)
` (n), existe uma hiperaresta

e ∈ BI,W(H). Sem perda de generalidade, suponhamos que {u, v} ⊆ e ∩ W`.

Considere o hipergrafo

H ′ = (V (H), E(H) \BI,W(H)).

Seguimos agora uma ideia similar ao que foi feito no Caso 2, porém

como temos dois vértices para tratar, as definições serão feitas para o par de

vértices (u, v).

Seja C o conjunto das r-colorações livres de (K
(k)
`+1, PA) de H. Para

uma lista de vértices x1, . . . , xt ∈ V (H ′), uma coloração C e uma cor α ∈ [r], seja

Eα(x1, . . . , xt) o conjunto das hiperarestas (ótimas) de H ′ que contêm x1, . . . , xt e

assumem cor α nessa coloração.

Para todo i ∈ [`−1], dizemos que um par (αui , α
v
i ) de cores é abundante

com respeito à classe Wi se existe um conjunto Ai ⊆ Wi de tamanho |Ai| ≥
√
ξn,

tal que para todo vértice w ∈ Ai, vale que |Eαui (w, u)| ≥
√
ξnk−2 e |Eαvi (w, v)| ≥

√
ξnk−2, caso contrário dizemos que o par (αui , α

v
i ) é raro com respeito a Wi.

Para uma coloração ∆ ∈ C, seja a(∆) = a ≤ ` − 1 o maior inteiro

satisfazendo que existem a ı́ndices q1, . . . , qa, dois a dois distintos, um conjunto Ca

de a pares de cores Ca = {(αu1 , αv1), . . . , (αua , α
v
a)}, tais que dois a dois não possuem

cor em comum, todas essas cores são diferentes de ∆(e) e ainda para todo i ∈ [a],

o par (αui , α
v
i ) é abundante com respeito à classe Wqi . Sem perda de generalidade,

para uma coloração ∆ ∈ C, nós assumimos que qi = i para todo i ∈ [a].

Particionamos o conjunto C em dois conjuntos disjuntos C1, e C2 =

C \ C1. Seja C1 o conjunto das colorações ∆ de C tais que a(∆) = ` − 1. Fixe

uma coloração ∆ ∈ C1. Para todo i ∈ [` − 1] e vértice z ∈ {u, v}, seja U z
i =
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⋃
w∈Ai Eαzi (w, z). Seja

Hu,v =

(
V,

`−1⋃
i=1

(Uu
i ∪ U v

i )

)
.

De maneira análoga ao que foi feito no Caso 2, para todo i ∈ [` − 1], fixamos

2(k − 2) vértices

wi,u1 , . . . , wi,uk−2, w
i,v
1 , . . . , wi,vk−2 ∈ V (Hu,v)

dois a dois distintos, todos diferentes de u e v, tais que para quaisquer dois pares

(i, z), (i′, z′) os conjuntos {wi,z1 , . . . , wi,zk−2}, {w
i′,z′

1 , . . . , wi
′,z′

k−2} são disjuntos e com a

propriedade de que o conjunto

Si =
{
z ∈ Ai \ Ji : {z, u, wi,u1 , . . . , wi,uk−2} ∈ U

u
i , {z, v, w

i,v
1 , . . . , wi,vk−2} ∈ U

v
i

}
,

onde Ji = {wi′,zg : z ∈ {u, v}, g ∈ [k − 2], i′ ≤ i} satisfaz, (possivelmente ajustando

ξ para obtermos divisibilidade) que

|Si| =
ξ

2
n.

Ainda como foi feito no Caso 2, procuraremos por cópias de hiper-

grafos K
(k)
`−1 em H ′[S1, . . . , S`−1] (isso pode ser feito para ` > k). Para toda cópia

de K
(k)
`−1, com núcleo {w1, . . . , w`−1} encontrada dessa forma obtemos uma cópia

de K
(k)
`+1 com núcleo {u, v, w1, . . . , w`−1} em H após a adição da 2(` − 1)-upla de

hiperarestas (que está colorida no padrão arco-́ıris)

(fu1 , . . . , f
u
`−1, f

v
1 , . . . , f

v
`−1),

onde para todo i ∈ [`− 1], temos que f zi = {z, wi, wi,z1 , . . . , wi,zk−2} (ver Figura 5.2).
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Figura 5.2: De K
(k)
`−1 para K

(k)
`+1.

Para encontrarmos uma cota inferior para o número de cópias duas a

duas disjuntas por hiperarestas de K
(k)
`−1 em H ′[S1, . . . , S`−1], seja Kk(S1, . . . , S`−1)

o hipergrafo k-uniforme `-partido completo induzido por S1 ∪ · · · ∪S`−1. Com um

argumento totalmente análogo ao que foi feito no Caso 2, obtemos que o número

total de cópias de K
(k)
`+1 em H ′[S1, . . . , S`−1] é pelo menos(

ξn

2

)`−1(
ξn

4(`3!)

)v`−1−(`−1)

− δnv`−1 (5.25)

≥
(

ξv`−1

[4(`3!)]v`−1
− δ
)
nv`−1

(5.7),(5.8)
>

(
ξv`−1

[4(`3!)]v`−1
− 1

2

ξv`−1

[4(`3!)]v`−1

)
nv`−1

=

(
1

2

ξv`−1

[4(`3!)]v`−1

)
nv`−1 . (5.26)

Com o mesmo procedimento feito no Caso 2, temos que a quantidade dessas cópias

que são duas a duas disjuntas por hiperaresta é pelo menos

1

v`−1!e2
`−1n

v`−1−k

(
1

2

ξv`−1

[4(`3!)]v`−1

)
nv`−1

(5.7)
= c3ξ

v`−1nk.
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No caso em que ` = k, o hipergrafo H ′[S1, . . . , S`−1] não possui hi-

perarestas. Nesse caso chegamos a uma conclusão similar utilizando o hipergrafo

H ′[S1, . . . , S`], onde S` = V`\({u, v}∪{wzi : i ∈ [`−1], z ∈ {u, v}}), e considerando

cópias de K
(k)
`−1 com núcleo em S1 × · · · × S`−1. O argumento anterior também se

aplica, pois |S`| ≥ ξn/2.

Obteremos agora uma cota superior para |C1|. Existem no máximo

r|E(u)∪E(v)| maneiras de colorir as hiperarestas contendo u ou v. Para evitar cópia

arco-́ıris de K
(k)
`+1, as hiperarestas das (pelo menos c3ξ

v`−1nk) cópias de K
(k)
`−1 podem

ser coloridas de no máximo(
re`−1 − [r − 2(`− 1)− 1]e`−1

)c3ξv`−1nk

maneiras. Com a mesma ideia utilizada no Caso 2, temos que esse número vale no

máximo (
(2`+ e`−1)2re`−1−1

)c3ξv`−1nk

=
(
rlogr((2`+e`−1)2)+e`−1−1

)c3ξv`−1nk

(5.1)
<

(
re`−1− 1

2

)c3ξv`−1nk

.

Existem no máximo r possibilidades de cor para colorir as hiperarestas restantes

de H, e a quantidade dessas hiperarestas é no máximo

|E(H)| − c3ξ
v`−1nke`−1 − |E(u) ∪ E(v)|.

Assim,

|C1| ≤ r|E(u)∪E(v)|rc3ξ
v`−1nk(e`−1− 1

2
)

·rex(n,K
(k)
`+1)+δnk−c3ξv`−1nke`−1−|E(u)∪E(v)|

= rex(n,K
(k)
`+1)+δnk− 1

2
c3ξ

v`−1nk

(5.8)
< rex(n,K

(k)
`+1)− 1

4
c3ξ

v`−1nk

n�0
< rex(n,K

(k)
`+1)−1. (5.27)
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Com isso, obtemos que

|C2| = |C| − |C1| ≥ rex(n,K
(k)
`+1)+m − rex(n,K

(k)
`+1)−1 ≥ rex(n,K

(k)
`+1)+m−1.

Agora, obteremos uma cota superior para o número de colorações de

C2 restritas às hiperarestas de E(u) ∪ E(v). Seja ∆ uma dessas colorações, e seja

D o conjunto das cores que pertencem a algum par em Ca. Como a(∆) < ` − 1

é máximo, existe uma classe, digamos Wh, para a qual todo par de cores que é

abundante com respeito a Wh contém uma cor em D. Pela hipótese desse caso,

existem no máximo r2γnk−1
maneiras de colorir hiperarestas ruins em E(u)∪E(v)

(péssimas ou defeituosas). Existem no máximo r2`(2`)2` maneiras de escolhermos

as cores para os pares em Ca. Pela Afirmação 2.1.5, existem no máximo

2

(
`− 2

k − 1

)(
1

`
+ `2δ1/k

)k−1

nk−1

hiperarestas ótimas em E(u) ∪ E(v) que não interceptam Wh (perceba que para

` = k não existem hiperarestas ótimas que não interceptam Wh), que podem ser

coloridas com no máximo r cores.

Assim, falta contarmos o número de maneiras de colorirmos as hiper-

arestas ótimas em E(u) ∪ E(v) que interceptam Wh, ou seja, hiperarestas ótimas

que contêm u ou v. Para isso, separamos a coloração ∆ em dois casos. Dados uma

cor α ∈ [r] e z ∈ {u, v}, seja Azα = {y ∈ Wh : |Eα(y, z)| ≥
√
ξnk−2}. Seja ainda

d = 4γ
(

1
`

+ `2δ1/k
)
.
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O número de colorações tais que, para toda cor α ∈ [r] \D, vale que

|Auα| < dn e |Avα| < dn, é no máximo(
dn−1∑
x=0

(
|Wh|
x

)
2xn

k−2

(
|Wh|nk−2

|Wh|
√
ξnk−2

))2r

(2`)2nk−1

(3.1)

≤ (dn)2rn2rdn22rdnk−1

22rh(
√
ξ)nk−1

(2`)2nk−1

(5.3)

≤ (dn)2rn2rdn22rdnk−1

2n
k−1

(2`)2nk−1

n�0
< 22r4γ( 1

`
+`2δ1/k)nk−1

(2`)2nk−1

(5.8),(5.2)
< (4`)2nk−1

, (5.28)

pois para cada cor α em [r] \D e para cada vértice z ∈ {u, v}, escolhemos menos

do que dn vértices y de Wh. Então, escolhemos as hiperarestas ótimas contendo y

e z para assumirem cor α. Para os demais vértices y de Wh, escolhemos menos do

que
√
ξnk−2 hiperarestas ótimas contendo y e z para assumirem cor α. Após isso,

existem no máximo (2`)2nk−1
maneiras de colorirmos as hiperarestas restantes com

cores pertencentes a D.

O número de colorações tais que existe uma cor α para a qual |Auα| ≥

dn, onde u foi tomado sem perda de generalidade, vale no máximo√ξn−1∑
x=0

(
|Auα|
x

)
2xn

k−2

(
|Auα|nk−2

|Auα|
√
ξnk−2

)r

(2`)|A
u
α|(`−2

k−2)(
1
`
+`2δ1/k)

k−2
nk−2

·r(|Wh|−|Auα|)(`−2
k−2)(

1
`
+`2δ1/k)

k−2
nk−2

r(
`−2
k−2)(

1
`
+`2δ1/k)

k−1
nk−1

, (5.29)

pois para cada cor β em [r] \ (D ∪ {α}), podemos escolher menos do que
√
ξn

vértices y de Auα para os quais mais do que
√
ξnk−2 hiperarestas ótimas contendo y

e v possuem cor β (caso contrário o par (α, β) seria abundante com respeito a Wh).

Assim, para os demais vértices y de Auα podemos escolher menos do que
√
ξnk−2

hiperarestas contendo v e y para assumir cor β. Após isso, temos no máximo

2` cores dispońıveis para colorirmos as hiperarestas restantes que interceptam Auα
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e contêm v com cores em D. Para os vértices y de Wh \ Auα podemos colorir as

hiperarestas ótimas contendo y e v livremente. Por fim, podemos colorir livremente

as hiperarestas ótimas contendo u e interceptando Wh.

Utilizando (3.1), vemos que (5.29) vale no máximo

(√
ξn|Auα|

√
ξn2
√
ξnk−1

2h(
√
ξ)|Auα|nk−2

)r
(2`)|A

u
α|(`−2

k−2)(
1
`
+`2δ1/k)

k−2
nk−2

·r|Wh|(`−2
k−2)(

1
`
+`2δ1/k)

k−2
nk−2

r−|A
u
α|(`−2

k−2)(
1
`
+`2δ1/k)

k−2
nk−2

r(
`−2
k−2)(

1
`
+`2δ1/k)

k−1
nk−1

≤
(√

ξn
√
ξn+12

√
ξnk−1

2h(
√
ξ)nk−1

)r (2`

r

)|Auα|(`−2
k−2)(

1
`
+`2δ1/k)

k−2
nk−2

·r2(`−2
k−2)(

1
`
+`2δ1/k)

k−1
nk−1

. (5.30)

Porém, (
2`

r

)|Auα|(`−2
k−2)(

1
`
+`2δ1/k)

k−2
nk−2

é máximo quando |Auα| for mı́nimo, o que implica que (5.30) vale no máximo

(√
ξn
√
ξn+12

√
ξnk−1

2h(
√
ξ)nk−1

)r (2`

r

)4γ(`−2
k−2)(

1
`
+`2δ1/k)

k−1
nk−1

·r2(`−2
k−2)(

1
`
+`2δ1/k)

k−1
nk−1

,

que é igual a

(√
ξn
√
ξn+12

√
ξnk−1

2h(
√
ξ)nk−1

)r
r2(`−2

k−2)(
1
`
+`2δ1/k)

k−1
nk−1

·r−4γ(`−2
k−2)(

1
`
+`2δ1/k)

k−1
nk−1

(2`)4γ(`−2
k−2)(

1
`
+`2δ1/k)

k−1
nk−1

. (5.31)

Desses dois casos, claramente o segundo é o maior, portanto podemos

limitar superiormente o número de maneiras de colorir as hiperarestas ótimas que

contêm u ou v e interceptam Wh por duas vezes o valor em (5.31).

104



Logo, temos que o número total de colorações de C2 restritas a hiper-

arestas em E(u) ∪ E(v) vale no máximo

r2γnk−1

r2`(2`)2`r2(`−2
k−1)(

1
`
+`2δ1/k)

k−1
nk−1

·2
(√

ξn
√
ξn+12

√
ξnk−1

2h(
√
ξ)nk−1

)r
r2(`−2

k−2)(
1
`
+`2δ1/k)

k−1
nk−1

·r−4γ(`−2
k−2)(

1
`
+`2δ1/k)

k−1
nk−1

(2`)4γ(`−2
k−2)(

1
`
+`2δ1/k)

k−1
nk−1

n�0
< r2γnk−1

r2(`−2
k−2)(

1
`
+`2δ1/k)

k−1
nk−1

r2(`−2
k−1)(

1
`
+`2δ1/k)

k−1
nk−1

·r−3γ(`−2
k−2)(

1
`
+`2δ1/k)

k−1
nk−1

(2`)4γ(`−2
k−2)(

1
`
+`2δ1/k)

k−1
nk−1

r−3. (5.32)

Escrevendo 2` = rlogr(2`), e utilizando o Triângulo de Pascal, temos que (5.32) é

igual a

r2γnk−1

r2(`−1
k−1)(

1
`
+`2δ1/k)

k−1
nk−1

·r−3γ(`−2
k−2)(

1
`
+`2δ1/k)

k−1
nk−1

r4γ(`−2
k−2)(

1
`
+`2δ1/k)

k−1
(logr(2`))n

k−1

r−3

≤ r2(`−1
k−1)(

1
`
+`2δ1/k)

k−1
nk−1

·r−γ(
`−2
k−2)(

1
`
+`2δ1/k)

k−1
nk−1

r4γ(`−2
k−2)(

1
`
+`2δ1/k)

k−1
(logr(2`))n

k−1

r−3

= r[2(
`−1
k−1)+4γ(`−2

k−2) logr(2`)−γ(`−2
k−2)](

1
`
+`2δ1/k)

k−1
nk−1−3

(5.1)
< r[2(

`−1
k−1)−

1
2
γ(`−2
k−2)](

1
`
+`2δ1/k)

k−1
nk−1−3

(5.9)
< r

[
(2(`−1

k−1)−
1
4
γ(`−2
k−2))(

1
` )
k−1

]
nk−1−3

n�0
< r2(`−1

k−1)b
n
`
ck−1−3 (5.33)

≤ rδ(T
(k)
` (n))+δ(T

(k)
` (n−1))−3.

Logo, temos que o número de r-colorações livres de (K
(k)
`+1, PA) de

H − {u, v} é pelo menos

|C2|
rδ(T

(k)
` (n))+δ(T

(k)
` (n−1))−3

≥ rex(n,K
(k)
`+1)+m−1

rδ(T
(k)
` (n))+δ(T

(k)
` (n−1))−3

= rex(n−2,K
(k)
`+1)+m+2,

o que conclui a demonstração do Teorema 1.8.2.
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5.2 Demonstração da estabilidade para colorações para

K
(k)
`+1 arco-́ıris

Agora, demonstraremos o Lema 1.8.6. Repetimos seu enunciado.

Lema 1.8.6. Sejam ` ≥ k ≥ 2. Existe r0 = r0(`, k) tal que para todo r ≥ r0 vale o

seguinte. Dado δ > 0, existe n0 tal que, se H = (V,E) é um hipergrafo k-uniforme

com n ≥ n0 vértices, satisfazendo c
r,K

(k)
`+1,PA

(H) ≥ rt
(k)
` (n), então H possui uma

partição W = {W1, . . . ,W`} de V para a qual

BI,W(H) ≤ δnk,

onde I = (1(k), 0(`−k)).

Para obtermos essa demonstração, seguimos uma ideia muito simi-

lar à utilizada para demonstrar o Teorema 1.8.5, porém aqui queremos que o

número mı́nimo de cores não dependa da constante que vem da estabilidade Erdős-

Simonovits e, por isso, algumas alterações são necessárias. Após (3.11), a demons-

tração do Teorema 1.8.5 é dividida em dois casos que dependem da contante que

vem da estabilidade Erdős-Simonovits. No primeiro caso, essa estabilidade não é

utilizada e obtemos uma contradição no número de r-colorações livres de (F, PA)

do hipergrafo H. No segundo caso a estabilidade Erdős-Simonovits é utilizada

para obtermos uma partição, que dá origem à partição desejada no enunciado do

Teorema. Para a demonstração do Lema 1.8.6, a divisão dos casos não poderá

depender da constante que vem da estabilidade Erdős-Simonovits. Além disso, no

primeiro caso a contradição quanto ao número de r-colorações livres de (K
(k)
`+1, PA)

de H também será obtida, porém de maneira diferente. O somatório em (3.11)

será separado em duas partes dependendo do tipo de hipergrafo reduzido multi-

colorido R sobre o qual o somatório ocorre. Para alguns tipos de hipergrafo R,
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a contradição será obtida de forma direta, tal como foi feito na demonstração do

Teorema 1.8.5. Para os demais hipergrafos R, utilizaremos a estabilidade mais

precisa do Teorema 1.7.1 para obter a contradição. No segundo caso também será

utilizada a estabilidade do Teorema 1.7.1 para obtermos a partição desejada, tal

como acontece na demonstração do Teorema 1.8.5.

Demonstração do Lema 1.8.6. Seja δ > 0 fixo. Considere

r0 = r0(k, `) = max
{

(e`+1 − 1)
2
k!

(2`4k)+2, (e`+1 − 1)[(2`)
v`+1−k+1]2`k

}
. (5.34)

Fixe um número positivo

η <
δ

2r
(5.35)

pequeno o suficiente para satisfazer

2v`+1−k+1`v`+1 (4h(rη) + 4rη) <
δ

2
(5.36)

e para que a equação (5.43) seja satisfeita. Para esse η, sejam

ε < max
{η

4
,
rη

4

}
(5.37)

e

m0 ≥
1

ε
(5.38)

obtidos do Lema 3.1.3. Consideramos ainda que m0 é grande o suficiente para

algumas desigualdades, que estão sinalizadas com m0 � 0.

O Teorema 3.1.1 nos fornece N0, M0 e m, onde m0 ≤ m ≤ M0.

Considere n0 = max{N0,M0}. Seja H o hipergrafo com n ≥ n0 vértices tal que

c
r,K

(k)
`+1,PA

(H) ≥ rt
(k)
` e fixa uma dessas colorações. Pelo Teorema 3.1.1, existe uma

partição V = {V1, . . . , Vm} que é ε-regular simultaneamente com respeito a todas
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as cores. Seja R = R(η) o hipergrafo reduzido multicolorido obtido a partir dessa

partição ε-regular e η. Como na demonstração do Teorema 1.8.5, obtemos que o

número de hiperarestas de H que estão em uplas que não são ε-regular, ou que

estão em uplas que possuem densidade baixa para algum cor, ou que interceptam

alguma classe em mais do que um vértice é no máximo rηnk. Chamaremos essas

hiperarestas de não representadas por R. Como na demonstração do Teorema 1.8.5

(equação (3.11)), obtemos que c
r,K

(k)
`+1,PA

(H) é limitado superiormente por

2h(rη)nkrrηn
k
∑

(P,R)

(
(e`+1 − 1)

∑e`+1−1

j=1 ej(R)r
∑r
j=e`+1

ej(R)
)( nm)

k

, (5.39)

onde o somatório é sobre todas as posśıveis partições P de [m] e sobre todos os

posśıveis hipergrafos reduzidos multicoloridos R. Pelo mesmo argumento utilizado

na demonstração do Teorema 1.8.5, a existência de uma cópia de K
(k)
`+1 em R onde

todas as hiperarestas possuem lista de cores de tamanho pelo menos e`+1 implicaria

na existência de uma cópia arco-́ıris de K
(k)
`+1 em H. Com isso, vale que

r∑
j=e`+1

ej(R) < t
(k)
` (m).

Dado um hipergrafo reduzido multicolorido R, seja

β(R) =
1

mk

t(k)
` (m)−

r∑
j=e`+1

ej(R)

 .

Assim como na demonstração do Teorema 1.8.5, dividimos a prova

em dois casos.

(a) Para todo hipergrafo reduzido multicoloridoR vale que β(R) ≥ 4h(rη)+

4rη.

(b) Existe um hipergrafo reduzido multicolorido para o qual β(R) <

4h(rη) + 4rη.
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No caso (a), separamos o somatório em (5.39) em dois casos. Para os

hipergrafos R tais que β(R) ≥ (2`4k)−1, temos que (5.39) vale no máximo

2h(rη)nkrrηn
k
∑

(P,R)

(
(e`+1 − 1)(

m
k)−(t

(k)
` (m)−βmk)rt

(k)
` (m)−βmk

)( nm)
k

≤ 2h(rη)nkrrηn
k
∑

(P,R)

(
(e`+1 − 1)

mk

k!
+βmk

rβmk/2
rt

(k)
` (m)−βmk/2

)( nm)
k

. (5.40)

Porém,

(e`+1 − 1)
mk

k!
+βmk

rβmk/2
=

(
(e`+1 − 1)

1
k!

+β

rβ/2

)mk

(5.34)

≤

 (e`+1 − 1)
1
k!

+β(
(e`+1 − 1)

2
k!

(2`4k)+2
)β/2


mk

=

(
(e`+1 − 1)

1
k!

(e`+1 − 1)
β
k!

(2`4k)

(e`+1 − 1)β

(e`+1 − 1)β

)mk
β≥(2`4k)−1

≤ 1.

Logo, (5.40) vale no máximo

2h(rη)nkrrηn
k
∑

(P,R)

(
rt

(k)
` (m)−βmk/2

)( nm)
k

.

Como na demonstração do Teorema 1.8.5, obtemos que esse número é no máximo

2h(rη)nkrrηn
k
∑

(P,R)

rt
(k)
` (n)−βnk/2 (5.41)

≤ Mn
0 2rM

k
0 2h(rη)nkrrηn

k

rt
(k)
` (n)−βnk/2 (5.42)

η�0,n�0
< rt

(k)
` (n). (5.43)

Para os hipergrafos R tais que 4h(rη) + 4rη ≥ β(R) ≤ (2`4k)−1, seja

R′ o hipergrafo obtido por R após a remoção de todas as hiperarestas cuja lista
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de cores possui menos do que e`+1 cores. Considere

p =

t(k)
` (m)−

r∑
j=e`+1

ej(R)

 = βmk.

Note que

|E(R′)| =
r∑

j=e`+1

ej(R) = t
(k)
` (m)− p.

Como β ≤ (2`4k)−1, vale que

βmk + `2mk−1 ≤ mk

2`4k
+ `2mk−1 m0�0

<
mk

`4k
. (5.44)

Como não existe cópia de K
(k)
`+1 em R′, o Teorema 1.7.1 garante que existe uma

partição U = {U1, . . . , U`} de [m] tal que

|BI,U(R′)| ≤ `k−1(p+ `2mk−1)

= `k−1(βmk + `2mk−1)
m0�0

≤ (`k − 1)βmk. (5.45)

Como na demonstração do Teorema 1.8.5, obtemos que

|BI,U(R)| ≤ (2`)v`+1−k · `kβmk.

Logo,

e`+1−1∑
j=1

ej(R) ≤ (2`)v`+1−k · `kβmk + `kβmk =
[
(2`)v`+1−k + 1

]
`kβmk.
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Portanto, (5.39) vale no máximo

2h(rη)nkrrηn
k
∑

(P,R)

(
(e`+1 − 1)[(2`)

v`+1−k+1]`kβmkr
∑r
j=e`+1

ej(R)
)( nm)

k

≤ Mn
0 2rM

k
0 2h(rη)nkrrηn

k ·
(

(e`+1 − 1)[(2`)
v`+1−k+1]`kβmkrt

(k)
` (m)−βmk

)( nm)
k

r≥r0
≤ Mn

0 2rM
k
0 2h(rη)nkrrηn

k ·
(
rt

(k)
` (m)−β

2
mk
)( nm)

k

n�0

≤ rh(rη)nk+rηnk ·
(
rt

(k)
` (m)−β

2
mk
)( nm)

k

≤ rh(rη)nk+rηnkrt
(k)
` (n)−β

2
nk .

Para β ≥ 4h(rη) + 4rη, temos que isso vale no máximo

r−(h(k!rη)+rη)nkrt
(k)
` (n)

< rt
(k)
` (n).

No caso (b), seja R o hipergrafo reduzido multicolorido para o qual

β < 4h(rη) + 4rη, e considere novamente R′. Pelo Teorema 1.7.1 temos que existe

uma partição U = {U1, . . . , U`} tal que

|BI,U(R′)| ≤ `kβmk.

De maneira similar ao que foi feito na demonstração do Teorema 1.8.5,

obtemos que

|BI,U(R)| < 2v`+1−k+1`v`+1βmk. (5.46)

Para o hipergrafo H, considere a partição W = {W1, . . . ,W`}, onde

para todo i ∈ [`], Wi =
⋃
j∈Ui Vj. Vamos determinar uma cota superior para

|BI,W(H)|. No máximo todas as rηnk hiperarestas não representadas por R per-

tencem a BI,W(H) e para cada uma dessas hiperarestas existem no máximo
(
n
m

)k
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hiperarestas ruins de H que não seriam representadas em R. Portanto, de maneira

similar ao que foi feito no caso genérico, temos que

|BI,W(H)| ≤ rηnk +
( n
m

)k
|BI,U(R)|

(5.46)
< rηnk + 2v`+1−k+1`v`+1βnk

=
(
rη + 2v`+1−k+1`v`+1β

)
nk

≤
(
rη + 2v`+1−k+1`v`+1 (4h(rη) + 4rη)

)
nk

(5.35)

≤
(
δ

2
+ 2v`+1−k+1`v`+1 (4h(rη) + 4rη)

)
nk

(5.36)

≤
(
δ

2
+
δ

2

)
nk

= δnk,

como desejado.

5.3 Investigações futuras

Acreditamos que a demonstração do Teorema 1.8.2 e do Lema 1.8.6

abrem portas para a investigação de resultados relacionados aos hipergrafos e

famı́lias de hipergrafos abordados no Caṕıtulo 2 (Seção 2.3). Uma proposta de

investigação seria a de tentar adaptar a demonstração do Lema 1.8.6 para obter-

mos o mesmo resultado para o hipergrafo F
(k)
`+1, bem como adaptar a demonstração

do Teorema 1.8.2 para obtermos o mesmo resultado para o hipergrafo F
(k)
`+1. Vale

ressaltar que os autores de [6] mostraram que o hipergrafo F
(k)
`+1(J) é Turán-estável

para qualquer hipergrafo J . Além disso, no caso em que J é um hipergrafo linear,

o hipergrafo F
(k)
`+1(J) é linear e, portanto, o Teorema 1.8.5 garante que, nesse caso,

vale a estabilidade para colorações arco-́ıris para F
(k)
`+1(J). Outra proposta de in-

vestigação futura seria a de tentar adaptar a demonstração do Lema 1.8.6 para

obtermos o mesmo resultado para o hipergrafo F
(k)
`+1(J) para qualquer hipergrafo
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linear J , bem como adaptar a demonstração do Teorema 1.8.2 para obtermos o

mesmo resultado para o hipergrafo F
(k)
`+1(J) para algumas escolhas fixas de hiper-

grafo linear J .
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6 CONCLUSÕES

O principal foco do trabalho foi a obtenção do hipergrafo H para

o qual cr,F,PA(H) = cr,F,PA(n) nos casos em que F ∈ {Fano, K
(k)
`+1} e n é sufi-

cientemente grande, ou seja, para F ∈ {Fano, K
(k)
`+1} e n suficientemente grande,

encontramos o hipergrafo k-uniforme H que possui o maior número de r-colorações

que não contêm cópia arco-́ıris de F , onde k é o tamanho das hiperarestas de F

(Teorema 1.8.1 e Teorema 1.8.2). Como ferramenta, demonstramos que vale a es-

tabilidade, dentro desse contexto de colorações arco-́ıris, para todos os hipergrafos

k-uniformes F que são lineares, Turán-estáveis e cujo hipergrafo extremal de F é

isomorfo a HI,V(n), para alguma escolha de partição V de [n] e I ∈ I∗`,K , o que é o

caso para Fano e K
(k)
`+1 (Teorema 1.8.5). Particularmente para o hipergrafo K

(k)
`+1,

obtivemos um resultado de estabilidade para colorações arco-́ıris que vale para um

número mı́nimo de cores r0 que depende apenas de ` e k (Lema 1.8.6). Como fer-

ramenta para tal estabilidade, demonstramos um resultado de estabilidade (dentro

do contexto do Problema de Turán) que é mais preciso do que os já existentes na

literatura (Teorema 1.7.1).

O Teorema 1.7.1 e o Teorema 2.1.2 geraram a publicação de um re-

sumo expandido no Eletronic Notes in Discrete Mathematics [8], tendo sido apre-

sentado na European Conference on Combinatorics, Graph Theory and Appli-

cations 2017, em Viena. A versão completa desse trabalho foi submetida para

publicação de um artigo [12]. Tal submissão ainda está em análise. Ainda, serão

submetidos como artigo o Teorema 1.8.2 e o Lema 1.8.6 [9], o Teorema 1.8.1 [10],

e o Teorema 1.8.5 [11].
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Nossos resultados ainda abrem possibilidades para pesquisas futuras.

Enunciamos diversas questões espećıficas em aberto nos caṕıtulos que tratam de

nossas contribuições.
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Índice Remissivo

arco-́ıris, 7

estabilidade Erdős-Simonovits, 5
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[20] Z. Füredi, A proof of the stability of extremal graphs, Simonovits’s
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[41] B. Nagle, V. Rödl, M. Schacht, The counting lemma for regular k-

uniform hypergraphs, Random Structures and Algorithms 28(2) (2006)

113-179.

[42] O. Pikhurko, Exact computation of the hypergraph Turán function for

expanded complete 2-graphs, Journal of Combinatorial Theory, Series

B 103(2) (2013) 220-225.

[43] O. Pikhurko, K. Staden, Z. B. Yilma, The Erdős-Rothschild
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[45] V. Rödl, J. Skokan, Regularity Lemma for k-uniform hypergraphs,

Random Structures & Algorithm, 25(1) (2004) 1-42.

[46] M. Simonovits, A Method for Solving Extremal Problems in Graph

Theory, Stability Problems, Theory of Graphs (Proc. Colloq., Tihany,

1966) Academic Press New York (1968) 279-319.
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