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THIESEN, G. F. Uma metodologia para a otimização da orientação das fibras de material 
laminado de uma longarina considerando critérios de falha. 2018. 25 folhas. Monografia 
(Trabalho de Conclusão do Curso em Engenharia Mecânica) – Departamento de Engenharia 
Mecânica, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre, 2018 
 
RESUMO 

 
 O presente trabalho visa obter a melhor configuração de orientação de lâminas das 
camadas do material composto de fibra de carbono, utilizando como base a longarina do avião 
da equipe Pampa Aerodesign da Universidade Federal do Rio Grande do Sul. O Problema de 
otimização é  resolvido através de técnicas de otimização do tipo programação linear sequencial 
(SLP, na sigla em inglês) em conjunto com o método de diferença finitas à frente. Para os cálculos 
analíticos, foi utilizado teoria clássica da laminação (CLT, na sigla em inglês). O problema de 
otimização é escrito como a minimização de um critério de falha usando a orientação das fibras 
do laminado como variável de projeto, e se busca projetar a estrutura com o menor número 
possível de camadas com a condição de segurança contra falhas. Sendo assim, é possível 
conseguir um resultado ótimo em termos de segurança e de peso final da estrutura. Visto que 
esse trabalho tem intenção de alcançar resultados para a equipe Pampa, também foi levado em 
conta as limitações impostas pelo método de fabricação utilizado atualmente. Contudo, é de se 
ressaltar que é possível aplicar para outras estruturas com diferentes métodos de fabricação, 
desde que seja devidamente adaptado. Resultando em uma longarina com configuração final de 
lâminas de 49°, 49° negativos, 50° e 50° negativos. 
 
PALAVRAS-CHAVE: Otimização Estrutural, Compósitos Laminados, Teoria Clássica de 
Laminação, Programação Linear Sequencial. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

iv 
 

 
 

THIESEN, G. F. A methodology to optimize the fibres orientation of a wing spar made by 
laminated material considering a failure criteria. 2018. 25 folhas. Monografia (Trabalho de 
Conclusão do Curso em Engenharia Mecânica) – Departamento de Engenharia Mecânica, 
Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre, 2018 
 
ABSTRACT 
 

This work aims to achieve the best configuration of the lamina orientation of airplane wing 
spar, designed by Pampa Aerodesign team of Federal University of Rio Grande do Sul, made by 
composite material that are compound of certain number of layers of a wing. With an optimization 
method called SLP (sequential linear programming) together the interactive method of forward 
differential finite. For the analytical calculation, the Classical Lamination Theory (CLT). This 
optimization problem is developed as the minimization of the failure criteria using the laminas 
fibres orientation as the project variables, and it seek to find the least number of layers with the 
best security coefficient. Since this work have the intentions to find results for the Pampa 
Aerodesign team, the limitations imposed by the construction used by the team was taken in 
considerations. However, it is important to remark that is possible to apply this study for other 
structures, with different fabrication process since this is properly adapted. Resulting in a wing 
spar with final configuration of the laminate 49°, negative 49°, 50° and negative 50°. 
 
KEYWORDS: Structural Optimization, Laminate Composite, Classical Lamination Theory, 
Sequential Linear Programming. 
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1 INTRODUÇÃO 

Em projetos de engenharia, busca-se obter a melhor resposta de estruturas ou processos 
para uma determinada aplicação. Cada problema exige um foco específico, sendo na maioria 
das vezes o custo (levando em conta restrições mínimas do projeto), o ponto principal a ser 
observado. É função do engenheiro fazer com que a concepção do projeto se torne realidade 
dentro do que é esperado. No caso da indústria aeroespacial em específico, o custo pode ser 
diretamente relacionado à redução do peso total do equipamento, desde que, logicamente, 
critérios relativos à resistência sejam considerados. Isto posto, é muito importante que todas as 
estruturas além de leves, sejam seguras e de possível fabricação. 

Com o avanço das pesquisas relativas a compósitos é muito significativo que os alunos 
de engenharia se familiarizarem a respeito dessas mudanças na indústria. Vários autores 
dissertam sobre as vantagens dos materiais compostos frente às ligas metálicas. Por exemplo, 
em Jones, 1999 é citado que compósitos podem ter a mesma resistência e rigidez que metais, 
mas chegando a ter 70% de peso a menos.  

Porém, o cálculo associado ao dimensionamento desses materiais em estruturas é pouco 
explorado nas instituições de ensino superior, e se torna um desafio para os alunos que tentam 
desenvolver um estudo focado no assunto. É necessário a escolha de propriedades constitutivas, 
de uma teoria de cálculo de tensões, e critérios de falha coerentes com o comportamento do 
material escolhido. Apesar de impor uma série de novas dificuldades para o cálculo, as 
vantagens de se trabalhar com materiais compostos se justifica em função de melhores 
respostas em quesitos como a relação peso/resistência, por exemplo.  

Portanto, o desafio proposto é de desenvolver uma metodologia de otimização utilizando 
materiais compostos aplicados ao projeto de uma estrutura típica de um avião. Para a aplicação 
do método, será utilizado como objeto de estudo a longarina do avião desenvolvido pelo projeto 
de extensão Aerodesign da Universidade Federal do Rio Grande do Sul, representada 
atualmente pela equipe Pampa. O autor fez parte como membro e capitão, sendo essa uma 
motivação extra para a realização do presente trabalho. Além disso, o estudo tem como intuito 
servir de base para melhoras no desempenho da equipe e geração de futuros trabalhos na área 
de mecânica estrutural, otimização e aviação. 

2 OBJETIVOS 

O estudo tem como objetivo desenvolver uma metodologia para seleção da orientação 
das fibras do laminado que forma a longarina do avião da equipe Pampa, visando a melhor 
configuração de maneira que seja necessário o menor número de camadas possível. Aliado à 
escolha do menor número de lâminas, um critério de falha é observado no problema.  

Apesar de esse trabalho ter aplicação focada na longarina do avião para seu 
desenvolvimento, existem muitas utilidades para essa metodologia em outras estruturas, basta 
essa ser devidamente adaptada em termos das cargas, materiais e processos de fabricação 
utilizado. As cargas que atuam sobre a asa, serão apenas apresentadas como input fornecido 
pela equipe, pois se tem interesse em ser aplicado no avião que atualmente será apresentado 
na competição SAE Aerodesign. 
 

2.1 Objetivos específicos 

 Dentre os objetivos específicos deste trabalho estão: 
 

 desenvolver uma rotina em MatLab que seja adaptável quanto ao critério de falha 
escolhido e restrições de projeto, de maneira seja possível alterar facilmente 
conforme as necessidades; 

 utilizar a rotina de otimização desenvolvida para projetar a longarina do avião para 
competição, considerando as restrições de fabricação e materiais atuais.  
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3 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

Um breve histórico sobre otimização, possível de se encontrar em De Leon, 2011, no qual 
mostra que omização de estruturas é algo bastante estudado e pesquisado ao longo dos anos, 
desde os primeiros registros datados de 1860 pelo pesquisador Maxwell. Algum tempo depois, 
Michel em 1904 fez uso das ideias propostas anteriormente para projetar muitas outras 
estruturas, minimizando seu volume frente a um carregamento. Apesar de inovador, esse 
trabalho ficou esquecido pela dificuldade de fabricação na época. De acordo com Vanderplaats, 
1999, através do advento das técnicas de programação linear desenvolvido por Dantzig em 1948, 
que veio junto com a computação digital, fez com que em 1956, Heyman aplicasse essas 
técnicas em vigas e pórticos. 

Com a utilização de computadores para otimização de dados, Arora, 2004, apresenta e 
desenvolve através de uma lógica aplicada a algoritmos, técnicas que podem ser encontradas e 
aplicadas em vários ramos que necessitam a utilização desse tipo de metodologia.  

Já em otimização aplicada a análise de estruturas focadas na aviação, Niu 1997 comenta 
que o trabalho do engenheiro de estruturas de um avião, muitas vezes, é reduzir o máximo de 
peso com o mínimo custo. Porém também é ressaltado que em virtude dos custos de fabricação, 
o resultado da otimização é levemente sacrificado para que seja possível obter uma estrutura 
viável. Além disso existem diversos métodos para se conseguir fazer a otimização, desde a 
programação sequencial linear, presente em De Leon, 2013, até MOQPSO (Multiobjective 
Quantum Particle Swarm Optimization) apresentado por Santana, 2017. 

Visto que o resultado da otimização depende diretamente do material que é utilizado, é 
importante verificar a evolução da utilização destes ao longo da história da aviação. Megson 
2001, relata que os primeiros aviões utilizavam como principal material a madeira, e uma tela de 
cobertura. Com a evolução dos materiais, existiu a migração para o emprego de metais, em 
1915, construídos pela Junkers na Alemanha. Com o desenvolvimento das ligas de alumínio em 
1909 por Alfred Wilm, este foi incorporado na construção dos aviões. Já perto da virada do 
milênio, na década de 1980, começou a ser incorporado ao projeto as ligas de titânio. Porém, os 
materiais compostos utilizados em aviões já datam de 1960 e tendem a serem usados cada vez 
mais nesse ramo da engenharia. 

Jones, 1999, explica que compósitos são a combinação de dois ou mais materiais, a fim de 
conseguir uma melhora característica específica no final do processo. Essa combinação pode 
ser para melhorar resistência, maior rigidez, melhoria na condutividade térmica, entre outras. 
Além disso, ele também enfatiza sobre a utilização de materiais compostos no processo de 
otimização, necessária uma adequada revisão sobre a função objetivo de uma otimização, ou 
seja, deve ser respondido com atenção qual o real propósito do processo de otimização. Como 
exemplo citado na aviação, apesar de muitas vezes o peso ser a principal função, nem sempre 
é preciso se ater somente a minimiza-lo, outras questões podem ser discutidas. Existem muitas 
outras que podem ser o interesse para serem maximizadas ou minimizadas, ou muitas vezes 
aliar duas ou mais funções objetivo a fim de conseguir um resultado ótimo para ambas.  

Porém Raymer, 1992 ressalta que o processo de dimensionamento, verificação e otimização 
devem cumprir pré-requisitos básicos da norma internacional reguladora (Federal Aviation 
Regulation part 23) para serem válidos, no sentido que a estrutura final esteja coberta 
legalmente. Além dos pré-requisitos dos coeficientes de segurança previstos é necessário 
conhecer um bom método para conseguir as cargas que são aplicadas nessas estruturas 
conforme ressalta Iscold, 2002. 
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4 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 

4.1 Objeto de Estudo   

 Existe diversas maneiras de estruturar uma asa de avião. No projeto atual, todas as 
cargas são concentradas na longarina, pois a cobertura que engloba a asa da aeronave, não 
possui nenhuma resistência estrutural, e desempenha apenas a função de reproduzir o perfil 
aerodinâmico escolhido para a asa do avião. Conforme pode-se observar na figura 4.1, o lado 
direito da figura a longarina se encontra descoberta para melhor visualização do seu 
posicionamento. 
 

 

Figura 4.1: Avião completo. 

 Atualmente, a equipe utiliza uma técnica de fabricação chamada filament winding. De 
acordo com Júnior, 2014, nesse processo uma máquina enrola filamentos de fibra de carbono, 
estes já embebidos em resina (com o catalisador), em um mandril com formato fixo. Após realizar 
a deposição de filamentos, a estrutura é curada para endurecimento da fibra, e posteriormente o 
mandril é removido.  

Outro aspecto importante sobre o processo de fabricação realizado pela equipe, é o fato 
de ser utilizado fibras pré-empregnadas, pois estas possuem uma ótima confiabilidade das 
propriedades dos materiais. É necessário entender a maneira como é construído, pois 
posteriormente, para a estruturação do problema de otimização, alguns fatores limitantes 
relativos à fabricação deverão ser incluídos nos cálculos. Caso contrário, não será possível 
alcançar uma longarina fabricável. 
 O foco do atual trabalho não está em desenvolver e mostrar metodologia para adquirir as 
cargas aplicadas na estrutura da asa. Porém, serão ilustradas, de maneira simplificada, para se 
ter um entendimento dos esforços aplicados na asa do avião. Segundo Raymer, 1992 é feita 
uma integração das cargas de sustentação, arrasto e torção e estas são aplicadas no centro de 
pressão CP do perfil. Essa simplificação é ilustrada na figura 4.2. 

 

Figura 4.2: Distribuição de cargas. Adaptado de Raymer, 1992. 

Para adquirir a distribuição das cargas ao longo da asa pode ser utilizado diversos 
métodos. Neste projeto é utilizado o método de Stender. Este pode ser entendido de maneira 
aprofundada consultando Iscold, 2002. 
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4.2 Materiais Compostos 

Os materiais compostos ou compósitos de acordo com Jones, 1999, são a combinação 
de dois ou mais materiais, na escala macro mecânica, a fim de formar um material distinto, com 
propriedades diferentes dos seus originadores. Essas misturas, são possíveis de ser 
classificadas em quatro grandes categorias.  

 Materiais compósitos fibrosos, que consistem em fibras e uma matriz. (ex. 
concreto armado); 

 Materiais compósitos laminados, que consistem em lâminas em camadas com 
diferentes materiais. (ex. laminado de fibra); 

 Materiais compósitos particulados, consiste em várias partículas envolvidas por 
uma matriz. (ex. concreto); 

 Alguma combinação dos três anteriores; 
 

A respeito dos compósitos laminados, é possível ainda fazer uma combinação de 
orientação das lâminas, conforme pode ser visualizado na figura 4.3. É possível perceber que a 
união dessas camadas formará uma estrutura com rigidez e resistência que será uma 
combinação das mesmas. Em materiais categorizados dessa maneira, estas são compostos por 
fibras e envoltos por uma matriz, sendo que as fibras serão responsáveis pela resistência 
mecânica e a matriz pela transferência dos esforços de uma lâmina para outra. Normalmente, 
essas camadas são compostas por lâminas muito finas, Reddy, apud De Leon, 2011. Cabe ao 
engenheiro conhecer a aplicação da estrutura em questão e escolher as melhores combinações 
de orientação.  

 

 

Figura 4.3: Exemplo de Sequência de lâminas. De Leon, 2013. 

Diferentemente da maioria dos metais, que possuem comportamento isotrópico, os 
compósitos muitas vezes têm característica de ortotrópicos ou até anisotrópicos, que acabam 
tornando seu comportamento um pouco mais complicado de descrever. Nos materiais 
isotrópicos, quando se aplica um esforço normal de tração, o mesmo irá comprimir nas direções 
perpendiculares. Além disso, não existirá a ação de esforço cortante ao se aplicar um esforço 
normal. Outra característica essencial para diferenciação, é o fato da relação tensão deformação 
permanecer o mesmo, independente da direção da aplicação. Já nos materiais ortotrópicos, 
existe uma diferença na resposta dependendo da direção de aplicação do esforço. A relação 
tensão deformação será diferente quando aplicado em diferentes direções. Já em um material 
anisotrópico, além da relação tensão deformação ser diferente quando aplicada em orientações 
diversas, existe ação cortante ao ser aplicado esses esforços quando aplicar uma tensão normal. 
A diferenciação entre esses três comportamentos de materiais está ilustrada na figura 4.4, 
retirada de Jones, 1999. 
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Figura 4.4: Comportamento do Material. Adaptado de Jones, 1999. 

Para o objeto de estudo, cada lâmina é considerada como transversalmente isotrópica, e 
é necessário estabelecer um sistema de coordenadas local (ao longo da fibra) para depois 
descrever como as tensões se distribuem considerando um sistema fixo global. A figura 4.5, 
ilustra justamente essa necessidade, os sistemas de coordenadas globais em relação a um local. 

 

Figura 4.5: Orientação das lâminas. Adaptado de Jones, 1999. 

 Com essa diferença de coordenadas, é necessário fazer uma rotação direcionando as 
tensões locais em relação às tensões globais. Para tanto, é necessário utilizar uma matriz de 
rotação, apresentada na equação 4.1. 
 

[

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

] = [
cos𝜃2 sin𝜃2 −2sin 𝜃 cos 𝜃
sin𝜃2 cos 𝜃2 2 cos 𝜃 sin 𝜃

sin𝜃 cos 𝜃 −sin 𝜃 cos 𝜃 cos 𝜃2 − sin 𝜃2

] [

𝜎1

𝜎2

𝜏12

]            (4.1) 

 
 Jones, 1999 apresenta como são as relações constitutivas desses materiais. Partindo da 
generalização de lei de Hooke que relaciona tensão com deformação 
 

𝜎𝑖 = 𝐶𝑖𝑗𝜀𝑗        𝑖, 𝑗 = 1,… , 6           (4.2) 

 
onde 𝜎𝑖 é a componente de tensão em todos as direções de um cubo infinitesimal, 𝐶𝑖𝑗 é a matriz 

constitutiva e 𝜀𝑗 é a componente de deformação. Esta tem 36 constantes, porém somente 

algumas são independentes. Também é explicado em Jones, 1999, que ao derivar a energia de 
deformação específica, irá surgir, por sua forma quadrática, uma simetria:  
 

𝐶𝑖𝑗 = 𝐶𝑗𝑖            (4.3) 

 
tornando 21 o número de variáveis independentes. Porém isso ainda está descrevendo um 
material anisotrópico triclínico, ou seja, três eixos oblíquos entre si. Se, por hipótese, existir dois 
planos ortogonais, não havendo interação entre as tensões normais e as tensões cisalhantes, o 
material é dito ortotrópico. Dessa maneira, o tensor constitutivo tem 9 constantes elásticas, que 
serão apresentadas como matriz de flexibilidade (matriz inversa da rigidez) na equação 4.4. 
Considerando estado plano de tensões, para uma lâmina unidirecional, pode se considerar que 
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as tensões se aplicam apenas no plano da lâmina, reduzindo para uma matriz de rigidez três por 
três. A matriz será apresentada na equação 4.4 já em termos de constantes de engenharia; 
 

[
 
 
 
 
𝜀1

𝜀2

𝛾12]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 

1

𝐸1

−𝜗12

𝐸1
0

−𝜗12

𝐸1

1

𝐸2
0

0 0
1

𝐺12]
 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝜎1

𝜎2

𝜏12]
 
 
 
 

          (4.4) 

 
Onde: 
 

𝐸1, 𝐸2 = Módulo de elasticidade, ou módulo de Young, nas direções 1, 2; 
𝜗12,  = Coeficiente de Poisson; 

𝐺12 = Módulo de cisalhamento. 
 

4.2.1 Método de Cálculo 

Para o cálculo de laminados, a teoria clássica de laminação CLT (Classical Lamination 
Theory) é considerada, e se baseia nas hipóteses de Kirchhoff: 

 As linhas retas perpendiculares a superfície média, permanecem retas após a 
deformação; 

 As linhas transversais (𝐴𝐷̅̅ ̅̅ ) não apresentam deformação na direção z; 

 As linhas transversais ao rotacionarem, continuam a permanecer perpendiculares a linha 
média; 
Essas hipóteses são melhores visualizáveis observando a figura 4.6, retirado de Jones, 

1999. 
 

 

Figura 4.6: Deformação de planos transversais. Adaptado de Jones, 1999. 

Partindo do campo de deslocamento, conforme ilustrado na figura 4.6, representando as 
respectivas direções: 

 
𝑢𝑐 = 𝑢𝑜 − 𝑧𝑐𝛽                (4.5) 

 
portanto, partindo da primeira hipótese de Kirchhoff, é possível escrever que: 
 

𝛽 =
𝜕𝑤𝑜

𝜕𝑥
                      (4.6) 

 
resultando assim para as deformações já apresentadas em notação vetorial: 
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[

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

] = [

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅21 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅61 𝑄̅62 𝑄̅66

]

[
 
 
 
 

[

𝜀𝑥
°

𝜀𝑦
°

𝛾𝑥𝑦
°

] + 𝑧 [

𝜅𝑥

𝜅𝑢

𝜅𝑥𝑦

]

]
 
 
 
 

          (4.7) 

 
na qual ε representa deformação e κ representa curvatura. Por questão de brevidade, os termos 

𝑄̅𝑖𝑖 serão omitidos, mas os mesmos podem ser encontrados em Jones, 1999. Como a rigidez de 
cada lâmina depende da sua orientação, é necessário fazer a multiplicação da deformação por 
sua rigidez separadamente para conseguir a tensão aplicada sobre ela. A figura 4.7 ilustra o 
problema. 

 

Figura 4.7: Distribuição de tensões e deformação. Adaptado de Jones, 1999. 

 Sabendo que as forças e momentos por unidade de largura resultantes são a integral da 
tensão ao longo da espessura em cada lâmina, é possível concluir que a contribuição da 
deformação multiplicada pela matriz de rigidez de cada lâmina será a soma das tensões de cada 
camada. Essa afirmação faz o uso da equação 4.7 para determinar uma relação entre a matriz 
de rigidez e os esforços atuantes na estrutura. Porém, assumindo que rigidez é constante ao 
longo de cada camada, é possível estabelecer uma relação direta entre as deformações e 
esforços atuantes apresentada na equação 
 

{
𝑁
𝑀

} = [
𝐴 𝐵
𝐵 𝐷

] {
𝜀⋄

𝜅
}       (4.8) 

 
no qual as matrizes  𝑁 em (N/m) são o esforço normais por unidade de largura, 𝑀 em (N) esforço 

fletor por unidade de largura, 𝜀⋄ deformação e, por fim, 𝜅 a curvatura. As matrizes A, B e D são: 
 

𝐴𝑖𝑗 = ∑ (𝑄̅𝑖𝑗)𝑘
(𝑧𝑘 − 𝑧𝑘−1)

𝑛
𝑘−1       (4.9) 

𝐵𝑖𝑗 =
1

2
∑ (𝑄̅𝑖𝑗)𝑘

(𝑧𝑘
2 − 𝑧𝑘−1

2 )𝑛
𝑘−1               (4.10) 

𝐷𝑖𝑗 =
1

3
∑ (𝑄̅𝑖𝑗)𝑘

(𝑧𝑘
3 − 𝑧𝑘−1

3 )𝑛
𝑘−1               (4.11) 

 
onde 𝐴𝑖𝑗 é a rigidez extensiva, e 𝐵𝑖𝑗 é acoplamento entre a rigidez extensiva-fletora e a 𝐷𝑖𝑗 é a 

rigidez fletora, os termos z são medidos a partir do centro do laminado até a fibra mais externa 
de cada lâmina. 

Sempre que se dimensiona uma estrutura é necessário escolher algum critério de falha. 
Sendo o objeto de estudo construído de materiais laminados, isso não é diferente. Porém não se 
pode aplicar os critérios de falha utilizados em materiais isotrópicos, como von Mises ou Rankine. 
No caso específico do presente trabalho será utilizado o critério de Hoffman no processo de 
otimização. 

O critério de falha de Hoffman é apresentado na equação 4.12 como: 
 

−
𝜎1

2

𝑋𝑐𝑋𝑇
+

𝜎1𝜎2

𝑋𝑐𝑋𝑇
−

𝜎2
2

𝑌𝑐𝑌𝑇
+

(𝑋𝐶+𝑋𝑇)𝜎1

𝑋𝑐𝑋𝑇
+

(𝑌𝐶+𝑌𝑇)𝜎2

𝑌𝑐𝑌𝑇
+

𝜏12
2

𝑆12
2  < 1    (4.12) 
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onde 𝜎1 tensão na direção principal local da lâmina, 𝜎2 tensão na direção transversal e 𝜏12 a 
tensão cisalhante na direção principal da lâmina. O 𝑋𝐶, 𝑋𝑇, 𝑌𝐶, 𝑌𝑇 são as tensões de ruptura nas 
direções X e Y global e os índices C e T indicam compressão e tração, respectivamente. 
Finalmente 𝑆12 é a resistência a cisalhamento da lâmina. É necessário ressaltar que, para as 
tensões de ruptura de compressão do material é mandatório as mesmas assumirem valor 
negativo. 

Esse critério possui uma ótima precisão quando se compara ensaios com os cálculos 
analíticos, isso pode ser comprovado pela figura 4.8. 

 

Figura 4.8: Comparação prático teórico Critério de Falha de Hoffman. Jones, 1999. 

4.3 Otimização Estrutural 

4.3.1 Conceitos Básicos 

Para otimizar qualquer que seja o objetivo final, é necessária uma formulação adequada 
do problema em questão. Uma vez que se faça isso de maneira errônea, não sendo considerado 
alguma equação de restrição ou variável de projeto, o problema pode levar a uma solução não 
satisfatória. Por isso é necessário entender os três conceitos abaixo: 

 

 Função objetivo: Representa a função que deve ser extremizada; 

 Variáveis de projeto: São os parâmetros que podem ser variados para a busca do 
valor ótimo. Elas podem ser contínuas, nas quais podem assumir uma infinidade 
de valores dentro de um espaço pré-estabelecidos, e as discretas que podem 
assumir valores dentro de um universo finito de opções; 

 Restrições: essas estabelecem limites do projeto na busca de um ótimo possível. 
 

4.3.2 Formulação do problema 

Existem diversos estudos que descrevem sobre a formulação de problemas de 
otimização [Arora, 2004: Hafka e Gürdal 1991]. A maneira mais comum de descrever a função 
objetivo frente as restrições, é apresentado na formulação 4.13: 

 
min      𝑓(𝑥)        

𝑠𝑢𝑗. 𝑎  𝑔𝑖(𝑥) ≤ 0                  𝑖 = 1,… , 𝑛𝑔     (4.13) 

             𝑎𝑘
𝑖𝑛𝑓

≤ 𝑥𝑘 ≤ 𝑎𝑘
𝑠𝑢𝑝

   𝑘 = 1,… , 𝑛𝑎          
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no qual 𝑓(𝑥) é a função objetivo,  𝑔𝑖(𝑥) são as 𝑛𝑔 restrições impostas ao problema, e 𝑥𝑘 as 

variáveis de projeto. No problema apresentado,  𝑎𝑘
𝑖𝑛𝑓

 e 𝑎𝑘
𝑠𝑢𝑝

 são limites laterais que a variável de 

projeto assumir, como será explicado mais adiante. 
  
4.3.3 Programação Matemática 
 

No presente trabalho será utilizada a programação sequencial linear (SLP - sequential 
linear programming) para resolver o problema do tipo apresentado na equação 4.13. Esse 
método cria uma aproximação linear para a função objetivo e restrições através da expansão por 
séries de Taylor truncada no primeiro termo (derivada primeira), conforme pode ser observado 
na figura 4.8.  

 

Figura 4.9: Linearização pode séries de Taylor. De Leon, 2011. 

De acordo com Fonseca, apud De Leon, 2011, essa aproximação necessita da aplicação 
de limites móveis para as variáveis de projeto durante o processo. A utilização desses limites 
móveis pode ser observada na equação 4.14, que possibilita a dilatação ou estreitamento dos 
mesmos conforme a função se aproxima ou se afasta da solução ótima, baseando-se no histórico 
das três últimas interações. Porém, é necessário que os limites laterais não sejam muito grandes 
(a fim de não se perder o mapeamento da função real), nem muito pequenos de maneira a atrasar 
demais o algoritmo. Portanto, é necessária uma definição do programador para que exista uma 
regra de interação, Christensen, 2009. Essa decisão vai afetar diretamente a eficiência da 
programação sequencial linear. A equação 4.14 mostra a dinâmica aplicada nesse trabalho para 
os limites laterais: 

 

 {
𝑎𝑖𝑛𝑓 = 𝑥𝑖 − (1 + 𝛿𝑖𝑛𝑓)𝑙𝑖−1  𝑠𝑒 𝑎 ≤ 0

𝑎𝑠𝑢𝑝 = 𝑥𝑖 + (1 − 𝛿𝑠𝑢𝑝)𝑙𝑖−1  𝑠𝑒 𝑎 > 0  
         (4.14) 

 
onde que 𝑥𝑖 é o valor a ser testado, 𝛿 o valor que determina a variação dos limites móveis, 𝑙𝑖 o 
comprimento do limite, e o 𝑖 é o número de interações, 𝑎𝑖𝑛𝑓 o resultado do limite inferior e 𝑎𝑠𝑢𝑝 o 

resultado do superior . Sendo que 𝑎 depende da interação dos limites anteriores conforme 
equação 4.15: 
 

𝑎 = (𝑥𝑖−1 − 𝑥𝑖−2)(𝑥𝑖−2 − 𝑥𝑖−3)          (4.15) 
 
no qual 𝑥𝑖−1 é o valor da iteração anterior, da mesma maneira 𝑥𝑖−2 é o valor de duas anteriores 
e finalmente 𝑥𝑖−3 o valor de três anteriores. Nesse trabalho um valor de 𝛿𝑖𝑛𝑓 =  40% e 𝛿𝑠𝑢𝑝 =

20 % funcionou bem para os limites móveis, baseado em histórico utilizado para problema similar 
de De Leon, 2013. 
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5 METODOLOGIA 

O trabalho de otimização visa minimizar um critério de falha, utilizando a vantagem de se 
poder alterar a orientação das fibras do laminado, de maneira a se obter uma longarina com o 
menor número de camadas possível (diretamente reduzindo peso). Conforme mostra a figura 
5.1, como dados de entrada existem as constantes de projeto, que são os carregamentos, as 
propriedades do material que hoje são utilizados para a construção, a geometria do mandril e 
tamanho de asa. O fluxograma detalha as etapas do algoritmo. 
 

 

Figura 5.1: Metodologia da Otimização. 

 É importante ressaltar que as diferenças finitas à frente foram aplicadas para o ponto no 
qual se encontra a pior situação relativo ao critério de falha. Aplicando a sensibilidade de cada 
lâmina e verificando a alteração do resultado do critério de falhar para o ponto verificado. Deve 
ser analisado sempre que for feita uma nova interação.  

5.1 Hipóteses 

Será utilizado para cálculo analítico a teoria clássica de materiais laminados, porém é 
necessária a apresentação das hipóteses que fazem com que esse método possa ser utilizado. 
Estas estão listadas abaixo: 

 Cada lâmina é homogênea, esta apresenta mesma propriedade ao longo de toda 
sua extensão; 

 Cada lâmina tem comportamento ortotrópico; 

 As lâminas são consideradas finas para que seja possível aplicar as hipóteses de 

Kirchhoff-Love, 𝛾𝑥𝑧 e 𝛾𝑥𝑧 igual a zero; 

 Cada lâmina é carregada apenas em seu plano;  

 Deslocamento contínuo entre as lâminas; 

 Hipótese de pequenos deslocamentos; 

 Elemento da matriz (resina) transferir os esforços de uma fibra para a outra; 

 As fibras são responsáveis por resistir aos esforços; 

 As lâminas são perfeitamente coladas, sem existir delaminação ou espaçamento 
entre cada elas; 

5.2 Propriedades do material e limitações de Fabricação 

Conforme dito anteriormente, o método de fabricação utilizado hoje pela equipe de 
aerodesign, é o filament winding que possui a restrição de seguir o formato do mandril. Outro 
limitador da máquina é o que diz respeito aos passes de deposição de material que a máquina 
realiza. Uma vez que realizou um passe, por exemplo a 20° entre a fibra e a direção transversal 
do mandril, é obrigatório que a máquina retorne depositando material a um ângulo de -20°. Esses 
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limitantes são de essencial importância para a composição da otimização, pois o trabalho visa 
realizar algo compatível com a construção. Para finalizar os limitantes do processo de fabricação, 
é impossível que a máquina consiga fazer a deposição de um ângulo muito próximo de 0° e muito 
próximo de 90°. Portanto, partindo do conhecimento prático da equipe, as angulações precisas 
que a máquina consegue fabricar estão limitadas entre 20° e 70°.  

5.3 Sequência de programação 

O método de otimização foi devidamente explicado no capítulo 4.3. Como a função objetivo 
é o critério de falha apresentado na equação 4.12, e as variáveis de projeto são os ângulos das 

lâminas, é necessário determinar a sensibilidade do critério de falha em relação ao ângulo 𝜃.  
Porém, é bastante complicado determinar analiticamente essa derivada primeira, necessária 
para a expansão de Taylor da linearização. Por isso foi feito uma aproximação da derivada pelo 
método das diferenças finitas à frente, no qual se calcula a função partindo de um valor inicial, e 
se repete o cálculo aplicando uma pequena variação do valor final para conseguir essa diferença 
finita, conforme a equação 5.1 

 

𝑓′
𝑘
(𝜃𝑘) =  

𝑓𝑘(𝜃𝑘+Δ)− 𝑓𝑘(𝜃𝑘)

Δ
               (5.1) 

 
onde, k representa o número de equações conforme o número de 𝜃, sendo esse o ângulo da 

lâmina, e um Δ tão pequeno quanto necessário para aproximar essa função de uma derivada 
representada por 𝑓′

𝑘. Esse valor é fornecido ao código e otimizado usando o comando linprog 

do MatLab, retornando um novo valor de 𝜃 que irá gerar novamente uma aproximação da 
derivada, até obter a convergência. 
 É possível verificar a lógica demonstrada no código do programa no apêndice A. O 
problema de otimização pode ser escrito como: 
 

min𝜃      𝐶𝐻             

𝑠𝑢𝑗. 𝑎              20°𝑘
𝑖𝑛𝑓

≤ 𝜃𝑘 ≤ 70°𝑘
𝑠𝑢𝑝

   𝑘 = 1,… , 𝑛𝑎     

 
onde CH é o critério de falha de Hoffman(sendo que este deve resultar em um número menor 

que 1), e 𝜃 é um ângulo de orientação da fibra para a k-ésima camada. 

6 RESULTADOS 

No presente trabalho será utilizado um laminado feito com fibras de carbono (Toray T700-
12K-50C) pré-empregnadas por resina Epóxi UF396, a qual está melhor explicado conforme 
Júnior, 2014, e as propriedades para o cálculo são apresentados na tabela 6.1. 

Tabela 6.1: Propriedades do material. 

Propriedades 𝐸1,𝑡 (𝐺𝑃𝑎) 𝐸2,𝑡  (𝐺𝑃𝑎) 𝐸1,𝑐  (𝐺𝑃𝑎) 𝐸2,𝑐  (𝐺𝑃𝑎) 𝐺12 (𝐺𝑃𝑎) 𝜐12 𝜐21 

Valor 129,79 9,11 129,79 9,11 3,16 0,31 0,021 

Propriedades 𝜎1,𝑡 (𝑀𝑃𝑎) 𝜎2,𝑡 (𝑀𝑃𝑎) 𝜎1,𝑐  (𝑀𝑃𝑎) 𝜎2,𝑐  (𝑀𝑃𝑎) 𝜏12 (𝑀𝑃𝑎) 

Valor 1409,9 42,5 520,0 103,3 74,6 

 
Atualmente, a equipe possui uma barra de 19,05 milímetros de diâmetro externo 

(mandril), que faz com que seja obrigatório que a estrutura final apresentada tenha o seu 
diâmetro interno igual ao do mandril, devido ao método de fabricação previamente explicado. E 
as cargas atuantes na raiz do problema foram de 72N.m para flexão causada pela sustentação, 
4,76 N.m de flexão causado pelo arrasto, e 6.41 N.m te torção. Foi considerado um fator de carga 
de 2 aplicado as mesmas. A figura 6.1 ilustra a orientação ao qual as fibras serão apresentadas.  
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Figura 6.1: Orientação das lâminas. Adaptado de Raymer, 1992. 

6.1 Resultados para 2 camadas (1 passe completo de máquina) 

Seguindo a lógica utilizada para otimização, é necessária uma estimativa inicial qualquer 
para que seja possível calcular a derivada e começar as interações. Porém, dependendo da 
estimativa inicial, as respostas se mostraram diferentes. A figura 6.2 ilustra o comportamento do 
programa interativo, minimizando o critério de falha em função do número de interações. Sendo 
que o gráfico da figura 6.2 (a) foi estimado inicialmente em 30 graus de orientação enquanto o 
da figura 6.2 (b) a 50 graus. 

 

 

Figura 6.2: Resultados duas camadas. 

 

Figura 6.3: Função objetivo 

Uma vez que a resolução do problema para duas camadas é função apenas de uma 
incógnita, pode-se plotar a função objetivo para verificar seu mínimo. Dessa maneira, verifica-se 
o motivo desse comportamento de resultados diferentes encontrados, demonstrado na figura 6.2. 
 É possível observar que para 20° e para 45° os resultados do critério de falha são muito 
similares e por isso o algoritmo encontrou dois mínimos diferentes, dependendo do ponto de 
partida inicial. Porém, é possível observar pela figura 6.3 que nenhuma configuração do laminado 
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é capaz de fazer o critério de falha adotado obter valores menores do que 1, indicando falha para 
qualquer configuração de orientação com duas camadas apenas (1 passe de máquina). 
 Portanto, partindo da característica observada no problema com uma camada, foi 
adotado o procedimento de iniciar o problema de vários pontos para a próxima tentativa (com 2 
passadas, ou seja, 4 camadas). 
 

6.2 Resultados para 4 camadas (2 passes completos de máquina) 

Como pode ser visto na seção anterior, para nenhuma configuração o critério de falha 
escolhido é respeitado. Portanto, seguindo o fluxograma apresentado é colocado mais um passe 
de máquina (+ 2 camadas de laminado). 

O algoritmo começa o problema agora com uma configuração [90,-90,90,-90]s. Os 
resultados da otimização são ilustrados pela figura 6.4. Pode-se verificar que com quatro 
camadas, foi suficiente para fazer com que a estrutura seja segura para desenvolvimento e 
construção (função objetivo < 1). Além disso o programa se mostrou eficiente mesmo para 
estimativas que fogem do domínio possível de construção, fazendo com que a função objetivo 
seja convergente resultando na configuração de angulação também ilustrada na figura.  

 

 

Figura 6.1: Configuração final Otimizada [49°, -49°, 50°, -50º]s. 

 Existem diversos estudos que podem ser incluídos no trabalho para enriquecer a 
importância da otimização. Conforme apresentado na figura 6.5, conforme as interações 
avançam, a deformação na ponta da asa diminui, podendo concluir que a estrutura se torna mais 
rígida. Esse resultado representa que a asa como um todo, mantem melhor seu formato 
aerodinâmico, ideal para as ambições da equipe. 
  

 
Figura 6.2: Deformação na ponta da longarina X número de Interações. 
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6.3 Resultados Analíticos e Numéricos 

Com o objetivo de validar o método analítico utilizado, foi realizada uma simulação no 
software Ansys, com as mesmas cargas externas. Primeiramente foi simulado a configuração de 
duas camadas de 20° e 20° negativos. Dessa maneira se espera encontrar tensões similares 
para comprovação da metodologia utilizada. A figura 6.6 possui o resultado encontrado nas 
tensões na direção Z, servindo para provar que foram encontrados resultados muito semelhantes 
aos calculados pelo programa.   
 

 

Figura 6.6: Simulação duas camadas [20°, -20°]s. 

 Os resultados das demais direções são apresentados na tabela 6.2. Com essa 
demonstração é possível comprovar que a metodologia e hipóteses assumidas, são coerentes 
para a os cálculos na raiz da estrutura. 

Tabela 6.2: Comparação analítico simulado 

 Simulado (Pa) Calculado (Pa) Diferença (%) 

σ1 -1.86e+8 -1.84e+8 -2 

σ2 0.0447e+8 0.0544 e+8 +21 

τ12 -0.111e+8 -0.1277 e+8 +15 

 

7 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

A metodologia se mostrou bastante eficiente, conseguindo chegar em uma reposta para 
satisfazer o problema proposto como objetivo no início do trabalho. Além disso, as verificações 
em softwares de simulações se aproximaram de maneira efetiva ao calculado. Atualmente, a 
longarina do avião utiliza 4 camadas em toda a longarina com um mandril quadrado de 20mm x 
20 mm, adicionando um peso relativamente grande de material que pode ser diminuído para o 
objetivo ao qual a aeronave é projetada pelos alunos. Somado aos objetivos alcançados, esse 
estudo estabelece uma herança de um material interessante para prosseguir as pesquisas na 
área de estruturas de materiais compostos, permitindo ainda, que esta metodologia seja aplicada 
a outras partes do avião que utilizem da mesma teoria e limitações que foi aplicada à longarina. 

Além da importância que o estudo tem para contribuição da equipe de Aerodesign, se 
confirmou a importância de um processo de otimização. Os resultados dissertaram sobre o fato 
de que, muitas vezes o obvio esperado nem sempre se confirma. Por isso, um método interativo 
para conseguir a melhor resposta é necessário, e quando bem formulado se mostra uma 
ferramenta poderosa para projetos de engenharia em geral.  
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7.1 Sugestão para Estudos Futuros 

Para o meio acadêmico, pode ser estudado alguma relação maior entre a teoria clássica 
dos laminados para estruturas com curvaturas. Visto que ainda existem pouco estudos sobre 
essa relação, se torna uma área interessante de análise. Com isso, seria possível fazer uma 
verificação para utilização de menos camadas ao longo da longarina, diminuindo o seu peso da 
final. 
 Finalmente, é plausível fazer uma análise de diversas geometrias de mandril, a fim de 
conseguir utilizar menos material composto, fazendo uma otimização com intuito de minimizar o 
volume. Porém, o passo inicial para esse estudo seja possível, está presente no trabalho, 
fazendo com que sempre seja necessário fazer a escolha da melhor orientação das diversas 
camadas do laminado, pois a resposta desse tipo de material, foge da intuição obvia para a 
escolha das mesmas.  
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APÊNDICE A 

tl=0.00039; %Espessura 
d1=0.01905;  %Diametro Interno Mandril 
E1= 129.79*10^9;   %Módulo de Young [GPa]X 
E2=9.11*10^9; %Módulo de Young[GPa] Y 
G12= 3.16*10^9; %Módulo de Young [GPa] XY 
v12= 0.31;  %Poisson 1-2 
v21= 0.021;  %Poison 2-1 
Xt= 1409.9*10^6;  %Tensão de tração [MPa] X 
Xc= -520.0*10^6; %Tensão de Compressão [MPa] X 
Yt= 42.5*10^6; %Tensão de tração [MPa] Y 
Yc= -103.3*10^6; %Tensão de Compressão [MPa] Y 
Talxy= 74.6*10^6; %Tensão de Cisalhante [MPa] Y 
n = 2; %%numero de passes da máquina 
%Esforços 
Nx=0; %normais X 
Ny=0; %normais Y 
T=6.417/(((d1/2)+2*n*tl)^2*pi); %Cisalhante XY 
Nxy=149; 
Mx=72; %Fletor X 
My=4.57; %Fletor Y 
Mxy=0; %Torção XY 
N=[Nx ; Ny ; Nxy]; %Matrizes de esforcos 
N2=N/(pi*d1/2); %Matrizes de esforcos 
N1=-2*(N2+[0;0;T]); %Matrizes de esforcos 
M=[Mx ; My ; Mxy]; %Matrizes de esforcos 
M1=-2*(M/(pi*d1/2)); %Matrizes de esforcos 
Q11=(E1/(1-v12*v21)); %constantes de Rigidez 
Q22=(E2/(1-v12*v21)); %constantes de Rigidez 
Q21=((v12*E2)/(1-v12*v21)); %constantes de Rigidez 
Q12=Q21; %constantes de Rigidez 
Q66=G12; %constantes de Rigidez 
Q=[Q11 Q12 0;Q21 Q22 0;0 0 Q66]; %constantes de Rigidez 
z0 = d1/2; 
delta = 0.0001; %diferencas finitas 
dHofdtheta = zeros(n,1); %contador da otimização 
notm = 0; 
LGt = 20*pi/180; %restricoes laterais 
UGt = 70*pi/180; %restricoes laterais 
tetat1(n,1)=0;    %auxiliar         
tetat2(n,1)=0;       %auxiliar      
limitet(n,1)=0; %auxiliar 
tetat=[20;90;30;30;30;30]*pi/180; %chute inicial  
while  notm <= 450 %erro > 0.01 && 
    notm = notm + 1; %contador 
    %calcula deformacoes, tensoes e criterio de falha 
    [CHII,CHSS,sigmas,sigmai] = hofman(tl, n, N1, M1, Q, tetat, Q11, Q12, 

Q66, Q22,... 
        z0, Xt, Xc, Yt, Yc, Talxy); 
    %aqui, busca o maior valor do crit de falha (pior ponto) 
    [CHSSmax,b] = max(CHSS(:)); 
    %mapeia a posicao do pior ponto na matriz 
    [row,col] = ind2sub(size(CHSS),b); 
    %loop para calcular derivadas por dif. finitas 
    for m=1:n 

         
        tetat(m) = tetat(m) + delta; 
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        [dCHII,dCHSS,sigmas,sigmai] = hofman(tl, n, N1, M1, Q, tetat, Q11, 

Q12, Q66, Q22,... 
        z0, Xt, Xc, Yt, Yc, Talxy); 
        dHofdtheta(m) = (CHSSmax - dCHSS(row,col))/delta; 
        tetat(m) = tetat(m) - delta; 
    end % fim do loop dif. finitas 

  
    %rotina de otimizacao por prog. linear sequencial 
    [x] = otim_orienta(notm, n, tetat, tetat1, tetat2, LGt, UGt, dHofdtheta, 

limitet); 
    teta_aux = x*180/pi; 
    fileID = fopen('angulos.txt','a'); 
    fprintf(fileID,'%6.2f %12.4f\n',notm); 
    fprintf(fileID,'%6.2f %12.4f\n',teta_aux); 
    fclose(fileID); 
    %organiza o historico de resultados 
    tetat2 = tetat1; 
    tetat1 = tetat; 
    tetat = x; 
    %guarda o valor da otimizacao (vetor dinamico) 
    resp(notm) = CHSSmax; 
    %calcula criterio de parada MELHORAR!!!!!!! 
    if notm > 1; 
        erro = abs(resp(notm)-resp(notm-1))/abs(resp(notm)); 
    end 
sprintf('\n\n ITERACAO %d  \n\n',notm) 
% break 
end %fim do loop de otimizacao 
sigmas 
resp(notm) 
tetat*180/pi 
p = plot(resp); 
set(p,'LineWidth',2) 
title('Critério de falha') 
xlabel('número iterações') 
ylabel('Valor Máximo critério de falha') 
grid on 
function [tetat] = otim_orienta(notm, n, vtheta, vtheta1, vtheta2, LGt, 

UGt,... 
    dHofdtheta, limitet) 
fator1 = 0.01; 
limt = pi/50; 
LB = zeros(n,1); 
UB = zeros(n,1); 
% f = fv + dHofdtheta; 
f = dHofdtheta;  
for i = 1:n 
    if notm>2, %essa parte depende que notm seja maior que 2. 
        dif1 = vtheta(i,1)-vtheta1(i,1);    
        dif2 = vtheta1(i,1)-vtheta2(i,1); 
        teste1 = dif1*dif2; 

       
        if teste1 > 0, 
            limitet(i) = 1.5*limitet(i);%se nao inverteu, pode aumentar os 

limitethetas    
        end 
        if teste1 <= 0,          
            limitet(i) = 0.2*limitet(i);%se inverteu, aperta os limitethetas 
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        end 
        if limitet(i) < fator1*limt, 
            limitet(i) = fator1*limt; 
        end 
        if limitet(i) > 2*limt,   
            limitet(i) = 2*limt;   
        end 
    else  
        limitet(i) = 0.1*vtheta(i); 
    end 

     
    if limitet(i) < fator1*limt; 
        limitet(i) = fator1*limt; 
    end 

     
    if limitet(i) > 2*limt,   
        limitet(i) = 2*limt;   
    end 
    LB(i) = vtheta(i)-limitet(i);       % Define o limite inferior 
    UB(i) = vtheta(i)+limitet(i);     % Define o limite superior 

  
    if LB(i) >= UB(i),    %aqui, confere se o limite inferior nao passou o 

superior 
        LB(i) = UB(i)-2*limitet(i); 
    end 
    % o if abaixo é importante caso a rotina tenha entrado no if acima... 
    if UB(i) <= LB(i),     
        UB(i) = LB(i)+2*limitet(i); 
    end 
end  
[x] = linprog(-f,[],[],[],[],LB,UB,[]);                     
for i=1:n, 
   if x(i) < LGt 
      x(i) = LGt; 
   end 
   if x(i) > UGt 
      x(i) = UGt; 
   end 
end 
tetat = x; 
end %end function otimiza 
 function [CHII, CHSS, sigmas, sigmai] = hofman(tl, n, N1, M1, Q, tetat, Q11, 

Q12, Q66, Q22,... 
    z0, Xt, Xc, Yt, Yc, Talxy) 

  
Qtot=zeros(3,3); 
T=zeros(3,3); 
zks=zeros(n,2); 
zki=zeros(n,2); 
Atot=zeros(3,3); 
Dtot=zeros(3,3); 
CHSS=zeros(n,2); 
CHII=zeros(n,2); 
CHS1=-1000; 
CHS2=-1000; 
DCHS=zeros(n,1); 
tetaaux=0; 
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g = 0; 
for k=1:n 
    for j=1:2 
        if j==1 
            teta=tetat(k,1); 
        else 
            teta=-tetat(k,1); 
        end 
    tetai(k,j)=teta; 
    c=cos(tetai(k,j)); 
    s=sin(tetai(k,j)); 
    QT11=(Q11*(c^4))+2*(Q12+2*Q66)*(s^2)*(c^2)+Q22*s^4; 
    QT22=(Q11*(s^4))+2*(Q12+2*Q66)*(s^2)*(c^2)+Q22*c^4; 
    QT12=(Q11+Q22-4*Q66)*(s^2)*(c^2)+Q12*(s^4+c^4); 
    QT21=QT12; 
    QT16=(Q11-Q12-2*Q66)*s*(c^3)+(Q12-Q22-2*Q66)*(s^3)*c; 
    QT61=QT16; 
    QT26=(Q11-Q12-2*Q66)*(s^3)*c+(Q12-Q22-2*Q66)*s*(c^3); 
    QT62=QT26; 
    QT66=(Q11+Q22-2*Q12-2*Q66)*(s^2)*(c^2)+Q66*((s^4)+(c^4)); 
    QT=[QT11 QT12 QT16;QT21 QT22 QT26;QT61 QT62 QT66]; 
    T=[c^2 s^2 -2*s*c; s^2 c^2 2*s*c; s*c -s*c c^2-s^2];  
    zks(k,j)=(z0+(g)*tl); 
    zki(k,j)=(z0+(g-1)*tl); 
    AT=2*QT*(zks(k,j)-zki(k,j)); 
    DT=(2/3)*QT*(zks(k,j)^3-zki(k,j)^3); 
    Atot=Atot+AT; 
    Dtot=Dtot+DT; 
    g=g+1;      
    end 
end 
eo=linsolve(Atot,N1); 
kapa=linsolve(Dtot,M1); 
for k=1:n 
    for j=1:2 
        exs=eo+zks(k,j)*kapa; 
        exi=eo+zki(k,j)*kapa; 
        c=cos(tetai(k,j)); 
        s=sin(tetai(k,j)); 
        T=[c^2 s^2 -2*s*c; s^2 c^2 2*s*c; s*c -s*c c^2-s^2]; 
        es=linsolve(T,exs); 
        ei=linsolve(T,exi); 
        sigmas=Q*es; 
        sigmai=Q*ei; 
        CHS=(-

(sigmas(1,1)^2)/(Xt*Xc))+(((sigmas(1,1)*sigmas(2,1)))/(Xt*Xc))+... 
            ((-(sigmas(2,1)^2)/(Yt*Yc)))+((Xt+Xc)*sigmas(1,1)/(Xt*Xc))+... 
            (((Yt+Yc)*sigmas(2,1))/(Yt*Yc))+((sigmas(3,1)^2)/(Talxy^2)); 
        CHI=(-

(sigmai(1,1)^2)/(Xt*Xc))+(((sigmai(1,1)*sigmai(2,1)))/(Xt*Xc))+... 
            ((-(sigmai(2,1)^2)/(Yt*Yc)))+((Xt+Xc)*sigmai(1,1)/(Xt*Xc))+... 
            (((Yt+Yc)*sigmai(2,1))/(Yt*Yc))+((sigmai(3,1)^2)/(Talxy^2)); 
        CHSS(k,j)=CHS; 
        CHII(k,j)=CHI;    
    end 
end 
end %end function hofman 
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APÊNDICE B 

As figuras abaixo, fornecem as tensões para completar as tensões de simulação da tabela 

6.2, sendo a primeira para o σ2 o a segunda τ12. 

 

 

Figura B.1: Tensão σ2 

 

Figura B.2: Tensão τ12. 


