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R E S U M O  

A presente dissertação de mestrado tem por assunto a representação do 
comportamento mednico do concreto sob cargas de curta e longa duração, 
incluindo efeitos não-lineares. Para tal fim trabalha-se com equações baseadas na 
teoria do dano continuo. São propostas equações para o caso triaxial e, baseado 
nelas, 6 implementado um programa computacional. 

Com diversos exemplos verifica-se que: 
a)A solução nurnbrica aproxima bem os resultados teóricos. 
b)O comportamento do modelo representa bem as características 

qualitativas do concreto. 

c)O modelo permite aproximar bem alguns resultados experimentais, mas 
ainda deve ser aperfeiçoado, particularmente no que refemse identificação de 
parâmetros. 
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A B S T R A C T  

This work aims to the representation of the mechanical behaviour of 
ooncrete under short and long time loads, including nonlinear effeds. We propose 
equations based on the theory of Continous Damage for three dirnensional 
structures and irnplernent the corresponding cornputer code. 

Several examples show: 
a)The numerical solution approximates well simple analytical solutions. 
b)The model represents well the qualitative behaviour of concrete. 
c)The model approximates reasonably well some experimental results, but 

must still be improved, particulary with reference to parameter identification. 
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Até recentemente, os m6todos de análise de estnituras de concreto foram 
principalmente baseados em an8Iises elásticas, combinados com vdrios 
procedimentos cl8ssicos e fórmulas empíricas, baseadas em dados experimentais. 
O rApido desenvolvimento das t-icas de anAlise numdrica e dos computadores 
digitais, estão mudando esta situação. Com o rndtodo de Elementos Finitos e 
ut i l irando-se an4l ise não-l inear, as características de deformação e ruptura de 
estruturas de concreto podem ser analisadas com mais precisao. 

Um fator limitante da aproximação aos resultados reais, estA na 
dificuldade de estabelecer-se modelos de deformaça0 e ruptura que represente a 
realidade do comportamento do concreto. Portanto, muitos esforços continuam a ser 
feitos no sentido de melhorar a descrição matemática das relaçbs constitutivas. 

1.1. Caracterlsticas do comportamento do concreto 

O concreto e um material composto e como tal, apresenta um 
comportamento fisico muito complexo. 

O concreto é um material frdgil. Tensões e defomaçiies afetam o 
desenvolvimento de micro/macr~fissuras, especialmente na interface entre o 
agregado e a argamassa. Estas micro-fissuras iniciais sao causadas pela 
segregação, retração e expansão t6mica da pasta de cimento. Sob carga, micro- 
fissuras adicionais podem &urgir na interface da pasta de cimento e agregado, que 
constitui o elo mais fr8gil do sistema. A progressao destas fissuras determina o 
comportamento nao-linear. 



f .I .I. Comportamento instantâneo 

I. 1.1. I. Ensaios uniaxiais em traça0 e compressão 

Uma típica curva tensáo/defoma~o em um teste de compressá;~ uniaxial 
é mostrada na figura 1.1. Há três est8gios observados neste teste simples. 0 
primeiro estágio corresponde a tensões de at6 30% da resistbncia do mnaeto à 
compressão (f,). Neste estágio, as fissuras existentes no -'concreto, antes do 

carregamento, permanecem praticamente inalteradas. Assim o comportamento 
tensãoldeformação 6 aproximadamente linear e eldstico; 0.3 f,. 6 proposto como 
"limite de elasticidade". AIBm deste limite, a cuwa tensãoldefomiaçiio começa a 
desviar-se de uma linha reta. Tensões entre 30% e 75% de f,, caracterizam o 

segundo estágio, no qual as fissuras começam a aumentar em oomprimento, largura 
e número. Posteriormente algumas fissuras nas proximidades da superficie do 
agregado começam a propagar-se na argamassa. Com o desenvolvimento das 
fissuras, a não-linearidade do material toma-se mais evidente. A propagaflo das 
fissuras, neste est4gi0, 6 ainda estAvel ate as tens8es alcançarem o nível de 75% 
de f,;. Este nível 4 geralmente denominado "começo da propagafio instável da 

fraturan. Aumentos adicionais da carga resultam em "fratura instávelu, e neste 
terceiro estdgio, o progresso da ruptura do concreto 6 principalmente causado por 
fissuras na argamassa. Estas aglomerações de fissuras próximas ao agregado 
formam as "zonas de fissurasm ou 'dano interno". Finalmente, fissuras maiores 
formam-se paralelas a dir-o do carregamento, causando ruptura do especime. 

f c 

Deformação Ax ia1 Defarmaç%o Lateral 

0.002 0.mo - 0-002 E 

Figura 1 .I - Típica curva tensãoldeformaflo para compressão uniaxial[4OJ. 



Embora a discussiio acima e relativa a compressão uniaxial, os tr6s 
estágios de defornação podem ser identificados em outros casos de carregamento 
e devem ser considerados no modelamento do comportamento do concreto. 

A figura 1.2 mostra uma tlpica cuwa tensãddeslocamenta em traç%o. O 
limite de elasticidade é de aproximadamente 60% a 80% da resistancia última 21 
tração. Acima deste nivel, as micro-fissuras começam a crescer. Como em um 
estado de tração uniaxial o crescimento das fissuras 8 muito'mais rdpido que em 
compressão, podemos esperar que o intervalo de estabilidade de propaga@o das 
fissuras seja menor e a propagação instAvel seja mais rhpida. A interface 
agregaddargamassa tem uma resistkncia a tração significativamente menor do que 
a argamassa, sendo esta a principal razão para a baixa resistdncia tração do 
concreto. 

Comprimento = 4C(mm) 

I 

Figura 1.2.- Curva tensãolatongamento para tração uniaxial [41]. 

1.1.1.2 - Carrerramanto sob compressão multiaxial 

Um comportamento típico sob carregamento multiaxial do concreto 8 
mostrado na figura 1,3. Os resultados são obtidos de testes com corpos de prova 
cilíndricos. Os cilindros de concreto são submetidos a presa0 lateral constante, 



~r, = u,. A pressão axial 0, é aumentada ate a ruptura. A figura 1.3 mostra as curvas 
tensão axial/deforrnaçáo axial (O, -E,)  e a tensão axial/defomaç90 lateral (q -E,), 

para diferentes valores de pressão de confinamento (lateral). Obsenra-se que a 
pressão de confinamento exem uma significativa influencia no comportamento da 
deformação do esp8cime. Primeiro, a deformação axial e lateral na ruptura aumenta 
com o aumento da presção de confinamento. Mas, aldm de um determinado valor, o 
aumento da tensão lateral provoca um decrescimo nos valores .da deformação axial 
na ruptura. Comparado ao caso de compressão uniaxial, deformaQ6es maiores 
ocorrem no esp4cirne de concreto confinado. Pode ser visto que sob carregamento 
de compressão, com pressão de confinamento, o concreto exibe um certo grau de 
ductilidade antes da ruptura. 

Como no caso uniaxial h&, também, três estágios de deforrnaçtbs para 
um concreto confinado, ou seja, linearmente el8stic0, ineldstico e localizado. 

Figura 1.3 - Cuwa tensãoldefomação para compressão multiaxiaI[4~. 
Tensdes e deformações positivas em compressão. 

A figura I .4 mostra as deforma-s volurn6trica versus as tensões em um 
teste de compressao biaxial. Inicialmente, a deformação decresce at6 
aproximadamente 0.75 a 0.90 da tensão última. Então a tenddncia 6 reversa com o 
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aumento das tensões. Foi mostrado [33] que a pasta de cimento não se expande

sob carregamento de compressão. A pasta de cimento continua a consolidação na

ruptura. Expansão volumétrica é observada somente quando a pasta de cimento é

misturada com agregados, isto indica que a natureza da "composição" do concreto é
o principal responsável pela dilatação volumétrica. É notado que a tensão na qual o

volume começa a aumentar está relacionada a um notável aumento das micro-

fissuras através da argamassa, ou seja, no limiar de uma instável propagação das
fissuras.

0"1

fe

1.1

0.8

0.6

0.4

0.001 0.000 -0.001 -o .002 Ev

Figura 1.4 - Curva deformação volumétrica sob compressão biaxial [40].

A figura 1.5 mostra uma típica curva tensão/deformação do concreto sob

carregamento cíclico.

Como se sabe, as curvas de carregamento e descarregamento não são

segmentos de linhas retas mas "laços" que mudam de tamanho com o decréscimo

da inclinação média [34]. Se considerarmos a inclinação média de uma linha reta

conectando os pontos extremos da curva de cada ciclo, vemos que o módulo de
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elasticidade decresce com o aumento da deformação. Esta degradação da rigidez

está relacionada a alguns tipos de dano (micro-vazios e micro-fissuras).

(Jl(MPa)

28 .12

7.03

21.09

14.06

o
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 € I

Figura 1.5 - Curva tensão/deformação sob carregamento cíclico de
compressão [34].

Este comportamento é completamente diferente de aquele mostrado para

metais, e sugere que a teoria da plasticidade usual não é adequada para o
concreto.

1.1.2. Comportamento diferido

Há várias teorias que tentam explicar o mecanismo interno da fluência na

pasta de cimento e todas elas, aceitam que o fenômeno está relacionado à

absorção de água pela superfície interna do material. Sob carga, a pasta de cimento

exibe deformações instantâneas e deformações dependentes do tempo, que são

devidas a transferência da água para a superfície externa do sólido e daí para o
meio ambiente.



O agregado tem uma pequena contribuiçao nas deformafles de fluhncia, 
mas a interface entre a pasta e o agregado 6 um elo frágil onde muitas micro- 
fissuras são originadas e estas micro-fissuras são responsáveis por grande parte da 
fluhcia não-linear sob altas tens8es. 

De fato, as experiências mostram que a fiudncia 8 funflo das tens8es 
aplicadas, idade a tempo de carregamento, dependendo tamb6m da composição da 
mistura e das condições do meio ambiente. 

Alguns fatos a respeito da fiuencia s%a comumente aceitos: 

a)Quanto maior a idade do concreto menor a sua flubncia. O módulo de 
elasticidade e a resist3ncia do concreto aumentam com o tempo. 

b)Para tensões constantes menores que 0.4f,. o comportamento do 

concreto pode ser modelado pela teoria da viscoelasticidade linear com 
envelhecimento. Para tempo tendendo ao infinito as deformapões aproximamse de 
um valor limite. 

c)Para tensões constantes superiores a 0.4f,. a não-linearidade no 
comportamento visco-elástico do concreto começa a acentuar-se [22] e cessa a 
aplicabilidade do princípio da superposiçáo. Para tensdes maiores que 0.8 f,. as 

deformações crescem aceleradamente e levam a ruptura. 

A relação deformaçáo/tempo sob tensão constante, B ilustrada na figura 

Ruptura 

Figura I .6 - Relaçao defonnaçãofiempo sob altas tensões para concreto. 

A deformação instantânea elAstica, OA, B seguida por uma fluhncia 
primaria AB, que se durante a qual ocorrer um descarregamento, há uma 
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recuperação de resultados elásticos instantâneos, seguida pela recuperação
elástica devida ao tempo, CD. Se a carga não é removida em "1;", então se dá início

a chamada fluência secundária, que é acompanhada de deformações permanentes.

Descarregando em algum tempo da curva BE gera uma deformação permanente no
material. Continuando o carregamento passando o tempo" T/, começa a fluência

terciária, conduzindo quase que inevitavelmente a ruptura.

1.2 - O proieto de pesquisa

1.2.1. - Obietivos

No presente trabalho objetivou-se desenvolver equações constitutivas

para o concreto que, embasadas na teoria do dano contínuo, permitissem
representar a deformação lenta a altas tensões e ruptura do material.

Outros autores tem já proposto relações constitutivas para descrever este
comportamento [4], mas ainda não existe um modelo consagrado; este é um tema
ainda aberto a discussões.

Partindo-se do modelo uniaxial [8], mostra-se que a equação constitutiva

pode ser fundamentada na Mecânica do Dano Contínuo, generalizada ao caso

triaxial e implementada em um programa de Elementos Finitos. Aceita-se uma

relação parabólica (no caso uniaxial), para representar o comportamento não-linear
das deformações instantâneas do concreto, sob tensões elevadas, e um critério de

ruptura equivalente no caso multiaxial.

Seguimos assim a orientação do último simpósio sobre fluência lenta do

concreto, realizado em Barcelona (ConCreep 5) onde houve forte consenso no

sentido que a representação da fluência não-linear deveria ser baseada em teoda
de Dano Contínuo.

O modelo será comparado com resultados experimentais e aplicado a

análise de problemas práticos.

1.2.2. - Importância

Quando as tensões excedem aproximadamente 40% de fe' a fluência do

concreto exibe uma forte dependência não-linear das tensões e o princípio da

superposição não pode mais ser empregado.



A viscoelasticidade náo-linear pode ser importante sempre que h4 
presenw de altas tens-, como no caso de fratura, cargas concentradas, 
flambagem, etc. 

i -2.3. - Metodoloaia 

A formulação básica corresponde a teoria do dano continuo. 
Na análise numbrica é adotada uma programação modular de modo que 

diferentes operações sejam exeaitadas por diferentes subrotinas. Como programa 
base, partiu-se do desenvolvido por Masuero [I&]. 

Para problemas não-[ ineares, necessita-se su brotinas para incrementar a 
carga e iterar a solu@o ate a convergencia. Também são necesssirias subrotinas 
para avaliaçáo das forças residuais e de monitommento da converghncia. São 
empregados dois métodos para a seqüência iterativa, ou seja, o método de Newton 
Raphson e o metodo de Newton Raphson modificado. 

Para a andlise viscoelástica a utilizaçZio de uma formulaflo integral 
mostra-se inconveniente, visto que requer o armazenamento de toda histdria de 
tensões ao longo do processo viscoelástico, nos nos ou nos pontos de integraçáo 
de todos os elementos no qual o meio contínuo foi discritizado. O metodo de 
variáveis de estado baseia-se numa aproximação das derivadas das funpões de 
fluência, sendo necessário o armazenamento de apenas uma pequena parte da 
histdria de tensbes. 

Computacionalmente o m6todo B de fAcil implementação e, embora 
necessite que os intenralos de tempo utilizados ao longo do processo sejam 
pequenos, sua eficiência computacional, medida como tempo de mhquina para um 
certo nível de precisão, mostrou-se vantajosa. 



2-FORMULAÇAO DO MODELO CONSTITUTIVO 

O presente modelo parte de uma variante nao-linear do modelo Kelvin 
(figura 2.1) e caracteriza-se pela sua capacidade de representar comportamento 
mecânico não-linear, ruptura instantânea e dependente do tempo. O modelo 6 
capaz de representar as principais caracteristicas do concreto; flu9ncia nao-linear, 
deformações instantaneas e dependentes do tempo e ruptura retardada sob tensão 
constante ( ruptura por fluência). 

0 
Figura 2.1 - Modelo viscoelástico standard 

Uma melhor aproximação do comportamento de um material real pode 
ser obtida com o uso de vdrios elementos (modelo generalizado). 



Figura 2.2 - Modelo generalizado de elementos viscoel~sticos (Kelvin) 

2.1 -Modelo uniaxial 

O modelo uniaxial B um modelo Kelvin com mola nao-linear. 

Figura 2.3 - Relaçao tens~oldefonnaçáo da mola do elemento Kelvin. 

A equação correspondente à mola (figura 2.3) 8 



onde p 6 o fator de não-linearidade que poae ser rnterpretado em temos da 
mecânica do dano continuo (seção 2.1 .I) e E B uma constante. Esta equação 

E define a tensão máxima O-- =- 
1 e a correspondente deformação - 

4P 28' 
I 1 Aumentando-se as deformações de - para - 6 possivel obter um dedscimo de 
2P B 

1 tensões. Não h6 significado físico para deforma- maiores do que - 
B ' 

A inversa0 da equação (2.1 ) proporciona a expressão 

onde O = cte = 0, e a,, 6 a tensão máxima. 

Considerando comportamento linear para o amortecedor do modelo 
Kelvin, temos 

A (2.3) B a equação não-linear de Ricwti, que pode ser resolvida para 
O = cte = O,. Dependendo do valor do parâmetro 

Obtemos 181 

Para y c 1 

Para y =  I, 



O comportamento estfi indicado na figura 2.4. 

TEMPO( DIAS 
Figura 2.4 - Resultados teóricos para cuwas de flubncia excluida a 

deformação instantanea da mola 

E Observa-se que o, = - é a maior tensão que pode ser suportada pelo 
4P 

modelo (tensão superior a O- gera deformafles que tender80 ao infinito). 

O comportamento de um modelo formado por uma mola e um elemento 
Kelvin (figura 24, esta representado na figura 2.5, que mostra um comportamento 
similar ao observado no concreto 1221 . Obviamente, a relativa à mola da parte 
instantânea, deve ser maior que a O,, correspondente a mola do elemento Kelvin, 

do contrArio, a tendhcia da cuwa deformação versus tempo seria sempre de 
estabilização para um tempo infinito. 



TEMPO( DIAS> 
Figura 2.5 - Resultados teóricos para cunras de fluencia incluída a 

deformaç%o instantânea da mola 

2.1 .i -Interpretação em termos da mecbnica do dano continuo 

A teoria do dano continuo [311 propõe uma varidvel de dano, usualmente 
representada por "d", tal que a tensão efetiva a4 é escrita, em funç%o da tens30 

nominal corno 

Analogamente, podemos definir um modulo de elasticidade efetivo 

Um ponto importante B a determinação da lei de crescimento do dano 
"dn, que deve ser feita com base em eviddncia experimental. A hipótese mais 
simples é assumir que o dano aumenta linearmente com a deformação. 



Assim a (2.9) fica 

E, = ~ ( 1 - @ )  

que 4 o criterio empregado em (2.1). 
Embora seja simples a formulação empregada, ela permite modelar 

muitas das características obsewadas no comportamento do concreto. 

Dado que a solução fechada da equaflo de Riccati (2.3) só 6 disponível 
para o caso de tensão constante, 6 necessário empregar para aplicaQões mais 
gerais uma solução numerica. 

Para tal, partindo de (2.3) escrevemos 

que define o seguinte algoritmo de solução 

2.1.3-Variacões do modelo bdsico 

A fim melhor representar o comportamento do concreto, B interessante 
modificar a equaflo da mola n8o-linear (2.1 ), na fotma indicada abaixo (figura 2.6): 

O= E ~ I - ~ I  E / )  o 5 E <  1 1 2 ~  (2.1 5) 

onde 



Figura 2.6 - Relação tens%oldefomaç%o corrigida 

A resposta do modelo Kelvin, para diversos valores de 'bn,  pode ser 
observada na figura 2.7. 

0.0200- 
)$$$BCb = a.0Eel0 
-b = 0.BB16 

= a.-i 

- 

- - 
0.09J80 i i i i i i i i i  i i i i i i i i i  1 l E l l l 4 1 l  t ~ ~ ~ ~ 1 t * l  1 1 1 * 1 1 1 1 #  1 1 1 * 1 1 1 t  

0 5& I& I& 20b 2 h 0  3&0 
TEMPO DIAS) 

Figura 2.7 - Cuwas de fiugncia corrigidas 



2.2-Modelo Multiaxial 

A fim de resolver problemas mais complexos, propomos aqui equagões 
para representar o comportamento do concreto sob cargas multiaxias, que serão 
implementadas no programa de Elementos Finitos. 

Usamos equaç8es simples que dependem unicamente do conhecimento 

2.2.1 -Comportamento instantâneo 

2.2.1.1 -Caso linear 

A relação linear uniaxial 

pode ser generalizada ao caso tridirnensional, para materiais isótropos, 
homogheos e elAsticos-lineares, escrevendo 

onde 

õo =fpo= UIl + D .  

sao as componentes esférica e desviadoras de tensor de tensões e defonnag8es, 
respectivamente. 



2.2.1.2.1 - Modelo constitutivo para concreto. 

O modelo considera uma superfíçie de ruptura no espaço de tensões a 
qual define o nivel de tens8es em que a ruptura acontece. A condição de ruptura 
ocorrerá quando o estado de tensões atingir ou ultrapassar esta superfície de 
ruptura. 

Considerando isotropia do material, podemos expressar a forma generica 
da superficie de ruptura como 

onde I ,  B o primeiro invariante do tensor de tensbs, I., 6 o segundo invariante do 
tensor desviador de tensões e III; é o terceiro invariante do tensor desviador de 

tensões. 

A forma explícita da função de ruptura é definida por dados 
experimentais. Os dados experimentais disponíveis, claramente indicam as 
características essenciais da superfície de ruptura do concreto [6]. 

2.2.1.2.2 - Critdrio de Ruptura 

O presente modelo caracteriza-se por ter dois parametros e foi proposto 
por Mises-Schleicher (figura 2.8). As equações definem uma superficie de ruptura 
com meridianos curvos, seção transversal circular no plano desviador e 
independhcia do hngulo de similaridade 8 [6]. Os meridianos &o pardbolas 
quadraticas. A seção transversal tem propriedades de simetria e convexidade. 

Todos os invariantes de tensões, que aparecem no criterio de ruptura 
(2.281, estgo normalizados pelo f,. 

0 s  dois parametros do critério de ruptura podem ser determinados com 
base em testes uniaxiais típicos. 

1. ResistBncia uniaxial à cornpress40. 

2. ResistQncia uniaxial a tração. 
Para a representação de resultados experimentais obtidos de testes 

triaxiais, com tensões O, = 02, 4, o espaço de interesse será a inters-o com o 
plano 0, = a,. 



Figura 2.8- Superfieie de twptura no espaço de tensões principais 

I0 /f c 

Figura 2.9 - Superíicie de ruptura para estado Maxial de tensões 



A supeficie de ruptura neste subespago estd representada na figura 2.9 
usando como coordenadas o I ,  (primeiro invariante do tensor de tensóes) e o n, 
(segundo invariante do tensor desviador de tensões). 

Para estado biaxiai de tens6es, o criterio toma 8 forma da figura 2.10. 

A -2.a 

Figura 2.10 - Supefficie de niptura para estado biaxial de tensões 

Convém salientar que o trecho O e 5, O foi aproximado por meio 
f, f, 

de uma reta para se adequar melhor as curvas experimentais [6]; percebeu-se a 
necessidade desta mudança ao rodar o exemplo do Ensaio Brasileiro Tração 
(seção 4.2.1 ). 

As equações para esta superfície são: 

a) Trecho compreendido no intervalo 5 > O e 3 O 
f c  f, 

onde os parârnetros de dano ( y , f )  indicam se o presente estado de tensões 
localiza-se em um ponto interior a curva (O i y < 1); sobre a uiwa ( y  = 1); ou exterior 
a curva ( y  > 1). neste caso, caracterizando a ruptura do material. O parâmetro de 
dano (v) atualizará o módulo de compressibilidade (2.48) e o parâmetro de dano 
( y )  atualizará o mmódulo de corte (2.49). 



Onde, 

ri, = rl#C 

fc = r m / ~  

k =Constante 

f ,=Resist&ncia do concreto d compressaio 

I . =  Segundo invariante do tensor desviador de tensões 

I,= Primeiro invariante do tensor de tensões 

I ,=o, ,+cr,+a,, 

1 2 
~ . . # = - [ ( D ~ ~ - D , J ~  +(an-~33)2 + ( ~ ~ - q , ) ~ ] +  qz2 +ua2 +ql 

6 

Entao definimos 

O parâmetro de dano f(2.34) foi criado para se poder considerar a 
hip6tese de um carregamento esférico, situação esta não representada pelo 
parâmetro de dano ( y )  já que, neste caso, II, = 0. 

A expressão para y' foi escrita baseada em dados experimentais. 

Conforme (2.1 ), temos: 

e de acordo com (2.2) 



Substituindo (2.37) em lugar do segundo E de (2.35) resulta 

Sabendo-se que 

temos portanto 

Para analise incremental, podemos ainda escrever 

Conforme (2. I ) temos 

1 
o=~~(l-flE); OS&<- 

P 

Substituindo (2.37) em (2.46) temos 

Portanto 



Estas expressões, bem como a equaHo (2.28) poderiam ser melhoradas 
considerando os seguintes pontos: 

a)a expressão (2.33), que define a não-linearidade ou pardmetro de 
dano, poderia ser escrita de um modo similar através de outro critbrio de ruptura. 

b)a expressão (2.48 e 2.49) foram escolhidas para mostrar, no caso 
uniaxial, uma relação tenção/deformação na forma de uma pardbola. Outras formas 
sgo possíveis. 

Vemos que na medida que o ponto representativo do estado de tens6es 
se aproxima da superfície de ruptura, os valores de G, e & diminuem, tendendo a 
zero e gerando deformações indefinidas. Obsenra-se que, embora por simplicidade 
tenha sido empregada a superfície de Mises-Schleicher, qualquer outro criterio, 
(Ottosen, Willam, . . .) [6] poderia ser analogamente empregado. 

2.2.1.2.3 - Determinação dos ~arâmetros "as' e "R" 

A fim de determinar os parârnetros pademos usar testes uniaxiais. 

a)Consideremos o caso de compressão uniaxial -0. Então 

e (2.28) fica 

I 
Para ruptura temos a= f, e assim k = --a 

3 

b)Consideremos agora tração uniaxial 0. Então 

e (2.28) fica 



Para haver ruptura U= 4, onde a 6 dado por fórmulas padrtíes. 
Substituindo em (2.53) obtemos 

e para a=íIl O (atribuído) n6s ternos 1/30 + a =I Ok 

Assim finalmente obtemos 

(2.55) 

(2*=) 

f 1 Note que estes valores são vdlidos para todos os concretos com A= - 
f ,  10' 

2.2.1.2.4 - Pontos de interseccao das retas com a suaerfície de ~ p t u r a  

Para caso triaxial, onde 0, = 0, = c;, e a, = o,, temos de (2.31) 

onde a, é a tensão axial e 0, a tensão transversal. De (2.32) obtem-se 

De (2.57) e (2.58), obtemos 

Substituindo a equação da reta 5 = 0 em (2.60), temos 
5, 
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Substituindo (2.62) em (2.28), temos

lu2 +3aflu -3kfc2 = O (2.63)

onde "a" e "k" são os parâmetros determinados na seção 2.2.1.2.3 e fc é a

resistência do concreto à compressão.

De (2.63), obtemos

lu = - fc (2.64)

(2.65)lu = O.lfc

Substituindo (2.64) em (2.28), obtemos

:!: .JIIs = 0.5774
fc

(2.66)

Substituindo (2.65) em (2.28), obtemos

:!: .Jlls = 0.05774
.fc

(2.67)

Substituindo a equação da reta (J'r = 0.25 em (2.60) e (2.59), temos
(J'L

lu = 2.J3IIs (2.68)

ou

l2
II - us-- 12

(2.69)

Substituindo (2.69) em (2.28), temos

I u2 + 12a.fc1 u - 12kfc 2 =O (2.70)

onde" a" e "k" são os parâmetros determinados na seção 2.2.1.2.3 e fc é a

resistência do concreto à compressão.

De (2.70), obtemos

lu = -3.7079fc (2.71)

(2.72)lu = O.1079fc



Substituindo (2.71) em (2.281, obtemos 

Substituindo (2.72) em (2.281, obtemos 

2.2.2-Com~ortamento diferido 

O caso linear compreende a viscoelasticidade linear apresentada em 

No caso não-linear escrevemos 

Aplicando variáveis de estado e denominando 

%/K=O, 

g / G = 6  

obtemos 

Empregando o método de Euler para integragão no tempo, temos 



As correspondentes condições iniciais são: 



3-ELEMENTOS FINITOS PARA ANALISE NÃO-LINEAR E SUA 
IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL 

O modelo anterior foi implernentado num programa de análise via 
Elementos Finitos, para situafles de Estado Plano de Tensões , Estado Plano de 
Deformações e S6lidos AxissirnBtricos. 

3.1 - Fornulacão para Estado Plano de Tensões 

A figura 3.1 ilustra problemas de Estado Plano de Tensões. 

I hX" 

Figura. 3.1 - Problemas de Tensão Plana. 

Consideraremos uma placa fina sujeita a cargas aplicadas no plano "v, 
que é o plano da estrutura. A espessura da placa B assumida pequena comparada 



com as dimensões do plano "xy". Assume-se que as tensões sao constantes ao 
longo da espessura do plano e ox,za,z, são ignoradas. 

Assim os deslocamentos podem ser expressos como 

onde "u" e "\P são deslocamentos no plano nas dirmes "9 e "v, respectivamente. 

As componentes de deformações diferentes de zero são, 

6 - = [ E , , E ~ ~ Y , J ~ ,  

onde, 

Os deslocamentos virtuais são dados por 

824 .., = [h, &IT, 

e as deformações associadas são 

A relação tensãofdeformação é dada por 

T 
onde o = [ o ~ , o ~ , ~ ]  , na qual s8o as tensões normais nas direções Ix e y" - 
respectivamente e r, 4 a tensão de corte no plano 'xy*. 

Para materiais homogeneos, isótropos e elástico-lineares, a matriz 
tensãofdeformação ou matriz mnstitutiva é dada por 



onde E e v são o módulo de elasticidade e o coaciente de Poisson, 
respectivamente. 

As forças de volume sao dadas por 

b - = [b ,by lT,  

As forças de contorno sáo expressas como 

! = [v,]', 

Um volume elementar é dado como 

onde "h " e a espessura. 

3.2 - Formulacão para Estado Plano de Deformações 

A figura 3.2 ilustra problemas de Estado Plano de Deformações. 

Figura. 3.2 - Problemas de Deformação Plana. 

Para problemas de deformação plana a dimensão normal a um plano "xy* 
é grande comparada com dimensões tipicas no plano "xy* e o corpo está sujeito a 
cargas somente no plano "xy". Para problemas de deformações plana pode ser 
assumido que os deslocamentos na direção 'z" são desprezlveis e que os 
deslocamentos "um e "v" sao independentes de 'z". 

Os deslocamentos são dados por 



onde 'um e 'v" são desfocamentos no plano nas direções 'x" e *y*, respectivamente. 

As componentes de defomaç6es diferentes de zero são, 

onde, 

Os deslocamentos virtuais são dados por 

su - = [h, &IT, 

e as deformaç6es associadas são 

A relação tensãoldefomação é dada por 

onde D = [ D ~ D ~ , Z - , ] ~ ,  na qual u=,o; sáo as tensóes normais nas direçóes "x e y" 

respectivamente e s,e a tensão de corte no plano "w. 
Para materiais homogeneos, isótropos e elástico-lineares, a matriz 

tensãoldefomação ou matriz constitutiva e dada por 

onde E e V são o módulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson, 
respectivamente. 

E 

A tensão nomal ao plano "xy" é dada por 

( i -v)  v 

E = - O  O v (1- 0 4 (y) Y 1, 



As forças de volume são dadas por 

b - = [br,b,lT, 

As forças de contorno são expressas como 

1 = rld,~~, - 

Um volume elementar 4 dado como 

considerando que uma unidade de espessura 6 analisada. 

3.3-Fomulac%o para sólidos axissim#tricos 

A figura 3.3 ilustra um problema de Sblido Axissim4trico. 

Figura 3.3 - Tipico problema de sólido axissimeãico. 

Entende-se como sólido axissirnétrico o sólido tridimensional que 6 
simétrico em relação ao seu eixo central (que coincide com o eixo "z") e que está 
sujeito a cargas e condi@& de contorno que sáo simétricas a este eixo; o 
comportamento 6 independente da coordenada circunfer6ncial " 8". 

Os deslocamentos podem ser expressos como 

T . * = [,,,I , 

onde "um e W são deslocamentos nas direpões 'r" e 'f, respectivamente. 

As deformapões diferentes de zero são, 

" ,., = I&,,&&&,,r,JT, 



onde, 

Os deslocamentos virtuais são dados por 

e as deformafles associadas são 

4s~) 454 4&1 4 s ~ )  ' - - - - 
a ' r '  a a +-I a 

A relação tensãoldeformação B dada por 

onde o= ,.. [or, q, q, r,]', na qual são as tensóes normais nas direçóes 'r, 6 

e z" respectivamente, e r, e a tensão de corte no plano 'r2. 

Para materiais homogeneos, isotropos e elástioo-lineares, a matriz 
tensãoldeformação e dada como 

As forças de volume são dadas por 

b - = [b,b,l, 

As forças de contorno são expressas como 
T 

t = [t,l,L - 

Um volume elementar B dado como 

dv = 2m&& 



onde r e a distancia radial ao ponto de Gauss em consideração. 

3.4-Fomulação para Elementos Finitos Isoparam~tricos 

Em Elementos finitos, os deslocamentos e defomafles e seus 
complementos virtuais podem ser expressos pelas relaç6es 

onde para o nó "i", (z f ,ui )  são os vetores de vari4veis nodais, (6g,hi) 6 o vetor de - * 

variáveis nodaiç virtuais, Ni =! Ni 6 a matriz de funçóes de forma global e B, B a 

matriz deformaçáoldeslocamento global. O número total de nós em toda malha e 
'nu. 

A condição de equilíbrio é estabelecida de forma fraca atravhs do 
princípio dos trabalhos virtuais expresso como 

onde o e um vetor que contem as componentes significativas do tensor de tenshs, 
-., 

r é o vetor de forças no contorno, 'vn é o domínio de interesse e A' e a parte no -., 

contorno no qual os deslocamentos são conhecidos. 

Note que na representação isoparamétrica pode-se usar as seguintes 
representações para as coordenadas "x" e "y" dentro do elemento 

onde para o nó "i" do elemento "e", N,(~) são as mesmas funçbes de forma. 
Podemos então avaliar a matriz jacobiana como 

A inversa de J(" é então avaliada usando a expressáo ,. 



As relações deformaçãoldeslocarnento sao expressas como 

na qual I$(') 6 a matriz de deformaç30. 

O voiurne elementar 4 dado 

dv = h(')detJ(')d@v - 

Tabela 3.1 - Deslocamentos nodais, matrizes de deformação e volumes 
elementares para aplicaçaes bidimensionais 



As derivadas das funç6es de forma cartesianas podem ser obtidas 
usando-se a regra da derivação em cadeia 

na qual os termos 3, 9 * e  3 podem ser obtidos da inversão da matriz 
& a ' @  

jacobiana dada em (3.39). 

Desde que temos uma relação tensãoldeformação dentro de cada 
elemento da forma 

a contribuição do elemento "e" para o primeiro termo de (3.36) é dada como 

onde K!) é a subrnatriz de rigidez da matriz de rigidez do elemento K(". - 

A contribuição do elemento "eu para o segundo termo de (3.36) 6 dada 
como 

Para o terceiro temo de (3.36), a contribuição do elemento "e" 6 

onde A'" é a parte da A que coincide com o contorno do elemento "e" 
Naturalmente muitos elementos não contribuem para f,(". 

Utiliza-se neste trabalho um elemento baseado na formulaç4o 
isopararn8trica. Este elemento é o quadrilatero Serendipity de 8 nbs com fadas 
curvos e uma variação quadr8tica do campo de deslocamento dentro do elemento. 



Figura 3.4 - Elemento serendipity de 8 n6s 

Para os nos dos cantos 

Para os nós intemiedihrios 

3.5-Formulação para o caso de n%o-linearidade aeomdtrica - Flarnbanem 

Em todas as f6mulas empregadas até aqui, implicitamente assumimos 
que os gradientes de deslocamentos na estrutura são pequenos. Em termos 
práticos, isto significa que a geometria dos elementos permanece basicamente 
inalterada durante o processo de carregamento e que deformações infinitesirnais 
lineares de primeira ordem podem ser usadas. 

Na continuaMo introduziremos equações adequadas para 
deslocamentos finitos. Veremos que, empregando uma formulação Lagrangeana 
atualizada, muitas das expressões e subrotinas do Programa de Elementos Finitos, 
anteriormente mencionadas, podem ainda ser aproveitadas. 

Se um ponto material originalmente na posição X passa para posição x ,  - ... 

ap6s a deformação, temos o deslocamento 

Definimos também a taxa de deslocamento 

O gradiente da taxa de deslocamento B 



que pode ser decomposto nas suas parcelas simétrica e antissimétrica 

onde D = E e a taxa de deformação específica e - - W é a taxa de rotação. - 

Empregando o método de Elementos Finitos, aproximando as variáveis 
ria forma usual 

u = Nu" - - -  

Aplicando o Principio dos Trabalhos Virtuais estendido a situagBes 
geometricamente não-lineares, pode ser mostrado [30] que 

onde 

3.5.1. Processo de solucão num6rica básico para problemas nao-lineares 

O uso de uma discretização em Elementos Finitos, resulta em um sistema 
de equaçdes simultfineas da forma 



na qual p é o vetor de incbgnitas básicas, f é o vetor de cargas aplicadas e H B a - - 
matriz de rigidez. 

Se os coeficientes da matriz H dependem das incógnitas ou suas -.. 
derivadas, o problema torna-se n8o-linear. Neste caso a solução direta do sistema 
de equações (3.62) e impossível e um esquema iterativo deve ser adotado. Duas 

opç6es possíveis para a sequência iterativa são descritas a seguir. 

3.5.2 - O método de Newton Ra~hson 

Para situafles não-lineares, na qual a rigidez depende dos 
deslocamentos, H é igual ao gradiente local da relação forçaldeslocamento da 

estrutura e é denominada rigidez tangencial. A anhlise de tais problemas deve ser 
feita de modo incremental, desde que a solução num determinado estágio, pode não 
somente depender dos correntes deslocamentos da estrutura, mas tambbm, da 
história previa do carregamento. Conseqüentemente, o problema pode ser 
linearizado dentro do incremento de carga e os termos n8o-lineares podem ser 
desconsiderados. 

O processo de soiução é ilustrado na figura 3.5, para uma única varihvel. 
O mesmo é iniciado de um valor inicial da incógnita 9" (para problemas estruturais a 
posição inicial da solução 6 quase invariantemente po =O). A rigidez tangencial, 
H(qo) e determinada conforme descrito na subrotina STIFPS, com base em valores 

atuafizados do K (módulo de compressibilidade) e G (módulo de corte)., estes 
atualizados na subrotina GKN. A força residual é determinada conforme descrito na 
subrotina CONVER. 

A correção, Apo, para o valor inicial e encontrada de acordo com a forma 

linearizada 

Uma melhor aproximação para as incbgnitas e então obtida como 

Este processo iterativo 6 então continuado ate a solução convergir para 
a solução não-linear que é indicada pela condi@io que pr praticamente desaparece. 
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Figura 3.5 -Algoritmo de solução pelo método de Newton Raphson para
variável simples.

3.5.3 - O método de Newton Raphson modificado

Por este método não há necessidade de uma completa fatorização

(redução) e solução do conjunto completo de equações simultâneas que descrevem

a estrutura discretizada, a cada iteração, como no caso descrito na seção anterior.

Para este método, uma completa solução das equações necessita

somente ser executada para a primeiro incremento de carga e as subseqüentes

aproximações para a execução da solução não-linear são feitas via a expressão

I:!qf= -[ H(qJ°)r~qJr ) (3.65)

Desde que a mesma matriz de rigidez H( qJ°) é empregada em cada

estágio, as equações reduzidas podem ser empregadas em sua forma reduzida ou

fatorada e uma segunda ou subseqüente solução, meramente necessita a redução
dos termos de ~ qJr),junto com uma retrosubstituição.Isto tem a vantagem de

reduzir significativamente o custo computacional por iteração mas reduz a taxa de

convergência, como pode ser visto na figura 3.6, onde o esquema está ilustrado
esquematicamente.
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Figura 3.6 - Algoritmo de solução pelo metodo de Newton Raphson 
modificado para variãvel simples. 

3.6 - Implementação computacional para nao-linearidade do material 

O objetivo deste capítulo e descrever a aplicação do método de 
Elementos Finitos empregado na solução de problemas de materiais não-lineares. 

Subrotinas separadas são empregadas para executar várias operações 
requeridas na analise de etementos finitos não-lineares. 

Mo ulo incremento t r 1 4 - ,  
MÓdulo da rigidez o- I 

Figura 3.7 - Módulos do programa para solução não-linear 

Os módulos mostrados esquematicamente na figura 3.7, são descritos em 
relação a suas funções gerais. 



a)Mddulo zero - este e o primeiro módulo entrado e sua função B 
inicializar a zero vhrias vetores e matrizes no começo do processo de soluflo. 

b)Entrada dados e checa módulos - este m6dulo manuseia os dados 
de entrada que definem a geometria, condições de contorno e propriedades do 
material. Estes dados são checados usando rotinas de diagndstico e se erros 
ocorrerem eles sáo impressos num arquivo de saída apropriado. Para elementos 
isoparambtricos, as constantes de integra@o de Gauss e coordenadas dos n6s 
intermediários de um segmento reto do elemento, são tambh,  avaliados nesta 
seção. Uma vez usado este mbdulo, não se necessita USA-lo novamente. 

c)M&dulo carregamento - este módulo organiza o cálculo das forças 
nodais devido a várias formas de carregamento para bidimensionais aplicações. 
Este processo inclui pressão, gravidade e carga concentrada. 

d)Módulo incremento de carga - para solução de materiais não-lineares 
em Elementos Finitos, deve-se proceder de forma incremental. Portanto a função 
deste módulo é controlar o incremento da carga avaliada no módulo de 
carregamento. 

e)M6dulo da rigidez - organiza a avaliação da matriz de rigidez de cada 
elemento. As matrizes de rigidez são armazenadas em disco na ordem de 
seqüência requerida para montagem e redução das equações. 

QMõdulo da solução - o propósito desta subrotina é montar, reduzir e 
resolver o conjunto de equações , para dar os deslocamentos nodais, reações nos 
nós restringidos e tensdes nos pontos de Gauss de cada elemento. 

g)M6dulo de forças e converg8ncia - a função deste mbdulo 4 calcular 
as forças residuais em cada estágio da analise e checar a converggncia da solução 
não-l inear contra o criterio estabelecido. 

h)Mõdulo de saída de resultados - este m6dula organiza a saída das 
quantidades requeridas. 

3.6.1.-.Solução de problemas de não-linearidade do material. 

Uma metodologia modular B adotada para o presente programa, com 
vhrias operações executadas em subrotinas separadas. 
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Figura 3.8 - Organização do programa para aplicações bidimensionais 
não-lineares 

Um programa de Elementos Finitos não-linear, deve necessariamente 
conter todas as subrotinas para a análise linear, ou seja, subrotina que aceita os 
dados de entrada, uma subrotina para a formulação da rigidez do elemento, 
subrotinas para montagem e solução das equações e uma subrotina de saída de 
resultados. 

A fim de implementar a solução dos algoritmos descritos na seção 2.2, 
subrotinas adicionais, "LAÇOS" e testes sao necessArias. Em particular dois 
"LAÇOS" são necessários; para iterar a solução ate a convergência desta ocorrer e 
para i ncrementar o carregamento aplicado, se necessário. Subrotinas devem ser 
incluídas para avaliar as forças residuais e tambem para monitorar a convergência 
da solução. A figura 3.8 mostra o fluxograma do programa. 

O programa apresentado neste capítulo, também, forma a base do 
programa viscoel~stico. 

As próximas seções descrevem as subrotinas implementadas. 
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3.6.1.1 - Subrotina ALGOR

A função desta subrotina é controlar o processo de solução de acordo
com a valor do parâmetro, NALGO,entrado na subrotina INPUT.

NALGO é o indicador usado para identificar o tipo de algoritmo de
solução a ser empregado:

1 - método de Newton Raphson modificado.

2 - método de Newton Raphson.

A subrotina coloca o valor da variável KRRSL igual a 1 ou 2 de acordo
com NALGO e o corrente valor do número da iteração IITER e o número do
incremento IINCS. Um valor de KRRSL = 1 indica reformulação da rigidez do
elemento acompanhado por uma solução completa das equações e KRRSL = 2

indica que a rigidez do elemento não deve ser modificada e conseqüentemente
somente a resolução das equações deve ser realizada.

3.6.1.2 - Subrotina CONVER

A função desta subrotina é monitorar a convergência do processo de

iteração da solução não-linear. A convergência da solução é baseada nos valores
das forças residuais. O critério de convergência empregado é

'

[
N r r

]~(\f/, *100 õ;TOLER

[tCt;)']
(3.66)

onde "N" é o número total de pontos nodais no problema e "r" representa o número

da iteração. Este critério declara que a convergência ocorre se a norma das forças

residuais torna-se menor do que TOLER vezes a norma das forças totais aplicadas.
O parâmetro NCHEK é usado para indicar se a convergência ocorreu ou não. Os
valores para NCHEK são:

NCHEK = O Solução convergiu

NCHEK = 1 Solução convergindo, com a norma das forças residual
sendo menor para iteração r do que para a iteração (r - 1).



NCHEK = 999 Solução divergindo. A norma das forças residual 6 
maior para iteração r do que para a iteraçiio (r - I). 

Desde que para problemas bidimensionais niis temos mais que um grau 
de liberdade por ponto nodal, o sornatbrio em (3.66) deve ser feito sobre o número 
total de graus de liberdade da estrutura. 

3.6.1.3. - Subrotina STREP1 

A função desta subrotina é avaliar as forças nodais que silo 
estaticamente equivalentes ao campa de tensões, satisfazendo as condiç8es de 
contorno elou iniciais. A comparação destas forças nodais equivalentes com as 
cargas ap I icadas dá as forças residuais. 

Todas as componentes das tensdes e deformações devem ser 
acumuladas dos valores obtidos em cada iteraçáo. 

As cargas aplicadas para a iteração r são as forças residuais calculadas 
no fim da iteração (r - I),  de acordo com (3.67). Estas cargas aplicadas dão origem 
a incrementos de deslocamentos, Apr . Pode-se calcular, portanto, o correspondente 

incremento de deformação AÉ. 

3.6.1.4. - Subrotina OUTPUT 

Esta subrotina imprime os resultados conforme freqüência determinada 
pelos parimetros NOUTP(1) e NOUTP(2). 

NOUTP(1) controla a saída dos resultados ainda não convergidos ap6s a 
primeira iteraçáo. A fim de examinar o processo de convergência e possível variar a 
frequência de saída para cada incremento de carga. 

I -Imprime os deslocamentos somente ap6s a primeira iteração. 

2-Imprime os deslocamentos e reafles nodais ap6s a primeira iteração. 

3-Imprime os deslocamentos, reações e tensões ap6s a primeira iteração. 

NOUTP(2) controla a saída dos resultados convergidos. 

1 -Imprime somente os deslocamentos finais. 
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2-lmprime os deslocamentos finais e reações nodais.

3-lmprime os deslocamentos finais, reações e tensões.

As tensões principais e direções são calculadas também nesta subrotina

e estas são dadas pelas seguintes expressões:

(J" + (J"y
:x; +

(J"max - 2
(

((J":x;- (J"J2 2

J
+T::x:y4

'

(

((J":x;- (J"yY 2

J
+T::x:y4

(3.68)

(J" - (J":x;+ (J"min -- y
2

(3.60)

B= tan-l
(

2T::x:y

)(J" -(J":x; y

(3.70)

com "x" e "y" sendo substituído por "r" e "z" para o caso axissimétrico. O termo B

define o ângulo que a tensão principal máxima faz com os eixos (y ou z); ângulo

positivos tem sua medida no sentido anti-horário.

3.6.1.5. - Subrotina GKN

A função desta subrotina é atualizar o Módulo de Compressibilidade (K) e

o Módulo de Corte (G). A atualização tem como base as tensões e emprega-se a

formulação apresentada na seção 2.2.1.2.2.

Caso KRRSL for igual a dois e o número máximo de iterações (MITER)

for igual a zero, então, o processo de solução será puramente incremental, com a

atualização de "K" e "G" a cada incremento de carga, ou seja, a medida que as
tensões crescem, "K" e "G" diminuem, atingindo valor zero para r = 1 (ponto que

corresponde ao estado de tensões máxima suportado pelo material).

3.6.1.6. - LACa INCREM

Tem como função incrementar o carregamento aplicado. O "LAÇO"

encerra-se quando o número do incremento (UNCS) for igual ao número de

incrementos em que a carga foi subdividida (NINCS).



Sua função B controlar o número de iteraçiies executadas pelo programa. 

Resume-se a um "LAÇO" que encerra-se quando o número de i teraws 
(NITER) for igual ao número máximo de iteraçóes permitidas (MITER). 

3.6.1.8 - Teste NITER 

Tem como objetivo averiguar a convergência da solução, obedecido o 
número máximo de iteraç6es (MITER). 

Se a nama das forças residuais for maior do que TOLER vezes a norma 
das forças totais aplicadas (quando NCHEK=I ou NCHEK=999, averiguados pela 
Subrotina CONVER) e o número de iterações (NITER) for igual ao número máximo 
de iteraçóes (MITER), então, trunca-se o programa com a mensagem 'Solução Não 
Convergiu". 

As demais subrotinas não mencionadas e utilizadas, encontram-se 
detalhadas e explicadas em [I 3],[14] e [I 81. 

3.6.2 - Subrotina para calculo das deformações viscoelásticas lineares e não- 
lineares 

3.6.2.1 - Subrotina INITSTR 

A função desta subrotina e calcular a taxa de deformação viscoelástica. 

O presente programa partiu de uma formulação para o &lculo de 
viscoelasticidade linear via variáveis de estado introduzida por Masuero [I 81. 
Devido, agora, querermos trabalhar com fluência não-linear, a formulação 
mencíonada é substituída pela nova formuiação introduzida na seção 2.2.2. 

Por ser a viscoelasticidade um fenbmeno transiente, o essencial objetivo 
de um processo de solução numerica 6 determinar as deformações viscoelásticas 
num intervalo de tempo de interesse. Consequenternente, algum esquema de 
solução baseado em intervalos de tempo deve ser introduzido a fim de permitir a 
solução e avançar de um tempo I, para um tempo r,, = r, + Ar, onde, os subindices 
"nu e "n+l" representam sucesskos tempos e At,, o intervalo entre estes. O mais 

simples rnetodo de incremento de quantidades á oferecido pelo rn6toda de Euler. 
Neste a taxa media de mudança sobre o intervalo e tomada como o valor no começo 



do intervalo e assim, o valor determinado de alguma quantidade "X" no tempo r,,, 6 
extrapolado no tempo para ser 

O método de Euler tem como principal atrativo sua simplicidade. 

Considerando que, no instante inicial (t = O), as deformações 
vismelásticas são nulas, as tensbes obtidas em cada passo atualizam as variáveis 
de estado, as quais formam o vetor de pseudo-cargas viscoel&stico para o passo 

b 

seguinte. O processo est8 esquematizado no fluxograma da figura 3.9 onde, P 6 o 
T 

vetor de cargas de volume, 4 o vetar de cargas aplicadas no contorno, P B o - - 
vetor de pseudo-cargas tbrmicas, j> é o vetor de pseudocargas viscoel8sticss, E B - -v 

o vetor de deformaçPSes viscoel4sticas, At e o intervalo de tempo 11 81. 

Figura 3.9 e Organização do programa viscoelástico aplicando variáveis de 
estado ao M. E. F. 
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3.7 - Validação do proqrarna 

3.7.1. Validação da analise axissimétflca 

Para verificar a funcionamento da formulação axissimétrica introduzida ao 
programa, analisou-se um problema simples e comparou-se com os resultados 
obtidos do sistema GAELI [43]. 

Para a solução numérica via Elementos Finitos utilizou-se uma malha de 
dezesseis elementos de igual dimensões (figura 3.1 0). 

A figura 3.1 1 refere-se a um cilindro sujeito a pressão interna 
iv P=6.1354- O módufo de elasticidade utilizado foi de E=206829- e o  

mmz ' mm2 
coeficiente de Poisson foi v =  0.3. A linha cheia refere-se a solução obtida 
utilizando-se o sistema GAELI e os símbolos representam a solução numerica 
obtida com a utilizaMo do presente programa de elementos finitos. 

I I L I I I 

O 25-4 31-75 38-10 44-45 50.80 

Figura 3.10 - Malha utilizada para calculo de sólido axissim~trico 
(dimensões em "mm"). 



V I POSICAO RADIAL) 
Figura 3.1 1 - Deslocamento radial em um cilindro espesso. 

Para verificar o funcionamento do programa após a inclusão da analise 
de não-linearidade geométrica, foram rodados exemplos elásticos clássicos com 
solução fechada. 

3.7.2.1. Viqa em balanço com carcia concentrada no extremo livre. 

Para a solução numérica via Elementos Finitos dos exemplos da figura 
3.13 e figura 3.14 utilizou-se uma malha de quatro elementos de igual dimensões e 
o incremento de carga permaneceu constante e igual a 100 Newtons durante toda a 
analise (figura 3.12). O comprimento da viga foi L=2000rnm, área da seção 
transversal A=l OOmm2, módulo de elasticidade E=20000MPa, momento de inércia 
I=83333.33mm4e coeficiente de Poisson foi v= 0.2. Estes exemplos foram rodados 
como Estado Plano de Tensões e referem-se a uma viga em balanço submetida a 
uma carga concentrada na extremidade livre. 

Os resultados numéricos dos deslocamento verticais e horizontais 
(símbolos) foram comparados com a solução analítica [30] (figura 3.1 3). 



I UTILIZADO A 

Figura 3.12 - Malha utilizada para viga em balanço com carga concentrada 
no extremo livre (dimensões em mm). 

livre 



No exemplo da figura 3.14 permitiu-se deslocamentos muito grandes 
(DESL. V e DESL. U) a fim de mefhor visualizar o comportamento da estrutura ao 
longo do tempo. 

CARGA New t a n  s 
Figura 3.14 - Viga em baIanço com carga concentrada no extremo livre 

3.7.2.2. Pilar sob compressão excêntrica. com excentricidade inicial. 

Para solução numerica utilizou-se uma malha de quatro elementos de 
iguais dimensões e o incremento de carga permaneceu constante e igual a 100 
Newtons durante toda a analise (figura 3.15). O comprimento do pilar foi 
L=2000rnm, área da seção transversal A=l OOmm2, mddulo de elasticidade 
E=20000MPa e coeficiente de Poisson foi v= 0.2. 

A linha cheia refere-se a solução fechada de um pilar com excentricidade 
inicial encontrada em [30].. 



2000

CD 0 1000

I 50 I 251 251

Figura 3.15 -Malha utilizada para coluna com excentricidade inicial
(dimensões em mm).

p/pc r Lt Ii;**** SOWCAO NJtERICA
- SOWCAO FEGiADA

2.00

1.SGI

eJ.OO
e.L30 0.20 0.40 0.60 0.80 1 .00

De B I a X/L
Figura 3.16 - Pilar com excentricidade inicial

A solução teórica difere da solução numérica, devido ao fato da solução
teórica não considerar excentricidade inicial.
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4. EXEMPLOS E APLICACÕES 

4.1 - Comparaçao entre resultados te6ricos {uniaxiais) e resultados numbricos 

A figura 4.1 mostra os modelos e orientação dos eixos coordenados 
utilizados nos exemplos ilustrativos a partir deste ponto. 

Figura 4.1 - (a)Modelo generalizado de elementos viscoel~sticos 
(Kelvin não-linear) e suas constantes; (b)Sólido utilizado 
para cálculo Axissimétnco; (c)S6lido utilizado para cãiIculo 
de problemas de Estado Plano de Tensões (E.P.T,) e Estado 
Plano de Deformações (E.P.D.); (d) Eixos coordenados. 

Para todos os exemplos apresentados a partir deste ponto, rodados como 
Estado Plano de Tensões, a espessura utilizada foi igual a uma unidade de medida 
em consideraçio. 

Estes exemplos foram rodados para validar o processo de integração 
numérica. 



No exemplo da figura 4.3 e figura 4.4 considerou-se um cilindro de 
dimens8es 150 x 40Ornm (diaimetro e altura, respectivamente) e discretizado com 
quatro elementos de iguais dimens8es (figura 4.2). Estes exemplos foram rodados 
como sólidos axissirn4tricos. A solução teórica para estes problemas B encontrada 
em 181. Gráficou-se os resultados numéricos (símbolos) frente aos resultados 
teóricos (linhas cheias), para diversos valores de " 7"; o cilindro foi submetido a uma 

tensão de compressão axial, tendo deformações &ais e laterais livres. 

Para o exemplo da figura 4.3 o material foi modelado por um elemento 
Kelvin não-linear para as deformações viscoelásticas, com constantes 

N N K, = 127777,G, = 9583- coeficiente de Poissan v, = 0.2, fator de não- 
mm mm2 

linearidade P,, = 165 e 4, = 165, tempo de retardação O,, = 43.4783 dias e 
N 

O,, = 43.4783 dias e coeficiente de viscosidade do amortecedor 7- 1 OOOOO-ãdias. 
mrn 

O intervalo de tempo utilizado para integraçáo foi At = 5. 

Figura 4.2 - Malha utiIizada para o exemplo rodado como sólido 
axissimétiico( dimensões em mm ). 
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Figura 4.3 - Curvas de fluência, excluída as deformações instantâneas

Para o exemplo da figura 4.4 o material foi modelado para as

deformações instantâneas com constantes Ko = 25000 N 2 ,Go= 18750 N 2 'mm mm

coeficiente de Poisson Vo= 0.2, fator de não-linearidade /30= 250 e resistência do

concreto à compressão fe = 45 N 2 . e por um elemento Kelvin, para as deformaçõesmm
.

I
,

t
. N N f

"
t dvlscoe as Icas, com constantes K) =12777 z,G) = 9583 z, coe IClene emm mm

Poisson VI= 0.2, fator de não-linearidade /310= 165e /3ls= 165, tempo de retardação

Blo= 43.4783 dias e BIs= 43.4783 dias e coeficiente de viscosidade do amortecedor

17=100000 N 2 dias. O intervalo de tempo utilizado para integração foi M = 5.mm



TEMPO C DIAS) 
Figura 4.4 - Curvas de fluhncia, incluída as deformações instananeas. 

No exemplo da figura 4.5 considerou-se um cubo com 100 mm de aresta 
discretizado com apenas um elemento. Este exemplo foi rodado corno Estado Plano 
de TensBes. 

Analisou-se o cubo submetido a uma tensão de compressão axial, tendo 
deformagíes axiais e laterais livres. O material foi modelado para as deformações 

IV instantâneas com constantes K, = 23888--2,G, = 179167, coeficiente de 
mm mm 

Poisson v, = 0.2, fator de não-linearidade po = 250 e resistência do concreto a 
h' compressão f, = 43 - e por um elemento Kelvin não-linear, para as deformações 

mm2 
N N viscoelásticas, com constantes K, = 1 666tj7, G, = 12500- coeficiente de 

mrn mm2 ' 
Poisson v, = 0.2, fator de não-linearidade P, = 250 e P,, = 250, tempo de retardação 
O,, = 10.55 dias e O,, = 10.55 dias e coeficiente de viscosidade do amortecedor 

N 
q = 6000007dias. O intervalo de tempo utilizado para integração foi At = 1. 

mm 

A solução teórica para este problema e dada pela formulação 
apresentada em [a]. 

A figura 4.5 mostra o resultados num8ricos (pontos) frente aos resultados 
teóricos (I inhas cheias). 



0.0000 
0 

TEMPO I DIAS) 
Figura 4.5 - Curvas de fluencia para diversos valores de "y". 

4.2- Resultados numéricos iIustrativos do comporbmento qualitativo do 
concreto 

Estes exemplos indicam que o comportamento previsto pelo modelo e 
qualitativamente similar ao observado experimentalmente. 

Para os exemplos da figura 4.6, figura 4.7, figura 4.8 e figura 4.9 o 
material foi modelado, para as deformações instantâneas, com constantes 

N N Ko = 23888-,Go = 17916- coeficiente de Poisson V, -0.2, fator de não- 
mm mm2 ' 

N 
linearidade P, = 250 e resistência do concreto a compressão f, = 43 - 

mm2 ' 

Nos exemplos da figura 4.6, figura 4.7 e figura 4.10 considerou-se um 
cubo com 1 OOmm de aresta, discretizado por um único elemento. Os exemplos 
foram rodados como Estado Plano de Tensães. 

No exemplo da figura 4.6 analisou-se o cubo submetido a uma tensão de 
compressão axial, tendo deformafles axiais e laterais livres. Os valores nodais da 

N tensão axial normal fi face foram incrementados de 1 - at4 atingir a ruptura. 
rnm2 



Figura 4.6 - Curva tensãoldeformação para compressiio uniaxial. 

No exemplo da figura 4.7 analisou-se o cubo submetido a uma tensão de 
tração axial, tendo deformações axiais e laterais livres. Os valores nodais da tensão 

N axial normal a face foram incrementados de 0.21 5- até atingir a ruptura. 
mmz ' 

Defaamal;ão lateral 
Defmaçãtn a&[ 

Figura 4.7.- Curva tens%oldefonnação para tração uniaxial. 



Com relação a figura 4.6 e figura 4.7, os limites de linearidade 
aproximaram-se daqueles verificados em ensaios experimentais (figura 1 .I e figura 

- e no caso de 7.2). No caso de compressão uniaxiai obteve-se 0- = f, e E, - - 
28 

1 tração uniaxial o,, = -f,, como esperava-se. 
1 O 

Nos exemplos de figura 4.8 e figura 4.9 considerou-se um cilindro de 
dimensões 150 x 400 mm (diâmetro e altura, respectivamente), discsetizado por 
quatro elementos de iguais dimensões (figura 4.2). Os exemplos foram rodados 
como Sólidos Axissimetricos. 

Mos exemplos da figura 4.8 e figura 4.9 o cilindro foi submetido a um 
carregamento rnultiaxial, tendo deformações axiais e laterais livres. Os valores 

nodais da tensão axial normal a face foram incrementados de 1- até atingir a 
mmz I 

ruptura. 

Figura 4.8 - Curva tensãoldefomação axial para compressão multiaxial. 
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DEFORMAÇÃO LATERAL 
Figura 4.9- Curva tensãoldeformação lateral para compressão multiaxial. 

Nos exemplos da figura 4.8 e figura 4.9, as deformaç8es iniciais foram 
menores que zero, no caso da deformaflo axial, e maiores que zero, no caso da 
deformação lateral, devido ao fato do valor do somatório dos primeiros incrementos 
de carga axial ser bastante inferior ao valor da pressão lateral atuante (pressão 
lateral constante). A medida que a carga axial é incrementada, este comportamento 
vai desaparecendo. 

Os resultados apresentados na figura 4.10 foram obtidos da siguinte 
forma: 

Temos conforme (2.1 ) 

o= ~41-PE) 

Generalizando ao caso tridimensional, obtemos 

o0 = 3 ~ ~ , ( 1 -  pE,) 

S - = 2 ~ e ( l  ,., -pe) - 

De (4.2) e (4.3), obtemos 



As deformação especifica é dada corno 

onde I e a matriz identidade. - 

A deformação volurnétrica e dada por 

O cubo foi submetido ao estado de tensães incrementais normais a face 
especificado na figura 4.10, tendo deformações axiais e laterais livres. O material foi 
modelado, para as defonnaQões instantâneas, com as constantes 

N K o = l l l I  - N ,C, = 8333- coeficiente de Poisson v, =0.2, fator de Mo- 
mm2 mmz ' 

linearidade fio = 250. 

Figura 4. i 0 - Curva tensãoldeformação volum4trica sob compress5lo 
biaxial. 



O objetivo dos exemplos da figura 4.1 1 e figura 4.13 foi testar o 
comportamento instantaneo de um sólido sujeito a diferentes pressões laterais 
(constantes), especificadas nas figuras. Os &lidos foram submetidos a uma tens80 
incremental de compressão axial, tendo deformações axiais e laterais livres. O 
material foi modelado, para as defonnaQõas instantaneas, com constantes 

N K, = 25000- N 
,G, = f 8750- coeficiente de Poisçon v, = 0.2, fator de não- 

mm2 mm2 ' 
N linearidade 8, = 250 e resistência do concreto a compressão f, = 45- 

mm2 ' 

Para o exemplo da figura 4.1 1 foi empregado um cilindro de dimensões 
150 x 400mm (diametro e altura, respectivamente) e discretizado com quatro 
elementos de iguais dimensdes (figura 4.2). Este exemplo foi rodado como sólido 
axissimétrico 

-40.00 ~ ~ t ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ - m i = i = ~  

-0.0eR -0.001 0.000 0 . 0 1  8.007 0.0m 0.004 
s 

lateral &a ia1  
Figura 4.1 1. Relação tensãoldeforrnação instantânea para sd1ido 

axissimétrico sujeito a pressão lateral 



Para o exemplo da figura 4.13 o corpo de dimensões 150 x 400mm 
(largura e altura, respectivamente) foi diswetizado com quatro elementos iguais 
(figura 4.1 2). Este exemplo foi rodado como Estado Plano de Tensees. 

Figura 4.12 - Malha utilizada para o exemplo rodado como Estado Plano 
de Tensões ( dimensões em mm ). 

Figura 4.t3 - -Relaçao tensãoldefonnaç%o instantanea para estado plano 
de tensões sujeito a pressão lateral 

Percebe-se que ( figura 4.8, figura 4.1 1 e figura 4.1 3) A medida que a 
pressão lateral, mantida constante enquanto inwernenta-se a tens80 axial, e 
aumentada, a tend3ncia da O, e E- e aumentarem seus valores. Para uma 



1 -- pressão lateral nula, obteve-se O- = fç e E,, - resultados estes que confirmam 
2P' 

o esperado. 

O objetivo dos exemplos da figura 4.14 e figura 4.15 foi testar o 
comportamento viscoelhstico de um sólido sujeito a diferentes press6es laterais 
(constantes), especificadas nas figuras. 

Analisou-se o sólido submetido a uma tensão de compressão axial 
(constante), tendo deformações axiais e laterais livres. O material foi modelada, 

N para as defortnafles instantâneas, com constantes K, = 25000- 
N G 118750- 

mm2' O mm2 ' 
coeficiente de Poisson v, = 0.2, fator de não-linearidade fio = 250 e resistemia do 

N 
concreto a compress30 fc = 45- e por um elemento Kelvin não-linear, para as 

mmz 
N deformações viscoelásticas, com constantes K, = 23000- 

N G, = 8625- 
mm2 ' mm2 ' 

coeficiente de Poisson v, = 0.2, fator de não-linearidade /?h = 165 e ph = 165, tempo 
de retardação q0 = 43.4783 dias e O,, = 43.4783 dias. O intenralo de tempo utilizado 

para integração foi & = 5 .  

Para o exemplo da figura 4.14, o s6lido de dimensões 150 x 400mm 
(largura e altura, respectivamente) e foi discretizado com quatro elementos iguais 
(figura 4.12). Este exemplo foi rodado como Estado Plano de Tensões. 

0 . 0 m 0 4 1 1 1 1 t l l l l l l l , , , I I I ,  , 1 1 1 1 1 1 1 ,  l l l l , t , l r  

0. b m . 0 0  188Q.w rsd.88 2 d . 0 0  

TEMPO I DIAS) 
Figura 4.74 - Cuwas de fiuéncia para estado plano de tensões sujeitas a 

pressão lateral. 



Para o exemplo da figura 4.15 o cilindro tinha dimensbes 150 x 400mm 
(diâmetro e altura , respectivamente); foi discretizado com quatro elementos de 
iguais dimensões (figura 4.2). Este exemplo foi rodado como Sólido Axissirn6trico. 

TEMPO I DIAS> 
Figura 4.15 - Curvas de flu6ncia para s6Iido axissim&trico sujeito a 

pressão lateral 

Com relação a figura 4.14 e figura 4.1 5, percebe-se que a medida que a 
pressão lateral 6 aumentada, a tendência das deformações, que inicialmente 
tendiam ao infinito para um tempo finito e de tenderem assintóticamente a um valor 
limite para um tempo infinito, conforme esperava-se. 

4.2.1 .- Ensaio Brasileiro à Tração 

Nos exemplos das figuras 4.17, figura 4.1 8 e figura 4. 9 considerou-se 
um cilindro de 150rnm de diâmetro, discretizado por cento quarenta quatro 
elementos, conforme malha da figura 4.16. Os exemplos foram rodados como 
Estado Plano de Tensões. O cilindro foi submetido a um carregamento auto- 
equilibrado, distribuído em duas arestas diametralmente opostas, simulando o 
Ensaio Brasileiro de TraHo. 



Para os exemplos das figuras 4.17 e figura 4.1 8 o material foi modelado 
N N 

com constantes K0=238887, G,,=179167, coeficiente de Poisson v, = 0.2, 
mm mm 

fator de não-linearidade fio = 250 e resist8ncia do concreto à oompres&o 
N 

f, = 43- O carregamento foi incrementado atk atingir a ruptura. 
mmz ' 

Figura 4.16 - Malha utilizada para o Ensaio Brasileiro (dimensões em mm). 

Figura 4.1 7 - Estado de tensões O, sob carregamento diarnetral 
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Conforme indicado na figura 4.16 fazendo-se atuar um carregamento

auto-equilibrado, distribuído em duas arestas diametralmente opostas de um

cilindro, surgem tensões de tração praticamente constantes na direção

perpendicular àquela da aplicação do carregamento, rompendo-se o corpo de prova
por fendilhamento, quando for atingida sua resistência à tração ft. Caso as tensões

de tração (0"= ) fossem constantes em toda seção transversal do cilindro, teríamos

como condição de ruptura a relação ft = 2P [37] onde, P é a força; d é o diâmetro;ndh

JT é uma constante conhecida e h é a espessura. No entanto, um coeficiente

corretivo tem que ser aplicado a esta expressão para compensar o fato da

existência de compressão, próximo aos bordos carregados, na direção normal à do

carregamento, ficando-se então com ft = O.55P [37].dh

Na tabela 4.1 mostra-se os resultados numéricos e teórico (ft) para

Tabela 4.1 - Resultados numéricos de 0'= paradiversosvaloresde "P".

-.. -. --- .-.-. -- - ....... . .

COORD.Y(mm) O"xx (Mpa) O"xx (MPa) O"xx (MPa) (Yxx (MPa)

P = 100N P = 400N P = 600N P = 800N

J; = O.3666MPa J; = 1.4666MPa J; = 2.2000MPa J; =2.9333MPa

73.648 -4.046 -16.185 -24.278 -32.371

63.794 -0.213 -0.854 -1.281 -1.708

512.99 0.258 1.033 1.550 2.066

38.804 0.329 1.319 1.979 2.638

32.557 0.341 1.365 2.048 2.730

26.31 O 0.347 1.390 2.085 2.781

20.062 0.351 1.405 2.107 2.810

13.815 0.353 1.413 2.120 2.827

7.568 0.354 1.418 2.127 2.836

1.320 0.354 1.419 2.129 2.839



%C MPa) 
Figura 4.18 - Estado de tensões õ, sob carregamento dihmetral 

O comportamento da tensao nw pode ser comparado ao gr8fico 
apresentado, para a mesma, em 1371. 

Este exemplo foi interessante pois mostrou a necessidade de alterar a 
função de ruptura (2.28) nas zonas traçãoampressão, como se indica na figura 
2. í 0. 

Para o exemplo da figura 4.19 o material foi modelado, para as 
N deformações instãntGneas, com constantes K* = 23 888 - ]Ir G, = 17916- 

mm2 ' mm2 ' 
coeficiente de Poisson V, = 0.2, fator de não-linearidade p, = 250 e resisthcia do 

concreto a compresção f, = 43 - e por dois elementos Kelvin, para 
mm2 

N N deformações viscoeIásticas, com constantes Kl = 23888 7 ,  G, = 1 7 9 1 6 7 ,  
mm inm 

coeficiente de Poisson v, =0.2, fator de não-linearidade pb = 155 e pb =15S, tempo 
de retardaçáo 4, = 13 dias e q, = 13 dias, para o primeiro elemento Kelvin, e 

. . .- 
N N constantes k; = 23888-Z,G2 = 1 7 9 1 6 ~ ,  coeficiente de Poisson V, = 0.2, fator de 
mn mm 

nao-linearidade p2, = 155 e pa = 155, tempo de retarda@o 8, = 120 dias e 6& = 120 



dias, para o segundo elemento KeIvin. O intervalo de tempo utilizado para 
integração foi At = 10. 

TEMPO ( D I A S )  
Figura 4.W - Deformação versus tempo para o Ensaio Brasileiro de 

4.3.Comparação entre resultados experimentais e resultados num6ricos 

No exemplo da figura 4.20, figura 4.21, figura 4.22 e figura 4.23 
considerou-se um cilindro de dirnensaes 150 x 400mm (diâmetro e altura, 
respectivamente), discretizado por quatro elementos de iguais dimensaes (figura 
4.2). Os exemplos foram rodados como Sblidos Axissim#tricos. Os resultados 
numéricos obtidos foram comparados aos resultados experimentais encontrados em 
[32]. Analisou-se o cilindro submetido a um carregamento axissim6trico, tendo 
deformações axiais e laterais livres. 

Para os exemplos da figura 4.20, figura 4.21 e figura 4.22 o material foi 
N modelado, para deformaç6es instantâneas, com constantes K, =2180 - 

mm2 ' 



N G, = 16354- coeficiente de Poisson V, = 0.2, fator de não-linearidade fl, = 228 e 
mm2 

Os valores nodais da tensao resistgncia do concreto A compressão f, = 43 - 
mm" 

at8 atingir a ruptura. axial normal 4 face foram incrernentados de 1 - 
mm2 ' 

Figura 4.20 - Curvas tensãoldeformação dependentes da pressa0 lateral. 

O . O O m l P  1 
- B . ~ - @ . ~ - @ . ~ - O , & ~ B B  0 . b  @.A0 0.- 0.- 

DEFORMA~~O TRRNSVEFML [&TI DEFORMAÇÃO LONGITUDINAL (&L 1 
Figura 4.21 - Curvas tensãoldeformação dependentes da pressão lateral 
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DEFORMAÇÃO TRANSVERSAL [&TI DEFORMAÇÃO LONGITUDINAL [&L] 
Figura 4.22- Curvas tensãoldeformação dependentes da pressão lateral. 

Para o exemplo da figura 4.23 o material foi modelado, paw as 
N N 

deformações instantaneas, com constantes K, = 2 180 7 ,  G, = 163S47, 
mm rnm 

coeficiente de Poisson V, = 0.2,  fator de não-linearidade po = 228 e resistdncia do 

e por dois elementos Kelvin, para as concreto 3 compressão f, = 43- 
mm2 

N N 
deformações viscxpeldsticas, com constantes K, = 21805?, C;, = 163547, 

mm mm 
coeficiente de Poisson V, = 0.2, fator de não-linearidade 4, = 1706 flk = 170, tempo 
de retardação 8, = 358 dias e 4, = 0.75 dias, para o primeiro elemento Kelvin, e 

N N 
constantes X; = 2 1 80 , , G, = 163 54 7 ,  coeficiente de Poisson v, = 0.2, fator de 

. Inllf mm 
não-linearidade p, = 170 e p, = 170, tempo de retardagão 8, = 348 dias e 8, = 0.75 

dias, para o segundo elemento KeIvin. O intervalo de tempo utilizado para 
integraçáo foi & = 0.5. 



TEWO ( DIAS) 
Figura 4.23 - Deformação varsus tempo para diversos sistemas de 

carregamento. 

No exemplo da figura 4.25 considerou-se o cilindro de dimensões 102 x 
203mm (diâmetro e altura, respectivamente) discretizado com quatro elementos de 
iguais dimens6es (figura 4.24). Este exemplo foi rodado como sólido axissimétrico. 
O cilindro foi submetido a uma tensão de compress%o axial, tendo deformações 
axiais e laterais livres. 

O material foi modelado, para as defomaç6es instantdneas, com 
N constantes Ko = 21486?,G0 = 161 14- ' coeficiente de Poisson v, = 0.2, fator de 
mm mm2 ' 

N 
não-linearidade po = 154 e resistbncia do concreto A compressão f, = 62.78 - e 

mZ 

por dois elementos Kelvin, para as deformafles visooelAsticas, com constantes 
N Kl = 21486- G = 161 14?, coeficiente de Poisson v, = 0.2, fator de nao- 

mm2 mm 
linearidade P,, = 155 e P, = 155, tempo de retardaçao elo = 13 dias e 4, = 13 dias, 

N N 
para o primeiro elemento Kelvin, e constantes 4 = 21486?, G, = 161 14-2, 

ntm Mm 

coeficiente de Poisson V, = 0.2, fator de não-linearidade 19, = 155 e /?& = 155, tempo 
de retardaçio 8, = 120 dias e 8, = 120 dias, para o segundo elemento Kelvin. O 
intervalo de tempo utilizado para integração foi At = 10. 



Os resultados experimentais para este problema &o encontrados em 

Figura 4.24 - Malha utilizada para sdlido Axissimetrico 
(dimensões em mm). 

A figura 4.25 mostra o resultados numdricos (linhas cheias) frente aos 
resultados experimentais (símbolos}. 

TEMPO DIAS) 
Figura 4.25 - Deformação versus tempo sob carregamento uniaxia1 de 

compressão. 



Obsenre-se que em alguns msos foi possivel encontrar valores para os 
parâmetros que aproximam os resultados' experimentais. Em outros casos, 
particularmente na figura 4.23, os resultados numericos e experimentais são 
bastantes diferentes. 

4.4- Comparação de resultados de Flambauern de Pilaras 

4.4.1 - Análise de pilares de concreto e concreto amado 

O objetivo dos exemplos a seguir foi verificar o comportamento do modelo 
quando aplicado a pilares sujeitos a compressão exc6ntric.a. Permitiu-se, para 
alguns exemplos, que o concreto atingisse tensões de tra@o superiores a O.1fc ( 
O.1fc representa a tensão de ruptura para o concreto tracionado ), razão das 
grandes deformações ou deslocamentos verificados, para possibilitar uma melhor 
visualização da nãelinearidade física e geom4trica. No caso de concreto armado, 
quando as tensóes no aço atingem os valores das tensões de escoamento(c,), 

estas são rnantidas constantes, simulando uma relação elasto-plástica perfeita para 
o mesmo. Os exemplos foram rodados como Estado Plano de Tensões. 

4.4.1 1 .- Análise de pilares de concreto simples 

Utilizou-se para a solu@o numerica dos exemplos da figura 4.27, figura 
4.28 e figura 4.29, uma malha de quatro elementos de iguais dimensões (figura 
4.26). 

O material dos exemplos da figura 4.27 e figura 4.28 foi modelado, para 
N 

as deformag8es instananeas, com constantes K, = 23888- 
N G, = 17916- 

ma ' mma ' 
coeficiente de Poisson V, = 0.2, fator de não-linearidade fl, -250 e resist9ncia do 

N concreto & compressAo f, = 43- 
mm2 ' 

O exemplo da figura 4.27 mostra a relação cargaldeslocamento 'x" do no 
10 ( figura 4.26 ); o incremento de carga permaneceu constante e igual a 100 
Newtons durante toda a análise. 



Figura 4.26 - Malha utilizada para pilar de concreto simples sujeito à 
compressão excentrica (dimensões em mm). 
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DESLOCAMENTO "X"  DO NU 1 0 mm) 

Figura 4.27 - Relação cargaldeslocamento de um pilar de concreto 
simples sujeito h compressão excentrica. Não se limitou em 
0.1 fc as tensões de tração no concreto. 

O exemplo da figura 4.28 mostra a relação cargddeslocamento 'f do nó 
10 ( figura 4.26 ) para tensiies de tração no concreto limitadas a O.ífc. O incremento 
de carga permaneceu constante e igual a 10 Newtons durante toda a anAlise. 
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Figura 4.28 - Relação cargaídeslocamento de um pilar de concreto 
simples sujeito 8 compressão excentrica. Tensões de t w o  
no concreto t imitadas a 0.1 fc. 

Para a solução numérica do exemplo da figura 4.29 o material foi 
modelado, para as deformações instantaneas, com constantes 

N - 

- 
N K, = 23888 - G = 179 16-2, coeficiente de Poisson v, = 0.2, fator de não- 

mmzt o mm 
N linearidade P, = 250 e resistência do concreto a compressão f, = 43- e por dois 

mmz I 
elementos Kelvin, para as deformagões viscoelasticas, com constantes 

N N K, = 238887,G, = 17916- coeficiente de Poisson v, = 0.2, fator de não- 
mm mm2 ' 

Iinearidade P, = 1550 8, = 155, tempo de retardação 4, = 13 dias e 4, = 13 dias, para 
N N o primeiro elemento Kelvin, e constantes 4 = 2388g7,G2 = 17916- 
mm mm2 ' 

coeficiente de Poisson V, = 0.2, fator de não-linearidade B, = 155 e fl, = 155, tempo 
de retardação 8, = I20 dias e 8, = 120 dias, para o segundo elemento Kelvin. O 
intervalo de tempo utilizado para integraç30 foi dr = 5 .  



figura 4.29 - Deformações versus tempo para um pilar de concreto 
simples sujeito compressão excentrica 

4.4.1 2.- Análise de pilares de concreto armado 

Utilizou-se para os elementos representativos do aço, no exemplo a 
seguir, as constantes a=O e k=lM,  reduzindo o critério de ruptura (2.28) para a 
forma I.& = K ( critbrio de Von Mises [6] ). 

Utilizou-se para solução numbrica dos exemplos da figura 4.31 e figura 
4.32 uma malha de dez elementos de iguais dimensões, para modelar o concreto, e 
dez elementos de iguais dimensões para modelar o aço (figura 4.30). 

Para o exemplo da figura 4.31 o concreto foi modelado, para as 
N deformações instantgineas, com constantes K, =23888- 

N G, = 17916- 
mm2 ' ??#na ' 

coeficiente de Poisson V, = 0.2, fator de não-linearidade p, = 250 8 resisthcia do 
iv concreto a compressão f, = 43- O aço foi modelado, para as defomaçi3es 

mma * 
N instantdneas, com constantes K, = 1 16666- coeficiente de G, = 87500- 

mm2 ' mm2 ' 
Poisson V, = 0.2, fator de não-linearidade 8, = 13 

N escoamento cr, = 400 - 
m?n2 ' 



A figura 4.31 mostra a relação cargaldestocamento 'f do n6 76 ( figura 
4.30), de um pilar de concreto armado sujeito A compressao exdntrica, sendo que, 
o incremento de carga permaneceu constante e igual a I000 Newtons durante toda 
a análise. 

Figura 4.30 - Malha utilizada para pilar de concreto armado sujeito à 
compressão excêntrica (dimensões em mm). 

DESLOCAMENTO 'X" DO NO 76 I mml 

Figura 4.31 - Relação cargaldeslocamento de um pilar de concreto armado 
sujeito a compressão excéntrica. 



Para o exemplo da figura 4.32 o concreto foi modelado, para as - 
N 

deformações instantâneas, com constantes Ko = 23888 - N 
G,, = 17916- 

mm2 ' mm2 
coeficiente de Poísson V, = 0.2, fator de não-linearidade Ijo = 250 e resisthcia do 

concreto A compressão f, = 43 - e o a ~ o  foi modelado, para as deformaçdes 
mm2 

N instantâneas, com constantes K, = 11 6666- G, = 87500- coeficiente de 
mm2 ' mm2 

Poisson v, = 0.2, fator de não-linearidade Ij,  = 13 e tensão de 
N escoamento O-* = 400 - A parte viswelástim do concfeto (aço não apresenta 

mm2 ' 
deformações viscoelasticas), foi modelada por dois elementos Kelvin, com . - 

N iv constantes K, = 238887, G, = 17916- coeficiente de Poisson v, = 0.2, fator de 
mm mrn2 ' 

não-linearidade P,, = 155 e p,= = 155, tempo de retardação 4, = 13 dias e O,, = 13 dias, 
.- .. 

N N para o primeiro elemento Kelvin, e constantes 4 = 238887,G2 = 17916- 
mm mm2 ' 

coeficiente de Poisson v, = 0.2, fator de não-linearidade p, = 155 e I j ,  = 155, tempo 
de retardação O, = 120 dias e 8, = 120 dias, para o segundo elemento Kelvin. O 
intervalo de tempo utilizado para integração foi dl = 5. 

L . L . A - - *  
a H C L H n n W N H H  

17, , I I I I I , , , , , , , , , , , , , , 1 , 1 1 , 1 , 1 

0.00 1m.m 26$.00 3m!00 4dm 
TEMPO I DIAS) 

Figura 4.32 - Deformaç6es ao longo do tempo de um pilar de concreto 
amado sujeito à compress%o excentrica 



5. CONSIDERAC~ES FINAIS 

5.1. Conclusões 

Ao longo do desenvolvimento do trabalho, visando a representaflo do 
comportamento nao-linear do concreto mediante teoria do dano e sua aplicação em 
alguns problemas de interesse, foi possível obter as seguintes conclusbs: 

a)O elemento isopararnetrico de 8 nós apresenta um bom desempenho, 
permitindo a obtenção de valores com considerável precisão, rnesmo com malhas 
grosseiras. Em alguns exemplos, como o exemplo da figura 3.1 1, a utilização de 
uma malha mais refinada, gerou resuhados muito parecidos aos obtidos com a 

utilização de uma malha mais grosseira. O algoritmo de soluç4o empregado (seção 
2.1.2) destaca-se por sua satisfatória eficiencia e facilidade de implementação. 

b)A utilização do algoritmo de Variáveis de Estado para modelamento do 
comportamento viscoelástico não-linear mostrou-se muito vantajoso, quer por sua 
facilidade de implementaflo, por sua faci!idade de modelamento de reologias 
diversas (para a parte volum&trica e de corte), quer por sua eficiência 
computacional. O método mostrou-se estfivel para intervalos de tempo 
relativamente grandes. 

c)Os métodos para a sequ8ncia iterativa, com base em incfementos de 
cargas, propostos para a solução numérica de problemas não-lineares, atenderam 
os objetivos. Com base no grau de não-linearidade do problema, o usuhrio pode 
optar por um dos métodos iterativos disponíveis (M6todo de Newton Raphson ou 
Método de Newton Raphson Modificado). A implementação da formulação para 
sdlidos axissimetricos, permitiu ao programa uma maior versatilidade e facilidade de 
modelamento. Da mesma forma, a fomiulação para análise de não-linearidade 
geomktrica, permitiu a abrangência de problemas para os quais são verificados 
grandes deslocamentos, ou seja, a geometria do elemento sofre modificações 



consideráveis e deformações 1ineares.de primeira ordem náo podem mais serem 
usadas. Os resultados obtidos, tambbm, foram satisfatbrios. 

d)O critério de ruptura proposto, embora caracterizado por ser um modelo 
de dois parZimetros, com seção transversal circular, atendeu as expectativas pois, 
as parábolas quadrAticas que formam os meridianos e a dependhcia da pressão 
hidrostática, geram uma representaçao satisfatoria da superfície de ruptura do 
concreto. 

e)Outro detalhe importante e a possibilidade de modificar a equação da 
mola não-linear do elemento Kelvin (seção 2.1 -3). Esta possibilidade de correção da 
curva viscoel8stica pode se constituir num importante artifício para ajustar os 
resultados numericos aos resultados experimentais. 

5.2. Suaesths para trabalhos futuros 

Visando um aperfeipoamento da anAlise numérica dentro das diretrizes 
seguidas por esta dissertaçZio, são apresentadas algumas sugestões para trabalhos 
futuros. 

a)Adaptação da formulação desenvolvida para diferentes elementos, 
acoplados a algoritmos de geração de malhas para geometrias quaisquer, 
pss-iriii~taria um estudo numérico mais preciso. 

b)lmplementar, junto com Newton Raphson e Newton Raphson 
Modificado, o mbtodo de iteração baseado em Controle do Trabalho (441 que 
permitiria modelar o abrandamento ( *strain-softening* ) em processos de carga 
rApida. 

c)Melhorar o modelo uniaxial na parte de tração, para adequa-lo ao 
comportamento indicado na figura 1.2. 

d)Substituir o atual critetio de ruptura de dois parimetros, por outro mais 
refinado, que reproduza todas as características importantes da superfície de 
ruptura triaxial do concreto e proporcione uma estimativa mais realística da 
superfície de ruptura experimental do concreto. 

e)Poderia-se, também, substituir a presente equação constitutiva 
viscoelástica não-linear por outra mais complexa, com temos de mais alta ordem, 
tentando com isso melhor descrever o comportamento viscoelástico nso-linear do 
concreto. 



f)Devido ao fato de tratar-se cada incremento de carga como um 
problema elástico-linear com matriz de rigidez tangencial avaliada no início de cada 
incremento [38,39], o método empregado para anAlise gaombtrica não-linear pode 
acumular erros. Recomenda-se, por este motivo, subdividir a carga em pequenos 
incrementos, ou então, extender o sistema incremental-iterativo para a parte 
geométrica. 
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