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RESUMO

A presente dissertacdo de mestrado tem por assunto a representagdo do
comportamento mecénico do concreto sob cargas de curta e longa duragdo,
incluindo efeitos nao-lineares. Para tal fim trabalha-se com equagdes baseadas na
teoria do dano continuo. Sdo propostas equagdes para o caso triaxial e, baseado
nelas, é implementado um programa computacional.

Com diversos exemplos verifica-se que:

a)A solugdo numérica aproxima bem os resultados teéricos.

b)O comportamento do modelo representa bem as caracteristicas
qualitativas do concreto.

¢)O modelo permite aproximar bem alguns resultados experimentais, mas
ainda deve ser aperfeigoado, particularmente no que refere-se a identificacdo de
parametros.

vii



ABSTRACT

This work aims to the representation of the mechanical behaviour of
concrete under short and long time loads, including nonlinear effects. We propose
equations based on the theory of Continous Damage for three dimensional
structures and implement the corresponding computer code.

Several examples show:

a)The numerical solution approximates well simple analytical solutions.

b)The model represents well the qualitative behaviour of concrete.

c)The model approximates reasonably well some experimental results, but
must still be improved, particulary with reference to parameter identification.
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1-INTRODUCAO

Até recentemente, os métodos de analise de estruturas de concreto foram
principalmente baseados em andlises elasticas, combinados com varios
procedimentos classicos e formulas empiricas, baseadas em dados experimentais.
O rapido desenvolvimento das técnicas de andlise numérica e dos computadores
digitais, estdo mudando esta situagdo. Com o método de Elementos Finitos e
utilizando-se andlise ndo-linear, as caracteristicas de deformagdo e ruptura de
estruturas de concreto podem ser analisadas com mais precis&o.

Um fator limitante da aproximagdo aos resultados reais, esta na
dificuldade de estabelecer-se modelos de deformagédo e ruptura que represente a
realidade do comportamento do concreto. Portanto, muitos esforgos continuam a ser
feitos no sentido de melhorar a descricdo matematica das relagdes constitutivas.

1.1. Caracteristicas do comportamento do concreto

O concreto € um material composto e como tal, apresenta um
comportamento fisico muito complexo.

O concreto € um material fragil. Tensdes e deformagdes afetam o
desenvolvimento de micro/macro-fissuras, especialmente na interface entre o
agregado e a argamassa. Estas micro-fissuras iniciais sdo causadas pela
segregacéo, retracdo e expansao térmica da pasta de cimento. Sob carga, micro-
fissuras adicionais podem Ssurgir na interface da pasta de cimento e agregado, que
constitui o elo mais fragil do sistema. A progressdo destas fissuras determina o
comportamento ndo-linear.



1.1.1. Comportamento instantaneo

1.1.1.1. Ensaios uniaxiais em tracdo e compressao

Uma tipica curva tenséo/deformagdo em um teste de compressé&o uniaxial
é mostrada na figura 1.1. Ha trés estagios observados neste teste simples. O
primeiro estagio corresponde a tensdes de até 30% da resisténcia do concreto a
compressdo (f.). Neste estagio, as fissuras existentes no'concreto, antes do
carregamento, permanecem praticamente inalteradas. Assirﬁ o comportamento
tensdo/deformagdo & aproximadamente linear e elastico; 0.3f,. &€ proposto como
“limite de elasticidade”. Além deste limite, a curva tensdo/deformagdo comega a
desviar-se de uma linha reta. Tens6es entre 30% e 75% de f,, caracterizam o
segundo estagio, no qual as fissuras comegam a aumentar em comprimento, largura
e numero. Posteriormente algumas fissuras nas proximidades da superficie do
agregado comegam a propagar-se na argamassa. Com o desenvolvimento das
fissuras, a ndo-linearidade do material torna-se mais evidente. A propagagédo das
fissuras, neste estagio, é ainda estavel até as tensGes alcangarem o nivel de 75%
de f,;. Este nivel é geralmente denominado “comego da propagagéo instavel da
fratura”. Aumentos adicionais da carga resultam em “fratura instavel”’, e neste
terceiro estagio, o progresso da ruptura do concreto é principalmente causado por
fissuras na argamassa. Estas aglomeragdes de fissuras préximas ao agregado
formam as “zonas de fissuras” ou “dano interno”. Finalmente, fissuras maiores
formam-se paralelas a dire¢do do carregamento, causando ruptura do espécime.

Deformagao Lateral ﬂ Deformac3o Axial

o

0.002 0.000 -0.002 €

Figura 1.1 - Tipica curva tensdo/deformag&o para compresséo uniaxial [40].



Embora a discussdo acima é relativa a compressé@o uniaxial, os trés
estagios de deformacgdo podem ser identificados em outros casos de carregamento
e devem ser considerados no modelamento do comportamento do concreto.

A figura 1.2 mostra uma tipica curva tensdo/deslocamento em trag&o. O
limite de elasticidade é de aproximadamente 60% a 80% da resisténcia ultima a
tracdo. Acima deste nivel, as micro-fissuras comegam a crescer. Como em um
estado de tragdo uniaxial o crescimento das fissuras € muito mais rapido que em
compress&o, podemos esperar que o intervalo de estabilidade de propagagéo das
fissuras seja menor e a propagagdo instdvel seja mais répida. A interface
agregado/argamassa tem uma resisténcia a trag&o significativamente menor do que
a argamassa, sendo esta a principal razdo para a baixa resisténcia a tragdo do
concreto.

4}
3l - i Comprimento = ‘tqmm)

Figura 1.2.- Curva tensdo/alongamento para tragdo uniaxial [41].

1.1.1.2 - Carregamento sob compressdo multiaxial

Um comportamento tipico sob carregamento multiaxial do concreto é
mostrado na figura 1.3. Os resultados séo obtidos de testes com corpos de prova
cilindricos. Os cilindros de concreto sdo submetidos a pressdo lateral constante,



o, = 0;. A pressdo axial o, € aumentada até a ruptura. A figura 1.3 mostra as curvas
tens&o axial/deformagéo axial (o, —&,) e a tensdo axial/deformag&o lateral (o, —&,),
para diferentes valores de pressdo de confinamento (lateral). Observa-se que a
pressdo de confinamento exerce uma significativa influéncia no comportamento da
deformagao do espécime. Primeiro, a deformag&o axial e lateral na ruptura aumenta
com o aumento da pressdo de confinamento. Mas, além de um determinado valor, o
aumento da tenséo lateral provoca um decréscimo nos valores da deformagéo axial
na ruptura. Comparado ao caso de compressdo uniaxial, deformagbes maiores
ocorrem no espécime de concreto confinado. Pode ser visto que sob carregamento
de compressao, com pressdo de confinamento, o concreto exibe um certo grau de
ductilidade antes da ruptura.

Como no caso uniaxial ha, também, trés estagios de deformagdes para
um concreto confinado, ou seja, linearmente elastico, inelastico e localizado.
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Figura 1.3 - Curva tensdo/deformagéo para compressdo multiaxial [42].
Tensdes e deformagdes positivas em compresséo.

A figura 1.4 mostra as deformagées volumétrica versus as tensées em um
teste de compressdo biaxial. Inicialmente, a deformagdo decresce até
aproximadamente 0.75 a 0.90 da tens&o Ultima. Entdo a tendéncia é reversa com o



aumento das tensdes. Foi mostrado [33] que a pasta de cimento ndo se expande
sob carregamento de compress&o. A pasta de cimento continua a consolidagdo na
ruptura. Expanséao volumétrica & observada somente quando a pasta de cimento é
misturada com agregados, isto indica que a natureza da “composi¢cdo” do concreto é
o principal responsavel pela dilatagdo volumétrica. E notado que a tenséo na qual o
volume comega a aumentar esta relacionada a um notavel aumento das micro-
fissuras através da argamassa, ou seja, no limiar de uma instavel propagacgdo das
fissuras.

Uniaxial

Figura 1.4 - Curva deformag&o volumétrica sob compresséo biaxial [40].

A figura 1.5 mostra uma tipica curva tensdo/deformagéo do concreto sob

carregamento ciclico.

Como se sabe, as curvas de carregamento e descarregamento ndo sao
segmentos de linhas retas mas “lagos” que mudam de tamanho com o decréscimo
da inclinagdo média [34]. Se considerarmos a inclinagdo média de uma linha reta
conectando os pontos extremos da curva de cada ciclo, vemos que o médulo de



elasticidade decresce com o aumento da deformag&o. Esta degradagdo da rigidez
esta relacionada a alguns tipos de dano (micro-vazios e micro-fissuras).

UI(MPEIJ
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Figura 1.5 - Curva tensdo/deformagao sob carregamento ciclico de
compressao [34].

Este comportamento € completamente diferente de aquele mostrado para
metais, e sugere que a teoria da plasticidade usual ndo & adequada para o

concreto.

1.1.2. Comportamento diferido

Ha varias teorias que tentam explicar o mecanismo interno da fluéncia na
pasta de cimento e todas elas, aceitam que o fendmeno esta relacionado a
absorg¢ao de agua pela superficie interna do material. Sob carga, a pasta de cimento
exibe deformagbes instantaneas e deformagbes dependentes do tempo, que sé@o
devidas a transferéncia da agua para a superficie externa do sélido e dai para o

meio ambiente.



O agregado tem uma pequena contribuigdo nas deformagdes de fluéncia,
mas a interface entre a pasta e o agregado é um elo fragil onde muitas micro-
fissuras séo originadas e estas micro-fissuras sdo responséaveis por grande parte da
fluéncia ndo-linear sob altas tensdes.

De fato, as experiéncias mostram que a fluéncia é fungdo das tensdes
aplicadas, idade e tempo de carregamento, dependendo também da composigéo da
mistura e das condi¢gdes do meio ambiente.

Alguns fatos a respeito da fluéncia s&o comumente aceitos:

a)Quanto maior a idade do concreto menor a sua fluéncia. O médulo de
elasticidade e a resisténcia do concreto aumentam com o tempo.

b)Para tensGes constantes menores que 0.4f,. o comportamento do

concreto pode ser modelado pela teoria da viscoelasticidade linear com
envelhecimento. Para tempo tendendo ao infinito as deformagées aproximam-se de
um valor limite.

c)Para tensdes constantes superiores a 0.4f. a ndo-linearidade no

comportamento visco-elastico do concreto comega a acentuar-se [22] e cessa a
aplicabilidade do principio da superposigdo. Para tensdes maiores que 0.8f,. as

deformacgdes crescem aceleradamente e levam a ruptura.

A relagdo deformacdo/tempo sob tens@o constante, é ilustrada na figura

1.6.
Deformacio Rluptura
Fluéncia Primaria A g
Fluéncia
—> Terciaria
/ <
A Fluéncia G
Secundaria
o5 H
\\ D Deformagao
Permanente
T Tempo T2

Figura 1.6 - Relagdo deformagdo/tempo sob altas tensdes para concreto.

A deformagdo instantédnea elastica, OA, é seguida por uma fluéncia
primaria AB, que se durante a qual ocorrer um descarregamento, ha uma



recuperacdo de resultados elasticos instantdneos, seguida pela recuperagdo
elastica devida ao tempo, CD. Se a carga n&o & removida em “I", entdo se d4 inicio

a chamada fluéncia secundaria, que é acompanhada de deformagdes permanentes.

Descarregando em algum tempo da curva BE gera uma deformagdo permanente no
material. Continuando o carregamento passando o tempo “Z”, comega a fluéncia

terciaria, conduzindo quase que inevitavelmente a ruptura.

1.2 - O projeto de pesquisa

1.2.1. - Objetivos

No presente trabalho objetivou-se desenvolver equagdes constitutivas
para o concreto que, embasadas na teoria do dano continuo, permitissem
representar a deformac&o lenta a altas tensdes e ruptura do material.

Outros autores tem ja proposto relagbes constitutivas para descrever este
comportamento [4], mas ainda n&o existe um modelo consagrado; este € um tema
ainda aberto a discussodes.

Partindo-se do modelo uniaxial [8], mostra-se que a equagdo constitutiva
pode ser fundamentada na Mecéanica do Dano Continuo, generalizada ao caso
triaxial e implementada em um programa de Elementos Finitos. Aceita-se uma
relag&o parabdlica (no caso uniaxial), para representar o comportamento néo-linear
das deformagdes instantaneas do concreto, sob tensdes elevadas, e um critério de
ruptura equivalente no caso multiaxial.

Seguimos assim a orientagdo do ultimo simpédsio sobre fluéncia lenta do
concreto, realizado em Barcelona (ConCreep 5) onde houve forte consenso no
sentido que a representagdo da fluéncia ndo-linear deveria ser baseada em teoria

de Dano Continuo.

O modelo sera comparado com resultados experimentais e aplicado a
analise de problemas praticos.

1.2.2. - Importancia

Quando as tensdes excedem aproximadamente 40% de f,, a fluéncia do
concreto exibe uma forte dependéncia nao-linear das tensdes e o principio da
superposigéo ndo pode mais ser empregado.



A viscoelasticidade néo-linear pode ser importante sempre que ha
presenca de altas tensGes, como no caso de fratura, cargas concentradas,
flambagem, etc.

1.2.3. - Metodologia

A formulag&o basica corresponde a teoria do dano continuo.

Na analise numérica é adotada uma programagdo modular de modo que
diferentes operagbes sejam executadas por diferentes subrotinas. Como programa
base, partiu-se do desenvolvido por Masuero [18].

Para problemas n&o-lineares, necessita-se subrotinas para incrementar a
carga e iterar a solugdo até a convergéncia. Também sdo necessérias subrotinas
para avaliagdo das forgas residuais e de monitoramento da convergéncia. S&o
empregados dois métodos para a sequéncia iterativa, ou seja, 0 método de Newton
Raphson e o método de Newton Raphson modificado.

Para a analise viscoelastica a utilizagdo de uma formulagdo integral
mostra-se inconveniente, visto que requer o armazenamento de toda histéria de
tensbes ao longo do processo viscoelastico, nos nés ou nos pontos de integragéo
de todos os elementos no qual o meio continuo foi discritizado. O método de
variaveis de estado baseia-se numa aproximagdo das derivadas das fungbes de
fluéncia, sendo necessario o armazenamento de apenas uma pequena parte da
histéria de tensdes.

Computacionalmente o método € de facil implementagdo e, embora
necessite que os intervalos de tempo utilizados ao longo do processo sejam
pequenos, sua eficiéncia computacional, medida como tempo de maquina para um
certo nivel de precisdo, mostrou-se vantajosa.



2-FORMULACAO DO MODELO CONSTITUTIVO

O presente modelo parte de uma variante ndo-linear do modelo Kelvin
(figura 2.1) e caracteriza-se pela sua capacidade de representar comportamento
mecanico ndo-linear, ruptura instantdnea e dependente do tempo. O modelo é
capaz de representar as principais caracteristicas do concreto; fluéncia nao-linear,
deformacgdes instantaneas e dependentes do tempo e ruptura retardada sob tensao
constante ( ruptura por fluéncia).

Ey

E; ML

Figura 2.1 - Modelo viscoelastico standard

Uma melhor aproximagéo do comportamento de um material real pode
ser obtida com o uso de varios elementos (modelo generalizado).
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EXN ™l

Vo

Figura 2.2 - Modelo generalizado de elementos viscoelasticos (Kelvin)

2.1-Modelo uniaxial

O modelo uniaxial € um modelo Kelvin com mola n3do-linear.

&
3
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: T
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& 16.00

e
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10.00 L

E=20000( MPa) 1
B.00 l

Logo e uauboo v neg oo boosaavsaalbonagnsasalinsnnntay

0.0050

Figura 2.3 - Relagdo tensdo/deformagdo da mola do elemento Kelvin.

A equagdo correspondente a mola (figura 2.3) &

o=Edl-Be) ; 0<e&<l/p (2.1)



12

onde B é o fator de ndo-linearidade que pode ser interpretado em termos da
mecanica do dano continuo (seg¢do 2.1.1) e E é uma constante. Esta equagéo

i = E 1
define a tensd&o maxima o, =— e a correspondente deformagdo —.

4B 2p

Aumentando-se as deformagdes de % para % & possivel obter um decréscimo de

tensdes. Nao ha significado fisico para deformagdes maiores do que %

A inversao da equagao (2.1) proporciona a expressao

s:i[l— (1— £ ) . Qgag-n (2.2)

g

onde o=cte =0, € o,, € atensdo maxima.

Considerando comportamento linear para o amortecedor do modelo
Kelvin, temos

o= Ee(1-fe)+ne (2.3)

A (2.3) & a equagdo nao-linear de Riccati, que pode ser resolvida para
o=cte=o,. Dependendo do valor do paréametro

y=4po,/ E=0,/ 0, (2.4)
Obtemos [8]

Para y <1

=L (1_ Ja 0= +1- U= Pexpl-E/ (l—r)f) 2.5)

2p8 1+/(-7) =[1-/(1- 7)lexp[-E / 7J(1- )t

Paray=1,

_ 1] 1 2.6
g(r)_zﬁ T (2.6)
E

Paray>1,

i ( 1++/(1—y) sen E / qf(1— )t —cosE / /(1= p)t ] 27)

2p y+2+\m—y) senk/ r},/(T— Nt +(y—2)cosE/ nJ(l-y)t




13

O comportamento esté indicado na figura 2.4.
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Figura 2.4 - Resultados tedricos para curvas de fluéncia excluida a
deformacgdo instantanea da mola

e

Observa-se que o, =Z% € a maior tensé@o que pode ser suportada pelo

modelo (tens&o superior a o, gera deformagdes que tenderdo ao infinito).

O comportamento de um modelo formado por uma mola e um elemento

Kelvin (figura 2.1), esta representado na figura 2.5, que mostra um comportamento
similar ao observado no concreto [22] . Obviamente, a o, relativa @ mola da parte
instantanea, deve ser maior que a o, correspondente a mola do elemento Kelvin,

do contrario, a tendéncia da curva deformagdo versus tempo seria sempre de
estabilizagéo para um tempo infinito.
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Figura 2.5 - Resultados teéricos para curvas de fluéncia incluida a
deformagao instantanea da mola

2.1.1-Interpretacdo em termos da mecéanica do dano continuo

A teoria do dano continuo [31] propde uma variavel de dano, usuaimente
representada por “d”, tal que a tenséo efetiva o, € escrita, em fungéo da tenséo

nominal como

O, = 0<d<1 (2.8)

Analogamente, podemos definir um moédulo de elasticidade efetivo

E,=E(1-d) 0<d<l (2.9)

Um ponto importante € a determinagdo da lei de crescimento do dano
“d”, que deve ser feita com base em evidéncia experimental. A hipétese mais
simples é assumir que o dano aumenta linearmente com a deformag&o.

d = pe p=cte (2.10)
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Assim a (2.9) fica
E, = E(1-f¢) (2.11)
que € o critério empregado em (2.1).

Embora seja simples a formulagdo empregada, ela permite modelar
muitas das caracteristicas observadas no comportamento do concreto.

2.1.2-Aproximacdo numeérica

Dado que a solugdo fechada da equagéo de Riccati (2.3) s6 é disponivel
para o caso de tensdo constante, € necessario empregar para aplicagdes mais
gerais uma solugdo numeérica.

Para tal, partindo de (2.3) escrevemos

gzi‘__M (2.12)
n n

que define o seguinte algoritmo de solugao

Ag" = {i—M}N (2.13)
n n
& = & + A" (2.14)

2.1.3-Variacdes do modelo basico

A fim melhor representar o comportamento do concreto, € interessante
modificar a equagdo da mola nao-linear (2.1), na forma indicada abaixo (figura 2.6):

o=Ed1-8/¢/) 0<e<1/28 (2.15)
o=E'(e+b)[1-p/e+b/] 1/28<e<1/p (2.16)
onde

P 2.17
e 1+28b 2-17)
gr=pb g1 (2.18)
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Figura 2.6 - Relagdo tensdo/deformacgdo corrigida

A resposta do modelo Kelvin, para diversos valores de “6”, pode ser
observada na figura 2.7.
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Figura 2.7 - Curvas de fluéncia corrigidas
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2.2-Modelo Multiaxial

A fim de resolver problemas mais complexos, propomos aqui equagdes
para representar o comportamento do concreto sob cargas multiaxias, que serdo
implementadas no programa de Elementos Finitos.

Usamos equagbes simples que dependem unicamente do conhecimento
de f..

¢

2.2.1-Comportamento instantdneo

2.2.1.1-Caso linear

A relagao linear uniaxial
o=FEe¢ (2.19)

pode ser generalizada ao caso tridimensional, para materiais isétropos,
homogéneos e elasticos-lineares, escrevendo

o, =3Kg, (2.20)

§= 2Gg (2.21)

onde

o,=lro= 0, +0,+ 0y, (2.22)
1

s= 5( o-lir g) (2.23)

E,=WE=6,+&,+Ey, (2.24)
1

€= §(§—Itr f) (2.25)

s30 as componentes esférica e desviadoras de tensor de tensdes e deformagdes,
respectivamente.
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2.2.1.2-Caso ndo-linear

2.2.1.2.1 - Modelo constitutivo para concreto.

O modelo considera uma superficie de ruptura no espago de tensdes a
qual define o nivel de tensbes em que a ruptura acontece. A condi¢do de ruptura
ocorrerd quando o estado de tensdes atingir ou ultrapassar esta superficie de
ruptura.

Considerando isotropia do material, podemos expressar a forma genérica
da superficie de ruptura como

S, mr)=0 (2.26)

onde I, & o primeiro invariante do tensor de tensdes, /I, é o segundo invariante do
tensor desviador de tensdes e /II, é o terceiro invariante do tensor desviador de
tensdes.

A forma explicita da funcdo de ruptura €& definida por dados
experimentais. Os dados experimentais disponiveis, claramente indicam as
caracteristicas essenciais da superficie de ruptura do concreto [6].

2.2.1.2.2 - Critério de Ruptura

O presente modelo caracteriza-se por ter dois parametros e foi proposto
por Mises-Schleicher (figura 2.8). As equagfes definem uma superficie de ruptura
com meridianos curvos, seg¢ao ftransversal circular no plano desviador e
independéncia do angulo de similaridade 6 [6]. Os meridianos s@o parabolas
quadraticas. A segdo transversal tem propriedades de simetria e convexidade.

Todos os invariantes de tensdes, que aparecem no critério de ruptura
(2.28), estao normalizados pelo f,.

Os dois parametros do critério de ruptura podem ser determinados com
base em testes uniaxiais tipicos.

1. Resisténcia uniaxial a compressao.

2.Resisténcia uniaxial a tragao.
Para a representagdo de resultados experimentais obtidos de testes
triaxiais, com tensdes o, = 0,, o,, 0 espago de interesse sera a intersecgdo com 0

plano o, = o,.
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Figura 2.8- Superficie de ruptura no espago de tensdes principais
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Figura 2.9 - Superficie de ruptura para estado triaxial de tensdes
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A superficie de ruptura neste subespago esta representada na figura 2.9
usando como coordenadas o /, (primeiro invariante do tensor de tensées) e o 7,

(segundo invariante do tensor desviador de tensdes).

Para estado biaxial de tenséGes, o critério toma a forma da figura 2.10.

o2 2.5
fc

-1.3-1.0-0.8-0.6-0.2 2.3

-2.0
Figura 2.10 - Superficie de ruptura para estado biaxial de tensdes

= . [oF . . » .
Convém salientar que o trecho —+>0 e —* <0 foi aproximado por meio

¢ ¢

de uma reta para se adequar melhor as curvas experimentais [6]; percebeu-se a
necessidade desta mudanga ao rodar o exemplo do Ensaio Brasileiro a Tragéo
(secdo 4.2.1).

As equacgdes para esta superficie sao:

a) Trecho compreendido no intervalo %s0eZ<o0

c c

=pa__ O 227
7=V = 0le, +01S, (227)

onde os parametros de dano (y,y’) indicam se o presente estado de tensGes
localiza-se em um ponto interior a curva (0< y <1); sobre a curva (y=1); ou exterior
a curva (y>1), neste caso, caracterizando a ruptura do material. O parametro de
dano (3’) atualizara o médulo de compressibilidade (2.48) e o parametro de dano
() atualizara o médulo de corte (2.49).

b)Demais trechos

I, +dl =k (2.28)
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Onde,
I =12 (2.29)
I=11f, (2.30)

a=Constante

k=Constante

Jf =Resisténcia do concreto a compresséo

II =Segundo invariante do tensor desviador de tensdes
I =Primeiro invariante do tensor de tensdes

I =o0,+0,,+0;, (2.31)
1
o= g[(a-n_c"nr)2 +(0503,)" + (‘733_’0—11)2] + o_uz + 0'932 + 0'312 (2.32)

Entdo definimos

1,
"= %—d, (2.33)
/.1
= 34
e (2.34)

O parametro de dano y’(2.34) foi criado para se poder considerar a

hipétese de um carregamento esférico, situagdo esta ndo representada pelo
parémetro de dano (y) j& que, neste caso, II, =0.

A expresséo para y’ foi escrita baseada em dados experimentais.
Conforme (2.1), temos:

o=Eg1-Pe); 0< as%‘ (2.35)

e de acordo com (2.2)

1 o )| 1
€=2_ﬂ[1_ (I—GM)], Os.eszﬂ (2.36)




ou
s:%[l—\/(l——y)]; 0535%;;: UT;

Substituindo (2.37) em lugar do segundo ¢ de (2.35) resulta
o= %(1+1/1—- 7)

Sabendo-se que
o,=3Ke,

peale

temos portanto

o= 31‘;8" (1+1=-9)
s=Ge(l1+4/1-y)

Para analise incremental, podemos ainda escrever

0. =3K, ¢,
s=2G,e
Conforme (2.1) temos

o= Ee1-pe); 0585%

%‘: = E(1-28¢)

Substituindo (2.37) em (2.46) temos

_— = E 1_

173 4
Portanto

K=K1-y

G=Gl-y

(2.37)

(2.38)

(2.39)
(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)
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Estas expressdes, bem como a equagéo (2.28) poderiam ser melhoradas
considerando os seguintes pontos:

a)a expressdo (2.33), que define a ndo-linearidade ou parametro de
dano, poderia ser escrita de um modo similar através de outro critério de ruptura.

b)a expressdo (2.48 e 2.49) foram escolhidas para mostrar, no caso
uniaxial, uma relagdo tensdo/deformacgdo na forma de uma parabola. Outras formas
s&o possiveis.

Vemos que na medida que o ponto representativo do estado de tensdes
se aproxima da superficie de ruptura, os valores de G, e K, diminuem, tendendo a

zero e gerando deformagdes indefinidas. Observa-se que, embora por simplicidade
tenha sido empregada a superficie de Mises-Schleicher, qualquer outro critério,
(Ottosen, Willam, ...) [6] poderia ser analogamente empregado.

2.2.1.2.3 - Determinacdo dos pardmetros “a” e “k”

A fim de determinar os parametros podemos usar testes uniaxiais.

a)Consideremos o caso de compressao uniaxial —o. Entdo

I.=-c0c ; I= 5 (2.50)
e (2.28) fica

°22 +a—Z-k (2.51)
31, I

Para ruptura temos o= f, e assim k = %—a

b)Consideremos agora trag@o uniaxial c. Entéo

Isg £ d=% (2.52)

+a—=k (2.53)
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Para haver ruptura o=af,, onde o é dado por férmulas padrdes.
Substituindo em (2.53) obtemos

%-{-aa: k (2.54)

e para a=1/10 (atribuido) nés temos 1/30 + a =10k
Assim finalmente obtemos
k=1/30 (2.55)

a=0.3 (2.56)

Note que estes valores sao validos para todos os concretos com P/ TIE'

c

2.2.1.2.4 - Pontos de interseccdo das retas com a superficie de ruptura

Para caso triaxial, onde o, = 0, = 7,, € o, = o,, temos de (2.31)
I,=0,+20, (2.57)
onde o, € a tens&o axial e o, a tenséo transversal. De (2.32) obtem-se

+fIT = igﬂj%g-’l (2.58)

De (2.57) e (2.58), obtemos

1,+2311
i — (2.59)
& o I, —.31I, (2.60)
¥ 3
Substituindo a equagao da reta :' =0 em (2.60), temos
L
1,=+310, (2.61)
ou
I 2
I ===< (2.62)
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Substituindo (2.62) em (2.28), temos
17 +3afl, -3k, =0 (2.63)

onde “a” e “k” sdo os paradmetros determinados na seg¢do 2.2.1.23 e f, € a
resisténcia do concreto a compressao.

De (2.63), obtemos
I =-f, (2.64)

I,=01f, (2.65)

Substituindo (2.64) em (2.28), obtemos

+3 }{I‘ =0.5774 (2.66)

Substituindo (2.65) em (2.28), obtemos

u ‘/IT =0.05774 (2.67)
Je
Substituindo a equacéo da reta 9r ~0.25 em (2.60) e (2.59), temos
oL
I =231 (2.68)
ou
I 2

II =—<= 2.69

b= (2.69)

Substituindo (2.69) em (2.28), temos
17 +12af] —12kf =0 (2.70)

onde “a” e “k” sd3o os parametros determinados na seg¢do 2.2.1.23 e f, é a
resisténcia do concreto a compresséo.

De (2.70), obtemos

I, =-3.7079f, 2.71)

1,=0.1079f, (2.72)
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Substituindo (2.71) em (2.28), obtemos

- 2 f =1.070 (2.73)
Substituindo (2.72) em (2.28), obtemos
+ f‘ =0.031 (2.74)

2.2.2-Comportamento diferido

O caso linear compreende a viscoelasticidade linear apresentada em

[18].
No caso n&o-linear escrevemos
o =3K&L(1- Bl £1)+3m, & (2.75)
s,=2Ge,(1-Ble /) +21e, (2.76)
Aplicando variaveis de estado e denominando
& =q°(1) m,/K=6, (2.77)
e,=4y"(1) n,/G=8, (2.78)
q,() = Aq, (1) / At (2.79)
obtemos
i TNBILW) & 2.80)
)+ O —gi 4,/ O _ s —
Empregando o método de Euler para integragéo no tempo, temos
Ag°(t) = ':—q"ga—d) ¥ 3":0 ]At (2.82)

q°(t+AnN)=q°(1)+Aq°(2) (2.83)
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din)=p/q"()/
&'= Zqot(‘r)

-q,'(1-d ,
ﬁqus(f) =I: 4y (6 )+ 28:} :|A!'

5

gy (t+ A1) =g, ' (1) +Ag," (1)
d(t)=plq, 1)/

&'= Z q’ ()

As correspondentes condig¢des iniciais sdo:

q°(0)=0
d(0)=0

g, (0)=0
d(0)=0

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)
(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)



3-ELEMENTOS __ FINITOS PARA __ ANALISE _ NAO-LINEAR _E SUA
IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

O modelo anterior foi implementado num programa de analise via
Elementos Finitos, para situagées de Estado Plano de Tensdes , Estado Plano de
Deformacgdes e Sdlidos Axissimétricos.

3.1 - Formulacdo para Estado Plano de Tensées

A figura 3.1 ilustra problemas de Estado Plano de Tensdes.

O

>X.l.l

Figura. 3.1 - Problemas de Tensé&o Plana.

Consideraremos uma placa fina sujeita a cargas aplicadas no plano “xy”,
que € o plano da estrutura. A espessura da placa é assumida pequena comparada
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com as dimensdes do plano “xy”. Assume-se que as tensdes sdo constantes ao
longo da espessura do plano e o, 7, 7,, séo ignoradas.

Assim os deslocamentos podem ser expressos como

=gl (3.1)

onde “u” e “v’ sdo deslocamentos no plano nas diregdes “x” e “y”, respectivamente.

As componentes de deformagdes diferentes de zero séo,

e=[e.8,7,1, (3.2)
onde,
au 7Y
gx: E,gy:. E' (33)
72T
Yo 5.;- = (3.4)
Os deslocamentos virtuais sdo dados por
Su = [, &’]T, (3.5)

e as deformagdes associadas sdo

Hp é(&l),d&’),é(&z)j(&)]? 3.6)
[ 07.9 & & &

A relacdo tensdo/deformacgao é dada por
o=E¢ (3.7)

T o~ - . . = u
onde cr=[o;.0'y.r,y] , na qual o, o0, sdo as tensbes normais nas diregées ‘x e y”

respectivamente e z,, € a tens&o de corte no plano “xy".

Para materiais homogeneos, isotropos e elastico-lineares, a matriz
tens&o/deformagéo ou matriz constitutiva & dada por

Bee= v 1 o (3.8)



30

onde £E e v sdao o modulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson,
respectivamente.

As forgas de volume sdo dadas por

b=[b,5,7, - (3.9)

As forgas de contorno s&o expressas como

= M (3.10)

Um volume elementar € dado como
dv = hdxdy, (3.11)

onde “h" € a espessura.

3.2 - Formulagdo para Estado Plano de Deformagdes

A figura 3.2 ilustra problemas de Estado Plano de Deformagdes.

-

P ey

&

Figura. 3.2 - Problemas de Deformagao Plana.

Para problemas de deformag&o plana a dimensdo normal a um plano “xy”
é grande comparada com dimensdes tipicas no plano “xy” e o corpo esta sujeito a
cargas somente no plano “xy”. Para problemas de deformagdes plana pode ser
assumido que os deslocamentos na diregdo “z" sdo despreziveis € que O0s
deslocamentos “u” e “v’ sdo independentes de “Z".

Os deslocamentos sdo dados por

u=[uy], (3.12)
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onde “u” e “v" sdo deslocamentos no plano nas diregdes “X” e “y”, respectivamente.

As componentes de deformagdes diferentes de zero séo,

£=[2,8,7,T (3.13)
onde,

5= %,af %, (3.14)
yw=%+% (3.16)

Os deslocamentos virtuais sdo dados por

Su=[u,ov], (3.16)

e as deformagdes associadas sdo

s A2, 42) 48) 45)] 347

A relagdo tensao/deformacgéo € dada por

c=Ee (3.18)

T . _ . . "
onde 0'=[o‘xlo*y.r_‘y] , na qual o, 0, sdo as tensbes normais nas diregbes ‘x e y”
respectivamente e z_ ¢ a tens&o de corte no plano “xy”.

Para materiais homogeneos, isotropos e elastico-lineares, a matriz
tens&o/deformagado ou matriz constitutiva é dada por

(1-v) v 0

B E
Bl v 09 0 | (3.19)
0 o ( : )

onde £ e v sd8o o modulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson,
respectivamente.

A tens&o normal ao plano “xy” é dada por

o,= o, +0,) (3.20)
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As forgas de volume sdo dadas por

b=[b.5,T, (3.21)

As forgas de contorno s&o expressas como

t= 2.1 (3.22)

Um volume elementar € dado como
dv =dxdy, (3.23)

considerando que uma unidade de espessura € analisada.

3.3-Formulacao para sélidos axissimétricos

A figura 3.3 ilustra um problema de Sélido Axissimétrico.

A

hZW

< Carregament
Axdissimétrico

D

Carregamento
Axissimétrico

Figura 3.3 - Tipico problema de sélido axissimétrico.

Entende-se como sélido axissimétrico o soélido tridimensional que é
simétrico em relag@o ao seu eixo central (que coincide com o eixo “Z") e que esta
sujeito a cargas e condigdes de contorno que sdo simétricas a este eixo; 0
comportamento € independente da coordenada circunferéncial “6”.

Os deslocamentos podem ser expressos como

u=[uw], (3.24)

onde “u” e “W’ sdo deslocamentos nas diregdes “r’ e “Z", respectivamente.

As deformacgdes diferentes de zero séo,

e=[6,,8p6.7.] (3.25)
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onde ,
au u o
g= = £~ = e &= =2 (3.26)
i ow
=—+— 3.27
¥ = (3.27)
Os deslocamentos virtuais sdo dados por
Su=[au,ow], (3.28)

e as deformagdes associadas sao

5:*?:[0‘(&‘) B A%) d&')+d&”)]r (3.29)

a’'r’ &’ & a
A relac@o tensao/deformagao € dada por

o=Ee (3.30)

T ” - a . =
onde o= [cr,,o-g, o,, r,,] , na qual o, 0,0,7, séo as tensGes normais nas diregdes r, &

e Z' respectivamente, e 7_ € a tens&o de corte no plano “rz”".

Para materiais homogeneos, isoétropos e elastico-lineares, a matriz
tensao/deformacéo € dada como

(1-v) v 0 0
£ v (1-v) v 0
E=——<— 0 v (1-v) 0 (3.31)
- (1+v(1-2v)

" 5 5 ((I—ZZV))

As forgas de volume sao dadas por

b=[5,5, (3.32)

As forgas de contorno s&o expressas como

t=[t,1]] (3.33)
Um volume elementar é dado como

dv = 2 rdrdz (3.34)
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onde r € a distancia radial ao ponto de Gauss em consideragao.

3.4-Formulacdo para Elementos Finitos Isoparamétricos

Em Elementos finitos, os deslocamentos e deformagbes e seus
complementos virtuais podem ser expressos pelas relagdes

u=Nu'=) Ny, | Su=Now=) N& .

i=l ”i=l (3-35)
e=Bu"=) Bu, ; Se=Béu"=) B&y |,
- o - -7 i=1

)
=1
onde para o no “iI", («",u,) séo os vetores de variaveis nodais, (du",du,) € o vetor de
variaveis nodais virtuais, N, =1 N, & a matriz de fungdes de forma global e B é a

matriz deformacéao/deslocamento global. O nuimero total de nés em toda malha é

" n

n-.

A condicdo de equilibrio é estabelecida de forma fraca através do
principio dos trabalhos virtuais expresso como

[[B] oav-[[N,] bav- l [N] tda=0 (3.36)

v v

onde o € um vetor que contém as componentes significativas do tensor de tensées,
t € o vetor de forgas no contorno, “v” é o dominio de interesse e “A” é a parte no

contorno no qual os deslocamentos sdo conhecidos.

Note que na representacdo isoparamétrica pode-se usar as seguintes

representagdes para as coordenadas “x” e “y” dentro do elemento

(e) F (e) (e)
X N Of x

a5 = Z A . 'e (3.37)
l:y( ):, s ,:0 Ni( ):":y,( ):|

onde para o no “i” do elemento “e”, M("j sdo as mesmas funcbes de forma.
Podemos ent&o avaliar a matriz jacobiana como

& & SN () iéN (¢)

AE B '_f'xr' _iyi

o _| O GE|_|T P& ol

s & | Z’:ﬂxw Zﬂ @ 2
on on) (Ton S on”

A inversa de J*) é entdo avaliada usando a expressao
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[z 2 &
9T-\& &f-p| e & B
¥y @ L on &
As relagdes deformagdo/deslocamento sdo expressas como
£ — Z By (3.40)

i=1

na qual B* & a matriz de deformagéo.

O volume elementar é dado

dv = K det J* d&dn (3.41)

onde ©, 4, B“) e av'¥) sao dados na tabela 3.1 para as trés aplicagdes.

Aplicagéo " BY e
() i (e) T A9 =B det J(.) d
Tens&oPlana {%:l A, 0 v J"agin
V.
B=| 0 e
éN'_(G) dV-(‘}
| & & |
i @ ] ') = detJd
DeformagaoPlana {ﬁm} BEY 0 et/ dgdn
v.l
| o A
- 4
dvd(ﬂ) N
| & &
(©) & j @ — 2.2 det J©
T N, &' =272 det J) d&dn
SolldoAmssmetncolij;] rall. %
i lel’)
~— 0
B= r
i PG
0 1
&
o e
L & & |

Tabela 3.1 - Deslocamentos nodais, matrizes de deformagao e volumes
elementares para aplicagoes bidimensionais
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As derivadas das fungdes de forma cartesianas podem ser obtidas
usando-se a regra da derivagdo em cadeia

(e (« (@

N ‘Wi) ;rf.; P (3.42)
i — i @+ i ___5_

¥ ony &y

na qual os termos éé, @, @e % podem ser obtidos da inversdo da matriz
& & &y Y
Jacobiana dada em (3.39).

Desde que temos uma relagdo tensdo/deformagdo dentro de cada
elemento da forma

) _ gole) o) _ o] = g (@), (o)
=59 = £ £ 800 (243
J=

a contribuigéo do elemento “e” para o primeiro termo de (3.36) é dada como

Z Kﬂ_{e)uj(e) = J‘[ B.-M]T gte)[z B,.(')uj['))dv (3.44)
i=1 J=1

v

onde K&.{') € a submatriz de rigidez da matriz de rigidez do elemento K.

A contribuigdo do elemento “e” para o segundo termo de (3.36) é dada

como
7= I 892y (3.45)
V') -
Para o terceiro termo de (3.36), a contribuicdo do elemento “e” é
L= [[N] 194 (3.46)

A9

onde 49 ¢é a parte da 4 que coincide com o contorno do elemento “e”.
Naturalmente muitos elementos ndo contribuem para f,,‘.

Utiliza-se neste trabalho um elemento baseado na formulagdo
isoparamétrica. Este elemento é o quadrilatero Serendipity de 8 nés com lados
curvos e uma variagao quadratica do campo de deslocamento dentro do elemento.
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7 6 5
1 2 3
Figura 3.4 - Elemento serendipity de 8 nés

Para os nés dos cantos
M= %(I + &)1+ (EE + 1),  i=13,57 (3.47)
Para os nds intermediarios

N = %i(Héé,)(l— rf)+”7‘2(1+ m)1-&), i=2,4,68 (3:45)

3.5-Formulagdo para o caso de ndo-linearidade geométrica - Flambagem

Em todas as formulas empregadas até aqui, implicitamente assumimos
que os gradientes de deslocamentos na estrutura sdo pequenos. Em termos
praticos, isto significa que a geometria dos elementos permanece basicamente
inalterada durante o processo de carregamento e que deformagdes infinitesimais
lineares de primeira ordem podem ser usadas.

Na continuagdo introduziremos equagbes adequadas para
deslocamentos finitos. Veremos que, empregando uma formulagcdo Lagrangeana
atualizada, muitas das expressdes e subrotinas do Programa de Elementos Finitos,
anteriormente mencionadas, podem ainda ser aproveitadas.

Se um ponto material originalmente na posicdo X passa para posi¢ao x,
apos a deformagéao, temos o deslocamento

u=x—X (3.49)

Definimos também a taxa de deslocamento

U=

- 50
% (3.50)

O gradiente da taxa de deslocamento é

L &”’ 51
= o (3.51)
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que pode ser decomposto nas suas parcelas simétrica e antissimétrica

L=D+W (3.52)

onde D = ¢ é a taxa de deformagdo especifica e W  é ataxa de rotagio.

Empregando o método de Elementos Finitos, aproximando as variaveis
na forma usual

¥=Nx" (3.53)
u=Nu" (3.54)
u= Q’r{"” (3.55)
- ON
L=Nu" N=— (3.56)
& = ~  &x
T
1| 6N [ON
e=Bu" ; B=—|—+— (3.57)
- ~ 2| ox ox

Aplicando o Principio dos Trabalhos Virtuais estendido a situagoes
geometricamente ndo-lineares, pode ser mostrado [30] que

P=Ku (3.58)

onde

K=K +K (3.59)

- - L ~ NL

K = B" EBdy (3.60)
L =

E = J’ [N oN-2B"E B}z’v (3.61)

“wM s\ == - ==

3.5.1. Processo de solugdo numérica basico para problemas ndo-lineares

O uso de uma discretizagdo em Elementos Finitos, resulta em um sistema
de equagdes simultédneas da forma
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Ho+f=0 (3.62)

na qual ¢ € o vetor de incognitas basicas, f € o vetor de cargas aplicadas e H éa
matriz de rigidez.
Se os coeficientes da matriz H dependem das incégnitas ou suas

derivadas, o problema torna-se nao-linear. Neste caso a solugéo direta do sistema
de equagodes (3.62) & impossivel e um esquema iterativo deve ser adotado. Duas
opgdes possiveis para a sequéncia iterativa sdo descritas a seguir.

3.5.2 - O método de Newton Raphson

Para situagbes n&o-lineares, na qual a rigidez depende dos
deslocamentos, H € igual ao gradiente local da relag&o forgca/deslocamento da
estrutura e é denominada rigidez tangencial. A andlise de tais problemas deve ser
feita de modo incremental, desde que a solugdo num determinado estagio, pode ndo
somente depender dos correntes deslocamentos da estrutura, mas também, da
histéria prévia do carregamento. Consequentemente, o problema pode ser
linearizado dentro do incremento de carga e os termos nao-lineares podem ser
desconsiderados.

O processo de solugdo € ilustrado na figura 3.5, para uma Unica variavel.
O mesmo ¢ iniciado de um valor inicial da incognita ¢° (para problemas estruturais a
posicao inicial da solugéo é quase invariantemente ¢° =0). A rigidez tangencial,
H(¢’) é determinada conforme descrito na subrotina STIFPS, com base em valores

atualizados do K (modulo de compressibilidade) e G (médulo de corte)., estes
atualizados na subrotina GKN. A forga residual é determinada conforme descrito na
subrotina CONVER.

A correcdo, A¢®, para o valor inicial € encontrada de acordo com a forma

linearizada

a¢ =-[H(e)] e) (3.63)
Uma melhor aproximagéo para as incognitas € entdo obtida como

¢'=¢°+Ag’ (3.64)

Este processo iterativo é entdo continuado até a solugdo convergir para
a solugao n&o-linear que é indicada pela condigdo que ¢” praticamente desaparece.
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Forcga 1 E
aplicada f ¥ J;,w
1
'F =
‘!7 Giro Giroy Mg ]
His )
0 1
A | A
4 L>(<] ‘#{}

'# 0 1 2
'I.Fariégel hética ¢

Figura 3.5 - Algoritmo de solugédo pelo método de Newton Raphson para
variavel simples.

3.5.3 - O método de Newton Raphson modificado

Por este método ndo ha necessidade de uma completa fatorizagdo
(redugdo) e solugéo do conjunto completo de equagbes simultdneas que descrevem
a estrutura discretizada, a cada iteragdo, como no caso descrito na segdo anterior.

Para este método, uma completa solugdo das equagdes necessita
somente ser executada para a primeiro incremento de carga e as subsequentes
aproximagdes para a execugdo da solugdo ndo-linear sdo feitas via a expressdo

ag =-[H(e")] o) (3.65)

Desde que a mesma matriz de rigidez H(go") € empregada em cada

estagio, as equagdes reduzidas podem ser empregadas em sua forma reduzida ou
fatorada e uma segunda ou subsequente solugdo, meramente necessita a redugdo
dos termos de y/((,a)’), junto com uma retrosubstituicdo. Isto tem a vantagem de
reduzir significativamente o custo computacional por iteragdo mas reduz a taxa de
convergéncia, como pode ser visto na figura 3.6, onde o esquema esta ilustrado
esquematicamente.
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Figura 3.6 - Algoritmo de solugdo pelo método de Newton Raphson
modificado para variavel simples.

3.6 - Implementacdo computacional para ndo-linearidade do material

O objetivo deste capitulo é descrever a aplicagdo do método de
Elementos Finitos empregado na solugéo de problemas de materiais ndo-lineares.

Subrotinas separadas sdo empregadas para executar varias operagdes
requeridas na analise de elementos finitos ndo-lineares.
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e resultados 4 |

Figura 3.7 - Médulos do programa para solugdo ndo-linear

Os mddulos mostrados esquematicamente na figura 3.7, sdo descritos em
relagéo a suas fungdes gerais.



42

a)Médulo zero - este € o primeiro médulo entrado e sua fungéo €
inicializar a zero varios vetores e matrizes no comego do processo de solugéo.

b)Entrada dados e checa médulos - este mdédulo manuseia os dados
de entrada que definem a geometria, condigées de contorno e propriedades do
material. Estes dados sdo checados usando rotinas de diagnéstico e se erros
ocorrerem eles sdo impressos num arquivo de saida apropriado. Para elementos
isoparamétricos, as constantes de integragdo de Gauss e coordenadas dos nés
intermediarios de um segmento reto do elemento, sdo também, avaliados nesta
secdo. Uma vez usado este médulo, ndo se necessita usa-lo novamente.

c)Médulo carregamento - este modulo organiza o calculo das forgas
nodais devido a varias formas de carregamento para bidimensionais aplicagdes.
Este processo inclui pressao, gravidade e carga concentrada.

d)Médulo incremento de carga - para solugéo de materiais ndo-lineares
em Elementos Finitos, deve-se proceder de forma incremental. Portanto a fungdo
deste modulo € controlar o incremento da carga avaliada no modulo de
carregamento.

e)Mdédulo da rigidez - organiza a avaliagdo da matriz de rigidez de cada
elemento. As matrizes de rigidez sdo armazenadas em disco na ordem de
sequéncia requerida para montagem e redugao das equagdes.

f)Médulo da solugdo - o propésito desta subrotina € montar, reduzir e
resolver o conjunto de equagdes , para dar os deslocamentos nodais, reagdes nos
noés restringidos e tensdes nos pontos de Gauss de cada elemento.

g)Modulo de forgas e convergéncia - a fungdo deste modulo € calcular
as forgas residuais em cada estagio da analise e checar a convergéncia da solucdo
ndo-linear contra o critério estabelecido.

h)Médulo de saida de resultados - este modulo organiza a saida das
quantidades requeridas.

3.6.1.-.Solucdo de problemas de nao-linearidade do material.

Uma metodologia modular € adotada para o presente programa, com
varias operacdes executadas em subrotinas separadas.
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Figura 3.8 - Organizagdo do programa para aplicagdes bidimensionais
ndo-lineares

Um programa de Elementos Finitos nao-linear, deve necessariamente
conter todas as subrotinas para a analise linear, ou seja, subrotina que aceita os
dados de entrada, uma subrotina para a formulagdo da rigidez do elemento,
subrotinas para montagem e solugdo das equagbes e uma subrotina de saida de
resultados.

A fim de implementar a solugdo dos algoritmos descritos na segéo 2.2,
subrotinas adicionais, “‘LACOS” e testes sdo necessarias. Em particular dois
“LACOS” séo necessarios; para iterar a solugdo até a convergéncia desta ocorrer e
para incrementar o carregamento aplicado, se necessario. Subrotinas devem ser
incluidas para avaliar as forgcas residuais e também para monitorar a convergéncia
da solugdo. A figura 3.8 mostra o fluxograma do programa.

O programa apresentado neste capitulo, também, forma a base do
programa viscoelastico.

As proximas segdes descrevem as subrotinas implementadas.
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3.6.1.1 - Subrotina ALGOR

A funcdo desta subrotina & controlar o processo de solugdo de acordo
com a valor do parametro, NALGO, entrado na subrotina INPUT.

NALGO é o indicador usado para identificar o tipo de algoritmo de
solugdo a ser empregado:

1 - método de Newton Raphson modificado.
2 - método de Newton Raphson.

- A subrotina coloca o valor da variavel KRRSL igual a 1 ou 2 de acordo
com NALGO e o corrente valor do numero da iteragdo IITER e o nimero do
incremento IINCS. Um valor de KRRSL = 1 indica reformulagdo da rigidez do
elemento acompanhado por uma solugdo completa das equacdes e KRRSL = 2
indica que a rigidez do elemento ndo deve ser modificada e conseqlientemente
somente a resolugcdo das equacdes deve ser realizada.

3.6.1.2 - Subrotina CONVER

A fungdo desta subrotina € monitorar a convergéncia do processo de
iterac&o da solugéo nédo-linear. A convergéncia da solugdo é baseada nos valores
das forgas residuais. O critério de convergéncia empregado é

*100< TOLER (3.66)

onde “N” € o numero total de pontos nodais no problema e “r” representa o niimero
da iterag&o. Este critério declara que a convergéncia ocorre se a norma das forgas
residuais torna-se menor do que TOLER vezes a norma das forcas totais aplicadas.
O parédmetro NCHEK é usado para indicar se a convergéncia ocorreu ou n3o. Os
valores para NCHEK s&o:

NCHEK =0 Solugéo convergiu

NCHEK = 1 Solugéo convergindo, com a norma das forgas residual
sendo menor para iteragdo r do que para a iteragéo (r — 1).
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NCHEK = 999 Solugdo divergindo. A norma das forgas residual é
maior para iteragdo r do que para a iteragao (r—1).

Desde que para problemas bidimensionais nés temos mais que um grau
de liberdade por ponto nodal, o somatério em (3.66) deve ser feito sobre o nimero
total de graus de liberdade da estrutura.

3.6.1.3. - Subrotina STREP1

A fungdo desta subrotina €& avaliar as forgas nodais que s&o
estaticamente equivalentes ao campo de tensdes, satisfazendo as condigbes de
contorno e/ou iniciais. A comparagédo destas forgas nodais equivalentes com as
cargas aplicadas da as forgas residuais.

y=Heot+[#0 (3.67)

Todas as componentes das tensGes e deformagbes devem ser
acumuladas dos valores obtidos em cada iteragao.

As cargas aplicadas para a iteragao r sao as forgas residuais calculadas
no fim da iterag&o (r—1), de acordo com (3.67). Estas cargas aplicadas d&o origem

a incrementos de deslocamentos, A¢". Pode-se calcular, portanto, o correspondente
incremento de deformacgao A¢'.

3.6.1.4. - Subrotina OUTPUT

Esta subrotina imprime os resultados conforme frequéncia determinada
pelos parametros NOUTP(1) e NOUTP(2).

NOUTP(1) controla a saida dos resultados ainda ndo convergidos apos a
primeira iteragdo. A fim de examinar o processo de convergéncia é possivel variar a
frequéncia de saida para cada incremento de carga.

1-Imprime os deslocamentos somente apés a primeira iteragao.
2-Imprime os deslocamentos e reagdes nodais apds a primeira iteragéo.
3-Imprime os deslocamentos, reagdes e tensées apds a primeira iteragao.
NOUTP(2) controla a saida dos resultados convergidos.

1-Imprime somente os deslocamentos finais.
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2-Imprime os deslocamentos finais e reagdes nodais.
3-Imprime os deslocamentos finais, reagdes e tensdes.

As tensdes principais e diregdes sdo calculadas também nesta subrotina
e estas sao dadas pelas seguintes expressoes:

2
_ UI;O}-}- @4_{02 (368)
¢ 9 o (cr =, )2
G =— 5 e —1—2—3’—+ e (3.60)
B tan"l[ % } (3.70)
g.—a,

com “x” e “y” sendo substituido por “r’ e “z” para o caso axissimétrico. O termo 8
define o angulo que a tensdo principal maxima faz com os eixos (y ou z); angulo
positivos tem sua medida no sentido anti-horario.

3.6.1.5. - Subrotina GKN

A funcao desta subrotina € atualizar o Modulo de Compressibilidade (K) e
o Modulo de Corte (G). A atualizagdo tem como base as tensées e emprega-se a
formulagao apresentada na segdo 2.2.1.2.2.

Caso KRRSL for igual a dois e 0 nimero maximo de iteragdes (MITER)
for igual a zero, entdo, o processo de solugdo sera puramente incremental, com a
atualizagdo de “K“ e “G” a cada incremento de carga, ou seja, a medida que as
tensGes crescem, “K* e “G” diminuem, atingindo valor zero para y=1 (ponto que

corresponde ao estado de tensdes maxima suportado pelo material).

3.6.1.6. - LACO INCREM

Tem como fungdo incrementar o carregamento aplicado. O “LACO”
encerra-se quando o numero do incremento (IINCS) for igual ao numero de
incrementos em que a carga foi subdividida (NINCS).
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3.6.1.7. - LACO ITER

Sua funcédo é controlar o nimero de iteragdes executadas pelo programa.

Resume-se a um “LACQO” que encerra-se quando o numero de iteragbes
(NITER) for igual ao nimero maximo de iteragdes permitidas (MITER).

3.6.1.8 - Teste NITER

Tem como objetivo averiguar a convergéncia da solugdo, obedecido o
numero maximo de iteragées (MITER).

Se a norma das forgas residuais for maior do que TOLER vezes a norma
das forgas totais aplicadas (quando NCHEK=1 ou NCHEK=999, averiguados pela
Subrotina CONVER) e o numero de iteragées (NITER) for igual ao nimero maximo
de iteragbes (MITER), entdo, trunca-se o programa com a mensagem “Solugdo Nao
Convergiu”.

As demais subrotinas nd3o mencionadas e utilizadas, encontram-se
detalhadas e explicadas em [13],[14] e [18].

3.6.2 - Subrotina para calculo das deformagdes viscoelasticas lineares e ndo-
lineares

3.6.2.1 - Subrotina INITSTR

A funcao desta subrotina € calcular a taxa de deformagéo viscoelastica.

O presente programa partiu de uma formulagdo para o célculo de
viscoelasticidade linear via varidveis de estado introduzida por Masuero [18].
Devido, agora, querermos trabalhar com fluéncia n&o-linear, a formulagéo
mencionada é substituida pela nova formulagéo introduzida na segéo 2.2.2.

Por ser a viscoelasticidade um fendmeno transiente, o essencial objetivo
de um processo de solugdo numérica é determinar as deformagdes viscoelasticas
num intervalo de tempo de interesse. Consequentemente, algum esquema de
solugdo baseado em intervalos de tempo deve ser introduzido a fim de permitir a
solugéo e avancgar de um tempo ¢, para um tempo 1,,, =, + Az, onde, os subindices
‘n” e “n+1" representam sucessivos tempos e Az, o intervalo entre estes. O mais
simples método de incremento de quantidades é oferecido pelo método de Euler.
Neste a taxa média de mudanga sobre o intervalo é tomada como o valor no comego
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do intervalo e assim, o valor determinado de alguma quantidade “X" no tempo ¢,,, €
extrapolado no tempo para ser

X™= X"+(X] At, (3.71)

O método de Euler tem como principal atrativo sua simplicidade.

Considerando que, no instante inicial (t = 0), as deformagdes
viscoelasticas sdo nulas, as tensbes obtidas em cada passo atualizam as variaveis
de estado, as quais formam o vetor de pseudo-cargas viscoeldstico para o passo

b

seguinte. O processo esta esquematizado no fluxograma da figura 3.9 onde, P é o
5 i
vetor de cargas de volume, P € o vetor de cargas aplicadas no contorno, P € o

v
vetor de pseudo-cargas térmicas, P & o vetor de pseudo-cargas viscoelasticas, ¢ é

o vetor de deformagbes viscoelasticas, Ar € o intervalo de tempo [18].

INICIO

NITER = Niimero de iteracbes
MITER = Namero maximo de
iteragoes
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Figura 3.9 - Organizagdo do programa viscoelastico aplicando variaveis de
estadoao M. E. F.
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3.7 - Validacdo do programa

3.7.1. Validacao da analise axissimétrica

Para verificar a funcionamento da formulagéo axissimétrica introduzida ao
programa, analisou-se um problema simples e comparou-se com os resultados
obtidos do sistema GAELI [43].

Para a solugdo numérica via Elementos Finitos utilizou-se uma malha de
dezesseis elementos de igual dimensdes (figura 3.10).

A figura 3.11 refere-se a um cilindro sujeito a pressdo interna

NI. O moédulo de elasticidade utilizado foi de E=20682 N
mm mm*

P=6.1354

coeficiente de Poisson foi v=0.3. A linha cheia refere-se a solugdo obtida
utilizando-se o sistema GAELI e os simbolos representam a solugdo numeérica
obtida com a utilizag@o do presente programa de elementos finitos.

T 101.60

—+ 76.20

—+ 50.80

0 254 3175 3810 4445 50.80
Figura 3.10 - Malha utilizada para calculo de sélido axissimétrico
(dimensdes em “mm”).
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Figura 3.11 - Deslocamento radial em um cilindro espesso.

3.7.2. Validacdo da analise de ndo-linearidade geométrica

Para verificar o funcionamento do programa apds a inclusdo da analise
de nao-linearidade geométrica, foram rodados exemplos elasticos classicos com
solugao fechada.

3.7.2.1. Viga em balan¢o com carga concentrada no extremo livre.

Para a solugdo numérica via Elementos Finitos dos exemplos da figura
3.13 e figura 3.14 utilizou-se uma malha de quatro elementos de igual dimensées e
o incremento de carga permaneceu constante e igual a 100 Newtons durante toda a
analise (figura 3.12). O comprimento da viga foi L=2000mm, area da secdo
transversal A=100mm?*, modulo de elasticidade E=20000MPa, momento de inércia
I=83333.33mm"e coeficiente de Poisson foi v=0.2. Estes exemplos foram rodados
como Estado Plano de Tensdes e referem-se a uma viga em balango submetida a
uma carga concentrada na extremidade livre.

Os resultados numéricos dos deslocamento verticais e horizontais
(simbolos) foram comparados com a solugéo analitica [30] (figura 3.13).
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Figura 3.12 - Malha utilizada para viga em balango com carga concentrada
no extremo livre (dimensées em mm).
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Figura 3.13 - Viga em balango com carga concentrada no extremo livre
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No exemplo da figura 3.14 permitiu-se deslocamentos muito grandes
(DESL. V e DESL. U) a fim de melhor visualizar o comportamento da estrutura ao
longo do tempo.

~ 2008+
~ 1008
0_{]) S
(] ©.083
- ]
S 1000
E E
- =
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_ .
m ]
D_SBG_Illlll]lllIIIIIIIIIIIIIIIIlllllllllllll[l!llllllllllllllllll
7] 20 40 (w1177 Sovn 16REE 12000

CARGA ( Newtons )

Figura 3.14 - Viga em balango com carga concentrada no extremo livre

3.7.2.2. Pilar sob compressao excéntrica, com excentricidade inicial.

Para solugdo numeérica utilizou-se uma malha de quatro elementos de
iguais dimensdes e o incremento de carga permaneceu constante e igual a 100
Newtons durante toda a andlise (figura 3.15). O comprimento do pilar foi
L=2000mm, area da segdo transversal A=100mm’, modulo de elasticidade
E=20000MPa e coeficiente de Poisson foi v=10.2.

A linha cheia refere-se a solugéo fechada de um pilar com excentricidade
inicial encontrada em [30]..
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Figura 3.15 - Malha utilizada para coluna com excentricidade inicial
(dimens6es em mm).
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Figura 3.16 - Pilar com excentricidade inicial

A solugéo tedrica difere da solugdo numérica, devido ao fato da solugédo
tedrica ndo considerar excentricidade inicial.



4. EXEMPLOS E APLICACOES

4.1 - Comparacio entre resultados tedricos (uniaxiais) e resultados numéricos

A figura 4.1 mostra os modelos e orientagdo dos eixos coordenados
utilizados nos exemplos ilustrativos a partir deste ponto.

Ko o

Go

Bo

Yo
Ki 6.01: % 01=0L
61$ 8uo|_ | /—/—= [ |
gjo s b4

is
# T —D &=03:0' 15 q.t?:a' X
Kz
Gz ﬂzoL __|
B2o f2s —em— Im'
3 3 .

@) ° (b] (c) (d)

Figura 4.1 - (a)Modelo generalizado de elementos viscoelasticos
(Kelvin ndo-linear) e suas constantes; (b)Sélido utilizado
para calculo Axissimétrico; (c)Sdlido utilizado para calculo
de problemas de Estado Plano de Tensdes (E.P.T.) e Estado
Plano de Deformacgdes (E.P.D.); (d) Eixos coordenados.

Para todos os exemplos apresentados a partir deste ponto, rodados como
Estado Plano de Tensdes, a espessura utilizada foi igual a uma unidade de medida
em consideragao.

Estes exemplos foram rodados para validar o processo de integracao
numérica.
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No exemplo da figura 4.3 e figura 4.4 considerou-se um cilindro de
dimensdes 150 x 400mm (didmetro e altura, respectivamente) e discretizado com
quatro elementos de iguais dimensdes (figura 4.2). Estes exemplos foram rodados
como solidos axissimétricos. A solugdo tedrica para estes problemas é encontrada
em [8]. Graficou-se os resultados numéricos (simbolos) frente aos resultados
tedricos (linhas cheias), para diversos valores de “»”; o cilindro foi submetido a uma

tensdo de compressao axial, tendo deformagdes axiais e laterais livres.

Para o exemplo da figura 4.3 o material foi modelado por um elemento

Kelvin n&o-linear para as deformagdes viscoelasticas, com constantes

K= 12777'i,,,6i — 9583
mm- mm

linearidade g, =165 e p, =165 tempo de retardagdo 6, =43.4783 dias e

-, coeficiente de Poisson v, =02, fator de nao-

0,, = 43.4783 dias e coeficiente de viscosidade do amortecedor 7=100000 Nz dias.
mim

O intervalo de tempo utilizado para integragdo foi Ar =5.

*@-@. 100

¥ # s T 200

L@l@. 100
S R U I |

375, 375 ,

[

L 1
' 1

Figura 4.2 - Malha utilizada para o exemplo rodado como sélido
axissimétrico( dimensdes em mm ).
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Figura 4.3 - Curvas de fluéncia, excluida as deformagdes instantaneas

Para o exemplo da figura 4.4 o material foi modelado para as

deformagdes instantdneas com constantes K0:25000~—‘Y~1,—,G,,_ o
mm mm

coeficiente de Poisson v, = 0.2, fator de nao-linearidade B, =250 e resisténcia do

viscoelasticas, com constantes K, =12777—; N G = 9583%—, coeficiente de
mm mim
Poisson v, = 0.2, fator de ndo-linearidade B, =165 e B, =165, tempo de retardagao

6, =43.4783 dias e 6, =43.4783 dias e coeficiente de viscosidade do amortecedor
7= 100000

N . . . . o e
— dias. O intervalo de tempo utilizado para integragao foi A7 =5.
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Figura 4.4 - Curvas de fluéncia, incluida as deformagdes instantaneas.

No exemplo da figura 4.5 considerou-se um cubo com 100 mm de aresta
discretizado com apenas um elemento. Este exemplo foi rodado como Estado Plano
de Tensdes.

Analisou-se o cubo submetido a uma tensdo de compresséo axial, tendo

deformacdes axiais e laterais livres. O material foi modelado para as deformagdes

instantdneas com constantes Ka:23888i2,60:17916i2, coeficiente de

mm mim
Poisson v, =0.2, fator de nao-linearidade g, =250 e resisténcia do concreto a

e por um elemento Kelvin ndo-linear, para as deformacdes

N

viscoelasticas, com constantes K,=16666——1,G,=12500—N—2, coeficiente de
mm mm

Poisson v, = 0.2, fator de ndo-linearidade g,, =250 e g, =250, tempo de retardagdo
6,=10.55 dias e 6,=10.55 dias e coeficiente de viscosidade do amortecedor

7= 600000

compressao f, =43

mz

N ; S - s
— dias. O intervalo de tempo utilizado para integracéo foi A7 =1.

A solugdo tedrica para este problema é dada pela formulagéo
apresentada em [8].

A figura 4.5 mostra o resultados numéricos (pontos) frente aos resultados
tedricos (linhas cheias).
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Figura 4.5 - Curvas de fluéncia para diversos valores de “y”.

4.2- Resultados numéricos ilustrativos do comportamento qualitativo do
concreto

Estes exemplos indicam que o comportamento previsto pelo modelo é
qualitativamente similar ao observado experimentalmente.

Para os exemplos da figura 4.6, figura 4.7, figura 4.8 e figura 4.9 o
material foi modelado, para as deformacgbes instantaneas, com constantes

K, =23888 Nz ,G, =17916 Nz , coeficiente de Poisson v,=0.2, fator de n&o-
mm mm
linearidade g, =250 e resisténcia do concreto a compresséo f, =43 Nz :
mm

Nos exemplos da figura 4.6, figura 4.7 e figura 4.10 considerou-se um
cubo com 100mm de aresta, discretizado por um unico elemento. Os exemplos
foram rodados como Estado Plano de Tensdes. '

No exemplo da figura 4.6 analisou-se o cubo submetido a uma tensao de
compresséo axial, tendo deformagdes axiais e laterais livres. Os valores nodais da

g ; 5 . N 2 it
tensao axial normal a face foram incrementados de 1—, até atingir a ruptura.
mm
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Figura 4.6 - Curva tensdo/deformagdo para compressao uniaxial.

No exemplo da figura 4.7 analisou-se o cubo submetido a uma tensdo de
tracdo axial, tendo deformacgdes axiais e laterais livres. Os valores nodais da tensao

N P
, ateé atingir a ruptura.

axial normal a face foram incrementados de 0.215—
mm

6.003 0y [MPa)

4.00

2.909

wrirfeddr Deformag3o lateral
Sffdf Deformagio azial

Lo crran e leorpnrrpprnerrpetailaogaaaaaataerteagasld

R AR AR A B A AN A R A LA AR IR |

-0. 0003 -©. 0002 0. 0002 -B. 0001 -B.0DEO O.E00D B .O0o1
Figura 4.7.- Curva tensdo/deformagao para tragdo uniaxial.
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Com relagdo a figura 4.6 e figura 4.7, os limites de linearidade
aproximaram-se daqueles verificados em ensaios experimentais (figura 1.1 e figura

= 5. 1
1.2). No caso de compress&o uniaxial obteve-se o, =f. € &,. = 2_,8 e no caso de

% i 1
tragdo uniaxial o, = T /., como esperava-se.

Nos exemplos de figura 4.8 e figura 4.9 considerou-se um cilindro de
dimensdes 150 x 400 mm (diametro e altura, respectivamente), discretizado por
quatro elementos de iguais dimensdes (figura 4.2). Os exemplos foram rodados
como Solidos Axissimeétricos.

Nos exemplos da figura 4.8 e figura 4.9 o cilindro foi submetido a um
carregamento multiaxial, tendo deformagbes axiais e laterais livres. Os valores

nodais da tens&o axial normal & face foram incrementados de 1—-, até atingir a

mm
ruptura.
2.5@? fl
4 fc
2.00-
o 5
Imax 3 |
43MPa 1.50] 2
58 - i 0 .
h -?'( o
70 - LhA e
82 E -..ﬁl."z"
93 1.00- b 3
. riatd
= K *okkk Oy a3 = O
1 A CSEO0 0y = B
1 2% '&-ﬁ.*k-kgz3 = 16
1A% ke U9°3 = D0

[IIIII[III|IIIIIII

-0.Q220 -0.0010 ©. @9@9 0.9010 P.0P20 ©P.PP32 1.0040

DEFORMACAO AXIAL

Figura 4.8 - Curva tensdo/deformagdo axial para compressado multiaxial.
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Nos exemplos da figura 4.8 e figura 4.9, as deformagdes iniciais foram
menores que zero, no caso da deformacgdo axial, € maiores que zero, no caso da
deformacao lateral, devido ao fato do valor do somatério dos primeiros incrementos
de carga axial ser bastante inferior ao valor da pressdo lateral atuante (pressao
lateral constante). A medida que a carga axial é incrementada, este comportamento

vai desaparecendo.

Os resultados apresentados na figura 4.10 foram obtidos da siguinte

forma:

Temos conforme (2.1)

o= Eg1-fe)

©. RO

Q. B2z

DEFORMACAO LATERAL

Figura 4.9- Curva tensdo/deformagdo lateral para compressdo multiaxial.

Generalizando ao caso tridimensional, obtemos

o, =3Ke,(1-pe,)

§=2Ge{1-pe)

De (4.2) e (4.3), obtemos

Tc

B.o

EEIEEENE NN NSRRI ENEE NN INENE N |

2.50
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Q

S
S
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+e
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g, = J_[l _ [1-46% ] (4.4)
2p 3K

e=i{1_ i é} (4.5)

- 28 G

As deformagé&o especifica € dada como

e=l¢g,+e (4.6)
onde { € a matriz identidade.

A deformacao volumétrica é dada por
E, =&, téy &y (4.7)

O cubo foi submetido ao estado de tensdes incrementais normais a face
especificado na figura 4.10, tendo deformagdes axiais e laterais livres. O material foi
modelado, para as deformagdes instantdneas, com as constantes

K, =1111 LZ,G‘,:8333 4 coeficiente de Poisson v,=0.2, fator de n&o-

mm mm
linearidade S, = 250.

21

40. 0O

_Iz0.00-

<T 6:

— J

> 3

< 5

.gza.ae—:

P, ]

5 A

F= : +HHHO=1 o 0,=1
10. 00 Wk O 1= o 0,=0.E52

] e 0L=1 ¢ 0,=00

@-% JTTTTTTT T I T I I T T I T e v T T rTrIr[rrrTrrrrrT”]

0.0000 0.PQ10 0.0020 0.0030 0.0040 ©0.005R

DEFORMACAO VOLUMETRICAI(S,])

Figura 4.10 - Curva tensdo/deformagédo volumétrica sob compressao
biaxial.
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O objetivo dos exemplos da figura 4.11 e figura 4.13 foi testar o
comportamento instantaneo de um sélido sujeito a diferentes pressdes laterais
(constantes), especificadas nas figuras. Os sélidos foram submetidos a uma tensao
incremental de compressdo axial, tendo deformagbes axiais e laterais livres. O
material foi modelado, para as deformagdes instantéaneas, com constantes

K, =25000 Nﬂ G, = lS?SO—N;, coeficiente de Poisson v, =02, fator de nao-
mm~ mm
linearidade S, =250 e resisténcia do concreto a compressao f, =45 Nz :
mm

Para o exemplo da figura 4.11 foi empregado um cilindro de dimensdes
150 x 400mm (didametro e altura, respectivamente) e discretizado com quatro
elementos de iguais dimensdes (figura 4.2). Este exemplo foi rodado como sélido
axissimeétrico

1@@.@@—5 Ul [MPa]
80.003
é 0
&0.00 3 i
’ E 45MPa
= 60
40.00 3 73
: 84
20.00 35
B.@Bf ¥33%x%x Og 3= Q@
3 M?}_s: B
= RV 3= 10
~ Gl it 3=
-20.00 3 e z.?§= o
“4@-9@:IIIIIIIIIIIHIIIIII IIIIIIIII|IIIIIIIII[IIIlIIIIl[lIIIIlllI]
-3.0P2 -2.021 .o 9.201 @.P67 B.003 ©O.UP4

£ |
lateral axial

Figura 4.11. Relagdo tensao/deformacao instantanea para sélido
axissimétrico sujeito a pressao lateral
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Para o exemplo da figura 4.13 o corpo de dimensdes 150 x 400mm
(largura e altura, respectivamente) foi discretizado com quatro elementos iguais
(figura 4.12). Este exemplo foi rodado como Estado Plano de Tensdes.

t @y |200
’ @ 1 @ | 200
| 75 I 75 {
" 150 |

Figura 4.12 - Malha utilizada para o exemplo rodado como Estado Plano
de Tensdes ( dimensdes em mm ).

B@.@@g O’l[MPa]
6@.99%
= max
; 45MPa
‘I'B.BQE 52
E 59
E 64
.00
-2@.90%
-4@-gg : mrnrTT l]ll LA Ill[]llill][[[ 'I'l"]]ll"l'lr["'l I][[ LLARALE |l'||l'|'| I'Ilil'llll'llll'll
-0.002-0.001-0. 000-0.9000.000 9.001 P.PPZ .02 ©.P3

®lateral £axial
Figura 4.13 - -Relagdo tensdo/deformagdo instantanea para estado plano
de tensdes sujeito a pressao lateral

Percebe-se que ( figura 4.8, figura 4.11 e figura 4.13) & medida que a

pressao lateral, mantida constante enquanto incrementa-se a tensdo axial, €
aumentada, a tendéncia da o, e ¢, € aumentarem seus valores. Para uma
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4 1
pressédo lateral nula, obteve-se o, = f. e ¢, =—, resultados estes que confirmam
2p
0 esperado.

O objetivo dos exemplos da figura 4.14 e figura 4.15 foi testar o
comportamento viscoeldstico de um sélido sujeito a diferentes pressdes laterais
(constantes), especificadas nas figuras.

Analisou-se o soélido submetido a uma tens&o de compressédo axial

(constante), tendo deformagbes axiais e laterais livres. O material foi modelado,
N N

para as deformagdes instantaneas, com constantes K, =25000—,G, =18750—,
mm mm

coeficiente de Poisson v, =0.2, fator de n&o-linearidade 8, =250 e resisténcia do

: o N g g
concreto a compressao f. =45 = € por um elemento Kelvin ndo-linear, para as

mm
N N

deformagbes viscoelasticas, com constantes K, =23000—, G, =8625—;,
mm mm

coeficiente de Poisson v, =0.2, fator de ndo-linearidade g, =165 e g, =165, tempo
de retardagdo 6, =43.4783 dias e 6, =43.4783 dias. O intervalo de tempo utilizado

para integragao foi Ar =5.

Para o exemplo da figura 4.14, o solido de dimensées 150 x 400mm
(largura e altura, respectivamente) e foi discretizado com quatro elementos iguais
(figura 4.12). Este exemplo foi rodado como Estado Plano de Tensdes.

@.0100

s e
Q Q
& 2
] (]

DEFORMACAO(Ex5)
.

6.0000 '
@.02 500. 6 10e0. 20 1500.90 2009.00

TEMPO (DIAS)
Figura 4.14 - Curvas de fluéncia para estado plano de tensdes sujeitas a

pressao lateral.
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Para o exemplo da figura 4.15 o cilindro tinha dimensdes 150 x 400mm
(diametro e altura , respectivamente); foi discretizado com quatro elementos de
iguais dimensbes (figura 4.2). Este exemplo foi rodado como Sélido Axissimétrico.

=

)

-_—

N

=
|

@.0e60

DEFORMACAQO (€5

Lpvivg s i dasy v nnabesaasn e lonaraeaiy

@.0e20

@.@m@ TTTTT T Tyr T T T T rrrrrrrryrrrrrrorroinrTrrTTg]
@.o 500. 6o 1020, 2O 1500. 0o 2000 .00

TEMPO (DIAS)

Figura 4.15 - Curvas de fluéncia para sdlido axissimétrico sujeito a
pressao lateral

Com relacao a figura 4.14 e figura 4.15, percebe-se que a medida que a
pressdo lateral € aumentada, a tendéncia das deformacgdes, que inicialmente
tendiam ao infinito para um tempo finito & de tenderem assintéticamente a um valor
limite para um tempo infinito, conforme esperava-se.

4.2.1.- Ensaio Brasileiro a Tragdo

Nos exemplos das figuras 4.17, figura 4.18 e figura 4.19 considerou-se
um cilindro de 150mm de diametro, discretizado por cento quarenta quatro
elementos, conforme malha da figura 4.16. Os exemplos foram rodados como
Estado Plano de Tensdes. O cilindro foi submetido a um carregamento auto-
equilibrado, distribuido em duas arestas diametralmente opostas, simulando o
Ensaio Brasileiro de Tragao.
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Para os exemplos das figuras 4.17 e figura 4.18 o material foi modelado

N hd

com constantes K, 6 =23888—;, G, = 17916#, coeficiente de Poisson v, =0.2,

mm mm
fator de n&o-linearidade B, =250 e resisténcia do concreto & compress&o

f.=43 O carregamento foi incrementado ate atingir a ruptura.

mm’*

s

Figura 4.16 - Malha utilizada para o Ensaio Brasileiro (dimensdes em mm).

—~ 60
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= 40
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O 0 RN TN 0 A I O T N0 T A N DO 0 0 O A OO T N 0 W (O T AT 0 0 O 10

-BR.e0 -40.20 -30.00 -20.00 -10.00 0.0@0 19.20

%x( MPa)
Figura 4.17 - Estado de tensdes o,, sob carregamento diametral
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Conforme indicado na figura 4.16 fazendo-se atuar um carregamento
auto-equilibrado, distribuido em duas arestas diametralmente opostas de um
cilindro, surgem tensdes de tracdo praticamente constantes na diregao

perpendicular aquela da aplicagéo do carregamento, rompendo-se o corpo de prova
por fendilhamento, quando for atingida sua resisténcia a tragdo f,. Caso as tensoes
de tragdo (o, ) fossem constantes em toda seg&o transversal do cilindro, teriamos

Ly
2}, [37] onde, P é aforga; d é o didmetro;

7 é uma constante conhecida e # é a espessura. No entanto, um coeficiente
corretivo tem que ser aplicado a esta expressdo para compensar o fato da

existéncia de compressao, proximo aos bordos carregados, na diregdo normal a do

carregamento, ficando-se entdo com f, = Ei%}—) [37].

como condi¢do de ruptura a relagao f, =

Na tabela 4.1 mostra-se os resultados numéricos e tedrico (f,) para

diversos valores da carga (P).

COORD.Y(mm) | o4 (MPa) | oy (MPa) | oy (MPa) | oy (MPa)
P = 100N P = 400N P = 600N P = 800N
f,=0.3666 MPa | f,=14666MPa | f,=2.2000MPa | f, = 2.9333MPa

73.648 4.046 -16.185 24.278 -32.371

63.794 -0.213 -0.854 -1.281 -1.708

512.99 0.258 1.033 1.550 2.066

38.804 0.329 1.319 1.979 2.638

32.557 0.341 1.365 2.048 2.730

26.310 0.347 1.390 2.085 2.781

20.062 0.351 1.405 2.107 2.810

13.815 0.353 1.413 2.120 2.827

7.568 0.354 1418 227 2.836

1.320 0.354 1.419 2.129 2.839

Tabela 4.1 - Resultados numéricos de o para diversos valores de “P”.
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Figura 4.18 - Estado de tensdes o,, sob carregamento diametral

O comportamento da tensdo o,, pode ser comparado ao gréafico
apresentado, para a mesma, em [37].

Este exemplo foi interessante pois mostrou a necessidade de alterar a
fung@o de ruptura (2.28) nas zonas tragdo-compressdo, como se indica na figura
2.10.

Para o exemplo da figura 4.19 o material foi modelado, para as

N o G=11916-
mm mm

coeficiente de Poisson v, =0.2, fator de nao-linearidade g, =250 e resisténcia do

deformagbes instantdneas, com constantes K, =23888 =

concreto & compressdo f, =43 e por dois elementos Kelvin, para as

deformagbes viscoelasticas, com constantes K1=2388812.G,=17916L2,
mm mm

mm®

coeficiente de Poisson v, =0.2, fator de ndo-linearidade g, =155 e g, =155, tempo

de retardagdo 6,=13 dias e 6, =13 dias, para o primeiro elemento Kelvin, e

constantes K, = 23888 iz,(}2 - 17916—N—3, coeficiente de Poisson v, =0.2, fator de
mm mm

nao-linearidade g,, =155 e B, =155, tempo de retardagéo 6, =120 dias e 6,, =120
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dias, para o segundo elemento Kelvin. O intervalo de tempo utilizado para
integracao foi Az =10.

Q
®
S
S
)

NERRENIEA SN NENER IR ANRE NN NERANNENENRINNNNENE |

B. 1 20

L 2. o010

Wik P = 400 [N ]

0. 00400

Q. 0PP200
2.00 1209.29 220.00 300.00 424.00 500. 00 cL. B

TEMPO (DIAS)

Figura 4.19 - Deformacgédo versus tempo para o Ensaio Brasileiro de
tracao.

4.3-.Comparacdo entre resultados experimentais e resultados numéricos

No exemplo da figura 4.20, figura 4.21, figura 4.22 e figura 4.23
considerou-se um cilindro de dimensdes 150 x 400mm (didametro e altura,
respectivamente), discretizado por quatro elementos de iguais dimensdes (figura
4.2). Os exemplos foram rodados como Soélidos Axissimétricos. Os resultados
numeéricos obtidos foram comparados aos resultados experimentais encontrados em
[32]. Analisou-se o cilindro submetido a um carregamento axissimétrico, tendo
deformacdes axiais e laterais livres.

Para os exemplos da figura 4.20, figura 4.21 e figura 4.22 o material foi

modelado, para deformagdes instantaneas, com constantes K, =2180 iz,
mm
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= 0.2, fator de ndo-linearidade g, =228 e
N
=

G,=

mm

resisténcia do conc

N
axial normal a face foram incrementados de 1—-, até atingir a ruptura.
m

50.207 0|_[MPa)

40.20

30,20

20. 22

XX XXX Ezperimental xxxxx Esperimental
EF.

10.22

-0. . PP P.0PR5 P.001°9 P.PR16 0.RB20 ©.eZb
DEFORMACAO TRANSVERSAL (€] DEFORMAGAO LONGITUDINAL (&)

Figura 4.20 - Curvas tensdo/deformagdo dependentes da pressdo lateral.
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Figura 4.21 - Curvas tensédo/deformagdo dependentes da pressao lateral
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Figura 4.22-- Curvas tensdo/deformacgdo dependentes da presséo lateral.

Para o exemplo da figura 4.23 o material foi modelado, para as

deformagbes instantaneas, com constantes K, =2180 LZ,GO=16354i2-,
mm mm

coeficiente de Poisson v, =0.2, fator de néo-linearidade f, =228 e resisténcia do
e por dois elementos Kelvin, para as

deformagbes viscoelasticas, com constantes K, =21805 NI,G =16354-—1!-5-,
mm mm

concreto a compressao f, =43

ml

coeficiente de Poisson v, =0.2, fator de n&o-linearidade g, =170e g, =170, tempo
de retardagdo 6, =358 dias e 6,=0.75 dias, para o primeiro elemento Kelvin, e

constantes X, = 2180 al

—G; =16354—— ] , coeficiente de Poisson v, =0.2, fator de
m

m
nao-linearidade ﬂz,, =170e B,, =170, tempo de retardagdo 6,, =348 dias e 6,,=0.75

dias, para o segundo elemento Kelvin. O intervalo de tempo utilizado para
integracéo foi Az =0.5.
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Figura 4.23 - Deformacédo versus tempo para diversos sistemas de
carregamento.

No exemplo da figura 4.25 considerou-se o cilindro de dimensdes 102 x
203mm (didmetro e altura, respectivamente) discretizado com quatro elementos de
iguais dimensdes (figura 4.24). Este exemplo foi rodado como sélido axissimétrico.
O cilindro foi submetido a uma tensdo de compressdo axial, tendo deformagdes
axiais e laterais livres.

O material foi modelado, para as deformagbes instantdneas, com

constantes K = 21486%,00 =161 14—-1!'—, coeficiente de Poisson v, = 0.2, fator de

mm mm’®
ndo-linearidade S, =154 e resisténcia do concreto & compressao f, =62.78 Nz e
mm

por dois elementos Kelvin, para as deformagbes viscoelasticas, com constantes

N

K,:21486—2,G,:16114L2, coeficiente de Poisson v, =0.2, fator de nao-
mm mm

linearidade B, =155 e B, =155, tempo de retardagéo 6,=13 dias e 6, =13 dias,

para o primeiro elemento Kelvin, e constantes Kz=21486iz,(}2=16114lz,
mm mm

coeficiente de Poisson v, = 0.2, fator de ndo-linearidade g,, =155 e B,, =155, tempo
de retardagdo 6, =120 dias e 6, =120 dias, para o segundo elemento Kelvin. O

intervalo de tempo utilizado para integragao foi A7 =10.
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Os resultados experimentais para este problema sdo encontrados em

[36].
JOXTOX 50.75
- 10150
3 @ 1 @ | 50.75
255, 255 N _
—

Figura 4.24 - Malha utilizada para sélido Axissimétrico
(dimensdes em mm).

A figura 4.25 mostra o resultados numéricos (linhas cheias) frente aos
resultados experimentais (simbolos).
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Figura 4.25 - Deformacgdo versus tempo sob carregamento uniaxial de
compressao.
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Observe-se que em alguns casos foi possivel encontrar valores para os
parametros que aproximam os resultados experimentais. Em outros casos,
particularmente na figura 4.23, os resultados numéricos e experimentais s&o
bastantes diferentes.

4.4- Comparacdo de resultados de Flambagem de Pilares

4.4.1 - Anélise de pilares de concreto e concreto armado

O objetivo dos exemplos a seguir foi verificar o comportamento do modelo
quando aplicado a pilares sujeitos a compressdo excéntrica. Permitiu-se, para
alguns exemplos, que o concreto atingisse tensdes de tracdo superiores a 0.1fc (
0.1fc representa a tensdo de ruptura para o concreto tracionado ), razédo das
grandes deformagdes ou deslocamentos verificados, para possibilitar uma melhor
visualizagdo da ndo-linearidade fisica e geométrica. No caso de concreto armado,
quando as tensdes no ago atingem os valores das tensbes de escoamento(a,),
estas s@o mantidas constantes, simulando uma relagao elasto-plastica perfeita para
o mesmo. Os exemplos foram rodados como Estado Plano de Tensdes.

4.4.1 1.- Analise de pilares de concreto simples

Utilizou-se para a solugdo numérica dos exemplos da figura 4.27, figura
4.28 e figura 4.29, uma malha de quatro elementos de iguais dimensdes (figura
4.26).

O material dos exemplos da figura 4.27 e figura 4.28 foi modelado, para

as deformagbes instantdneas, com constantes K°=23888——N-—2, Go=1791612-,
mm mm

coeficiente de Poisson v, =0.2, fator de ndo-linearidade g, =250 e resisténcia do
N

mm®

concreto a compresséao f, =43

O exemplo da figura 4.27 mostra a relagéo carga/deslocamento “x” do né
10 ( figura 4.26 ); o incremento de carga permaneceu constante e igual a 100
Newtons durante toda a analise.
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Figura 4.26 - Malha utilizada para pilar de concreto simples sujeito a
compressdo excéntrica (dimensdes em mm).
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Figura 4.27 - Relagdo carga/deslocamento de um pilar de concreto
simples sujeito & compressdo excéntrica. Ndo se limitou em
0.1 fc as tensdes de tragdo no concreto.

O exemplo da figura 4.28 mostra a relagéo carga/deslocamento “x” do né
10 ( figura 4.26 ) para tensdes de tragé@o no concreto limitadas a 0.1fc. O incremento
de carga permaneceu constante e igual a 10 Newtons durante toda a analise.
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Figura 4.28 - Relagdo carga/deslocamento de um pilar de concreto
simples sujeito a compressdo excéntrica. Tensées de tragdo
no concreto limitadas a 0.1 fc.

Para a solugdo numérica do exemplo da figura 4.29 o material foi
modelado, para as deformagdes instantaneas, com constantes

Ka:23888-N—2,G,,:17916——N—, coeficiente de Poisson v,=0.2, fator de nao-
mm mm

linearidade S, =250 e resisténcia do concreto a compresséo f, = 43l2, e por dois
mm

elementos Kelvin, para as deformagdes viscoeldsticas, com constantes
Ki=23888i2,(},=17’916i coeficiente de Poisson v, =0.2, fator de né&o-
mm

mm*’

linearidade g, =155e B, =155, tempo de retardacdo 6, =13 dias e ¢, =13 dias, para

N N

O primeiro elemento Kelvin, e constantes KX, =23888—;,G,=17916—,
mm mm

coeficiente de Poisson v, = 0.2, fator de ndo-linearidade g, =155 e §,, =155, tempo
de retardagéo 6,, =120 dias e 6, =120 dias, para o segundo elemento Kelvin. O
intervalo de tempo utilizado para integragéo foi Af =5.
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Figura 4.29 - Deformagdes versus tempo para um pilar de concreto
simples sujeito a compressédo excéntrica

4.4.1 2.- Analise de pilares de concreto armado

Utilizou-se para os elementos representativos do ago, no exemplo a
seguir, as constantes a=0 e k=1/3, reduzindo o critério de ruptura (2.28) para a
forma /I, = K ( critério de Von Mises [6] ).

Utilizou-se para solugdo numérica dos exemplos da figura 4.31 e figura
4.32 uma malha de dez elementos de iguais dimensdes, para modelar o concreto, e
dez elementos de iguais dimensdes para modelar o ago (figura 4.30).

Para o exemplo da figura 4.31 o concreto foi modelado, para as

deformagdes instantdneas, com constantes K‘,=23888L2, G,=17916 Nz,
mimn mm

coeficiente de Poisson v, =0.2, fator de nao-linearidade g, =250 e resisténcia do
N

mZ

concreto @ compressdo f, =43 O ago foi modelado, para as deformagdes

N

instantaneas, com constantes K, =116666—, G,,=87500—-A—{;, coeficiente de
mm mm

Poisson v,=0.2, fator de né&o-linearidade 4B, =13 e tensdo de
N

mm®’

escoamentoo, =400
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A figura 4.31 mostra a relagdo carga/deslocamento “x” do n6 76 ( figura
4.30), de um pilar de concreto armado sujeito & compressédo excéntrica, sendo que,
o incremento de carga permaneceu constante e igual a 1000 Newtons durante toda
a analise.

Figura 4.30 - Malha utilizada para pilar de concreto armado sujeito a
compressao excéntrica (dimensées em mm).
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Figura 4.31 - Relagdo carga/deslocamento de um pilar de concreto armado
sujeito a compressdo excéntrica.
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Para o exemplo da figura 4.32 o concreto foi modelado, para as

N

deformagbes instantdneas, com constantes K, 6 =23888 Nz, G,=17916—,
mm mm

coeficiente de Poisson v, = 0.2, fator de ndo-linearidade S, =250 e resisténcia do

. % N E "
concreto a compressao f,=43—— e 0 ago foi modelado, para as deformagoes
mm

instantédneas, com constantes Ka=116666—L2, Ga=87500i2, coeficiente de
mim mim

Poisson v,=02, fator de n&o-linearidade g =13 e tensdo de

escoamentoo, =400 A parte viscoelastica do concreto (ago n&o apresenta

m*’
deformagbes viscoelasticas), foi modelada por dois elementos Kelvin, com
constantes X, = 23888#,(}, = 17916%, coeficiente de Poisson v, =0.2, fator de
nao-linearidade g, =155 e §,, =155, tempo de retardagdo §,, =13 dias e g, =13 dias,
para o primeiro elemento Kelvin, e constantes X, =23888%,62=17916%,

coeficiente de Poisson v, = 0.2, fator de ndo-linearidade g,, =155 e B,, =155, tempo
de retardagdo 6,, =120 dias e 6, =120 dias, para o segundo elemento Kelvin. O

intervalo de tempo utilizado para integragéo foi Ar =5.
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Q.00 100. 20 200. 60 300.28 429 . 20
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Figura 4.32 - Deformagdes ao longo do tempo de um pilar de concreto
armado sujeito a compressdo excéntrica



5. CONSIDERACOES FINAIS

5.1. Conclusodes

Ao longo do desenvolvimento do trabalho, visando a representagéo do
comportamento ndo-linear do concreto mediante teoria do dano e sua aplicagdo em
alguns problemas de interesse, foi possivel obter as seguintes conclusodes:

a)O elemento isoparamétrico de 8 nos apresenta um bom desempenho,
permitindo a obtengdo de valores com consideravel precisdo, mesmo com malhas
grosseiras. Em alguns exemplos, como o exemplo da figura 3.11, a utilizagéo de
uma malha mais refinada, gerou resultados muito parecidos aos obtidos com a
utilizagdo de uma malha mais grosseira. O algoritmo de solugdo empregado (segéo
2.1.2) destaca-se por sua satisfatéria eficiéncia e facilidade de implementagao.

b)A utilizacdo do algoritmo de Varidveis de Estado para modelamento do
comportamento viscoelastico ndo-linear mostrou-se muito vantajoso, quer por sua
facilidade de implementagdo, por sua facilidade de modelamento de reologias
diversas (para a parte volumétrica e de corte), quer por sua eficiéncia
computacional. O método mostrou-se estavel para intervalos de tempo
relativamente grandes.

c)Os métodos para a sequéncia iterativa, com base em incrementos de
cargas, propostos para a solugdo numérica de problemas néo-lineares, atenderam
os objetivos. Com base no grau de nio-linearidade do problema, o usuério pode
optar por um dos métodos iterativos disponiveis (Método de Newton Raphson ou
Método de Newton Raphson Modificado). A implementagdo da formulagéo para
sélidos axissimétricos, permitiu ao programa uma maior versatilidade e facilidade de
modelamento. Da mesma forma, a formulagdo para analise de n&o-linearidade
geométrica, permitiu a abrangéncia de problemas para os quais sdo verificados
grandes deslocamentos, ou seja, a geometria do elemento sofre modificagées
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consideraveis e deformagbes lineares de primeira ordem ndo podem mais serem
usadas. Os resultados obtidos, também, foram satisfatérios.

d)O critério de ruptura proposto, embora caracterizado por ser um modelo
de dois parametros, com secdo transversal circular, atendeu as expectativas pois,
as parabolas quadraticas que formam os meridianos e a dependéncia da presséo
hidrostatica, geram uma representagdo satisfatéria da superficie de ruptura do
concreto.

e)Outro detalhe importante é a possibilidade de modificar a equagéo da
mola ndo-linear do elemento Kelvin (se¢do 2.1.3). Esta possibilidade de corregéo da
curva viscoelastica pode se constituir num importante artificio para ajustar os
resultados numéricos aos resultados experimentais.

5.2. Sugestdes para trabalhos futuros

Visando um aperfeicoamento da analise numérica dentro das diretrizes
seguidas por esta dissertagdo, sdo apresentadas algumas sugestdes para trabalhos
futuros.

a)Adaptacdo da formulagdo desenvolvida para diferentes elementos,
acoplados a algoritmos de geracdo de malhas para geometrias quaisquer,
pussivinaria urm estudo NUMmerico mais preciso.

b)implementar, junto com Newton Raphson e Newton Raphson
Modificado, o método de iteracdo baseado em Controle do Trabalho [44] que
permitiria modelar o abrandamento ( “strain-softening” ) em processos de carga
rapida.

c)Melhorar o modelo uniaxial na parte de tragdo, para adequa-lo ao
comportamento indicado na figura 1.2.

d)Substituir o atual critério de ruptura de dois parametros, por outro mais
refinado, que reproduza todas as caracteristicas importantes da superficie de
ruptura triaxial do concreto e proporcione uma estimativa mais realistica da
superficie de ruptura experimental do concreto.

e)Poderia-se, também, substituir a presente equagdo constitutiva
viscoelastica nao-linear por outra mais complexa, com termos de mais alta ordem,
tentando com isso melhor descrever o comportamento viscoelastico ndo-linear do
concreto.
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f)Devido ao fato de tratar-se cada incremento de carga como um
problema elastico-linear com matriz de rigidez tangencial avaliada no inicio de cada
incremento [38,39], o método empregado para analise geométrica nao-linear pode
acumular erros. Recomenda-se, por este motivo, subdividir a carga em pequenos
incrementos, ou entdo, extender o sistema incremental-iterativo para a parte

geomeétrica.
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