Universidade Federal do Rio Grande do Sul
Instituto de Matematica e Estatistica

Programa de Pés-Graduagao em Matematica

Algebras de Hopf quase cocomutativas e
quasitriangulares

Dissertacao de Mestrado

Vanusa Moreira Dylewski

Porto Alegre, 23 de fevereiro de 2018



Dissertacao submetida por Vanusa Moreira Dylewski! , como requisito
parcial para a obtengao do grau de Mestre em Matematica, pelo Pro-
grama de Pdés-Graduagao em Matematica, do Instituto de Matematica e

Estatistica da Universidade Federal do Rio Grande do Sul.

Professor Orientador:

Prof*. Dra Barbara Seelig Pogorelsky

Banca examinadora:
Prof*. Dra. Andrea Morgado (UFPel)
Prof*. Dra. Carolina Noele Renz (UFPel)
Prof®. Dra. Thaisa Tamusiunas (UFRGS)

1Bolsista do Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico(CNPq)



Agradecimentos

Primeiramente agradego a Deus, por me iluminar e nao me deixar desanimar ao

longo dessa trajetoéria.

Dedico esse trabalho aos meus pais Paulo e Branca, aos meus irmaos Itamar
e Jardel, e agradeco por todo amor, carinho, incentivo e confianca que sempre

depositaram em mim. O apoio de voceés foi fundamental.

Aos amigos que sempre tiveram presentes, mesmo que fisicamente longe. Em
especial, ao amigo Gui que se tornou um irmao e, nas horas de desespero e desanimo,
estava sempre me apoiando, me fazendo rir e sempre acreditou na minha capacidade.

Obrigada pela compreensao e pelo companheirismo sempre.

Agradeco a minha orientadora Barbara por toda dedicacao, incentivo, por todos
os ensinamentos e paciéncia ao longo da orientacao. Agradeco também por ter me

aceitado como sua primeira aluna de Doutorado.

Aos professores da UFPel que fizeram parte da minha formacao e sempre me
incentivaram. Em especial aos professores: Athayde, Lisandra, Giovanni, Andrea e

Camila.

E por fim, agradeco, as professoras que aceitaram fazer parte da minha banca,

que foi uma banca 100% feminina.



Resumo

Neste trabalho realizamos um estudo de algebras, coalgebras e dlgebras de Hopf,
introduzindo estas nocoes e algumas de suas propriedades e exemplos. Além disso,
aprofundamos o estudo apresentando as algebras de Hopf quase cocomutativas
e quasitriangulares, demonstrando que a antipoda dessas algebras cumpre certas

condicoes.

Abstract

In this work we present a study of algebras, coalgebras and Hopf algebras, intro-
ducing examples and some of its properties. Also, we expand this study presenting
almost cocommutative and quasitriangular Hopf algebras, showing that the anti-

pode of these algebras satisfies determined conditions.
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Introducao

Uma &lgebra de Hopf H é uma &lgebra sobre um corpo k que satisfaz uma
série de condigoes que serao detalhadas ao longo do trabalho. As algebras de Hopf
cocomutativas constituem todos os exemplos iniciais de algebras de Hopf, como as
algebras de grupo e as envolventes de algebras de Lie. Estas algebras apresentam
diversas propriedades muito fortes, como por exemplo, o fato de sempre possuirem
antipoda bijetiva com S~! = S. No entanto, estas dlgebras ja foram caracterizadas

pelo seguinte resultado:

Teorema (Cartier-Kostant-Milnor-Moore): Se H é uma &lgebra de Hopf coco-

mutativa sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero, entao H é

isomorfa a U(P(H))#kG(H).

Em outras palavras, o teorema diz que as algebras de Hopf cocomutativas sao

sempre “combinagoes” de algebras de grupo com envolventes de algebras de Lie.

Com este importante resultado concluimos que os exemplos de algebras de Hopf
cocomutativas ja sao bem conhecidos. A partir disso, numa tentativa de generalizar
esta nocao, mas mantendo parte de suas propriedades, surgiram as algebras de Hopf
quasitriangulares, ou uma generalizagao ainda maior, as algebras de Hopf quase

cocomutativas.

As élgebras de Hopf quasitriangulares possuem ainda uma grande importancia



por se tratarem de grupos quanticos. Esta nog¢ao foi definida por Drinfeld na década
de 1980, e possui uma conexao importante com a Fisica Quantica e as equagoes de

Yang-Baxter.

Neste trabalho, que foi dividido em trés capitulos, vamos estudar as algebras de
Hopf quase cocomutativas e quasitriangulares, bem como exemplos e propriedades

da antipoda dessas algebras de Hopf.

O primeiro capitulo contém defini¢oes basicas de (co)dlgebras e (co)mddulos,
algumas propriedades e resultados importantes. Neste capitulo, optamos por definir
algebras e moédulos por meio de diagramas para podermos dualiza-los e obtermos
os conceitos de codlgebras e comddulos, respectivamente. Definimos ainda algebras

comutativas e coalgebras cocomutativas.

No segundo capitulo introduzimos os conceitos de algebras e médulos de Hopf
e uma introducao a acgoes e coacoes de algebras de Hopf. Apresentamos, neste
capitulo, uma propriedade importante sobre a antipoda de algebras de Hopf comu-
tativas e cocomutativas que diz que se H é uma algebra de Hopf comutativa ou
cocomutativa, entao S? = idy. Os conceitos e resultados apresentados nos dois

primeiros capitulos podem ser encontrados nas referéncias [1], [2], [5] e [7].

No terceiro capitulo, que é o principal da dissertacao, generalizamos a nogao de
algebras de Hopf cocomutativas, obtendo as definicoes de algebra de Hopf quase
cocomutativa e algebra de Hopf quasitriangular. Uma algebra de Hopf quase co-
comutativa é uma algebra de Hopf H que possui antipoda bijetiva e um elemento
invertivel R € H ® H tal que 7o A = RAR™!, onde 7 ¢ a aplicacao twist e A é a
comultiplicacao de H. Ja uma algebra de Hopf quasitriangular é uma algebra de
Hopf quase cocomutativa, via R que cumpre determinadas condigoes. Estas nocoes

podem ser encontradas nas referéncias [3], [4], [5] e [6].

Ainda neste capitulo apresentamos resultados e propriedades importantes sobre



a antipoda das dlgebras de Hopf quase cocomutativas e quasitriangulares. Enquanto
que em uma &lgebra de Hopf cocomutativa temos que S? = idy, em uma algebra
de Hopf quase cocomutativa temos o seguinte resultado: sejam R = ) . a; ® b; e
u = >, 5(b;)a;, entdao u é invertivel em H e para todo h € H, temos S*(h) =
whu™t = (S(u))"'h(S(u)).

Para algebras de Hopf quasitriangulares, temos uma propriedade importante da
antipoda, que é o teorema que encerra a dissertacao. O resultado é o seguinte: se
H é uma 4lgebra de Hopf quasitriangular, entdao S*(h) = ghg™', para todo h € H,

onde g = u(S(u))~! é um elemento grouplike de H, ou seja, A(g) =g ® g.

Ao longo deste trabalho, k& sera um corpo qualquer. O produto tensorial de dois

k-espagos vetorias M ®; N serd denotado apenas por M & N.



Capitulo 1

Pré-requisitos

Neste capitulo damos definigoes bésicas sobre (co)algebras e (co)médulos, além
de algumas propriedades e exemplos que foram escolhidos com intuito de serem
usados ao longo deste trabalho. Esses conceitos serao importantes para o proximo

capitulo, o qual serd sobre algebras e modulos de Hopf.

1.1 Algebras e Coalgebras

Definicao 1.1.1. Uma k-élgebra é uma tripla (A,m,u), onde A é um k-espago
vetorial, m : AQ A — A eu: k — A sao morfismos de k-espagos vetoriais tais
que os sequintes diagramas sao comutativos:

m®ida

ARA®A AR A AR A
UW Wu
idA®@m m ]{?®A m A@k
e M \ /
® p- A

Desde que o corpo k esteja fizado, dizemos simplesmente que A é uma algebra.



Denotamos m(a®b) := ab, para quaisquer a,b € A, e u(1l;) = 14. As aplicagoes
m e u sao chamadas de multiplicacao e unidade da &lgebra, respectivamente.

Notemos que a comutatividade do primeiro diagrama é a associatividade da

multiplicagao da algebra. De fato, por um lado temos:

mo (ida ®@m)(a®@b®c) =m(a®@m(b® c)) =m(a® (bc)) = a(be).

Por outro lado,

mo(m®ida)(a®@b®c) =m(m(a®b) ®c) =m((ab) ® c) = (ab)c.

Observamos também que pelo segundo diagrama 14 é a unidade em A. De fato,

pelo lado esquerdo do diagrama temos
(mo(u®ida))(ly ® a) = a, ouseja, m(u(ly) ®a) =m(ly®a) =1aa=a

e pelo lado direito do segundo diagrama temos a = al 4 e, portanto, 14 ¢ a unidade

de A.

Exemplo 1.1.2. Seja G um grupo multiplicativo. A dlgebra kG ¢ o k-espaco veto-
rial com base G, cujos elementos sao somas finitas da forma deG a,g com (ay)gec
uma familia de elementos de k. Podemos ver os elementos g € G em kG como
g = 1rg e, assim, definimos a multiplicagcao em kG nos elementos da base, pela
aplicagio m(g ® h) = gh, Vg,h € G. A unidade € definida por u(ly) = e, onde e
¢ a unidade em G. Estendendo linearmente ambas as aplicagoes obtemos que kG €

uma dlgebra com m e u, chamada de algebra de grupo.

Exemplo 1.1.3. Assuma que a caracteristica do corpo k seja diferente de 2. Con-

sidere o k-espago vetorial

Hi=k<gux|g*=1 2*°=0, gr=—2g9>.

O conjunto Hy € uma dlgebra com dimensao 4, onde a sua base como k-espaco

vetorial € {1,g,x,gz}. A dlgebra Hy € chamada de algebra de Sweedler.



Observagao 1.1.4. Sejam (A, ma,uy) e (B, mp,ug) dlgebras. O produto tensorial

A® B € uma dlgebra com multiplicacao
Maep((a®b) ® (c®d)) := ac ® bd,
onde a,c € A eb,d € B, e unidade dada por
uaeB(1k) == ua(lp) @ up(ly) = 14 ® 1.

Definicao 1.1.5. Dizemos que uma dlgebra A, com multiplicacdo m e unidade u,

¢ comutativa se o sequinte diagrama comuta:

AR A s AR A

A
ondeT: AQ A — A® A € a aplicagao twist definida por T(a ® b) = b® a. Em
outras palavras, A é comutativa se m(a @ b) = (mo7)(a®b), o que € equivalente

a ab = ba, Ya,b € A.

Observacgao 1.1.6. Se G é um grupo abeliano entao a dlgebra de grupo kG é uma

algebra comutativa.

Definigao 1.1.7. Sejam A e B duas dlgebras com multiplicacoes my e mp e com
unidades ug e upg, respectivamente. Dizemos que a aplicagao f : A — B € um

morfismo de algebras se os sequintes diagramas sdo comutativos:

AoA—1% . BeB A A
ma mp up f
- B

A comutatividade dos diagramas € equivalente a f(ab) = f(a)f(b), Va,b € A e

f(1a) =15.



Dizemos, ainda, que f é um isomorfismo de dlgebras se f é bijetiva e é um

morfismo de algebras.

Através da definicao de uma algebra via diagramas é possivel definir uma codlgebra

dualizando estes diagramas.

Definicao 1.1.8. Uma k-codlgebra é uma tripla (C, A, ), onde C' € um k-espago
vetorial, A : C — C ® C e e : C — k sdo morfismos de k-espagos vetoriais tais

que os sequintes diagramas comutam:

C A C®C /(J\
A Agido ko C A C®k

el

Se o corpo k estd fixado dizemos, apenas, que C' € uma codlgebra. Os morfismos

A e € sao chamados de comultiplicacdo e counidade da codlgebra C'.

Notagao 1.1.9. (Notacao de Sweedler) Observemos que a imagem de um ele-

mento ¢ € C' por A é

Ac) = Z Ciy @ Ciy, onde ¢y, ¢, €C

i=1
que denotaremos por

Ac) = ¢ ® ea.

FEssa notacao é conhecida como notagao de Sweedler ou notagdo sigma.

Usando a notacao de Sweedler temos, pela comutatividade do primeiro dia-



grama, que para todo ¢ € C":
(A®ide)oA)(e) = ((ide ® A)oA)(c)
(A®ide)(c1 ®ca) = (ide @ A)(eg ® ¢3)
Ale)) ®ide(c2) = ido(cr) @ Aes)

11 ®C1a® e = €1 Q1 & Cag.

Como ¢1; ® €19 ® 3 = ¢1 ® a1 R a9, USAMOS ¢1 ® ¢o @ c3 para denotar ambos os

lados da igualdade. Nesse caso, dizemos que C' é coassociativa.
Além disso, pelo lado direito do segundo diagrama, temos para todo ¢ € C'
(ch X 8) o A(C) = c®® 1k
(ide®e)(c1®ca) = c® 1y

(1 ®e(c) = c® 1.

Como €(c2) € k, obtemos que (c16(c2) — ¢) ® 1 = 0. Logo, ¢16(c2) — ¢ = 0 pois

1x # 0, ou seja, c1e(cy) = c.
Analogamente, pelo outro lado do diagrama concluimos que £(c;)cy = c.

Exemplo 1.1.10. £G € uma codlgebra com comultiplicacdio A e counidade € defi-

nidas por A(g) =g®g, ec(g) = 1x, Vg € G.

Exemplo 1.1.11. Seja (C,A,e) uma codlgebra. Definimos C°P como sendo o
conjunto C' com comultiplicacio A" == 10 A : C — C ® C, onde T € a aplicacdo
twist definida na Definigdo 1.1.5. Notemos que (C°P, A’ e) € uma codlgebra. CP

¢ chamada de codlgebra co-oposta e nos serd util mais adiante.

Exemplo 1.1.12. A dlgebra de Sweedler € uma codlgebra com comultiplicacdo e

counidade definidos por:

Alg)=9g®yg, Alx)=g@r+ze1, A(gr)=A(g)A(r),



Observagao 1.1.13. Se (C,A¢c,ec) e (D,Ap,ep) sao duas codlgebras, entao o

produto tensorial C' ® D é uma codlgebra com comultiplica¢ao
Acgp(c®d) = (ide @ T ® idp)(Ac @ Ap)(c®d) = ¢; ® di ® c3 ® da,
e counidade dada por

ccgp(c®d) :=ec(c)ep(d),

para quaisquer ¢ € C' ed € D.

Agora, como sabemos, em uma algebra temos a propriedade chamada associati-
vidade generalizada, em que podemos associar um numero finito de elementos como
queremos. A propriedade dual no caso de coalgebras é chamada de coassociatividade

generalizada, que serd provada na proposicao seguinte.

Seja C' uma coalgebra. Definimos recursivamente a sequéncia de aplicagoes
(Ap)n>1 como segue:

A=A, A,:C— O™
A, =(A®id" Yo A, 1, Vn>2,

onde C""!'=C®C®..®C (C aparece n + 1 vezes),

id =idc e id" ! =id ® ... ®id (id aparece n — 1 vezes).

Proposicao 1.1.14. Seja C' uma codlgebra. FEntdao para qualquer n > 2 e para

qualquer p € {0,1,...,n — 1}, vale a sequinte igualdade
A, = (id° @A ®id""P)o A,_;.

Demonstracao. Vamos provar o resultado por indugao em n.



Para n = 2 temos Ay = (id’ ® Ay ® id') o A = (id* ® Ay ® id°) o Ay que é

exatamente a propriedade de coassociatividade de A,

(A®id)o A= (id® A)oA.

Suponha que a igualdade é verdadeira para n. Vamos mostrar que vale para

n + 1, ou seja,

Apir = (id @ A®id™ ™7 P) o A, = (id” @ A ®id" ) o A,

Seja p € {0,1,2,....,n}. Para p = 0 temos que A1 = (A ®id") o A, que é
verdade pois ¢é a definicao de A, ;. Vamos supor que a igualdade vale para p — 1.
Temos entao

(id" @ A @ id"P) o A, = (id" @ A@id"P) o (id" '@ AQid" =P~ VYo A, _,
=" @ A®id"P)o (id" ' @A®id"P)o A,
=({d" ' @ ((id® A) o A) ®@id"P) o A,_;
=(id" @ (A®id) o A) @id"P) o A,y
= (id" '@ A®id" ™ P) o (idP ' @ A®id" P)o A, _y
=(id" ' @ Awid"t' ) o A,

= An—&—l-

A 1ltima igualdade vem do fato que a afirmagao é vélida para p — 1. n

Definicao 1.1.15. Uma codlgebra C, com comultiplicacio A e counidade €, € co-

comutativa se o sequinte diagrama comuta:

C 2 .0xC

CeC

Em outras palavras, C' é cocomutativa se ¢; @ cg = ¢3 @ ¢q.

10



Em geral, kG é uma codlgebra cocomutativa, visto que A(g) = g® g e (7o

A)g)=T1(g®g) =9g®yg.

Definigao 1.1.16. Sejam C e D duas codlgebras com comultiplicacoes A e Ap e
counidades ec e ep, respectivamente. Dizemos que g : C'— D € um morfismo de

codlgebras se os sequintes diagramas sao comutativos:

C g D C g D
Ao Ap o D
CeC D®D

9R®g

Para todo ¢ € C, a comutatividade do primeiro diagrama pode ser escrita como

Ap(g(c)) = ((g® g) 0 Ac)(c), o que significa que g(c); ® g(c), = glc1) ® g(cz). Jd

a comutatividade do sequndo diagrama é equivalente a €p(g(c)) = ec(c).

Dizemos que g é um isomorfismo de codlgebras se g é bijetiva e é um morfismo
de codlgebras.

Sejam X, Y k-espagos vetoriais, X* = Hom(X,k), Y* = Hom(Y,k) e uma
aplicacao k-linear v : X — Y. Vamos denotar por v* : Y* — X* a aplicacao
definida por v*(f) = fouv, Vf € Y*.

Seja (C; A, e) uma codlgebra. Definimos as aplicagoes M* : C* @ C* — C*,
onde M*(f ®g) = f*g é o produto convolugdo definido por (f *g)(c) = f(c1)g(c2),

e u* : k — C* dada por u*(a)(c) = ae(c), para quaisquer a € k e ¢ € C.

Proposicao 1.1.17. (C*, M*,u*) € uma dlgebra.

Demonstragao. Sejam f,g,h € C* e c € C. Vamos verificar a associatividade do

produto convolugao:

11



((fxg)xh)(c) = (f*g)(c)h(ce)
= (flen)g(en))h(co)
= fler)g(ca)h(es)
= fle)(g*h)(c2)
= (fx(gxh))(o).

Além disso, se f € C*, segue da counidade de C' que, para todo ¢ € C
(u*(1x) * f)(c) = u"(1x)(c1) f(c2) = Lke(er) f(c2) = fle(er)e) = f(o),
ou seja, u* (1) * f = f.
Portanto, C* é uma &lgebra. m

A algebra C* é chamada de dlgebra dual da coalgebra C.

Exemplo 1.1.18. Seja S conjunto nao vazio e kS a codlgebra com estrutura dada

no Exemplo 1.1.10. Entdo a dlgebra dual é (kS)* = Hom(kS, k) com multiplicagdo
definida por (f * g)(s) = f(s)g(s), Vf,g € (kS)* es € S.

Agora, seja (A, m,u) uma &lgebra de dimensao finita. Definimos as aplicagoes
A" A" — A @A ee*: A* — k por A*(f) = f1 ® fa, onde f(ab) = fi(a)f2(b)

para quaisquer a,b € Ae f € A* e c*(f) = f(1a), para todo f € A*.

Proposicao 1.1.19. (A*, A* e*) € uma codlgebra.

Demonstracdo. Vamos verificar a coassociatividade de A*. Seja f € A*, por um

lado temos:

(A" @ida) o A*(f) = (A" ®@ida-)(f1 @ f2)

= m®M12®f (1.1)

onde fi1, fi2, fo € A*.

12



Ja por outro, temos:
(ida @ A) 0 AY(f) = (ida- ® A")(/1 @ f2)
= [1®fa® fo, (1.2)
onde fi, fo1, foo € A*.
Sejal: A*R@A* R A* — (AR A® A)* a aplicacao tal que
fluvew)(e®b® c)=u(a)v(b)w(c),
para u,v,w € A* e a,b,c € A.

Sabemos da &lgebra linear que 0 é injetora. Aplicando 6 na FEquagdio (1.1),

temos:

0(f11® [r2® fa)la®b®@c) = fii(a) fr2(0) f2(c)
= fi(ab) f2(c)
= f((ab)c)
—  f(abe).

Agora, aplicando 6 na Equacdo (1.2), temos:

0(fi @ fo1 ® far)(a®@b®@c) = fi(a)far(b)fa(c)
= fi(a)f2(be)
= [fla(be))
= f(abe).

Devido a injetividade de € temos que f11 ® fi2a ® fo = fi ® fo1 ® fag, logo A* é

coassociativo.

Seja a € A, temos que (£*(f1)f2)(a) = fi(1a)f2(a) = f(laa) = f(a). Logo
e*(f1)fo = f. Similarmente, temos fie*(f2) = f.

Portanto, A* é uma codlgebra chamada de codlgebra dual da algebra A. O

13



A construcao de (co)élgebra dual descrita acima também pode ser usada para

morfismos de (co)algebras e serd provada na proposigao seguinte.
Proposicao 1.1.20.

(i) Se f : C — D € um morfismo de codlgebras, entao f* : D* — C* é um

morfismo de dlgebras.

(ii)) Se f : A — B é um morfismo de dlgebras de dimensao finita, entdo f* :

B* — A* € um morfismo de codlgebras.

Demonstracao.

(1) Sejam (C, A¢c,ec) e (D, Ap,ep) codlgebras. Pela Proposicdo 1.1.17, temos que
C* e D* sao algebras com multiplicagoes dadas pelo produto convolugao e unidades

dadas por ug. = e¢ e up. = €p, respectivamente.

Pela hipdtese, f é um morfismo de codlgebras, ou seja, f(c); ® f(c)s = f(c1) ®

f(c2),onde ce C,eec=cepo f.
Precisamos mostrar que f*(d* x e*) = f*(d*) x f*(e*) e f*(ul.) = ut.. De fato,
sejam d*,e* € D* e ¢ € C, entao:
frdxe)(c) = (d"xe)(f(c))
= d(f(e))e"(f(c)2)
= d"(f(er)e"(f(e2))
= (d" o f)(cr)(e” o f)(c2)
= (fH(d") * [ (e)(c).

Logo, temos a primeira igualdade.

A segunda igualdade decorre diretamente de e = ep o f, pois:

) = (ep) =ep o f =0 = .

14



(i7) Sejam (A, ma,us) e (B,mp,up) dlgebras de dimensao finita. Pela Proposi¢ao
1.1.19, temos que A* e B* sao codlgebras com comultiplicagoes dadas por A 4« (a*) =
aj ® ab, onde a*(ab) = aj(a)az(b), Va,b € Aea* € A", e Ap«(b*) = bj @ bS. As
counidades sdo dadas por e4-(a*) = a*(14) e ep-(b*) = b*(1p), para quaisquer
a* € A*, b* € B*, respectivamente.
Por hipétese temos que f(ab) = f(a)f(b), Va,b € A, e 15 = f(1la). Vamos
mostrar que Ay« o f* = (f*® f*) o Ap« e eg« = €4+ 0 f*.
Seja p: A* @ A* — (A® A)* a aplicacdo injetiva dada por p(v ® w)(a ® b) =
v(a)w(b). Para quaisquer a € A, b € B, temos:
p((Aa- o fH0%))(a®@b) = p(Aa(f7(b7)))(a @)
= p((f7(6")1 @ (f7(0%))2)(a @ b)
= (S O)(@)(f7(67))2(b)
= f(b")(ab)
= (b*o f)(ab).

Note que para quaisquer a € A, b € B, temos:
(@ f)oAp(b") = ([T f7) o (b] ®by)
= (1) @ f7(b3)
= bjof®bjof.

Assim, segue que:

p(f7@ ) o Ap(b))(a®@b) = plbyof@bsof)la®Dd)
= (01(f(a))(b5(f (b))
= 0 (f(a)f(b))
= 0*(f(ab))
= (b* o f)(ab).
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Pela injetividade da p, temos Ay« o f* = (f* @ f*) o Ap-.

Vamos provar a segunda igualdade:

(€a= 0 f)(0) = ca(b"0 f)
= (070 f)(1a)
= b'(f(1a))
= b"(1p)

= £&pB* (b*) .
Portanto, f* é um morfismo de codlgebras. m
Encerramos esta se¢ao com a definicao de elemento grouplike que sera impor-
tante mais adiante no nosso trabalho.

Definicao 1.1.21. Um elemento ¢ de uma codlgebra C' € chamado elemento group-
like se ¢ £ 0 e A(c) = c®c. O conjunto dos elementos grouplike da codlgebra C' é
denotado por G(C).

A propriedade da counidade mostra que £(c) = 1, Ve € G(C), pois e(c1)co =
g(c)e = c.

Exemplo 1.1.22. Seja A uma dlgebra de dimensao finita e A* a codlgebra dual de
A. O conjunto dos elementos grouplike de A* sdo os morfimos de dlgebras de A em

k, G(A*) = Alg(A, k).

1.2 Modbdulos e Comoddulos

Nesta secao vamos definir modulos via diagramas para obter a noc¢ao dual de
comodulos, como foi feito na secao anterior para dlgebras e coalgebras. Além disso,

damos exemplos e propriedades importantes para continuar nosso estudo.

16



Definigao 1.2.1. Seja (A, m,u) uma dlgebra. Um A-médulo a esquerda € um par
(X, ), onde X € um k-espago vetorial e p : A ®@ X — X é um morfismo de

k-espacos vetoriais, tal que os sequintes diagramas sao comutativos:

AQA@ X —M& A9 Xx ko X 9% Ag X
mEidx % N m
AR X

o

Similarmente, podemos definir um A-médulo a direita com estrutura da forma

p: X®A— X.
Denotamos p(a ® x) := a - x e dizemos que - é uma a¢do de A em X.

A comutatividade do primeiro diagrama é equivalente a
po(ida@u)(a®@b®rx)=po(meidx)(a®bR x)

pla @ p(b @ x)) = plab® x)
pla®@b-xz) = (ab) - x
a-(b-x)=(ab) -z
paraa,be Aex € X.
Ja a comutatividade do segundo diagrama equivale a po (¢ ® idx) (1 ® x) = x,
ouseja, r = pu(e(ly) @) = p(la®@z) =14 - z.

Exemplo 1.2.2. Toda dlgebra A é um A-mddulo a esquerda com estrutura dada

pela multiplicacao m.

Observagao 1.2.3. Sejam X e Y dois A-mddulos a esquerda com agoes pux e jiy,
respectivamente. O produto tensorial X ® Y € um A-modulo a esquerda com agao
dada por a-(x®y) = a1-xxRas-yy, ondea € A,z € X,y €Y, a1-xr = px(a; @)

eayyy=py(az@y).
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Vamos fazer um abuso de notacao usando - para denotar ambas as acoes, a agao

de Aem X ede Aem Y.

Definicao 1.2.4. Sejam A uma dlgebra, (X,v) e (Y, p) dois A-mddulos a esquerda.
A aplicagao k-linear f : X — Y ¢ um morfismo de A-médulos se o sequinte

diagrama comuta

idaA®f

AR X ARQY
v B
X 7 Y

Dizemos que f é um isomorfismo de A-mddulos se f é bijetiva e é um morfismo

de A-moddulos.

Notemos que a comutatividade do diagrama equivale a dizer que f é um mor-

fismo de A-mdédulos a esquerda se:
po(ida® f)la®a) = fov(a®a)
pla® f(x)) = fla- )
a-f(z)=fla-z)
Lembrando que a acao do lado esquerdo da igualdade é em Y e a do lado direito
em X.

Defini¢ao 1.2.5. Seja (C,A,e) uma codlgebra. Chamamos de C'-comédulo a di-
reita um par (M, p), onde M ¢é um k-espago vetorial e p : M — M @ C' um

morfismo de k-espacos vetoriais, tal que os sequintes diagramas comutam:

M ? MeC M f -MeC
P idp QA ~ idp ®e
MRC——MxCxC M®Ek
pRidc
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Analogamente definimos comédulo a esquerda sobre uma codlgebra C, onde

p: M — C® M. Chamamos p de coagao.

A notagao de Sweedler também é usada para comédulos. Seja (M, p) um C-
comodulo a direita, entao a imagem de um elemento m € M pelo morfismo p é

dada por
p(m) = m) ® m,

onde mp) € M e m() € C.

Se M é um C-comddulo a esquerda com estrutura p : M — C'®@ M, denotamos

p(m) = m(_1) ® mg, onde m_1y € C e m) € M.
Da comutatividade dos diagramas, usando a notacao de Sweedler, temos:
(M) ) @ (M) ) @ may = me) @ (may)1 @ (ma)),
e(mey)me) = m.

A primeira férmula nos permite estender a notagao de somatorio, como no caso

de codlgebras, por:
m(o) ® my ® my = (My0))(0) ® (M(0)) (1) ® M1y = M) ® (M1))1 ® (M(1))2.

Exemplo 1.2.6. Toda codlgebra C' é um comodulo a direita e a esquerda sobre si
mesma. A aplicacao que dd estrutura de comddulo em ambos os casos € a comulti-

plicacao A : C — C ® C.

Definigao 1.2.7. Sejam C uma codlgebra, (M,p) e (N, ¢) dois C-comédulos a
direita. Entdo a aplicacao k-linear g : M — N € um morfismo de C-comoddulos

se o sequinte diagrama é comutativo

M g N
P )
M®C————>N&C
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Dizemos que g é um isomorfismo de C-comaodulos se g é bijetiva e ¢ um morfismo

de C-comddulos.

Podemos escrever a comutatividade do diagrama como
o(g(m)) = g(m()) ® mq),

pois ¢(g(m)) = (9 @ idc) o p(m) = (9 @ idc)(m) @ mq)) = g(m)) © mq).
Encerramos esse capitulo fazendo uma proposi¢ao com a nogao andloga a (co)algebra

dual, vista nas Proposi¢oes 1.1.17 e 1.1.19, para (co)médulos que serd usada na de-

monstracao da Proposi¢ao 2.4.10.

Sejam C' uma coalgebra e C'* a algebra dual. Considere M um k-espaco vetorial
ew: M — M ® C k-linear dada por w(m) =m®c, Vm € M e Ve € C, definimos
Yy, C* @ M — M por 1,(c* @ m) = c*(c)m.

s

Proposigcao 1.2.8. (M,w) é um C-comddulo a direita se, e somente se, (M,1,,) €

um C*-mdodulo a esquerda.

Demonstracao. A prova dessa proposicao é andloga as demonstracoes das Pro-

posicoes 1.1.17 e 1.1.19 e pode ser encontrada em [2]. O
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Capitulo 2

Algebras e modulos de Hopf

Neste capitulo vamos dar as defini¢oes de dlgebras e médulos de Hopf, algumas
de suas propriedades e resultados importantes, bem como uma introducao a agoes

e coagoes de algebras de Hopf.

2.1 Bialgebras

Nesta segao vamos combinar as nogoes de algebras e codlgebras, para obter a
definicao de uma bidlgebra. Como feito antes, os exemplos sao escolhidos de acordo

com o que sera usado mais a frente.

Definicao 2.1.1. Uma bidlgebra é um k- espago wvetorial H com estrutura de
dlgebra (H,m,u) e estrutura de codlgebra (H,A,¢€), tais que A e € sdo morfismos

de dlgebras.

Na notacao de Sweedler, as condicoes em que A e € sao morfismos de algebras

sao dadas por:

A(hg) = h1g1 ® haga = A(R)A(g), e(hg) = e(h)e(g),
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A condicao de A e e serem morfismos de algebras, da definicao de bialgebra, é

equivalente a m e u serem morfismos de coalgebras.

Dizemos que uma bidlgebra tem uma propriedade P se sua estrutura de algebra
ou de codlgebra tem a propriedade P. Assim, podemos falar em bidlgebra comuta-
tiva se sua estrutura de algebra for comutativa, ou cocomutativa se sua estrutura

de coalgebra for cocomutativa.

Exemplo 2.1.2. Seja G um grupo e kG a dlgebra de grupo. Jd vimos que kG tem

estrutura de codlgebra dada por:

Alg)=g®gec(g) =1;.

Verifiguemos que kG é uma bidlgebra. De fato, A e ¢ sao morfismos de dlgebras,
pO1S

A(hg) =hg®@hg = (h® h)(g® g) = A(h)A(g)

e e(hg) = 1p = e(h)e(g).

Exemplo 2.1.3. Seja H uma bidlgebra. A codlgebra co-oposta HP mantém a es-
trutura de dlgebra de H e tem estrutura de codlgebra co-oposta (H®P, A’ €). Vamos

verificar que A’ € um morfismo de dlgebras:
A'(hg) = 70 A(hg)
= 7(h1g1 ® hago)
= (haga ® h1g1)

= (ha®h1)(g2® 1)

= A'(h)A'(g).

Portanto, H®P € uma bidlgebra.
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Exemplo 2.1.4. A dlgebra de Sweedler Hy é uma bidlgebra. Ja vimos que Hy tem

a estrutura de codlgebra dada por:

Alg)=9g®yg, Alx)=m@m=g9@r+r31, A(gr)=A(g)A(x),

O fato de A e & serem morfismos de dlgebras decorre da propria definicao de

Hy.

Uma possivel maneira de construir uma nova bidlgebra é considerar o dual de

uma bialgebra de dimensao finita.

Proposicao 2.1.5. Seja H uma bidlgebra de dimensdo finita. Entdo H* com a
estrutura de dlgebra dual da codlgebra H e com a estrutura de codlgebra dual da

algebra H € uma bidlgebra, chamada bidlgebra dual de H.

Demonstracao. Sejam A e € a comultiplicacao e a counidade de H. Denotemos por

A* e €* a comultiplicacao e a counidade de H*.

Notemos que para h* € H*, temos A*(h*) = hi ® hj, onde h*(hg) = hi(h)hi(g),
Vh,g € H, e e*(h*) = h*(1g). Vamos mostrar que A* e €* sd@o morfismos de

algebras.
Para facilitar os calculos, escrevemos h* * g* = h*g*, para h*, g* € H*.
Primeiro mostraremos que A* é morfismo de algebras, ou seja, A*(h*g*) =
A*(h*)A%(g").
Sejam h*, g* € H* e h,g € H. Temos:
(h*g")(hg) = h"(hig1)g"(haga)
= hi(h)h3(91)91(h2)3(92)

= (hg1)(h)(h395)(9)-
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Assim, temos que A*(h*g*) = hig; ® hgs. Por outro lado, temos:
A*(h*)A™(g") = (b1 ® h3)(g1 ® g3) = hig ® hyg;.
Temos, ainda, que £(hg) = €(h)e(g), Yh, g € H, entdo A*(e) = ¢ ® €. Logo, A*
¢ um morfismo de algebras.
Agora vamos mostrar que €* é um morfismo de algebras, ou seja, £*(h*g*) =
e*(h*)e*(g").

Temos que £*(h*g*) = (h*¢*)(1y) = h*(1y)g*(1g) = *(h*)e*(g*) e e*(e) =

e(1g) = 1k, 0 que prova que £* é um morfismo de algebras.

Portanto, H* é uma bialgebra. O]

Definicao 2.1.6. Sejam H e L duas bidlgebras. Uma aplicagao k-linear f : H — L
¢ um morfismo de bidlgebras se € simultaneamente um morfismo de dlgebras e um

morfismo de codlgebras.

2.2 Algebras de Hopf

Sejam (C, A, ) uma coélgebra e (A, m,u) uma élgebra. Definimos no conjunto
Hom(C, A) uma estrutura de élgebra na qual a multiplicagdo denotada por x* é

dada por: se f,g € Hom(C, A), entao

(f*x9)(c) = fler)g(ea), VeeC.

Com um calculo anédlogo ao da Proposicao 1.1.17, temos que essa multiplicagao

é associativa.

A unidade da algebra Hom(C,A) é uoe € Hom(C, A). De fato, Vc € C,
(f x (woe))(c) = fla)(uoe)(er) = fler)u(lp)e(cz) = flare(ea)) = flc).
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Consequentemente f * (uoe) = f e, similarmente, (uoe) *x f = f.

Notemos que se A = k, entao * é o produto convolucao definido antes. No caso

de A ser uma algebra arbitraria, também chamamos * de produto convolugao.
Consideremos um caso especial da construcao anterior.

Seja H uma bidlgebra. Denotamos por H* a estrutura de algebra de H e H¢
a estrutura de codlgebra de H. Nessas condi¢oes, Hom(H®, H*) é uma &lgebra.

Notemos que a identidade idy : H — H é um elemento de Hom(H¢, H*).

Definicao 2.2.1. Seja H uma bidlgebra. Uma aplicacao k-linear S : H — H
¢ chamada de antipoda da bidlgebra H se S é o inverso da identidade idy com

respeito ao produto convolugdo em Hom(H¢ H®).

Definicao 2.2.2. Uma bialgebra H contendo uma antipoda é chamada de algebra

de Hopf.

Em uma algebra de Hopf a antipoda é tnica. O fato de que S : H — H é
antipoda equivale a S x idy = idy * .S = uoe. Usando a notagao de Sweedler,

temos:

S(hl)hz = hls<h2> = €(h)1H, Vh € H.

Exemplo 2.2.3. Jd vimos que a dlgebra de grupo kG € uma bidlgebra no Exemplo
2.1.2. Definindo a aplicacio S : kG — kG por S(g) = g7',Vg € G e estendendo

linearmente, temos que S € uma antipoda para kG, pois:

S(g1)g2 = S(9)g =g "9 = lie = £(9) Lic-

e, de maneira similar, g15(g2) = €(9)1xc-

Notemos que, no exemplo anterior, se G for um mondide, ou seja, for associativo

e possuir um elemento neutro, entao kG é bidlgebra, mas nao ¢é algebra de Hopf.
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Exemplo 2.2.4. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S bijetora. Entao

temos que HP é uma dlgebra de Hopf com antipoda S~*.

Exemplo 2.2.5. A dlgebra de Sweedler Hy € uma dlgebra de Hopf com antipoda
dada por:

Slg)=9"' =g, poisg’=1 e S(z)=—gz.

Definicao 2.2.6. Sejam H e L duas dlgebras de Hopf com antipodas Sy e S,
respectivamente. Dizemos que f: H — L ¢ um morfismo de dlgebras de Hopf se

for um morfismo de bidlgebras.

A préxima proposicao mostra que um morfismo de algebras de Hopf preserva

antipodas.

Proposicao 2.2.7. Sejam H e L duas dlgebras de Hopf com antipodas Sy e Sy.

Se f: H— L é um morfismo de dlgebras de Hopf, entao S;, o f = fo Sy.

Demonstragao. Consideremos a dlgebra Hom(H, L) com o produto convolugao e os
elementos f o Sy e Sp o f dessa dlgebra. Vamos mostrar que ambos os elementos
sao invertiveis e que possuem o mesmo inverso f, entao segue a igualdade. De fato,

por um lado temos:

((Spo f)* f)(h) = (Spo f)(h1)f(h2)
= Sp(f(h)1)f(h):
= woeg(f(h))
= e (f(h)1L

= EH(h)lL
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Por outro lado, temos:

(f*(foSu))(h) = f(h)(foSu)(h2)
= f(hiSu(h2))
= f(en(h)ln)

= EH(h)lL

Consequentemente f é invertivel e seu inverso a direita e a esquerda devem

coincidir. Logo, temos o resultado. O

Veremos agora algumas propriedades importantes da antipoda.
Proposicao 2.2.8. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entao:
(i) S(hg) = S(g)S(h), para quaisquer h,g € H.

(i) S(1g) = 1y.
(iii) A(S(h)) = S(he) ® S(hy).

(iv) e(S(h)) = ¢e(h).

As propriedades (i) e (ii) querem dizer que S é um antimorfismo de dlgebras, e

as propriedades (iii) e (iv) significam que S é um antimorfismo de codlgebras.

Demonstracao.

(1) Consideremos H ® H com a estrutura de codlgebra dada por Aggy € epgn, €
H com a estrutura de algebra dada por M e u. Seja a dlgebra Hom(H ® H, H),
com a multiplicagao dada pela convolucao. A unidade dessa dlgebra é dada por

UO€H®HZH®H—>H.
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Sejam F.G,J : H® H — H definidos por:

F(h®g)=S(g)S(h), Gh®g)=S(hg) e J(h®g)=hgVhge H.

Vamos mostrar que J é um inverso a esquerda de I’ e é um inverso a direita de

GG, com respeito a convolugao.

(J*xF)(heg) = J(h®g)h)F(heg))
= J(h1 ®g1)F(hy ® g2)
= 11915(g2)S(ha)
= hien(g)1uS(hy)
= hiS(h2)e(9)1n
= e(h)e(9)ln
= cnen(hg)ln

= UO€H®H(h®g).

Assim, J é inverso a esquerda de F. Agora vamos provar que J é inverso a

direita de G e, portanto, seguira que F' = G.

De fato, para todo h,g € H temos:

(GxJ)(h®g) = Gh1®g1)J(hy ® go)
= S(hg1)hags
= 5((hg)1)(hg)2
= ¢e(hg)ly
= e(h)e(g)ln

= uoéH®H(h®g).

A penultima igualdade segue do fato que H é uma algebra de Hopf e, entao, ¢

¢ um morfismo de dlgebras de Hopf.

28



Consequentemente, F' = G, ou seja, S(g)S(h) = S(hg).

(17) Aplicando a defini¢ao de antipoda no elemento 1y, temos S(1y)ly = e(ly)ly =

(77i) Consideremos H com a estrutura de codlgebra dada por A e e, e H® H
com a estrutura de algebra tensorial, dada por Mygy e uggy. Defina a algebra
Hom(H,H ® H) com o produto convolugao. A unidade dessa algebra é uggy o€ :

H— H®H.

Sejam F,G : H — H ® H, definidos por:

F(h)=A(S(h)) e G(h) = S(hs)® S(hy),Vh € H.

Vamos mostrar que A e um inverso a esquerda de F' e um inverso a direita de

(G, com respeito ao produto convolucao, e entao teremos F' = G.
De fato, para todo h € H temos:
(AxEF)(h) = A(hy)F(hg)
= A(h)A(S(h2))
= A S(h2))
= A(e(h)1n)
= eh)ly® 1y

= upen o c(h).

Logo, A é um inverso a esquerda de F'.

Agora, temos ainda, para todo h € H:
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(G*A)(h) = G(h)A(hs)
= (S((h1)2) @ 5((7h1)1))((h2)1 ® (h2)2)
= (S(hg) ® S(h1))(hs ® hy)
= S(h2)hs ® S(h1)ha
= S((h2)1)(h2)2 ® S(h1)hs
= e(ha)1y ® S(hy)hy
— 1y ® S(h)e(ha)hs
= 1 ® S(h1)e((h2)1)(ha)2
= 1g ® S(h1)he
= 1lyp®e(h)ly

- UH®HO€<h).

Logo, A é um inverso a direita de G. Portanto F' = G e, entao, a afirmacao

(ii) é verdadeira.
(17v) Aplicando € em hyS(hy) = e(h)1y temos:

e(hy)e(S(hg)) = e(h)e(1py).

Como S e € sao lineares, temos:

Portanto, (S(h)) = e(h). O

Quando a antipoda S de uma algebra de Hopf H ¢é bijetora, ou seja, quando S

possti inversa S—!, temos um resultado andlogo para S

Proposicao 2.2.9. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S bijetora. Entao:
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(i) S~Y(hg) = S~1(g)S~1(h), para quaisquer h,g € H.
(i) S~1 (1) = 1y.

(iii) A(S™H(R)) = S (hy) @ S~ (k).

(iv) (S () = e(h).

Demonstracao. Usando a Proposicao 2.2.8 e a propriedade de que S é bijetora,

temos:

(i) Notemos que hg = S(S7(h))S(S71(g)) = S(S~*(g)S~*(Rh)). Aplicando S~! de

ambos os lados da igualdade, temos:

S~ (hg) = S7(g)S™ (R).
(ii) Aplicando S™! no item (ii) da proposigao anterior, temos S~ (1x) = 1g.

(i17) Notemos que hy ® hy = A(h) = A(S(S7HR))) = S(S7(h)s) @ S(S7(h)1).
Assim, hy @ hy = S(S7(h)2) @ S(S7'(h);). Aplicando 70 (S™' @ S71) de ambos

os lados da igualdade, onde 7 é a aplicagao twist, temos:
7(S7 (7)) ® S7H(ha)) = T(S7'(R)2) ® S (h)y),
e disso segue que

S7Hhy) ® ST H(hy) = S (h), ® STH(R)s.

Logo, A(S71(h)) = S~Y(h)1 © S~ (h)s = S~ (hs) ® S~ (hy).

(iv) Escrevendo h = S(S7'(h)) e aplicando & nesta igualdade, temos que e(h) =

e(S(S71(h))). Agora, aplicando o item (iv) da proposigao anterior, temos que:

e(h) = (S (h)).
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Ainda, da propriedade da antipoda S *x idy = uwoe = idy * S, temos que:

Sil(hg)hl = hgsfl(hl) = E(h)lH

Exemplo 2.2.10. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda bijetora S, entao a

bidlgebra H*P ¢é uma dlgebra de Hopf com antipoda S™1.

Proposicao 2.2.11. Seja (H,m,u,A,e,S) uma dlgebra de Hopf. As segquintes
afirmacgoes sao equivalentes:

(i) S(ha)hy = e(h)1y,Yh € H.

(ii) hoS(h1) = e(h)ly,VYh € H.

(iii) S* = idy, onde S* = So S.

Demonstragao. Primeiro provaremos que (i) implica em (iii). Sabemos que idy é

o inverso de S com respeito ao produto convolucao, vamos provar que S? é inverso

a direita de S e, por unicidade, S? = idy. Seja h € H, temos:
(S*S%)(h) = S(h1)S*(ho)
= S(S(h2)h1)

Logo, S? é um inverso & direita de S. Portanto, S? = idy.

Agora vamos mostrar que (¢i7) implica em (i7). Sabemos que hyS(hg) = e(h)1y.

Aplicando S na equacao, temos:

S2<h2>5(h1) = E(h)lH

Como S? = idy, entdo:

hQS(hl) = S(h)lH
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Para provar que (i4) implica em (#44) vamos verificar que S? é inverso a esquerda

de S, com respeito ao produto convolugao. De fato,
(%% S)(h) = S*(h1)S(hy)
= S(haS(hy))

= S(e(h)1n)

Assim, S? é inverso a esquerda de S e, portanto, S? = idy.

Por tltimo, mostraremos que (7i¢) implica em (7). Aplicando S na igualdade

S(h1)hg = e(h)1y, temos:

S(h2)52(h1) = S(h)lH

Como S? = idy, segue que
S(hg)hl = S(h)lH

]

O corolério seguinte contém uma propriedade importante de algebras de Hopf
comutativas ou cocomutativas. Mais adiante este corolario servira para fazer uma
comparacao com algebras de Hopf quasitriangulares, que sera o assunto final deste

trabalho.
Corolario 2.2.12. Seja H uma dlgebra de Hopf comutativa ou cocomutativa. Entao

52 - ZdH

Demonstragao. Se H é comutativa, entdo da propriedade da antipoda S(hy)he =
e(h)1y, segue que hyS(hy) = e(h)1y, ou seja, o item (i7) da Proposicao 2.2.11 vale.
Logo S% = idy.
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Se H é cocomutativa, entdo hy ® hy = hy ® hy. Aplicando M o (S ® idy),
nessa igualdade, temos S(hy)hy = S(hy)hy. Como S(hi)hy = e(h)ly, segue que
S(hy)hy = e(h)1g, ou seja, vale o item (i) da Proposi¢io 2.2.11. Assim S? =
idy. O
Observacgao 2.2.13. Sejam H uma dlgebra de Hopf e G(H) o conjunto de elemen-

tos grouplike de H. Vimos que para g € G(H) temos £(g) = 1. Assim,
S(91)92 = S(9)g = (9)lu = 1u,Vg € G(H).
Portanto, S(g) = g~',Vg € G(H).

Na Proposi¢cao 2.1.5 vimos que se H é uma bidlgebra de dimensao finita, entao
seu dual é uma bidlgebra. O préoximo resultado mostra que isso vale se H for uma

algebra de Hopf de dimensao finita.

Proposicao 2.2.14. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita, com antipoda

S. Entdo a bidlgebra H* ¢ uma dlgebra de Hopf com antipoda S*.

Demonstracao. Usando a Proposicao 2.1.5, temos que H* é uma bidlgebra, resta
provar que tem antipoda. Sejam (H,m,u,A, ¢, S) algebra de Hopf de dimensao
finita e (H*, M*,u*, A*, £*) a bidlgebra dual de H. Vamos mostrar que S*(h})h} =
e*(h*)1g~ e hiS*(h}) = e*(h*)1y+, onde 1= = €.

Para todo h € H temos:

(S(h1)h3)(h) = 57(h1)(h1)hs(hs)
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Logo, S*(hi)h} = €*(h*)1g~. De maneira andloga, temos hiS*(h3) = ¢*(h*)1py-

e, portanto, H* é uma algebra de Hopf com antipoda S*. O

Observacao 2.2.15. Sejam H e L duas bidlgebras. O produto tensorial H @ L
¢ uma bidlgebra se consideramos a estrutura de produto tensorial de dlgebras e de
codlgebras. O mesmo vale quando H e L sao dlgebras de Hopf, ou seja, H ® L €
uma dlgebra de Hopf com antipoda Sy ® Sp,, onde Sy e Sy, sdo as antipodas de H

e L, respectivamente.

2.3 Mobdulos de Hopf

Nesta secao provaremos o Teorema fundamental de médulos de Hopf. Aqui, H

sempre denotard uma algebra de Hopf.

J& vimos que se A é uma algebra e V e W sao dois A-mddulos a esquerda,
entao o produto tensorial V ® W também é um A-moédulo a esquerda. Também,
vimos que se C' é uma coalgebra e M e N sao dois C-comédulos a direita, entao
o produto tensorial M ® N também é um C-comddulo a direira. As definigoes, a

seguir, decorrem desses resultados.

Definicao 2.3.1. Sejam H uma dlgebra de Hopf, V e W dois H-maodulos a es-
querda. Entao o produto tensorial V@ W é um H-modulo a esquerda com ag¢ao
dada por:

h-(v®@w)=(h -v)® (hy-w),Yhe HveV,weW.

Similarmente, o produto tensorial de dois H-moédulos a direita também é um

H-modulo a direita.

Podemos reescrever a acao dada na Definicdo 2.3.1 da seguinte maneira: sejam

w  HQV — Vepuw: HOW — W as acoes de H em V e de H em W, entao
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vew : HRQV QW — VW, que é a acao de H em V ® W, é definida por:

onde 7: H®V — V ® H é a aplicacao twist e A é a comultiplicagao em H.

Quando a élgebra de Hopf H é cocomutativa, ou seja, 7(A(h)) = A(h),Vh € H,
temos que V@ W =2 W ® V como H-médulos a esquerda. De fato, definindo
o VW — WV por:

PV w) =wduv,

para quaisquer v € V e w € W, temos para todo h € H:

dh-(v@w)) = o((y @ pw) o (idg @ T R idw) o (A R idy ® idw)(h @ v w))
= ((uy @ pw) o (idg @ T ®idwy) o ((T 0 A) ®idy ®idy)(h @ v @ w))
= ¢(hy-v®hy - w)
= h-w®hy v

= h-o(v@w).

Logo, temos que ¢ é um morfismo de H-moédulos. E, é facil verificar que ¢ é
bijetora com inversa ¢ ' : W@V — V @ W dada por ¢ Hw ®v) = v @ w.
Portanto VoW =W V.

Agora, dualizando a defini¢ao anterior, temos a seguinte definicao:

Definicao 2.3.2. Sejam H uma dlgebra de Hopf, V e W H-comaddulos a direita com
coacoes py e py, respectivamente. O produto tensorial V@ W é um H-comaodulo

a direita com coacao dada por:
pvew = (idy ®@idy @ m)o (idy @ T ®@idy) o (py @ pw) : VO W — VoW e H,

ondeT: HQW — W ® H ¢ a aplicagao twist e m € a multiplicacio em H.
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Em termos dos elementos, temos que pygw (v ® w) = v ® W) ® va)yw()-

Assim como uma algebra de Hopf é simultaneamente algebra e codlgebra, temos

que um modulo de Hopf é um médulo e um comédulo. Vejamos a defini¢ao a seguir.

Definicao 2.3.3. Seja H uma dlgebra de Hopf. Um H-moédulo de Hopf a direita é

um k-espaco vetorial M tal que as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

(i) M é um H-mddulo a direita, com a¢ao denotada por m-h,¥Ym € M, h € H;
(i) M é um H-comddulo a direita, via coa¢ao p: M — M ® H;

(iii) p e - satisfazem a sequinte condi¢do de compatibilidade:

p(m - h) =mqy - h1 @ mayhs,Ym € M, h € H.

De maneira analoga podemos definir um H-modulo de Hopf a esquerda.

Exemplo 2.3.4. Uma dlgebra de Hopf H é um H-modulo de Hopf com coag¢ao

p=A e acao dada pela multiplicacao m.

Exemplo 2.3.5. Sejam H uma dlgebra de Hopf e V. um k-espago vetorial. Defini-

mos em V ® H uma estrutura de H-modulo a direita por
(v@h)-g=v®hg,Vh,g€ Hyv eV,

e uma estrutura de H-comodulo a direita dada pela aplicacao p:V @ H — V &
H ® H tal que
p(v®@h) =v® h; ® h,

para quaisquer v € V. h € H.

Temos que V ® H € um mdodulo de Hopf com essas estruturas. Precisamos,

ainda, verificar a relagao de compatibilidade do item (iii) da Definigao 2.3.3. De
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fato, para quaisquer h,g € H ev € V', temos:

p((v@h)-g) = plvehg)
= v® (hg) ® (hg)2
= 0 ® higi ® hago
= (v®h)-g1) ® hage

= (v®h)o) - 51 ® (v h)1ge.
Logo, V@ H é um H-modulo de Hopf a direita.

Vamos mostrar que os exemplos de H-mddulos de Hopf a direita sao todos
isomorfos como médulos de Hopf a V® H. Este resultado é conhecido como Teorema
fundamental dos modulos de Hopf. Antes de provarmos este teorema vamos definir

um morfismo de H-mdédulos de Hopf.

Definigao 2.3.6. Sejam M e N dois modulos de Hopf a direita. Uma aplicagao
f: M — N ¢ um morfismo de H-mddulos de Hopf a direita se for, simultane-
amente, um morfismo de H-mddulos a direita e um morfismo de H-comddulos a

direita.

Temos, ainda, que este k-espaco vetorial V', do Fxemplo 2.3.5 é um subespaco

de H, que é chamado dos subespaco de coinvariantes, que sera definido a seguir.

Definicao 2.3.7. Seja M um H-comddulo a direita com coagao dada pela aplica¢ao

p: M — M®H. O conjunto
Me" = {m e M|p(m) =m® 1y}
¢ um subespaco de M que é chamado de subespaco dos coinvariantes de M.

Teorema 2.3.8. (Teorema fundamental dos médulos de Hopf)

Sejam H uma dlgebra de Hopf e M um H-mddulo de Hopf a direita. A aplicag¢ao
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f:Me" @ H— M, definida por f(m & h) =m - h, para quaisquer m € M ¢

h € H, ¢ um isomorfismo de H-modulos de Hopf a direita.

Em M<” @ H vamos considerar a estrutura de H-médulo de Hopf a direita

dada no Ezemplo 2.3.5 para o k-espaco vetorial M<H

Demonstracao. Seja p: M — M ® H a estrutura de H-comoédulo a direita, onde
p(m) = m(y ® may, ¥m € M. Consideramos a aplicacao g : M — M definida por
g(m) = my) - S(m)), para qualquer m € M. Vamos mostrar que g(M) C M“H,
ou seja, p(g(m)) = g(m) ® 1y, Ym € H. Antes disso, vamos lembrar de algumas

propriedades que utilizaremos nos célculos.

Temos pelo fato de M um ser médulo de Hopf a direita que:

p(m - h) =mqy - h1 @ mayhe, Ym € M, h € H. (2.1)
Da propriedade da antipoda S ser um antimorfismo de codlgebras, temos:
(S(h))1 ® (S(h))s = S(he) ® S(hy),Yh € H. (2.2)
Pela propriedade da antipoda, para qualquer h € H temos:
S(hy)hy = e(h)1y = h1S(hs). (2.3)
A propriedade da counidade nos da:

8(h1>h2 =h= hls(hg),‘v’h € H. (24)

Usaremos, também, a notacao de Sweedler para comédulos, ou seja, para qual-

quer m € M, temos:

(m(0))(0)®@ (M(0))(1y® Mm@y = M) @ (M) 1@ (M(1))2 = M©)® M) @ Mz). (2.5)
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Para todo m € M, temos:

plg(m)) = p(m) - S(m)))

Vamos mostrar, agora, que f é um isomorfismo. Definimos a aplicacao F' :
M — M“" @ H por F(m) = g(m()) ® mq), para qualquer m € M, e provaremos

que F é a inversa de f. De fato, para m € M ou seja,
p(m) =me @ may =m® lg, (2.6)
e h € H, temos:

(Fof)(m&h) = F(m-h)
= g((m-h)@) ® (m-h)q
= g(mey - h1) ® mayhe (por 2.1)
= (9 ®idu)(m() - h1 @ mq)hs)
= (g®idg)(m-hi @ hsy) (por 2.6)

= g(m-h)® hs.
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Temos ainda que:

glm-hi) @hy = (m-hi))S((m-hi)a)) ® he
= m) - (h)15(mq)(h1)2) ® by (por 2.1)
= m- (h1)15((h1)2) ® he (por 2.6)
= me(h1) ® hy (por 2.3)
— m®e(h)hs

= mQ h.

Assim segue que (F'o f)(m ® h) =m ® h. Logo, temos que F o f = idyseorrgy.
Analogamente, se m € M, entao:
(foF)(m) = flg(mq)@mq)
= f(my) - S(may) @ m))
= m) - S(ma))me)
= my) - S((m@)1)(ma))2 (por 2.5)
= mE(may) (por 2.3)

= m.

Assim, f o F' = idy,;. Portanto F' é o inverso de f.

Para terminarmos a demonstracao do teorema, falta mostrar que f é um mor-
fismo de H-mdédulos de Hopf a direita, ou seja, que f é um morfismo de H-moédulos
a direita e um morfismo de H-comddulos a direita. A verificagao de que f é um
morfismo de H-médulos & direita é imediata, pois dados m € M h h' € H,

temos:

F(m@h)-K)=fm@hh')=m-(hh) = (m-h) - I = f(m@h) -}

Provemos, agora, que f é um morfismo de H-comddulos a direita, ou seja, que f

satisfaz a igualdade po f = (f®idy) o (idpreonr @ A), onde idyeon @ A dé a estrutura
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de H-comédulo para M“H @ H. De fato, se m € M“H e h € H entdo:

(pofiim@h) = p(m-h)
= (m-h)o @ (m-h)q)
= m) - by @ myhy
— m-hy @ hy (por 2.6)
= f(m®h) @ hy
= (f®idg)(m® hi @ hy)

= (f ®idy) o (idppeon @ A)(m @ h).

Portanto, f é um isomorfismo de H-mddulos de Hopf. O

2.4 Acoes e coacoes de algebras de Hopf em algebras
Nesta secao introduziremos a nogao de acgoes e coagoes de algebras de Hopf.
Aqui H denotara uma algebra de Hopf com antipoda S.

Definicao 2.4.1. Dizemos que A € um H-modulo dlgebra a esquerda, ou que H

age na algebra A, se as sequintes condigoes valem.:

(i) A é um H-mdédulo a esquerda, com agdo de h € H em a € A denotada por h - a.
(ii) h - (ab) = (hy - a)(hy-b),Yh € H e a € A.

(iii) h- 14 = e(h)14,Yh € H.

De maneira analoga podemos definir um H-médulo algebra a direita.

Seja A uma algebra que também é um H-modulo a esquerda com estrutura dada
por:

p:H®A— A, plh®a)=nh-a.
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Sabemos da propriedade de adjuncao do produto tensorial que existe uma corres-
pondéncia natural bijetiva Hom(H ® A, A) — Hom(A, Hom(H, A)). Denotamos
por ¢ : A — Hom(H,A) a aplicagdo correspondendo a p pela bijegao, ou seja,

h-a=ph®a) =p(a)(h),Yh € H e a € A. Temos, entdo, os seguintes resultados:

Proposicao 2.4.2. Com as notagoes acima, temos que A € um H-mdodulo dlgebra

se, e somente se, @ € um morfismo de dlgebras.

Demonstragao. Ja provamos que Hom(H, A) é uma algebra com multiplicagao dada

pelo produto convolugao: (f * g)(h) = f(h1)g(hz).

Vamos provar que ¢ é um morfismo de algebras, ou seja, p(ab) = p(a) * ¢(b) e
@(114) = 1H0m(H,A)’

Por hipétese, A é um H-mddulo algebra, entao vale a condicao (i7) da Defini¢ao
2.4.1, ou seja,
h-(ab) = (hy-a)(hy-b),Yh € H e a€ A.

Mas, isso equivale a dizer que:

p(ab)(h) = w(a)(h)e(b)(he),Vh € H e a € A.
Notemos ainda que (a)(h1)@(b)(he) = (#(a) * (b)) (h), logo
p(ab)(h) = (¢(a) * ¢(b))(h).

Assim a primeira igualdade esta provada.
Temos, ainda, da condigao (iii) da Definigdo 2.4.1:
h-1a=¢e(h)l4,Vh € H,
ou seja,

p(1a)(h) = e(h)1a = u*(1a)(h),
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onde u* é a unidade de Hom(H, A) e u*(14) = Lyom(m,a). Logo,
©(14) = 1aom(m,A)-

Reciprocamente, a demonstracao de que A é um H-mddulo dlgebra, sabendo

que o é um morfismo de algebras, é imediata. O

Proposicao 2.4.3. Seja A uma dlgebra, que também é um H-mddulo a esquerda,

tal que a condi¢do (i) da Definigdo 2.4.1 vale. Entao:
(i) (h-a)b=hy-(a(S(h2) - b)), para quaisquer h € H e a,b € A.
(ii) Se S é bijetiva, entdo:

a(h-b) = hy((S7'(hy) - a)b),YVh € H e a,bc A.

Demonstrag¢ao. Lembramos que de A ser um H-mdédulo a esquerda temos que (hg) -
a=h-(g-a),Vh,g € H e a € A. Temos ainda, da condigao (ii) da Defini¢ao
2.4.1, que h - (ab) = (hy - a)(hy - b), para quaisquer h € H e a,b € A.

(7) Usando as observagoes acima, para quaisquer h € H e a,b € A segue que:

hi-(a(S(h2) -0)) = (hi1-a)(hiz - (S(h) - b))
= (hi-a)(hy - (S(hs)- b))
= (hy-a)(haS(h3) - b)
= (h1-a)(e(h2)b)
= ((he(h2)) - a)b

= (h-a)b.

Logo, provamos a igualdade.
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(17) Novamente, usando as observagoes anteriores para h € H e a,b € A, temos:
ha((S7H (M) - @)b) = (har - (S7(ha) - a))(haz - D)
= (hz- (87 (ln) - a))(hs - b)
= (h2S7 () - a)(hs - )
= (e(m)a)(hs - b)
= a((e(hy)hz) - b)

= a(h-b).

Portanto, a(h - b) = ho((S™1(hy) - a)b). O

Vejamos agora alguns exemplos de algebras de Hopf agindo em &lgebras.

Exemplo 2.4.4. Seja G um grupo finito agindo por automorfismos em uma k-
algebra A. Consideremos a dlgebra de Hopf H = kG, com comultiplicacao, couni-

dade e antipoda dadas por:
Alg)=g®g, elg)=1u e S(g)=g ", Vgeq.
Definimos a a¢ao de H em A por g-a = g(a) =a%Ya € A e g € G. Com
essas notagoes, € facil verificar que A € um H-mdodulo dlgebra a esquerda.

Exemplo 2.4.5. Seja H uma dlgebra de Hopf. Entao H* é um H-mddulo dlgebra

a esquerda (e a direita) com agoes, denotadas por — (e <), definidas por:
(h — h*)(g) = h*(gh) (e (b~ h)(g) =h"(hg)),Vh,g € H h* € H".
Agora introduziremos a nocao de coacao de uma algebra de Hopf em uma
algebra.

Definicao 2.4.6. Sejam H uma dlgebra de Hopf e A uma k-dlgebra. Dizemos que A
¢ um H-comdédulo algebra a direita, ou que H coage a direita em A, se as sequintes

condigoes sao satisfeitas:
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(i) A € um H-comddulo a direita, com coa¢ao dada por p: A — AR H, p(a) =

a) & a(l),Va €A
(1) (ab)(g) ® (ab)(l) = a(o)b(o) & a(l)b(l),Va, be A;

(iii) p(1a) = 14 @ 1p.

A nocao de H-comédulo algebra a esquerda é definida similarmente.

Exemplo 2.4.7. Toda dlgebra de Hopf H é um H-comodulo dlgebra, a esquerda e

a direita, com estrutura de comddulo dada pela comultiplicacao A.

Vejamos uma proposi¢ao importante sobre coagoes de &dlgebras de Hopf em

algebras.

Proposicao 2.4.8. Sejam H uma dlgebra de Hopf e A uma k-dlgebra, que também
¢ um H-comddulo a direita com estrutura p: A — AR H. As sequintes condigoes

sao equivalentes:
(i) A é um H-comddulo dlgebra a direita.
(ii) p € um morfismo de dlgebras.

(#ii) A multiplicagdo de A, denotada por ma, € um morfismo de comddulos a direita

e a unidade de A, denotada por ua, € um morfismo de comddulos a direita.

Demonstracao. Suponha que A é um H-comédulo dlgebra a direita. Vamos mostrar
que p é um morfismo de algebras, ou seja, p(ab) = p(a)p(b) e p(14) = 14 ® 1y, para
quaisquer a,b € A.

Por hipdtese, temos que A é um H-comddulo algebra, ou seja, pela condigao

(1ii) da Definicao 2.4.6 temos a segunda igualdade para que p seja morfismo de
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algebras. Sejam a,b € A, temos entao:

plab) = (ab)@) ® (ab)q)
= a()bo) ® ap)ba)
= (a© ®aq))(bo) @ b))

= pla)p(b).

Logo, p é um morfismo de dlgebras e, portanto, temos que (7) implica em (ii).

Vamos mostrar agora que my : A — A ® A é um morfismo de comddulos
a direita, ou seja, pomy = (ma @ idy)op, onde p : ARA — AR A®H,
o(a ®b) = ap) ® bo) ® apybn), da a estrutura de H-comédulo a direita de A ® A.
Por hip6tese, temos que p(ab) = p(a)p(b), pois p é um morfismo de dlgebras. Assim

para quaisquer a,b € A, temos:

(poma)a®b) = p(ab)

= (ag) ® a())(bo) ® b))
= a()bo) ® ap)ba)
= (ma ®idy)(ap) @ be) ® a)ba))

= (ma®idy)oo)(a®D).

Precisamos, ainda, mostrar que uy : & — A também é um morfismo de
comédulos a direita, ou seja, pouy = (ug ®idg) o, onde ¢ : k — k@ H é
definida por ¥(1;) = 15 ® 1y e da estrutura de H-comddulo a direita para k. Por

hipdtese, temos que p(14) = 14 ® 1y, pois p é um morfismo de &lgebras. Entéao:

(poua)(ly) = p(la)=14® 1y
= (ua®idy)(lp ® 1g)

= ((ua®idy) ot)(1).
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Portanto, m4 e u sao morfismos de comédulos & direita. Assim, temos que (i7)
implica em (ii).

Suponha agora que m4 e uy sao morfismos de comédulos a direita. Precisamos
mostrar que A é um H-comodulo algebra a direita, ou seja, falta mostrar que as
condigoes (it) e (i) da Defini¢ao 2.4.6 sao satisfeitas, pois A é um H-comédulo a

direita.

Por hipétese, temos que m 4 é um morfismo de comédulos a direita, assim
poma = (my ®idy) o p.

Por um lado dessa igualdade temos:

(poma)(a®b) = plab) = (ab)) @ (ab)q), Ya,b € A.

Ja, por outro lado temos:

(ma ®idg)oo)(a®b) = (ma®idg)(ap) @ bo) @ amybna))
= a(o)b(o) & a(l)b(l),‘v’a, be A
Logo, temos a condigao (7).
Pelo fato de que u4 é morfismo de comédulos temos a condicao (iii). Portanto,

A é um H-comddulo algebra. Assim, (iii) implica em (7). O

No caso em que H é uma algebra de Hopf de dimensao finita, temos uma conexao
entre acoes e coagoes de algebras de Hopf em dlgebras. Antes de enunciarmos este

resultado, vamos definir a algebra de invariantes.

Definigao 2.4.9. Seja A um H-mddulo dlgebra. Dizemos que o conjunto
A" ={ac Alh-a=¢(h)a,Vh € H}

¢ a algebra dos invariantes de A.
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Proposicao 2.4.10. Sejam H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita e A uma
k-dlgebra. Entao A € um H-comddulo dlgebra a direita se, e somente se, A € um

H*-médulo dlgebra o esquerda. Além disso, nesse caso temos que A" = AH

Demonstracao. Sejam n a dimensao de H sobre o corpo k e {ej, e, ....,e,} C H,
{e},€5,....er} C H* bases duais, ou seja, ef(e;) = d;;, onde 4,5 € {1,2,...,n} e

1, se =7,

0, se @#7],

que é chamado de delta de Kronecker.
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Vamos assumir que A é um H-comoédulo édlgebra a direita e mostrar que A

torna-se um H*-moédulo algebra a esquerda com acao dada por:

fra=aof(ar),Ya€ Ae f e H".

Ja sabemos, pela Proposicao 1.2.8, que se A é um H-comoddulo a direita, entao
A é um H*-médulo a esquerda. Vamos verificar os itens (ii) e (i) da Defini¢ao

2.4.1. Para todos a,b € A e f € H*, temos:
f-(ab) = (ab)of((ab)r)
= aobof(a1b1)
= aobofi(a1)f2(b1)
= aofi(ar)bof2(b1)
= (fi-a)(f2-b).

E, ainda, temos:

f-1a = (La)of((1a)1)



Logo, temos que A é um H*-mdédulo algebra a esquerda.

Reciprocamente, vamos mostrar que se A é um H*-mddulo algebra a esquerda,

entdao A é um H-comédulo dlgebra a direita com estrutura dada por:

p:A— AR H, pla Ze ca® e

Ja temos que A é um H-comddulo a direita, vamos mostrar agora as condi¢oes

(1) e (iii) da Definigcdo 2.4.6.

Para todo f € H*, temos:

(ida ® f)(p(ad)) =

(fi-a)(f2-b) ® 1y
> (e filer) - a)((€] faleg)) - b) @ 1y

1,j=1

D (i -a)(€; - b) @ file:) faley)
(ida @ /(3 (] - a)(e; - b) @ eie)

(ida ® f)(p(a)p(b)).

Logo, temos a condicao (ii) da Definicao 2.4.6 p(ab) = p(a)p(b).

20



Temos também:

p(la) = D el-1a®e

=1

= Z ].Ae,?(]_H*) X e;
=1

= Z 1A & 6?(1]{)61
i=1

= 1,4 ® 1.

Portanto, temos que A é um H-comoddulo algebra a direita.

. ~ . ~ . *
Para terminar a demonstracio da proposicao, precisamos mostrar que A" =

A°H  De fato,

*

AT = fac Alf-a=¢e(f)a,Vf € H*}
= {a€Alf-a= f(lg)a,Vf e H"}
= {a € Al(ida ® f)(p(a)) = (ida @ f)(a @ 1),V f € H"}
= {a€ Alp(a) =a® 1y}
Aol
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Capitulo 3

Algebras de Hopf quase

cocomutativas e quasitriangulares

Neste ultimo capitulo vamos generalizar a definicao de algebras de Hopf cocomu-
tativas, obtendo os conceitos de algebras de Hopf quase cocomutativas e quasitrian-
gulares, que podem ser encontrados em [5]. Apresentamos, ainda, alguns exemplos

e resultados importantes sobre a antipoda de tais algebras de Hopf.

3.1 Algebras de Hopf quase cocomutativas

Nesta secao vamos definir algebras de Hopf quase cocomutativas, que sao uma
generalizagao de algebras de Hopf cocomutativas, dar exemplos e algumas proprie-

dades importantes dessas algebras.

Seja H uma algebra de Hopf. Sabemos, do capitulo anterior, que H é cocomu-
tativa quando 7oA = A, onde A é a comultiplicacao e 7 é a aplicacao twist. Vamos

generalizar este conceito com a seguinte definicao:

Definicao 3.1.1. Uma dlgebra de Hopf H € dita quase cocomutativa se a antipoda
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S for bijetiva e se existe um elemento invertivel R € H® H tal que para todo h € H,
T(A(h)) = RA(h)R™Y,

onde T € a aplicacdo twist.

Na notacio de Sweedler, a igualdade 7(A(h)) = RA(h)R™! significa que
hg ® hl - R(hl ® hg)Ril.

Exemplo 3.1.2. Toda dlgebra de Hopf cocomutativa H € quase cocomutativa. De

fato, pelo Corolario 2.2.12, S € bijetiva. Tomando R =1y ® 1y, temos:

= hi®hy
= ho®Mhy

= 7(A(h).

Assim, temos que a algebra de grupo kG é uma algebra de Hopf quase cocomu-

tativa, pois é cocomutativa.

Exemplo 3.1.3. Jd vimos que se H ¢ uma dlgebra de Hopf com antipoda S bijetora,
entio HP € uma dlgebra de Hopf com antipoda S~ e sua comultiplicacdo ¢ dada
por A' =10/, onde A € a comultiplicaciao de H. Vamos verificar que se H é uma
dlgebra de Hopf quase cocomutativa via R =) . a; ®b;, entdo HP também é quase

cocomutativa via B =T1(R) =), b; ® a;.
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De fato, para todo h € H temos:

T(A'(h)B = 7(7(A(h)))B
= Z hib; @ hoa;
= T(Z hoa; ® hlbl)
= 7((r(A(h))R)
= 7(RA(R)).
= T(Z aihl (%9 blhg)
= Z bzhg & aihl

= BA'(h).
Logo HP € uma dlgebra de Hopf quase cocomutativa.

Vejamos agora um exemplo de algebra de Hopf quase cocomutativa que possui

R nao trivial. Este exemplo aparece em [5].

Exemplo 3.1.4. A dlgebra de Sweedler Hy = (g, z|g* = 1,22 =0 e zg= —gx)
¢ um exemplo de algebra de Hopf quase cocomutativa com R nao trivial, que é dado

por:

«

1
Ra:§(1®1+1®g+g®1—g®g)+2

(xR@r—2r®@gr+gr®x+ grQ gr),

onde o € k.

Lembrando que g* =1, 212 =0, 1g = —gz, A(g) = g®g e A(z) = gQr+1®1,

vamos verificar as igualdades:

T(A(g))Ro = RoA(g) e 7(A(x))Ry = RoA(2).

Verifiguemos a primeira igualdade, ou seja, T(A(g))Ra = RaA(g).
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Por um lado, temos:

A
e
S
=
Q

I
<
®
S
=
Q

(9Rg+9®¢*+ 9 ®g—g*®7g%)
8]
9
(JRg+9gR1+10g9g—-1®1)

«

(92 ® gr — g ® ¢°x + ¢°1r ® g7 + ¢°r @ ¢°)

+ NI~ 4+ N

Do |

(grRgr—grR@r+rQgr+ Q).

Pelo outro lado, temos:

R.A(g) = Ra(g®g)

1

= J®g+ges+sRg—g" ®g)
«Q
—I—E(x'g@xg—xg@g:vg+gxg®xg+g:zg®ga:g)
1

= §(g®g+g®1+1®g—1®1)
a 2 2 2 2
+§(g$®9$—93€®9~’U+995®95€+9~’C®93€)
1

= §(g®g+g®1+1®g—1®1)
«
+§(gx®g:r—gx®x+x®gx+a:®x).

Agora vamos verificar a sequnda igualdade, ou seja, T(A(x))R, = RoA(x).

Por um lado, temos:

T(A(z))Rey = T(g®@r+2®1)R,
= (r®@g)Ra+ (1®2)R,

1 2 2
= (§(x®g+x®g +29Q09g—29R® g°)
o
+§(a:2®gx—x2®92I+$g$®g$+$gx®92x)>

+z(l@rx+1Rrg+gRr—g®xg)

N | —

o 2 2
+§(5E®ZE — T Qxgr + gr @ 7 + gr ® TGY)).
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Simplificando a equagao, temos:
1
7(A(z)) R :§($®9+I®1—g$®g+gx®l+l®x—1®gx+g®x+g®gm)

(6%
—|—§(—gx2 ®gr — g1’ @1 + 1 ® gr® — gr ® gr’)

1
= §(x®g+x®1—gx®g+gx®1+1®x—1®g$+g®9€+9®9$)‘

Agora, por outro lado, temos:

R, A(x) = R.(g®z)+ Ro(z®1)

1
= (§<9®x+g®gw+92®w—92®gw)
(e}
+§(xg®w2—xg®g$2+gxg®w2+gxg®gx2))
1
+(§(:U®1—|—x®g+gx®1—gx®g)

Q

+§(:v2®x—a:2®gx+gx2®$~|—ga:2®g:v))

1
:§(g®x+g®gx+l®x—1®gx+x®1+x®g+gx®1—gx®g).
Logo, temos que (T o A)R, = R, A e, portanto, Hy € quase cocomutativa.

Vimos que quando H é uma &algebra de Hopf cocomutativa e V e W dois H-
modulos a esquerda, temos que V@ W = W &V como H-mddulos a esquerda. Este

fato sera generalizado para algebras de Hopf quase cocomutativas no seguinte lema:

Lema 3.1.5. Sejam H uma dlgebra de Hopf quase cocomutativa, V e W dois H-

modulos a esquerda. Entao V@ W =W @V como H- mddulos a esquerda.

Demonstracdao. Ja vimos que a estrutura de H-mddulo a esquerda para V @ W é

dada pela acao:

h-(w@w)=hy-v®@hy-w,YVhe HveV e weW.

Definimos ¢ : VW — W&V tal que ¢(v@w) = R~ (w®wv). Vamos mostrar

que ¢ é um isomorfismo de H-médulos a esquerda.
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Para todo h € H, temos:

Sh- (0o w) = 6(h v hsw)
= R 'hy-w®hy-v)
= R'7(AM)(w @)
= AR Y w®wv)

= h-o(vew).

Logo, ¢ é um morfismo de H-mdédulos a esquerda.

Seja ¢ : W@V — V®W dada por p(w ® v) = 7(R)(v ® w), onde R =
>0, ®b € H® H. Denotamos R = Y., ci®d; € H® H e definimos a acao de
H®Hem W®V por RY (w®v)=>,¢ w®d;-v. Vamos mostrar que ¢ é a

aplicagao inversa de ¢.
De fato, para todo v € V e w € W, temos:
(pop)v@w) = (R (w®v))
= @((Z ¢ ® di)(w @ v))
= Sﬁ(zcz"w®dz"v)
= T(RZ)(Zdi V& ¢ w)

= T(R)7(R7)(vew)

= vQRw.

A {ltima igualdade segue do fato que RR™! = 15 ® 1g, assim 7(R)7(R™1) =

1y ® 1.

Logo, v 0 ¢ = idygw. Analogamente, temos que ¢ o ¢ = idygy. Portanto,

VoW=2ZW®V como H-mdédulos a esquerda. n
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Temos pelo Corolario 2.2.12 que se H é uma algebra de Hopf cocomutativa
entdao S? = idy, onde S? = S o S. Esta propriedade pode ser generalizada para

algebras de Hopf quase cocomutativas.

Proposicao 3.1.6. Seja H uma dlgebra de Hopf quase cocomutativa. Entdo S? é
um automorfismo interior de H. Mais precisamente, escrevendo R =) a; ® b; e

w=">,5(b;)a;. Entao u € invertivel em H e, para todo h € H, temos
S%(h) = uhu™" = (S(u)) " 'h(S(u)).
Consequentemente, uwS(u) € um elemento do centro de H, ou seja,

uS(u)h = huS(u), Vh € H.

Demonstragdo. Primeiro mostraremos que S?(h)u = uh,Vh € H.

Pelo fato de H ser uma algebra de Hopf quase cocomutativa, temos que
(he @ hi)R = R(h1 ® hs),
assim seque que:
(R 1p)(h @ ha @ hg) = (ha ® hy @ h3)(R® 1p),

ou seja,

Z a;hy ® bihy ® hy = Z haa; @ hib; & hs.

Aplicando (mo7)o((mo7)®idy)o (idy ®S®S5?) de ambos os lados da equagao

acima, temos as seguintes igualdades:

252 hs)S(biha)aihy = ZSQ hs) S (h1bi)haa;;
ZSz(hg)S(hQ)S(b,-)aihl = Zs? (h3)S(b:)S (hy)hoa;
125 haS(h3))S(b)ashy = 252 h2)S(b;)e(hy)a;:

ZS (h2))S(bi)ashs = ZSQ(hQS(hl))S(bi)ai;
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ZS( w)e(ha)Sb)ahy = Y S*(h)S(bi)a;
21,,5 Jaihie(hy) = Y S7(h)S(bi)as;
> Sh)ah = Y S*(h)S(bi)a;;

uh = S*(h)u.

Agora, vamos mostrar que u é invertivel.

Escrevendo R™' = 7. ¢;®d; e v =3, S7(dj)c; e usando o resultado anterior,

temos que v é o inverso de u. De fato,

w = Zus—l
= 252 ))uc;
= ZS Juc;
= ZS ZS
= ZS bid,)asc;.

Mas, temos que ), - a;c;®@bd; = RR™' = 15 ® 1y e aplicando (mo7)o(idy ®5)

nessa igualdade, segue que ), . S(bid;)aic; = 1. Assim, uv = 1p.
Portanto, u ¢ invertivel e S?(h) = uhu™!, Vh € H.
Por tltimo, vamos mostrar que S?(h) = (S(u)) 'h(S(u)). Para isto, aplicaremos

S na expressao S?(h) = uhu™' e, como S é bijetora, trocaremos S(h) por h, como

segue:
S(S%(h)) = S(uhu™t)
S*(S(h)) = S(u™)S(h)S(u)



Logo, uS(u) é elemento do centro de H, pois u e S(u) sdo invertiveis. O

3.2 Algebras de Hopf quasitriangulares

Nesta secao vamos definir uma algebra de Hopf quasitriangular, que é um caso
particular de algebra de Hopf quase cocomutativa, além de dar exemplos e propri-

edades importantes da antipoda dessas algebras de Hopf.

Definicao 3.2.1. Uma dlgebra de Hopf H ¢é quasitriangular (QT) se H € quase

cocomutativa, via R =Y. a; ®b; € H® H, e cumpre as sequintes igualdades:
(A®idy)R = R¥®R® (3.1)

(idg ® A)R = R"¥®R", (3.2)

onde R12 = Zla,®bz®1H, R13 = Zlaz®1H®bz € R23 = ZZ1H®al®b,
Na notacao de somatdrio, as equagoes (3.1) e (3.2) equivalem a:

Zaﬂ@aﬂ@bizzai@aj@bibj e

7 2y}

Zai®bi1®bi2:zaiaj®bj®bia

7 2,7

respectivamente.

Definicao 3.2.2. Uma dlgebra de Hopf H serd chamada de triangular se, além de

ser quasitriangular, R™' = 7(R).

Exemplo 3.2.3. Se H ¢ uma dlgebra de Hopf quasitriangular via R, entao HP é

quasitriangular via B = 7(R).

Pelo Exemplo 3.1.3 temos que HP € quase cocomutativa, falta verificar as igual-

dades 3.1 e 3.2 da Definicao 3.2.1.
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Temos, entao:
(A’ ®idger)(B) = Z biz ® b1 @ a;

i

= Y@ erA®h)

7

— Z(T o (idg @ 7))(a; @ A(b;))

= (1o ((idg @ 7))(idg ® A))(R)
= 7o(idy ®T)R®R*
= sz ®b] ®aiaj
i,J
— 813323.
De forma andloga, temos que (idgeor @ A')B = B B2,
Portanto H®P ¢ quasitriangular.
Exemplo 3.2.4. A dlgebra de Sweedler Hy é quasitriangular com R = R, dado no
Exemplo 3.1.4.

De fato, basta verificar as igualdades 3.1 e 3.2 da Definicao 3.2.1.

Lembrando que em Hy temos as relagoes: g*> = 1, 22 =0, xg = —gz, Ag) =

g®geAlxr)=2®1+ g® x, vamos verificar a primeira condi¢do.

Por um lado temos:

(A @idy,)(R) — %(A@z’dm)(l®1+1®9+9®1—9®9)
+ %(A@idm)(w®x—x®gm+gw®$+g$®9$))
= %(1®1®1+1®1®g+g®g®1—g®g®9)
+ %((x®1+g®x)®x—(x®1+9®$)®91’
+ (gR g 1I+g@ )@ r+(g® g)z ® 149 @ 2)® gr)).
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Logo, seque que:

1
(A ®idy,)(R,) = 5(1®1®1+1®1®g+g®g®1—g®g®g)
(6%
+ 5(%@1®x+g®x®x—x®1®gx—g®x®gx

+ grRIVT+FP R TR T+9r ® g ® gr+9° ® gr ® gr)
1
= ;(I®lgl+lelegtgegal-gogayg)

o'
+ §(x®1®x+g®x®x—x®1®gw—g®x®gm

+ rRgRr+1RIrRr+gr® g gr+l ® gr ® gz).

Agora, vamos calcular R R?. Note que temos:

1
R} = ;(1@181+1018g9+90101-g018y)

«Q
+ §(x®1®:U—a:®1®ga:+ga:®1®x+g:z;®1®gx)),
e temos ainda:

1
R® = slelel+leleg+legel-1090y)

o
+ 5(1®x®:€—1®x®gm+1®gm®x+1®gw®g$)).

Fazendo a multiplicacdo das duas equagoes, temos que:
RPR® = A+ B+C,
onde os termos A, B e C' sao dados, respectivamente, por:

1
A= J(10181+10189+10901-18g98g+1011y
+ 1010 +10909-1090¢*+9g0101+g901®y

+ gRIV1-gRIVI-—gR1IRI-—gRLIRFP—gR IR g+g® g® g°),
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«Q
4
I11R¢r+1Q9prRgpr+1R9prR¢r+gRrRr —gR 1R gr

IRrzr—10rR9gr+1RgrRr+1RgrRgr+1Rr® gz

g®gx®x+g®gx®gx—g®x®gx+g®x®92x—g®gx®gx
g®g:r;®92x+x®1®x+x®1®xg+x®g®x—x®g®xg
TRIQgr—rR1R9grg — 1R gRIr+rR9gRgrg+9grX1Qx
9gr®1R@rg+grR@gRr—gr g rg+gr® 1 gr+gr @ 1R grg
9T ® g ® gr — 9T ® g ® gzg),

2
o
Z(x@ rQRrP-rQ Rrgr+r g Rzt ® gr QTIr—r LT & gxg

x®x®gmgw—x®gm®gm2—x®gm®gxgx—|—gx®x®x2
gx®x®xgx+gx®ga:®x2+gx®ga:®xgx+g:c®x®gx2

9T R T ® grgr + gr ® g @ gr* + 9T @ 9T ® grgT).

Substituindo as relacoes > = 1,2> = 0, xg = —gx e simplificando as equacoes

temos que:

A

eC=0.

_ i@a®1@1y+m1®1®gy+mg®g®1%—%g®g®gﬁ

1
— 5(1®1®1+1®1®g+g®g®1—g®g®g),

«
Z(Q(x@l@x)—f—?(g@a:@x)—2(m®1®gm)—2(g®x®g.r)

+ 2(gz®92)+2(1 R gr @ x)+2(gx ® g ® gr)+2(1 ® gr ® gx))

«

= (2R1IRr+gRrRr—rR1Rgr—gRr gz

2

+ rRIVr+1lRerRr+grRgR gr+1® gr  gr),

Logo, temos que RBPR* = A+ B+ C = (A ®idy,)(R,). De forma andloga,

verifica-se que (idg, ®A)(Ry) = RBRI2. Portanto, temos que a dlgebra de Sweedler

H, € quasitriangular.
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Vejamos agora uma proposicao com algumas propriedades de dlgebras de Hopf

quasitriangulares.

Proposicao 3.2.5. Se H ¢ uma dlgebra de Hopf quasitriangular via R, entdo valem

as sequintes propriedades:

R12R13R23 — R23R13R12 (33)
(S®idy)R=R"'=(idg® SR, ¢ (S®S)R=R (3.4)

A equagao (3.3) é conhecida como equagdo quantica de Yang-Baxter (QYBE)

em mecanica estatistica.

Demonstracao. Inicialmente vamos provar a igualdade 3.3.
R12R13R23 — RIQ(A ® ZdH)R

= (Z a; @b; @ 11{)(2 ai ® aiz @ b;)

J

= Z a;a;1 @ bja @ by

i,
= > (a; @ b)Aa;) @ b
(2
= Y RA(a)®b;.
Como H é quasitriangular, em particular quase cocomutativa, temos que >, RA(a;) =
> T(A(a;))R. Logo,
RPR¥R*® = " RA(a;) ®b;
= Y 7(A(a)R@b;
= Z aiQG/j X aﬂbj X bl

i7j

= (Z a0 @ a;1 K bi)Ru.
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Ainda, por H ser quasitriangular, temos que vale a equagao (3.1), ou seja,

Zaﬂ@aﬂ@bizzaz'@aj@bibj.

i .3

Aplicando 7 ® idy nessa igualdade, temos que

Zai2®ail®bizzaj®ai®bibj.

1

Assim,
(Z Ao @ a;1 ® bi)Ru = (Z a; @ a; @ bibj)Rm

= (Z lg ®a; ®bi)(zaj ® 1y @ b;)
i J

_ R23R13R12.

Logo R12R13R23 — R23R13R12.

Agora, provaremos a igualdade (3.5) para usa-la na prova da equagao (3.4).

Por H ser quasitriangular temos que (A ® idy)R = R¥R*, ou seja, >, a; @
ap®b; =Y, ;a;®@a;@bb;. Aplicando ¢ ®id%, onde id% = idg ®idy, na equagao,
temos as seguintes igualdades:

28(%‘1) ® a2 ® b; = 25(%) ® a; @ b;b;

i irj

Z 1y ®e(an)ap ® b, = Z 1y ®e(a;)a; @ bb;
i irj

Z Iy ®a; ®b; = Z 1y ® (e(a;) ® b;)(a; ® b;)
i ij

Assim, 1y @ R = 1y ® (e(a;) ® b;)R. Logo, (¢(a;) ® b;) = 1y ® 1y, ou seja,

De forma analoga, aplicando id% ® € na igualdade 3.2 temos que (idy ® €)R =

lgp ®1y.

65



Para finalizar, provaremos que (S ® idy)R = R™! = (idgy ® S™HR.

Por um lado, temos:

R(S®idg)R = R(S®idg)() a;i®b)

= R(Z S(a;) @ b;)
= O 4 bj)(z S(a;) @ b;)

J

= Z(IjS(CLZ') ® b]bz

2%
= (meidy)()_a; ® S(a;) @ bjb;)
2%
2%

Note que Y, - a; ® a; @ bjb; = RBR* = (A ®idy)R. Assim,

= (m®idy)(idy ® S ®idy)()_ an ® ap @ b)

7

= (m@idy)(D_ an ® S(an) ®b;)
= ) anS(ap) @b
= Zd@@bi
~ (coidn)R
= 1lp®1py.
Logo, (S ®idy)R = R~

Para provar o outro lado da igualdade, usaremos o fato de H”? ser uma algebra

de Hopf quasitriangular com antipoda S~!, via B = 7(R). Assim, temos que:

(S_l ® idHcop)(B) — B_l,
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ou seja,

B(S_l ® idHCOP)(B) - ].HCOP ® ].Hmp = ]-H ® 1H
Aplicando 7 em ambos os lado desta equacao, temos as igualdades:

7(B(S™' @ idgeor)(B)) = 7(1g @ 1g)
T(Z bisil(bj) ® CLiCLj) = 1H ® 1H
1]
ZO,Z’CLJ‘ X bisil(bj) = 1H (059 1H
1,J

R(idg @ S™HY(R) = 15 ® 1y.

Logo, (idg ® S™')(R) = R~
Para concluir a demonstragao da proposigao, falta mostrar que (S ® S)(R) = R.

De fato, temos:

(S®S)R) = (idy ®S)(S®idy)(R)
= (idg ® S)(R™Y)

= R

A tltima igualdade segue do fato que (idy ® S™')(R) = R~!. Aplicando idg ® S

de ambos os lados da equacao, seguem as igualdades:

(idg ® S)(idg @ S™)(R) = (idy ® S)(R™)
(idg @ (S o S™"))(R) = (idy ® S)(R™)
(idg @ idy)(R) = (idy @ S)(R™")

R = (idg ® S)(R™1).
O

Para algebras de Hopf quasitriangulares temos uma propriedade muito forte para
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a antipoda. Essa propriedade é dada pelo proximo teorema, cuja demonstracao

pode ser encontrada em [3] e [5], e é este que encerra nosso trabalho.

Teorema 3.2.6. Se H é uma dlgebra de Hopf quasitriangular via R, entao Vh € H
temos

S*(h) = ghg™",

onde g = u(S(u))™" € um elemento grouplike de H.

Demonstracao. Vamos mostrar que g ¢ um elemento grouplike de H, ou seja,
A(g) = g ® g. Para isso, primeiro mostraremos alguns itens que serdo usados

na prova.

Mostraremos inicialmente que para u = ), S(b;)a;, temos:
A(u) = (BR) '(u®u) = (u®@u)(BR)™* (3.6)

onde B = 7(R).

Pelo fato de H e HP serem algebras de Hopf quasitriangulares, temos que:
7(A(u))R = RA(u) e 7(A'(u))B = BA'(u),

onde A" =70 A. Assim, 7(A'(u)) BR = BA'(u)R.

Desenvolvendo o lado esquerdo dessa igualdade, temos:

7(A'(u))BR = 7((roA(u)))BR

Pelo lado direito da igualdade, temos:

BA'(u)R = Bt(A(u))R

68



Logo, temos que
A(u)BR = BRA(u), (3.7)

entao é suficiente mostrar que A(u)BR = u ® u.

Para u =Y, S(b;)a;, temos:
Aw) = A S(ba)
3 INCOINES
(50 Sa)A)

7

= (5@ 8)(A (b)) Aar).

i

Assim,

A(w)BR = Y ((S® S)(A(b:)A(a;)BR

(2

= ) ((S®S)(A(b;))BRA(a;)  (por 3.7).

1

Considere agora H ® H = H®? como um H®*-mdédulo definindo a acao:

(h@k)e(zr®@y®z@w)=8(2)ht® S(w)ky, Yhk,x,y,z,we H.

Denotaremos por R’* € H®* k.1 = {1,2,3,4}, o produto tensorial de 4 elemen-
tos que possui a; na posicao k, b; na posicao [ e os elementos das demais posigoes

sao 1g.

Assim, temos:

A(w)BR = ) ((S® S)(A'(b;))BRA(a;)

)

= Y (S ®8) (b @ b)) (D bay @ arb) (Y an @ ain)

7 7.k %
= Z S(big)bkaj(lﬂ & S(b,;l)akbjaig.
2,9,k
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Note que

Z S(big)bka]’ail X S(bil)akbjaig = (Z bk X Clk) [ ] (Z (7123 & bjaig X big X bz]_)
k

i,9,k i,J

Logo, segue que:

A(w)BR = Be((D> a;@b®1y@15)(> Ala)® A(b)))

J

= Be(R*(AaA)D a;ab))

7

= Be(R"™(A®A)(R)).

Note que (A @ A)(R) = (A ® id%)(idg ® A")(R). Assim, temos que:

R?(A@A)R) = R™(A®id})(idg @ A)(R)
= RZ?(A®idy)(idg ® 7)(idg ® A)(R)
= R"™(A®id%)(idg ® T)R¥®R"Y

_ R’H(A@)id?{)(idH@T)(Z a;a; ®b; @ b;)
= RP(A®idy)() wa ®ZZ¢ ® b))
_ R/lQ(Z A(aiaj)hj@ b; ® bj)
12
= R’H(Z ai1aj1 @ inajo @ b; @ bj)
12
= R/IQ(ZGH®ai2®bi®1H)(Zaﬂ®aj2®1H®bj)'

7 J
Mas, temos que:
> an ®ap @b = (A®idy)(R) = R®R® =" a; @ a; ® by,
i i

pois H é quasitriangular. Assim,

Zail®ai2®bi®11{:Zai(g)aj@bibj@lﬂ e

3 2,7
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Zaj1®@j2®1H®bj:Zak@)al@l}]@bkbl.
J l

Entao, usando essas igualdades, temos que:

R,m(A ® A/)(R) = RIIQ(Z a1 Q aig @ bZ X 1H)(Z Q41 ® A jo ®1lg® b])

i J

= R/12(Zai®aj®bibj®1H)(Zak®al®1H®bkbl)
i,J k,l

— R/12Rll3R/23R/14R/24

— R/23R/13R/12R/14R/24.

A tltima igualdade segue da equacao (3.3) da Proposicdo 3.2.5.
Assim,
A(u)BR — B ° (R/23R/13R/12R/14R/24)-

Temos tambéms que:

BeR? — (Zbi®ai).<21H®aj®bj®1H)
i J

= ZS b; ® S(1y)aia,

= ZS j i®a¢aj

= (S®de ZS b; ® a;a;)

i,

= (S®idy) ZS ) © a;) Zb ® aj).
Pela Proposi¢io 3.2.5, temos que R~ = (idyg ® S™Y)(R) = Y., a; ® S™1(b;).

Temos ainda que se R7'R = 1y ® 1y, entdo 7(R™'R) = 1y ® 1y. Assim, segue

que:
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BeR® = (S@idy)(Y_ S7'(b)®a)(d b; ®ay)
= (S®@idy)(T(R™")7(R))
= (S®idy)(T(R'R))
= (S®idy)(ly ® 1g)

= 1y ®ly.

Logo, temos que:

B ° (R/23R/13) — (B ° R/23) ° R/13
_ (]_H@].H).R/lg

= ) S(bi)a; ® 1y

Ainda temos:

Be <R123R/13R/12R/14) — (U ® 1H) ° (R/12R114)

= (u@lH)0((204@[)1@1H®1H)(Zaj®1H®1H®bj))

J

= (uely) e () aa; @b 1y b))
0,J
= Z S(1g)uaza; @ S(b;)1gb;
Y]
Y]

Note que, pela Proposicao 5.2.5, temos que (idy ® S71)(R) = R, ou seja,
(idg @ STY)(R)R =1y ® 1y. Assim,

O @S ) a;@b) =1p® 14,

J
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ou seja,

Zaiaj & S_l(bi)bj = 1H X 1H
2%
Aplicando idy ® S na ultima igualdade, temos que:

Zaiaj X S(bjﬂ)Z - 1H (059 lH

1]
Assim, segue que:
Be (RPRVRVZR™) = Y uaa; ® S(b;)b;
= (Zj@ 1) () aia; @ S(b;)b;)

i?j

= (u®ly)(ly ®1y)

Finalmente obtemos:
Be (REBRBRRURM) = (4@ 1y)e R
= (u®1H)o(ZlH®ai®1H®bZ~)
— Z S(lH)Uh; ® S(bi)1ya;
= XZ: u® S(b;)a;
= u®lp)(ly® Z S(bi)as)

= (u®1y)(lg ®u)

= uu.

Logo, A(u)BR = u ® w.

Agora, vamos mostrar que A(S(u)) = (S(u) ® S(u))(BR)™".
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Note que (RB)™' = B'R™!

A(S(u)) =

Vamos mostrar que (S ® S)((RB)™!) =

desejado.

Lembremos que, pela Proposi¢cao 3.2.5,

Bt =(S"'®idy)(B)

ou seja,
Z S

Assim, segue que:

(BR)" =

®aj e R '=

~1 = R7'B~!. Assim, temos que:

Hu®wu))
w@u)(S® S)(RB)™)

~1 e, entdo, temos o resultado

= (idg @ S™Y)(R),

> a® S ()

(S ®idp)(R)(idy ® (S71)7")(B)

(Z Sla:) ® bi)(z b @ 5(a;))



Por outro lado, temos:

(5 ®5)((RB)

Portanto, A(S(u))

_1)

= (S®S)(B'R™)
= (S®9)( ZS ) @a)(dai® ST (b))

i

= (S®09) ZS j)a; @ a;S” (b,))

= S s(s” 1(bj)az)®5(ajS H(0i)

1,J

= > S(a)b; @ b;iS(ay).

i,J

(S(u) ® S(u))(BR)™.

Agora, usando o que foi provado, vamos mostrar que A(g) = g ® g, onde g =

u(S(u)~

De fato,

Portanto, g é um elemento grouplike.

Para terminar a prova do teorema falta mostrar que S*(h) = ghg~!. Para isso,

vamos relembrar algumas propriedades.
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Defina z = uS(u) = S(u)u. Note que como g é grouplike, entao:
Sg)=g7" (3.8)
Pela Proposi¢ao 3.1.6, temos que:
S%(h) = uhu™t = (S(u)) " *h(S(u)), (3.9)
de onde segue que, para v = !, temos:

S%(v)u = 1y. (3.10)

Assim, temos que:

g '8%h) = S(g)S*(S*(h)), (por 3.8)
= S(g9)S*(uhu™'), (por 3.9)
= S(u(S(w)"")S*(u)S*(h)S*(u™)
= S(S(w)u(S(u)"")S*(h)S*(u™)
= S(=(S(u)™)S*(h)S*(v)
= S()(S(u)""h(S(u)S*(v), (por 3.9)

= Rh(S(u))u™', (por 3.10)

A tltima igualdade segue do fato de que g = u(S(u)) ™!, assim g~ = (u(S(u))™!) =
(S(u))u=t.

Portanto, S*(h) = ghg™! e, assim, terminamos a demonstragao do teorema.
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