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Graduação em Matemática Aplicada, Porto Alegre, 2009.
Orientador: Prof. Dr. Julio Cesar Ruiz Claeyssen
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RESUMO

Este trabalho faz um estudo das vibrações em um nanotubo de carbono

com paredes duplas, sob a influência de forças intermoleculares. É considerado o

modelo estrutural da viga de Timoshenko sujeito ao efeito de van der Waals. As am-

plitudes na análise modal são determinadas através da resolução de um problema de

autovalor com uma equação diferencial linear de segunda ordem com coeficientes ma-

triciais de quarta ordem que dependem não-linearmente do autovalor. A formulção

matricial utiliza a base gerada pela função de Green matricial de valor inicial. Esta

função depende da resolução de um problema de valor incial com uma equação difer-

encial escalar de oitava ordem. São apresentados os métodos de Clenshaw e Urabe

para a resolução aproximada com o uso de expansão em série com os polinômios de

Chebyshev.



ABSTRACT

This work makes a study of the vibrations in a double-walled carbon

nanotube, under the influence of intermolecular forces. It is considered the structural

model of the Timoshenko beam of subject to the effect of van der Waals. The

amplitudes in modal analysis are determined by solving an eigenvalue problem with

a second-order linear differential equation whose matrix coefficients re of fourth-order

and depend non-linearly upon the eigenvalue. The matrix formulation employs a

basis generated by the initial value Green matrix function. This function depends on

resolution of an initial value problem with an eight-order scalar differential equations.

The methods of of Clenshaw and Urabe are presented for the approximate solving

with the use of series expansions with the polynomials of Chebyshev.
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1 INTRODUÇÃO

A nanotecnologia envolve o desenho, construção e utilização de estru-

turas em que ao menos uma dimensão caracteŕıstica é medida em nanômetros. Tem

sido impulsionada pela pesquisa e desenvolvimento com nanopart́ıculas, nanotubos

de carbono e os nano-dispositivos.

Os nanotubos de carbono com múltiplas camadas, foram apresentados

em 1991 [31], como produto colateral na obtenção experimental dos fulerenos obtidos

em 1985. O fulereno é uma estrutura fechada de carbono com formato de bola de

futebol (domo geodésico) composto por 12 pentágonos e 20 hexágonos, cuja fórmula

é C60.

Figura 1.1 Estrutura do Fulereno

Os nanotubos de carbono são macromoléculas ciĺındricas compostas

de átomos de carbono em um arranjo hexagonal periódico com hibridização sp2,

semelhantes ao grafite [30]. Eles são constituidos como se fossem folhas de grafeno

enroladas, podendo até mesmo ser um único átomo de carbono de espessura.
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Figura 1.2 Estrutura do Nanotubo

Os nanotubos de carbono recebem esta denominação devido a sua mor-

fologia tubular em dimensões nanométricas (1nm = 10−9m.), podem ser constitui-

dos de apenas uma única camada ciĺındrica de grafite (SWNTs, single-walled nano-

tubes) ou de múltiplas camadas concêntricas espaçadas de 0.34 − 0.36nm um do

outro (MWNTs, multiple-walled nanotubes). Tipicamente, os nanotubos são aproxi-

madamente 2-15 nm no diâmetro e aproxi-madamente 100-200 nm de comprimento.

Devido ao fator da escala, exibem propriedades f́ısicas, qúımicas e biológicas bas-

tante vantajosas pela sua inserção entre a escala atômica e a escala macroscópica.

Conforme [30], existem várias possibilidades de direção para o grafite

enrolar gerando um nanotubo. A força motriz para a formação de nanoestruturas

fechadas de carbono tem sido atribuida à instabilidade do grafite. Desta foram os

nanotubos são definidos por um vetor e um ângulo quiral que segundo [30] são dados

por:

~Ch = n~a1 + m~a2 (1.1)

θ = arcsin

( √
3m

2
√

n2 + nm + m2

)
, (1.2)

onde a1 e a2 formam uma base de vetores unitários e n e m são números inteiros.
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O ângulo quirial ~Cn é o ângulo na direção zigzag. Para cada par (n,m)

temos uma maneira diferente da camada enrolar. A variação do ı́ndice de quirial-

idade resulta em diferentes nanotubos, mas não são encontrados nenhum tipo de

tubo em particular [30]. Em tubos de paredes múltiplas, cada cilindro possui uma

natureza distintas. Existem dois tipos de configurações altamente simétricas: as

denominadas tubos tipo poltrona (armchair) e tubos ziguezague (zigzag).

Figura 1.3 Rolamento, ângulo quiral

Devido a grande razão de aspecto, os nanotubos de carbono exibem um

módulo de Young, E, de 1,2TPa e suportam tensões centenas de vezes mais elevadas

de aquelas aplicadas ao ferro. Os nanotubos são termicamente estáveis até 2800oC

(no vácuo) e exibem uma condutibilidade térmica aproximadamente duas vezes mais

alta que a do diamante [49], e podem exibir uma capacidade de conduzir corrente

elétrica muito superior a apresentada pelos fios do cobre. [17]

Com o uso de variados caminhos experimentais, teóricos e computa-

cionais, extensivos estudos de pesquisa sobre as propriedades dos nanotubos de

carbono foram realizadas. Visto que as experiências controladas na escala nano

são dif́ıceis devido ao amplo espalhamento (wide scatter) nos valores experimentais

relatados , e as simulações moleculares da dinâmica permanecem pesadas para os

sistemas em grande escala (106− 108 átomos por alguns nanossegundos). Os mode-

los elásticos cont́ınuos têm sido extensamente usados com sucesso para estudar o



4

comportamento mecânico de CNT’ s, tal como a deflexão de estática, a vibração

térmica e freqüências ressonantes.

A importância de estudar vibrações em CNTs está em suas propriedades

mecânicas e eletrônicas aplicadas em um número de dispositivos nanomecânicos tais

como osciladores, detectores da carga, pulsos de disparo, dispositivos de campo e sen-

sores de emissão. As vibrações de CNTs ocorrem durante determinados processos de

manufatura (por exemplo, ultrassonificação em processamento de nanocompósitos) e

como parte de alguns processos de avaliação nanodestrutiva como a espectroscopia

de Raman. É assim importante ter modelos teóricos exatos para as freqüências

naturais e a formas dos modos dos nanotubos de carbono por diversas razões [24].

Figura 1.4 Modelos: molecular, numérico e cont́ınuo[33]

Conforme o estudo [64],[65] as vibrações em nanotubos de carbono são

animadas por altas freqüências, acima de 1Thz. Entre os diversos modelos elásticos

cont́ınuos aplicados nos estudos sobre vibrações e ondas sonoras em nanotubos de

carbono, destacamos os modelos da viga de Euler-Bernolli e o modelo da viga de

Timoshenko. Segundo Yoon e outros [66], os efeitos da inércia de rotação e do

cisalhamento são significativos no estudo de freqüências de alta ordem (Thz), desta

forma o Modelo de Timoshenko é preferencial.
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Inicialmente no caṕıtulo 2, o modelo da viga de Timoshenko é cons-

truido pela formulação newtoniana do balanço de forças e, também, com o uso

da formulação hamiltoniana relativa à variação estacionária da energia do sistema.

Após o acoplamento com a força de van der Waals, o modelo é escrito na forma

matricial conservativa com a introdução de uma matriz tipo massa e uma matriz

tipo rigidez, a última é definida como um operador diferencial de segunda ordem. As

condições de contorno, também são escritas de maneira matricial, observando que

são as mesmas em cada camada e, portanto os coeficientes matriciais são matrizes

bloco.

No caṕıtulo 3, é considerada a análise modal que leva a um problema

de autovalor dinâmico, uma vez que envolve a resolução de uma equação diferencial

matricial. Este estudo é realizado com o uso de uma base matricial gerada pela

função de Green matricial de valor inicial h(x), conforme Claeyssen apresenta em

[7] e [11]. Esta função permitirá obter a equação caracteŕıstica em termos de uma

função escalar d(x) e suas derivadas. O caso de um sistema bi-apoiado é considerado

conforme [2] ou [66]. O cálculo não-espectral de h(x) pode ser realizado em termos

da função d(x) e suas derivadas até a ordem oito.

Para aproximarmos d(x) neste trabalho, consideramos o estudo dos

métodos de Clenshaw [14] e de Urabe [54],[55], para a solução de equações diferen-

ciais ordinárias em termos de Série de Chebyshev, seguindo a linha introduzida por

Lanczos [38] [37]. O método apresentado por Clenshaw, consiste em representar a

solução da equação diferencial ordinária em uma série finita de Chebyshev com co-

eficientes a serem determinados através de uma recursão com coeficientes variáveis.

Esta recursão é formada com aux́ılio de uma matriz obtida pela introdução de um

operador em diferenças modificado. Conforme a definição dos polinômios de Cheby-

shev, a solução é assumida no intervalo [−1, 1]. Para um intervalo finito qualquer, é

realizada uma transformação da variável independente para o intervalo de defincição

dos polinômios de Chebyshev. Urabe apresenta uma metodologia para a aproxi-
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mação de problemas de valores de contorno e valores iniciais, juntamente com uma

estimativa do erro para estas aproximações e a convergência das aproximações, com

série de Chebyshev [54].

Neste trabalho formulamos os métodos que envolvem a Série de Cheby-

shev de Clenshaw e de Urabe, para obter a solução aproximada da função d(x).

Assim o quarto caṕıtulo, deste trabalho, irá apresentar algumas definições e pro-

priedades dos polinômios de Chebyshev de primeira e segunda espécie, além de

fazer algumas considerações sobre o truncamento da série de Chebyshev conforme

Urabe em [55]. No último caṕıtulo, o método de Clenshaw é formulado de maneira

matricial e o método de Urabe é aplicado ao problema de valor inicial de ordem

oito, através de um sistema de primerira ordem. Ambos métodos fazem uso da

propriedade de recorrência dos coeficientes das derivada da série de Chebyshev com

os da série original da solução.
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2 O MODELO DE TIMOSHENKO EM

NANOTUBOS DE CARBONO

Como já é conhecido o modelo da viga de Euler-Bernolli desconsidera

os efeitos do cisalhamento e da rotação e neste caso a teoria das vigas de Timoshenko

pode ser mais exata a ńıvel de terahertz (1012). Por esta razão Yoon [66] considera

questionável o modelo de Euler-Bernolli aplicados a CNT’s. Para nanotubos duplos

(DWNT) ou nanotubos com múltiplas paredes concêntricas (MWNTs), os modelos

cont́ınuos mais utilizados na literatura supõem que todos os tubos aninhados de um

MWNT permanecem coaxiais durante a deformação e assim podem ser descritos

por um único modelo de deflexão. Entretanto, este modelo não pode ser usado para

descrever a vibração relativa entre tubos adjacentes dos MWNTs. Foi proposto por

[65] que os encaixes dos tubos concêntricos sejam considerados como vigas individu-

ais, e que as deflexões de todos os tubos aninhados sejam acopladas através da força

de interação de van der Waals entre dois tubos adjacentes [6],[9]. Assim cada um

dos tubos interiores e exteriores é modelado como um viga.

2.1 Derivação do Modelo de Timoshenko

A derivação das equações de campo para a extensão, torsão e flexão em

vigas que utilizam conceitos da mecânica dos materiais está baseada sobre hipóteses

cinemáticas e sobre a natureza do campo da deformção. Essas suposições são uti-

lizadas concomitantemente com equações de deformação-esforço, stress-esforço e

equiĺıbrio dinâmico para obter as equações para o campo das deformações. A teoria

clássica para a deformação de uma viga devido a Euler-Bernoulli, pressupõe que no

estado de não deformação, os centróides de todas as seções transversais estão situa-

dos numa mesma reta, a distância ao longo da viga é denotada pela variável espacial

x. As dimensões da seção transversal devem ser pequenas em comparação com o
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comprimento. Também, que a seção transversal varia lentamente na direção espacial.

A hipótese cinemática fundamental para a teoria clássica é que a seção transversal

planar mantém sua forma e permanece perperdicular ao eixo do centróide conforme

a viga é deformada. Assim, a rotação é pequena numa aproximação linear e pode ser

aproximada pela inclinação do eixo do centroide. Por outro lado, resulta que para

vibrações flexurais, o momento fletor depende somente do deslocamento transversal

e da força de cisalhamento do momento fletor. Timoshenko propôs uma teoria para

vigas que adicionasse os efeitos da distorção de cisalhamento e a inércia rotatória ao

modelo de Euler- Bernoulli. A sua derivação será feita a seguir segundo a formulação

newtoniana e a formulação variacional de Hamilton [25], [28],[45].

2.1.1 Formulação Newtoniana

Figura 2.1 seção de uma viga

Na figura (2.1), num elemento pequeno da viga, considera-se a aprox-

imação cinemática para o campo de deslocamento u. O ângulo de deformação pelo

cisalhamento, γ, é o ângulo entre a deformação da linha tangente O′T e a normal da

face O′N , o qual é nulo na teoria clássica de Euler-Bernoulli, corresponde a diferença
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entre o ângulo de rotação ϕ da seção transversal e o giro (declividade da curvatura

de deformação):

γ = ϕ− ∂u

∂x
(2.1)

O momento fletor M e a força de cisalhamento V , que agora dependem do ângulo

ϕ e do deslocamento lateral devido a deflexão, u, são defindos conforme [45] por

M = EI
∂ϕ

∂x
(2.2)

onde E, I representam o módulo de Young e o momento de inércia, respectivamente.

Conforme [45], temos módulo o da força de cisalhamento dado por,

V = κAGγ = κAG

(
ϕ− ∂u

∂x

)
(2.3)

onde G denota o módulo de cisalhamento, A é a área da seção e κ é um coeficiente

de correção, que é chamado de coeficente de cisalhamento de Timoshenko, e assume

valores entre 0, 6−0, 7 para paredes circulares delgadas e de 0.9 para seções circulares

transversais sólidas.

Suponha-se que f(t, x) é uma força uniformemente distribuida na viga.

Fazendo o balanço de forças, resultam:

Pela translação na direção de z

ρA(x)dx
∂2u

∂t2
= −[V (t, x) + dV (t, x)] + f(t, x)dx + V (t, x)

= −dV (t, x) + f(t, x)dx.

De (2.3), vem
∂V

∂x
=

∂

∂x

[
κAG

(
ϕ− ∂u

∂x

)]
.

Portanto

ρA
∂2u

∂t2
= −κAG

(
∂ϕ

∂x
− ∂2u

∂x2

)
+ f(t, x). (2.4)
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Por rotação na linha passando no ponto D e paralela ao eixo y

ρI(x)dx
∂2ϕ

∂t2
= [M(t, x) + dM(t, x)] + [V (t, x) + dV (t, x)]dx + f(t, x)dx

dx

2
−M

= dM(t, x) + V (t, x)dx + f(t, x)dx
dx

2
+ dV (t, x)dx.

Desconsiderando o termo dV dx e o termo quadrático em dx, resulta:

ρIdx
∂2ϕ

∂t2
= dM + V dx.

Da relação (2.2) para o momento fletor, segue:

dM

dx
= EI

∂2ϕ

∂x2
.

Portanto:

ρI
∂2ϕ

∂t2
= EI

∂2ϕ

∂x2
− κAG

(
ϕ− ∂u

∂x

)
. (2.5)

As equações (2.4) e (2.5) consistem no Modelo de Timoshemko, onde ρ

é a densidade do material.

2.1.2 Formulação Hamiltoniana

Outra maneira de obter as equações do modelo de Timoshenko é com

o uso do Prinćıpio de Hamilton, o qual estabelece a estacionariedade da função

J =

∫ tb

ta

(K − V −W)dτ, (2.6)

onde K é a energia cinética, V é a energia potencial e W é o trabalho realizado pelas

as forças externas.
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A energia cinética da translação e rotação da viga é dada pela expressão

K =
1

2

∫ L

0

ρA

(
∂u

∂t

)2

dx +
1

2

∫ L

0

ρI

(
∂ϕ

∂t

)2

dx. (2.7)

A variação 1 da energia cinética pode ser escrita como sendo

δK =

∫ L

0

ρA

(
∂u

∂t

)
δ

(
∂u

∂t

)
dx +

∫ L

0

ρI

(
∂ϕ

∂t

)
δ

(
∂ϕ

∂t

)
dx. (2.8)

A energia potencial devido a flexão e ao cisalhamento vem dada por,

V =
1

2

∫ L

0

EI

(
∂ϕ

∂x

)2

dx +
1

2

∫ L

0

κAG

(
∂u

∂x
− ϕ

)2

dx; (2.9)

e sua variação é dada por,

δV =

∫ L

0

EI
∂ϕ

∂x
δ

(
∂ϕ

∂x

)
dx +

∫ L

0

κGA

(
∂u

∂x
− ϕ

)
δ

(
∂u

∂x
− ϕ

)
dx. (2.10)

O trabalho W , devido a forças transversais não-conservativas por unidade de com-

primento f(t, x) na direção do deslocameneto transversal u(t, x), é dado por

W =

∫ L

0

f(t, x)u(t, x)dx; (2.11)

e sua variação é dada pela seguinte expressão:

δW =

∫ L

0

f(t, x)δu(t, x)dx. (2.12)

1Aqui δJ = ∂J
∂ε quando as variáveis u, ϕ variam alongo de uma reta (u + εU, φ + εΦ) com os

incrementos U e Φ nulos nos tempos extremos da trajetória.
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Aplicando o prinćıpio de Hamilton δJ = 0, resulta

∫ t2

t1

(δK − δV + δW)dt =

∫ t2

t1

∫ L

0

[
ρA

(
∂u

∂t

)
δ

(
∂u

∂t

)
+ ρI

(
∂ϕ

∂t

)
δ

(
∂ϕ

∂t

)
−

EI
∂ϕ

∂x
δ

(
∂ϕ

∂x

)
− κGA

(
∂u

∂x
− ϕ

)
δ

(
∂u

∂x
− ϕ

)
+ fδu

]
dxdt = 0.

(2.13)

Alterando a ordem de integração entre x e t, sendo que os operadores de variação e

diferenciais são comutativos, e integrando por partes em relação a t, segue

∫ t2

t1

ρA
∂u

∂t
δ
∂u

∂t
dt = ρA

∂u

∂t
δu

∣∣∣
t2

t1
−

∫ t2

t1

ρA
∂2u

∂t2
δudt = −

∫ t2

t1

ρA
∂2u

∂t2
δudt.

Similarmente, ∫ t2

t1

ρI
∂ϕ

∂t
δϕdt = −

∫ t2

t1

ρI
∂2ϕ

∂t2
δϕdt

visto que os incrementos δu, δϕ são nulos quando t = t1 e t = t2. Integrando na

variável espacial, segue:

∫ L

0

EI
∂ϕ

∂x
δ
∂ϕ

∂x
dx =

∫ L

0

EI
∂ϕ

∂x

∂

∂x
δϕdx =

(
EI

∂ϕ

∂x

)
δϕ

∣∣∣
L

0
−

∫ L

0

∂

∂x

(
EI

∂ϕ

∂x

)
δϕdx;

∫ L

0

κGA

(
∂u

∂x
− ϕ

)
δ

(
∂u

∂x
− ϕ

)
dx =

∫ L

0

κGA

(
∂u

∂x
− ϕ

) (
∂

∂x
δu− δϕ

)
dx

=

[
κGA

(
∂u

∂x
− ϕ

)]
δu

∣∣∣
L

0
−

∫ L

0

{
∂

∂x

[
κGA

(
∂u

∂x
− ϕ

)]
δu + κGA

(
∂u

∂x
− ϕ

)
δϕ

}
dx.
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Reorganizando (2.13), resulta:

∫ t2

t1

(δK − δV + δW)dt =

∫ t2

t1

[∫ L

0

〈{
κGA

∂

∂x

(
∂u

∂x
− ϕ

)
− ρA

∂2u

∂t2
+ f

}
+ δu

+

{[
∂

∂x

(
EI

∂ϕ

∂x

)
+ κGA

(
∂u

∂x
− ϕ

)]
− ρI

∂2ϕ

∂t2

}
δϕ

〉
dx

−
(

EI
∂ϕ

∂x

)
δϕ

∣∣∣
L

0
−κGA

(
∂u

∂x
− ϕ

)
δϕ

∣∣∣
L

0

]
dt = 0.

(2.14)

Como os deslocamentos δϕ e δu são arbitrários e independentes, podem ser escolhi-

dos iguais a zero em x = 0 e x = L e arbitrários para 0 < x < L. Assim:

ρA
∂2u

∂t2
=

∂

∂x

(
−κGA

(
ϕ− ∂u

∂x

))
+ f(t, x) (2.15)

ρI
∂2ϕ

∂t2
=

∂

∂x

(
EI

∂ϕ

∂x

)
− κGA

(
ϕ− ∂u

∂x

)
(2.16)

quando

(
EI

∂ϕ

∂x

)
δϕ

∣∣∣
L

0
= 0 (2.17)

−κGA

(
ϕ− ∂u

∂x

)
δu

∣∣∣
L

0
= 0. (2.18)

As condições de contorno nas extremidades são obtidas das relações (2.18).

Para vigas presas nas extremidades, a deflexão e rotação são zero, ou

u(t, 0) = 0 ϕ(t, 0) = 0

u(t, L) = 0 ϕ(t, L) = 0.
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No caso em que a viga está apoiada em ambas extremidades (simples-

mente apoiada), as condições de contorno são

u(t, 0) = 0 EI
∂ϕ

∂x

∣∣∣
x=0

= 0

u(t, L) = 0 EI
∂ϕ

∂x

∣∣∣
x=L

= 0.

Têm-se uma condição geométrica e uma condição natural em cada extremidade.

Para viga livre na extremidade, sem deflexão e rotação, temos que

EI
∂ϕ

∂x

∣∣∣
x=L

= 0 − κGA

(
ϕ− ∂u

∂x

)
δu

∣∣∣
x=L

= 0.

Estas condições refletem o fato do momento de flexão e a força de cisalhamento que

desaparecem nas extremidades livres.

2.2 Formulação do Problema

Seja o modelo de Timoshenko aplicado a um nanotubo:

ρA
∂2u

∂t2
= −GAκ

(
∂ϕ

∂x
− ∂2u

∂x2

)
(2.19)

ρI
∂2ϕ

∂t2
= EI

∂2ϕ

∂x2
−GAκ

(
ϕ− ∂u

∂x

)
(2.20)

onde x é a coordenada axial, t é tempo, I e A são o momento de inércia e a área de

seção transversal da viga, respectivamente, E e G são o módulo de Young e o modulo

de cisalhamento, respectivamente, ρ é a densidade, massa por unidade de volume, e

κ é o coeficiente de correção de cisalhamento, que é aproximadamente 0,6-0,7 para

seções transversais com paredes circulares finas e 0,9 para seções transversais circu-
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lares sólidas.

Na análise de nanotubos de parede dupla (DWNTs) com o uso do mode-

lo de Timoshenko, assume-se que dois tubos possuem diâmetros interno e externo

d1, d2, respectivamente, e são de comprimento L. Segundo Yoon e outros (2002),

Figura 2.2 Nanotubo de carbono de parede dupla

[64], [62], ao contrário da modelagem que considera que todos os tubos originalmente

concêntricos de um MWNT permanecem coaxiais durante a vibração do MWNT,

um modelo de multi parede considera a interação radial entre os deslocamentos e

curvas individuais da deflexão dos tubos aninhados dentro do MWNT. Assim cada

um dos tubos interno e externo de DWNTs são modelados como um viga elástica

de Timoshenko sujeita à presão axial e de interação de van der Waals. A aplicação

das equações de Timoshenko (2.20) a cada um dos tubos interno e exterior de um

DWNT, fornecem as seguintes equações para a vibração transversal de um nanotubo
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de carbono de parede dupla:

ρA1
∂2u1

∂t2
= −GA1κ

(
∂ϕ1

∂x
− ∂2u1

∂x2

)
+ p

ρI1
∂2ϕ1

∂t2
= EI1

∂2ϕ1

∂x2
−GA1κ

(
ϕ1 − ∂u1

∂x

)

(2.21)

ρA2
∂2u2

∂t2
= −GA2κ

(
∂ϕ2

∂x
− ∂2u2

∂x2

)
− p

ρI2
∂2ϕ2

∂t2
= EI2

∂2ϕ2

∂x2
−GA2κ

(
ϕ2 − ∂u2

∂x

)

onde p é a pressão de interação de van der Waals entre os dois tubos por unidade

axial de comprimento e os sub́ındices 1 e 2 reférem-se às variáveis nos tubos interior

e exterior, respectivamente. É considerado que cada tubo possui o mesmo módulo

de Young de 1 TPa, módulo de cisalhamento de 0,4 TPa, razão de Poisson de 0,25,

coeficiente de cisalhamento de 0,8, e densidade de massa de 2, 3g/cm3 com a efetiva

largura de 0,35 nm. A deformação dos dois tubos é acoplada através da força de Van

der Waals p = c(u2− u1), onde c é o coeficiente de Van der Waals para a pressão de

interação linear por unidade axial de largura. O coeficiente c é dado pela expressão

c =
400r̄erg/cm2

0, 16D2
,

onde D = 1, 42 × 10−8cm, é distância entre dois átomos de carbono (C − C), e

r̄ = 1
4
(d1 + d2) [59]. Do ponto de vista da mecânica estrutural, o efeito da força de

van der Waals é representado por molas distribuidas com rigidez c, atachadas na

interface do tubo interno e externo do DWNT (Fig.2.3). Os momentos de inércia e

área do tubo interior e tubo exterior são dados por

Ik =
1

2

[(
Rk +

r

2

)4

−
(
Rk − r

2

)4
]

(2.22)

Ak = π

[(
Rk +

r

2

)2

−
(
Rk − r

2

)2
]
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2.2.1 Formulação matricial

O sistema de equações para as vibrações das paredes em um nanotubo

de carbono duplo, pode ser escrito de maneira compacta utilizando uma forma

matricial. Definindo as matrizes

M =




ρA1 0 0 0

0 ρI1 0 0

0 0 ρA2 0

0 0 0 ρI2




, B =




GA1κ 0 0 0

0 EI1 0 0

0 0 GA2κ 0

0 0 0 EI2




,

C =




0 −GA1κ 0 0

GA1κ 0 0 0

0 0 0 −GA2κ

0 0 GA2κ 0




, T =




−c 0 c 0

0 −GA1κ 0 0

c 0 −c 0

0 0 0 −GA2κ




,

u =




u1

ϕ1

u2

ϕ2




,

o sistema (2.21), escreve-se

M
∂2u

∂t2
=

(
B

∂

∂x2
+ C

∂

∂x
+ T

)
u (2.23)

ou

Mutt + Ku = 0, (2.24)
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onde K é definido como sendo o operador diferencial:

K = −
(

B
∂

∂x2
+ C

∂

∂x
+ T

)
.

As condições de contorno homogêneas e separadas em cada camada:

a11u1(t, 0) + a12ϕ1(t, 0) + j11u
′
1(t, 0) + j12φ

′
1(t, 0) = 0

a21u1(t, 0) + a22ϕ1(t, 0) + j21u
′
1(t, 0) + j22φ

′
1(t, 0) = 0

a33u2(t, 0) + a34ϕ2(t, 0) + j33u
′
2(t, 0) + j34φ

′
2(t, 0) = 0

a43u2(t, 0) + a44ϕ2(t, 0) + j43u
′
2(t, 0) + j44φ

′
2(t, 0) = 0

f11u1(t, L) + f12ϕ1(t, L) + q11u
′
1(t, L) + q12φ

′
1(t, L) = 0

f21u1(t, L) + f22ϕ1(t, L) + q21u
′
1(t, L) + q22φ

′
1(t, L) = 0

f33u2(t, L) + f34ϕ2(t, L) + q33u
′
2(t, L) + q34φ

′
2(t, L) = 0

f43u2(t, L) + f44ϕ2(t, L) + q43u
′
2(t, L) + q44φ

′
2(t, L) = 0.

Também podem ser escritas na forma matricial [6]

Au(t, 0) + Jut(t, 0) = 0

(2.25)

Fu(t, L) + Qut(t, L) = 0.

No caso de tubos bi-apoiados tem-se as seguintes condições de contorno, por exem-

plo:

ui(t, 0) = ui(L, t) = 0

(2.26)

∂ϕi(t, 0)

∂x
=

∂ϕi(t, L)

∂x
= 0.
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Introduzindo as seguintes matrizes:

A =




1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0




, J =




0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1




,

(2.27)

F =




1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0




, Q =




0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1




.

as condições de contorno podem ser escritas na forma matricial (2.25).
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3 MODOS

Os modos de vibração v(x) do modelo (2.21) ou (2.24) estão associados

com as soluções do tipo exponencial

u(t, x) = etλv(x), v =




V1

ϕ1

V2

ϕ2




, (3.1)

que satisfazem as condições de contorno (2.24).

Substituindo (3.1) em (2.24), segue

(λ2M + K)v = 0

ou, equivalentemente

B
∂2v(x)

∂x2
+ C

∂v(x)

∂x
+ (T − λ2M)v(x) = 0.

Similarmente, substituindo nas condições de contorno, resulta

Av(0) + Jv(0) = 0

Fv(L) + Qv′(L) = 0.

Então, obtêm-se o seguinte problema de autovalor:

B
d2v

dx2
+ C

dv

dx
+ (T − λ2M)v(x) = 0

(3.2)

Av(0) + Jv′(0) = 0

Fv(L) + Qv′(L) = 0,
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onde os coeficientes matriciais da equação diferencial são as matrizes

M =




ρA1 0 0 0

0 ρI1 0 0

0 0 ρA2 0

0 0 0 ρI2




, B =




GA1κ 0 0 0

0 EI1 0 0

0 0 GA2κ 0

0 0 0 EI2




,

C =




0 −GA1κ 0 0

GA1κ 0 0 0

0 0 0 −GA2κ

0 0 GA2κ 0




, T =




−c 0 c 0

0 −GA1κ 0 0

c 0 −c 0

0 0 0 −GA2κ




.

As matrizes A, J, F, Q dependem da natureza das condições de contorno [6],[15],[53].

Dizemos que v(x) é uma autofunção ou modo que corresponde ao auto-

valor λ, sempre que esta for uma solução não identicamente nula do problema acima

(3.2).

As soluções da equação diferencial matricial de segunda ordem do pro-

blema de autovalor podem ser escritas na forma

v(x) = h1(x)c1 + h2(x)c2, (3.3)

onde h1(x) e h2(x) são matrizes 4 × 4 que denotam uma base matricial do sistema

[10] e [11] , isto é, a matriz wrosnkiana de ordem 8× 8 num ponto x0 qualquer é:




h1(x0) h′1(x0)

h2(x0) h′2(x0)


 (3.4)
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que possui posto 8 ou, ou seja o determinante é não nulo. Aqui c1 e c2 denotam

vetores 4×1. Substituindo na condições de contorno do problema de autovalor (3.2),

resulta:

A[h1(0)c1 + h2(0)c2] + J [h′1(0)c1 + h′2(0)c2] = 0

(3.5)

F [h1(L)c1 + h2(L)c2] + Q[h′1(L)c1 + h′2(L)c2] = 0

Matricialmente

Uc = 0 (3.6)

onde

U =




Ah1(0) + Jh′1(0) Ah2(0) + Jh′2(0)

Fh1(L) + Qh′1(L) Fh2(L) + Qh′2(L)




é uma matriz 8× 8 com blocos de ordem 4× 4 e c é o vetor 8× 1 com linhas bloco

4× 1

c =




c1

c2


 . (3.7)

De maneira compacta:

U = BΦ (3.8)

onde

B =




A J 0 0

0 0 F Q


 (3.9)
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Φ =




h1(0) h2(0)

h′1(0) h′2(0)

h1(L) h2(L)

h′1(L) h′2(L)




. (3.10)

Para obtermos soluções não nulas de (3.5) é necessário e suficiente que

∆ = det(U) = 0. (3.11)

A equação resultante ∆ = 0 é chamada de equação caracteŕıstica do modelo (2.24),

(2.25).

3.1 Base Fundamental

A matriz Φ de (3.10) simplifica-se escolhendo a base fundamental

h1(x) = h(x) h2(x) = h′(x)

onde h(x) é uma matriz de 4× 4 que é solução do seguinte problema de valor inicial

Bh′′ + Ch′ + (T − λ2M)h = 0 (3.12)

Bh′(0) = I h(0) = 0.

Resulta

Φ =




0 B−1

B−1 −B−1CB−1

h(L) h′(L)

h′(L) h′′(L)




. (3.13)
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Utilizando a matriz das condições de contorno definida em (3.9) como sendo

B =




A J 0 0

0 0 F Q




obtem-se

U =




JB−1 AB−1 − JB−1CB−1

Fh(L) + Qh′(L) Fh′(L) + Qh′′(L)


 . (3.14)

3.1.1 Fórmula anaĺıtica para h(x)

A equação caracteŕıstica ∆ = det(U) = 0 requer conhecer os valores

h(L) e h′(L). A função h(x) tem sido determinada por Claeyssen [13] e [8]. Requere-

se calcular o polinômio caracteŕıstico

P (s) = det[s2B + sC + T − λ2M ] =
8∑

k=0

bk(λ)s8−k, (3.15)

obter a solução d(x) do problema de valor inicial

8∑

k=0

bk(λ)d(8−k)(x) = 0 (3.16)

d(0) = d′(0) = d′′(0) = · · · = d(vi) = 0, b0d
(vii)(0) = 1

e obter matrizes hk a partir do problema matricial de valor inicial em diferenças

Bhk+2 + Chk+1 + (T − λ2M)hk = 0 (3.17)

h0 = 0 Bh1 = I.
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Então,

h(x) =
8∑

j=1

j−1∑
i=0

bid
(j−1−i)h8−j (3.18)

Supondo que o raio externo é o dobro do raio interno, e R1 = r e R2 = 2R1, e

utilizando as expresões (2.22) para o momento de inércia e a área, resulta

I1 = 2.5r4, I2 = 17r4

A1 = 2πr2 A2 = 4πr4

Então, os coeficientes bj do polinômio caracteŕıstico são tais que

b1 = b3 = b5 = b7 = 0

e

b0 = α0

b2 = α2λ
2 + β2 (3.19)

b4 = α4λ
4 + β4λ

2 + µ4 (3.20)

b6 = α6λ
6 + β6λ

4 + µ6λ
2 (3.21)

b8 = α8λ
8 + β8λ

6 + µ8λ
4 + ν8λ

2 (3.22)
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onde

α0 = 42.5 σ2 E2 r8 + 340κ2 G2 π2 r12 E2 + 255κ Gπ r10E2σ

α2 = −680G2κ2π2r12Eρ− 680Gκπ2r12E2ρ

α4 = 42.5 σ2 ρ2 r8 + 510 σ E r10 ρ2 π + 340, κ2 G2 π2 r12 ρ2

+ 255 κ Gπ r10 ρ2 σ + 1360 κG π2 r12 E ρ2 + 340 ρ2 π2 r12 E2

α6 = −255 σ ρ3 r10 π − 680 κG π2 r12 ρ3 − 680ρ3 π2 r12 E

α8 = 340ρ4 π2 r12

β2 = −85 κG π r10 E2 c− 156 κ2 G2 π2 r8 E σ − 44σ2 E r6 κGπ

β4 = 264σ E r8 ρ π2 κG + 352κ2 G2 π3 r10 E ρ + 85cE2r10 ρ π

+ 156κ2 G2 π2 r8 σ ρ + 170κGπ r10 E c ρ + 44σ2 κG π r6 ρ

β6 = −352 κ2 G2 π3 r10 ρ2 − 85 κG π r10 ρ2 c− 264 σ κ G π2 r8 ρ2

− 170 c E r10 ρ2 π − 352 ρ2 π3 r10 E κG

β8 = 85.000 c ρ3 r10 π + 352.00 ρ3 π3 r10 κG

µ4 = 116 κ2 G2 π2 r8 E c + 8. σ2 κ2 G2 π2 r4

µ6 = −116 κ2 G2 π2 r8 c ρ− 88cE r8 ρ π2 κG− 48 σ κ2 G2 π3 r6 ρ

µ8 = 64ρ2 π4 r8 κ2 G2 + 88c κ G π2 r8 ρ2

ν8 = 16c κ2 G2 π3 r6 λ2 ρ

As matrizes hk, k = 1 : 7 podem ser geradas por simples recursão a partir da equação

matricial em diferenças (3.17). O problema de valor inicial (3.16) com os coeficientes

bj obtidos acima pode ser resolvido com os métodos de aproximação introduzido por

Clenshaw [14] ou Urabe [55] que utilizam os polinômios de Chebyshev.



27

3.2 O Caso Bi-Apoiado

Para o caso de uma viga bi-apoiada tem-se deslocamento o giro nulos

nos extremos da viga:

u1(t, 0) = u1(t, L) = 0,
∂ϕ1(t, 0)

∂x
=

∂ϕ1(t, L)

∂x
= 0 (3.23)

u2(t, 0) = u2(t, L) = 0,
∂ϕ2(t, 0)

∂x
=

∂ϕ2(t, L)

∂x
= 0. (3.24)

Resulta que a matriz B com os coeficientes das condições de contorno (3.9) possui

os blocos

A =




1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0




, J =




0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1




e F = A, Q = J . Para o caso bi-apoiado, as quatro primeiras linhas da matriz

(3.14) são




0 0 0 0
1

2 κG π r2
0 0 0

0
2

5 r4 E
0 0

2

5 r4 E
0 0 0

0 0 0 0 0 0
1

4 κG π r2
0

0 0 0
1

17 r4 E
0 0

1

17 r4 E
0




,

onde c é o vetor de colunas

c1 =




c1 1

c1 2

c1 3

c1 4




, c2 =




c2 1

c2 2

c2 3

c2 4




.
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Então as quatro primeiras linhas da matriz Uc serão




1

2

c2 1

κG π r2

2

5

c1 2

r4 E
+

2

5

c2 1

r4 E

1

4

c2 3

κG π r2

1

17

c1 4

r4 E
+

1

17

c2 3

r4 E




e resulta que c possui as componentes nulas c12 = c14 = c21 = c23 = 0. Com isto, o

problema de autovalor com a matriz U de ordem 8×8 é reduzido para um problema

de autovalor com matriz de coeficientes de ordem 4× 4

(Fh(L) + Qh′(L))c1 + (Fh′(L) + Qh′′(L))c2 =




h11(L) h13(L) h′12(L) h′14(L)

h′21(L) h′23(L) h′′22(L) h′′24(L)

h31(L) h33(L) h′32(L) h′34(L)

h′41(L) h′43(L) h′′42(L) h′′44(L)







c11

c13

c22

c24




=




0

0

0

0




(3.25)

Onde h = (hij), h′ =
(
h′ij

)
e h′′ =

(
h′′ij

)
= −B−1Ch′−B−1(T −λ2M)h são matrizes

de ordem 4× 4. Resulta que a equação carateŕıstica do problema de autovalor para

uma viga bi-apoiada é obtida fazendo nulo o determinante da matriz do sistema

(3.25).

3.2.1 Freqüências obtidas pelo método espectral

É conhecido que numa viga bi-apoiada simple, as condições de con-

torno são satisfeitas com funções trigonométricas. No caso de duas vigas biapoiadas

acopladas pela força de van der Waals, as condições de contorno poderiam ser

satisfeitas de maneira análoga, ou seja substituindo nas condições de contorno
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Av(0) + Jv′(0) = 0, Av(L) + Jv′(L) = 0, a função

v(x) =




a1 sin(αx)

b1 cos(αx)

a2 sin(αx)

b2 cos(αx)




= sin(αx)ā + cos(αx)b̄, ā =




a1

0

a2

0




b̄ =




0

b1

0

b2




.

Resulta que a primeira condição de contorno Av(0) + Jv′(0) = Ab̄ + J(αā) = 0,

é satisfeita, pois Ab̄ = 0, Jā = 0. Substituindo na segunda condição de contorno,

resulta

Aā sin(αL)− αJb̄ sin(αL) = (ā− αb̄) sin(αL) = 0.

Portanto, as condições de contorno serão satisfeitas sempre que

α =
nπ

L
.

Assim,

v(x) = sin
(nπx

L

)
ā + cos

(nπx

L

)
b̄. (3.26)

Considere-se o produto interno

〈v, u〉 =

∫ L

0

vtudx

=

∫ L

0

(v1u1 + φ1ϕ1 + v2u2 + φ2ϕ2) dx (3.27)

para

v =




v1

φ1

v2

φ2




, u =




u1

ϕ1

u2

ϕ2




. (3.28)
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Tendo que λ = iω, substituindo u = eiωtv(x) no modelo, resulta (−ω2M +K)v(x) =

0. Tomando o produto interno com vt, obtém-se o quociente de Rayleigh

ω2 =
vtKv

vtMv
=

vtBv̈ + vtCv̇ + vtTv

vtMv
. (3.29)

Se o efeito de van der Waals for eliminado, então a matriz T será diago-

nal e seguirá que ω2 < 0 e por tanto os autovalores seriam puramente imaginários

[46]. Considerando o efeito de van der Waals, as freqüências naturais poderiam ser

determinadas substituindo os modos

u = eiωtv(x) = eiωt
(
sin

(nπx

L

)
ā + cos

(nπx

L

)
b̄
)

(3.30)

na segunda condição de contorno. Resulta o problema de autovalor UC = 0, onde

U =




ρA1ω2−κA1G(nπ
L )

2−c κA1G(nπ
L ) c 0

κA1G(nπ
L ) ρI1ω2−EI1(nπ

L )
2−κA1G 0 0

c 0 ρA2ω2−κA2G(nπ
L )

2−c κA2G(nπ
L )

0 0 κA2G(nπ
L ) ρI2ω2−EI2(nπ

L )
2−κA2G




(3.31)

C =




a1

b1

a2

b2




. (3.32)

As simulações, considerando o efeito de van der Waals, mostram que

conforme n aumenta em um raio de aspecto 10, 20, 50,observa-se que as freqüências

aumentam com o número de modo.



31

4 POLINÔMIOS DE CHEBYSHEV

Na resolução da equação diferencial em (3.16), serão formulados métodos

que utilizam a expansão em série com polinômios de Chebyshev e algumas de suas

propriedades. Com estes métodos serão obtidas aproximações para as derivadas de

d(x) e cujos coeficientes na suas expansões das derivadas, podem ser determinados

em termos dos coeficientes da expansão de d(x).

4.1 Definições e Propriedades

Na fórmula de Moivre

(cos θ + i sin θ)n = cos(nθ) + i sin(nθ),

fazendo x = cosθ e supondo 0 ≤ θ ≤ π, resulta na forma cartesiana

(cos(nθ) + i sin(nθ))n = (x + i
√

1− x2)n. (4.1)

Expandindo esta expresão pelo Teorema Binomial, e tomando a parte real, que

corresponde às potências pares de i, resulta

cos(n arccos x) = cos(nθ) =

[n/2]∑
p=0

(
n

2p

)
xn−2p(x2 − 1)p

= xn +

(
n

2

)
xn−2(x2 − 1) +

(
n

4

)
xn−4(x2 − 1)2 + · · ·

onde [n/2] = (n − 1)/2. Assim, cos(nθ) é um certo polinômio de grau n em x =

cos(θ).
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Definição 4.1. O polinômio de Chebyshev de primeira espécie de ordem n, Tn(x),

é definido como sendo

Tn(x) = cos(n(arccos x)) = cos(nθ). (4.2)

Se x varia no intervalo [−1, 1], θ varia no intervalo [0, π] e esta variação

segue em direção oposta, já que xN = −1, corresponde a θ = π e x0 = 1 correspon-

dente a θ = 0.

A relação trigonomêtrica

cos[(n + 1)θ] + cos[(n− 1)θ] = 2 cos(θ) cos(nθ)

motiva que os polinômios de Chebyshev vem a satisfazer a seguinte relação de

recorrência com três termos.

Proposição 4.1.

Tn+1 = 2xTn(x)− Tn−1(x), n = 1, 2, 3, · · · (4.3)

Demonstração

Escrevendo θ = arccos(x), segue

xTn(x) = cos(θ) cos(nθ) =
1

2
(cos[(n + 1)θ] + cos[(n− 1)θ]) =

1

2
(Tn+1(x) + Tn−1(x)) .

Desta relação resulta que o primeiro coeficiente de um polinômio de Chebyshev

TN(x) é igual 2N−1 para todo N ≥ 1.

¤
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É fácil calcular os primeiros polinômios de Chebyshev

T0(x) = 1 (4.4)

T1(x) = x

T2(x) = 2x2 − 1

T3(x) = 4x3 − 3x

T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1

T5(x) = 16x5 − 20x3 + 5x.

Resulta da definição, que o polinômio de Chebyshev somente possui

potências pares quando é de grau par e somente potências ı́mpares quando é de

grau ı́mpar.

Proposição 4.2. Tn(x) possui zeros simples nos pontos:

xk = cos
2k − 1

2n
π, k = 1, 2, · · · , n. (4.5)

Demonstração

Tn(x) = 0 se, e somente se, cos(nθ) = 0. Assim, nθ = (2k − 1)π
2
, k = 1, · · · , n.

¤

Proposição 4.3. Os polinômios de Chebyshev assumem valores alternados nos ex-

tremos do intervalo [−1, 1], isto é

Tn(±1) = (±1)n. (4.6)

Demonstração
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Se x = 1, então pela definição do polinômio de Chebyshev, resulta que cos(nθ) = 1

somente para θ = 2mπ, ∀m ∈ Z, logo Tn(1) = cos(2kπ) = 1. De forma análoga

para x = −1.

¤

Proposição 4.4. Os polinômios de Chebyshev satisfazem a equação diferencial

(1− x2)T ′′
n (x)− xT ′

n(x) = −n2Tn(x),

ou (4.7)

d

dx

(
(1− x2)1/2dTn

dx

)
= − n2Tn

(1− x2)1/2
.

Demonstração

Utilizando a definição e por simples substitução obtemos este resultado.

¤

Proposição 4.5. Para n ≥ 2,

2Tn(x) =
T ′

n+1(x)

n + 1
− T ′

n−1(x)

n− 1
. (4.8)

Demonstração

Sendo θ = arccos(x), resulta

Tn+1(x) = cos[(n + 1)θ] = cos[(n + 1) arccos(x)].

Então,
d

dx
Tn+1 = −(n + 1)

sin[(n + 1) arccos(x)]

−√1− x2
. (4.9)
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Similarmente, para n ≥ 2

d

dx
Tn−1 = (n− 1)

sin[(n− 1) arccos(x)]√
1− x2

. (4.10)

Adicionado (4.9) e (4.10), e sendo
√

(1− x2) =
√

1− cos2 θ = sin θ, temos:

1

n + 1

d

dx
Tn+1 +

1

n− 1

d

dx
Tn+1 =

1√
1− x2

(sin[(n + 1)θ]− sin[(n− 1)θ])

=
2 cos(nθ) sin θ

sin θ
= 2cosθ = 2Tn(x).

¤

Proposição 4.6. Para n ≥ 2 temos

∫
Tn(x)dx =

1

2

[
Tn+1(x)

n + 1
− Tn−1(x)

n− 1

]
+ C. (4.11)

Demonstração

Segue de integração ambos os membros da relação (4.8).

¤

O seguinte produto interno será utilizado no espaço das funções cont́ınuas num

intervalo [a, b]

〈p, q〉w =

∫ b

a

w(x)p(x)q(x)dx. (4.12)

Aqui w(x) é uma função cont́ınua não negativa em (a, b) chamada de peso.

Proposição 4.7. Os polinômios de Chebyshev Tn(x) são ortogonais no intervalo

[−1, 1] com relação a função peso

w(x) =
1√

1− x2
. (4.13)
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Demonstração

Fazendo a mudança de variável x = cos θ com dx = − sin(θ)dθ = −√1− x2dθ,

segue

〈Tm, Tn〉w =

∫ 1

−1

(1− x2)−
1
2 Tm(x)Tn(x)dx =

∫ π

0

cos(mθ) cos(nθ)dθ.

Da identidade

cos(nθ) cos(mθ) =
1

2
[cos[(n + m)θ] + cos[(n−m)θ]], n 6= m

resulta

〈Tm, Tn〉w =
1

2

∫ π

0

[cos[(n + m)θ] + cos[(n−m)θ]] dθ

〈Tm, Tn〉w =
1

2

[
sin[(n + m)θ]

n + m
+

sin[(n−m)θ]

n−m

]π

0

= 0.

¤

Proposição 4.8.

〈Tm, Tn〉w =





π, m=n=0;

π
2
, m = n 6= 0.

(4.14)

Demonstração

Seja n = m 6= 0,

‖ Tn ‖2
w= 〈Tn, Tn〉w =

1

2

∫ π

0

[cos(2nθ) + 1]dθ =
1

2

[
sin(2nθ)

2n
+ θ

]π

0

=
π

2
.

Agora se n = m = 0, segue

‖ T0 ‖2
w= 〈1, 1〉 = π.
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Proposição 4.9. ∀n ≥ 1,n ≥ 0:

〈T ′
m, Tn〉w =





0, m+n par;

0, m+n ı́mpar e m < n;

mπ, m+n ı́mpar e m > n.

(4.15)

Demonstração

Da proposição 4.3 vamos ter para ∀n ≥ 2

T ′
n+1

n + 1
= 2Tn +

T ′
n−1

n− 1
.

Fazendo agora

T ′
n+1 = (n + 1)

[
2Tn +

T ′
n−1

n− 1

]

e aplicando o mesmo racioćınio vamos ter

T ′
n+1 = (n + 1)

[
2Tn +

1

n− 1
(n− 1)

(
2Tn−2 +

T ′
n−3

n− 3

)]
.

Seja agora n par, repetindo o processo sucessivamente temos,

T ′
n+1 = (n + 1)

[
2Tn + 2Tn−2 + · · ·+ 2T2 +

T ′
1

1

]

determinando e substituindo T ′
1(x), temos

Tn+1 = (n + 1)(2Tn + 2Tn−2 + · · ·+ 2T2 + T0).

Conseqüentimente para n ı́mpar vamos ter

T ′
n+1 = (n + 1)

[
2Tn + 2Tn−2 + · · ·+ 2T3 +

T ′
2

2

]
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da mesma forma determinando e substituindo T ′
2(x), temos

T ′
n+1 = (n + 1)(2Tn + 2Tn−2 + · · ·+ 2T3 + 2x),

T ′
n+1 = (n + 1)(2Tn + 2Tn−2 + · · ·+ 2T3 + 2T1).

Fazendo agora k = n + 1, vamos ter para k ı́mpar

T ′
k = 2k

(
Tk−1 + Tk−3 + · · ·+ T4 + T2 +

1

2
T0

)

e para k par

T ′
k = 2k(Tk−1 + Tk−3 + · · ·+ T5 + T3 + T1).

Seja agora o produto interno 〈T ′
m, Tn〉w. Temos então:

a) Para m par,

〈T ′
m, Tn〉w =

∫ 1

−1

wT ′
mTndx = 2m

∫ 1

−1

w(Tm−1 + Tm−3 + · · ·+ T5 + T3 + T1)Tndx

= 2m

[∫ 1

−1

Tm−1Tndx +

∫ 1

−1

wTm−3Tndx + · · ·+
∫ 1

−1

wT5Tndx +

∫ 1

−1

wT3Tndx +

∫ 1

−1

wT1Tndx

]
.

Da Proposição 4.7 segue que 〈T ′
m, Tn〉w = 0, o que se verifica se n for

par. Agora se m > n e n é ı́mpar, então da Proposição 4.8 vamos obter em uma das

integrais π
2
. Já para m < n com n ı́mpar, segue imediatamentente o resultado pela

Proposição 4.7.

b) Para m ı́mpar,

〈T ′
m, Tn〉w = 2m

∫ 1

−1

w

(
Tm−1 + Tm−3 + · · ·+ T4 + T2 +

1

2
T0

)
Tndx

= 2m

[∫ 1

−1

wTm−1Tndx +

∫ 1

−1

wTm−3Tndx + · · ·+
∫ 1

−1

wT4Tndx +

∫ 1

−1

wT2Tndx +

∫ 1

−1

1

2
wT0Tndx

]
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Novamente da Proposição 4.7, se n for ı́mpar então 〈T ′
m, Tn〉w = 0.

Agora se m > n e n é par, então da Proposição 4.8 vamos obter em uma das

integrais π
2
. Já para m < n com n par, segue imediatamentente o resultado pela

Proposição 4.7.

Resumindo, temos:

〈T ′
m, Tn〉w =





0, se m ≤ n;

0, se m > n e m + n par;

mπ, m > n e m + n ı́mpar.

ou

〈T ′
m, Tn〉w =





0, se m + n par;

0, se m + n ı́mpar e m < n;

mπ, m + n ı́mpar e m > n.

¤

4.1.1 Polinômios de Chebyshev de segunda espécie

A relação trigonomêtrica

sin[(n + 1)θ] + sin[(n− 1)θ] = 2 cos(θ) sin(nθ)

permite definir os polinômio de Chebyshev de segunda espécie. Observa-se que

dividindo por sinθ, resulta

sin[(n + 1)θ]

sin θ
+

sin[(n− 1)θ]

sin θ
= 2cosθ

sin nθ

sin θ

Por recorrência, resulta que
sin(nθ)

sin θ
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vem a ser um polinm̂io de grau n em x = cosθ.

Definição 4.2. O polinômio de Chebyshev de segunda espécie Un(x) é um polinômio

de grau n em x = cos θ, definido por

Un(x) =
sin[(n + 1)θ]

sin(θ)
. (4.16)

Assim, usando relações trigonométicas obtemos a seguinte relaçõa de

recorrência:

Un+1 = 2xUn − Un−1, n ≥ 1. (4.17)

Portanto, os primeiros polinômios de Chebyshev de segunda espécie são

U0(x) = 1

U1(x) = 2x

U2(x) = 4x2 − 1

U3(x) = 8x3 − 4x

U4(x) = 16x4 − 12x2 + 1

U5(x) = 32x5 − 32x3 + 6x

Da relação de recorrência, segue que o coeficiente do termo xn do polinômio Un(x)

é igual a 2n, para n ≥ 0.

–1

–0.5

0.5

1

–1 –0.8 –0.6 –0.4 –0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x

–6

–4

–2

2

4

6

–1 –0.8 –0.6 –0.4 –0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x

Figura 4.1 Polinômios T5(x) e U5(x).



41

Corolário 4.1. Sejam os polinômio de Chebyshev Tn(x) e Un(x), as seguintes

relações são satisfeitas:

Un(x)− Un−2(x) = 2Tn(x) (4.18)

(1− x2)Un(x) =
1

2
[Tn+2 − Tn(x)] (4.19)

Demonstração

O primeiro resultado segue imediatamente da seguinte identidade:

sin[(n + 1)θ]− sin[(n− 1)θ] = 2 sin(θ) cos(nθ).

Para o segundo resultado, tem-se que

(1− x2)Un(x) =
sin2(θ) sin[(n + 1)θ]

sin(θ)
= sin θ sin[(n + 1)θ]

temos ainda a seguinte identidade

2 sin(θ) sin[(n + 1)θ] = cos[(n + 2)θ]− cos(nθ)

o que completa a demonstração.

¤

Proposição 4.10. Un(x) possui zeros simples nos pontos:

xk = cos
k

n + 1
π, k = 1, 2, · · · , n. (4.20)

Demonstração

Un(x) = 0 se, e somente se, sin((n + 1)θ) = 0. Assim, (n + 1)θ = kπ, k = 1, · · · , n.

Observa-se que os zeros do polinômio (1 − x2)Un(x) incluem os pontos extremos
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x = −1 e x = 1 e que os pontos extremos deTn(x) são os do polinômio (1−x2)Un−1(x)

[20].

¤

Proposição 4.11. Para n ≥ 1, temos:

T ′
n(x) = nUn−1(x) (4.21)

Demonstração

Dado que Tn(x) = cos(nθ) e θ = arccos(x), temos dáı que

dTn(x)

dx
=

d

dθ
(cos(nθ))

dθ

dx
=

n sin(nθ)

sin(θ)
,

o que completa a demonstração.

¤

Proposição 4.12. Para n ≥ 1, temos:

T ′′
n (x) =

n(nTn(x)− xUn−1(x))

x2 − 1
(4.22)

Demonstração

Segue que

T ′′
n (x) =

d

dx

(
n sin(nθ)

sin(θ)

)

Assim vamos ter

d

dx

(
n sin(nθ)

sin(θ)

)
=

(
n2 cos(nθ) sin(θ)− n cos(θ) sin(nθ)

sin2(θ)

)
dθ

dx
.
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Dado que x = cos(θ) segue dáı que

T ′′
n (x) =

n2 cos(nθ) sin(θ)− n cos(θ) sin(nθ)

sin3(θ)
.

que resulta em

T ′′
n (x) =

n(nTn(x)− xUn−1(x))

x2 − 1

¤

Proposição 4.13. Os polinômios de Chebyshev Un(x) são ortogonais no intervalo

[−1, 1] com relação à função peso w(x) =
√

1− x2.

Demonstração

De maneira análoga à demonstração anterior vamos ter para n 6= m

〈Un, Um〉w =

∫ 1

−1

√
1− x2Un(x)Um(x)dx =

∫ 1

−1

(1− x2)−
1
2 (1− x2)

1
2 Un(x)(1− x2)

1
2 Um(x)dx.

Como (1−x2)
1
2 Un(x) = sin(θ)Un(x) = sin[(n + 1)θ] e dx√

1−x2 = dθ segue

dáı

〈Un, Um〉w =

∫ π

0

sin[(n + 1)θ] sin[(m + 1)θ]dθ

〈Un, Um〉w =
1

2

∫ π

0

[cos[(m + n + 2)θ]− cos[(n−m)θ]]dθ = 0.

O que completa a demonstração.

¤
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4.2 Série de Fourier-Chebyshev

Conforme Lanczos [37], a desvantagem da série de Fourier com funções

f(x) que não sejam periódicas é sua convergência vagarosa. Suponha-se que o in-

tervalo de definição é normalizado para [−1, 1]. Com mudança de variável

x = cos θ (4.23)

resulta que F (θ) = f(cos θ) é uma função periódica. Sendo cos(θ) uma função par,

deve-se requerer F (θ) = F (−θ) e por tanto, sua expansão de Fourier resulta em

cossenos

F (cosθ) =
∞∑

n=0

unancos(nθ) (4.24)

com

ak =
2

π

∫ π

0

F (cos(θ)) cos(kθ)dθ (4.25)

Voltando à variável x, segue

f(x) =
∞∑

n=0

unanTn(x) (4.26)

onde

ak =
2

π

∫ 1

−1

f(x)Tk(x)
dx√

1− x2
(4.27)

un =





0, n < 0;

1
2
, n = 0;

1, n > 0.

(4.28)

A discusão sobre a convergência da expansão de Chebyshev (4.26) é reduzida às

questões relacionadas com a série clássica de Fourier [19], [50]. Em particular,para
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funções limitadas integraveis têm-se convergência quadrática com respeito da norma

‖f‖2 =

[
1

π

∫ π

0

|f(cos(θ))|2dθ

] 1
2

(4.29)

e a validade da igualdade de Parserval

∞∑
n=0

una
2
n =

1

L

∫ L

−L

|f(cos θ)|2dθ (4.30)

ou

‖f‖2
2 =

∞∑
n=0

un|an|2. (4.31)

Quando f(x) é aproximada por uma série finita de Chebyshev, temos então que

‖f‖2 = ‖α‖ (4.32)

onde α = (a0, a1, a2, · · · , am) é um vetor. Para funções suaves ou regulares, obtém-se

a convergência uniforme com a norma

‖|f‖| = sup
x∈[−1,1]

|f(x)|. (4.33)

4.2.1 Derivada da Série de Chebyshev

Seja f(x) uma função continuamente diferenciável no intervalo [−1, 1]

e considera-se a série de Chebyshev para sua derivada

d

dx
f(x) ∼

∞∑
n=0

una′nTn(x) (4.34)

Proposição 4.14. Seja

f ′(x) =
∞∑

n=0

una
′
nTn(x). (4.35)
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Então,

a′n =
∞∑

p=0

up−nvp−npap (4.36)

onde

vn = 1− (−1)n =





0, n par

2, n impar

(4.37)

e a0, a1, . . ., são os coeficientes da série de Chebyshev da função

f(x) =
∞∑

n=0

unanTn(x)

Demonstração

Derivando formalmente termo a termo e igualando a sua expansão em série de

Chebyshev, decorre

f ′(x) =
∞∑

n=0

unanT ′
n(x) =

∞∑
n=0

una′nTn(x).

Das propriedades da série de Fourier, segue que ∀n ≥ 0

a′n =
〈f ′, Tn〉
〈Tn, Tn〉

Agora, para n ≥ 1:

a′n =
〈f ′, Tn〉
〈Tn, Tn〉 =

2

π

〈 ∞∑
m=1

amT ′
m, Tn

〉
.

Da Proposição 4.9, temos

a′n =
2

π

∞∑
m=0

am〈T ′
m, Tn〉 =

∞∑
m=n+1,m+n impar

2mam.



47

Portanto, temos:

a′n =
∞∑

p=0

up−nvp−npap.

¤

Para derivadas de ordem superior temos :

ds

dxs
f(x) =

∞∑
n=0

una(s)
n Tn(x). (4.38)

Proposição 4.15. Para k > 0, temos

a
(i)
k−1 − a

(i)
k+1 = 2ka

(i−1)
k . (4.39)

Demonstração

Seja f ∈ Cn, assim ∫
f (n)(x)dx = f (n−1)(x) + C.

Dado que

f (i)(x) =
∞∑

m=0

uma(i)
m Tm(x),

temos então que

∫ ∞∑
m=0

uma(i)
m Tm(x) =

∞∑
m=1

uma(i−1)
m Tm(x) + K1, (4.40)

onde K1 = a0

2
T0. Considerando o primeiro membro de (4.40), integrando termo a

termo e aplicando Proposição 4.6, temos

∫
a

(i)
0

2
T0dx +

∫
a0T1dx +

∞∑
m=2

a(i)
m

∫
Tmdx + K2

a
(i)
0

2
T1 +

a
(i)
1

2
T2 + K3 +

∞∑
m=2

a(i) Tm+1

m + 1
+

∞∑
m=2

a(i)
m

Tm−1

m− 1
+ K2.
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Expandindo as séries e agrupando, vamos ter

1

2
(a

(i)
0 − a

(i)
2 )T1 +

1

2
(a

(i)
1 − a

(i)
3 )

T2

2
+

1

2
(a

(i)
2 − a

(i)
4 )

T3

3
+ · · ·+ K.

Assim vamos ter em (4.40)

1

2

∞∑
m=1

a
(i)
m−1 − a

(i)
m+1

m
Tm + K =

∞∑
m=1

a(i−1)
m Tm + K1

tendo que K1 = 1
2
(K3 + K2). Logo conclúımos que para m ≥ 1

a
(i)
m−1 − a

(i)
m+1 = 2ma(i−1)

m

¤

4.2.2 Truncamento da Série de Chebyshev

Conforme [54] vamos definer o operador Pm sobre a função f(x) que é

continuamente diferenciável pelo seu truncamento com m termos

Pmf(x) =
m∑

n=0

unanTn(x). (4.41)

Conseqüentimente,

(I − Pm)f(x) =
∞∑

n=m+1

unanTn(x), (4.42)

onde I denota o operador identidade. Fazendo,

[(I − Pm)f(x)]2 =

( ∞∑
n=m+1

unanTn(x)

)2

≤
( ∞∑

n=m+1

|an|
)2

[(I − Pm)f(x)]2 ≤
( ∞∑

n=m+1

|an|
)2

=

[ ∞∑
n=m+1

|a′n−1 − a′n+1|
2n

]2
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≤ 1

4

∞∑
n=m+1

1

n2

∞∑
n=m+1

(a′n−1 − a′n+1)
2 ≤

∞∑
n=m+1

1

n2

∞∑
n=m

a′2n .

Logo,

[(I − Pm)f(x)]2 ≤
∞∑

n=m+1

1

n2

∞∑
n=m

‖a′n‖2.

Da identidade Pareeval, para P−1 = 0, segue

∞∑
n=m

‖a′n‖2 = ‖(I − Pm−1)f
′(x)‖2

q ≤ ‖f ′‖2
q,

Então

‖(I − Pm)f‖n ≤ σ(m)‖(I − Pm−1)f
′(x)‖2

q ≤ ‖f ′‖2
q (4.43)

onde

σ(m) =

√√√√
∞∑

n=m+1

1

n2

em que
1

m + 1
≤ σ(m)2 ≤

∫ ∞

m

du

u2
=

1

m
.

Novamente aplicando a identidade Parseval em (I − Pm)f(x),

‖(I − Pm)f(x)‖2
q =

∥∥∥∥∥
∞∑

n=m+1

anTn(x)

∥∥∥∥∥

2

q

=
∞∑

n=m+1

‖an‖2 =
∞∑

n=m+1

‖a′n−1 − a′n+1‖2

4n2
.

Assim sendo

‖(I−Pm)f(x)‖2
q ≤

1

4(m + 1)2

∞∑
n=m+1

‖a′n−1−a′n+1‖2 ≤ 1

4(m + 1)2

∞∑
n=m+1

(‖a′n−1‖2+‖a′n+1‖2).

Logo tem-se que

‖(I − Pm)f(x)‖2
q ≤

1

(m + 1)2

∞∑
n=m

‖a′n‖2.

Portanto, para m = 0, 1, 2, · · · e P−1 ≡ 0

‖(I − Pm)f(x)‖q ≤ σ1(m)‖(I − Pm−1)f
′(x)‖q ≤ σ1(m)‖f ′(x)‖q (4.44)
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e

σ1(m) =
1

m + 1
.

Repetindo a estimativa (4.43), vamos ter

‖(I − Pm)f(x)‖n ≤ σ(m)‖(I − Pm−1)f
′(x)‖q ≤ σ(m)σ1(m− 1)‖(I − Pm−1)f

′′(x)‖q

(4.45)

e

‖(I − Pm)f(x)‖q ≤ σ(m)

m(m− 1)
‖f ′′′(x)‖q ≤ 1

(m + 1)m(m− 1)
‖f ′′′(x)‖q. (4.46)

Seja f(x) uma função continuamente diferenciável em [−1, 1] e seja

Pmf(x) = fm(x) (4.47)

assim,

f ′(x)− f ′m(x) =
df

dx
− dfm

dx
.

De (4.41) vamos ter

f ′(x)− f ′m(x) =
d

dx
[(I − Pm)f(x)] =

∞∑
n=m+1

una
′
nTn(x).

Se

f ′(x)− f ′m(x) ∼ ϕm(x) + (I − Pm+1)f
′(x) (4.48)

então,

|ϕm(x)| ≤ |a′m+1| ≤
(
|a′m+1|

m + 2

2
+ |a′m|

m + 1

2

)
.

Como
m + 1

2
<

m + 2

2

então

|ϕm(x)| ≤ m + 2

2
(|a′m|+ |a′m+1|).
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Em seguida, elevando ao quadrado ambos os lados e somando os resultados de todos

os componentes, temos

|ϕm(x)|2 ≤ (m + 2)2(‖a′m‖2 + ‖a′m+1‖2) ≤ (m + 2)2‖(I − Pm−1)f
′‖2

q,

segue então,

‖ϕm‖n ≤ (m + 2)‖(I − Pm−1)f
′‖q. (4.49)

Temos ainda que

‖ϕm‖2
q ≤ ‖am+1‖2 ≤ ‖a′m+1‖2m + 2

2
+ ‖a′m‖2m + 1

2

assim,

‖ϕm‖2
q ≤

m + 2

2
(‖a′m+1‖2 + ‖a′m‖2) ≤ m + 2

2
‖(I − Pm−1)f

′‖2
q

ou seja

‖ϕm‖q ≤
√

m + 2

2
‖(I − Pm−1)f

′‖q. (4.50)

Em

f ′(x)− f ′m(x) = ϕm(t) + (I − Pm+1)f
′(t)

por (4.44) e (4.49) vamos ter

‖f ′ − f ′m‖n ≤ (m + 2)‖(I − Pm−1)f
′‖q + ‖(I − Pm+1)f

′‖n. (4.51)

Para ‖f ′ − f ′m‖q, aplicamos a identidade Parseval, então temos

‖f ′ − f ′m‖2
q = ‖ϕm‖2

q + ‖(I − Pm+1)f
′‖2

q ≤ (‖ϕm‖q + ‖(I − Pm+1)f
′‖q)

2.

De (4.50), temos

‖f ′ − f ′m‖q ≤
√

m + 2

2
‖(I − Pm−1)f

′‖q + ‖(I − Pm+1)f
′‖q
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Quando f(x) for duas vezes continuamente diferenciável no intervalo [−1, 1], apli-

cando (4.43) e (4.44) em (4.49) e (4.51), temos

‖f ′ − f ′m‖n ≤
[
m + 2

m
σ(m + 1)

]
‖f ′′‖q (4.52)

‖f ′ − f ′m‖q ≤
[√

m + 2√
2m

+
1

m + 2

]
‖f ′′‖q. (4.53)

Segue como conseqüência que f ′m(x) → f ′(x) ao m →∞.
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5 MÉTODOS PARA A RESOLUÇÃO DE

PROBLEMAS DE VALOR DE CONTORNO

EM SÉRIES DE CHEBYSHEV

Em 1938, Lanczos introduz o uso dos polinômios de Chebyshev na inter-

polação de dados e obtenção de aproximações para soluções de equações diferenciais

ordinárias (EDOs) [38],[37]. Em 1957, Clenshaw sugere calcular diretamente os coe-

ficientes da solução de uma EDO e suas derivadas utilizando propriedades especiais

dos polinômios de Chebyshev. Posteriormente, Urabe [54] desenvolveu uma teoria

de um método prático para calcular soluções de problemas com valores de contorno

num ou dois pontos em séries de Chebyshev. Estes métodos podem ser utilizados na

obtenção de uma aproximação da solução d(x) da EDO (3.16) com os coeficientes

(3.19).

Antes de aplicarmo a série em polinômios de Chebyshev no problema,

vamos fazer uma mudança de variável tal que ocorra uma bijeção entre os intervalos

[0, L] e [−1, 1]. Assim sejam x ∈ [0, L] e z ∈ [−1, 1], portanto

z =

(
2

L

)
x− 1 e x =

L

2
(z + 1).

5.1 O Método de Clenshaw

Considera-se a equação diferencial

4∑
i=0

b8−2i(λ)d(2i)(x) = 0, (5.1)
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Escreve-se a solução e suas derivadas em série de Chebyshev

d(x) =
∞∑

k=0

ukakTk(z), (5.2)

(5.3)

Substituindo na EDO, resulta

∞∑

k=0

uk

(
4∑

i=0

b8−2i(λ)a
(2i)
k

)
Tk(z) = 0, k = 0, 1, 2, · · · .

Então,

4∑
i=0

b8−2i(λ)a
(2i)
k =

(
b0 b2 b4 b6 b8

)




a
(8)
k

a
(6)
k

a
(4)
k

a
(2)
k

ak




= 0 (5.4)

Por conveniência, denota-se o membro à esquerda por Θ(k). Para determinar os

coeficientes das derivadas em termos dos coeficientes da solução, é utilizada a pro-

priedade das séries com polinômios de Chebyshev

a
(i)
k−1 − a

(i)
k+1 = 2ka

(i−1)
k , i = 1, 2, · · · . (5.5)

Substituindo k por k − 1 e depois por k + 1 em (5.4) e efetuando a subtração entre

as duas equações, resulta

Θ(k − 1)−Θ(k + 1) =
4∑

i=0

b8−2i(λ)
(
a

(2i)
k−1 − a

(2i)
k+1

)
= 0

=
4∑

i=1

b8−2i(λ)2ka
(2i−1)
k + b8 (ak−1 − ak+1) = 0.
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Dividindo por 2k, segue

Θ(k − 1)−Θ(k + 1)

2k
=

4∑
i=1

b8−2i(λ)a
(2i−1)
k + b8

ak−1 − ak+1

2k
= 0. (5.6)

Introduzindo o operador em diferenças

Γuk =
uk−1 − uk+1

2k
=

(
1
2k

0 − 1
2k

)



uk−1

uk

uk+1


 (5.7)

a relação anterior escreve-se

ΓΘ(k) =
4∑

i=1

b8−2i(λ)a
(2i−1)
k + b8Γak = 0.

Repetindo o mesmo procedimento com (5.6), resulta

Θ(k − 2)

2(k − 1)
− kΘ(k)

(k − 1)(k + 1)
+

Θ(k + 2)

2(k + 1)
=

4∑
i=1

b8−2i(λ)2ka
(2i−2)
k

+ b8
ak−2

2(k − 1)
− kak

(k − 1)(k + 1)
+

ak+2

2(k + 1)
= 0.

Dividindo por 2k, vem

Θ(k − 2)

4k(k − 1)
− kΘ(k)

2k(k − 1)(k + 1)
+

Θ(k + 2)

4k(k + 1)
=

4∑
i=1

b8−2i(λ)a
(2i−2)
k

+ b8
ak−1

4k(k − 1)
− kak

2k(k − 1)(k + 1)
+

ak+1

4k(k − 1)
= 0.

Assim,

Γ2Θ(k) =
4∑

i=1

b8−2i(λ)a
(2i−2)
k + b8Γ

2ak = 0.
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Matricialmente, os dois passos anteriores podem ser escritos de maneira

compacta como segue.

0 =
(

b0 b2 b4 b6 b8

)







a
(7)
k

a
(5)
k

a
(3)
k

a
(1)
k

0




+
1

2k




0

0

0

0

ak−1 − ak+1







(5.8)

=
(

b0 b2 b4 b6 b8

)







a
(7)
k

a
(5)
k

a
(3)
k

a
(1)
k

0




+




0

0

0

0

Γak







,

e para segundo passo

0 =
(

b0 b2 b4 b6 b8

)







a
(6)
k

a
(4)
k

a
(2)
k

0

0




+




0

0

0

ak

Γ2ak







(5.9)

onde

Γ2uk =
(

1
4k(k−1)

0 −1
2(k−1)(k+1)

0 1
4k(k+1)

)




uk−2

uk−1

uk

uk+1

uk+2




. (5.10)
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Como a equação diferencial é de ordem par, após oito iterações, será obtida uma

equação em diferenças. Para ak

Γ8Θ(k) =
4∑

i=0

b8−2iΓ
2iak =

(
b0 b2 b4 b6 b8

)




ak

Γ2ak

Γ4ak

Γ6ak

Γ8ak




= 0. (5.11)

Esta equação resulta da forma

(
b0 b2 b4 b6 b8

)




0 0 0 0 w15 0 0 0 0

0 0 0 w24 w25 w26 0 0 0

0 0 w33 w34 w35 w36 w37 0 0

0 w42 w43 w44 w45 w46 w47 w48 0

w51 w52 w53 w54 w55 w56 w57 w58 w59







ak−8

ak−6

ak−4

ak−2

ak

ak+2

ak+4

ak+6

ak+8




= 0.

(5.12)
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onde

w15 = 1, w24 =
1

4(k − 1)k
, w25 =

−1

2(k2 − 1)
, w26 =

1

4(k + 1)k
,

w37 =
1

16k(k + 2)(k + 3)(k + 1)
, w24 =

1

4(k − 1)k

w35 =
3

8(k2 − 4)(k2 − 1)
, w36 =

−1

4k(k2 + 2k − 3)(k + 1)

w33 =
1

16k(k − 2)(k − 3)(k − 1)
, w34 =

−1

4k(k − 3)(k2 − 1)

w48 =
1

64k(k + 5)(k + 3)(k + 2)(k + 4)(k + 1)

w47 =
−3

32k(k + 5)(k2 + 2k − 3)(k + 2)(k + 1)

w46 =
15

64k(k2 + 2k − 3)(k − 2)(k + 4)(k + 1)

w45 =
−5

16(k − 3)(k2 + 2k − 3)(k + 1)(k2 − 4)

w44 =
15

64k(k − 3)(k + 2)(k − 4)(k2 − 1)

w43 =
−3

32k(k − 3)(k − 2)(k − 5)(k2 − 1)

w42 =
1

64k(k − 5)(k − 3)(k − 4)(k − 2)(k − 1)

w59 =
1

256k(k + 5)(k + 2)(k + 7)(k + 3)(k + 4)(k + 6)(k + 1)

w58 =
−1

32k(k + 2)(k2 + 6k − 7)(k + 3)(k + 4)(k + 5)(k + 1)

w57 =
7

64k(k + 2)(k + 3)(k2 + 4k − 12)(k + 5)(k2 − 1)

w55 =
35

128(k2 − 16)(k2 − 4)(k2 − 1)(k2 − 9))

w56 =
−7

32k(k + 3)(k + 4)(k − 2)(k2 + 2k − 15)(k2 − 1)

w54 =
−7

32k(k − 5)(k − 4)(k + 2)(k2 − 1)(k2 − 9)

w53 =
7

64k(k − 5)(k − 6)(k − 3)(k2 − 4)(k2 − 1)

w52 =
1

32k(k − 5)(k − 4)(k − 2)(k − 7)(k − 3)(k2 − 1)

w51 =
1

256k(k − 5)(k − 7)(k − 6)(k − 3)(k − 2)(k − 4)(k − 1)
.
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Segue,

S0ak−8+S2ak−6+S4ak−4+S6ak−2+S8ak +S10ak+2+S12ak+4+S14ak+6+S16ak+8 = 0

Fazendo a mudança de variável,k − 8 = j, resulta uma equação em diferenças de

ordem 16 com ı́ndices pares:

8∑
j=0

S2j(j)ak+2j−8 = 0 (5.13)

onde

S2j =





j+1∑
i=1

w6−i,j+1b10−2i, se 0 ≤ j ≤ 4;

9−j∑
i=1

w6−i,j+1b10−2i, se 5 ≤ j ≤ 8.

Para resolver (5.13), são requeridas 16 condições iniciais. Uma maneira consiste em

truncar a série de Chebyshev para k = 15 em x = 0 (z = −1), e utilizar a equação

em diferenças

b0(λ)dj+8 + b2(λ)dj+6 + b4(λ)dj+4 + b6(λ)dj+2 + b8(λ)dj = 0 (5.14)

d0 = d1 = d2 = d3 = d4 = d5 = d6 = 0 (5.15)

b0(λ)d7 = 1 (5.16)

para obter os valores

dj = d(j)(0) =
15∑

k=0

ukakT
(j)
k (−1)

para j = 8 : 15. Resulta a equação matricial

Ta = q (5.17)
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


T0(−1) T1(−1) · · · T15(−1)
...

...
...

...

T
(vii)
0 (−1) T

(vii)
1 (−1) · · · T

(vii)
15 (−1)

T
(viii)
0 (−1) T

(viii)
1 (−1) · · · T

(viii)
15 (−1)

...
...

...
...

T
(xv)
0 (−1) T

(xv)
1 (−1) · · · T

(xv)
15 (−1)







a0

a1

...

a15




=




0
...

d7

d8

...

d16




, (5.18)

ou seja, Ta = q, em que a matriz T de ordem 16 × 16 consiste das derivadas dos

polinômios de Chebyshev em x = 0, o vetor x é de ordem 16× 1 e q é um vetor de

ordem 16× 1.

5.2 O Método de Urabe

Urabe tem considerado o problema com ν valores no intervalo [−1, 1]

dx

dt
= X(x(t), t), (5.19)

ν∑
i=0

Lix(ti) = l.

onde x e X(x, t) são vetores, Li (i = 0, 1, 2, · · · , ν) são matrizes, l é um vetor, e

−1 = t0 < t1 < t2 < · · · < tν−1 < tν = 1.

Para ν = 0, tem-se o problema de valor inicial:

Lx(−1) = l (5.20)
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e para ν = 1 um problema de contorno em dois pontos. Em particular, nos extremos

do intervalo

L0x(−1) + L1x(1) = l. (5.21)

O caso de pontos intermediários tem sido discutido por Sansone [47] que é de inte-

resse em vigas segmentadas [53]. Neste trabalho, é focado no caso do problema de

valor inicial.

Para obter uma aproximação da solução do problema (5.19), considera-

se uma série finita de Chebyshev [27]

xm(t) =
m∑

n=0

unanTn(t) (5.22)

onde para cada n, (0, 1, 2, · · · ,m)

an =
2

π

∫ π

0

xm(cos(θ)) cos(nθ)dθ (5.23)

são coeficientes a serem determinados. Aqui un denota o coeficiente (4.28), isto é

un =





0, n < 0;

1
2
, n = 0;

1, n > 0.

Substituindo na EDO (5.19), e descartando termos de ordem superior a m − 1,

resulta

dxm(t)

dt
= Pm−1X(x(t), t) (5.24)

ν∑
i=0

Lixm(ti) = l (5.25)
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onde Pm−1 é um operador linear que expressa o truncamento da Série de Chebyshev

rejeitando os termos de ordem superior a m− 1. Seja,

dxm

dt
=

m∑
n=0

una
′
nTn(t). (5.26)

Da relação (4.36) para os coeficientes da derivadas

a′n =
m∑

s=0

us−nvs−nsas, (5.27)

resulta a equivalência

2

π

∫ π

0

X[xm(cos(θ), cos(θ))] cos(nθ)dθ − a′n = 0, n = 1 : m− 1 (5.28)

(5.29)
ν∑

i=0

Lixm(ti)− l = 0.

A série finita de Chebyshev xm(t) que satisfaz o problema (5.24) será chamada de

aproximação em série de Chebyshev de ordem, m para o problema (5.19). O fato

que aproximações em série de Chebyshev de alta ordem usualmente fornecem boas

aproximações para a solução exata e tem sido mostrado por Urabe [54] através do

seguinte teorema:

Teorema 5.1. (Urabe) No problema (5.19), supõem-se que X(x, t) é uma função

continuamente diferenciável com respeito a x e t em uma região Ω do tx-espaço

interceptado por dois hiperplanos t = −1 e t = 1. Se o problema (5.19) possui uma

solução isolada x = x̂(t) tal que

U = {(t, x)|‖x− x̂(t)‖ ≤ δ0, t ∈ [−1, 1]} ⊂ Ω
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para algum δ0 positivo, então para um m0 suficientimente grande, existe uma aproxi-

mação de Chebyshev x = x̄(t) de qualquer ordem m > m0 tal que

x̄m(t) → x̂(t)

dx̄m(t)

dt
→ dx̂(t)

dt

uniformemente quando t →∞.

Por uma solução isolada, entende-se que a solução x = x(t) é tal que a

matriz G =
∑ν

i=0 LiΦ(ti) é não singular e Φ(t) é uma matriz fundamental da primeira

variação da equação diferencial de (5.19) com respeito a x = x(t) satisfazendo a

condição inicial Φ(−1) = I (I é a matriz identidade).

Para determinar os coeficientes da série finita de Chebyshev através de

uma relação de recorrência, é suficiente resolver numericamente uma equação deter-

minante da forma (5.28). Por conveniência, o método de Urabe será considerado

com a equação de segunda ordem

x′′ = Q(t)x + R(t)x′ (5.30)

x(−1) = α (5.31)

x′(−1) = β. (5.32)

Primeiro, a equação é transformada num sistema de equações de primeira ordem,

x′ = y (5.33)

y′ = Q(t)x + R(t)y. (5.34)
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Segundo, os coeficientes são escritos em séries de Chebyshev

Q(t) =
∞∑

n=0

unQnTn(x) (5.35)

R(t) =
∞∑

n=0

unRnTn(x) (5.36)

e procura-se uma solução aproximada

xm(t) =
m∑

n=0

unanTn(t) (5.37)

ym(t) =
m∑

n=0

unbnTn(t) (5.38)

com

Q(t)xm(t) =
∞∑

n=0

unqnTn(t) (5.39)

R(t)ym(t) =
∞∑

n=0

unrnTn(t). (5.40)

Proposição 5.1. Para n = 0, 1, 2, · · · , resulta

Q(t)xm(t) =
∞∑

n=0

unqnTn(t) (5.41)

(5.42)

R(t)xm(t) =
∞∑

n=0

unrnTn(t) (5.43)

onde

qn =
1

2

m∑
s=0

(un−susQn−s + un+susQn+s + uns− nusQs−n) (5.44)

rn =
1

2

m∑
s=0

(un−susRn−s + un+susRn+s + uns− nusRs−n). (5.45)

Demonstração
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Substituindo a série finita e utilizando a propriedade do produto de polinômios de

Chebyshev [41]

2Tm(x)Tn(x) = Tm+n(x) + T|m−n|(x) (5.46)

resulta

Q(t)xm(t) =
m∑

s=0

∞∑
r=0

usurQrasTr(t)Ts(t)

=
1

2

m∑
s=0

∞∑
r=0

usurQras

(
Tr+s(t) + T|r−s|(t)

)

=
1

2

∞∑
n=0

(
m∑

s=0

un−susQn−sas)Tn(t) +
1

2

m∑
s=0

u2
sQsasTo(t)

+
1

2

∞∑
n=0

(
m∑

s=0

un+susQn+sas)Tn(t) +
1

2

m∑
s=0

u2
s−nQs−nasTo(t)

onde é assumido Qr = 0 para r < 0. Assim,

qo = u2
oQoaa +

m∑
s=0

u2
sQsas =

m∑
s=0

usQsas

qn =
1

2

m∑
s=0

(un−susQn−s + un+susQn+s + uns− nusQs−n), n = 1, 2, · · ·

A prova para R é análoga e será omitida.

¤

Utilizando (5.27) nas equações determinantes (5.28) com aux́ılio da

proposição (5.44) e as aproximações em séries finitas de Chebyshev para x(t), y(t)
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resulta

a′n = bn, n = 0 : m− 1 (5.47)

b′n = qn + rn, n = 0 : m− 1 (5.48)
m∑

n=0

(−1)nunan = α (5.49)

m∑
n=0

(−1)nunbn = β (5.50)

onde

a′n =
m∑

s=0

us−nvs−nsas,

b′n =
m∑

s=0

us−nvs−nbs

para n = 0 : m− 1, e

qn =
1

2

m∑
s=0

(un−susQn−s + un+susQn+s + us−nusQs−n + u−nu−sQs)as (5.51)

rn =
1

2

m∑
s=0

(un−susRn−s + un+susRn+s + us−nusRs−n + u−nu−sRs)bs (5.52)

da mesma forma para n = 0, 1, 2, . . . , m− 1.

Sendo

a′n−1 − a′n+1 = 2nan, n = 1, 2, · · · ,m

com a′m = a′m+1 = 0, resulta das identidades anteriores

an =
1

2n
(bn−1 − dnbn+1) (5.53)

onde

dn =





1, n ≤ m− 2;

0, n ≤ m− 1.
(5.54)
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bm+1 = 0.

Substituindo an na terceira relação de (5.47), obtém-se

1

2
a0 +

m∑
n=1

(−1)n 1

2n
(bn−1 − dnbn+1) = α

a0 = bo − 1

2
b1 + 2

m∑
n=2

(−1)s−1

(s− 1)(s + 1)
bs + 2α.

Com o valor obtido de a0 e de an em termos de bn, substituindo em (5.51), segue

qn = Qnα +

[
1

2
Qn +

1

4
(un−1Qn−1 + Qn+1 + u1−nQ1−n)

]
b0

+

[
−1

4
Qn +

1

8
(un−2Qn−2 + Qn+2 + u2−nQ2−n)

]
b1 +

m−1∑
s=2

[
(−1)s−1

(s− 1)(s + 1)
Qn

+
1

4(s + 1)
(un−s−1Qn−s−1 + Qn+s+1 + us+1−nQs+1−n)

+
1

4(s− 1)
(un−s+1Qn−s+1 + Qn+s−1 + us−1−nQs−1−n)]bs.

Substituindo os resultados obtidos na segunda relação de (5.47), tem-se para n =

0, 1, 2, . . . ,m− 1, que
m∑

s=0

Hnsbs = Kn (5.55)

onde

Hn0 =
1

2
Qn +

1

2
Rn +

1

4
(un−1Qn−1 + Qn+1 + u1−nQ1−n))

Hn1 = −1

4
Qn +

1

8
(un−2Qn−2 + Qn+2 + u2−nQ2−n)+

1

2
(un−1n− 1 + Rn+1 + u1−nR1−n)− u1−nv1−n.
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Para s = 2, 3, · · · ,m− 1, tem-se

Hns =
(−1)s−1

(s− 1)(s + 1)
Qn +

1

4(s + 1)
(un−s−1Qn−s−1 + Qn+s+1 + us+1−nQs+1−n)

+
1

4(s− 1)
(un−s+1Qn−s+1 + Qn+s−1 + us−1−nQs−1−n)

+
1

2
(un−sRn−s + Rn+s + us−nRs−n)− us−nvs−ns

Hnm =
1

2
(Rn+m + Rm−n)− vm−nm

Kn = −Qnα.

Finalmente, para n = m, resulta

∑
ms

Hmsbs = Km

onde

Hm0 =
1

2
, Hms = (−1)s, s = 1 : m (5.56)

Km = β. (5.57)

Resumindo, tem-se sistemas de (m + 1) equações algébricas lineares

m∑
s=0

Hnsbs = Kn, n = 0 : m (5.58)
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em (m + 1) incógnitas bs, s = 0 : m e as equações

a0 = bo − 1

2
b1 + 2

m∑
n=2

(−1)s−1

(s− 1)(s + 1)
bs + 2α

(5.59)

an =
1

2n
(bn−1 − dnbn+1), (5.60)

n = 1 : m.

5.2.1 A solução d(x) através do método de Urabe

Para obter uma solução aproximada do problema de valor inicial

b0d
(viii)(x) + b2d

(vi)(x) + b4d
(iv)(x) + b6d

′′(x) + b8d(x) = 0 (5.61)

d(0) = d′(0) = d′′(0) = · · · = d(vi)(0) = 0, b0d
(vii)(0) = 1, (5.62)

pelo método de Urabe, a EDO é reduzida para o sistema de equações de primeira

ordem: 



d′(x) = m(x)

m′(x) = p(x)

p′(x) = q(x)

q′(x) = r(x)

r′(x) = s(x)

s′(x) = t(x)

t′(x) = v(x)

v′(x) = − 1

b0

[b2t(x) + b4r(x) + b6p(x) + b8d(x)].

(5.63)
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Com as aproximações

dk(x) =
k∑

n=0

unanTn(z) (5.64)

mk(x) =
2

L

k∑
n=0

unbnTn(z)

pk(x) =
k∑

n=0

uncnTn(z)

qk(x) =
k∑

n=0

unDnTn(z)

rk(x) =
k∑

n=0

unenTn(z)

sk(x) =
k∑

n=0

unfnTn(z)

tk(x) =
k∑

n=0

ungnTn(z)

vk(x) =
k∑

n=0

unhnTn(z)

resulta 



a′n = bn

b′n = cn

c′n = Dn

D′
n = en

e′n = fn

f ′n = gn

g′n = hn

h′n = − 1

b0

[b2gn + b4en + b6cn + b8an].

(5.65)
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Das condições iniciais, vem

k∑
n=0

(−1)nunan = 0,
k∑

n=0

(−1)nunbn = 0

k∑
n=0

(−1)nuncn = 0,
k∑

n=0

(−1)nunDn = 0

k∑
n=0

(−1)nunen = 0,
k∑

n=0

(−1)nunfn = 0

k∑
n=0

(−1)nungn = 0,
k∑

n=0

(−1)nunhn =
1

b0

.

(5.66)

Pela relação (5.53), resulta

an =
1

2n
(bn−1 − bn+1), bn =

1

2n
(cn−1 − cn+1)

cn =
1

2n
(Dn−1 −Dn+1), Dn =

1

2n
(en−1 − en+1)

en =
1

2n
(fn−1 − fn+1), fn =

1

2n
(gn−1 − gn+1)

gn =
1

2n
(hn−1 − hn+1) (5.67)

para n = 1, 2, · · · ,m . Assim para n = 0, pelas condições iniciais do problema

(5.61), segue

a0 = 2
k∑

n=1

(−1)n+1unan, b0 = 2
k∑

n=1

(−1)n+1unbn

c0 = 2
k∑

n=1

(−1)n+1uncn, D0 = 2
k∑

n=1

(−1)n+1unDn

e0 = 2
k∑

n=1

(−1)n+1unen, f0 = 2
k∑

n=1

(−1)n+1unfn

g0 = 2
k∑

n=1

(−1)n+1ungn, h0 = 2
1

b0

+ 2
k∑

n=1

(−1)n+1unhn.
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De maneira recursiva, resulta de (5.67) que

gn = Γhn

en = Γ3hn (5.68)

cn = Γ5hn

an = Γ7hn.

Assim para n ≥ 7 vamos ter

h′n = − 1

b0

[b2Γhn + b4Γ
3hn + b6Γ

5 + b8Γ
7].

Fazendo uma substituição de variável, s = n−7, conforme o método de Urabe, vamos

procurar obter um sistema de equações algébricas lineares, onde w = 1, 2, · · · , k

m∑
s=0

Hwshs = Kw. (5.69)

Conforme a Proposição 4.14, para cada w = 1, 2, · · · , k − 1, tem-se

k∑
s=0

us−nvs−nshs = − 1

b0

[b2Γhn + b4Γ
3hn + b6Γ

5 + b8Γ
7]. (5.70)

assim, para w = k temos
k∑

s=0

Hkshs = d(vii)(0) (5.71)

onde

Hk0 =
1

2

e

Hks = (−1)s.

O que completa o sistema em (5.69).
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6 CONCLUSÕES

Neste trabalho obteve-se um modelo para o estudo de vibrações em

nanotubos de carbono duplos. O modelo foi formulado com o uso das equações

de uma viga de Timoshenko e acoplado pela ação da força de van der Waals en-

tre as paredes dos nanotubos duplos. O sistema resultante foi escrito como uma

equação diferencial matricial de segunda ordem em que os coeficientes são matrizes

que envolvem dependência espacial do modelo.

A formulação matricial do modelo permitiu realizar uma análise modal

de maneira compacta para variadas condições de contorno. Os modos de vibração

foram caracterizados como solução de uma equação diferencial de segunda ordem na

variável espacial com coeficientes matriciais de ordem 4 e dependentes da freqüência

de vibração. O problema de autovalor quadrático foi abordado com o uso de uma

base matricial gerada por uma solução matricial fundamental ou função de Green,

h(x) de ordem 4 × 4, resultando um sistema algébrico de dimensão 8. No caso

bi-apoiado, ao considerar os modos como sendo funções trigonométricas com ampli-

tudes vetoriais, o sistema foi reduzido para dimensão 4, obtendo em conformidade

com [66], as freqüências naturais.

A determinação de h(x) conforme Claeyssen, [13], envolve o uso das

derivadas da solução d(x) de um problema de valor inicial de oitava ordem, devido

a dimensão das matrizes. A equação diferencial linear resultante possui coeficientes

que dependem da freqüência de maneira não linear.

Para determinar esta solução, foram propostos os métodos de Clenshaw

e Urabe com o uso dos polinômios de Chebyshev. Consideramos que o método de

Urabe apresenta uma maior simplicidade, visto que o método depende apenas da

formulação e resolução de um sistema de equações algébricas lineares. Pois, o método

de Clenshaw, aplicado na obtenção de d(x), requer o suprimento de dados iniciais
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adicionais aos fornecidos no problema inicial que define d(x), e que são necessários

para iterar uma equação em diferenças com coeficientes variáveis. Além disso, o

método de Urabe apresenta estimativas para as aproximações das derivadas de d(x)

das quais depende h(x).

Diante do crescente interesse em nanotecnologia, trabalhos que estudem

as propriedades dos nanomateriais serão cada vez mais freqüêntes. Para trabalhos

futuros, podemos abordar o estudo de outros modelos bem como aprofundar métodos

envolvendo a série de Chebyshev e os métodos da colocação e diferenças finitas.
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