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Resumo

Este trabalho esta dedicado a estudar a consisténcia global da dinamica quantica de
sistemas nao-comutativos. Nosso ponto de partida é a teoria de sistemas vinculados, dado
que esta prové uma descri¢ao unificada da dinamica classica e quantica para os modelos a
serem investigados. Analisamos o problema relacionado com a existéncia da série de Born
e unitariedade e focamos, na seqiiéncia, na formulagao funcional da dinamica quantica dos
sistemas nao-comutativos. A compatibilidade entre as abordagens funcional e operatorial
é substanciada de forma geral. Subseqiientemente, a transformada de Weyl generalizada
de indice o ¢ usada para implementar a defini¢ao via “time-slicing” da integral de caminho
no espacgo de fase, o que nos permite calcular o correspondente propagador de Feynman.
Como esperado, esta representacao para o propagador de Feynman nao é tinica, mas rotu-
lada pelo parametro real a. Provamos que as contribuicoes dependentes de o desaparecem
no limite quando o “slice” de tempo tende a zero, tal qual é requerido pela consisténcia
da formulagao. Esta prova é intrincada pois o Hamiltoniano envolve, necessariamente,
produtos de operadores nao comutantes. A anti-simetria da matriz que parametriza a
nao-comutatividade joga um papel fundamental no mecanismo de cancelamento dos ter-
mos dependentes de .

Por fim, estudamos a implementacao do processo formulado por Batalin, Fradkin
e Tyutin (BFT), o qual permite transformar esses sistemas em uma teoria de calibre
Abeliana exibindo apenas vinculos de primeira classe. A adequacao da imersao BFT,
como aplicada neste trabalho, é verificada demonstrando que existe um mapeamento
isomorfico que conecta o modelo de segunda classe com o setor invariante de calibre da
teoria de calibre. Como é sabido, a quantizacao funcional de uma teoria de calibre exige a
eliminacao da liberdade de calibre. Entao, temos a nossa disposicao um conjunto infinito
de descricoes alternativas para a mecanica quantica nao-comutativa, uma para cada cali-
bre. Estudamos as caracteristicas relevantes deste infinito conjunto de correspondéncias.
A quantizacao funcional da teoria de calibre é explicitamente realizada para dois calibres
diferentes e os resultados comparados com o correspondente ao sistema de segunda classe.
Dentro do quadro operatorial, a teoria de calibre é quantizada utilizando-se o método de
Dirac.
Palavras-chave: Mecanica quantica nao-comutativa; Consisténcia; Resultados indepen-
dente de modelo; Integral funcional; Teoria de calibre
PACS Nos.: 03.65.-w, 03.65.Db, 11.10.Nx



Abstract

This work is concerned with the global consistency of the quantum dynamics of non-
commutative systems. Our point of departure is the theory of constrained systems, since
it provides a unified description of the classical and quantum dynamics for the models
under investigation. We then analise the problem concerned with the sufficient conditions
for the existence of the Born series and unitarity and turn, afterwards, into studying
the functional quantization of non-commutative systems. The compatibility between the
operator and the functional approaches is established in full generality. Subsequently, the
generalized Weyl transform of index « is used to implement the time-slice definition of
the phase space path integral yielding the Feynman kernel in the case of noncommutative
quantum mechanics. As expected, this representation for the Feynman kernel is not
unique but labeled by the real parameter . We succeed in proving that the a-dependent
contributions disappear at the limit where the time slice goes to zero. This proof of
consistency turns out to be intricate because the Hamiltonian necessarily involves products
of noncommuting operators. The antisymmetry of the matrix parameterizing the non-
commutativity plays a key role in the cancelation mechanism of the a-dependent terms.

Finally, we study the embedding procedure formulated by Batalin, Fradkin and Tyutin
(BFT) which enables one to transform these noncommutative systems into an Abelian
gauge theory exhibiting only first class constraints. The appropriateness of the BF'T em-
bedding, as implemented in this work, is verified by showing that there exists a one to
one mapping linking the second class model with the gauge invariant sector of the gauge
theory. As is known, the functional quantization of a gauge theory calls for the elimi-
nation of its gauge freedom. Then, we have at our disposal an infinite set of alternative
descriptions for noncommutative quantum mechanics, one for each gauge. We study the
relevant features of this infinite set of correspondences. The functional quantization of
the gauge theory is explicitly performed for two different gauges and the results compared
with that corresponding to the second class system. Within the operator framework the
gauge theory is quantized by using Dirac’s method.

Keywords: Non-commutative quantum mechanics; Consistency; Model independent re-
sults; Functional approach; Gauge theory
PACS Nos.: 03.65.-w, 03.65.Db, 11.10.Nx
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1 Introducao

Historicamente, a no¢ao de coordenadas espaciais nao-comutativas foi sugerida por
Heisenberg ao propor a existéncia de uma relacao de incerteza nao nula entre as coor-
denadas espaciais, o que, para ele, seria uma maneira de eliminar as singularidades que
aparecem na teoria quantica-relativistica de campos. A idéia de Heisenberg nao parou
por ai e, seguindo a seqiiéncia Peierls — Pauli — Oppenheimer — Snyder!, levou este
altimo a escrever o primeiro artigo sobre o assunto em 1947 |2|. Porém, talvez devido ao
sucesso da teoria de renormalizacao, essa proposta foi esquecida até recentemente, quando

reaparece através das teorias de cordas e da gravitacao quantica.

Muitos autores tém estudado efeitos causados por um espago-tempo nao-comutativo
sob pontos de vista matematico e fisico. Isso implica em promover as coordenadas do
espago-tempo (2’ e z°) ao nivel de operadores hermiteanos (Q° e Q°) obedecendo as

relacoes de comutagao

[@Q", Q"] =i0", (1.1)

onde pu,v =0...d—1, d é a dimensao do espaco-tempo e ©O*” é uma matriz antisimétrica
real e constante com unidades de area. Na Ref. [3], foi proposta uma teoria de Yang-Mills
imersa em um torus nao-comutativo. A presenca do tensor constante ©*” implica na
violacdo da simetria de Lorentz enquanto que causalidade requer ©% = 0. No entanto

Connes et al. [4] provaram que ela surge como um limite definido da teoria de cordas

'Para maiores detalhes histéricos veja [1] e referéncias dentro desta.



quando na presenca de um do campo magnético de fundo. A teoria de Yang-Mills su-
persimétrica ndo-comutativa (NCSYM) também foi extraida por Seiberg & Witten [5]

partindo de uma super corda aberta na presenca de um campo magnético.

Dessa maneira, a teoria de cordas impulsionou o desenvolvimento das teorias de cam-
pos formuladas em variedades do espacgo-tempo nao-comutativas. Através de calculos
explicitos de lagos para casos onde ©% = 0 (ndo-comutatividade espacial), foi mostrado
que a teoria ¢* até dois lagos [6,7] e a Eletrodinamica Quantica nao-comutativa (NC-
QED) até um lago [8-10] sao renormalizaveis. Ja no caso ©% = 0, viu-se que a teoria nao
¢ unitaria |[11,12| nem causal, ndo se apresentando atraente como uma teoria fisica. Um
aspecto peculiar das teorias de campos nao-comutativas é a aparicao de um mecanismo
de conversao parcial de divergéncias ultravioletas em infravermelhas (mecanismo UV /IR).
Neste caso, ap6s as divergéncias ultravioletas terem sido eliminadas através do processo
de renormalizacao, ainda restam as mencionadas divergéncias infravermelhas cuja origem
nao obedece a uma potencial auséncia de massa. Os efeitos da introducao de supersimetria
em teorias de calibre Abelianas (NCSQED) e nao-Abelianas (NCSYM) foram, na aprox-
imagao de um lago, estudadas nas Refs. [13-16|, onde foi demonstrado que a presenca da
supersimetria leva ao desaparecimento das divergéncias UV /IR nao-integraveis. De fato,
até o presente momento, a versao nao-comutativa do modelo de Wess-Zumino é a unica
teoria de campos nao-comutativa em (1 + 3)-dimensoes cuja consisténcia foi provada a
todas as ordens da teoria de perturbacoes [17]. Mais detalhes em assuntos relacionados

podem ser encontrados nos artigos de revisao [18-22].

O reaparecimento de modelos envolvendo variedades do espago-tempo nao-comutati-
vas também foi impulsionado pelo fato de serem de grande interesse para a formulagao
da teoria quantica da gravitagao (QG). A idéia é que a comutatividade do espago-tempo
¢ perdida na escala de Planck [23] <)\p = (Gh/A)? ~ 1.6 x 10_33cm). Isso leva a uma
relagdo de comutagao tal qual a da Eq. (1.1), sendo ©"”, neste caso, uma matriz con-
stante da ordem do quadrado do comprimento de Planck. Essa relagao impoe possiveis

limitagoes na precisao da localizacao de eventos no espaco-tempo, o que de fato deve ser



uma caracteristica de uma teoria quantica da gravitacao. Mesmo no ambito da teoria da
gravitacao de Einstein, quando combinada com o principio de incerteza de Heisenberg,
somos levados a concluir que o espaco-tempo ordinario ? perde qualquer significado opera-
cional em escalas muito pequenas. Para tanto, basta pensarmos no caso de uma medicao
das coordenadas espaco-temporais: quanto maior a precisao nas medidas do espaco-tempo
(Az") maior serd a incerteza na medigao dos momenta canonicamente conjugados (Ap,,),
que estao, por sua vez, presentes na estrutura do tensor energia-momentum (T;w)- Apos

levar em conta a equacao de Einstein da Relatividade Geral

1
Ry, — 3 Rny, = 811, (1.2)

em coordenadas naturais (h = G = ¢ = 1), concluimos que Az* — 0 provocara, inevitavel-
mente, um campo gravitacional de grande intensidade. Quando o campo gravitacional se
torna tao forte a ponto de gerar um buraco negro, a operacao de medida das coordenadas
do espago-tempo perde seu significado. Em [23] é investigado como restringir localidade
de maneira a prevenir a formagao de buracos negros no curso de uma medida, ou seja, os

Ax* sao restringidos de modo a nao serem simultaneamente muito pequenos.

Por outro lado, a mecanica quantica nao-comutativa (MQNC) também tem sido alvo
de extensivas pesquisas [24-27|. Neste contexto, estamos interessados em encontrar con-
seqiiéncias fenomenologicas da presenca de um espago nao-comutativo. O principal re-
sultado, no caso de sistemas de particula tnica, é o de que a modificacao da algebra
simultanea obedecida pelos operadores de posicao basicos age como uma fonte de novas
interacoes que podem ou nao preservar as simetrias originais. Um exemplo é o trabalho
de Chaichian et al. [24], onde, para pequenos valores de ©%, a nao-comutatividade atua,
no caso do atomo de Hidrogénio, como uma nova interagao, introduzindo correcoes ao
“Lamb Shift” (desvio de Lamb) e selecionando uma diregao preferencial (desvio de Lamb

polarizado) devido & quebra de simetria introduzida pela nao-comutatividade. Também

2Usaremos eventualmente o termo ordindrio para se referir a espacos cujas coordenadas espaciais
comutam.



em [27] é estudado o caso de um Oscilador Harménico bi-dimensional: um modelo exata-
mente solivel. Na Ref. [28] os autores trabalham sobre os efeitos da nao-comutatividade

no caso de sistemas quanticos de muitas particulas: o gas de elétrons.

Como ja apontamos, a nao-comutatividade introduz modificagoes na teoria quantica
de campos (TQC). O mesmo acontece no caso da MQNC. No entanto, é importante
ressaltar que enquanto a nao-comutatividade, no caso da TQC, torna os parametros da
teoria nao-comutativos, no caso da mecénica quantica (MQ) ela destroi a comutatividade
a tempos iguais dos observaveis posicao. A proposta central desta tese é a de demonstrar

que a MQNC é, de fato, uma teoria quantica consistente.

Neste trabalho estaremos interessados em sistemas quanticos cuja dinamica é descrita
pelo Hamiltoniano auto-adjunto H(P,Q) funcido das coordenadas Cartesianas Q'] =
1,...,N e dos seus momenta canonicos conjugados P?,j =1,..., N.> No entanto, difer-
ente do caso usual, impomos as regras de comutagao nao-canodnicas para coordenadas e

momenta

(@', Q7] = —2ih6", (1.3a)
(@', P] =indY, (1.3b)
[P', P7] =o0. (1.3¢)

A caracteristica essencial é, claramente, que os operadores de coordenadas nao comutam
entre si. A nao-comutatividade das coordenadas é parametrizada pela matriz N x N

constante, real e anti-simétrica ||0]]*.

No entanto, a questao relativa a MQNC ser uma teoria consistente ainda estd em
aberto. A resposta para tal questao s6 pode ser encontrada a partir de desenvolvimen-

tos independentes de modelo. Este trabalho esta dedicado a apresentar alguns destes

3Graus de liberdade internos tais como spin, isospin, etc., nfo trazem maiores dificuldades e sio,
portanto, desconsiderados
4Observe que a dimensdo de 0'F no sistema cgs é d[f] = g~ ' s.
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desenvolvimentos.

Primeiro trataremos da implementacao da transicao classica-quantica para sistemas
nao-comutativos. Neste caso, a teoria de sistemas vinculados nos fornece as ferramentas
apropriadas para este fim. Verificamos, seguidamente, que a nao comutatividade sempre

leva a interagoes nao-locais. Este é o nosso Capitulo 2.

Unitariedade estd no coracao de qualquer teoria quantica, ja que assegura conser-
vacao de probabilidade. Para sistemas nao-comutativos, uma investigacao sistematica é

apresentada no Capitulo 3 [29].

No Capitulo 4 tomamos, uma vez mais, vantagem da correspondéncia entre modelos
nao-comutativos e sistemas vinculados para formular a dindmica quantica nao-comutativa
em termos de integrais de caminho. Verificamos também, nesse caso, a compatibilidade

das abordagens funcional e operatorial [30].

O problema da unicidade da representacao funcional, quando as mencionadas in-
tegrais estao definidas através do procedimento de “time-slicing”, é estudado no Capi-
tulo 5 [31]. No inicio apresentamos os passos necessarios para implementar a definigao
via “time-slicing” da integral do espaco de fase que leva ao propagador de Feynman
(K(zs,tp; i, tin)). Neste contexto, a transformada de Weyl generalizada joga um pa-
pel relevante. Conforme ja reconhecido [32-35]|, K(z,tf; Zip, tin) N80 possui uma repre-
sentacao tnica em termos de integrais de caminho canodnicas. Esta falta de unicidade
se torna particularmente critica para Hamiltonianos envolvendo produtos de operado-
res nao-comutantes, que é uma caracteristica inevitavel do Hamiltoniano que descreve a
dindmica quantica de um sistema nao-comutativo (veja Eq. (2.9)). Demonstramos que a

anti-simetria de ||0|| é suficiente para restabelecer a unicidade.

No Capitulo 6, nos dedicamos a estudar a MQNC como uma teoria de calibre |36].
Neste capitulo, se discutem os resultados decorrentes da aplicacao do processo de imersao
de Batalin, Fradkin e Tyutin (BFT) [37-39] ao sistema de segunda classe que da origem

a MQNC [40]. O resultado é uma teoria de calibre Abeliana cujo setor invariante de
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calibre ¢ mapeado isomorficamente no modelo de segunda classe que esta na origem da
MQNC. Logo apos, formulamos a quantizacao funcional das teorias de segunda e primeira
classe. A teoria de calibre obtida é quantizada em diferentes calibres e os resultados sao
comparados com os provenientes da teoria de segunda classe. Finalmente, utilizamos
o método desenvolvido por Dirac [41] para implementar a quantizagdo operatorial da
extensao BFT da mecanica quantica nao-comutativa. Os resultados deste processo estao
de acordo com os obtidos com a quantizacao operatorial do modelo inicial de segunda

classe.

Conclusoes e consideracgoes finais estao no Capitulo 7.
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2 Transicao cldssica-qudntica para
sistemas nao-comutativos

Para comecar, notamos que a contrapartida classica de um sistema quantico envol-
vendo coordenadas nao-comutativas deve corresponder a um sistema vinculado!. De fato,
a algebra especificada na Eq.(1.3a) nao poderia ter sido abstraida de uma algebra de
colchetes de Poisson, simplesmente porque o colchete de Poisson de duas coordenadas é

identicamente nulo.

No entanto, o problema de encontrar um sistema vinculado que seja mapeado numa

teoria ndo-comutativa verificando a Eq. (1.3) ja foi resolvido [40|. Sua dinamica classica

¢ descrita pelo Lagrangeano??

L = a vy qj - ho(qj,avj) + QQ@i 91']' ’Uj, (21)

onde indices repetidos sao somados de 1 até N. A estrutura vincular desse sistema reduz-

se aos vinculos priméarios de segunda classe

G =p —av; =0, (2.2a)

T, = m — a? Qijvj ~ 0, (2.2b)

! Afora uma vasta literatura existente, mencionamos as Refs. [27,41-45]

2Em geral, denotaremos “g-numbers” por letras maitsculas e “c-numbers” por letras mintisculas.

3A expressao na Eq. (2.1) defere da correspondente expressao encontrada na Ref. [40] pela presenga
de constante a, a qual foi introduzida de forma a homogeneizar as dimensoes das diferentes quantidades

presentes em L. Em particular, as dimensées de a sdo gs™'.
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onde p' (7%) é 0 momentum canonicamente conjugado a coordenada generalizada ¢* (v'),
e o sinal de igualdade fraca (=) estd sendo usado no sentido de Dirac [41]. No que diz

respeito ao Hamiltoniano canoénico, encontramos

h(p,q) = ho(p.q)- (2.3)

A matriz dos vinculos, mais conhecida como matriz de Faddeev-Popov, torna a ser uni-

modular e constante. Entao, o resultado obtido para os colchetes de Dirac (DB) é:

[qj, qk]DB = —201k, (24&)
[, p"]ps = 8%, (2.4b)
[, p"]ps = 0. (2.4c)

Nao precisamos computar explicitamente os DB’s envolvendo v's e/ou 7’s dado que,
pela definigao [27,41-45|, dentro da éalgebra dos DB’s os vinculos atuam como identidades
fortes e, portanto, podem ser utilizados para eliminar da formulacao as varidveis v e m
em favor de ¢ e p *. No entanto, ¢ e p ndo sao as variaveis canonicas independentes
que parametrizam o espaco de fase reduzido pois seus DB’s diferem dos correspondentes
colchetes de Poisson (PB)[27,41-45]. A construcao das variaveis canonicas do espago de

fase reduzido, (z , k), em termos de ¢ e p é simples. De fato, é de facil verificagdo que

o= q¢ -y, (2.5a)
K =p (2.5b)
e (2.4) leva a [¢7, & pp = [¢7, €Y pp, para £ tanto = quanto k. O que resta a ser feito para

apagar quaisquer tracos dos vinculos é reescrever o Hamiltoniano na Eq. (2.3) em termos

4Voltaremos ao assunto no Capitulo 6.1 e mostraremos explicitamente esses DB nas Eqs. (6.7), (6.8)
e (6.9)
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das variaveis x e k, ou seja,

h(p,q) = h (k2 + 67K . (2.6)

Pode ser verificado que as equacoes de movimento Hamiltonianas para as variaveis fisicas

possuem a forma canonica.

Desejamos quantizar o modelo descrito acima. Dentro do formalismo operatorial
tal quantizacao é implementada promovendo g e p a operadores auto-adjuntos, @) e P,
respectivamente. A regra de correspondéncia classica-quantica demanda que os operadores
verifiquem a Aalgebra de comutadores extraida dos correspondentes DB’s. Além disto,
a inexisténcia de ambigiiidade de ordenamento garante que o operador Hamiltoniano
H(P,Q) pode ser abstraido de h(p, ¢), dado na Eq.(2.3), mediante as substitui¢oes ¢ — Q
e p — P. E claro que o sistema ndo-comutativo (1.3) é a versdo quantizada de um sistema

classico vinculado definido na Eq.(2.1).

O procedimento de quantizacao também requer que encontremos uma realizacao da
algebra (1.3) em termos de matrizes, i.e., de uma representagao. O fato de as coordenadas
nao comutarem entre si nao possibilita a existéncia de um conjunto comum de auto-vetores
dos ()’s. No entanto, os operadores auto-adjuntos X e K, que surgem da transi¢ao
classica-quantica + — X, k — K, obedecem, por definicao, a algebra extraida dos

correspondentes PB’s, i.e.,

(X', X7] =0, (2.7a)
(X' K'] =ihd", (2.7b)
[K' K] =0. (2.7¢)
Portanto, os autovetores comuns dos X'’s (| ¥') = | A L 2 >) formam uma base

no espago de estados, a qual pode ser utilizada para representar a algebra (1.3).
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Para um Hamiltoniano

PlPl
H(P = 2.
(P.Q) = 57 +V(Q) (2.8)
e, portanto,
o gl
H(K', X' + 6" K7) = i + V(X 4+ 0% KRy (2.9)

foi mostrado [22,25,26] que a evolu¢ao temporal do sistema, na representa¢ao de Schrodinger,

é descrita pela equacao de onda

8\11(56 t)

ot (2.10)

o,

onde V2 designa o Laplaciano N-dimensional, M é uma constante com dimensoes de
massa enquanto * denota o produto de Gronewold-Moyal [46-48|, o qual emerge no calculo

do elemento de matriz (Z| V (X' + 6" K7) | (t)) tal qual se detalha a continuagdo.

(@ V(X 46V K7) [0 (1))

- AV k ﬂ e (X401 KT
‘/ N/2 k) eﬁkz(X +0 K)lqj(t)>
S\ ipz 0
- ikT Inlj -
/(27rh)N/2V<k> e {exp (k:@ e J> \If(x,t)}
dVk AN i~ Kk (0 o
~ [y () 73, g0 (e vtan)

dN k N = (—ih)" [ O 0 ifz) g in
_/—(%h)mv@ P (axll"'axlne )9 0

U(T,t) = V(Z) * U(F, 1) . (2.11)
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Para passar da segunda para a terceira linha na Eq. (2.11) usamos a formula de Baker-
Campbell-Hausdorf juntamente com o fato de que k'0“k? = 0. Além disso, ¥(Z,t) =
(Z|W(t)), onde | ¥') & solucdo da equagao de Schrodinger dependente do tempo ik | W(t) ) =

H|W¥(t)). Nas Refs. [24-27], a Eq.(2.10) foi resolvida para alguns modelos especificos.

O lado direita da Eq. (2.11) mostra claramente a natureza nao-local da teoria. As-
sim, como dito na Introducao, a versao quantizada de sistemas nao-comutativos envolve,

inevitavelmente, interacoes nao-locais.
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3 Série de Born e Unitariedade na
mecdnica qudntica
nao-comutativa

Unitariedade é de maior importancia para a consisténcia de uma teoria quantica. Nao
mais podemos afirmar que o carater auto-adjunto do Hamiltoniano assegure a unitariedade
do operador espalhamento S, quando em presenca de uma interacao nao-local. Para
elucidar este assunto, adotaremos uma estratégia que envolve dois estigios. Primeiro,
provaremos que, sob certas restri¢oes impostas ao potencial (1), existe uma expansao em
série (série de Born) para os elementos do operador transicao 7' (S = I — 27miT"). No caso
V = gU, sendo g uma constante de acoplamento adimensional, a série de Born se torna

uma série de poténcia em g. Entdo, unitariedade serd provada ordem a ordem em g [31].

3.1 A série de Born na mecanica quantica nao-comutativa

Vamos retornar, por um tempo, a mecanica quantica comutativa e considerar um

sistema cuja dinamica é descrita pelo operador Hamiltoniano auto-adjunto

H = Hy, + V(X), (3.1)

onde Hy = K'K'/2M ¢ o Hamiltoniano livre. Note que H = H' forca V = VT ja que a
parte cinética Hy é, por construcao, auto-adjunta. Por inspecao segue que Hy nao possui
estados ligados e seu espectro continuo é caracterizado por £ > 0. Assumimos que o

mesmo se aplica ao espectro continuo de H apesar de que este operador pode também
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possuir estados ligados.

Para o caso de espalhamento de particulas, a equacao de Lippman-Schwinger nos diz

que

)E+>:‘E>+Gg+>(/2)v‘1¥+>, (3.2)

onde ’lg > é o estado de particula livre com momentum ke ‘IZ+> ¢ o correspondente
estado de espalhamento. O que iremos mostrar daqui pra frente poderia ser feito, sem
modificacao na validade das provas, para os casos onde outros niimeros quanticos como
spin e momentum angular estao presentes, jA que estas componentes nao sentem mo-
dificacoes provenientes da nao-comutatividade. A funcao de Green livre G(()+)(E) é, por

definicao,

1
E(k) —H0+i€ '

Aqui k = |k| e E(k) = h2k%/2m. Lembramos que

£?> , (3.4)

H‘IZ+>:E(I<;)‘E+>. (3.5)

Iterando a Eq. (3.2) obtemos a série infinita

E+>:

Fy+ G m v ‘IZ> + G RV G (k) V ‘E> T (3.6)

Para o sistema em consideracao todos os observiveis podem ser obtidos a partir do

operador T'(IW) definido pela equacao integral
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TW) =V +V [W — H)|™' T(W). (3.7)

Em particular, os elementos da matriz S ficam dados pela expressao

Sk, &) = 8K — k) — 2mi <1§

T(E(k) + ie)

E> : (3.8)

onde ¢ — +0. Ao iterar o lado direito da Eq.(3.7) se obtém a série de Born para o

operador 7', isto &,

TW) =V 4+ VW —H) ' V+V[W—H] " VW—H|"'V+- . (39)

O problema de determinar as condigOes necessérias e suficientes para a convergéncia da
série de Born foi solucionado por Weinberg [49]. Ele introduziu o problema de autovalores

auxiliar

(W — Ho] ™' V[1h,(W)) = (W) [0, (W)). (3.10)

Como o operador [IW — Hy]™" V nio é Hermiteano, os autovalores (1) podem ser com-
plexos, enquanto que os auto-estados |1, (1)) sdo, por definicdo, normalizaveis. W é
mantido negativo ou complexo, sendo permitido sua aproximagao do eixo real positivo no

final dos calculos. Das Eqs. (3.9) e (3.10) obtém-se

TW) ¢ (W)) = [ZUZ(W) Vi, (W) - (3.11)

Weinberg [49] demonstrou que

m W)l <1, Vv, (3.12)



20

é condicao necessaria e suficiente para assegurar a convergéncia da série de Born.

Queremos, agora, resolver o problema analogo para a mecanica quantica nao-comutativa.
A diferencga essencial do caso anterior é que em vez de V = V(X) temos V = V(X! +
0" K;). Como ponto de partida comegamos invocando (3.10) para tornar a Eq. (3.12)

como

Ew - ' Vi) [(FViem)))
[ [, (W) W ZE] [l
- g T V@)
<1, vy. (3.13)

Vamos nos concentrar na integral de momentum linear no lado direito da Eq.(3.13). Como

‘/de;' <E‘v‘%’><%’|¢y<wn‘ < /de'

concluimos que

<E‘ v ";/><E'|%(W)> . (3.14)

(k>Hk||¢,, W) <1 v (3.15)

7| |¢ klwy \/dw

¢ uma condicao suficiente apesar de nao necessaria para a convergéncia da série de Born.

‘W

Em outras palavras, (3.15) seleciona um subconjunto de potenciais para os quais a série

de Born certamente converge.

<l§’ 1% ‘ k! >‘ Pelo resultado obtido na Eq. (2.11),

Para continuar, precisamos conhecer

comecamos analisando
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(Flvec o) [F) = [ daoi@) V) «op @]
= [ @asi@) V@) o @
_ / A5 V(E) [0 (T) % 65(F)] (3.16)

onde usamos a propriedade ciclica do produto de Gronewold-Moyal [46,47] bem como

/de ()« V(r) = /ng; ®(z) U(z) (3.17)

e, por fim,

1 L
op(2) = anE e e (3.18)

St

que é a auto-funcao do momentum linear K correspondente ao autovalor k. Relembrando

a Eq.(2.11) obtemos

9,0
O/ (2) * G3(T) = dp(T) lexp il 6" @H 5(T)
= G (7) 03(8) (3.19)
onde
IR
N (3.20)

Claramente, as Eqgs. (3.19) e (3.16) conduzem a relagao

(K| V(X' + 09 K9 B = e iF M E V(XD () (3.21)
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e, como conseqiiéncia,

(k| V(X" + 69 K7) k"] = [(k|V(X)]k"]. (3.22)

Este resultado conecta o regime comutativo com o ndo-comutativo. Portanto, se V(X))
verifica a Eq. (3.15), V(X! + 6% K7) também o verifica, ou seja, para a sub-classe restrita
de potenciais que satisfazem a Eq. (3.15) a convergéncia da série de Born é obtida para

ambas versoes, comutativa e nao-comutativa, do modelo.

3.2 Unitariedade na mecanica quantica nao-comutativa

Partindo da Eq. (3.7) e utilizando a Eq. (3.3) obtemos

T = (F|V ‘ Fy+(F|vedur k)
— </¥ v ’ /%’> + </2 VG (k) v /%'>
+ <E VG k) VG (kv E> .
(3.23)
Definindo-se
n fatores V; (n—1) fatores Gé+)(k)
TO(FF) = </€ VGO RV v e (k) vV } /2> , (3.24)
sendo m um niimero inteiro positivo, reescrevemos a série na Eq. (3.23)
T(K k) =TOE k) +TOF k) +--- . (3.25)

A amplitude de espalhamento f(l;/, /2) ¢ dada em termos da matriz T pela relacao
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FE R = — WHQ T k), (3.26)
e, sendo assim, faz sentido introduzir
=y - 4 2M — -
FOE R = - 7;12 T F). (3.27)

Pelo teorema 6tico podemos calcular a se¢ao de choque total o(k) de duas formas

FE )| ==Sf(k k), (3.28)

o(k) = / dQy,

onde d2;, é o elemento de angulo sélido centrado ao redor de K. A segunda igualdade
na Eq. (3.28) é conhecida como condigao de unitariedade. Nossa proposta aqui é verificar
unitariedade utilizando a representacao de T pela série de Born. Assumiremos que o
potencial V' contém uma constante de acoplamento adimensional (g) que nos permite
escrever V = gU. Entdo, a série de Born na Eq. (3.9) se torna uma série de poténcia em

g. Logo, a Eq. (3.28) toma a forma

-

n—1

4 Lo N o

TIOEE = [0 3 E B OE D, (3.20)
j=1

Vamos primeiro analisar as contribuicoes a amplitude de espalhamento para n = 1.
Claramente, o lado direito em (3.29) nao contém termos de ordem g'. Entdo, nenhum
termo de ordem ¢' deve surgir em %f(l)(l;, E) Sabemos que este é 0 caso para a versao
comutativa da teoria, ji que a hermiticidade de V assegura S (k |V (X')|k) = 0. Para o
caso nao-comutativo, observamos que para E' =ko expoente no lado direito de (3.21)

some e, portanto, S (k| V(X' + 09 K7) |k) = S (k|V(X")|k) = 0, como requerido.

Visando verificar a Eq. (3.29) com um n arbitrario, enunciamos o seguinte Lema: Para

m>1lep>2,
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o o T @DV

272 27112 .
h%k Rk 1 je

2M 2M

o [ vy TR BT (R k)
=3 [ d7k R R2R2 -
oM oM T

= / A0, [T(m)*(E’,E)T(p)(E’,E)+T(p)*(E’,E)T(m)(E’,E)], (3.30)

cuja prova se encontra no Apéndice B. Entao, considere

n fatores V; (n—1) fatores G

STON(E,F) =S </2§‘ VS (k)W - VG (k)

2.2 2 1./2 .
R RRE

)
(n—1) fatores V; (n—2) fatores G

A

VS k)W ---V 7

s (Fv / VK

2M 2M
T(l)* El, E T(n—l) E’, E
—%/de’ h§k2 )hw (, >. (3.31)
oM oar Tl

Seguidamente aplicamos (3.30) param=1ep=mn—1

T(2)* ];/,l; T (n—2) E/’E
g [avw T D
of o T

/ sy, [T“)*(E', YT DK k) + T (K k)T (K 12)] - (3.32)

%
=
D
—~
\.??‘l
!
S~—
I

Nao é dificil estender esse procedimento (n — 2) vezes e obter
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. -0 (& k)T (K, k)
(n) — N ) ’
%T <k7 k) - % / d k, A2 k2 . h2k’2 + .

2M 3
n—2
M ] o N 10 = N o, o
_ h];ﬂ—/dQE, [T(J)*(kj/’k‘)T(n—])(k k?)—l—Tn J)*(k ]{?)T(])(l{il,k)
j=1
Eq. (A7) N T("_l)*(E’,E)T(U(E’,E)
- %/d k'/ R2k2 _ h2k2
2M oM
4 M L o
— =S [ YK S(K — KT (R TR )
M

n—2
T [, S [0, Ry )+ 7O (BT )
j=1

(3.33)

Usando a relacdo (A.9) temos que o primeiro termo na segunda igualdade na equagao

acima pode ser escrito

T(n—1)% E’,E 7 E’,E
S R

oM oM L€

G(()+)T(k)

. ()t
(n—1) fatores V; (n—2) fatores G|

=S <E‘ ’VG(()JF)T(IC)V/-\- ) G(()+)T(]<;)V /de’ e ¥ ZQS,I:, - V ‘ E>

2M 2M

n fatores V; (n— 1) fatores GH)T

= S (H VG v IV [ ) = ST (1,

Wl
?T‘l
SN—

(3.34)

Por outro lado, usando (A.8)

_477';.;\4 de/5<k/2 _ k2)T(n—1)*<E/7 E)T(l)U;/, ];’)
ATM > o o
= - 7;2 J% / dk' k26K — k) / dQp TV (K k)T (K k)
M]W (n=D)% (7 (D) (3 T (D77 \n=1) (31 7
= -0 [ g [T (B, RTO®,E) + TOE, BT DE B . (3.35)
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Conseqiientemente, a Eq. (3.32) pode ser reformulada como

—]\if” / dQy, [T(”*l)*(E’,k)T(l)(k’,Ig) +T(l)*(k’,k)T("’l)(k’,k)}
Mk n—2 . . .
- hf / dQ;, [T(J)*(k’,k)T("’J)(k’,k)+T(”’J)*(k:' k)T(J)(k’,k)}
j=1
. k . - Lo
— STk, k) — hf / Ao, [TWU*(H, k)T@)(k’,k;)+T<1>*(k’,k)T<”*1>(k',k)]
M= S PO (T Ty (7 Ty o S (T i) (T T
7 [ 4% ST E BT (K k) + Y T, T (K k)
j=1 j=2
(n-1)
L. 2Mk
= QT (k, k) — = T / dQg Y T, k)T (K k) (3.36)
j=1
Usando o fato de que ST™" (k, k) = — ST™(k, k), chegamos &
(n—1)
. Mk o NP
ST (k k) = — hf / dQg Y T )T (K k). (3.37)
=1

Esta tltima equacao reproduz a Eq. (3.29) em termos de elementos da matriz 7' o que
conclui a prova da unitariedade. A demonstracao que acabamos de apresentar se aplica

igualmente aos casos comutativo e nao-comutativo.
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4 A formulacao funcional da
dindmica qudntica
nao-comutativa

Neste Capitulo desenvolvemos a formulacao funcional da dinamica quantica de sis-
temas nao-comutativos. Para atingir este objetivo usaremos a equivaléncia descrita no
Capitulo 2, ja que a formulagao funcional da dinamica de sistemas vinculados é bem
conhecida. De fato, ja temos todos os ingredientes que entram na integral do espaco de
fase que define a funcional geradora da funcoes de Green (Z[J,S]) a qual é dada pela

expressao [42]

212.8 = ¢ [ [ 104 [ 100) [ 10w {ﬁ ol — avﬂ}

N . [t - -
X {H S’ — a293kvk]} exp {1/ dt [p/ ¢ + © o) — h(p,q)
Jj=1 h

tin

LGP ] } (4.1)

Aqui, J e S sao fontes externas para ¢ e p, respectivamente, enquanto C é uma constante
de normalizagao a ser escolhida tal que Z[J = 0,5 = 0] = 1. Apos integrar em 7 e v,

encontramos
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Z[J,8] = C / [Dq] / [Dp]

o R A R R SR

n

Os graus de liberdade redundantes foram eliminados, permitindo expressar Z|[J, S|
como uma integral no espaco de fase sobre variaveis independentes. Porém este nao é o
fim da historia jA que ¢ e p nao sao varidveis canonicas do espaco de fase reduzido. Por
outro lado, uma prova da existéncia de Z[J, S] escrita como uma integral sobre variaveis
canonicas independentes (x, k) foi obtida por Fradkin e Vilkovisky[42]. Aqui, encontramos
tal expressao ao realizarmos a transformac¢ao nao-canonica (2.5) que nos permite escrever

a Eq. (4.2) como

210, Sl sty s tn] = C /[m]/[m]

[l o o : o o
X exp{%/ dt [K &7 — h(K, 2/ + 07"k + 27 VI 4 & Uf}} : (4.3)
tin
onde
Vi=J, (4.4a)
Ul = 87 — g7k gk, (4.4D)

Observa-se que a dependéncia de Z nos valores de contorno de x e t foi explicitada.

O que falta ser elucidado é se a integral de caminho e a formulacao operatorial levam
a descricoes equivalentes para a dinamica quantica. Vamos substanciar esta prova de
equivaléncia reconstruindo as rela¢oes de comutagao na Eq. (1.3) a partir da abordagem
funcional. Como as relagoes de comutacao nao sao modificadas pela interacao, podemos

tomar, sem perda de generalidade, h(k’, 27 + 67'k!) igual ao Hamiltoniano livre, ou seja,
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h(k?, 7 4+ 67k = VR

A integral de caminho na Eq. (4.3) pode agora ser carregada explicitamente

M [l , ,
Z|J,K|xg =0,tp;2m =0,t;,] = C" (det Q)_% exp {;—h / At U’ (t)U’ (t)
tin

— [t tr , o : , "
- / dt / at' [Vt — MUY (0)] afe. ) [vay - aoen] |
2h tin tin

onde QV!(t,t') é o operador local

d*5(t —t')

Qi) = — M " poa.

: < il .
cuja correspondente funcao de Green (A%(t,t')) é

ALt ) = 07 Ap(t,t),

CcoI1

Ap(tt) = m 00— 1) (¢ — tsn) (L) — 1)

+ O —t)(t—tin) (tp —t)] .

Também, C" e det €2 sdo constantes.

Denotaremos por W[J, S|z, ts; Tin, tin],

W[Ju S|xf7tfaxznatzn] = an[Jasle7tf;xznvtzn] ’

29

(4.5)

(4.9)

(4.10)

a funcional geradora de fungoes de Green conectadas e normalizadas e por 7 o operador
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de ordenamento cronologico. Entao, apds alguma algebra, as seguintes funcoes de Green

de dois pontos sao obtidas

2 — [ .
<E0,tf|T (Ql(t)Qj(t/)) |E0,tm> — (EL) 52W[J> Syﬂjf = Oytf7xzn = O,tm]

l i (!
i SJL()0J3 () e
oy Ny g (E—T) ol /
=ihd” Ap(t,t') + ih07 ——— — ih67 e(t — ')
(tf - tin)
—inM (6*)7 5(t—t') + ihM (6%)” ﬁ (4.11a)
f = bin
. B\? 82W[J, S|xr = 0,t5; 2 = 0, ]
E, T l Pi(¢ Bt = o ) f ) fa n y bin
(BT (@OP ) 1t = () SIS
a2 dAR(E ) : , CAPAp(t,t)
= IJML _ WL _ M2 L2 ‘
iho o ih M 67 6(t—t") + ih M*6 ol (4.11D)
. B\? 82W|[J, S|zs = 0,ts xsm = 0, ]
E T Pl PI / E ) = o y f 7]‘”7 in y bin
(Eots|T (POPIE) 1Eoti) = (5) e
J=5=0
2 !
= —ihoY M §(t —t') + ihM>6Y %, (4.11c)

onde | Ey,t) é o autovetor de energia do estado fundamental na representacao de Heisen-
berg, €(t) é a fungao sinal e t;, < (¢,t') < t;. Agora, o comutador de quaisquer dois
operadores, A(t) e B(t), digamos, pode ser expresso em termos de produtos cronologicos

(T(A(t)B(t'))) como segue

[At), B(t)] = T(AW)BE)| = TAWGB{)] (4.12)

t=t!, t=t’
que claramente sinaliza que as contribui¢oes ao comutador surgem das descontinuidades
do produto cronologico em t = t/. Entao, o comutador a tempos iguais de dois operadores
de coordenadas s6 obtém contribui¢des do termo do lado direito da Eq. (4.11a) contendo

a funcao sinal, isto é,

(Eots] [Q'(1), Q' (1)] | Eo, tin) = — 2ih 0" (4.13)
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A contribui¢do ao comutador a tempos iguais [Q'(¢), P*(t)] surge a partir da discon-

tinuidade em ¢ = ¢’ mostrada no primeiro termo no lado direito da Eq. (4.11b) e, portanto,

(Eots [Q'(1), PP(1)] | Eo, tin) = iR 0V (4.14)

Finalmente, o fato de todos os termos no lado direto da Eq. (4.11c) serem continuos em

t =t conduz a

(Eo, ty] [P'(t), P’(t)] |Eo, tin) = 0. (4.15)

E claro que os elementos de matriz dos comutadores bésicos que surgem da abordagem
funcional estdao de acordo com as regras de comutacao na Eq. (1.3). Concluimos, entao,
que as construcoes operatorial e funcional fornecem descrigoes equivalentes da dinamica

quantica para modelos nao-comutativos.
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5 O procedimento de time-slicing e
a unicidade da formulacao
funcional da dindmica qudntica
nao-comutativa

Neste capitulo nos dedicaremos a estudar as conseqiiéncias de utilizar o método de
“time-slicing” para definir a integral de caminho correspondente ao elemento de matriz

(propagador de Feynman)

i

Ke(xf,tf;xm,tm) _ <ff| e—ﬁ(tf—tm)H(P,Q)| fm> — <5f| e 7 (tr—tin) Hp (K, X) |fm>, (5‘1)

onde as Eqs. (2.8) e (2.9) foram levadas em conta.

A definicao da integral no espaco de fase através do procedimento de “time-slicing”

exige que comecemos por escrever !

K@(ZEf, tf; Lin, tm) = lim dxl e dxm H K@(xa—f—l: ta-‘,—l; Tg, ta) ) (52)

m—00
€e—0 a=0

onde dz ¢ a simplificagio para d¥z. O intervalo de tempo (t; — t;,) foi dividido em
m + 1 subintervalos de igual tamanho. O limite m — oo (¢ — 0) deve ser entendido
como max(te41 — t,) — 0 enquanto " (te41 — ta) = ty — ti, = T. Normalmente,

Ko(Tas1,tar1; Ta,ts) € referido como “short-time propagator”. Entao, lembramos que no

IN3o confundir a constante a definida no capitulo 1 com a identificacdo do “slice” a em questdo nesta
secao.
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esquema de ordenamento geral de Cohen [32,50] o conjunto de todas as possiveis regras

de correspondéncias sao obtidas através das operacgoes

onde dk é a simplificacdo de d"k,

ar(R-EX -7

8
~—

= (27rh)2N/ dNydz f(v, 2) e [ (X9 =)0 (K9 —k7)] , (5.4)

e f é uma fungao tal que f(v,0) = f(0,z) = 1. Generalizando o caso unidimensional
mostrado por Cohen [32,50], onde aqui usamos ho = v, hT = Z, reescrevemos o propagador

de Feynmann infinitesimal

K:G(xa—l-la a+1;xa7 a

X 1 . 1 . .
(2rh)~ /dk: /dN / f(vi, —xi+1>exp{%vi {y 3 (2htq +%)H
1€ " T
exp { 5 [W% hef (ka,y)] } (5.5)

A transformada de Weyl generalizada de indice « consiste na escolha

f(7,2) = encT%, (5.6)

onde f = f~! e a é um parametro real tal que

VAN
o}
IN
+

N | —
N | —
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Neste caso podemos integrar a Eq. (5.5) nas varidveis v e y de forma que

K:G (ma—l—l; ta+1; La, ta)

= en) ™ [ ke {% [k—‘"”” e <ka,xa,a+1<a>>] }  58)

€

Aqui,

enquanto que

ip 1 1
= /dyehk'y <f— <§—|—a) y T+ <§—a) "zj> : (5.10)

¢ a transformada de Weyl generalizada de indice & (GWTa) do operador Hy(K, X). Esta

¢ uma generalizacao da regra de correspondéncia de Weyl [51,52]. Além do mais,
A, ([3 _EX - f> - (%h)zzv/ dedeTe%[a»ijj+Tj(Kj—kj)—i-—yj(Xj—xj)] _ (5.11)
E comum simbolizar a operagao (5.10) como

Hy(K, X) —% hy_ (k,x) . (5.12)

Levando em conta o acima exposto, chegamos a
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Ko(x st i, tin) = lim (2rh)~N0*D

i - i€ o [, 28, —
x/ (H dxa> ( d/{;a> exp{%z [ka% — hy_, (l{;a,xa,aﬂ(a))]} ,
a=1 a=0 a=0

(5.13)

que define a integral de caminho através do método de “time-slicing”. Note que quando
inserimos dentro da integral de caminho a GW T« devemos, correspondentemente, escolher
os termos dependentes de posi¢ao no ponto xfmﬂ(a). Portanto, a dinamica de um sistema
mecanico quantico especificado por um certo operador Hamiltoniano nao possui uma
translacao tinica para a linguagem de integrais de caminho. Isto é o oposto da ambigiiidade
de ordenamento operatorial que surge quando realizamos a quantizagao em acordo com a

regra de correspondéncia classica-quantica.

Obviamente, consisténcia requer que toda a dependéncia em « no lado direito da
Eq. (5.13) desapareca apds tomarmos o limite € — 0. Pelo que sabemos, ninguém ainda
obteve sucesso em fazer tal prova de forma geral. Em particular, e desde que o Hamilto-
niano Hy envolve produtos de operadores nao-comutantes, a unicidade da representacao

da integral de caminho de ICy(x ¢, ts; T, tin) €, ainda, uma questao em aberto.

Para isso, comegamos olhando para hy__ (k,z). A auséncia do problema de ordena-

mento no primeiro mondémio do termo medial na Eq. (2.9) implica que

KIK) =% (WK)_ = KK, (5.14)

a qual pode ser verificada utilizando a Eq. (5.10).

Ja para

VoK, X) = V(X7 + 6" K (5.15)
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a situacao fica longe de ser simples, pois necessariamente envolve produtos de operadores

nao comutantes. Iniciando pela Eq. (5.10) e considerando que

@V (X + 0K |E) = V@)« (7R

—lhzejlz >
= V(e "o W (k') (5.16a)
T 1 i3 kd
7lk) = en¥’k 5.16b
Wk = o (5.16b)

— — — — ;3N lﬂ{ 711 _‘|: 11 :|E}
(o (F-i%-2)p = Z e e
(0% ) (_a B l)N
2
=L (R -F)
x e'er3) , (5.16d)
L ptdyd . Lo onh) 2N =L (7—7)-(K' k)
- *<k’ A, (K—k:,X—f>|gj> _ @) e
(2nh)> (—a—1)"
2
—i k’jé)jlkl
x eMer3) , (5.16e)
obtemos

Vo(K, X) =% v (k,2) = (%h)N/ dy (7V (X7 + 'K A, (K =K. X = 7))

= 2nh)N [ d dk' V (v)) extv * <k
= (2 / / — ;
( Y (y (2 )

-N L ke (@-1) — = W () —yT 407k
- /dyV(?J)e"(“+2) ’ /dk’eh<‘*+2) ’

(o= 1"

A, (X—E,X’—f) |g>]

. ) ;ilkjgjlkl ) ]
= V(o + 09!y (o2 = V(2' + 07K (5.17)

Este resultado é de suma importancia pois mostra que o que seria uma dependéncia
em « de vy, (k, x) é retirada pela anti-simetria da matriz ||6]|. Enfatizamos que este nao é
o caso para um V (K, X) arbitrario, envolvendo produtos de operadores nao comutantes

K e X. Presentemente, onde K e X entram em V através da combinacio X7 +6/'K!, com
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07! = —0% | tal dependéncia ndo ocorre, isto sendo verdade para quaisquer forma funcional

de V(x).

Retornando com as Eqgs. (5.17) and (5.14) em (5.13) encontramos

Ko(xs,ts; Tin tin) = lim (2h) N0
e—0

u m S S S T P G
X/(Hd%> (Hdk“> . 1 e UIERT

a=1 a=0

que ainda contem termos dependentes de a.

Estamos interessados em provar independéncia em o de Ko(zy,ts; Zin, tin) sem im-
por restrigdes a forma funcional de V' (u), além de analiticidade em @ = 0. Para este
fim, comecamos por introduzir fontes externas para as coordenadas e momenta, J e Z,

respectivamente. Isto nos permite escrever a Eq. (5.18) como

Ko(xs, b Tim, tin) = lim e 7 2amo VD W (], Z €, m) , (5.19)
ey J=2=0
onde
) .
=2 et .
1= (5J£+9 52}1) (5.20)
e

W (J, Z,e,m) = (2xh) N0+
m m ie "L_O{kg””iﬂzé—fﬁﬁjgzj (@) +ZLk,

X / (Hd%> (Hdka> e | . (521)
a=1 a=0

Apos carregar as integrais nas variaveis de momentum na Eq. (5.18) obtemos
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2M7rh> 2 (m+1)

1€

W(J,Z,e,m) = (27Th)_N(m+1)<

/ (H dxa) B (A Sl et B ST wD0n] (5,99

a=1

X

onde

f} + 72

= 2 1 U 2 1 i Ti = 2
A = M(§+a>fom+M(é—a)meo—l—aZ:;Za
2
€

i 2 4 i
= ——Z;,0a1 — —Tf0qm a—1" “%qg
Hq e in )1 B fYa, 1
2e (1 i i i
+ — {— (Jiy+ ) +a(Ji_, — J“)] L oa=1,--,m, (5.23b)
M |2
Dy = 204 — (5a+1,b + 5a,b+1) @ b=1---,m. (5230)

O determinante e a inversa da matriz ||D| podem ser computados diretamente e os re-

sultados sao:

det(Dg) = m+1, (5.24a)
— 1
D, = M’ a<b. (5.24b)
m+ 1

Isto nos permite calcular as integrais em x da Eq. (5.22) cujo resultado escrevemos?

N
2

M
W(J, Z,e,m) = <2th> e® (K em) (5.25)

onde

2Para maiores detalhes do célculo de tais integrais ver a Ref. [53].
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2 8
a,b=1

ie (MA M N :
O(J, Z,e,m) = ~ <——— M;D;,}u;,) . (5.26)

Inserimos, entao, a Eq. (5.26) na Eq. (5.19). Apos fazer isso, iremos encarar o prob-

lema de calcular a operacao

[67% 2o v@a)] PIZem) [Zl' (%Z V(L)) ] ePhzem) (5.27)
r
r=0 a=0

A analiticidade de V' (u) em 4@ = 0 implica que

- =1 0V (u) . .
1% (L) =y ————2 | [h...[k 5.28
; sl Qutr---Outs| _, “ (528)
Ademais,
LU L2 L e® (5.29)

é, desconsiderando os coeficientes que nao dependem das correntes externas, a forma do
termo genérico no lado direito da Eq. (5.27). Devido ao fato de que ® é, no méximo,
bilinear nas correntes externas, todos os mondémios contendo trés ou mais fatores L apli-
cados a ® sao identicamente nulos e, portanto, nao contribuem para a Eq. (5.29). Em
outras palavras, somente L.®(J, Z,¢,m)|j=z—0 ¢ LiL1®(J, Z,e,m)|j—z—o irdo sobreviver
na Eq. (5.29). O que resta a ser feito, neste caso, é mostrar que os recém mencionados

monomios nao dependem de .

Para tal fim, usamos as Eqs. (5.23), (5.24) e (5.26) para encontrar
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€

;6_(]}1 = 6a7m [ﬂcf + T <§ — a) (xf — xm)] + 5a70 [wm + T <§ + a) (xf _ xm)]

, (1 m—2a , a € s ;
+(1_6a,0_6a,m){xm (5—'— m_|_1)+xfm—ﬂ+f[xf+a(xf_xin)}}

S i i, € (1 i € (1 il H-
w3 g (re) s 5 (5 o) 4] o0
1 1
X 5 + « 6c,a+1 -+ 5 — 507(1 s (530&)
h 0® ;M ;
oz~ MA@ - )
S i i, € (1 i € (1 il H-
3 |- (5 ) kg (5 o) 4] 22
(5.30b)

X (5c,a+1 - 6c,a> .

Portanto, de acordo com a Eq. (5.20),

L;CD(J’ Z’ & m)|J:Z20 - 5‘1’7”7‘5} + 5‘170x;n + TQU (‘TZ” - l‘gn)

(1 m—2a . a
1 — g0 — [ g i _
+ (1 = 64,0 = dam) {xn (2 o ) g J + O(e), (5.31)

onde O(e) contém todos os termos desprezéaveis quanto € — 0. Sendo assim, nenhum

termo dependente de a sobrevive neste limite.

Em seguida, consideramos LZ'ILZ@(J, Z,e,m). Primeiro obstrvamos que

LL®(J, Z = | = - 571 ‘
a™b ( ) ’E7m) (16 5(];5[]5 T (SZ!;(;Z;) 5J(§(SZ£ (SJZ 5Z(l1>

h)2< T R I R R T
(5.32)

e concentramo-nos no calculo de cada termo no lado direito desta tltima equagao. Omiti-

mos os detalhes e referimos os resultados finais



41

AR ihe 1
(;) =07 — Dc_dl |:_ <5c,a+16d,b+1 + 6&,05d,b+1 + 5a+1,c(5d,b + 6&,65b,d)

8 Jis T} M 4

c,d=1

+a (8at1,600+1,d — Oacb,a) + o (Oat1,600+1,d — Oa,c0p+1,d — Oat1,c0n.d + OacOba)

ihe

09T\ 5+ {idalm — @) +m] + a(m — 20) + ma®} , 0<a=b<m

c{4Mla+2)(m—b)+a+1]+a(m—-b-a)}, 0<a<b<m

|7 il +2)(m—a)+b+1]+a(m—b—a)}, 0<b<a<m

in | €ldalm —a)+m]+0(), 0<a=b<m
AMT

ij

e[(4a+2)(m —b)]+0(c), 0<a<b<m

E[(4b+2)(m —a)]+ O0(e), 0<b<a<m

\

E 20ik0jl 3P
ie WYALYAS

nin MB O~
=0 kegk? Z Dcdl (5a65bd - 5a+1,05b+1,d + 5&,05d,b+1 + 5a+1,c(5b,d - 5acébd)
c,d=1

o o Mh
:szejkT, ‘v’a,b:O~~~m,
1

AN?/ .68 6
i jl v
(5) (57530

0 1 1
=+ i Z |:(§ + Oé> 5a+1,c + (5 - Oé) 5a,c:| Dc_dl (5d,b+1 — 5d,b) )

(5.33)

(5.34)

(5.35)
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AN>( .6 6
(&) (95ﬁ>‘1’

0 1 1
- 1 Z |:(§ + CY) 5b+1,c + (5 - Oé) 5b7c:| Dc_dl (5d,a+1 - 5d,a) . (536)

c,d=1

Observe que um termo como €*[4a(m — a) + m|, que aparece no lado direito da
Eq. (5.33), nao é eliminado ao tomarmos € — 0. Para exemplificar por que isso acontece
tomamos, por exemplo, a = m/2 e encontramos

e—0
m— oo

lim ¢ [Qm <m - %) +m] — T2 £ 0. (5.37)

De forma similar, o segundo, terceiro e quarto termos no lado direito da Eq. (5.33) con-
tém partes que sobrevivem no limite ¢ — 0. No entanto, todas essas contribuicoes in-
dependem de a. O mesmo se aplica no lado direito da Eq. (5.34), onde a presenca da
nao-comutatividade deve ser notada. Ja o lado direito das Eqgs. (5.35) e (5.36), quando

somados, nos levam a

A\ 2 ) 4 0 0 L —1
(;) (93 5—%5—2}7 + 6 @5—2}1) d =ih Z Dc,d (5a+1,c5b,d — 6a,c5d,b+l)

c,d=1
)
0, a=0b
= im0 <a<hb<m (5.38)

—ih@ij%, 0<b<a<m
\

que sao claramente independentes de «. Isto completa a desejada prova relativa a inde-

pendéncia de a de Ko(xf,ts; Tin, tin)-

E importante mencionar que, individualmente, as Eqs. (5.35) e (5.36) contém, entre
outros, termos dependentes de . No entanto, apds essas contribuicoes serem adicionadas,
os termos mencionados cancelam entre si. A anti-simetria de ||6|| esta, mais uma vez, na

raiz do mecanismo de cancelamento.
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6 Mecdnica qudntica como uma
teoria de calibre

E sabido que apos uma ampliacdo apropriada do espaco de fase de uma teoria de
segunda classe podemos obter uma teoria de primeira classe (uma teoria de calibre) [37—
39,54]. Sendo assim, a formulacdo da teoria de calibre que resulta desse desenvolvimento
em diferentes calibres fornece diferentes realizagoes do modelo inicial de segunda classe.
Neste capitulo, vamos estender para uma teoria de calibre a teoria de segunda classe que
da origem a MQNC. Estudaremos em detalhes a equivaléncia entre as teorias de primeira
e segunda classe, partindo da formulacao classica. Usaremos, para tal fim, os métodos de

quantizacao funcional e operatorial.

6.1 Imersao BFT

Nossa estratégia de imersao esta baseada naquela exposta nas Refs. [37-39,54|. Para

tornar o calculo possivel, usaremos a notacao compacta

¢, 1<p<N

g’ = , (6.1)
v/, N+1<pu<2N
P, 1< pu<N

pu = (6.2)

T, N+1< p<2N
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Claramente, p, ¢ o momentum canonicamente conjugado a coordenada ¢" e obedece a

algebra canonica de colchetes de Poisson (PB) [¢", p.|ps = 0.

Para formular a dindmica do sistema nessa nota¢ao comegamos por introduzir a matriz

singular 2N x 2N

On | agu,v-n

ICHES (6.3)

On

2
a QM—N,V—N

Daqui em diante, indices gregos repetidos sao somados de 1 a 2N. A métrica Euclideana
do espaco 2N-dimensional é descrita por g,,. Neste ponto podemos ja reescrever os

vinculos em termos das novas quantidades, isto é,

T;, N+1<pu<2N

Desta forma, os elementos (A,,) da matriz de Faddeev-Popov (||A||) sao obtidos a partir
de'
Ay = [7;(0) 77;(0)]PB =0, —Ou = -4y, (6.5)

ou, de forma mais explicita,

On —Qagu,v—-N

N (6.6)

2
agu—N,v —2a QM—N,V—N

Neste ponto ja temos em maos todos os ingredientes necessarios para calcular os
colchetes de Dirac (DB) basicos. Conforme o procedimento padrao de calculo de DB’s

obtemos

'Esclarecemos que []pp designa o colchete de Poisson.
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4, ¢l pp = —207

T = (A = g ], = Lgi (6.7)

[4' pilpp = 9]
[¢%, 7] 5 = —al
(" Dl s = O + (A7)0, = o , (6.8)
(v pilpp =0
L [Uiv WJ]DB 0
(
[pi, pilpp =0
[puapy]DB = @au(Afl)aﬁ@ﬁy =0= [p“ WJ]DB =0 , (69)
(75,7l pp =0
onde
_29,u,1/ égu,qu
a1 = |— (6.10)
—29u—N,v On

No contexto da algebra de DB’s, os vinculos atuam como identidades fortes e podem
ser utilizados, por exemplo, para eliminar do espaco de fase as coordenadas v e m. Neste
caso, para quaisquer duas func¢oes das variaveis remanescentes, digamos f(q,p) e g(q,p),

a regra de correspondéncia

(6.11)

nos fornece um método de quantizacao confiavel. Naturalmente, uma prescri¢ao de orde-

namento suplementar deve ser necessaria. Enfatizamos que esta regra, juntamente com
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as Eqs. (6.7)-(6.9), permitem reobter a algebra de comutadores na Eq. (1.3) e, portanto,
confirma a afirmacdo de que o Lagrangeano na Eq. (2.1) é a contrapartida classica da

mecanica quantica nao-comutativa.

O proximo passo para obtermos a imersao BFT do sistema de segunda classe sob
andlise consiste em aumentar o espago de fase original adicionando-se 2N novas coorde-
nadas (u*) e seus correspondentes momenta canonicamente conjugados (s,)*. As quanti-

dades de interesse sao, todavia, as variaveis compostas

1
M= —§u“ + ws,, (6.12)

onde w"” é uma matriz real e constante 2N x 2N que, por enquanto, permanece a nossa

disposicao. Ja que as novas variaveis obedecem a uma &algebra de Poisson canénica,

_ 3
[u* | s,|pp, = 0", obtemos

[2#, 2"]pp, = W (6.13)

Para tanto, escolhemos, de agora em diante,

Wt = (ATH (6.14)

Definida a matriz ||w||, devemos procurar as extensdes dos vinculos (Tﬁo)(q,p) —
7.(¢,p,2)), bem como do Hamiltoniano (H®(q,p) = ho(q,p) — H(q,p,2)), as quais

devem verificar a algebra de involucao forte

20 espaco de fase definido pelos ¢’s e p’s serd denotado X, enquanto A rotula o espaco de fase definido
pelos u’s e s’s. O espaco de fase total, neste caso, serd denotado I' =X @ A.

30 subscrito extra A especifica o espaco de fase onde o PB esta sendo calculado. O mesmos ser3 feito
quando for o caso dos PB’s serem tomados em ¥ ou .



[ZA((L])? Z>7 Z(Q7p7 Z)]PBF - 07

[ZL(QJZ% 2)7 H(Q7p7 Z)]PBF = 07
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(6.15a)

(6.15b)

juntamente com as condigdes de contorno 7,(q,p,z =0) = TM(O) (¢,p) e H(q,p,z =0) =

H©®(q,p). Por definicao, as Eqs. (6.15) especificam uma teoria de calibre Abeliana*. Em

particular, estaremos interessados nas extensoes que tenham a forma de uma desenvolvi-

mento em série de poténcias das variaveis z’s [37-39, 54|

onde

O que resta a ser feito é determinar os coeficientes X e Y da expansao acima.

+oo

T.(0.p.2) = TOq,p) + Y TM(a,p,2),
M=1
“+o0o

H(gq,p.2) = HO(q,p) + > H™M(q,p,2),
M=1

(M) — xW) o, Lo
,]; (qapvz) - X <Q7p)z ! z Ma

12205 AN CT Y

H(M)<q’p’ Z) — Yogf‘J)OcM (q’p) Zal e ZOA]LI .

(6.17)

(6.18)

Vamos nos concentrar primeiramente na Eq. (6.15a). Substituindo as Eqgs. (6.17) e

(6.16a) na Eq. (6.15a) e, logo, isolando termos da ordem de 2%, obtemos

A, + XD (A7)0 Xﬁy -0

(6.19)

4A possibilidade de se implementar um formalismo de imersdo que leva a uma algebra de involucio
fraca (ndo-Abeliana) foi investigada na Ref. [55]
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levando em conta a Eq. (6.5). Claramente

XM =A

7% pnv

= — Ay, (6.20)

¢ solucao da Eq. (6.19). O ponto relevante a ser notado aqui é que a solugao para X,(UI)

nao depende de g e/ou p. Isso implica na relacao

[7;(0)(617]9)7 7;(1)(Qap7 Z)]PB;: = 07 (621)

que, combinada com a seguinte escolha de simetria

X, (¢.p) = +X 20 (,p) (6.22a)

MO Qe QU Qg MO QO e Qg

X M) (¢,p) = — XM (¢.p), V aj, (6.22b)

HOuL -0y Qug - QU Quj Oyl QU O

resulta em

M _ M _
X/Sal)'"aj---ak---aM(q7p) - O = 7:1,( )(Q7p7 Z) - 07 v M Z 2 (623)
Dessa maneira, a Eq. (6.16a) se reduz a
T.(q,;p.2) = Tq,p) + T, p) = pu— Oq” + A 2", (6.24)

onde a Eq. (6.4) foi considerada. Além disso, as Eqs. (6.3) e (6.10) nos permitem separar

a Eq. (6.24) da seguinte forma:

Ti(q,p,2) = pj — av; — ag 2", (6.25a)

TIn+j(q,p,2) = mj + az; — a® O (V° + 227F) (6.25Db)
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O problema de encontrar a extensao BF'T para os vinculos estd terminado.

O que resta a ser feito é encontra uma extensao para o Hamiltoniano. Como somente
o termo Zfl)(q,p, z) é nao-nulo, a relagdo de recorréncia que surge da Eq. (6.15b) é

simplificada. Para um M genérico encontramos

[7%(a,p), HM(q,p,2)]pay + [TV(a,0,2), HY (g, p,2)lpp, = 0. (6.26)

Relembrando, o Hamiltoniano H® (g, p) ndo é funcio de ¢* e p, para p e v no intervalo
[N + 1,2N] correspondente ao setor (v, 7). Neste caso, vamos fazer a escolha (veja a

Eq. (6.18))

v, (ap) =0, (6.27)

Qat-apg

quando qualquer um dos seus subscritos tomam valor no intervalo [N + 1,2N] e

1 OMH ) (q,p)

(M) I i 1Y 2)
Yieinl0P) = 350 ogn (6.28)

Se as Eqgs. (6.27) e (6.28) corresponderem a solugao da Eq. (6.26), a expressao para a

extensao do Hamiltoniano é

+oo
H(g,p,2) = HOq,p) + > H™(g,p,2) = HO(q+ z,p) (6.29)
M=1

ja que

M i i 1 aMH(O)(qap) i i
HOa,p,2) = Vil (o) 2% 2 = g g 2 (630

conforme segue das Eqs. (6.16b), (6.18), (6.27) e (6.28). Assim, a extensdo do Hamiltoni-
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ano & obtida carregando-se a translacdo ¢¢ — ¢’ + z* no Hamiltoniano original H (0)(q, D).
Devemos, no entanto, mostrar que as escolhas feitas neste paragrafo de fato obedecem a
algebra de involugao. Para este fim seguiremos um procedimento de dois passos. Primeiro

tomamos 1 = i na Eq. (6.26), ou seja,

[7;(0) (Q7p> ’ H(M)<QJp7 Z)]PBE + [Z(1)<QJp7 Z) ) H(M+1)<Q7p7 Z)]PBA - 0 . (631)

Devemos manter em mente que ’Z;(O)(q,p) assim como H©® (g, p) somente depende daque-
les ¢'’s e p;’s para os quais i < N. Em vista da Eq. (6.30), o mesmo se aplica para
H™)(q,p, 2). Vamos considerar o calculo do primeiro termo no lado esquerdo da Eq. (6.31).
Trazendo a forma explicita dada na Eq. (6.4) para 7° bem como para a matriz ||©|| na

Eq. (6.3) encontramos

[Z(O)(qap)7 H(M)((Lp; Z)]PBE = - (632)

O célculo do segundo termo no lado esquerdo da Eq. (6.31) é mais complicado. Para

comegar tomamos Z(l)(q,p, z) diretamente da Eq. (6.24) e escrevemos

79(q,p, 2), HM(q,p, z)] = YO (@p) A [, 2] (6.33)

PB, 1 UM 41

levando em conta a Eq. (6.30). O calculo explicito do lado direito desta tltima equagao
requer a aplicagao reiterada da relagao [A, BC| = [A, B]C + B[A, C]. Isto gera uma soma
de termos contendo PB’s entre pares de variaveis z’s, cujo valor é dado na Eq. (6.13). Ou

seja,

Apy [27, 22 M pg = 0,12 M e T i ML (6.34)
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Observamos que YzEMZ)M(q, p) € simétrico sob mudanga de quaisquer pares de indices. Isso
simplifica muito a expressao que surge apés inserirmos a Eq. (6.34) na Eq. (6.33). O que

obtemos ¢é a expressao

7;(1)<Q7p’ Z) ) H(M+1)<Qap7 Z) = (M + 1)Y(M+1)<Q7p> Zil e ZiM
PB

[ARIR SV
A

M)
— aY;EZ}VI (q7p) Zil L Zi]w — _|_ aH(M) (Q’p7 Z)

A o (6.35)

Claramente, as Eqs. (6.32) e (6.35) asseguram a validade da Eq. (6.31). Resta agora testar

o caso = N + i na Eq. (6.26). Neste caso

[T]\(TQL(Q7P)7 H(M)<Q7p72)]PBE + [T]\(/'llz(Q7p7 Z>7 H(MH)((],])’ Z)]PBA = 0. (636)

Ademais, as Egs. (6.3) e (6.4) nos levam a

[T]\(f[?z(qap) ) H(M) (CJap? Z)]PBE = [Wi - a29ikvk 5 H(M) <Qap7 Z)]PBE = Oa (637)

ja que HM) (g, p, 2) ndo dependem das varidveis pertencentes ao setor N + 1 <y < 2N.
Assim como para o desenvolvimento do segundo termo no lado esquerdo da Eq. (6.36),

invocamos as Eqgs. (6.24), (6.30) e (6.13) para obtermos

[T]\(fliz(%]% Z) ) H(M+1)(Q7p7 z)]PBA = YM+1 (Q7p) AN+i v [ZV ) Zil tee ZiAMJrl]

(SRR VER]

= YME (g, p) (5]31“,21'2---%”“1 N AR (Sﬂjl) =0, (6.38)

[AREIYES]

pois os indices em cada simbolo de Kronecker pertencem a setores nao sobrepostos. Assim,
o lado esquerdo da Eq. (6.36) se anula identicamente. Isto confirma que as escolhas feitas

nas Eqs. (6.27) e (6.28) sao consistentes.
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Encerramos esta secao esclarecendo que uma opcao diferente para w”” conduz a uma

extensdo BFT que difere da obtida por nés por uma transformagao canonica [37-39).

6.2 O setor invariante de calibre

Primeiramente vamos ver o que podemos concluir a partir da contagem dos graus de
liberdade do modelo de segunda classe bem como da correspondente extensao BFT. O
namero de dimensées do espago de fase da teoria de segunda classe é d[X] = 4N, enquanto
que o numero de variaveis independentes do espaco de fase é 4N — 2N = 2N, sendo 2N
o nimero de vinculos de segunda classe. Para a caso da teoria de calibre, o nimero
de dimensoes do seu espago de fase é d[I'] = 8N, enquanto que o namero de variaveis
independente desse espaco de fase € SN —4N = 4N, onde 4N inclui os vinculos estendidos
de primeira classe e as correspondentes condigoes de calibre (condig¢oes subsidiarias). Nao
é evidente que ambos os modelos descrevam a mesma realidade fisica. Para mostrar que
este é de fato o caso comegaremos construindo o espago de fase que é definido pelos graus
de liberdade independentes de calibre. Apos, derivamos a algebra de PB’s verificada por
essas variaveis do espacgo de fase. Outrossim, os vinculos e o Hamiltoniano serao reescritos
em termos de variaveis invariantes de calibre. Veremos que através desse procedimento

recuperamos univocamente a formulacao Hamiltoniana do modelo de segunda classe.

Para comecar, lembramos que o gerador de transformacoes de calibre infinitesimais

(G) é dado pela expressao [42, 56]

G = T, , (6.39)

onde ¢, =1,--- 2N denota um conjunto de parametros infinitesimais independentes do
tempo e 7, é especificado na Eq. (6.24). Entao, sob transformacao de calibre infinitesimais,

0s ¢’s, p’s e z’s mudam, respectivamente, conforme as equacoes
) ) )
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oq" = [¢",Glppy = €, (6.40a)

5p,u = [p,u?G]PBZ = @pMEp — 3 s (640b)
om; = ae; — a0 eNtF

62 = [ Glpp, = —€". (6.40c)

Consequentemente, os objetos compostos Q" e P,

Q' =q" + 2, (6.41a)
, P =pi
P, =p, + 20, = : (6.41Db)
PN+i =mtaz; — a29ik ZN+k
permanecem invariantes sob transformagoes de calibre. Assumimos que estas variaveis

compostas servem para definir o espaco de fase fisico. Para verificar isso, calculamos a

algebra de PB. Diretamente verificamos que

[Q", Q"lpp. = (A™H)", (6.42a)
(@, Plpp. = 0" + (A7) Ou,, (6.42b)
[Py, Plpg. = Oap (A7) 64, =0, (6.42¢)

que exatamente duplica a algebra de DB das correspondentes variaveis que especificam o
espaco de fase do sistema de segunda classe (veja as Eqs. (6.7)-(6.9)). Enfatizamos que a
comparagao esta sendo feita entre colchetes de Poisson envolvendo quantidades invariantes
de calibre pertencente ao sistema de primeira classe com colchetes de Dirac envolvendo

as correspondentes contrapartidas no modelo de segunda classe.

Entretanto, estabelecer a equivaléncia entre a teoria de segunda classe original e sua

extensao BFT demanda trabalho adicional. De fato, devemos investigar a forma assumida
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pelos vinculos de primeira classe e o Hamiltoniano, quando reescritos em termos das
coordenadas do espaco de fase independente de calibre definidas na Eq. (6.41). Focamos

primeiro os vinculos. As Eqs. (6.24), (6.5) e (6.41) conduzem a

T.(q,p,2) = P, — 0,,Q" = 7;50>(Q,P), (6.43)

de acordo com a Eq. (6.4). No caso do Hamiltoniano, as Eqgs. (6.29) e (6.41) fornecem

H(ag,p.2) = HO(Q.P), (6.44)
completando a desejada prova de equivaléncia. De fato, reconstruimos por completo a
formulagao Hamiltoniana da dindmica do modelo inicial de segunda classe.

Deve-se notar, ainda, que a transicao de ¢, p e z para ) e P implica em um processo
de reducao dimensional e, por isso, nao pode ser interpretado como uma transformacao

canonica.

6.3 Quantizacao funcional e equivaléncia quantica

Nesta secao estudaremos a equivaléncia entre a versao quantizada do modelo de se-

gunda classe com aquela associada a teoria de calibre obtida pela imersao BFT.

Vamos escrever a integral de caminho definida no espago de fase que fornece a funcional

geradora das fungdes de Green (Z) para o caso do modelo de segunda classe |27,42-44]
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2 = [0 [ (T @(HMM)é

o3 [t it — 100}

= v [ [ 0] (Ha )

oo {3 [ arlpir 10001}

Y / [DY] / [DVy] exp{% /t " [piquieijpj—H‘O)(q’}piﬂ} , (6.45)

in

X

X

onde, para passar do segundo para o terceiro termo da igualdade, levamos em conta o
fato de que ||A]| é uma matriz constante (veja Eq. (6.6)). Além disso, para obtermos o
ltimo termo da igualdade, exploramos o fato de que H®) nio depende dos q",pu, b =
N +1,--- 2N, o que nos permite usar os vinculos para integrar o correspondente setor

do espago de fase.

Analogamente, para a teoria de calibre obtida pelo esquema BFT, temos que [27,42—

44|
2o = N, [ [P [ (0] [ [P [ [
2N
X (H5 (¢:p, 2 ) (HNX“(q,p, Z)]) <H det [%X”]pgr)
pn=1 t
i [ : .
X exp {ﬁ/ dt [pud* + s, — HO (¢ + 2, p;)) } . (6.46)
tin
Aqui, N, é uma constante de normaliza¢io enquanto que x = x(¢,p,z) denota um

conjunto de funcoes arbitrariamente escolhidas. A questao agora é: o lado direito da
Eq. (6.46) retorna aquele na Eq. (6.45), para qualquer x? Vamos ilustrar a situagdo para

dois calibres diferentes.

O primeiro calibre a ser analisado, comumente chamado calibre unitério, é especificado
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pelas condicoes subsidiarias

X' =2"~=0. (6.47)

Entao, as Eqgs. (6.24), (6.47) e (6.13) conduzem ao resultado

det [T, X" ] pp. = 0, = (H det [T#,X”]PBF> = 1. (6.48)
t

Notamos que os 7’s, x’s e H dependem das variaveis u e s somente através da combinacao
= —1/2u" 4+ (A71)*s,. Isto sugere a conveniéncia de realizar a mudanga de varidveis

de integragdo u* — u* = 2/, s, — s/, = s,. As integrais de caminho em s’ desacoplam

I

do restante e podem ser explicitamente calculadas. Concluimos entao que

Z.y = N/DQN /DQN /D2N (H(s (¢.p, = )(ﬁ5[2]>

=1

f 1 . .
X exp { h/ dt [puq + 2Z“AW73” — H(O)(q’ + zz,pi)} } ) (6.49)
t

in

A integracao em z é feita diretamente e resulta em

Ziy = N/ [D*q] /DZN <H5 )

exp{; /t dt [pug" — HO(d', pi)]} . (6.50)

in

Assim como no caso de sistemas de segunda classe, usamos os vinculos para integrar nas
variaveis ¢*, p,, @ = N +1,---,2N, o que nos leva de volta ao resultado obtido na

Eq. (6.45), ou seja,
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Z.y = N / [DNq] / [DNp] exp{% /t tf dt [pig’ + pﬁijpj—H(O)(qi,pi)}}(ﬁﬁl)

in

E evidente que o calibre unitario é o mais simples de se lidar pois as condigdes sub-
sididrias (6.47) explicitamente eliminam as varidveis responséaveis por trazer ao sistema a
liberdade de calibre. E importante mencionar que nossa prova ¢ independente de mod-
elo. Isto se deve ao fato de que a extensao BF'T do Hamiltoniano emerge da translacao

qg—q—+z.

O proximo calibre que iremos estudar é

X' =¢ =0. (6.52)

Comecando das Eqs. (6.24) e (6.52), obtemos novamente um determinante funcional de

Faddeev-Popov que reduz-se a uma constante arbitraria nao-nula, isto é,

det [Z,, X"]pp, = — 0, = (H det [TWxV]PBp) = constante # 0. (6.53)
t

Novamente, como no caso da Eq. (6.49), a mudanga u* — u* = 2/, 5, — s, = s, e a

posterior integracao nas variaveis s, no habilitam a escrever a Eq. (6.46) na forma

Zoo = N / [D*Ng] / (DN / D]
(oo e ) i)

. ty 1 . .
€exXp {% / dt [puq# + §Z#A,uz/'éy - H(O) (ql + szpi):| } ) (654)
t

in

X

X

onde a Eq. (6.24) tem sido levada em consideragao. As integrais nos ¢’s e p’s sao facilitadas

pela presenca das deltas e, apds carrega-las, obtemos
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:r |

Zy—g = ./\// DQNZ exp{

) a -
2N, . :
= N/ D exp{ zNHz — —2"ZN4
2

[—z Az — H(O)(Zi7CLZN+Z'):| }

2
+ iy 09y — HC (z azNH)}}. (6.55)

Se renomeamos as variaveis azy.; — p;, 2° — ¢' e negligenciamos os termos de superficie,

0 que obtemos é, novamente,

. [tr ) B .
Zeo= N [ 0% [ 0% e {5 [Vt 0%~ B0 0]} 050
tin

que coincide com a Eq. (6.45). Mais uma vez a prova de equivaléncia ndo impoe restri¢oes

na estrutura do Hamiltoniano.

Até este momento analisamos a equivaléncia quantica entre as teorias de primeira e
de segunda classe para dois casos extremos da escolha de calibre. Primeiro, as condicoes
foram escolhidas de forma a eliminar as varidveis que nao estavam presentes no modelo de
segunda classe. E natural, entio, esperar que a teoria de calibre recaia na teoria de segunda
classe. Ja no segundo caso as condicoes de calibre fixaram em zero as variaveis basicas ¢,
retirando também da jogada os seus correspondentes momenta canonicamente conjugados
p, ao serem integrados. Todavia, as variaveis z° e zy,; desempenharam, respectivamente,

os papéis de ¢ e p, permitindo a reconstrucao da teoria de segunda classe original.

6.4 Quantizacao operatorial

Nesta secao estaremos interessados em estudar a quantizacao da teoria de calibre
dentro da abordagem operatorial, bem como suas relacoes com o que surge no modelo de

segunda classe quando submetido ao mesmo esquema, de quantizacao.

A teoria de calibre serd quantizada usando-se o método desenvolvido por Dirac [41]
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que, diferentemente do método funcional, nao requer a eliminacao da liberdade de calibre.

Os principais ingredientes sao: i) os estados fisicos (| ¥(¢))) devem obedecer

T.(Q". P, 2" | W) =0, (6.57)

enquanto que ii) a dindmica é controlada pela equagao

HOQ + Z1 P) | (1)) = ih%. (6.58)

Nesta abordagem, 7,(Q*, P,, Z*) e HO(Q' + Z', P;) sao as contrapartidas quanticas das
funcdes dadas nas Eqs. (6.24) e (6.29), respectivamente. E preciso lembrar que, dentro
do método de quantizacao de Dirac, os operadores basicos verificam uma &algebra de

comutadores a tempos iguais abstraida dos correspondentes PB’s, ou seja,

[A,B] = ihla,blpp, : (6.59)

onde a e b podem tanto ser ¢', v', p;, m;, u ou s,, enquanto que AeB podem denotar

Q' V', B, 1I;, U ou S,,.

Nao é dificil convencer-se de que o que esta acima implica que as Eqgs. (6.29) e (6.30)

devem ser escritas, no nivel quantico,

HO AL 5 by N L OMHOQP)
HOQ '+ 7', P) = Z M! oQn - - Qim

M=0

Z0 . g (6.60)

Enfatizamos que qualquer reordenamento no lado direito da Eq. (6.60) acrescentaria ape-

nas produtos dos fatores anti-simétricos iA(A1)7 (veja a Eq. (6.13)) os quais podem

8MI:I(O) (QA’L7IADZ)

ser desconsiderados haja vista da simetria dos coeficientes operatoriais AT OTIE

Retornamos a Eq. (6.57). Apos isolar z* na Eq. (6.24) e logo transferir o resultado ao



60

nivel quantico, obtemos

A A N 1.
70| = (_aewvj +209P; — —H’) o), (6.61)
a

e, por isso,

A A A A 1..
le"'ZlM|\I]> — (_GQZMJI\/I‘/J,M_i_zeleijM_ HZM>

a

A N 1.~.
Ny (_aglljlv}l + 20" Py, — —H“) | W) . (6.62)
a

Se substituirmos a Eq. (6.62) na Eq. (6.60) e o resultado desse processo na Eq. (6.58),

podemos escrever

1. =

A N N A ) )
H(O) <QZ _ aéﬂ]‘/} +2911Pj _ —HZ,PZ) |\I/(t)> _ Z'hd‘ (t>>
a

o (6.63)

que nao mais envolve as variaveis do espaco de fase U e S. Observamos que a liberdade

de calibre foi eliminada sem a necessidade de condi¢oes subsidiarias.

As novas variaveis

~ o A A 1~
Q' = Q' —afV;+209F; — I, (6.64a)

A ~

P =D, (6.64b)

)

obedecem a algebra de comutadores especificada na Eq. (1.3). Ademais, em termos destas

variaveis, a Eq. (6.63) adquire a forma

d{¥(t))

o (6.65)

O (Q" P) |w(t)) = ih

que reproduz a evolugao temporal do sistema de segunda classe quantizado. Novamente,

a equivaléncia entre ambos sistemas fica estabelecida.
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7 Conclusoes

No intuito de obter resultados independentes de modelo em mecanica quantica nao-
comutativa, comecamos por apresentar uma descricao unificada da dinamica cléssica e
quantica de um sistema nao-comutativo. A caracteristica distinta é que a nivel classico
lidamos com um sistema vinculado cuja quantizacao nos conduz as regras nao-canonicas
de comutagao da Eq. (1.3), que atuam como informagao inicial na formulagao do problema.
Nao podemos afirmar que a correspondéncia classica-quantica descrita no Capitulo 2 é
tnica, dado que nao podemos eliminar a possibilidade da existéncia de outros sistemas
vinculados cujos DB’s ainda sao dados pela Eq. (2.4). No entanto, as variaveis fisicas para
este novo sistema podem, no méaximo, diferir de z, £ por uma transformacao canonica, o

que garante que a fisica permanece inalterada.

O fato de que a nao-comutatividade nao destréi a série de Born facilitou a prova da
unitariedade do operador S, o que constitui um requerimento basico para a consisténcia

da teoria quantica sob analise. Isto é a esséncia do Capitulo 3.

Os trabalhos realizados nas Refs. [27,41-45], em conexao com sistemas vinculados,
serviram como base para a implementacao da formulagao funcional da dinamica quantica
de sistemas nao-comutativos. Foi possivel substanciar a informagao inicial da Eq. (1.3) a

partir do formalismo funcional.

No Capitulo 5 a transformacao de Weyl generalizada de indice « foi utilizada para im-
plementar a definicao de “time-slicing” da integral de caminho no espaco de fase. Como es-
perado, esta representacao integral da dinamica quantica nao é tiinica, mas parametrizada

pelo indice a. Obviamente, a consisténcia demanda que todas as quantidades fisicas
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devem ser unicas e, portanto, independentes de a.

Estudamos o propagador de Feynman para o caso da mecanica quantica nao-comutativo.
A potencial auséncia de unicidade aparenta ser severa devido ao fato de o Hamiltoniano
sob andlise conter produtos de operadores nao comutantes. De forma inesperada, a anti-
simetria da matriz ||@||, parametrizando a nao-comutatividade, elimina o problema. De
fato, por um lado, ela aniquila o que seria uma dependéncia em alfa na transformada de
Weyl generalizada enquanto que, por outro lado, ela também toma conta da dependéncia
em « que surge do ponto no “slice” no qual as coordenadas devem ser avaliadas. A prova
acima é verdadeira para todo potencial V(u) analitico em @ = 0. Note que esta prova
conecta a formulacao de “time-slicing” do Capitulo 5 com a formulagao funcional obtida

no Capitulo 4.

No Capitulo 6 nos dedicamos a formulacao da mecanica quantica nao-comutativa
como uma teoria de calibre. A ferramenta utilizada para tal fim foi o procedimento de
imersao BFT. As extensoes dos vinculos e do Hamiltoniano deram origem a uma algebra
de involucao que corresponde a uma teoria de calibre Abeliana. Obtivemos uma prova
rigorosa da consisténcia desta sistematica a qual consistiu em demonstrar que o sistema
de segunda classe inicial pode ser univocamente recuperado a partir do setor invariante
de calibre da teoria estendida. Isto confirma a equivaléncia das formulagoes de primeira

e segunda classe no nivel classico.

A quantizacao da extensao de calibre dentro da formulacao funcional seguiu o proced-
imento padrao. No Capitulo 6 vimos que a flexibilidade oferecida pela escolha de calibre
abre novas avenidas para calculos explicitos. A funcional geradora de funcdes de Green
foi calculada em dois calibres especificos. Em ambos os casos foi mostrado que o resultado
coincide com o correspondente a funcional geradora de fungoes de Green do modelo de
segunda classe. Além do mais, a equivaléncia entre as descrigoes tornou ser independente

de modelo.

A quantizacao do modelo de primeira classe dentro da abordagem operatorial foi



63

implementada fazendo uso do formalismo desenvolvido por Dirac |[41]. A equivaléncia
quantica entre o modelo de segunda classe e sua extensao BFT foi reobtida dentro deste

esquema de quantizagao.

Resumindo: neste trabalho analisamos, sob varios angulos, a consisténcia da MQNC.
A conclusao essencial é que as modificacdes da mecanica quantica provenientes de um
espaco nao-comutativo nao afetam a consisténcia da teoria. Acreditamos que ainda resta
um amplo campo de aplicacoes da MQNC para ser explorado. Em particular, temos
em mente a possibilidade de estudar os casos em que a nao-comutatividade deixa de
ser uma matriz constante para se transformar numa funcao matricial que depende do
tempo (||0(¢)||). E evidente que, na seqiiéncia, podemos supor que ||8(¢) || atua como
um campo externo ou como uma variavel que participa da dindmica do sistema. Neste
contexto, ressaltamos que num trabalho recente tem sido abordado o caso em que a nao-

comutatividade ¢ uma fun¢ao da posigao [57].
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APENDICE A - Relacées Importantes

Para provar unitariedade utilizaremos algumas relagoes importantes que permitirao a

realizagao dos céalculos que se seguem. Primeiro, vamos lembrar a representacao

1 _ 2 2

A expressao acima aparece dentro de integrais do tipo

1 — — — —
N/ o (n)* (1.t P) (1!
/d k \s(k:’Q—k‘?:Fie)T (K", k)T™(K' k) (A.2)
— <E‘ veS k). v /de;'% b E><E VG(+)(1<;)---V(E> .
O k"2 — k2 Fie — -
n fatores V' p fatores V

A utilidade de (A.1) é obvia ja que permite escrever

v (F].

(A.3)

— iw/de:’é(k’Q — k%)

1 S\ /o
N 1./cx ! /
/d kd(k’Q—k2$ie>‘k><k

Daqui em diante usaremos sistematicamente a igualdade (A.3).

Vamos, também, reescrever



1 —2M 1
BEERET e\ R ) k2 — K Fie
2M 2M

—2M > [R£ind(k? — k%)) ,

B2
onde
1
R = R|{——+—
(k’Q—k2IF2'6)
1 .
— m :F Z7T5(k,2 — k:Z)
1 - 2 2
= —k’Q—kQ:i:ieimé(k/ — k7).
Logo,
1 1

= + 2w (k? — k).
K2 — k2 Tie K2 — K2+ ie imd( )

Inserindo a Eq. (A.6) na Eq. (A.4) obtemos

1 1 Ao M
—_ :F 5(k/2 k2>
S — oaf T oA oam Tl h

Lembramos que

- () 7o (s
(
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(A.4)

(A.5a)

(A.5b)
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APENDICE B - Lema

LEMA: Param>1lep>2

o [y T (R TR k) T DK )T (K| k)
) d k h2k2 h2k2 . =3 d k h2k2 h2k!'2 .
- +1 - +
2M 2M 2M 2M

/ A9y, [T<m>*(E’,/;’)T<p>(E',E)+T (K, /%’)TW)(/;",E)] . (B.1)

Mkr
h?

Prova:

Comegamos usando a relagdo (A.7) visando abrir a expressao

% / de/ T(m)*(];:l’ E)T(p)(];/, lz)

h2k2 h2k’'2 .
— B 4

2M 2M
o I 1 dim M
Eq. (A7) /de/T *(k/,k)T(p)(kl,/{) o — Z7T2 S(K? — k?)
oM oM € R
G(+)T( )
mfatoresV ‘k’> <k-’ ) pfatg)\res \%

52 k2 52 k2
2M

LS (B ve iy - v/de/ ,EVGg+>(k)v...x?‘E>

47TM
72

{ / ANE T (B R)T® (K k)6 (k2 — k2)1

Geot Geot

m fatores V; (m—1) fatores
Ba. (A8) <E‘ vesiv v ety veSmyv v ‘ E>
4T M {

p fatores V; (p—1) fatores

A

h2

o / Ak k5(K — k) / dQ,;,TW*(E’,E)T@)(E',E)] . (B.2)

Note o surgimento de um novo fator Gé+)T(l<:) no primeiro termo da ultima igualdade
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na equacao acima, o que nos permite formar um novo termo de ordem superior em V
T+ (k" E), bastando, para isso, introduzir uma nova identidade em &’ no lado direito
do fator V' que estéa a direita desse novo G(()HT(k). Integrando o segundo termo da igualdade

em k' e tomando a parte imaginaria obtemos

o fan T EDTED
oM oa T !

(m~+1) fatores V; m fatores Géﬂf 5 | (p—1) fatores V; (p—2) fatores Géﬂ
p A~ . avE | B > i - ~
Eq.;A.Q) S <k’ VG((JHT(]C)V eV / R2k2 B2k ; VG(()+)(/{:)V- -V ’ k >
oM 2M +

Mk o, o - I o o
— hf / dQy, [T(m)*(k’,k)T (K k) +T® (K, k)T(m)(k’,k)]

_ %/de/ Tm+1 (k/ k>T(p_1)<E/7];>
- A2 k2 A2 k!2 .
oM oM T

Mlmr
h2

/ dQ;, [T<m>*(/2 YaG (E,E)+T<p>*<E',E)T<m>(E',E)] , (B.3)

0 que prova o Lema.
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