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Resumo

Este trabalho está dedicado a estudar a consistência global da dinâmica quântica de
sistemas não-comutativos. Nosso ponto de partida é a teoria de sistemas vinculados, dado
que esta provê uma descrição uni�cada da dinâmica clássica e quântica para os modelos a
serem investigados. Analisamos o problema relacionado com a existência da série de Born
e unitariedade e focamos, na seqüência, na formulação funcional da dinâmica quântica dos
sistemas não-comutativos. A compatibilidade entre as abordagens funcional e operatorial
é substanciada de forma geral. Subseqüentemente, a transformada de Weyl generalizada
de índice α é usada para implementar a de�nição via �time-slicing� da integral de caminho
no espaço de fase, o que nos permite calcular o correspondente propagador de Feynman.
Como esperado, esta representação para o propagador de Feynman não é única, mas rotu-
lada pelo parâmetro real α. Provamos que as contribuições dependentes de α desaparecem
no limite quando o �slice� de tempo tende a zero, tal qual é requerido pela consistência
da formulação. Esta prova é intrincada pois o Hamiltoniano envolve, necessariamente,
produtos de operadores não comutantes. A anti-simetria da matriz que parametriza a
não-comutatividade joga um papel fundamental no mecanismo de cancelamento dos ter-
mos dependentes de α.

Por �m, estudamos a implementação do processo formulado por Batalin, Fradkin
e Tyutin (BFT), o qual permite transformar esses sistemas em uma teoria de calibre
Abeliana exibindo apenas vínculos de primeira classe. A adequação da imersão BFT,
como aplicada neste trabalho, é veri�cada demonstrando que existe um mapeamento
isomór�co que conecta o modelo de segunda classe com o setor invariante de calibre da
teoria de calibre. Como é sabido, a quantização funcional de uma teoria de calibre exige a
eliminação da liberdade de calibre. Então, temos a nossa disposição um conjunto in�nito
de descrições alternativas para a mecânica quântica não-comutativa, uma para cada cali-
bre. Estudamos as características relevantes deste in�nito conjunto de correspondências.
A quantização funcional da teoria de calibre é explicitamente realizada para dois calibres
diferentes e os resultados comparados com o correspondente ao sistema de segunda classe.
Dentro do quadro operatorial, a teoria de calibre é quantizada utilizando-se o método de
Dirac.
Palavras-chave: Mecânica quântica não-comutativa; Consistência; Resultados indepen-
dente de modelo; Integral funcional; Teoria de calibre
PACS Nos.: 03.65.-w, 03.65.Db, 11.10.Nx



Abstract

This work is concerned with the global consistency of the quantum dynamics of non-
commutative systems. Our point of departure is the theory of constrained systems, since
it provides a uni�ed description of the classical and quantum dynamics for the models
under investigation. We then analise the problem concerned with the su�cient conditions
for the existence of the Born series and unitarity and turn, afterwards, into studying
the functional quantization of non-commutative systems. The compatibility between the
operator and the functional approaches is established in full generality. Subsequently, the
generalized Weyl transform of index α is used to implement the time-slice de�nition of
the phase space path integral yielding the Feynman kernel in the case of noncommutative
quantum mechanics. As expected, this representation for the Feynman kernel is not
unique but labeled by the real parameter α. We succeed in proving that the α-dependent
contributions disappear at the limit where the time slice goes to zero. This proof of
consistency turns out to be intricate because the Hamiltonian necessarily involves products
of noncommuting operators. The antisymmetry of the matrix parameterizing the non-
commutativity plays a key role in the cancelation mechanism of the α-dependent terms.

Finally, we study the embedding procedure formulated by Batalin, Fradkin and Tyutin
(BFT) which enables one to transform these noncommutative systems into an Abelian
gauge theory exhibiting only �rst class constraints. The appropriateness of the BFT em-
bedding, as implemented in this work, is veri�ed by showing that there exists a one to
one mapping linking the second class model with the gauge invariant sector of the gauge
theory. As is known, the functional quantization of a gauge theory calls for the elimi-
nation of its gauge freedom. Then, we have at our disposal an in�nite set of alternative
descriptions for noncommutative quantum mechanics, one for each gauge. We study the
relevant features of this in�nite set of correspondences. The functional quantization of
the gauge theory is explicitly performed for two di�erent gauges and the results compared
with that corresponding to the second class system. Within the operator framework the
gauge theory is quantized by using Dirac's method.
Keywords: Non-commutative quantum mechanics; Consistency; Model independent re-
sults; Functional approach; Gauge theory
PACS Nos.: 03.65.-w, 03.65.Db, 11.10.Nx
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1 Introdução

Historicamente, a noção de coordenadas espaciais não-comutativas foi sugerida por

Heisenberg ao propor a existência de uma relação de incerteza não nula entre as coor-

denadas espaciais, o que, para ele, seria uma maneira de eliminar as singularidades que

aparecem na teoria quântica-relativística de campos. A idéia de Heisenberg não parou

por aí e, seguindo a seqüência Peierls → Pauli → Oppenheimer → Snyder1, levou este

último a escrever o primeiro artigo sobre o assunto em 1947 [2]. Porém, talvez devido ao

sucesso da teoria de renormalização, essa proposta foi esquecida até recentemente, quando

reaparece através das teorias de cordas e da gravitação quântica.

Muitos autores têm estudado efeitos causados por um espaço-tempo não-comutativo

sob pontos de vista matemático e físico. Isso implica em promover as coordenadas do

espaço-tempo (xi e x0) ao nível de operadores hermiteanos (Qi e Q0) obedecendo as

relações de comutação

[Qµ, Qν ] = iΘµν , (1.1)

onde µ, ν = 0 . . . d− 1, d é a dimensão do espaço-tempo e Θµν é uma matriz antisimétrica

real e constante com unidades de área. Na Ref. [3], foi proposta uma teoria de Yang-Mills

imersa em um torus não-comutativo. A presença do tensor constante Θµν implica na

violação da simetria de Lorentz enquanto que causalidade requer Θ0i = 0. No entanto

Connes et al. [4] provaram que ela surge como um limite de�nido da teoria de cordas
1Para maiores detalhes históricos veja [1] e referências dentro desta.
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quando na presença de um do campo magnético de fundo. A teoria de Yang-Mills su-

persimétrica não-comutativa (NCSYM) também foi extraída por Seiberg & Witten [5]

partindo de uma super corda aberta na presença de um campo magnético.

Dessa maneira, a teoria de cordas impulsionou o desenvolvimento das teorias de cam-

pos formuladas em variedades do espaço-tempo não-comutativas. Através de cálculos

explícitos de laços para casos onde Θ0i = 0 (não-comutatividade espacial), foi mostrado

que a teoria φ4 até dois laços [6, 7] e a Eletrodinâmica Quântica não-comutativa (NC-

QED) até um laço [8�10] são renormalizáveis. Já no caso Θ0i 6= 0, viu-se que a teoria não

é unitária [11, 12] nem causal, não se apresentando atraente como uma teoria física. Um

aspecto peculiar das teorias de campos não-comutativas é a aparição de um mecanismo

de conversão parcial de divergências ultravioletas em infravermelhas (mecanismo UV/IR).

Neste caso, após as divergências ultravioletas terem sido eliminadas através do processo

de renormalização, ainda restam as mencionadas divergências infravermelhas cuja origem

não obedece a uma potencial ausência de massa. Os efeitos da introdução de supersimetria

em teorias de calibre Abelianas (NCSQED) e não-Abelianas (NCSYM) foram, na aprox-

imação de um laço, estudadas nas Refs. [13�16], onde foi demonstrado que a presença da

supersimetria leva ao desaparecimento das divergências UV/IR não-integráveis. De fato,

até o presente momento, a versão não-comutativa do modelo de Wess-Zumino é a única

teoria de campos não-comutativa em (1 + 3)-dimensões cuja consistência foi provada a

todas as ordens da teoria de perturbações [17]. Mais detalhes em assuntos relacionados

podem ser encontrados nos artigos de revisão [18�22].

O reaparecimento de modelos envolvendo variedades do espaço-tempo não-comutati-

vas também foi impulsionado pelo fato de serem de grande interesse para a formulação

da teoria quântica da gravitação (QG). A idéia é que a comutatividade do espaço-tempo

é perdida na escala de Planck [23]
(
λP = (G~/c3)

1/2 ≈ 1.6× 10−33cm
)
. Isso leva a uma

relação de comutação tal qual a da Eq. (1.1), sendo Θµν , neste caso, uma matriz con-

stante da ordem do quadrado do comprimento de Planck. Essa relação impõe possíveis

limitações na precisão da localização de eventos no espaço-tempo, o que de fato deve ser
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uma característica de uma teoria quântica da gravitação. Mesmo no âmbito da teoria da

gravitação de Einstein, quando combinada com o princípio de incerteza de Heisenberg,

somos levados a concluir que o espaço-tempo ordinário 2 perde qualquer signi�cado opera-

cional em escalas muito pequenas. Para tanto, basta pensarmos no caso de uma medição

das coordenadas espaço-temporais: quanto maior a precisão nas medidas do espaço-tempo

(∆xµ) maior será a incerteza na medição dos momenta canonicamente conjugados (∆pµ),

que estão, por sua vez, presentes na estrutura do tensor energia-momentum (Tµν). Após

levar em conta a equação de Einstein da Relatividade Geral

Rµν − 1

2
R ηµν = 8π Tµν , (1.2)

em coordenadas naturais (~ = G = c = 1), concluímos que ∆xµ → 0 provocará, inevitavel-

mente, um campo gravitacional de grande intensidade. Quando o campo gravitacional se

torna tão forte a ponto de gerar um buraco negro, a operação de medida das coordenadas

do espaço-tempo perde seu signi�cado. Em [23] é investigado como restringir localidade

de maneira a prevenir a formação de buracos negros no curso de uma medida, ou seja, os

∆xµ são restringidos de modo a não serem simultaneamente muito pequenos.

Por outro lado, a mecânica quântica não-comutativa (MQNC) também tem sido alvo

de extensivas pesquisas [24�27]. Neste contexto, estamos interessados em encontrar con-

seqüências fenomenológicas da presença de um espaço não-comutativo. O principal re-

sultado, no caso de sistemas de partícula única, é o de que a modi�cação da álgebra

simultânea obedecida pelos operadores de posição básicos age como uma fonte de novas

interações que podem ou não preservar as simetrias originais. Um exemplo é o trabalho

de Chaichian et al. [24], onde, para pequenos valores de Θij, a não-comutatividade atua,

no caso do átomo de Hidrogênio, como uma nova interação, introduzindo correções ao

�Lamb Shift� (desvio de Lamb) e selecionando uma direção preferencial (desvio de Lamb

polarizado) devido à quebra de simetria introduzida pela não-comutatividade. Também
2Usaremos eventualmente o termo ordinário para se referir a espaços cujas coordenadas espaciais

comutam.
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em [27] é estudado o caso de um Oscilador Harmônico bi-dimensional: um modelo exata-

mente solúvel. Na Ref. [28] os autores trabalham sobre os efeitos da não-comutatividade

no caso de sistemas quânticos de muitas partículas: o gás de elétrons.

Como já apontamos, a não-comutatividade introduz modi�cações na teoria quântica

de campos (TQC). O mesmo acontece no caso da MQNC. No entanto, é importante

ressaltar que enquanto a não-comutatividade, no caso da TQC, torna os parâmetros da

teoria não-comutativos, no caso da mecânica quântica (MQ) ela destrói a comutatividade

a tempos iguais dos observáveis posição. A proposta central desta tese é a de demonstrar

que a MQNC é, de fato, uma teoria quântica consistente.

Neste trabalho estaremos interessados em sistemas quânticos cuja dinâmica é descrita

pelo Hamiltoniano auto-adjunto H(P,Q) função das coordenadas Cartesianas Ql, l =

1, . . . , N e dos seus momenta canônicos conjugados P j, j = 1, . . . , N .3 No entanto, difer-

ente do caso usual, impomos as regras de comutação não-canônicas para coordenadas e

momenta

[
Ql, Qj

]
= −2i~θlj, (1.3a)

[
Ql, P j

]
= i ~ δlj, (1.3b)

[
P l, P j

]
= 0. (1.3c)

A característica essencial é, claramente, que os operadores de coordenadas não comutam

entre si. A não-comutatividade das coordenadas é parametrizada pela matriz N × N

constante, real e anti-simétrica ‖θ‖4.

No entanto, a questão relativa a MQNC ser uma teoria consistente ainda está em

aberto. A resposta para tal questão só pode ser encontrada a partir de desenvolvimen-

tos independentes de modelo. Este trabalho está dedicado a apresentar alguns destes
3Graus de liberdade internos tais como spin, isospin, etc., não trazem maiores di�culdades e são,

portanto, desconsiderados
4Observe que a dimensão de θlk no sistema cgs é d[θ] = g−1 s.
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desenvolvimentos.

Primeiro trataremos da implementação da transição clássica-quântica para sistemas

não-comutativos. Neste caso, a teoria de sistemas vinculados nos fornece as ferramentas

apropriadas para este �m. Veri�camos, seguidamente, que a não comutatividade sempre

leva a interações não-locais. Este é o nosso Capítulo 2.

Unitariedade está no coração de qualquer teoria quântica, já que assegura conser-

vação de probabilidade. Para sistemas não-comutativos, uma investigação sistemática é

apresentada no Capítulo 3 [29].

No Capítulo 4 tomamos, uma vez mais, vantagem da correspondência entre modelos

não-comutativos e sistemas vinculados para formular a dinâmica quântica não-comutativa

em termos de integrais de caminho. Veri�camos também, nesse caso, a compatibilidade

das abordagens funcional e operatorial [30].

O problema da unicidade da representação funcional, quando as mencionadas in-

tegrais estão de�nidas através do procedimento de �time-slicing�, é estudado no Capí-

tulo 5 [31]. No início apresentamos os passos necessários para implementar a de�nição

via �time-slicing� da integral do espaço de fase que leva ao propagador de Feynman

(K(xf , tf ; xin, tin)). Neste contexto, a transformada de Weyl generalizada joga um pa-

pel relevante. Conforme já reconhecido [32�35], K(xf , tf ; xin, tin) não possui uma repre-

sentação única em termos de integrais de caminho canônicas. Esta falta de unicidade

se torna particularmente crítica para Hamiltonianos envolvendo produtos de operado-

res não-comutantes, que é uma característica inevitável do Hamiltoniano que descreve a

dinâmica quântica de um sistema não-comutativo (veja Eq. (2.9)). Demonstramos que a

anti-simetria de ‖θ‖ é su�ciente para restabelecer a unicidade.

No Capítulo 6, nos dedicamos a estudar a MQNC como uma teoria de calibre [36].

Neste capítulo, se discutem os resultados decorrentes da aplicação do processo de imersão

de Batalin, Fradkin e Tyutin (BFT) [37�39] ao sistema de segunda classe que dá origem

a MQNC [40]. O resultado é uma teoria de calibre Abeliana cujo setor invariante de
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calibre é mapeado isomor�camente no modelo de segunda classe que está na origem da

MQNC. Logo após, formulamos a quantização funcional das teorias de segunda e primeira

classe. A teoria de calibre obtida é quantizada em diferentes calibres e os resultados são

comparados com os provenientes da teoria de segunda classe. Finalmente, utilizamos

o método desenvolvido por Dirac [41] para implementar a quantização operatorial da

extensão BFT da mecânica quântica não-comutativa. Os resultados deste processo estão

de acordo com os obtidos com a quantização operatorial do modelo inicial de segunda

classe.

Conclusões e considerações �nais estão no Capítulo 7.
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2 Transição clássica-quântica para
sistemas não-comutativos

Para começar, notamos que a contrapartida clássica de um sistema quântico envol-

vendo coordenadas não-comutativas deve corresponder a um sistema vinculado1. De fato,

a álgebra especi�cada na Eq.(1.3a) não poderia ter sido abstraída de uma álgebra de

colchetes de Poisson, simplesmente porque o colchete de Poisson de duas coordenadas é

identicamente nulo.

No entanto, o problema de encontrar um sistema vinculado que seja mapeado numa

teoria não-comutativa veri�cando a Eq. (1.3) já foi resolvido [40]. Sua dinâmica clássica

é descrita pelo Lagrangeano23

L = a vj q̇j − h0(q
j, avj) + a2 v̇i θij vj , (2.1)

onde índices repetidos são somados de 1 até N . A estrutura vincular desse sistema reduz-

se aos vínculos primários de segunda classe

Gi ≡ pi − a vi ≈ 0 , (2.2a)

Ti ≡ πi − a2 θijv
j ≈ 0 , (2.2b)

1Afora uma vasta literatura existente, mencionamos as Refs. [27, 41�45]
2Em geral, denotaremos �q-numbers� por letras maiúsculas e �c-numbers� por letras minúsculas.
3A expressão na Eq. (2.1) defere da correspondente expressão encontrada na Ref. [40] pela presença

de constante a, a qual foi introduzida de forma a homogeneizar as dimensões das diferentes quantidades
presentes em L. Em particular, as dimensões de a são gs−1.



13

onde pi (πi) é o momentum canonicamente conjugado à coordenada generalizada qi (vi),

e o sinal de igualdade fraca (≈) está sendo usado no sentido de Dirac [41]. No que diz

respeito ao Hamiltoniano canônico, encontramos

h(p, q) = h0(p, q) . (2.3)

A matriz dos vínculos, mais conhecida como matriz de Faddeev-Popov, torna a ser uni-

modular e constante. Então, o resultado obtido para os colchetes de Dirac (DB) é:

[qj, qk]DB = −2θlk, (2.4a)

[qj, pk]DB = δjk, (2.4b)

[pj, pk]DB = 0. (2.4c)

Não precisamos computar explicitamente os DB's envolvendo v′s e/ou π′s dado que,

pela de�nição [27,41�45], dentro da álgebra dos DB's os vínculos atuam como identidades

fortes e, portanto, podem ser utilizados para eliminar da formulação as variáveis v e π

em favor de q e p 4. No entanto, q e p não são as variáveis canônicas independentes

que parametrizam o espaço de fase reduzido pois seus DB's diferem dos correspondentes

colchetes de Poisson (PB)[27, 41�45]. A construção das variáveis canônicas do espaço de

fase reduzido, (x , k), em termos de q e p é simples. De fato, é de fácil veri�cação que

xj ≡ qj − θjl pl , (2.5a)

kj ≡ pj (2.5b)

e (2.4) leva a [ξj, ξl]DB = [ξj, ξl]PB, para ξ tanto x quanto k. O que resta a ser feito para

apagar quaisquer traços dos vínculos é reescrever o Hamiltoniano na Eq. (2.3) em termos
4Voltaremos ao assunto no Capítulo 6.1 e mostraremos explicitamente esses DB nas Eqs. (6.7), (6.8)

e (6.9)
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das variáveis x e k, ou seja,

h (p, q) ≡ h
(
k j, x

j + θjkkk
)

. (2.6)

Pode ser veri�cado que as equações de movimento Hamiltonianas para as variáveis físicas

possuem a forma canônica.

Desejamos quantizar o modelo descrito acima. Dentro do formalismo operatorial

tal quantização é implementada promovendo q e p a operadores auto-adjuntos, Q e P ,

respectivamente. A regra de correspondência clássica-quântica demanda que os operadores

veri�quem a álgebra de comutadores extraída dos correspondentes DB's. Além disto,

a inexistência de ambigüidade de ordenamento garante que o operador Hamiltoniano

H(P, Q) pode ser abstraído de h(p, q), dado na Eq.(2.3), mediante as substituições q → Q

e p → P . É claro que o sistema não-comutativo (1.3) é a versão quantizada de um sistema

clássico vinculado de�nido na Eq.(2.1).

O procedimento de quantização também requer que encontremos uma realização da

álgebra (1.3) em termos de matrizes, i.e., de uma representação. O fato de as coordenadas

não comutarem entre si não possibilita a existência de um conjunto comum de auto-vetores

dos Q's. No entanto, os operadores auto-adjuntos X e K, que surgem da transição

clássica-quântica x −→ X, k −→ K, obedecem, por de�nição, a álgebra extraída dos

correspondentes PB's, i.e.,

[
X l, Xj

]
= 0 , (2.7a)

[
X l, Kj

]
= i ~ δlj , (2.7b)

[
K l, Kj

]
= 0 . (2.7c)

Portanto, os autovetores comuns dos X's (| ~x 〉 ≡
∣∣x1, . . . , xl, . . . , xN

〉
) formam uma base

no espaço de estados, a qual pode ser utilizada para representar a álgebra (1.3).
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Para um Hamiltoniano

H(P, Q) =
P lP l

2M
+ V (Q) (2.8)

e, portanto,

H(K l, X l + θlj Kj) =
K lK l

2M
+ V (X l + θlk Kk) , (2.9)

foi mostrado [22,25,26] que a evolução temporal do sistema, na representação de Schrödinger,

é descrita pela equação de onda

− ~2

2M
∇2

xΨ(x, t) + V (x) ? Ψ(x, t) = i~
∂Ψ(x, t)

∂t
, (2.10)

onde ∇2
x designa o Laplaciano N -dimensional, M é uma constante com dimensões de

massa enquanto ? denota o produto de Grönewold-Moyal [46�48], o qual emerge no cálculo

do elemento de matriz 〈~x|V (
X l + θlj Kj

) |Ψ(t) 〉 tal qual se detalha a continuação.

〈~x|V (
X l + θlj Kj

) |Ψ(t) 〉

= 〈~x|
∫

dN k

(2π~)N/2
V

(
~k
)

e
i
~kl(X

l+θljKj) |Ψ(t) 〉

=

∫
dN k

(2π~)N/2
V

(
~k
)

e
i
~
~k·~x

[
exp

(
klθlj ∂

∂xj

)
Ψ(~x, t)

]

=

∫
dN k

(2π~)N/2
V

(
~k
)

e
i
~
~k·~x

∞∑
n=0

kl1 · · · kln

n!
θl1j1 · · · θlnjn

(
∂

∂xj1
· · · ∂

∂xjn
Ψ(~x, t)

)

=

∫
dN k

(2π~)N/2
V

(
~k
) ∞∑

n=0

(−i~)n

n!

(
∂

∂xl1
· · · ∂

∂xln
e

i
~
~k·~x

)
θl1j1 · · · θlnjn

×
(

∂

∂xj1
· · · ∂

∂xjn
Ψ(~x, t)

)

=

[∫
dN k

(2π~)N/2
V

(
~k
)

e
i
~
~k·~x

]
e
−i~

( ←−
∂

∂xl θlj
−→
∂

∂xj

)
Ψ(~x, t)

= V (~x)

[
exp

(
−i~

←−−
∂

∂xl
θlj

−−→
∂

∂xj

)]
Ψ(~x, t) ≡ V (~x) ? Ψ(~x, t) . (2.11)
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Para passar da segunda para a terceira linha na Eq. (2.11) usamos a fórmula de Baker-

Campbell-Hausdorf juntamente com o fato de que klθljkj = 0. Além disso, Ψ(~x, t) ≡
〈 ~x |Ψ(t) 〉, onde |Ψ 〉 é solução da equação de Schrödinger dependente do tempo i~ d

dt
|Ψ(t) 〉 =

H |Ψ(t) 〉. Nas Refs. [24�27], a Eq.(2.10) foi resolvida para alguns modelos especí�cos.

O lado direita da Eq. (2.11) mostra claramente a natureza não-local da teoria. As-

sim, como dito na Introdução, a versão quantizada de sistemas não-comutativos envolve,

inevitavelmente, interações não-locais.
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3 Série de Born e Unitariedade na
mecânica quântica
não-comutativa

Unitariedade é de maior importância para a consistência de uma teoria quântica. Não

mais podemos a�rmar que o caráter auto-adjunto do Hamiltoniano assegure a unitariedade

do operador espalhamento S, quando em presença de uma interação não-local. Para

elucidar este assunto, adotaremos uma estratégia que envolve dois estágios. Primeiro,

provaremos que, sob certas restrições impostas ao potencial (V ), existe uma expansão em

série (série de Born) para os elementos do operador transição T (S ≡ I − 2πiT ). No caso

V = gU , sendo g uma constante de acoplamento adimensional, a série de Born se torna

uma série de potência em g. Então, unitariedade será provada ordem a ordem em g [31].

3.1 A série de Born na mecânica quântica não-comutativa

Vamos retornar, por um tempo, à mecânica quântica comutativa e considerar um

sistema cuja dinâmica é descrita pelo operador Hamiltoniano auto-adjunto

H = H0 + V (X) , (3.1)

onde H0 ≡ K lK l/2M é o Hamiltoniano livre. Note que H = H† força V = V † já que a

parte cinética H0 é, por construção, auto-adjunta. Por inspeção segue que H0 não possui

estados ligados e seu espectro contínuo é caracterizado por E > 0. Assumimos que o

mesmo se aplica ao espectro contínuo de H apesar de que este operador pode também
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possuir estados ligados.

Para o caso de espalhamento de partículas, a equação de Lippman-Schwinger nos diz

que

∣∣∣~k+
〉

=
∣∣∣~k

〉
+ G

(+)
0 (~k) V

∣∣∣~k+
〉

, (3.2)

onde
∣∣∣~k

〉
é o estado de partícula livre com momentum ~k e

∣∣∣~k+
〉

é o correspondente

estado de espalhamento. O que iremos mostrar daqui pra frente poderia ser feito, sem

modi�cação na validade das provas, para os casos onde outros números quânticos como

spin e momentum angular estão presentes, já que estas componentes não sentem mo-

di�cações provenientes da não-comutatividade. A função de Green livre G
(+)
0 (~k) é, por

de�nição,

G
(+)
0 (k) ≡ 1

E(k)−H0 + iε
. (3.3)

Aqui k ≡ |~k| e E(k) ≡ ~2k2/2m. Lembramos que

H0

∣∣∣~k
〉

= E(k)
∣∣∣~k

〉
, (3.4)

e

H
∣∣∣~k+

〉
= E(k)

∣∣∣~k+
〉

. (3.5)

Iterando a Eq. (3.2) obtemos a série in�nita

∣∣∣~k+
〉

=
∣∣∣~k

〉
+ G

(+)
0 (k) V

∣∣∣~k
〉

+ G
(+)
0 (k) V G

(+)
0 (k) V

∣∣∣~k
〉

+ · · · . (3.6)

Para o sistema em consideração todos os observáveis podem ser obtidos a partir do

operador T (W ) de�nido pela equação integral
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T (W ) = V + V [W − H0]
−1 T (W ) . (3.7)

Em particular, os elementos da matriz S �cam dados pela expressão

S(~k′, ~k) = δ3(~k′ − ~k)− 2πi
〈
~k′

∣∣∣ T (E(k) + iε)
∣∣∣~k

〉
, (3.8)

onde ε → +0. Ao iterar o lado direito da Eq.(3.7) se obtém a série de Born para o

operador T , isto é,

T (W ) = V + V [W − H0]
−1 V + V [W − H0]

−1 V [W − H0]
−1 V + · · · . (3.9)

O problema de determinar as condições necessárias e su�cientes para a convergência da

série de Born foi solucionado por Weinberg [49]. Ele introduziu o problema de autovalores

auxiliar

[W − H0]
−1 V |ψν(W )〉 = ην(W ) |ψν(W )〉 . (3.10)

Como o operador [W − H0]
−1 V não é Hermiteano, os autovalores η(W ) podem ser com-

plexos, enquanto que os auto-estados |ψν(W )〉 são, por de�nição, normalizáveis. W é

mantido negativo ou complexo, sendo permitido sua aproximação do eixo real positivo no

�nal dos cálculos. Das Eqs. (3.9) e (3.10) obtém-se

T (W ) |ψν(W )〉 =

[ ∞∑
n=0

ηn
ν (W )

]
V |ψν(W )〉 . (3.11)

Weinberg [49] demonstrou que

|ην(W )| < 1 , ∀ ν , (3.12)
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é condição necessária e su�ciente para assegurar a convergência da série de Born.

Queremos, agora, resolver o problema análogo para a mecânica quântica não-comutativa.

A diferença essencial do caso anterior é que em vez de V = V (X) temos V = V (X l +

θlj Kj). Como ponto de partida começamos invocando (3.10) para tornar a Eq. (3.12)

como

∣∣∣〈~k | [W − H0]
−1 V |ψν(W )〉

∣∣∣
|〈~k |ψν(W )〉|

=
1∣∣∣W − ~2~k2

2M

∣∣∣

∣∣∣
〈
~k
∣∣∣ V |ψν(W ) 〉

∣∣∣
∣∣∣〈~k |ψν(W ) 〉

∣∣∣

=
1∣∣∣W − ~2~k2

2M

∣∣∣
1∣∣∣〈~k |ψν(W ) 〉

∣∣∣

∣∣∣∣
∫

dNk′
〈
~k
∣∣∣ V

∣∣∣~k ′
〉
〈~k ′ |ψν(W ) 〉

∣∣∣∣

< 1 , ∀ ν . (3.13)

Vamos nos concentrar na integral de momentum linear no lado direito da Eq.(3.13). Como

∣∣∣∣
∫

dNk′
〈
~k
∣∣∣ V

∣∣∣~k ′
〉
〈~k ′ |ψν(W ) 〉

∣∣∣∣ ≤
∫

dNk′
∣∣∣
〈
~k
∣∣∣ V

∣∣∣~k ′
〉
〈~k ′ |ψν(W ) 〉

∣∣∣ , (3.14)

concluímos que

1∣∣∣W − ~k2

2M

∣∣∣
1∣∣∣〈~k |ψν(W ) 〉

∣∣∣

∫
dNk′

∣∣∣
〈
~k
∣∣∣ V

∣∣∣~k ′
〉∣∣∣

∣∣∣ 〈~k ′ | |ψν(W ) 〉
∣∣∣ < 1 ∀ ν (3.15)

é uma condição su�ciente apesar de não necessária para a convergência da série de Born.

Em outras palavras, (3.15) seleciona um subconjunto de potenciais para os quais a série

de Born certamente converge.

Para continuar, precisamos conhecer
∣∣∣
〈
~k
∣∣∣ V

∣∣∣~k ′
〉∣∣∣. Pelo resultado obtido na Eq. (2.11),

começamos analisando
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〈
~k
∣∣∣ V (X l + θlj Kj)

∣∣∣~k ′
〉

=

∫
dNx φ?

~k
(~x)

[
V (~x) ? φ~k ′(~x)

]

=

∫
dNxφ?

~k
(~x) ? V (~x) ? φ~k ′(~x)

=

∫
dNxV (~x)

[
φ~k ′(~x) ? φ?

~k
(~x)

]
, (3.16)

onde usamos a propriedade cíclica do produto de Grönewold-Moyal [46,47] bem como

∫
dNx Φ(x) ? Ψ(x) =

∫
dNx Φ(x) Ψ(x) (3.17)

e, por �m,

φ~k(~x) =
1

(2π~)N
2

e
i
~

~k·~x , (3.18)

que é a auto-função do momentum linear ~K correspondente ao autovalor ~k. Relembrando

a Eq.(2.11) obtemos

φ~k ′(~x) ? φ?
~k
(~x) = φ~k ′(~x)

[
exp

(
−i~

←−−
∂

∂xl
θlj

−−→
∂

∂xj

)]
φ?

~k
(~x)

= e−i~k ′ ∧~k φ~k ′(~x) φ?
~k
(~x) , (3.19)

onde

~k ′ ∧ ~k ≡ 1

~
k′l θlj kj . (3.20)

Claramente, as Eqs. (3.19) e (3.16) conduzem a relação

〈~k |V (X l + θlj Kj) |~k ′〉 = e− i~k ′ ∧~k 〈~k |V (X l) |~k ′〉 (3.21)
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e, como conseqüência,

∣∣〈~k |V (X l + θlj Kj) |~k ′〉
∣∣ =

∣∣〈~k |V (X) |~k ′〉
∣∣ . (3.22)

Este resultado conecta o regime comutativo com o não-comutativo. Portanto, se V (X)

veri�ca a Eq. (3.15), V (X l + θlj Kj) também o veri�ca, ou seja, para a sub-classe restrita

de potenciais que satisfazem a Eq. (3.15) a convergência da série de Born é obtida para

ambas versões, comutativa e não-comutativa, do modelo.

3.2 Unitariedade na mecânica quântica não-comutativa

Partindo da Eq. (3.7) e utilizando a Eq. (3.3) obtemos

T (~k′, ~k) ≡
〈
~k′

∣∣∣V
∣∣∣~k

〉
+

〈
~k′

∣∣∣V G
(+)
0 (k)T

∣∣∣~k
〉

=
〈
~k′

∣∣∣V
∣∣∣~k

〉
+

〈
~k′

∣∣∣V G
(+)
0 (k) V

∣∣∣~k
〉

+
〈
~k′

∣∣∣ V G
(+)
0 (k) V G

(+)
0 (k)V

∣∣∣~k
〉

+ · · · .

(3.23)

De�nindo-se

T (n)(~k′, ~k) ≡
〈
~k′

∣∣∣
n fatores V ; (n−1) fatores G

(+)
0 (k)︷ ︸︸ ︷

V G
(+)
0 (k) V · · ·V G

(+)
0 (k) V

∣∣∣~k
〉

, (3.24)

sendo n um número inteiro positivo, reescrevemos a série na Eq. (3.23)

T (~k′, ~k) = T (1)(~k′, ~k) + T (2)(~k′, ~k) + · · · . (3.25)

A amplitude de espalhamento f(~k ′ , ~k) é dada em termos da matriz T pela relação
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f(~k ′ , ~k) ≡ − 4π2M

~2
T (~k ′ , ~k) , (3.26)

e, sendo assim, faz sentido introduzir

f (n)(~k
′
, ~k) ≡ −4π2M

~2
T (n)(~k′, ~k) . (3.27)

Pelo teorema ótico podemos calcular a seção de choque total σ(k) de duas formas

σ(k) =

∫
dΩ~k′

∣∣∣f(~k′, ~k)
∣∣∣
2

=
4π

k
=f(~k,~k) , (3.28)

onde dΩ~k′ é o elemento de ângulo sólido centrado ao redor de ~k′. A segunda igualdade

na Eq. (3.28) é conhecida como condição de unitariedade. Nossa proposta aqui é veri�car

unitariedade utilizando a representação de T pela série de Born. Assumiremos que o

potencial V contém uma constante de acoplamento adimensional (g) que nos permite

escrever V = g U . Então, a série de Born na Eq. (3.9) se torna uma série de potência em

g. Logo, a Eq. (3.28) toma a forma

4 π

k
= f (n)(~k , ~k) =

∫
dΩ~k ′

n−1∑
j=1

f (j)?

(~k′ , ~k) f (n−j)(~k′ , ~k) . (3.29)

Vamos primeiro analisar as contribuições à amplitude de espalhamento para n = 1.

Claramente, o lado direito em (3.29) não contém termos de ordem g1. Então, nenhum

termo de ordem g1 deve surgir em = f (1)(~k , ~k). Sabemos que este é o caso para a versão

comutativa da teoria, já que a hermiticidade de V assegura =〈~k |V (X l) |~k〉 = 0. Para o

caso não-comutativo, observamos que para ~k ′ = ~k o expoente no lado direito de (3.21)

some e, portanto, =〈~k |V (X l + θlj Kj) |~k〉 = =〈~k |V (X l) |~k〉 = 0, como requerido.

Visando veri�car a Eq. (3.29) com um n arbitrário, enunciamos o seguinte Lema: Para

m ≥ 1 e p ≥ 2,
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=
∫

dNk′
T (m)∗(~k′, ~k)T (p)(~k′, ~k)

~2k2

2M
− ~2k′2

2M
+ iε

= =
∫

dNk′
T (m+1)∗(~k′, ~k)T (p−1)(~k′, ~k)

~2k2

2M
− ~2k′2

2M
+ iε

−Mkπ

~2

∫
dΩ~k′

[
T (m)∗(~k′, ~k)T (p)(~k′, ~k) + T (p)∗(~k′, ~k)T (m)(~k′, ~k)

]
, (3.30)

cuja prova se encontra no Apêndice B. Então, considere

=T (n)(~k,~k) = =
〈
~k
∣∣∣

n fatores V ; (n−1) fatores G︷ ︸︸ ︷
V G

(+)
0 (k)V · · ·V G

(+)
0 (k)V

∣∣∣~k
〉

Eq. (A.9)
= =

〈
~k
∣∣∣V

∫
dNk′

∣∣∣~k′
〉〈

~k′
∣∣∣

~2k2

2M
− ~2k′2

2M
+ iε

(n−1) fatores V ; (n−2) fatores G︷ ︸︸ ︷
V G

(+)
0 (k)V · · ·V

∣∣∣~k
〉

= =
∫

dNk′
T (1)∗(~k′, ~k)T (n−1)(~k′, ~k)

~2k2

2M
− ~2k′2

2M
+ iε

. (3.31)

Seguidamente aplicamos (3.30) para m = 1 e p = n− 1

=T (n)(~k,~k) = =
∫

dNk′
T (2)∗(~k′, ~k)T (n−2)(~k′, ~k)

~2k2

2M
− ~2k′2

2M
+ iε

−Mkπ

~2

∫
dΩ~k′

[
T (1)∗(~k′, ~k)T (n−1)(~k′, ~k) + T (n−1)∗(~k′, ~k)T (1)(~k′, ~k)

]
. (3.32)

Não é difícil estender esse procedimento (n− 2) vezes e obter
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=T (n)(~k,~k) = =
∫

dNk′
T (n−1)∗(~k′, ~k)T (1)(~k′, ~k)

~2k2

2M
− ~2k′2

2M
+ iε

−Mkπ

~2

∫
dΩ~k′

n−2∑
j=1

[
T (j)∗(~k′, ~k)T (n−j)(~k′, ~k) + T (n−j)∗(~k′, ~k)T (j)(~k′, ~k)

]

Eq. (A.7)
= =

∫
dNk′

T (n−1)∗(~k′, ~k)T (1)(~k′, ~k)
~2k2

2M
− ~2k′2

2M
− iε

−4πM

~2
=i

∫
dNk′ δ(k′2 − k2)T (n−1)∗(~k′, ~k)T (1)(~k′, ~k)

−Mkπ

~2

∫
dΩ~k′

n−2∑
j=1

[
T (j)∗(~k′, ~k)T (n−j)(~k′, ~k) + T (n−j)∗(~k′, ~k)T (j)(~k′, ~k)

]
.

(3.33)

Usando a relação (A.9) temos que o primeiro termo na segunda igualdade na equação

acima pode ser escrito

=
∫

dNk′
T (n−1)∗(~k′, ~k)T (1)(~k′, ~k)

~2k2

2M
− ~2k′2

2M
− iε

= =
〈
~k
∣∣∣

(n−1) fatores V ; (n−2) fatores G
(+)†
0︷ ︸︸ ︷

V G
(+)†
0 (k)V · · ·G(+)†

0 (k)V

G
(+)†
0 (k)︷ ︸︸ ︷


∫

dNk′

∣∣∣~k′
〉〈

~k′
∣∣∣

~2k2

2M
− ~2k′2

2M
− iε


 V

∣∣∣~k
〉

= =
〈
~k
∣∣∣

n fatores V ; (n−1) fatores G
(+)†
0︷ ︸︸ ︷

V G
(+)†
0 (k)V · · ·G(+)†

0 (k)V
∣∣∣~k

〉
= =T (n)∗(~k′, ~k) . (3.34)

Por outro lado, usando (A.8)

−4πM

~2
=i

∫
dNk′ δ(k′2 − k2)T (n−1)∗(~k′, ~k)T (1)(~k′, ~k)

= −4πM

~2
= i

2k

∫ ∞

0

dk′ k′2δ(k′ − k)

∫
dΩ~k′T

(n−1)∗(~k′, ~k)T (1)(~k′, ~k)

= −Mkπ

~2

∫
dΩ~k′

[
T (n−1)∗(~k′, ~k)T (1)(~k′, ~k) + T (1)∗(~k′, ~k)T (n−1)(~k′, ~k)

]
. (3.35)
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Conseqüentemente, a Eq. (3.32) pode ser reformulada como

=T (n)(~k,~k) = =T (n)∗(~k,~k)

−Mkπ

~2

∫
dΩ~k′

[
T (n−1)∗(~k′, ~k)T (1)(~k′, ~k) + T (1)∗(~k′, ~k)T (n−1)(~k′, ~k)

]

−Mkπ

~2

∫
dΩ~k′

n−2∑
j=1

[
T (j)∗(~k′, ~k)T (n−j)(~k′, ~k) + T (n−j)∗(~k′, ~k)T (j)(~k′, ~k)

]

= =T (n)∗(~k,~k)− Mkπ

~2

∫
dΩ~k′

[
T (n−1)∗(~k′, ~k)T (1)(~k′, ~k) + T (1)∗(~k′, ~k)T (n−1)(~k′, ~k)

]

−Mkπ

~2

∫
dΩ~k′

[
n−2∑
j=1

T (j)∗(~k′, ~k)T (n−j)(~k′, ~k) +
n−1∑
j=2

T (j)∗(~k′, ~k)T (n−j)(~k′, ~k)

]

= =T (n)∗(~k,~k)− 2Mkπ

~2

∫
dΩ~k′

(n−1)∑
j=1

T (j)∗(~k′, ~k)T (n−j)(~k′, ~k) . (3.36)

Usando o fato de que =T (n)?
(~k,~k) = −=T (n)(~k,~k), chegamos à

=T (n)(~k,~k) = −Mkπ

~2

∫
dΩ~k′

(n−1)∑
j=1

T (j)∗(~k′, ~k)T (n−j)(~k′, ~k) . (3.37)

Esta última equação reproduz a Eq. (3.29) em termos de elementos da matriz T o que

conclui a prova da unitariedade. A demonstração que acabamos de apresentar se aplica

igualmente aos casos comutativo e não-comutativo.
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4 A formulação funcional da
dinâmica quântica
não-comutativa

Neste Capítulo desenvolvemos a formulação funcional da dinâmica quântica de sis-

temas não-comutativos. Para atingir este objetivo usaremos a equivalência descrita no

Capítulo 2, já que a formulação funcional da dinâmica de sistemas vinculados é bem

conhecida. De fato, já temos todos os ingredientes que entram na integral do espaço de

fase que de�ne a funcional geradora da funções de Green (Z[J, S]) a qual é dada pela

expressão [42]

Z[J, S] = C
∫

[Dq]

∫
[Dv]

∫
[Dp]

∫
[Dπ]

{
N∏

j=1

δ[pj − avj]

}

×
{

N∏
j=1

δ[πj − a2θjkvk]

}
exp

{
i

~

∫ tf

tin

dt
[
pj q̇j + πj v̇j − h(p, q)

+ qj J j + pj Sj
] }

. (4.1)

Aqui, J e S são fontes externas para q e p, respectivamente, enquanto C é uma constante

de normalização a ser escolhida tal que Z[J = 0, S = 0] = 1. Após integrar em π e v,

encontramos
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Z[J, S] = C
∫

[Dq]

∫
[Dp]

× exp

{
i

~

∫ tf

tin

dt
[
pj q̇j − pj θjkṗk − h(p, q) + qj J j + pj Sj

]}
. (4.2)

Os graus de liberdade redundantes foram eliminados, permitindo expressar Z[J, S]

como uma integral no espaço de fase sobre variáveis independentes. Porém este não é o

�m da história já que q e p não são variáveis canônicas do espaço de fase reduzido. Por

outro lado, uma prova da existência de Z[J, S] escrita como uma integral sobre variáveis

canônicas independentes (x, k) foi obtida por Fradkin e Vilkovisky[42]. Aqui, encontramos

tal expressão ao realizarmos a transformação não-canônica (2.5) que nos permite escrever

a Eq. (4.2) como

Z[J, S|xf , tf ; xin, tin] = C
∫

[Dx]

∫
[Dk]

× exp

{
i

~

∫ tf

tin

dt
[
kj ẋj − h(kj, xj + θjlkl) + xj V j + kj U j

]}
, (4.3)

onde

V j ≡ J j , (4.4a)

U j ≡ Sj − θj k Jk . (4.4b)

Observa-se que a dependência de Z nos valores de contorno de x e t foi explicitada.

O que falta ser elucidado é se a integral de caminho e a formulação operatorial levam

a descrições equivalentes para a dinâmica quântica. Vamos substanciar esta prova de

equivalência reconstruindo as relações de comutação na Eq. (1.3) a partir da abordagem

funcional. Como as relações de comutação não são modi�cadas pela interação, podemos

tomar, sem perda de generalidade, h(kj, xj + θjlkl) igual ao Hamiltoniano livre, ou seja,
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h(kj, xj + θjlkl) =
1

2M
kjkj . (4.5)

A integral de caminho na Eq. (4.3) pode agora ser carregada explicitamente

Z[J,K|xf = 0, tf ; xin = 0, tin] = C ′ (det Ω)−
1
2 exp

{
iM

2~

∫ tf

tin

dt U j(t)U j(t)

−i

2~

∫ tf

tin

dt

∫ tf

tin

dt′
[
V j(t)−MU̇ j(t)

]
∆jl

F (t, t′)
[
V j(t′)−MU̇ j(t′)

]}
, (4.6)

onde Ωjl(t, t′) é o operador local

Ωjl(t, t′) = −M δjl d2δ(t− t′)
dt2

, (4.7)

cuja correspondente função de Green (∆jl
F (t, t′)) é

∆jl
F (t, t′) = δjl ∆F (t, t′) , (4.8)

com

∆F (t, t′) =
1

M(tf − tin)
[θ(t− t′) (t′ − tin) (tf − t)

+ θ(t′ − t) (t− tin) (tf − t′)] . (4.9)

Também, C ′ e det Ω são constantes.

Denotaremos por W [J, S|xf , tf ; xin, tin],

W [J, S|xf , tf ; xin, tin] ≡ ln Z[J, S|xf , tf ; xin, tin] , (4.10)

a funcional geradora de funções de Green conectadas e normalizadas e por T o operador
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de ordenamento cronológico. Então, após alguma álgebra, as seguintes funções de Green

de dois pontos são obtidas

〈E0, tf |T
(
Ql(t)Qj(t′)

) |E0, tin〉 ≡
(
~
i

)2
δ2W [J, S|xf = 0, tf ; xin = 0, tin]

δJ l(t)δJ j(t′)

∣∣∣∣∣
J=S=0

= i~δlj ∆F (t, t′) + i~ θlj (t− t′)
(tf − tin)

− i~ θlj ε(t− t′)

− i~M
(
θ2

)lj
δ(t− t′) + i~M

(
θ2

)lj 1

(tf − tin)
, (4.11a)

〈E0, tf |T
(
Ql(t)P j(t′)

) |E0, tin〉 ≡
(
~
i

)2
δ2W [J, S|xf = 0, tf ; xin = 0, tin]

δJ l(t)δSj(t′)

∣∣∣∣∣
J=S=0

= i ~ δlj M
d∆F (t, t′)

dt′
− i~M θlj δ(t− t′) + i~M2 θlj d2∆F (t, t′)

dt dt′
, (4.11b)

〈E0, tf |T
(
P l(t)P j(t′)

) |E0, tin〉 ≡
(
~
i

)2
δ2W [J, S|xf = 0, tf ; xin = 0, tin]

δSl(t)δSj(t′)

∣∣∣∣∣
J=S=0

= − i~δlj M δ(t− t′) + i~M2δlj d2∆F (t, t′)
dt dt′

, (4.11c)

onde |E0, t 〉 é o autovetor de energia do estado fundamental na representação de Heisen-

berg, ε(t) é a função sinal e tin ≤ (t, t′) ≤ tf . Agora, o comutador de quaisquer dois

operadores, A(t) e B(t), digamos, pode ser expresso em termos de produtos cronológicos

(T (A(t)B(t′))) como segue

[A(t) , B(t)] = T (A(t)B(t′))

∣∣∣∣
t=t′+

− T (A(t)B(t′))

∣∣∣∣
t=t′−

, (4.12)

que claramente sinaliza que as contribuições ao comutador surgem das descontinuidades

do produto cronológico em t = t′. Então, o comutador a tempos iguais de dois operadores

de coordenadas só obtém contribuições do termo do lado direito da Eq. (4.11a) contendo

a função sinal, isto é,

〈E0, tf |
[
Ql(t) , Qj(t)

] |E0, tin〉 = − 2i~ θl j . (4.13)
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A contribuição ao comutador a tempos iguais
[
Ql(t) , P k(t)

]
surge a partir da discon-

tinuidade em t = t′ mostrada no primeiro termo no lado direito da Eq. (4.11b) e, portanto,

〈E0, tf |
[
Ql(t) , P j(t)

] |E0, tin〉 = i~ δlj . (4.14)

Finalmente, o fato de todos os termos no lado direto da Eq. (4.11c) serem contínuos em

t = t′ conduz a

〈E0, tf |
[
P l(t) , P j(t)

] |E0, tin〉 = 0 . (4.15)

É claro que os elementos de matriz dos comutadores básicos que surgem da abordagem

funcional estão de acordo com as regras de comutação na Eq. (1.3). Concluímos, então,

que as construções operatorial e funcional fornecem descrições equivalentes da dinâmica

quântica para modelos não-comutativos.



32

5 O procedimento de time-slicing e
a unicidade da formulação
funcional da dinâmica quântica
não-comutativa

Neste capítulo nos dedicaremos a estudar as conseqüências de utilizar o método de

�time-slicing� para de�nir a integral de caminho correspondente ao elemento de matriz

(propagador de Feynman)

Kθ(xf , tf ; xin, tin) = 〈~xf | e− i
~ (tf−tin)H(P,Q)| ~xin〉 = 〈~xf | e− i

~ (tf−tin)Hθ(K,X) |~xin〉 , (5.1)

onde as Eqs. (2.8) e (2.9) foram levadas em conta.

A de�nição da integral no espaço de fase através do procedimento de �time-slicing�

exige que comecemos por escrever 1

Kθ(xf , tf ; xin, tin) = lim
m→∞
ε→0

∫
dx1 · · · dxm

m∏
a=0

Kθ(xa+1, ta+1; xa, ta) , (5.2)

onde dx é a simpli�cação para dNx. O intervalo de tempo (tf − tin) foi dividido em

m + 1 subintervalos de igual tamanho. O limite m → ∞ (ε → 0) deve ser entendido

como max(ta+1 − ta) → 0 enquanto
∑m

a=0(ta+1 − ta) = tf − tin ≡: T . Normalmente,

Kθ(xa+1, ta+1; xa, ta) é referido como �short-time propagator�. Então, lembramos que no
1Não confundir a constante a de�nida no capítulo 1 com a identi�cação do �slice� a em questão nesta

seção.
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esquema de ordenamento geral de Cohen [32, 50] o conjunto de todas as possíveis regras

de correspondências são obtidas através das operações

a(~k, ~x)
f−→ Af ( ~K, ~X) ≡

∫
dx dk a(~k, ~x)∆f

(
~K − ~k, ~X − ~x

)
, (5.3a)

A( ~K, ~X)
f̃−→ af̃ (

~k, ~x) ≡ (2π~)N Tr
[
A( ~K, ~X)∆f̃

(
~K − ~k, ~X − ~x

)]
, (5.3b)

onde dk é a simpli�cação de dNk,

∆f

(
~K − ~k, ~X − ~x

)
≡ (2π~)−2N

∫
dNγ dNz f(γ, z) e

i
~ [γj(Xj−xj)+zj(Kj−kj)] , (5.4)

e f é uma função tal que f(γ, 0) = f(0, z) = 1. Generalizando o caso unidimensional

mostrado por Cohen [32,50], onde aqui usamos ~~θ = ~γ, ~~τ = ~z, reescrevemos o propagador

de Feynmann in�nitesimal

Kθ(xa+1, ta+1; xa, ta)

= (2π~)−N

∫
dk

∫
dNy

∫
dNγ

(2π~)N
f(γi, x

j
a − xj

a+1) exp

{
i

~
γi

[
yi − 1

2

(
xi

a+1 + xi
a

)]}

exp

{
iε

~

[
kj

a

xj
a+1 − xj

a

ε
− hθf̃

(ka, y)

]}
. (5.5)

A transformada de Weyl generalizada de índice α consiste na escolha

f(~γ, ~z) = e
i
~α~γ·~z , (5.6)

onde f̃ = f−1 e α é um parâmetro real tal que

− 1

2
≤ α ≤ +

1

2
. (5.7)
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Neste caso podemos integrar a Eq. (5.5) nas variáveis γ e y de forma que

Kθ(xa+1, ta+1; xa, ta)

= (2π~)−N

∫
dk exp

{
iε

~

[
kj

a

xj
a+1 − xj

a

ε
− hθ−α (ka, xa,a+1(α))

]}
. (5.8)

Aqui,

xj
a,a+1(α) ≡

(
1

2
+ α

)
xj

a+1 +

(
1

2
− α

)
xj

a , (5.9)

enquanto que

hθ−α (k, x) ≡ (2π~)Ntr
[
Hθ(K, X)∆−α

(
~K − ~k, ~X − ~x

)]

= (2π~)N

∫
dy 〈~y|Hθ(K, X)∆−α

(
~K − ~k, ~X − ~x

)
| ~y 〉

=

∫
dy e

i
~
~k·~y

〈
~x−

(
1

2
+ α

)
~y

∣∣∣∣ Hθ(K,X)

∣∣∣∣ ~x +

(
1

2
− α

)
~y

〉
, (5.10)

é a transformada de Weyl generalizada de índice α (GWTα) do operador Hθ(K, X). Esta

é uma generalização da regra de correspondência de Weyl [51,52]. Além do mais,

∆α

(
~K − ~k, ~X − ~x

)
≡ (2π~)−2N

∫
dNγ dNτ e

i
~ [αγjτ j+τ j(Kj−kj)+γj(Xj−xj)] . (5.11)

É comum simbolizar a operação (5.10) como

Hθ(K , X)
−α−→ hθ−α (k, x) . (5.12)

Levando em conta o acima exposto, chegamos a
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Kθ(xf , tf ; xin, tin) = lim
m→∞
ε→0

(2π~)−N(m+1)

×
∫ (

m∏
a=1

dxa

)(
m∏

a=0

dka

)
exp

{
iε

~

m∑
a=0

[
ki

a

xi
a+1 − xi

a

ε
− hθ−α (ka, xa,a+1(α))

]}
,

(5.13)

que de�ne a integral de caminho através do método de �time-slicing�. Note que quando

inserimos dentro da integral de caminho a GWTα devemos, correspondentemente, escolher

os termos dependentes de posição no ponto xi
a,a+1(α). Portanto, a dinâmica de um sistema

mecânico quântico especi�cado por um certo operador Hamiltoniano não possui uma

translação única para a linguagem de integrais de caminho. Isto é o oposto da ambigüidade

de ordenamento operatorial que surge quando realizamos a quantização em acordo com a

regra de correspondência clássica-quântica.

Obviamente, consistência requer que toda a dependência em α no lado direito da

Eq. (5.13) desapareça após tomarmos o limite ε → 0. Pelo que sabemos, ninguém ainda

obteve sucesso em fazer tal prova de forma geral. Em particular, e desde que o Hamilto-

niano Hθ envolve produtos de operadores não-comutantes, a unicidade da representação

da integral de caminho de Kθ(xf , tf ; xin, tin) é, ainda, uma questão em aberto.

Para isso, começamos olhando para hθ−α (k, x). A ausência do problema de ordena-

mento no primeiro monômio do termo medial na Eq. (2.9) implica que

KjKj −α−→ (
kjkj

)
−α

= kjkj , (5.14)

a qual pode ser veri�cada utilizando a Eq. (5.10).

Já para

Vθ(K,X) ≡ V (Xj + θjl K l) (5.15)
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a situação �ca longe de ser simples, pois necessariamente envolve produtos de operadores

não comutantes. Iniciando pela Eq. (5.10) e considerando que

〈~y|V (
Xj + θjlK l

) ∣∣∣~k ′
〉

= V (~y) ? 〈 ~y |~k ′ 〉

= V (~y)e
−i~

←−−
∂

∂yj θjl
−−→

∂
∂yl 〈 ~y |~k ′ 〉 , (5.16a)

〈 ~y |~k 〉 ≡ 1

(2π~)N
2

e
i
~yjkj

, (5.16b)
∫

dxφ(~x) ? ψ(~x) =

∫
dxφ(~x) ψ(~x) , (5.16c)

〈
~k ′

∣∣∣ ∆−α

(
~K − ~k, ~X − ~x

)
| ~y 〉 =

(2π~)−3
2

N

(−α− 1
2

)N
e

i
~~y·

{
−1

(α+1
2)

~k−
[
1− 1

(α+1
2)

]
~k

}

× e

−i

~(α+1
2)

~x·(~k ′−~k)

, (5.16d)
e

i
~k′jyj

(2π~)N
2

?
〈
~k′

∣∣∣ ∆−α

(
~K − ~k, ~X − ~x

)
| ~y 〉 =

(2π~)−2N

(−α− 1
2

)N
e

−i

~(α+1
2)

(~x−~y)·(~k′−~k)

× e

−i

~(α+1
2)

k′jθjlkl

, (5.16e)

obtemos

Vθ(K, X)
−α−→ vθ−α(k, x) = (2π~)N

∫
dy 〈~y|V (

Xj + θjlK l
)
∆−α

(
~K − ~k, ~X − ~x

)
| ~y 〉

= (2π~)N

∫
dy

∫
dk′ V (~y)

[
e

i
~kiyi

(2π~)N
2

?
〈
~k′

∣∣∣ ∆−α

(
~K − ~k, ~X − ~x

)
| ~y 〉

]

=
(2π~)−N

(−α− 1
2

)N

∫
dy V (~y) e

i

~(α+1
2)

~k· (~x−~y)
∫

dk′ e
−i

~(α+1
2)

k′j (xj−yj+θjlkl)

= V (xj + θjlkl) e

−i

~(α+1
2)

kjθjlkl

= V (xj + θjlkl) . (5.17)

Este resultado é de suma importância pois mostra que o que seria uma dependência

em α de vθα(k, x) é retirada pela anti-simetria da matriz ‖θ‖. Enfatizamos que este não é

o caso para um V (K,X) arbitrário, envolvendo produtos de operadores não comutantes

K e X. Presentemente, onde K e X entram em V através da combinação Xj +θjlK l, com
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θjl = −θlj, tal dependência não ocorre, isto sendo verdade para quaisquer forma funcional

de V (x).

Retornando com as Eqs. (5.17) and (5.14) em (5.13) encontramos

Kθ(xf , tf ; xin, tin) = lim
m→∞
ε→0

(2π~)−N(m+1)

×
∫ (

m∏
a=1

dxa

)(
m∏

a=0

dka

)
e

iε
~

∑m
a=0

[
kj

a

x
j
a+1−x

j
a

ε
− ~k2

a
2M

−V (xj
a,a+1(α)+θjlkl

a)
]

, (5.18)

que ainda contem termos dependentes de α.

Estamos interessados em provar independência em α de Kθ(xf , tf ; xin, tin) sem im-

por restrições à forma funcional de V (u), além de analiticidade em ~u = 0. Para este

�m, começamos por introduzir fontes externas para as coordenadas e momenta, J e Z,

respectivamente. Isto nos permite escrever a Eq. (5.18) como

Kθ(xf , tf ; xin, tin) = lim
m→∞
ε→0

e−
iε
~

∑m
a=0 V (Li

a) W (J, Z, ε,m)
∣∣∣
J=Z=0

, (5.19)

onde

Lj
a ≡

~
iε

(
δ

δJ j
a

+ θjl δ

δZ l
a

)
(5.20)

e

W (J, Z, ε, m) ≡ (2π~)−N(m+1)

×
∫ (

m∏
a=1

dxa

)(
m∏

a=0

dka

)
e

iε
~

∑m
a=0

[
kj

a

x
j
a+1−x

j
a

ε
− ~k2

a
2M

+Jj
axj

a,a+1(α)+Zj
akj

a

]

. (5.21)

Após carregar as integrais nas variáveis de momentum na Eq. (5.18) obtemos
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W (J, Z, ε, m) = (2π~)−N(m+1)

(
2Mπ~

iε

)N
2

(m+1)

×
∫ (

m∏
a=1

dxa

)
e

iMε
2~ [A+ 1

ε

∑m
a=1 µi

axi
a+ 1

ε2

∑m
a,b=1 xi

aDabx
i
b] , (5.22)

onde

A ≡ 2

M

(
1

2
+ α

)
xi

fJ
i
m +

2

M

(
1

2
− α

)
xi

inJ
i
0 +

m∑
a=0

~Z2
a

+
2

ε
xi

fZ
i
m −

2

ε
xi

inZ
i
0 +

~x2
f + ~x2

in

ε2
, (5.23a)

µi
a ≡ −2

ε
xi

inδa,1 − 2

ε
xi

fδa,m + 2
(
Zi

a−1 − Zi
a

)

+
2ε

M

[
1

2

(
J i

a−1 + J i
a

)
+ α

(
J i

a−1 − J i
a

)]
, a = 1, · · · ,m , (5.23b)

Dab ≡ 2δab − (δa+1, b + δa, b+1) , a, b = 1 · · · ,m . (5.23c)

O determinante e a inversa da matriz ‖D‖ podem ser computados diretamente e os re-

sultados são:

det(Dab) = m + 1 , (5.24a)

D−1
ab =

a(m− b + 1)

m + 1
, a ≤ b . (5.24b)

Isto nos permite calcular as integrais em x da Eq. (5.22) cujo resultado escrevemos2

W (J, Z, ε, m) =

(
M

2πi~T

)N
2

eΦ(J,K,ε,m) (5.25)

onde
2Para maiores detalhes do cálculo de tais integrais ver a Ref. [53].
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Φ(J, Z, ε, m) ≡ iε

~

(
MA

2
− M

8

m∑

a,b=1

µi
aD

−1
ab µi

b

)
. (5.26)

Inserimos, então, a Eq. (5.26) na Eq. (5.19). Após fazer isso, iremos encarar o prob-

lema de calcular a operação

[
e−

iε
~

∑m
a=0 V (~La)

]
eΦ(J,Z,ε,m) =

[ ∞∑
r=0

1

r!

(
− iε

~

m∑
a=0

V (~La)

)r ]
eΦ(J,Z,ε,m) . (5.27)

A analiticidade de V (u) em ~u = 0 implica que

V
(
~La

)
=

∞∑
s=0

1

s!

∂sV (u)

∂ui1 · · · ∂uis

∣∣∣∣
u=0

Li1
a · · ·Lis

a . (5.28)

Ademais,

Li1
a1

Li2
a2
· · ·Liv

av
eΦ (5.29)

é, desconsiderando os coe�cientes que não dependem das correntes externas, a forma do

termo genérico no lado direito da Eq. (5.27). Devido ao fato de que Φ é, no máximo,

bilinear nas correntes externas, todos os monômios contendo três ou mais fatores L apli-

cados a Φ são identicamente nulos e, portanto, não contribuem para a Eq. (5.29). Em

outras palavras, somente Li
aΦ(J, Z, ε,m)|J=Z=0 e Li

aL
j
bΦ(J, Z, ε,m)|J=Z=0 irão sobreviver

na Eq. (5.29). O que resta a ser feito, neste caso, é mostrar que os recém mencionados

monômios não dependem de α.

Para tal �m, usamos as Eqs. (5.23), (5.24) e (5.26) para encontrar
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~
iε

δΦ

δJ i
a

= δa,m

[
xi

f +
ε

T

(
1

2
− α

) (
xi

f − xi
in

)]
+ δa,0

[
xi

in +
ε

T

(
1

2
+ α

) (
xi

f − xi
in

)]

+ (1− δa,0 − δa,m)

{
xi

in

(
1

2
+

m− 2a

m + 1

)
+ xi

f

a

m + 1
+

ε

T

[
xi

f + α
(
xi

f − xi
in

)]}

−ε

m∑

b,c=1

[
Zi

b−1 − Zi
b +

ε

M

(
1

2
+ α

)
J i

b−1 +
ε

M

(
1

2
− α

)
J i

b

]
D−1

bc

×
[(

1

2
+ α

)
δc,a+1 +

(
1

2
− α

)
δc,a

]
, (5.30a)

~
iε

δΦ

δZ i
a

= MZi
a +

M

T

(
xi

f − xi
in

)

−M
m∑

b,c=1

[
Zi

b−1 − Zi
b +

ε

M

(
1

2
+ α

)
J i

b−1 +
ε

M

(
1

2
− α

)
J i

b

]
D−1

b,c

× (δc,a+1 − δc,a) . (5.30b)

Portanto, de acordo com a Eq. (5.20),

Li
aΦ(J, Z, ε, m)|J=Z=0 = δa,mxi

f + δa,0x
i
in +

M

T
θij

(
xj

f − xj
in

)

+ (1− δa,0 − δa,m)

[
xi

in

(
1

2
+

m− 2a

m + 1

)
+ xi

f

a

m + 1

]
+O(ε) , (5.31)

onde O(ε) contém todos os termos desprezáveis quanto ε → 0. Sendo assim, nenhum

termo dependente de α sobrevive neste limite.

Em seguida, consideramos Li
aL

j
bΦ(J, Z, ε, m). Primeiro obstrvamos que

Li
aL

j
bΦ(J, Z, ε, m) =

(
~
iε

)2
(

δ2

δJ i
aδJ

j
b

+ θikθjl δ2

δZk
aδZ l

b

+ θjl δ

δJ i
a

δ

δZ l
b

+ θil δ

δJ j
b

δ

δZ l
a

)
Φ

(5.32)

e concentramo-nos no cálculo de cada termo no lado direito desta última equação. Omiti-

mos os detalhes e referimos os resultados �nais
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(
~
iε

)2
δ2Φ

δJ i
aδJ

j
b

= δij i~ε
M

m∑

c,d=1

D−1
cd

[
1

4
(δc,a+1δd,b+1 + δa,cδd,b+1 + δa+1,cδd,b + δa,cδb,d)

+α (δa+1,cδb+1,d − δa,cδb,d) + α2 (δa+1,cδb+1,d − δa,cδb+1,d − δa+1,cδb,d + δacδbd)

]

= δij i~ε
M





m
m+1

(
1
2

+ α
)2

, a = b = 0

m
m+1

(
1
2
− α

)2
, a = b = m

ε
T

{
1
4
[4a(m− a) + m] + α(m− 2a) + mα2

}
, 0 < a = b < m

ε
T

{
1
4
[(4a + 2)(m− b) + a + 1] + α(m− b− a)

}
, 0 < a < b < m

ε
T

{
1
4
[(4b + 2)(m− a) + b + 1] + α(m− b− a)

}
, 0 < b < a < m

= δij i~
4MT





O(ε) , a = b = 0 , a = b = m

ε2[4a(m− a) + m] +O(ε) , 0 < a = b < m

ε2[(4a + 2)(m− b)] +O(ε) , 0 < a < b < m

ε2[(4b + 2)(m− a)] +O(ε) , 0 < b < a < m

, (5.33)

(
~
iε

)2

θikθjl δ2Φ

δZk
aδZ l

b

= θikθjk M~
iε

m∑

c,d=1

D−1
cd (δacδbd − δa+1,cδb+1,d + δa,cδd,b+1 + δa+1,cδb,d − δacδbd)

= θikθjk M~
iT

, ∀ a, b = 0 · · ·m, (5.34)

(
~
iε

)2 (
θjl δ

δJ i
a

δ

δZ l
b

)
Φ

= +
θij~

i

m∑

c,d=1

[(
1

2
+ α

)
δa+1,c +

(
1

2
− α

)
δa,c

]
D−1

cd (δd,b+1 − δd,b) , (5.35)

e



42

(
~
iε

)2
(

θil δ

δJ j
b

δ

δZ l
a

)
Φ

= −θij~
i

m∑

c,d=1

[(
1

2
+ α

)
δb+1,c +

(
1

2
− α

)
δb,c

]
D−1

cd (δd,a+1 − δd,a) . (5.36)

Observe que um termo como ε2[4a(m − a) + m], que aparece no lado direito da

Eq. (5.33), não é eliminado ao tomarmos ε → 0. Para exempli�car por que isso acontece

tomamos, por exemplo, a = m/2 e encontramos

lim
ε→0

m→∞
ε2

[
2m

(
m− m

2

)
+ m

]
= T 2 6= 0 . (5.37)

De forma similar, o segundo, terceiro e quarto termos no lado direito da Eq. (5.33) con-

tém partes que sobrevivem no limite ε → 0. No entanto, todas essas contribuições in-

dependem de α. O mesmo se aplica no lado direito da Eq. (5.34), onde a presença da

não-comutatividade deve ser notada. Já o lado direito das Eqs. (5.35) e (5.36), quando

somados, nos levam a
(
~
iε

)2
(

θjl δ

δJ i
a

δ

δZ l
b

+ θil δ

δJ j
b

δ

δZ l
a

)
Φ = i~

m∑

c,d=1

D−1
c,d (δa+1,cδb,d − δa,cδd,b+1)

=





0 , a = b

i~θij m+1+a−b
m+1

, 0 ≤ a < b ≤ m

−i~θij m+1+a−b
m+1

, 0 ≤ b < a ≤ m

, (5.38)

que são claramente independentes de α. Isto completa a desejada prova relativa à inde-

pendência de α de Kθ(xf , tf ; xin, tin).

É importante mencionar que, individualmente, as Eqs. (5.35) e (5.36) contém, entre

outros, termos dependentes de α. No entanto, após essas contribuições serem adicionadas,

os termos mencionados cancelam entre si. A anti-simetria de ‖θ‖ está, mais uma vez, na

raiz do mecanismo de cancelamento.
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6 Mecânica quântica como uma
teoria de calibre

É sabido que após uma ampliação apropriada do espaço de fase de uma teoria de

segunda classe podemos obter uma teoria de primeira classe (uma teoria de calibre) [37�

39,54]. Sendo assim, a formulação da teoria de calibre que resulta desse desenvolvimento

em diferentes calibres fornece diferentes realizações do modelo inicial de segunda classe.

Neste capítulo, vamos estender para uma teoria de calibre a teoria de segunda classe que

dá origem à MQNC. Estudaremos em detalhes a equivalência entre as teorias de primeira

e segunda classe, partindo da formulação clássica. Usaremos, para tal �m, os métodos de

quantização funcional e operatorial.

6.1 Imersão BFT

Nossa estratégia de imersão está baseada naquela exposta nas Refs. [37�39,54]. Para

tornar o cálculo possível, usaremos a notação compacta

qµ ≡





qj, 1 ≤ µ ≤ N

vj, N + 1 ≤ µ ≤ 2N
, (6.1)

pµ ≡





pj, 1 ≤ µ ≤ N

πj, N + 1 ≤ µ ≤ 2N
. (6.2)
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Claramente, pµ é o momentum canonicamente conjugado à coordenada qµ e obedece à

álgebra canônica de colchetes de Poisson (PB) [qµ , pν ]PB = δµ
ν .

Para formular a dinâmica do sistema nessa notação começamos por introduzir a matriz

singular 2N × 2N

||Θ|| ≡




0N agµ , ν−N

0N a2θµ−N ,ν−N


 . (6.3)

Daqui em diante, índices gregos repetidos são somados de 1 a 2N . A métrica Euclideana

do espaço 2N -dimensional é descrita por gµν . Neste ponto podemos já reescrever os

vínculos em termos das novas quantidades, isto é,

T (0)
µ ≡ pµ −Θµνq

ν =





Gi, 1 ≤ µ ≤ N

Ti, N + 1 ≤ µ ≤ 2N

. (6.4)

Desta forma, os elementos (∆µν) da matriz de Faddeev-Popov (‖∆‖) são obtidos a partir

de1

∆µν ≡ [T (0)
µ , T (0)

ν ]PB = Θνµ −Θµν = −∆νµ (6.5)

ou, de forma mais explícita,

‖∆‖ =




0N −agµ , ν−N

agµ−N , ν −2a2θµ−N , ν−N


 . (6.6)

Neste ponto já temos em mãos todos os ingredientes necessários para calcular os

colchetes de Dirac (DB) básicos. Conforme o procedimento padrão de cálculo de DB's

obtemos
1Esclarecemos que []PB designa o colchete de Poisson.
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[qµ, qν ]DB = (∆−1)µν =⇒





[qi, qj]DB = −2θij

[qi, vj]DB = 1
a
gij

[vi, vj]DB = 0

, (6.7)

[qµ, pν ]DB = δµ
ν + (∆−1)µαΘαν =⇒





[qi, pj]DB = δi
j

[qi, πj]DB = −aθij

[vi, pj]DB = 0

[vi, πj]DB = 0

, (6.8)

[pµ, pν ]DB = Θαµ(∆−1)αβΘβν = 0 =⇒





[pi, pj]DB = 0

[pi, πj]DB = 0

[πi, πj]DB = 0

, (6.9)

onde

‖∆‖−1 =




−2θµ , ν
1
a
gµ , ν−N

− 1
a
gµ−N , ν 0N


 . (6.10)

No contexto da álgebra de DB's, os vínculos atuam como identidades fortes e podem

ser utilizados, por exemplo, para eliminar do espaço de fase as coordenadas v e π. Neste

caso, para quaisquer duas funções das variáveis remanescentes, digamos f(q, p) e g(q, p),

a regra de correspondência

[F̂ , Ĝ] = i ~ [f , g]DB

∣∣∣∣
q → Q̂

p → P̂

(6.11)

nos fornece um método de quantização con�ável. Naturalmente, uma prescrição de orde-

namento suplementar deve ser necessária. Enfatizamos que esta regra, juntamente com
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as Eqs. (6.7)-(6.9), permitem reobter a álgebra de comutadores na Eq. (1.3) e, portanto,

con�rma a a�rmação de que o Lagrangeano na Eq. (2.1) é a contrapartida clássica da

mecânica quântica não-comutativa.

O próximo passo para obtermos a imersão BFT do sistema de segunda classe sob

análise consiste em aumentar o espaço de fase original adicionando-se 2N novas coorde-

nadas (uµ) e seus correspondentes momenta canonicamente conjugados (sµ)2. As quanti-

dades de interesse são, todavia, as variáveis compostas

zµ ≡ − 1

2
uµ + ωµνsν , (6.12)

onde ωµν é uma matriz real e constante 2N × 2N que, por enquanto, permanece à nossa

disposição. Já que as novas variáveis obedecem a uma álgebra de Poisson canônica,

[uµ , sν ]PBΛ
= δµ

ν , obtemos3

[zµ , zν ]PBΛ
= ωµν . (6.13)

Para tanto, escolhemos, de agora em diante,

ωµν ≡ (∆−1)µν . (6.14)

De�nida a matriz ||ω||, devemos procurar as extensões dos vínculos (T (0)
µ (q, p) →

Tµ(q, p, z)), bem como do Hamiltoniano (H(0)(q, p) = h0(q, p) → H(q, p, z)), as quais

devem veri�car a álgebra de involução forte
2O espaço de fase de�nido pelos q's e p's será denotado Σ, enquanto Λ rotula o espaço de fase de�nido

pelos u's e s's. O espaço de fase total, neste caso, será denotado Γ ≡ Σ⊕ Λ.
3O subscrito extra Λ especi�ca o espaço de fase onde o PB está sendo calculado. O mesmos será feito

quando for o caso dos PB's serem tomados em Σ ou Γ.



47

[Tµ(q, p, z) , Tν(q, p, z)]PBΓ
= 0 , (6.15a)

[Tµ(q, p, z) , H(q, p, z)]PBΓ
= 0 , (6.15b)

juntamente com as condições de contorno Tµ(q, p, z = 0) = T (0)
µ (q, p) e H(q, p, z = 0) =

H(0)(q, p). Por de�nição, as Eqs. (6.15) especi�cam uma teoria de calibre Abeliana4. Em

particular, estaremos interessados nas extensões que tenham a forma de uma desenvolvi-

mento em série de potências das variáveis z's [37�39,54]

Tµ(q, p, z) = T (0)
µ (q, p) +

+∞∑
M=1

T (M)
µ (q, p, z) , (6.16a)

H(q, p, z) = H(0)(q, p) +
+∞∑
M=1

H(M)(q, p, z) , (6.16b)

onde

T (M)
µ (q, p, z) = X(M)

µα1···αM
(q, p) zα1 · · · zαM , (6.17)

e

H(M)(q, p, z) = Y (M)
α1···αM

(q, p) zα1 · · · zαM . (6.18)

O que resta a ser feito é determinar os coe�cientes X e Y da expansão acima.

Vamos nos concentrar primeiramente na Eq. (6.15a). Substituindo as Eqs. (6.17) e

(6.16a) na Eq. (6.15a) e, logo, isolando termos da ordem de z0, obtemos

∆µν + X(1)
µα (∆−1)αβ X

(1)
νβ = 0 (6.19)

4A possibilidade de se implementar um formalismo de imersão que leva a uma álgebra de involução
fraca (não-Abeliana) foi investigada na Ref. [55]
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levando em conta a Eq. (6.5). Claramente

X(1)
µν = ∆µν = −∆νµ (6.20)

é solução da Eq. (6.19). O ponto relevante a ser notado aqui é que a solução para X
(1)
µν

não depende de q e/ou p. Isso implica na relação

[T (0)
µ (q, p) , T (1)

ν (q, p, z)]PBΣ
= 0 , (6.21)

que, combinada com a seguinte escolha de simetria

X(M)
µα1···αj ···αk···αM

(q, p) = + X(M)
µα1···αk···αj ···αM

(q, p) , (6.22a)

X(M)
µα1···αj ···αk···αM

(q, p) = −X(M)
αjα1···µ···αk···αM

(q, p) , ∀ αj , (6.22b)

resulta em

X(M)
µα1···αj ···αk···αM

(q, p) = 0 =⇒ T (M)
µ (q, p, z) = 0 , ∀ M ≥ 2 . (6.23)

Dessa maneira, a Eq. (6.16a) se reduz a

Tµ(q, p, z) = T (0)
µ (q, p) + T (1)

µ (q, p) = pµ −Θµνq
ν + ∆µν zν , (6.24)

onde a Eq. (6.4) foi considerada. Além disso, as Eqs. (6.3) e (6.10) nos permitem separar

a Eq. (6.24) da seguinte forma:

Tj(q, p, z) = pj − avj − a gjk zN+k ; (6.25a)

TN+j(q, p, z) = πj + azj − a2 θjk

(
vk + 2zN+k

)
. (6.25b)
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O problema de encontrar a extensão BFT para os vínculos está terminado.

O que resta a ser feito é encontra uma extensão para o Hamiltoniano. Como somente

o termo T (1)
µ (q, p, z) é não-nulo, a relação de recorrência que surge da Eq. (6.15b) é

simpli�cada. Para um M genérico encontramos

[T (0)
µ (q, p) , H(M)(q, p, z)]PBΣ

+ [T (1)
µ (q, p, z) , H(M+1)(q, p, z)]PBΛ

= 0 . (6.26)

Relembrando, o Hamiltoniano H(0)(q, p) não é função de qµ e pν para µ e ν no intervalo

[N + 1, 2N ] correspondente ao setor (v, π). Neste caso, vamos fazer a escolha (veja a

Eq. (6.18))

Y (M)
α1···αM

(q, p) = 0 , (6.27)

quando qualquer um dos seus subscritos tomam valor no intervalo [N + 1, 2N ] e

Y
(M)
i1···iM (q, p) =

1

M !

∂MH(0)(q, p)

∂qi1 · · · ∂qiM
. (6.28)

Se as Eqs. (6.27) e (6.28) corresponderem a solução da Eq. (6.26), a expressão para a

extensão do Hamiltoniano é

H(q, p, z) = H(0)(q, p) +
+∞∑
M=1

H(M)(q, p, z) ≡: H(0)(q + z, p) (6.29)

já que

H(M)(q, p, z) = Y
(M)
i1···iM (q, p) zi1 · · · ziM =

1

M !

∂MH(0)(q, p)

∂qi1 · · · ∂qiM
zi1 · · · ziM , (6.30)

conforme segue das Eqs. (6.16b), (6.18), (6.27) e (6.28). Assim, a extensão do Hamiltoni-
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ano é obtida carregando-se a translação qi −→ qi +zi no Hamiltoniano original H(0)(q, p).

Devemos, no entanto, mostrar que as escolhas feitas neste parágrafo de fato obedecem à

álgebra de involução. Para este �m seguiremos um procedimento de dois passos. Primeiro

tomamos µ = i na Eq. (6.26), ou seja,

[T (0)
i (q, p) , H(M)(q, p, z)]PBΣ

+ [T (1)
i (q, p, z) , H(M+1)(q, p, z)]PBΛ

= 0 . (6.31)

Devemos manter em mente que T (0)
i (q, p) assim como H(0)(q, p) somente depende daque-

les qi's e pi's para os quais i ≤ N . Em vista da Eq. (6.30), o mesmo se aplica para

H(M)(q, p, z). Vamos considerar o cálculo do primeiro termo no lado esquerdo da Eq. (6.31).

Trazendo a forma explícita dada na Eq. (6.4) para T 0 bem como para a matriz ||Θ|| na
Eq. (6.3) encontramos

[T (0)
i (q, p) , H(M)(q, p, z)]PBΣ

= − ∂H(M)(q, p, z)

∂qi
. (6.32)

O cálculo do segundo termo no lado esquerdo da Eq. (6.31) é mais complicado. Para

começar tomamos T (1)
i (q, p, z) diretamente da Eq. (6.24) e escrevemos

[
T (1)

i (q, p, z) , H(M+1)(q, p, z)
]

PBΛ

= Y
(M+1)
i1···iM+1

(q, p) ∆iν [zν , zi1 · · · ziM+1 ] , (6.33)

levando em conta a Eq. (6.30). O cálculo explícito do lado direito desta última equação

requer a aplicação reiterada da relação [A,BC] = [A,B]C +B[A,C]. Isto gera uma soma

de termos contendo PB's entre pares de variáveis z's, cujo valor é dado na Eq. (6.13). Ou

seja,

∆iν [zν , zi2 · · · ziM+1 ]PBΛ
= δ i1

i zi2 · · · ziM+1 + · · · + zi1 · · · ziM δ
iM+1

i . (6.34)
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Observamos que Y
(M)
i1···iM (q, p) é simétrico sob mudança de quaisquer pares de índices. Isso

simpli�ca muito a expressão que surge após inserirmos a Eq. (6.34) na Eq. (6.33). O que

obtemos é a expressão

[
T (1)

i (q, p, z) , H(M+1)(q, p, z)
]

PBΛ

= (M + 1)Y
(M+1)
ii1···iM (q, p) zi1 · · · ziM

=
∂Y

(M)
i1···iM (q, p)

∂qi
zi1 · · · ziM = +

∂H(M)(q, p, z)

∂qi
. (6.35)

Claramente, as Eqs. (6.32) e (6.35) asseguram a validade da Eq. (6.31). Resta agora testar

o caso µ = N + i na Eq. (6.26). Neste caso

[T (0)
N+i(q, p) , H(M)(q, p, z)]PBΣ

+ [T (1)
N+i(q, p, z) , H(M+1)(q, p, z)]PBΛ

= 0 . (6.36)

Ademais, as Eqs. (6.3) e (6.4) nos levam a

[T (0)
N+i(q, p) , H(M)(q, p, z)]PBΣ

= [πi − a2θikv
k , H(M)(q, p, z)]PBΣ

= 0 , (6.37)

já que H(M)(q, p, z) não dependem das variáveis pertencentes ao setor N + 1 ≤ µ ≤ 2N .

Assim como para o desenvolvimento do segundo termo no lado esquerdo da Eq. (6.36),

invocamos as Eqs. (6.24), (6.30) e (6.13) para obtermos

[T (1)
N+i(q, p, z) , H(M+1)(q, p, z)]PBΛ

= Y M+1
i1···iM+1

(q, p) ∆N+i ν

[
zν , zi1 · · · zi‘M+1

]

= Y M+1
i1···iM+1

(q, p)
(

δ i1
N+iz

i2 · · · ziM+1 + · · · + zi1 · · · ziM δ
iM+1

N+i

)
= 0 , (6.38)

pois os índices em cada símbolo de Kronecker pertencem a setores não sobrepostos. Assim,

o lado esquerdo da Eq. (6.36) se anula identicamente. Isto con�rma que as escolhas feitas

nas Eqs. (6.27) e (6.28) são consistentes.
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Encerramos esta seção esclarecendo que uma opção diferente para ωµν conduz à uma

extensão BFT que difere da obtida por nós por uma transformação canônica [37�39].

6.2 O setor invariante de calibre

Primeiramente vamos ver o que podemos concluir a partir da contagem dos graus de

liberdade do modelo de segunda classe bem como da correspondente extensão BFT. O

número de dimensões do espaço de fase da teoria de segunda classe é d[Σ] = 4N , enquanto

que o número de variáveis independentes do espaço de fase é 4N − 2N = 2N , sendo 2N

o número de vínculos de segunda classe. Para a caso da teoria de calibre, o número

de dimensões do seu espaço de fase é d[Γ] = 8N , enquanto que o número de variáveis

independente desse espaço de fase é 8N−4N = 4N , onde 4N inclui os vínculos estendidos

de primeira classe e as correspondentes condições de calibre (condições subsidiárias). Não

é evidente que ambos os modelos descrevam a mesma realidade física. Para mostrar que

este é de fato o caso começaremos construindo o espaço de fase que é de�nido pelos graus

de liberdade independentes de calibre. Após, derivamos a algebra de PB's veri�cada por

essas variáveis do espaço de fase. Outrossim, os vínculos e o Hamiltoniano serão reescritos

em termos de variáveis invariantes de calibre. Veremos que através desse procedimento

recuperamos univocamente a formulação Hamiltoniana do modelo de segunda classe.

Para começar, lembramos que o gerador de transformações de calibre in�nitesimais

(G) é dado pela expressão [42,56]

G = εµTµ , (6.39)

onde εµ, µ = 1, · · · , 2N denota um conjunto de parâmetros in�nitesimais independentes do

tempo e Tµ é especi�cado na Eq. (6.24). Então, sob transformação de calibre in�nitesimais,

os q's, p's e z's mudam, respectivamente, conforme as equações
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δ̄qµ = [qµ, G]PBΣ
= εµ , (6.40a)

δ̄pµ = [pµ, G]PBΣ
= Θρµε

ρ =⇒





δ̄pi = 0

δ̄πi = aεi − a2θikε
N+k

, (6.40b)

δ̄zµ = [zµ, G]PBΛ
= − εµ . (6.40c)

Consequentemente, os objetos compostos Qµ e Pµ,

Qµ ≡ qµ + zµ , (6.41a)

Pµ ≡ pµ + zνΘνµ =⇒





Pi = pi

PN+i = πi + azi − a2θik zN+k
, (6.41b)

permanecem invariantes sob transformações de calibre. Assumimos que estas variáveis

compostas servem para de�nir o espaço de fase físico. Para veri�car isso, calculamos a

álgebra de PB. Diretamente veri�camos que

[Qµ , Qν ]PBΓ
=

(
∆−1

)µν
, (6.42a)

[Qµ , Pν ]PBΓ
= δµ

ν +
(
∆−1

)µα
Θαν , (6.42b)

[Pµ , Pν ]PBΓ
= Θαµ

(
∆−1

)αβ
Θβν = 0 , (6.42c)

que exatamente duplica a álgebra de DB das correspondentes variáveis que especi�cam o

espaço de fase do sistema de segunda classe (veja as Eqs. (6.7)-(6.9)). Enfatizamos que a

comparação está sendo feita entre colchetes de Poisson envolvendo quantidades invariantes

de calibre pertencente ao sistema de primeira classe com colchetes de Dirac envolvendo

as correspondentes contrapartidas no modelo de segunda classe.

Entretanto, estabelecer a equivalência entre a teoria de segunda classe original e sua

extensão BFT demanda trabalho adicional. De fato, devemos investigar a forma assumida
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pelos vínculos de primeira classe e o Hamiltoniano, quando reescritos em termos das

coordenadas do espaço de fase independente de calibre de�nidas na Eq. (6.41). Focamos

primeiro os vínculos. As Eqs. (6.24), (6.5) e (6.41) conduzem a

Tµ(q, p, z) = Pµ − Θµν Qν = T (0)
µ (Q,P ) , (6.43)

de acordo com a Eq. (6.4). No caso do Hamiltoniano, as Eqs. (6.29) e (6.41) fornecem

H(q, p, z) = H(0)(Q,P ) , (6.44)

completando a desejada prova de equivalência. De fato, reconstruímos por completo a

formulação Hamiltoniana da dinâmica do modelo inicial de segunda classe.

Deve-se notar, ainda, que a transição de q, p e z para Q e P implica em um processo

de redução dimensional e, por isso, não pode ser interpretado como uma transformação

canônica.

6.3 Quantização funcional e equivalência quântica

Nesta seção estudaremos a equivalência entre a versão quantizada do modelo de se-

gunda classe com aquela associada à teoria de calibre obtida pela imersão BFT.

Vamos escrever a integral de caminho de�nida no espaço de fase que fornece a funcional

geradora das funções de Green (Z) para o caso do modelo de segunda classe [27, 42�44]



55

Z = N
∫ [D2Nq

] ∫ [D2Np
]

(
2N∏
µ=1

δ
[T (0)

µ (q, p)
]
) (∏

t

det ‖∆‖
) 1

2

× exp

{
i

~

∫ tf

tin

dt
[
pµq̇

µ − H(0)(q, p)
]}

= N
∫ [D2Nq

] ∫ [D2Np
]
(

2N∏
µ=1

δ
[T (0)

µ (q, p)
]
)

× exp

{
i

~

∫ tf

tin

dt
[
pµq̇

µ −H(0)(qi, pi)
]}

= N
∫ [DNq

] ∫ [DNp
]
exp

{
i

~

∫ tf

tin

dt
[
piq̇

i + ṗiθ
ijpj −H(0)(qi, pi)

]}
, (6.45)

onde, para passar do segundo para o terceiro termo da igualdade, levamos em conta o

fato de que ‖∆‖ é uma matriz constante (veja Eq. (6.6)). Além disso, para obtermos o

último termo da igualdade, exploramos o fato de que H(0) não depende dos qµ, pµ, µ =

N + 1, · · · , 2N , o que nos permite usar os vínculos para integrar o correspondente setor

do espaço de fase.

Analogamente, para a teoria de calibre obtida pelo esquema BFT, temos que [27,42�

44]

Zχ = Nχ

∫ [D2Nq
] ∫ [D2Np

] ∫ [D2Nu
] ∫ [D2Ns

]

×
(

2N∏
µ=1

δ [Tµ(q, p, z)]

)(
2N∏
µ=1

δ [χµ(q, p, z)]

)(∏
t

det [Tµ, χ
ν ]PBΓ

)

× exp

{
i

~

∫ tf

tin

dt
[
pµq̇

µ + sµu̇
µ −H(0)(qi + zi, pi)

]}
. (6.46)

Aqui, Nχ é uma constante de normalização enquanto que χ = χ(q, p, z) denota um

conjunto de funções arbitrariamente escolhidas. A questão agora é: o lado direito da

Eq. (6.46) retorna aquele na Eq. (6.45), para qualquer χ? Vamos ilustrar a situação para

dois calibres diferentes.

O primeiro calibre a ser analisado, comumente chamado calibre unitário, é especi�cado
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pelas condições subsidiárias

χν = zν ≈ 0 . (6.47)

Então, as Eqs. (6.24), (6.47) e (6.13) conduzem ao resultado

det [Tµ , χν ]PBΓ
= δ ν

µ =⇒
(∏

t

det [Tµ, χ
ν ]PBΓ

)
= 1 . (6.48)

Notamos que os T 's, χ's e H dependem das variáveis u e s somente através da combinação

zµ = −1/2uµ + (∆−1)µνsν . Isto sugere a conveniência de realizar a mudança de variáveis

de integração uµ → u′µ = zµ, sµ → s′µ = sµ. As integrais de caminho em s′ desacoplam

do restante e podem ser explicitamente calculadas. Concluímos então que

Zz=0 = N
∫ [D2Nq

] ∫ [D2Np
] ∫ [D2Nz

]
(

2N∏
µ=1

δ [Tµ(q, p, z)]

)(
2N∏
µ=1

δ [z]

)

× exp

{
i

~

∫ tf

tin

dt

[
pµq̇

µ +
1

2
zµ∆µν ż

ν −H(0)(qi + zi, pi)

]}
. (6.49)

A integração em z é feita diretamente e resulta em

Zz=0 = N
∫ [D2Nq

] ∫ [D2Np
]
(

2N∏
µ=1

δ
[T (0)

µ (q, p)
]
)

exp

{
i

~

∫ tf

tin

dt
[
pµq̇

µ − H(0)(qi, pi)
]}

. (6.50)

Assim como no caso de sistemas de segunda classe, usamos os vínculos para integrar nas

variáveis qµ, pµ, µ = N + 1, · · · , 2N , o que nos leva de volta ao resultado obtido na

Eq. (6.45), ou seja,
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Zz=0 = N
∫ [DNq

] ∫ [DNp
]
exp

{
i

~

∫ tf

tin

dt
[
piq̇

i + ṗiθ
ijpj −H(0)(qi, pi)

]}
.(6.51)

É evidente que o calibre unitário é o mais simples de se lidar pois as condições sub-

sidiárias (6.47) explicitamente eliminam as variáveis responsáveis por trazer ao sistema a

liberdade de calibre. É importante mencionar que nossa prova é independente de mod-

elo. Isto se deve ao fato de que a extensão BFT do Hamiltoniano emerge da translação

q −→ q + z.

O próximo calibre que iremos estudar é

χν = qν ≈ 0 . (6.52)

Começando das Eqs. (6.24) e (6.52), obtemos novamente um determinante funcional de

Faddeev-Popov que reduz-se a uma constante arbitrária não-nula, isto é,

det [Tµ , χν ]PBΓ
= − δ ν

µ =⇒
(∏

t

det [Tµ, χ
ν ]PBΓ

)
= constante 6= 0 . (6.53)

Novamente, como no caso da Eq. (6.49), a mudança uµ → u′µ = zµ, sµ → s′µ = sµ e a

posterior integração nas variáveis s, no habilitam a escrever a Eq. (6.46) na forma

Zq=0 = N
∫ [D2Nq

] ∫ [D2Np
] ∫ [D2Nz

]

×
(

2N∏
µ=1

δ [pµ −Θµνq
ν + ∆µν zν ]

)(
2N∏
µ=1

δ [q]

)

× exp

{
i

~

∫ tf

tin

dt

[
pµq̇

µ +
1

2
zµ∆µν ż

ν −H(0)(qi + zi, pi)

]}
, (6.54)

onde a Eq. (6.24) tem sido levada em consideração. As integrais nos q's e p's são facilitadas

pela presença das deltas e, após carregá-las, obtemos
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Zq=0 = N
∫ [D2Nz

]
exp

{
i

~

∫ tf

tin

dt

[
1

2
zµ∆µν ż

ν − H(0)(zi, azN+i)

]}

= N
∫ [D2Nz

]
exp

{
i

~

∫ tf

tin

dt
[a

2
zN+iż

i − a

2
ziżN+i

+ a2żN+iθ
ijzN+j − H(0)(zi, azN+i)

]}
. (6.55)

Se renomeamos as variáveis azN+i → pi, zi → qi e negligenciamos os termos de superfície,

o que obtemos é, novamente,

Zq=0 = N
∫ [DNq

] ∫ [DNp
]

exp

{
i

~

∫ tf

tin

dt
[
piq̇

i + ṗiθ
ijpj − H(0)(qi, pi

]}
(6.56)

que coincide com a Eq. (6.45). Mais uma vez a prova de equivalência não impõe restrições

na estrutura do Hamiltoniano.

Até este momento analisamos a equivalência quântica entre as teorias de primeira e

de segunda classe para dois casos extremos da escolha de calibre. Primeiro, as condições

foram escolhidas de forma a eliminar as variáveis que não estavam presentes no modelo de

segunda classe. É natural, então, esperar que a teoria de calibre recaia na teoria de segunda

classe. Já no segundo caso as condições de calibre �xaram em zero as variáveis básicas q,

retirando também da jogada os seus correspondentes momenta canonicamente conjugados

p, ao serem integrados. Todavia, as variáveis zi e zN+i desempenharam, respectivamente,

os papéis de q e p, permitindo a reconstrução da teoria de segunda classe original.

6.4 Quantização operatorial

Nesta seção estaremos interessados em estudar a quantização da teoria de calibre

dentro da abordagem operatorial, bem como suas relações com o que surge no modelo de

segunda classe quando submetido ao mesmo esquema de quantização.

A teoria de calibre será quantizada usando-se o método desenvolvido por Dirac [41]
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que, diferentemente do método funcional, não requer a eliminação da liberdade de calibre.

Os principais ingredientes são: i) os estados físicos (|Ψ(t) 〉) devem obedecer

T̂µ(Q̂µ, P̂ν , Ẑ
λ) |Ψ 〉 = 0 , (6.57)

enquanto que ii) a dinâmica é controlada pela equação

Ĥ(0)(Q̂i + Ẑi, P̂i) |Ψ(t) 〉 = i~
d |Ψ(t) 〉

dt
. (6.58)

Nesta abordagem, T̂µ(Q̂µ, P̂ν , Ẑ
λ) e Ĥ(0)(Q̂i + Ẑi, P̂i) são as contrapartidas quânticas das

funções dadas nas Eqs. (6.24) e (6.29), respectivamente. É preciso lembrar que, dentro

do método de quantização de Dirac, os operadores básicos veri�cam uma álgebra de

comutadores a tempos iguais abstraída dos correspondentes PB's, ou seja,

[Â, B̂] = i ~ [a, b]PBΓ

∣∣∣
a → Â

b → B̂

, (6.59)

onde a e b podem tanto ser qi, vi, pi, πi, uµ ou sµ, enquanto que Â e B̂ podem denotar

Q̂i, V̂ i, P̂i, Π̂i, Ûµ ou Ŝµ.

Não é difícil convencer-se de que o que está acima implica que as Eqs. (6.29) e (6.30)

devem ser escritas, no nível quântico,

Ĥ(0)(Q̂i + Ẑi, P̂i) =
∞∑

M=0

1

M !

∂MĤ(0)(Q̂i, P̂i)

∂Q̂i1 · · · ∂Q̂iM
Ẑi1 · · · ẐiM . (6.60)

Enfatizamos que qualquer reordenamento no lado direito da Eq. (6.60) acrescentaria ape-

nas produtos dos fatores anti-simétricos i~(∆(−1))ij (veja a Eq. (6.13)) os quais podem

ser desconsiderados haja vista da simetria dos coe�cientes operatoriais ∂M Ĥ(0)(Q̂i,P̂i)

∂Q̂i1 ···∂Q̂iM
.

Retornamos a Eq. (6.57). Após isolar zi na Eq. (6.24) e logo transferir o resultado ao
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nível quântico, obtemos

Ẑi |Ψ 〉 =

(
−aθijV̂j + 2θijP̂j − 1

a
Π̂i

)
|Ψ 〉 , (6.61)

e, por isso,

Ẑi1 · · · ẐiM |Ψ 〉 =

(
−aθiM jM V̂jM

+ 2θiM jM P̂jM
− 1

a
Π̂iM

)

× · · ·
(
−aθi1j1V̂j1 + 2θi1j1P̂j1 −

1

a
Π̂i1

)
|Ψ 〉 . (6.62)

Se substituirmos a Eq. (6.62) na Eq. (6.60) e o resultado desse processo na Eq. (6.58),

podemos escrever

Ĥ(0)

(
Q̂i − aθijV̂j + 2θijP̂j − 1

a
Π̂i, P̂i

)
|Ψ(t) 〉 = i~

d |Ψ(t) 〉
dt

, (6.63)

que não mais envolve as variáveis do espaço de fase Û e Ŝ. Observamos que a liberdade

de calibre foi eliminada sem a necessidade de condições subsidiárias.

As novas variáveis

Q̂′ i ≡ Q̂i − aθijV̂j + 2θijP̂j − 1

a
Π̂i , (6.64a)

P̂ ′
i ≡ P̂i , (6.64b)

obedecem à álgebra de comutadores especi�cada na Eq. (1.3). Ademais, em termos destas

variáveis, a Eq. (6.63) adquire a forma

Ĥ(0)
(
Q̂′ i, P̂ ′

i

)
|Ψ(t) 〉 = i~

d |Ψ(t) 〉
dt

, (6.65)

que reproduz a evolução temporal do sistema de segunda classe quantizado. Novamente,

a equivalência entre ambos sistemas �ca estabelecida.
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7 Conclusões

No intuito de obter resultados independentes de modelo em mecânica quântica não-

comutativa, começamos por apresentar uma descrição uni�cada da dinâmica clássica e

quântica de um sistema não-comutativo. A característica distinta é que a nível clássico

lidamos com um sistema vinculado cuja quantização nos conduz às regras não-canônicas

de comutação da Eq. (1.3), que atuam como informação inicial na formulação do problema.

Não podemos a�rmar que a correspondência clássica-quântica descrita no Capítulo 2 é

única, dado que não podemos eliminar a possibilidade da existência de outros sistemas

vinculados cujos DB's ainda são dados pela Eq. (2.4). No entanto, as variáveis físicas para

este novo sistema podem, no máximo, diferir de x, k por uma transformação canônica, o

que garante que a física permanece inalterada.

O fato de que a não-comutatividade não destrói a série de Born facilitou a prova da

unitariedade do operador S, o que constitui um requerimento básico para a consistência

da teoria quântica sob análise. Isto é a essência do Capítulo 3.

Os trabalhos realizados nas Refs. [27, 41�45], em conexão com sistemas vinculados,

serviram como base para a implementação da formulação funcional da dinâmica quântica

de sistemas não-comutativos. Foi possível substanciar a informação inicial da Eq. (1.3) a

partir do formalismo funcional.

No Capítulo 5 a transformação de Weyl generalizada de índice α foi utilizada para im-

plementar a de�nição de �time-slicing� da integral de caminho no espaço de fase. Como es-

perado, esta representação integral da dinâmica quântica não é única, mas parametrizada

pelo índice α. Obviamente, a consistência demanda que todas as quantidades físicas
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devem ser únicas e, portanto, independentes de α.

Estudamos o propagador de Feynman para o caso da mecânica quântica não-comutativo.

A potencial ausência de unicidade aparenta ser severa devido ao fato de o Hamiltoniano

sob análise conter produtos de operadores não comutantes. De forma inesperada, a anti-

simetria da matriz ‖θ‖, parametrizando a não-comutatividade, elimina o problema. De

fato, por um lado, ela aniquila o que seria uma dependência em alfa na transformada de

Weyl generalizada enquanto que, por outro lado, ela também toma conta da dependência

em α que surge do ponto no �slice� no qual as coordenadas devem ser avaliadas. A prova

acima é verdadeira para todo potencial V (u) analítico em ~u = 0. Note que esta prova

conecta a formulação de �time-slicing� do Capítulo 5 com a formulação funcional obtida

no Capítulo 4.

No Capítulo 6 nos dedicamos a formulação da mecânica quântica não-comutativa

como uma teoria de calibre. A ferramenta utilizada para tal �m foi o procedimento de

imersão BFT. As extensões dos vínculos e do Hamiltoniano deram origem a uma álgebra

de involução que corresponde a uma teoria de calibre Abeliana. Obtivemos uma prova

rigorosa da consistência desta sistemática a qual consistiu em demonstrar que o sistema

de segunda classe inicial pode ser univocamente recuperado a partir do setor invariante

de calibre da teoria estendida. Isto con�rma a equivalência das formulações de primeira

e segunda classe no nível clássico.

A quantização da extensão de calibre dentro da formulação funcional seguiu o proced-

imento padrão. No Capítulo 6 vimos que a �exibilidade oferecida pela escolha de calibre

abre novas avenidas para cálculos explícitos. A funcional geradora de funções de Green

foi calculada em dois calibres especí�cos. Em ambos os casos foi mostrado que o resultado

coincide com o correspondente à funcional geradora de funções de Green do modelo de

segunda classe. Além do mais, a equivalência entre as descrições tornou ser independente

de modelo.

A quantização do modelo de primeira classe dentro da abordagem operatorial foi
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implementada fazendo uso do formalismo desenvolvido por Dirac [41]. A equivalência

quântica entre o modelo de segunda classe e sua extensão BFT foi reobtida dentro deste

esquema de quantização.

Resumindo: neste trabalho analisamos, sob vários ângulos, a consistência da MQNC.

A conclusão essencial é que as modi�cações da mecânica quântica provenientes de um

espaço não-comutativo não afetam a consistência da teoria. Acreditamos que ainda resta

um amplo campo de aplicações da MQNC para ser explorado. Em particular, temos

em mente a possibilidade de estudar os casos em que a não-comutatividade deixa de

ser uma matriz constante para se transformar numa função matricial que depende do

tempo (|| θ(t) ||). É evidente que, na seqüência, podemos supor que || θ(t) || atua como

um campo externo ou como uma variável que participa da dinâmica do sistema. Neste

contexto, ressaltamos que num trabalho recente tem sido abordado o caso em que a não-

comutatividade é uma função da posição [57].
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APÊNDICE A -- Relações Importantes

Para provar unitariedade utilizaremos algumas relações importantes que permitirão a

realização dos cálculos que se seguem. Primeiro, vamos lembrar a representação

= 1

k′2 − k2 ∓ iε
≡ ±πδ(k′2 − k2) . (A.1)

A expressão acima aparece dentro de integrais do tipo

∫
dNk′=

(
1

k′2 − k2 ∓ iε

)
T (n)∗(~k′, ~k)T (p)(~k′, ~k) (A.2)

=
〈
~k
∣∣∣V G

(+)†
0 (k) · · ·V︸ ︷︷ ︸
n fatores V

[∫
dNk′=

(
1

k′2 − k2 ∓ iε

) ∣∣∣~k′
〉〈

~k′
∣∣∣
]

V G
(+)
0 (k) · · ·V︸ ︷︷ ︸
p fatores V

∣∣∣~k
〉

.

A utilidade de (A.1) é obvia já que permite escrever

∫
dNk′=

(
1

k′2 − k2 ∓ iε

) ∣∣∣~k′
〉〈

~k′
∣∣∣ = ±π

∫
dNk′ δ(k′2 − k2)

∣∣∣~k′
〉〈

~k′
∣∣∣ . (A.3)

Daqui em diante usaremos sistematicamente a igualdade (A.3).

Vamos, também, reescrever
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1
~2k2

2M
− ~2k′2

2M
± iε

=

(−2M

~2

)
1

k′2 − k2 ∓ iε

=

(−2M

~2

)[
R + i=

(
1

k′2 − k2 ∓ iε

)]

=

(−2M

~2

) [
R± iπδ(k′2 − k2)

]
, (A.4)

onde

R ≡ <
(

1

k′2 − k2 ∓ iε

)

=
1

k′2 − k2 ∓ iε
∓ iπδ(k′2 − k2) (A.5a)

=
1

k′2 − k2 ± iε
± iπδ(k′2 − k2) . (A.5b)

Logo,

1

k′2 − k2 ∓ iε
=

1

k′2 − k2 ± iε
± 2iπδ(k′2 − k2) . (A.6)

Inserindo a Eq. (A.6) na Eq. (A.4) obtemos

1
~2k2

2M
− ~2k′2

2M
± iε

=
1

~2k2

2M
− ~2k′2

2M
∓ iε

∓ 4iπM

~2
δ(k′2 − k2) . (A.7)

Lembramos que

δ(k′2 − k2) =
1

2k
δ(k′ − k), k′ ≥ 0 , (A.8)

e

G+
0 (k) ≡ 1

E(k)−H0 + iε
=

∫
dNk′

∣∣∣~k′
〉〈

~k′
∣∣∣

~2k2

2M
− ~2k′2

2M
+ iε

. (A.9)
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APÊNDICE B -- Lema

LEMA: Para m ≥ 1 e p ≥ 2

=
∫

dNk′
T (m)∗(~k′, ~k)T (p)(~k′, ~k)

~2k2

2M
− ~2k′2

2M
+ iε

= =
∫

dNk′
T (m+1)∗(~k′, ~k)T (p−1)(~k′, ~k)

~2k2

2M
− ~2k′2

2M
+ iε

−Mkπ

~2

∫
dΩ~k′

[
T (m)∗(~k′, ~k)T (p)(~k′, ~k) + T (p)∗(~k′, ~k)T (m)(~k′, ~k)

]
. (B.1)

Prova:

Começamos usando a relação (A.7) visando abrir a expressão

=
∫

dNk′
T (m)∗(~k′, ~k)T (p)(~k′, ~k)

~2k2

2M
− ~2k′2

2M
+ iε

Eq. (A.7)
= =

∫
dNk′ T (m)∗(~k′, ~k)T (p)(~k′, ~k)

(
1

~2k2

2M
− ~2k′2

2M
− iε

− 4iπM

~2
δ(k′2 − k2)

)

Eq. (A.9)
= =

〈
~k
∣∣∣

m fatores V︷ ︸︸ ︷
V G

(+)†
0 (k)V · · ·V

G
(+)†
0 (k)︷ ︸︸ ︷

∫
dNk′

∣∣∣~k′
〉〈

~k′
∣∣∣

~2k2

2M
− ~2k′2

2M
− iε

p fatores V︷ ︸︸ ︷
V G

(+)
0 (k)V · · ·V

∣∣∣~k
〉

−4πM

~2
=

[
i

∫
dNk′ T (m)∗(~k′, ~k)T (p)(~k′, ~k)δ(k′2 − k2)

]

Eq. (A.8)
= =

〈
~k
∣∣∣

m fatores V ; (m−1) fatores G
(+)†
0︷ ︸︸ ︷

V G
(+)†
0 (k)V · · ·V G

(+)†
0 (k)

p fatores V ; (p−1) fatores G
(+)†
0︷ ︸︸ ︷

V G
(+)
0 (k)V · · ·V

∣∣∣~k
〉

−4πM

~2
=

[
i

2k

∫ ∞

0

dk′ k′2δ(k′ − k)

∫
dΩ~k′T

(m)∗(~k′, ~k)T (p)(~k′, ~k)

]
. (B.2)

Note o surgimento de um novo fator G
(+)†
0 (k) no primeiro termo da última igualdade
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na equação acima, o que nos permite formar um novo termo de ordem superior em V

T (m+1)(~k′, ~k), bastando, para isso, introduzir uma nova identidade em ~k′ no lado direito

do fator V que está à direita desse novo G
(+)†
0 (k). Integrando o segundo termo da igualdade

em k′ e tomando a parte imaginária obtemos

=
∫

dNk′
T (m)∗(~k′, ~k)T (p)(~k′, ~k)

~2k2

2M
− ~2k′2

2M
+ iε

Eq. (A.9)
= =

〈
~k
∣∣∣

(m+1) fatores V ; m fatores G
(+)†
0︷ ︸︸ ︷

V G
(+)†
0 (k)V · · ·V

∫ dNk′
∣∣∣~k′

〉〈
~k′

∣∣∣
~2k2

2M
− ~2k′2

2M
+ iε

(p−1) fatores V ; (p−2) fatores G
(+)
0︷ ︸︸ ︷

V G
(+)
0 (k)V · · ·V

∣∣∣~k
〉

−Mkπ

~2

∫
dΩ~k′

[
T (m)∗(~k′, ~k)T (p)(~k′, ~k) + T (p)∗(~k′, ~k)T (m)(~k′, ~k)

]

= =
∫

dNk′
T (m+1)∗(~k′, ~k)T (p−1)(~k′, ~k)

~2k2

2M
− ~2k′2

2M
+ iε

−Mkπ

~2

∫
dΩ~k′

[
T (m)∗(~k′, ~k)T (p)(~k′, ~k) + T (p)∗(~k′, ~k)T (m)(~k′, ~k)

]
, (B.3)

o que prova o Lema.
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