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Quando se ouve a palavra “estatistica”, logo se imagina: taxa de acidentes, indices de
mortalidade, quilometragem por litro. Esse pensamento popular, relaciona a estatistica com a
descrigdo de fatos. A nogdio usual da estatistica prende-se apenas 2 parte de organizagio e
representagdo do dados, através de graficos e tabelas.

Evidentemente que a parte de organizacio e descricio sdo importantes, mas a
estatistica vai além, sendo necessario também analisar e interpretar os dados.

A estatistica € a ciéncia que se ocupa com a organizacio, descrigdo, andlise e
interpreta¢fio de dados. E uma ciéncia rica em ferramentas para auxiliar na tomada de decisio.
O seu uso € de grande importancia e muito difundide nos uitimos tempos, uma vez que é
aplicavel em qualquer ramo do conhecimento que trabathe com dados experimentais, tais
como: economia, engenharia, medicina, quimica, biologia, ciéncias sociais, entre outros.

1. ANALISE ESTATISTICA PRELIMINAR:

1.1. Conceitos Basicos de Estatistica:

*ESTATISTICA: E a ciéneia que compreende a coleta, a organizagdio, andlise e interpretagio
de dados. Pode ser dividida em duas grandes areas:

* Estatistica Descritiva: Esta area se interessa em descrever dados geralmente
associados a contagens e graficos, a informagio contém os dados. A idéia é remover os
detalhes estranhos e focar a caracteristicas de interesse. Onde estdo os valores centrais? Como
os valores se estendem? Que forma tem a distribuicdo dos valores? Existe alguma mudanga nos
valores com o passar do tempo? O objetivo da estatistica descritiva € providenciar respostas
para este tipo de perguntas.

* Estatistica Inferencial: E o ramo da Estatistica que se preocupa em obter
conclusdes sobre o todo a partir de parte deste todo, isto €, tomar decisdes com base nos
dados colhidos de uma amostra. Como o processo de indugio nfo € exato, estamos sujeitos a
um certo grau de incerteza. A Estatistica Inferencial ira dizer até que ponto podemos estar
errando em nossas indugdes, e com que probabilidade.

*POPULACAO: Conjunto de elementos que possui alguma caracteristica em comum.
Pode ser finito {quando se conhece o niimero total de elementos) ou infinito.

*AMOSTRA: E um subconjunto da populagio, isto €, uma parte da populagio retirada
segundo alguns critérios estatisticos.

* RECENSEAMENTO: E o estudo estatistico realizado em toda a populag@o.
* CENSO: E o resultado do recenseamento.

* AMOSTRAGEM: E o processo de obtengio de uma amostra, sdo técnicas, planos a fim de
tornar representativa a amostra extraida da populaggo.
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*PARAMETRO: E uma medida caracteristica da populagdo em estudo.

Exemplo: Temos por populagio todos os veiculos da marca W em Porto
Alegre, sendo que uma podemos compor amostra dos veiculos que sio taxis dessa marca e
podentos estar interessados em estudar a idade média (parimetro) dos veiculos dessa marca.

*VARIAVEIS: E a caracteristica de interesse de uma populagio escolhida de acordo com o
estudo.

Exemplo: Idade dos veiculos da frota de Porto Alegre.

/ nominais

QUALITATIVAS \
ordinais

/ discretas

QUANTITATIVAS \\

VARIAVEIS d
.

continuas

*Variaveis Qualitativas: Expressam uma qualidade, podem ser chamada de
ATRIBUTO, subdividem-se em:

NOMINAIS: Fornecem categorias ou nomes a alguma variavel.
Exemplo: Sexo, estado civil, profissio.

ORDINAIS: As categorias de uma variavel sdo ordenadas de acordo
com a intensidade do fenémeno. Exemplo: classe social, grau de instrugfo.

*Varigveis Quantitativas: Expressam uma quantidade, subdividem-se em:

DISCRETAS: Podem ter valores observados somente em pontos
isolados ao longo de uma escala. Exemplo: n° de pessoas, n® carros fabricados por dia.

CONTINUAS: Podem assumir qualquer valor ao longo de uma escala.
Exemplo: Altura, idade, velocidade.

1.2. Descri¢do dos Dados:

Um conjunto de numeros pode reduzir-se a algumas medidas numéricas que resumem
os dados. Quando analisamos um conjunto de dados € necessario encontrar um ponto que
represente a localizagio dos dados (medidas de tendéncia central) ¢ estudar a dispersdo deste
grupo (medidas de variabilidade).

*MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL: Sio valores que geralmente se localizam em
torno do meio ou do centro de uma distribui¢io, onde a maior parte dos dados esta
concentrada.
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*Media Aritmética: E o ponto de equilibrio dos dados, ¢ dada pela soma de
todos os elementos divido pelo nimero de parcelas.

.
20X

L= ? (média da populacio)

Exemplo: Suponha que ao passar pelo de acabamento de certo processo de manufatura,
observe-se 0 tempo que um operario leva para examinar sete embalagens do mesmo produto.
Considere o tempo em segundos:

50s 51s 49s 52s 51s 49s 50s 51s 49s 48s

10
Entdo: T=3%X;=500s => u=50s
i=1

*Mediana: E a medida estatistica de tendéncia Central que divide a distribuicio
dos dados ordenados em duas partes de igual freqiiéncia, de forma que 50% das observacdes a
antecedem:.

No exemplo: Ordenamos os dados: 48 49 49 49 50 50 51 51 51 52

Calculamos a Posi¢do da mediana dada por: P = N+1/2

A mediana se encontra entre 0 5° e o 6°### elemento

_XstXs 50450 _50 s
2 2

Md

Caso N seja impar a mediana serd o elemento posicionado em P =N+1 /2.

*Moda: E o valor que ocorre com maior freqiéncia. Podemos classificar as
distribuictes de acordo com o numero de modas, conforme segue:
vma moda = unimodal;
duas modas = bimodal;
varias modas = multimodal.
sem moda = amodal

No exemplo: O conjunto é bimodal: 49 s e 51 s.
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*MEDIDAS DE VARIABILIDADE: Um aspecto fundamental da natureza ¢ o fato que
os objetos fisicos ndo se repetem com precisdo, pelo contrério sdo caracterizados por uma
certa diferenga entre os elementos, a variabilidade.

Exemplo: Suponhamos que se deseja comparar o desempenho de dois funciondrios, com base
no nomero de formularios preenchidos corretamente durante uma semana:

Empregado A: 800, 810, 790, 800, 800 => p###, = 800 formulérios
Empregado B: 700, 900, 800, 720, 930 =2 |ty = 810 formulérios

Baseados nestes nicos resultados obtidos, dirtamos que o desempenho de B é melhor
do que de A, ja que B produz, em média, um maior nimero de formularios diariamente. No
entanto, se formos um pouco cuidadosos, percebemos que a produgdo de A varia de 790 a 810
formularios, ao passo que a de B varta de 700 a 930 formularios, o que indica que o
desempenho de A é bem mais uniforme do que de B. E evidente que um alto grau de
uniformidade costuma ser considerado como uma qualidade desejavel nessa situagio.

*Amplitude: E a medida estatistica de variabilidade ou dispersio mais simples,
definida pela diferenca entre o maior € o menor valor.
H= Xmax - Xmin
No exemplo: Para o empregado A temos: H= 810 - 790 = 20 formularios
*Varidncia: E uma medida estatistica que leva em consideragio todas as

informagdes do conjunto em analise, fazendo uso da soma de quadrados dos desvios em torno
de 1. Denotada pelo simbolo o2 (na populagio).

N 2
2Xi—W
2= =l (formula conceitual)
N
N
Y (Xf —2X,-u+u2)
o2 = i=1
N

N 5 N N 2
S X} -2u T X+ Y

2_ i=l i=1 i=1
© N
N N 2
> X -2u ¥y X;+ Ny
G2 = i=] i=]
N
N > N
ZX;' .ZXi N 2
02= i=] _2‘LLI=] + H
N N N
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N 2
Y X
2 __i=] 2
G° = —2up+
N 2 L
N
> Xi
2 __i=l 2 e .
c = ~ — p° (fébrmula operacional)

No exemplo: O empregado B tem varidncia

o2 = (700-810)” + (900 - 810)* + (800 —5810)'+ (720 -810)* +(930-810)" _ g5 55 oy 2

OBS.: Aqui a unidade de medida é ao quadrado.

*Desvio Padrdo; Para resolver o problema da unidade de medida utilizamos
outra medida estatistica que consiste em extrair a raiz quadrada da varidncia. Denotado pelo
simbolo ¢ {(na populagio).

N

2 Xi2

i=1

N

(férmula conceitual) ou o = —p* (formula operacional)

No exemplb: O empregado B tem desvio padrdo:

o= gt = /95,52 = 9,77 formularios

*Coeficiente de Variagdo: E uma medida relativa de concentragiio dos dados
em torno da média para a comparagio de grupos distintos com médias diferentes ou unidades
diferentes. Quanto menor o coeficiente de variagio, mais homogéneo sera o grupo de dados.

Y

'Y — —

H
No exemplo: Empregado A:y = 6,32/800 = 0,0079
Empregado B: ¥ = 9,77/810 = 0,1142
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* PROPORCAO: E a fracio ou percentagem de itens de determinado grupo ou classe
em rela¢io ao total observado.

onde “x” € o niimero de itens que apresentam certa caracteristica e
“N” ¢ o nimero total de observagdes.

Exemplo: Em um grupo de 40 pessoas 10 sio fumantes dizemos que a proporgio de
fumantes é 10/40 = 0,25 ou 25%.

1.3. Distribui¢do de Frequéncias
Representam as séries de dados agrupados onde o tempo, o espago e a espécie do

fendmeno permanecem constantes e as variagSes do fendmeno s3o agrupadas em subintervalos
ou pontos dos dados observados. Sio dividas em;

* DISTRIBUICAQ DE FREQUENCIAS POR PONTO: E uma tabela que contém para
cada valor observado o nimero de vezes que ele ocorre(freqiiéncia).

Exemplo: Em uma empresa com 20 funcionarios foi realizado um estudo sobre o nimero de
cafezinhos tomados durante o dia.

Suponha que os valores observados foram: 3,2,2,0,2,1,4,0,1,1,2,3,2,2,1,0,2,2, 1,2

Agrupando numa tabela de distribuigdo de freqiiéncias por ponto , temos:

Classe de | namero f; L F; Fe;

indice i de
cafezinho

8

1 0 3 3/20=015 3 0,15

2 1 5 5/20=025 8 0,40

3 2 9 9/20=0.45 17 0,85

4 3 2 2/20=0.10 19 0,95

5 4 1 1/20=0,05 20 1,00

Total - 20 1,0 - -

Sendo que:

1. Freqiiéncia Absoluta (£) - é o nimero de observagdes ocorridas na classe i.

2. Freqiiéncia Acumulada (F;) - é a soma das freqii€ncia absolutas até a classe i.

3. Freqiiéncia Relativa (f;;) - ¢ a freqliéncia absoluta da classe 1 em relagio ao total
observado.

4 Freqiiéncia Relativa Acumulada (F;) - € a soma das freqiiéncias relativas até a classe 1.
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* DISTRIBUICAO DE FREQUENCIAS POR INTERVALO: E uma tabela que contém
divisdes da varidvel em estudo (intervalos) onde ¢ observado o nimero de vezes que ocorrem
os valores contidos nesses intervalos (freqiiéncia).

Exemplo: Emum grupo com 40 pessoas foi realizado um levantamento das idades.
15 43 2] 28 47 30 39 22 36 34
25 35 42 26 29 30 27 23 49 43
31 40 18 46 39 17 22 41 35 27
38 48 35 32 24 20 44 34 28 17

Agrupando os dados em uma tabela de distribuicio de freqiiéncias, temos:

Idades
15 |- 20
20 |- 25
251}-30
304-35
35)-40
40 }-45
451~ 50

total 40

B R L0 RN Rl Bl A

Lhiln

*Uma maneira de como montar a labela

1) Encontrar o maior valor dado observado e o menor valor observado.
Xmax = 49 Xmin=15

2) Calcular a amplitude total H
H = Xmax - Xmin=49 -15= 34

3) Calcular o niimero de classes k
- k= \/E (valor aproximado)

k=v40 =6,32=7 teremos entdo 7 classes

4) Calcular a amplitude das classes h
h=H/k
h= 34/7=4_85= 5, isto € amplitude de 3 anos.

5) Estabelecer os limites de classes
Onde : [; = limite inferior da classe i
L; = limite superior da classe 1

17 classe: Podemos estabelecer o valor mimmo observado com o limite infertor da classe ou
um valor inferior que methor represente os dados.
;=15 somando a amplitude h, temos o limite superior da classe
1,=15+5=20

2% classe : L= 20
1,=20+5=25
e assim sucessivamente ...
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classe i Idades f; 1 F,; F; Pio médio
1 15|-20 4 0,100 4 (.100 17.5
2 201-25 <] 0.130 i0 0.250 225
3 251-39 7 0,175 17 0425 27.5
4 301-33 6 0.130 23 0,575 323
3 35]-40 7 0,175 30 0,730 37.5
6 404- 45 3 0,125 33 0.875 425
7 45 i- 50 3 0,125 40 1,000 47.5
total 10 1.000 - -

Sendo que: Ponto médio € o valor que representa a classe
Ponto médio = (I; + L;) /2

Ponto médio da 1? classe = (15+20)/2 =175

Interpretagdo:; fs =15 => 5 alunos tem entre 40 e 45 anos

F, = 10 => 10 alunos tem de 15 a 25 anos

fs= 0,175 => 17,5 % dos alunos tem entre 35 e 40 anos

F,; = 0,425 => 42 5% dos alunos tem de 15 a 30 anos

* Medidas de posigdo e variabilidade

* Média aritmética: Os valores sdo multiplicados por suas respectivas
freqiiéncias e para dados agrupados em distribuibes de freqii€ncia por intervalos, x; séo
representados pelo pontos médios dos intervalos correspondentes.

u=~ziili onde N= Y f;

Como exemplo tomemos a velocidade de 70 motocicletas

classei | velocidade fi Ponto fix;
{num de motos) | médio (x;)
1 |50 |- 60 6 55 330
2 |60 I 70 9 65 585
3 70 |- 80 ] 75 825
4 |80 | 90 22 85 1370
5 |90 100 16 95 1520
6 100 |- 110 4 105 420
7 |110}- 120 2 115 230
total 70 - 5780
5780

= 2780 _ 4557
M”70
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* Mediana: Para calcular a mediana nesse caso, devemos seguir 0s passos:

1) Encontrar a classe mediana
e Achar a posi¢io da medida=> P= N/2
o Calcular as freqiiéncias acumuladas F;

2)Calcular o valor da mediana

Md = 1i+hi(———N’!2*Fi-1]

fi

onde: 1 : imite inferior da classe mediana
F;..: freqiiéncia acumulada da classe anterior a classe mediana
fi: frequiéncia da classe mediana
h;: amplitude da classe mediana

No exemplo da velocidade das motocicletas:

Posicdo da mediana: P=70/2 =35

Calculando as freqiiéncias acumuladas

classei | wvelocidade fi F;
{(oum de motos)

1 50 |- 60 6 6

2 60 - 70 9 i5

3 70 |- 80 11 26
4 . 30 |_90 o . 22 . 48 . => classe mediana

5 90 |-100 16 64

] 100 - 110 4 63

7 110 |- 120 2 70

total 70 -

Como a mediana se encontra posicionada no 35° elemento e, este se encontra na 4
classe, temos entdo a classe mediana.

Calculando o valor da mediana:
Md = 80+ 10[M) — 80410, = 80 +4,09 = 84,09
22 22

* Moda:, Para calcular a moda nesse caso, devemos seguir os passos:

1) Encontrar a classe modal, isto ¢, a classe com mator freqiiéncia

2)Calcular o valor da moda: (pela férmula de Czuber)

M0=li+hi[ fi—fig ]
2f; = fi-1 ~fie
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onde:

I; - limite inferior da classe modal

hi: amplitude da classe modal

fi: frequiéneia da classe modat

f.-1- freqiiéncia da classe anterior a classe modal
fi.1: freqiiéncia da classe posterior a classe modal

No exemplo da velocidade das motocicletas:

classei | velocidade f;
1 50 |- 60 3
2 |60 I 70 9
K] 70 |- 80 11
S 4E R0 90 22 s => classe modal
5 90 |- 10 16
6  |100 |- 110 4
7 |110]-120 2
total 70
Calculando o valor da moda, temos:
Mo= 80+ 10(—ﬂ-—J ~ 80+ 101% =80 + 6,47 = 86,47
2x22-11-16 17

*Varidncia absoluta; E uma medida estatistica que leva em consideragéo todas

as informagdes do conjunto em andlise, fazendo uso da soma de quadrados dos desvios em
torno de j1. Denotada pelo simbolo 62 (na populagiio).

. (- 2 .2
c2= ZhXimw” 01{\; 1) (formula conceitual) ou o2 = Zix' — 1 (frmula operacional)
classei | velocidade fi  |Ptomédio]| (x-p) (%)’ filxi-p)
Xi
1 50 |- 60 6 (5 5) -27,57 760,105] 4560,6284
2 60 |- 70 9 65 -17,57 308,705 | 2778,3441
3 70 |— 80 i1 75 -7,57 57,305| 630,3539
4 80 |- 90 22 85 2,43 5,905 129,9078
5 a0 I- 100 16 95 12,43 154,505 | 2472,0784
6 160 |- 110 4 105 22,43 503,105 2012,4196
7 110 |- 120 2 115 32,431 1051,705| 2103,4098
total 70 - 14687,143

, TR (i-w? 14687143
g* = =

= 209,82
N
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1.4. Exercicios

1) Classifique as variaveis abaixo como qualitativa (QL), quantitativa discreta (QTD) ou
quantitativa continua (QTC):

() QI funcional ( ) tamanho de camisa
( ) tempo para realizar uma prova ( ) preco de um automével
( ) nimero de acertos em um exame { ) nimero da camisa dos jogadores

2) Cinco pessoas que estdo tomando cafezinho na lancheria tem idade média 23 anos. Chegou
uma sexta pessoa e a idade média passou a ser 26 anos. Qual a idade desta sexta pessoa”?

3) A seguir temos o valor do aluguel (em R$ 1.000) de 20 fabricas situadas em certo distrito
industrial.
8 9 8 10 7 12 10 12
12 10 10 7 8 7 9 9 15 7
a) Calcule o valor do alugnel médio e interprete.
b) Determine ¢ interprete o valor mediano.
¢) Determine e interprete o valor modal.
d) Calcule e interprete o desvio padrio.

o

4) Os dados abaixo representam as temperaturas em duas cidades. Qual a cidade que tem
temperaturas mais homogéneas?

cidade A: 23 25 24 28 21
cidade B: 32 29 27 32 26

5) Ensaios em quarenta corpos de prova de concreto forneceram as seguintes resisténcias &
ruptura :

64 61 65 43 a5 54 51 74
30 100 91 75 78 68 30 69
72 27 40 03 99 94 78 72
59 78 05 62 42 96 100 95
81 84 78 103 98 60 84 91

a) Monte uma distribuigdo de distribuicio de freqiiéncias.
b) Calcule ¢ interprete F,, fs, fio,Frs
c) Calcule ¢ interprete a média e o desvio padréo.
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2. PROBABILIDADE:

Independente da aplicagdo, a utilizag8o da probabilidade indica que existe um elemento
ao acaso (ou incerteza) quanto a ocorréncia ou nio de um evento futuro. Assim em muitos
casos, pode ser impossivel afirmar o que ocorrera, mas é possivel dizer o que pode ocorrer.

Esta area da estatistica visa estabelecer um modelo matematico do fenémeno aleatério.
O problema pode ser colocado como segue: dado um sistema que é completamente conhecido,
tal como um baratho ou os componentes em uma mistura quimica, como pode o resultado de
certos procedimentos ser descrito? Este tipo de questio deve ser respondida antes de técnicas
estatisticas serem desenvolvidas ou utilizadas para a analise dos dados. Desta forma, o modelo
matematico de teoria de probabilidade serve como base para técnicas estatisticas.

2.1. Defini¢des Iniciais:

*EXPERIMENTO: Qualquer procedimento que pode ser repetido e que, em cada uma
das repeti¢Bes produz um resultado (ndo necessariamente um valor, pode ser um vetor ou uma
funcio).

*Experimento Deterministico: As condigbes sob as quais um experimento ¢é
executado determina o resultado do experimento. Sob condigSes idénticas, os resultados sdo
sempre 0s mesmos, qualquer que seja 0 nimero de ocorréncia dos mesmos.

Exemplo: Ao aquecermos um determinado sélido, sabemos que a certa temperatura haverd a
passagem para o estado liquido.

*Lxperimento Ndo-Deterministico ou Aleaiorio: Apesar de repetirmos o
experimento nas mesmas condicSes, ndo podemos afirmar que resuitado particular ocorrera.
Quando vamos realizar um experimento aleatdrio, nfio podemos predizer, com certeza, qual o
resultado ocorrer4, pois existe mais de um resultado possivel, isto €, ha uma variabilidade nos
resultados das reahizagGes do experimento.

Exemplos: Precipitagio de chuva que caird em determinada localidade. Com todas as
informagdes precisas (pressio, velocidade do vento, altitudes, etc) ndo torna possivel predizer
"guanto" de chuva ira cair,

Em uma linha de produgio, que esta sujeita a alteragfes nos equipamentos e ao
desempenho dos operadores entre fatores, fabricar pegas em série € contar o mimero de pegas
defeituosas produzidas em um periodo de 24h.

*ESPACO AMOSTRAL: Quando estamos diante de um fendmeno aleatorio podemos
descrever o conjunto de todos resultados possiveis. A este conjunto chamamos de espago
amosiral. Denotado pelo conjunto S.

Quando descrevemos um espago amostral associado a um experimento devemos ter
idéia bastante clara do que estamos mensurando ou observando. Por isso, devemos falar de um
espago amostral agsociado a um experimento ndo "o" espago amostral.
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Exemplos: Langar uma moeda até que ocorra cara. Contar o niimero de langamentos
S={123, ... =}
Langar um dado e observar a face voltada para cima.
S=1{1,234506}

*EVENTO: E um subconjunto de um espago amostral S, isto &, um particular resultado
dentre os existentes no espago amostral. O conjunto vazio também constitui um evento.

Exemplo: A|: A ocorréncia de face par no langamento de um dado.  A;:{ 2,4,6 }
A, Mais que dois rebites sejam defeituosos. Ay {34,...m}

*Evento complementar. A=A complementar. E formado por todos os pontos
que pertencem ao espaco amostral S mas nédo pertencem a A.

*Eventos Mutuamente Exclusivos: Dois ou mais eventos sdo mutuamente
exclusivos quando a ocorréncia de um exclui a ocorréncia de outro, isto € interse¢io de Ae¢ B
¢ vazia (o conjunto vazio) .

*Unifio de Fventos: O evento A w B ocorre se somente se A ocorre ou B
ocorre ou ambos ocorrem. E formado pelos pontos que pertencem a pelo menos um dos
eventos.

*Intersecdo de Eventos: O evento A m B ocorre se e somente se A e B
ocorrem.
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*PARTICAO DO ESPACO AMOSTRAL: Dizemos que os eventos AjA,. ... A,
tornam um espago a partigdo do espago amostral S se:

i) P(A;) >0

) A, Aj = parai %] ou seja os eventos A; s30 mutuamente exclusivos.
o

iii}\_J A, =S => aunido dos A, € o espago amosiral

i=1

An

A? A4

2.2. Conceitos de Probabilidade:

As probabilidades sfo utilizadas para exprimir a chance de ocorréncia de um
determinado evento.

*CONCEITO CLASSICO: Supde-se que todos os possiveis resultados de um
experimento aleatorio sdo igualmente provaveis.
Fxistem "n” resultados possiveis dos quais "a" sdo favoraveis a ocorréncia do
evento A. A probabilidade do evento A ocorrer € dada por:

P(A)= %

Exemplo: Qual a probabilidade de retirar uma dama de um baralho?
P(A)=4/52

*CONCEITO FREQUENCIAL: Baseia-se em dados histéricos. E a relagéio do niimero
de observagdes de um evento e o total observado.

Quanto maior o nmimero de observagdes realizadas mais o valor da freqiiéncia
observada tendera ao verdadeiro valor da probabilidade.

Exemplo: Se langamos um dado néio viciado 100 vezes ¢ a fase 3 ocorreu 18 vezes. Temos que
3 face 3 tem 18 chances em 100. Langando-se mais 200 vezes foi obtida 32 vezes a fase 3.
Aumentando o numero de lancamentos chegaremos cada vez mais proximos do valor que
correspondera 4 probabilidade de ser face 3 em um unico langamento.

*CONCEITO SUBJETIVO: E o grau de crenga do individuo de que o evento ird
ocorrer, baseado em alguma evidéncia disponivel.

Exemplo: Qual a probabilidade de tirar uma nota boa em estatistica, antes de iniciar a prova?
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2.3. Teoremas de Probabilidades. Teorema de Bayes.

*PROBABILIDADE AXIOMATICA: Seja um espaco amostral ¢ P uma funciio real
definida em S, dizemos que P(A) ¢ a probabilidade de A ocorrer, sendo;
0<P(A)<1
P(S)=1

Se A e B s&o mutuamente exclusivos, entdo;
P(A; U A, WAL . UA)=P(A) +P(A,) + P(A)) +... P(A,)

Exemplo: Uma fabrica que tem 100 funcionarios, foi realizada uma pesquisa a respeito de uso
de drogas e problemas de alcoolismo,

tem  \sexo M F totais
problemas \
Nio 35 30 65
Sim 25 10 35
totais 60 40 100

Qual a probabilidade de selecionar um funcionario que seja do sexo feminino?

Qual a probabilidade de selecionar um funcionario que néo seja do sexo feminino?

Qual a probabilidade de seclecionar um funcionaric do sexo masculino que nfo tenha
problemas?

Qual a probabilidade de selecionar uma maquina da empresa do sexo feminino e que tenha
problemas?

*TEOREMA I: Teorema da Soma. Se A e B siio dois eventos quaisquer entio:
P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A " B)

Corolario: Para quaisquer eventos A, B, C temos:
P(AUBUC)=P(A) + PB) +P(C)-P(ANB)-P(ANC)-PBNC)+P(ANBNC)
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* TEORFMA 2: Se A © B entio P(A) < P(B).

B

®

*TEOREMA 3: Probabilidade Condicional. Se A e B sio dois eventos definitos no

espago amostral, a probabilidade de A ocorrer uma vez que B tenha ocorrido sendo denotado
por P(A/B) é obtido por:

p(a/B) = PANB)

P(B)

*TEOREMA 4. Teorema do Produto. Através da definigio de probabilidade
condicional, temos que:

P( A ~B)=P(B).P(A/B)
*EVENTOS INDEPENDENTES.: Se A e B sio independentes se P(A/B) = P(A) ou
P(B/A) = P(B). A ocorréncia de um nio afeta (ou influencia) a ocorréncia do outro.

P(ANnB)=P(B).P(A/B) Como P(A/B) =P(A), entdo:
P(AnB)=P(B).P(A)

No exemplo:

O especialista de recursos humanos escothe um funciondrio do sexo masculino. Qual a
probabilidade de ele ndo ter problemas?

Qual a probabilidade do funcionario ser do sexo feminino e ter problemas? (usando o teor.4)

*TEORIMA 5: Teorema da Probabilidade Total: Sejam A,,A,, ... , A, eventos que
formam um partigfio do espago amostral. Seja B um evento desse espago. Entfo:

P(B) =P(A,). P(B/A,) + P(A,). P(B/A,) +... + P(A). P(B/A,)

* Oseventos { B Ai) e { B Aj)parai==] sio mutuamente exclusivos.
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* Através do teorema do produto, o evento B pode ser decomposto:
PB)=P(A;mnB) U P(A,NB) UP(A;nB)u.. VUP(A NB)

Exemplo: Trés maquinas A, B, C produzem 50%, 30%, 20% respectivamente do total de
pecas de uma fabrica. As percentagens de produgdo defeituosos destas maquinas séo 3%, 4%,
5% respectivamente. Se uma peca & selecionada aleatoriamente, encontre a probabilidade de
ela ser defeituosa.

*TEOREMA DE BAYES. Sejam A, A,, ... , A, eventos que formam uma parti¢do no
espaco amostral. Seja B um evento deste espago. Sejam conhecidos P(A;)e P(B/A;)
ondei=1,2,..., n entdo:

P(Aj/B)= nP(Ai).P(Br’Aj)
S P(AD).P(B/AI)
.+ _P(AJnB)
P(Aj/B) 6

No exemplo: Selecionamos uma pega e constatamos que era defeituosa. Determine a
probabilidade dela ter sido fabricada pela maquina A.
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2.4. Distribuigdes de probabilidade de variaveis aleatorias discretas

*VARIAVEIS ALEATORIAS: Sejam E um experimento € S o espago associado ao
experimento. Uma fun¢do X, que associe cada elemenio em S a um nimero real X(S) €
denominado variavel aleatoria (v.a.).

Exemplo: Numero de caras que ocorrem em dois langamentos de um dados.
S: {CC, CK, KC, KK}
X(8): {0,1,2}

*VALOR ESPERADO E VARIANCIA DE UMA V.A. DISCRET4: Se X é uma varidvel
que pode assumir os valores X, X,, ... , X, € cada um desses valores estiver associado a uma e
s0 uma probabilidade P(x,), P(x,), ... , P(x,)-

O valor esperado de X & E[X] = P(x)x, + P(x)%;, ... +P(x.)%, = > P(xi)xi

i=1

A varidncia de X & VAR[X] = ¥, xi P(Xi)-(EX))’
i=1

Exemplo: Um empreiteiro faz as seguintes estimativas:

prazo de execucdio em dias (X) | probabilidade P(X)
10 dias 0,30
15 dias 0,20
22 dias 0,50

O prazo esperado para execugdo da obra € E[X] = 10x0,3+15x0,2+22x0,5 = 17 dias
A variagiio ¢ dada por VAR[X] = 317-(17)"= 28

*DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE DE UMA V.A. DISCRETA: Sio todos
resultados de uma v.a. discreta e suas respectivas probabilidades.
A fungiio f{X) ¢ a fungdo de probabilidades de uma v.a.d. se, para cada possivel
resultado X temos:

1) AX) >0
2) 3 f(x)=1
3) P(X=x) = f(x)
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*FUNGAQ DISTRIBUICAOQ ACUMULADA (F(X)): E a probabilidade acumulada de
uma v.a.d. somando todas as probabilidades até um ponto X.

F(X)=P(X<x)= 5 f(x;)

i=1
2.5. Distribui¢fio de Probabilidade Binomial:

Usa-se o termo binomial para designar situagGes em que os resultados de uma v.a.
podem ser agrupados em duas categorias, "sucesso” e "fracasso" que si0 mutuamente
exclusivas. A distribui¢fio binomial ¢ til para determinar a probabilidade de certo nimero de
sucessos num conjunto de observacgoes.

*CARACTERISTICAS:

e O experimento consiste em » tentativas em iguais condigdes.

» Cada tentativa tem um resultado, entre dois possiveis: sucesso ou fracasso.

» As probabilidades de sucesso p e de fracasso ¢ = (1-p) permanecem constantes em
todas as tentativas.

» Os resultados sdo independentes uns dos outros.

*CALCULQ : Para calcular uma probabilidade binomial, precisamos especificar:
7 : nimero de tentativas
p - probabilidade de sucesso em cada tentativa

e € necessario observar:
X ; nimero de sucessos (em » tentativas)

Em # tentativas, temos x sucessos com probabilidade p e rn-x fracassos com
probabilidade q. Como nessas n tentativas, ndo tem relevincia a ordem de ocorréncta dos x
sucessos e n-x fracassos. Essa combinacio € dada por:

Cn: n!
%  {(n-—x)k!

De modo que;

n x n—x
P(X=x) = C_p(1-p)

Exemplo: Seja p=0,1 a probabilidade de encontrar um item defeituoso. Em 15 pegas que
tomamos aleatoriamente de uma linha produtiva, temos a probabilidade de obter x = 1, dada
por:

5!
! 0,109 =03432

P(X=1)= 6150,11(]-0,1)15_1=——-~—-—
1 (15— D!
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Para cada valor de X em {0,1,2, ..., 15} temos uma probabilidade, a figura abaixo mostra essas

probabilidades graficamente.

distribui¢ao binomial

03571 &
03+
0,25+
024

015+
probg 4 1 W
0,05+
0 ! T £
0 1234587){89101112131415

.........

*PARAMETRO DA DISTRIBUICAO: A distribuigio a binomial tem por parimetro p (a
probabilidade de sucesso). Seja X € o numero de sucessos, entdo em fungdo deste parametro

podemos calcular;

E[X]=np e VAR[X]=np(1-p)

No exemplo: E[X]=np=10,10x 15= 1,5, logo temos em média 1,5 itens defertuosos nesta

linha produtiva.
VAR[X]=np(1-p)=0,1x15x(1-0,1)=135

2.6. Distribui¢tes de probabilidades de varidveis aleat6rias continuas

*VARIAVEL CONTINUA: Quando uma varidvel pode tomar qualquer valor em

determinado intervalo.

Exemplo: Concavidade de uma lente de contato.

$VALOR ESPERADO E VARIANCIA DE UMA VARIAVEL ALEATORIA
CONTINUA:

e
E[X}]= [ xf(x)dx

—

) , 400
VARIX]=E[x-@E[X) ¢ Elx]= [ =fx)dx

-0
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*DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE DE UMA V.A. CONTINUA: Uma variavel
aleatéria continua pode assumir qualquer valor dentro de um intervalo definido, onde nio
podemos listar todos os valores com suas respectivas probabilidades. A solugdo € construir
uma fungdo densidade de probabilidade (f.d.p.), baseada na fungio f{x) correspondente.

1) .
Plag{x{hb)=area

[

* FUNCAQ DENSIDADE DE PROBABILIDADE: Seja X uma v.a. continua, a fungdo
f(x) é uma funcio densidade de probabilidade se satisfaz as seguintes condi¢oes:

D x>0
+oo
2) | fidx =1

—00

NPX e A= [fix)dx, AcR
A

Observacdes; :
e A probabilidade de X ser exatamente igual a um certo valor especificado x € igual a
zero, isto ¢, P(X=x}=0.

e Sex forumav.a. continua entio Pa<x<b)=P{a<x< b).

» A area abaixo da curva fornece a probabilidade, ndo a f{x).

* FUNCAO DISTRIBUICAQO ACUMULADA Ffx): Se X é uma v.a. continua com
funciio densidade de probabilidade f{X), entdo sua acumulada é:

dF(x)

F(x) = ? fx) dx assim fix) = =

Assim sendo X uma v.a. continua ¢ F(X) sua fun¢io distribuicio acumulada
(f£d.a.) para dois pontos a e & quaisquer teremos:

P( 2 <x <b) =F(b) - F(a)
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2.7. Distribuic¢do de Probabilidade Normat:

A curva normal € conhecida também por curva de Gauss, pois foi ele quem contribuiu
para a sua feoriza¢do. A curva normal esta associada a histogramas similares ao que vemos na
figura abaixo, onde temos uma grande concentragdo em torno de um valor central € a medida
que nos afastamos desse valor (para ambos os lados) a freqiiéncia (ou probabilidade)
ocorréncia do fendmeno vai diminuindo.

*CARACTERISTICAS:

e A curva normal tem forma de sino.

e E simétrica em relagio & média.

® Prolonga-se de -oo até <.

e Cada disiribui¢io normal é especificada por seus pardmetros media (1) que varia de
[ -00,+e0] e o desvio padrio (G) que varia entre {0, +o]. Existe uma curva normal distinta
para cada combinag¢do de ,0.

Curvas com médias diferentes (e mesmo desvio padréo):

Curvas com desvios padrdes diferentes (e mesma média):

a1
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- A area total abaixo da curva é considerada como 100%. Isto &,
P( -0 <x < +w)=1

- Como hd um nimero infinito de valores entre -oc e +2c, a probabilidade de
uma variavel aleatéria normalmente distribuida assumir exatamente um valor Xo € zero.,

P(X=x¢y =9

Xg

- A area sob a curva entre dois pontos € a probabilidade de uma variavel
normalmente distribuida assumir um valor entre dois pontos.

PlagX<h]

Para podermos calcular P(a < x < b) = | f{x) dx, precisamos conhecer f{x) ou f.d.p.
o
da normal.

* FUNCAQ DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE:
Rx)= L ~(x- w226 oo <x< 4o

ov2R

* FUNCAQ DISTRIBUICAQ ACUMULADA: A distribuigdo normal acumulada ¢é
definida como a probabilidade que a variavel normal X é menor ou igual a algum valor "a", ou

P(X<a)=F(a)= ? GJIEE e (x— H)z/zo'z

—o0
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Como a distribui¢io normal varia de local e forma para cada p ¢ ¢, uma padronizagio
¢ tabulagdo foi realizada para a curvanormal com u=0eoc =1,

* DISTRIBUICAO NORMAL PADRAQ: As areas correspondentes as probabilidades
da distribuigio normal padrio estdo tabeladas. A unidade da distribuicgo normal padrdo é
chamada escala z que significa o nimero de desvios a contar da média.

As distribui¢bes com . = 0 efou ¢ # 1, podem ser convertidas para a escala Z usando:
X— UL
Z —_
9]

Como z expressa a localizagio de unidades relativo a média usando o desvio padrio.
Obtemos entfo:

p(X<a)=P(z <2 Hy= &1
O [8)

onde ¢ () é a distribuigio normal acumulada e esta tabelada conforme a tabela anexa.

Note que 68,26% dos valores estdo entre os limites definidos por p + & ; 95,46% dos
valores estdo entre os fimites definidos por | + 20 ; e 99,73% dos valores estio entre os
limites definidos por 1 £+ 30.

¥ i i (i
=3 = K7 i3 AN 2o I3
L o

oo
65,25 %

L -

e
95,46 %

T

RN ER

Exemplo: O didmetro das hastes de metal de um disk drive ¢ normalmente distribuido

com p = 02508 polegadas e o = 0,0005 polegadas. As especificagdes da haste forma
estabelecidas como sendo 0,25 = 0,0015 polegadas. Desejamos determinar a fragiio de hastes
produzidas conforme as especificagdes.

P(0,2485 <x < 0,2515) =DP(x <0,2515) - P(x < 0,2485)

0,2515-0,2508, , 0,2485-0,2508
=3 m00s ¥ 00005
= §(1,40)-§(-4,60) = 0,9192 - 0

)

=0,9192
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LSE=02515

= 02508

2.8 - Aproximacdo da Binomial pela Normal:

Muitas situagOes podem ser convenientemente descritas pela distribuigiio binomial.
0O que ocorre ¢ que muitas vezes temos um grande nimero de observagdes {(n grande),
tornando os calculos muito trabalhosos.

O uso da normal para aproximar a binomial apresenta dificuldade conceitual. A
distribui¢do normal € continua e, enquanto a binomial € discreta. A transi¢do do caso discreto
para o continuo envolve a consideragdo de valores ndo-inteiros associados as variaveis
continuas, mas nio a variaveis discretas.

O problema se resolve atribuindo intervalos da distribuigdio continua para
representar valores inteiros comuns as variaveis discretas. Por exemplo: os valores continuos
de 6,5 ¢ 7,5 se associam ao inteiro 7. Assim para determinar a probabilidade binomial de
exatamente 7 sucessos, deveriamos usar uma aproximagio normal baseada na probabilidade
{area abaixo da curva) entre 6,5 ¢ 7,5.

Exemplo: Numa linha produtiva a proporgéo de defeituosos € 0,4, em 20 itens que tomamos
aleatoriamente da produc@o. A probabilidade de encontrarmos 3 itens defeituosos €:

3 20-3
P(X=3)=(} 0,4 (1-0,4) =0.0124

Como a normal é expressa em fungfio da média e desvio padrio, calculamos:
n=np=20.04=8 e o= np(l—p) = 4/20.0,4.0,6=2,2

"exatamente 3" deve ser interpretado como o intervalo de 2,5 a 3,5 na curva normal.

P(2,5 < X < 3,5) = P(X<3,5) - P(X<2,5)
=P(Z<35-8/22) - P(Z<25-8/22)
=6 (-2,5) - ¢(-2,05)
=0,9938 - 0,9798
=0,0140
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2.9. EXERCICIOS

1) De 120 pessoas que solicitaram emprego, em uma empresa, 50 possuem experiéncia
anterior e 30 possuem um certificado profissional especial, dos quais 13 possuem experiéncia
anterior e o certificado. Qual a probabilidade de um candidato escolhido aleatoriamente

a) ter exper. anterior ou certificado especial,

b) ter certificado, dado que tem experiéneia anterior,

2) Sabendo que 3 maquinas produzem 3 tipos de lente, obtivemos:

tipo lente\ méq m} m2 m3
lente A 3 4 2
lente B 1 3 3
lente C 5 2 3

Escolheu-se uma maquina ao acaso e uma lente ao acaso, verificando-se que € uma lente B.
Qual a probabilidade da lente ter vindo da m1? e da m2?

3) Sejam P(A)=0,5 P(B) =0,4 e P(AUB)=0,7. Pergunta-se se A ¢ B sdo:
(a) mutuamente exclusivos? (b) independentes?

4) O nimero de chamadas telefonicas recebidas por uma telefonista e suas probabilidades para

um intervalo de 3 min sdo:

# chamadas 0 1 2 3 4 5
P(X) 0.6 0.2 0.1 0.04 0.03 0.03

Em média quantas chamadas podem ser esperadas num intervalo de 3 min?

5) Numt lote que tem 2% de defeituosos, foram retiradas 40 pegas, que sera rejeitado se forem
encontradas duas ou mais pegas defeituosas. Qual a probabilidade de rejeitar o lote?

6)Os registros de uma pequena companhia indicam que 40% das faturas por ela emitidas sdo
pagas ap6s o vencimento. De 14 faturas expedidas, determine a probabilidade de:
a)nenhuma ser paga com atraso.
b)no maximo 2 serem pagas com atraso.
¢)pelo menos 3 serem pagas com atraso.
d)uma ser paga em dia. '

7) Uma amostra de 3 m de cabo foi retirada de uma bobina. O cabo tem em média uma falha
por m. Qual a probabilidade de ndo encontrar falha na amostra?

8)Um banco recebe em média 3 cheques sem fundo por dia. Qual a probabilidade de receber 8
cheques sem fundo numa semana de compensagdo?

9) Determine a probabilidade para os seguintes valores de z, tragando a curva e sombreando a
area desejada.

a)entre 0 e 2, b)a esquerda de -1,87

c)a direita de 2,33 d)a esquerda de 1,34

e) entre -0,56 ¢ -0,20 f) a direita de -1,29
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10)Determine os seguintes valores de z para as seguintes areas:
a) 0,5517 - area & esquerda b) 0,0228 - 4rea & esquerda
c) 0,0228 - area a direita d) 0,9750 - area a esquerda

11} A vida util de lavadora de pratos automaticas ¢ de 1,5 anos, com desvio padrio 0,3 anos.
Se os defeitos se distribuem normalmente, qual é a probabilidade de uma lavadora necessitar
conserto antes de expirar o periodo de 1 ano de garantia?

12) O tempo necessario, em uma oficina, para o conserto de transmissdo para certo carro €
normalmente distribuido com média 45 min e desvio padrdo 8 min. O mecanico planeja
comegar o conserto do carro 10 min apds o cliente deixa-lo na oficina, comunicando que o
carro estar pronto em 1 h. Qual a probabifidade de que o cliente tenha que esperar caso o
mecanico esteja enganado e o cliente fique esperando?

13) Sabe-se que o conteiido de uma lata de cerveja é 350 ml e que tem distribuigio
aproximadamente normal com média 350 ml e desvio padrdo 10 ml.

a) que % de latas tem menos que 345 ml de conteudo?

b} que % de latas tem mais que 360 ml de contendo?

14) Uma fabrica de pneus fez um teste para medir o desgaste de seis pneus e verificou que ele
seguia 0 comportamento de uma curva normal com média 48.000 km e desvio padrio de 2.000
km. Calcule a probabilidade de um pneu escolhido ao acaso:

a)Dure mais que 47.000 km?

b) dure entre 45,000 e 51,000 km?

¢) até que quilometragem duram 90% dos pneus?
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3. AMOSTRAGEM e DISTRIBUICOES AMOSTRAIS:
3.1. Introdug&o:

Até o momento, tomamos o conhecimento de alguns modelos probabilisticos que
procuram medir a variabilidade de fendmenos aleatorios de acordo com suas ocorréncias que
eram as distribuiges de probabilidade de varidveis aleatérias.

Na pratica, raramente sabemos qual distribuigdo representa a variavel. Obter a
distribuicio exata de alguma varidvel é muito dispendioso e as vezes impraticavel, pois
teriamos de ter todos elementos da populagio.

Por exemplo, se quiséssemos saber a resisténcia média de uma marca de ldmpada,
teriamos que testar todas as ldmpadas até queimarem,

Assim, a solugdo € selecionar parte dos elementos (amostra), analisi-los e tirar
conclusdes para o todo (populagdo). Este € o objetivo da Estatistica Inferencial.

Logo, Estatistica inferencial ¢ o ramo da estatistica que se preocupa em obter
informagdes sobre o todo a partir de parte deste todo, ou seja, tomar decisdes com base em
dados colhidos de uma amostra.

3.2. Amostragem:

Por falta de tempo e recursos econdmicos raras vezes se estuda individualmente todos
os sujeitos da populacio na qual se estd interessado. Em lugar disso, o pesquisador estuda uma
amostra para generalizar as conclusGes para a populagio.

Para que as nossas conclustes sejam confidveis, é necessario que as amostras sejam
obtidas de processos adequados que garantam a sua representatividade, ou seja, que a amostra
reproduza as mesmas caracteristicas da populacio no que diz respeito as variaveis de interesse.

*AMOSTRA REPRESENTATIVA: E aquela amostra que representa todas as
caracteristicas importantes para o estudo existentes na populagio.

*TECNICAS DE AMOSTRAGEM:

*Probabilisticas: Sio aquelas em que a selecio das unidades € aleatoria de tal
forma que cada elemento da populac@io tem uma probabilidade de pertencer a amostra.

*Ndo Probabilisticas, Sdo aquelas que nfio envolvem aleatoriedade na selegio
dos elementos. Por exemplo; amostras intencionais, em que o especialista escolhe
deliberadamente os elementos da amostra ou amostra de voluntarios.

Para que possamos utilizar as técnicas de inferéncia estatistica é necessario que o
processo de escolha da amostra seja probabilistico, pois somente neste caso podemos avaliar a
probabilidade de erro.
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*TECNICAS DE AMOSTRAGEM PROBABILISTICA:

*Amostragem Aleatoria Simples (a.a.s). Também chamada de casual ou
randOmica. A caracteristica principal é que todos os elementos tém igual probabilidade de
pertencer a amostra. Para garantir que seja aleatério pode-se utilizar a tdbua de numeros
aleatérios que ¢ desprovida de qualquer lei de informagdo.

*Amostragrem Aleatoria Sistematica: Quando os elementos da populagio se
apresentam naturalmente ordenados e a retirada dos elementos ¢ feita periodicamente.

*Amostragem Aleatdria Estratificada: Pode ser utilizada quando existem
subgrupos dentro da populagiio estudada que sdo homogéneos, mas que tem apresentam certas
diferenciagbes entre os subgrupos.

*Amostragem Aleatdria por Conglomerados. Pode ser utilizada quando é
possivel identificar dentro da populagdo subgrupos que representam uma miniatura da
populagdo. Estes subgrupos sfo chamados de conglomerados, diferenciando-se dos estratos
por ndo haver homogeneidade interna (dentro de cada conglomerado os elementos sio td3o
distintos quanto dentro da populag@o).

3.3. Distribui¢do Amostral:

A finalidade da amostragem ¢ obter uma indicagdo do valor de um ou mais pardmetros
de uma populagio, tais como média, varifincia da populagiio ou proporgio.

Quando extraimos aleatoriamente repetidas amostras de uma mesma populagio a
estatistica amostral varia de uma amostra para a outra, chamamos esta variagio de
variabilidade amostral.

O objetivo € saber o quio proximo esta a estatistica amostral do verdadeiro pardmetro.
Para isso trés fatores sdo importantes: O estudo da distribuigdo de probabilidade da estatistica
amostral; o tamanho da amostra (grandes amostras t€m menor variabilidade entre as
estatisticas do que em pequenas amosiras) e ainda a variabilidade na populagdo (populagGes
com muita variabilidade produzem estatisticas amostrais com maior variabilidade).

A variabilidade amostral pode ser expressa em uma distribuicdo de probabilidade que
associa aos possiveis resultados de uma estatistica amostral suas respectivas probabilidades.

*PARAMETROS e ESTATISTICAS:

*Pardmetros sio medidas estatisticas obtidas através do censo para descrever
uma caracteristica da populagdo.

*statisticas sio medidas caracteristicas obtidas através de uma amostra.

Medida Pardmetro Estatistica
Média [t ¥
Desvio padrao o $
Variancia o s
Proporgio 11 p
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3.4. Distribui¢do Amostral das Médias:

Uma distribuigdio amostral das médias indica a probabilidade de ocorréncia de uma
média amostral.

As médias amostrais tendem a agrupar-se em torno da média populacional.

 Distribuigio Amosiral de X

_~ Distribuicio da

[ XX

Distribui¢ao amostral de X - Populagiio Normal

A média das médias amostrais € igual a verdadeira média populacional.

E[X]=p

E o desvio padrdo da distribuigdo amostral das médias sera dado por:
8

O'Eﬁ‘/g

* Teorema do Limite Central:

- Se a populagio sob amostragem tem distribui¢io normal, a distribuigdo das médias amostrais
também sera normal.

- Mesmo que a populagio nio seja considerada distribuicio normal, a distribuicio das médias
amostrais sera aproximadamente normal para grandes amostras.

- x—
xEN(},L,G/\/;) Logo, Z = /M
o)
/n
Exemplo: Uma var, aleatoria X tem distribuicio normal com média 100 e desvio padrio 10.
a) Qua_la P(90 < X< 110)?
b) Se X ¢ a média de uma amostra de 16 elementos retirados dessa populagiio, calcule P( 90<
x<110). B
¢) Que tamanho deveria ter a amostra para que P( 90< X < 110) = 95%.
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3.5 Distribuicdo Amostral das Médias quando ¢ € Desconhecido:

Quando desconhecemos o desvio-padriio populacional utilizamos como estimativa o
valor de s. Desta forma, o desvio-padrio das médias (ou erro padréo) serd dado por:

Para grandes amostras, podemos admitir que a variagfio dos valores observados na
amostra seja semelhante a variagiio da populagdo. Porém, para pequenas amostras isso pode
ndo ser verdadeiro. Neste caso, a distribui¢io adequada é a distribuigdo t-student.

Assim, a estatistica:

(x —p)
)

Jn

~ { — student com n-1 graus de liberdade.

Esta distribuicdo € muito parecida com a distribui¢dio normal, sendo simétrica em torno
da média zero, porém tem mator dispersio comparado com a normal.

A forma da distribviciio t-student depende do tamanho da amostra. Quanto menor o
tamanho da amostra, menor serfio os graus de liberdade e mais dispersa ( "achatada") serd a
curva.

6 z1
Distribui¢zo t ¢ Distribuicdo Normal Reduzida
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3.6. Distribuigio Amostral da Varifncia da Amostra(s*):

A variancia amostral € dada por:

1 =2
205 —x)
SZ =1:1

n—1

Sabendo que a estatistica:
2 _ S Xi TR Y
(v=2x(—)' =2z %
izl © i=1
onde x;, sdo valores aleatorios independentemente retirados de uma populagdo normal de
média u e desvio-padrio ¢ tem distribuigio ;{1 com n-1 graus de liberdade.

Podemos escrever:

—.2 2
x 2(x; —
. =E("‘ " a1t BT ens?
n-1 o2 o2 n—1 o2
(n—1).5% o :
Portanto, a variavel ~——y " temuma distnibuicio ;{2 com n-1 graus de liberdade.
o

Distribmicio 12

3.7 Distribuiciio Amostral do Quociente de Duas Varidncias Amostrais:

Suponhamos que duas amosiras independentes retiradas de populagdes normais

2
. . 2 . . g . P
fornegam varidncias Sf e §,, 0 quociente % tera distribui¢do F de snedecor com ¥,
S

graus de liberdade no numerador € ¥, graus de liberdade no numerador.
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Desta forma,
A

F\"L\G 1
Z:': X VZ

o, |52,

bt g

5%

F5a2q

2,71

[ e

Distribuiciio F de Snedecor

3.8. Distribuicdio Amostral do Numero de Sucessos na amostra ¢ da

Proporcao da amostra:
Do céiculo de probabilidades temos que a distribuicdo amostral do nimero de sucessos

d serd uma distribuigio binomial de pardmetros # e T e assim:

E[d]=nn e VAR[d]=nn(1l-%)
A proporgdo p, que simplesmente é o quociente de 4 pelo tamanho da amostra ».

Aplicando propriedades algébricas, temos que:
1-7
E[p] = % e VAR [p] = ’t—(-—)

Se a amostra » for suficientemente grande, podemos aproximar as distribuicdes de d e
p por distribuiges normais com as respectivas médias e desvios padrSes. Em termos praticos,
em geral, podemos considerar que a amostra serd suficientemente grande, para efeito dessa

aproximacio, se ip = 5 e n(1-p) 2 5.

3.9. EXERCICIOS:
1) Uma populagic {normalmente distribuida) consiste de cinco nimeros: 2,3,6,8,11.
Consideremos todas as amostras possiveis de 2 elementos que dela podemos retirar.

a) Determine a média e o desvio padrio da populagéo.
b) Determine a média das médias amostrais e o desvio padrdo das médias amostrais,

para amostras com reposigio.
¢) Determine a média das médias amostrais e o desvio padrido das medias amostrais,

para amosiras sem reposiao.
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2)Certos amortecedores fabricados por uma empresa tem uma vida média de 800 dias ¢ desvio

padrdo de 60 dias. Determine a probabilidade de que a média de uma amostra aleatoria de 16
amortecedores:

a) esteja entre 770 e 830 dias

b) seja menor que 785 dias.
3) Os pesos de pacotes recebidos por um deposito tem uma média de 150 Kg e um desvio
padrio de 25 Kg. Qual a probabilidade de 25 pacotes, retirados aleatoriamente e carregados
em um elevador, nfio excedem o limite de seguranca deste, que € de 4.100 Kg?

#4)Calcular os valores de t para os quais a area da extremidade direita da distribuicdo t de
Student é de 5%, quando o nimero de graus de liberdade for igual a:
a) 16 b) 27 ¢) 200

5) Se a variavel X tem distribui¢fio t de Student com 10 gl (graus de liberdade) , determinar a
constante K de modo que:

a) P(X>K)=0,05 ¢} P(X <K)=10,30

b) P(-K< X <K)=0,20 d) P(X > K) = 0,90

6) Determinar o valor de x%’gs para os graus de liberdade:
a)s b}18

7) Para uma distribuigio Qui-quadrado (xz) com 12 gl , determine o valor do x2 de modo
que:

a) a 4rea 2 direita desse ponto seja de 5%.

b) a drea a esquerda desse ponto seja de 99%.

8) Para a distribuicéo F ache:
a) o5 com vi=7 e v=15
b) fo025 com vi=15 e vp=
¢) o1 com v;=24 € v;=19
d) fo0s com vi=7 e v;=24
e) fy.00 com v;=28 € v;=12

9) Se si? e s% representam as varidncias amostrais de duas varidveis independentes de
2
: " s
tamanho n,=25 e n,=31 tiradas de populagBes normais, qual a probabilidade de P(—%> 247
2

10) Uma pesquisa de opinido publica numa comunidade mostrou 46% das pessoas sdo
favoraveis a um projeto de lei. Determinar a probabilidade de que a maioria das pessoas , de
um conjunto amostrat de 1000 pessoas, seja favoravel a tal projeto.

11) Um fabricante faz a remessa de 1.000 lotes, de 100 parafusos cada um. Se 5% dos
parafusos sdo defeituosos, em quantos lotes pode-se esperar que existam:

a) Menos que 90 parafusos perfeitos.

b) 98 ou mais parafusos perfeitos.
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4. ESTIMACAO:

O objetivo da infer€ncia estatistica é obter conclusdes a respeito de populagdes através
de uma amostra extraida dessa populagio. Uma varidvel aleatéria € caracterizada por sua
distribuicdo de probabilidade. Em alguns casos, no controle estatistico da qualidade, a
distribuigdo de probabilidade é usada para descrever ou modelar alguma caracteristica de
qualidade, como por exemplo, uma dimens3o critica de um produto ou a propor¢io de
defeitnosos de um processo de manufatura. Assim, estamos interessados em fazer inferéncias a
respeito dos pardmetros da distribuigio de probabilidade. Como estes parametros quase
sempre sdo desconhecidos, iremos estima-los a partir dos dados de uma amostra.

A Estatistica Inferencial compreende a Estimagdo e Teste de hipotese. A estimagido ¢
um processo que consiste em utilizar dados amostrais (retirados segundo amostragem
probabilistica) 2 fim de obter conclusdes sobre os parmetros da populagio que sdo
desconhecidos.

E através da estatistica da amostra representada por um estimador que fornece uma
estimativa dos pardmetros populacionais.

* DEFINICOES:

*  Estimar: Fornecer um valor para algum par@metro populacional
desconhecido, através de dados amosirais.

* Estimador: E uma fungio matematica obtida a partir de elementos da
amostra que serd no processo de estimacgdo o parametro desejado.

* Estimativa. E um valor numérico particular de um estimador, obtido a partir
de dados de uma amostra.

Exemplo: Numa populagdio de municipios do estado desejamos estimar a média de
investimento da receita municipal na 4rea industrial.

Se investigissemos todos municipios teriamos a média populacional (##). Ao
retirarmos uma amostra aleatoria, estariamos estimando a meédia populacional pela média
amostral x. Logo, x ¢ um estimador de y. E uma estimativa seria o valor de x para esta
amostra particular.

4.1. Propriedade dos Estimadores:

* NAO-TENDENCIOSO (ndo-viciado, justo ou nfio viesado): Um estimador € ndo
tendencioso se sua média for igual ao par@metro.

Se extraimos todas as possiveis amostras de mesmo tamanho (n) de uma dnica
populagio e calcularmos para cada uma delas os respectivos valores da estatistica amostral ¢
se a média aritmética destes valores coincidir com o pardmetro, estaremos diante de um
estimador ndo-tendencioso.

Exemplo: E(x) = 4, isso significa dizer que X ¢ um estimador no-tendencioso de 4.

* FFICIENTE: Quando comparamos dois estimadores, dizemos que ¢ eficiente o que
apresentar a menor variancia.
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* SUFICIENTE: Um estimador ¢ suficiente se contém o maximo de informagdes com
referéncia ao pardmetro por ele estimado, ou seja, quando consegue sumarizar, "condensar” a
informago em uma amostra a respeito do pardmetro a ser estimado.

* CONSISTENTE: Entre dois estimadores para o mesmo pardmetro, sera considerado
consistente aquele que for ndo tendencioso € de variancia minima.

ESTIMACAO POR PONTO E POR INTERVALO

A estimagfio pode ser por ponto ou por intervalo. A estimagido por ponto € um valor
obtido pelos calculos sobre os valores observados de uma vardvel que serve como
aproximac@o do pardmetro. A estimagdo por intervalo fornece um intervalo em torno da
estimativa por ponto, de modo que este intervalo tenha uma probabilidade de conter o
parametro.

4.2. Estimac&o por Ponto:

Consiste em fornecer a methor estimativa possivel para o parimetro que sera estimado
através de um linico valor.

Exemplos: 1) A melhor estimador da média populacional £ € X, pois é um estimador ndo
tendencioso, eficiente, suficiente e consistente.

N
2
z (Xi - U-)
2) Sabendo que a varidncia da populagio ¢’ = ii—N-—— poderiamos estima-la
n -2
D | o
por: s =X utilizando X, pois ndo conhecemos i Porém este estimador €
n

tendencioso para O, pois a média dos valores desta estatistica para cada amostra possivel de
tamanho n é diferente de & .

41

Para tornar este estimador ndo tendencioso € necessario multiplica-lo por

i n

z (%~ ;)2 Z(xi '“;)2

i=1 — izl

. n
Teremos, entdo:  §° =
n-1 n n-1

Exemplo: Um pesquisador esta estudando a resisténcia de determinado material sob certas
condicbes. Uma amostra aleatoriamente escolida de 9 elementos forneceu os seguintes
valores: 49 70 81 45 56 68 712 57 62

Estime a média e o desvio-padrdo da resisténcia deste material.
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4.3, ESTIMACAO POR INTERVALO:

A estimagdo por intervalo nos fornece um intervalo de valores centrados na estatistica
amostral, no qual julgamos estar o pardmetro com uma probabilidade conhecida de erro.

Vimos que para uma populagio podemos retirar K amosiras diferentes para um
determinado tamanho de amostra n. Cada amostra possivel tem um valor como estimativa e
cada estimativa fornecera um intervalo diferente para o pardmetro.

Assim, temos uma probabilidade (1-ct) de que o valor do pardmetro esteja contido no
intervalo estimado, chamado nivel de confian¢a. Por esta razio, chamamos de intervalos de
confianga.

O intervalo de confianga dependerd da distribuicio amostral do estimador que foi
utilizado para estimar o pardmetro.

4 4. Estimacio por Intervalo para a Média Populacional:

Sabemos que as médias se distribuem segundo uma distribui¢do normal com média

n
possiveis de se obter de uma populagio.

e desvio-padrdo T Quando retiramos uma amostra, a média X ¢ uma das muitas médias

Assim se adotarmos um nivel de confianga de 95% , poderemos dizer que 95% das
médias amostrais estario dentro de 1,96 erros padréo.

al2 af2

i3

*Irrro Absolito Mdximo de Estimagdo: O erro absoluto maximo de estimagio
diz respeito a diferenga entre a média amostral e a média populacional.

5:|;—,u]

Sabendo que o intervalo de confianga tem centro na média amostral, é determinado da
seguinte maneira:

[;i 6] onde 8=z~o-—
Jn

Quando n < 30 e ¢ desconhecido, usamos a distribui¢io t-student com n-1 graus de

liberdade, sendo &£=1.

Sk
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*CASO 1: INTERVALO DE CONFIANCA PARA MEDIA COM VARIANCIA
POPULACIONAL CONHECIDA.

.- o g - s - - 2
Para uma variavel aleatoria X , com média desconhecida e varidncia conhecida O,

uma amostra aleatoria é retirada e calcula-se x. O intervalo de confianca com nivel de
confianga 1—a € dado por:

X—Zy/ ——=SUSX+ Ly, —

Exemplo: Uma méquina enche pacotes de café com uma varidncia igual a 100 g°. Fla estava
regulada para enché-los com 500g, em média. Agora ela se desregulou, e queremos saber qual
anova média £2. Uma amostra de 25 pacotes apresentou média igual a 485g. Estime a média
por intervalo ao nivel de 95% de confianga:

*CASO 2: INTERVALO DE CONFIANCA PARA MEDIA DE UMA DISTRIBUICAO
NORMAL COM VARIANCIA o DESCONHECIDA.

Suponha que X seja uma variavel aleatoria de uma distribuigio normal com média

. a ) . . . . . qr
desconhecida e varidncia &~ desconhecida, retira-se um amostra aleatoria e calcula-se a média
- . n . X vy N N A
amostral X e a varifincia amostral s~ . Utilizando a dlstrlbuu,‘ao t-student;

e S

sp= x + t
OBS: Quando n > 30, podemos utilizar a distribui¢io normal ou a distribui¢io t-student.

Exemplo: Um pesquisador esta estudando a resisiéncia de um determinado material sob
determinadas condi¢des. Ele sabe que essa variavel é normalmente distribuida. Foi retirado
uma amostra de 9 unidades 4,9 ;7,0 8,1, 4,5, 35,6,6,8,7,2,5,7;6,2.

a) Determine um intervalo de 90% de confianga para a resisténcia média populacional.

b) Determine um intervalo de 95% de confianga. para a resisténcia média populacional,

¢) Verifique os resultados de a) e b), e conclua a respetto do erro de estimag@o e o nivel de
confianca?
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4.5. Estimagdo por Intervalo para a Propor¢do Populacional:

*Intervalo de confianga para a proporgdo: A distribuigio de proporgdes
amostrais indica 0 quio provavel é determinado conjunto de propor¢des amostrais.
Seja, I'l: proporgiio populacional de determinada caracteristica ¢
p: proporgao amostral de dessa caracteristica
entio o parmetro [I de uma distribuicio binomial, por exemplo, a propor¢do de pegas
defeituosas, podera ter em uma amostra de n elementos tomada, "x" observagdes sfo
possuidoras de determinada caracteristica, a proporgio de defeituosos na amostra estimado

X
por p=—.
n

Para n<30 utilizariamos a distribuigdo Binomial, lembrando que a distribuigdo amostral
das proporgdes segue uma distribuigio binomial conforme discutido no capitulo 5.

Quando n>30 e p>0,1, poderemos usar a distribuicdo normal como aproximagdo da
binomial resultando no intervalo de confianga:

[p(1- [p(1—
P—Zys P( p)S_l'ISp+Za/ p(1- p)
72 i 72 n

Exemplo: Numa pesquisa de mercado, 400 pessoas foram entrevistadas sobre determinado
produto e 60% destas pessoas preferiam a marca A. Estime um intervalo de 95% de confianca
para a propor¢io populacional das pessoas que preferem a marca A.

4 6 Tamanho minimo da amostra:

*PARA ESTIMAR MEDIA POPULACIONAL: Para determinarmos o tamanho da
amostra, dependemos dos seguintes fatores:
* O nivel de confianca a ser utilizado na estimagiio,
* () valor da varidncia absoluta da variavel;
* () erro absoluto maximo de estimagéo:
* O custo financeiro de pesquisa
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Quando conhecemos a varidncia populacional, podemos usar a seguinte formula:
o o
Z2%c?

82

n

Exemplo: Qual o tamanho da amostra necessario para estimar a média de uma populagdo cujo
desvio-padrdo é aproximadamente 4 mm, com 98% de confianga e precisio de 0,5 mm?

Sem conhecimento da variabilidade populacional estimamos a varidncia populacional
através de uma amostra piloto de tamanho arbitrario. Assim:

Exemplo; Foram realizadas 20 medidas do tempo gasto (em minutos) para se fabricar um
componente industrial como uma amostra piloto, com o objetivo de estimarmos o tempo
meédio de produgio(populacional), obtendo-se:

13 15 12 14 17 15 16 15 14 16
17 14 16 15 15 13 14 15 16 15

Verifique se estes dados sdo suficientes para estimar a média populacional com 95 %
de confianga e precisio de 30 seg. Caso ndo for suficiente, qual € o tamanho de amostra
complementar?

*PARA ESTIMAR A PROPORCAO POPULACIONAL: Analogamente ao caso da
média tém-se:

Zq/2 . .
n=%.p. (1- .p
>

~

onde, p é a proporgdo populacional ou alguma idéia da mesma obtida em estudos anteriores

similares. Caso ndio se saiba o valor de p, podemos estimé-lo através de uma amostra piloto n'
ou usar p = 0,35.

Exemplo 1: Qual o tamanho de amostra suficiente para se estimar a proporcéo de defeituosos
fornecidos por uma maquina, com precisio de 0,02 e 95% de confianga, sabendo que a
propor¢do ndo é superior a 20%?
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4.7. EXERCICIOS

1)A distribuicdo dos didmetros de parafusos produzidos por uma certa maquina é
normal, com desvio padrdo igual a 0,17 min. Uma amostra de seis parafusos retiradas ao acaso
da produgdo apresentou os seguintes didmetros {em mm): 254 ; 25,2 ; 25,6 ; 25,3 ; 25,0 ;
25,4, Estime a média da populagfio e interprete.Construa o intervalo de 95 % de confianga
para a média,

2) A empresa ABC enviou um questionario a uma amostra aleatoria de clientes
perguntando qual seria sua presumivel necessidade de um certo produto no semestre seguinte.
A partir dos dados estime (a) a média (b) o desvio padrio (c) a proporgdo de clientes que
necessitam mais que 12 unidades deste produto.

unidades Empresas
5 10
6 14
7 16
8 15
9 12
10 7
11 6
12 6
13 6
14 8

3) Solicitou-se a 100 estudantes de um colégio que anotassem suas despesas com
alimentagiio e bebidas no periodo de uma semana. O resultado foi uma despesa média de R$ 40
e desvio-padrdo R$ 10. Construa o intervalo de 98% de confinga para a média.

4) Em quatro leituras experimentais de um comercial de 30 segundos, um locutor levou
em média 29,2 segundos com VARIANCIA de 5,76 segundosZ. Construa o intervalo de
confianga para a média com 90% de confianga.

5) Uma amostra de 300 habitantes de uma cidade mostrou que 180 desejavam agua
florada. Encontre os limites de confianga 90% e 95% para a propor¢do da populagio
favoravel a fluoragdo.

6) Uma amostra de 50 bicicletas, de um estoque de 400, acusou 7 bicicletas com pneus
VazIos.
a) Estime o numero de bicicletas com pneus vazios no estogue.
b) Construa o intervalo de confianca de 99% para a proporgdo de bicicletas com pneus vazios.
¢) Se o reparo de cada bicicleta com pneu vazio leva 15 minutos, qual seria o tempo esperado
de reparo dos pneus vazios do estoque?

7) Numa pesquisa de mercado, 57 das 150 pessoas entrevistadas afirmam que seriam
compradoras de certo produto a ser langado. Essa amostra € suficiente para estimar a
proporgdo real de futuros compradores, com uma precisdo de 0,08 e confianga 95%?
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5.TESTE DE HIPOTESE PARAMETRICO:

* A estimagdo € feita com base um uma variavel convenientemente escothida, fun¢do
dos elementos da amostra, a qual denominamos estimadores.

* A segunda aplicacdio da teoria de amostragem consiste em verificar uma declaragdo
feita sobre um pardmetro populacional.

Vamos supor que existe uma hipotese que serd testada com base nos resultados
amostrais, sendo aceita ou rejeitada.

5.1. Hipotese Estatistica:

Hipotese em estatistica é uma suposigio formulada a respeito dos pardmetros de uma
distribuigio de probabilidade de uma ou mais populages.

Esta hipotese sera testada com base em resultados amostrais, sendo aceita ou rejeitada.
Ela somente ser4 rejeitada se o resultado da amostra for claramente improvavel de ocorrer
quando a hipotese for verdadeira.

Consideremos Ho a hipotese existente, a ser testada e H1 a hipotese alternativa,
complementar de Ho. O teste pode levar a aceitagio ou rejeigdo de Ho que corresponde,
respectivamente a negacio ou afirmagao de H1.

Exemplo: Suponhamos que uma inddstria compre de certo fabricante parafusos cuja a
carga média de ruptura por tragdo ¢ especificada em 50 Kg, o desvio-padrio das cargas de
ruptura é suposto ser igual a 4 Kg. O comprador deseja verificar se um grande lote de
parafusos recebidos deve ser considerado satisfatério, no entanto existe alguma razdo para se
temer que a carga média de ruptura seja eventualmente inferior & 50 Kg. Se for superior ndo
preocupa o comprador pois neste caso os parafusos senam de melhor qualidade que a
especificada. Neste exemplo, a hipotese do comprador € que a carga média da ruptura é
inferior a 50 Kg,

O comprador pode ter o seguinte critério para decidir s¢ compra ou ndo o lote: Resolve
tomar uma amostra aleatoria simples de 25 parafusos e submeté-los ao ensaio de ruptura.

Se a carga média de ruptura observada nesta amostra for maior que 48 Kg ele
comprara o lote, caso contrario se recusara a comprar.

5.2. Passos para realizar um Teste de Hipotese:
1. HIPOTESES:
# Hipétese Nula (Ho): E um valor suposto para um pardmetro. No exemplo acima, Ho: y=50.

# Hipotese Alternativa(H,) : E uma hipétese que contraria a hipotese nula, complementar de
Ho, no exemplo, H1: pu <50,

ou seja,
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Ho: u=50
Hi: p<30

Supondo H, verdadeira, x da amostra aleatéria de 25 valores sers uma v.a com média

7;‘.

também de 50 Kg e desvio padrio

4
No exemplo, © e 0.8

V25 7

Sabemos que x & aproximadamente normal, entio podemos calcular a probabilidade de
obtermos um valor inferior a 48.

P(x <a9)= P < B2 - ez < 2,9) = 00062
/n ’

Existe pois uma probabilidade de 0,0062 de que, mesmo sendo a hipdtese Hp

verdadeira, x assuma um valor na regido que leva a rejei¢do de Hy, conforme critério adotado
anteriormente.

= Nivel de significincia de um Teste:

Ea probabilidade méaxima de rejeitar Ho. Se, por exemplo, utilizarmos o nivel de
significincia de 5% a hipétese nula (Ho) sera rejeitada, somente se o resultado da amostra for
tdo diferente do valor suposto que uma diferenga igual ou maior ocorreria com uma
probabilidade maxima de 0,05.

Na pratica, o valor de a é fixo. (Normalmente o = 0,01 ou 0,05 ou 0,10.)

No exemplo, fixado o = 0,05, levaria a rejeigdo de Ho, pois 0,0062 < 0,05,

* Uma outra maneira de tomar-se uma decis@io é comparar o valor tabelado com a
estatistica do teste.

2. ESTATISTICA DO TESTE:

E o valor calculado a partir da amostra que sera usado na tomada de deciséo.
No exemplo, Ze = -2,5.

Zeac = valor da estimativa - valor alegado para o pardmetro
desvio-padrio do estimador
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3. REGIAO CRITICA:

Regido onde os valores da estatistica dos teste levam a rejeicio da hipdtese nuia. A
sua area € igual ao nivel de significancia, e sua dire¢io ¢ a mesma da hipotese alternativa.

Unilateral a esquerda: Hy: 1 =50
Hy:p<50

Unilateral a direita: Hy: =50
Hy: p>50

Bilateral: Hg: 1= 50
Hpi:p=50

4. REGRA DE DECISAO:

Se o valor da estatistica do teste cair denfro da regido critica, rejeita-se Hy. Ao rejeitar
a hipotese nula (Hp) existe uma forte evidéncia de sua falsidade.

Ao contrario, quando aceitamos, dizemos que nfio houve evidéncia amostral
significativa no sentido de permitir a rejei¢io de Ho.

3. CONCLUSAO:

O que significa, na situagao de pesquisa, aceitar ou rejeitar Ho.

5.3. Tipos de erros:

Pelo fato de estarmos usando resultados amostrals para fazermos inferéncia sobre a
populacdo, estamos sujeito a erros.

Digamos que existe uma probabilidade ¢ de que mesmo sendo Ho verdadeiro, x
assuma um valor que leva Z.. & rejeigdo de Ho.

Neste caso, no exemplo, o comprador irta cometer o erro do tipo I € a conseqiiéncia
serta de no comprar um lote satisfatorio.
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Porém se Ho fosse considerada verdadeira e na realidade p < 50, ¢ x levasse &

rejei¢do de Hy, o comprador cometera o erro do tipo II, a qual consiste em aceitar Ho, seado
ela falsa.

As probabilidades desses erros sio chamadas o e [3 respectivamente.
o = P(erro tipo I) = P(rejeitar Hy/ Hg é verdadeiro)

§ = P(erro tipo II) = P(aceitar Hy/ Hy é falso)

REALIDADE
DECISAO H, verdadeira H, falsa
Aceitar Hy Decisdo Correta | Erro do tipo II
(1- ) p
Rejettar Hp Erro do tipoI | Decisdo Correta
o (-B)

»i

Erros tipo L e tipo H

A probalidade de erro tipo I € determinada pelo pesquisador, mas para determinar a
probabilidade de erro tipo II, devemos considerar a hipdtese nula como falsa e, entdo
determinar qual a verdadeira distribuigdo da caracteristica em estudo.

Exemplo: O peso médio de litros de leite enchidas em uma linha de produgdo estd sendo
estudado. O padrio prevé um conteido médio de 1000 ml por embalagem. Sabe-se que o
desvio padrdo ¢ de 10 ml.

Para encontrar a probabilidade de erro tipo I, quando testamos a média néio ser igual a
1000 mt ao nivel de 5% de significdncia com 4 unidades amostrais, e sendo o real contetido
médio da embalagem de 1012 ml, temos:
Hy: p = 1000
Hj: p #1000

P (erro tipo II) = P (aceitar Ho/ Hy € falsa) =7

Zon=Zog2s = 1,96
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x — 1000 —
1,96 = <> Xx=100938

10/44

M1

1000 1009,8 1012

Erros tipo L e tipe I

P (aceitar Hy/ Hyé falsa) =P (x < 1009,8 / u = 1012)

x—u . 1009.8-1012

c,ff 10/+/4

=P (Z<-0,44)=0,33

=P(

Ou seja, a probabilidade de nfio rejeitarmos Ho, quando a média real da embalagem é
de 1012 ml é de 0,33. A partir dessa informagdo podemos obter o poder do teste ¢ de
1-B=1-033=0,67.

5.4. Teste de Hipotese para uma Média:

*ESTATISTICA DO TESTE:
¢ conhecido: o desconhecido:
Tamanho de Amostra:
X
n> 30

/ /f

O,
X

n <30 /\F /\[‘

Comparamos com um t tabelado da distribuigdo t-student com n-1 graus de liberdade ¢
nivel de significincia .
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Exemplo [:

A resisténcia & tragdo do ago inoxidavel produzido numa certa usina permanecia
estivel, com uma resisténcia média de 72 Kg/mm’ e um desvio padrio de 2,0 Kg/mm®.
Recentemente, a maquina foi ajustada. A fim de determinar o efeito do ajuste, 10 amostras
foram testadas. As resisténcias médias sio apresentadas a seguir.

X: (Ke/mm? ): 76,2 78,3 76,4 74,7 72.6 78,4 75,7 70,2 73,3 742.

Presuma que o desvio padrio seja 0 mesmo que antes do ajuste. Podemos concluir que

o ajuste mudou a resisténcia a tragdo de ago? (Adote 5% de significancia)

5.5.Teste de Hipotese para comparagdo de duas médias (Independentes):

*SUPOSIC@ES:
. o":‘ e O‘i desconhecidos e

2,
S,

*HIPOTESES:
Hy: =49
Hyi: p=py ou Hypg>py ou Hpgg<tn

*ESTATISTICA DO TESTE:
— — 2 2
(x1 = X2~ ~ 1) 208, Te2-D.8
cal \/s%).( Vo ) onde 42
1 /72

2, e i s .
§p ¢avaridncia ponderada das varidncias amostrais.

*TOMADA DE DECISAO:

Comparar o valor da estatistica do teste t.. com o valor tabelado Tup com nj+np-2
graus de liberdade.

Exemplo: Sejam as amostras obtidas aleatoriamente de dois tipos de cabo de ago em relagdo a
carga de ruptura, Ao nivel de 2,5% de significdncia, pode-se conchuir que o cabo do tipo I
sejam mais resistentes que o do tipo 11?

Carga de ruptura Kgf’ Tipo I. 760, 755, 758, 761, 755
Tipo IT: 758, 748, 757, 753, 755

Sabendo que as varidncias amostrais siio 7,7 e 15,7 respectivamente e assumidas como iguais.
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5.6. Teste de Hip6tese para uma Varidncia Populacional:

*HIPOTESES:
Hq:: 02 = O'%
2 2
H1Z G > 0-0

*ESTATISTICA DO TESTE:

Sendo Normal a distribui¢io da populagéo, a estatistica do teste serd dada por:

2 (n— 1).s2
An-1< 2
Co
*TOMADA DE DECISAO:

2 2
Rejeitamos Ho quando:  Xegie ~ Xtab

Se o teste for unilateral inferior:
Hy o' = O‘z0
Hli 0'2 < O'(?;

2 2
Rejeitamos Ho se: Xeqle < Xp—1:1-a

Se o feste for bilateral:

H{)'.O'ZZO'EI
Hu o # O,

. . 2 2 2 2
Rejeitamos Ho se: Y g < Xp-1,1-a/2 9% Xcale ~ Xn-1,0/2

Exemplo:

Uma amostra de 10 elementos extraida de uma populagio suposta normal forneceu variancia
igual a 12,4. O resuitado é suficiente para se concluir, ao nivel de 5% de significincia que a
varidncia desta populagao € inferior a 257
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5.7. Teste de Hipotese para duas Varidncias Populacionais:

*HIPOTESES:

Hy: & =

2
1
H]I O-;<

Q.9

Sabendo que a distribuigdio amostral do quociente de duas varidncias Sf e .5'22 é uma
F-snedecor, entdo, supondo H, verdadeira:
5,
s
-— v//

2
(m —l))‘x m -1 B 312

Ey

s

1-Luaa 7 2 2 2
(0'//(”2 _1))-')5 -1 52

. 2 - ;s 2
Sendo H, verdadeiro, devemos esperar que o valor de §; esteja proximo de S, € o

2

AY
quociente estard proximo de 1. Desta forma, rejeitamos Hy se —12 for significantemente
2

Ln

superior a 1.
*ESTATISTICA DO TESTE:

A estatistica do teste sera o quociente das estimativas de Sf e S:. ( Sl2 >S§ )

2
§1
F, cale = )
52
*TOMADA DE DECISAO:

Compara-se o valor da estatistica do teste com  Fyyp ~ Fin-1m-Ll-a)

Rejeitamos Hose: Fegre < Fygp -

Se o feste for bilateral:

I-Ig:o‘f=0',i
H1:Of¢0§

Rejeitamos Ho se!  Frgpe < Fpi—n2-L1-0/2 o4 Fegle > Ful-Ln2-1,0/2 OV



Introdugiio 2 Estatistica

h
Lad

Se o teste for unilateral ¢ direita:

He 0} = O
H]IO‘?>0§

Rejeitamos Ho se: Fogr > Fy1_1 21,0

Exemplo 1.

Dois programas de treinamento de funcionarios foram efetuados. Os 21 funcionérios
treinados no programa antigo apresentaram uma varidncia 146 em suas taxas de erro. No novo
programa, 13 funcionérios apresentaram uma variancia de 200. Fixando um nivel de
significincia o= 0,05, pode-se concluir que a varidncia ¢ diferente para os dois programas?

Exemplo 2:

Uma empresa esta estudando duas marcas de pneus A e B. testou 11 pneus de cada
marca, quanto a durabilidade, e constatou: para a marca A uma média de 23.600 Km ¢ um
desvio-padriio de 3.200 Km, e, para a marca B, uma média de 24.800 Km e um desvio-padrdo
de 3.700 Km. Ao nivel de 5%, testar a hipdtese de igualdade das varidncias populacionais,
contra a alternativa da varidncia de A ser menor que a varidncia de B.
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5.8. Teste de Hipotese para uma Proporc#o Populacional:

Consideramos o problema de testar a hipotese que a proporgdo de sucessos de algum
experimento binomial seja igual a um certo valor.

*HIPOTESES:

He: T1=11y
H;: IT#I1, (ou unilateral)

*ESTATISTICA DO TESTE:
f

Uma estatistica apropriada a qual basearemos nosso critério de decisfo é p ==+ onde
n
fi é o nimero de elementos portadores de determinada caracteristica ¢ n € o nimero de

elementos da amostra.

A aproximaggo normal é usada para "n grande”, sendo a estatistica do teste:

p-Ilg

7o
cale f(ﬂo(l—no)
H

Exemplo: Um comprador, ao receber de um fornecedor um grande lote de pegas, decidiu
inspecionar 200 delas. Decidiu também que o lote serd aceito se ficar convencido ao nivel 5%
de significancia que a proporgio de defeituosos seja no maximo 4%. Qual sera sua decisio
(aceitar ou rejeitar o lote) se, na amostra foram encontradas 11 pegas defertuosas?
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5.9 Exercicios:

1. Defina sumariamente:

a. Erro tipo I c. valor critico
b. nivel de significincia d. estatistica do teste

2. Explique a relagdo existente entre;

a. Amostragem aleatoéria e distribuicfio amostral
b. A probabilidade do erro do tipo I € a regifo critica

3. O que significa rejeitar a hipotese nula?
4. A acettac@o da hipotese nula significa que ela esteja correta?

5. Estabeleca a hipdtese nula a hip6tese alternativa para as seguintes situagdes:

a) Um fornecedor afirma que o tempo de vida da marca de bateria que ele comercializa € maior
que 3 meses.

b) Um engenheiro desconfia que um torno eletronico esta fora do ajuste produzindo eixos com
didmetro diferente do especificado que é de 2,54.

¢} Um fabricante acha que o consumo de um certo modelo de eletrodoméstico é inferior a 20
watts.

6. A resisténcia dos cabos fabnicados por determinada companhia acusam média de 1800
libras e desvio-padrdo de 100 libras. Adotando-se uma nova técnica de fabricagdo espera-se
aumentar essa resisténeia. Para testar tal hipotese selecionou-se uma amostra de 50 cabos
fabricados pelo novo processo, obtendo-se uma resisténcia média de 1850 libras. Pode-se
aceitar a hipétese ao nivel de significincia de 0,017

7. Um fabricante de conservas anuncia que o conteitdo liquido de uma lata de seu produto € de
200 gramas com um desvio padriio de 40 gramas. A fiscalizagfio de pesos e medidas investigou
uma amostra aleatoria de 64 latas, verificando que Z x=127.360. Fixado o nivel de

significincia de 0,05, deverd o fabricante ser multado por ndo efetuar a venda do produto
conforme anuncia?

8. Numa amostra de 10 limpadas elétricas produzidas por uma empresa verificou-se que seu
tempo médio de duracio foi calculado em 490h e desvio-padrio de 12h. Fixado o nivel de
significincia de 0,05, realize um teste para verificar se o tempo médio é diferente de 500
horas?
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9. Certa organizagdo médica afirma que uma nova vacina é de qualidade superior a até entdo
existente, que ¢ 80% eficaz para curar certa enfermidade num determinado prazo. Examinada
uma amostra de 100 pessoas que sofriam da referida doenca, 86 ficaram curadas com a nova
vacina . Fixado o nivel de significincia de 5% , verifique a aceitabilidade da afirmativa daquela
organizagao.

10. O produtor de certa marca de cigarro afirma que a quantidade média de nicotina por
cigarro € de 23 mg. Um interessado resolveu selecionar uma amostra aleatéria de 6 cigarros
desta marca, obtendo quantidade média de 25 mg e desvio padrdo de 2,19 mg. Diante de tal
pesquisa & possivel que o produtor seja denunciado por falsa publicidade de nivel tedrico?
Utilize um nivel de 5% e suponha normalidade da populagiic.

11. Os produtores de um programa de televisio acham que devem modifica-lo caso sua
assisténcia regular seja inferior a um quarto de possuidores de aparethos receptores. Uma
pesquisa feita em 400 domicilios mostrou que em 80 deles o programa era assistido. Qual
deve ser a decisdo dos produtores se estdo dispostos a correr um risco de 5% de modificar o
programa sem que, diante da premissa inicial, 1ss0 seja necessario?

13. Para verificar a eficacia de uma nova droga injetadas em 72 ratos, obteve-se a seguinte
tabela:

Tamanho da amostral varidncia

Machos 41 43,2

Fémeas 31 29.5

Testar a igualdade de varifncias considerando nivel de significdncia de 10%.

12. Uma fabrica de embalagens para produtos quimicos precisa escolher entre suas técnicas de
combate a corrosio de suas latas especiais. Uma amostra de 15 latas tratadas com a técnica
“A” resultou em corrosio média de 48 com desvio-padrio 10. Qutra amostra de 12 latas
submetidas a técnica “B” produziu corrosfio média 52 com desvio-padréo 15. Ha significativa
diferenca entre as duas técnicas? Utilize 5%.

13. Um empresario acredita que ha diferenga significativa no tempo que homens ¢ mulheres
gastam para realizar determinada tarefa. Selecionou uma amostra de cada grupo e anotou o
tempo gasto, em minutos, conforme abaixo. SupOe-se distribuigdo normal para o tempo:

Homens; 5-15- 10- 20~ 7-15
Mulheres: 10- 15- 22~ 20- 10- 7

14, Para uma amostra de 10 ldmpadas , a vida 0til média foi de 4.000 horas com desvio
padrdo de 200 horas. Para outra marca, uma amostra de 8 [impadas acusou média de 4300
com desvio padrio de 250. Supde-se que a vida 1til esteja normalmente distribuida. Realize um
teste para comparar as duas marcas com 1% de significéincia,
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6. ANALISE DE VARIANCIA

E a técnica usada para verificar estatisticamente se duas ou mais médias sfo iguais, isto
é, se provem de populagdes com mesma média. E uma técnica muito poderosa para poder
identificar diferengas entre médias populacionais devidas & varias causas atuando
simultaneamente sobre os elementos da popula¢do. Vamos abordar apenas o caso quando pode
haver uma possivel causa, ou seja apenas uma fonte de variagio (caso ANOVA),

A analise de varidncia € uma extensio natural do teste de hipoteses onde passamos a
verificar se a média de & amostras podem ser ou nio consideradas iguais.

Por exemplo, os dados abaixo se referem a um teste realizado para determinar se a
quilometragem € a mesma em quatro marcas de gasolina.

marca da gasolina
observagdo 1 2 3 4
1 15,1 14,9 15,4 15,6
2 15,0 15,2 15,2 15,5
3 14,9 14,9 16,1 158
4 15,7 14,8 15,3 15,3
5 15,4 14,9 15,2 15,7
6 15,1 15,3 15,2 15,7
total das amostras 91,2 90,0 924 93,6
meédias amostrais 15,2 15,0 154 156
variancias amostras 0,088 0,040 0,124 0,032

Note que n&o hi duas médias amostrais iguais. A analise de variincia pode ser uttlizada
‘para determinar se as médias amostrais sugerem diferengas efetivas entre as quilometragens, ou
se tais diferencas decorrem apenas da variabilidade amostral.

Podemos entdo formular as hipoteses nula e alternativa:
Hy: as médias das populagdes sdo todas iguais, ( Ho: 1 = po = 3 = py)
H;: as médias das populagdes nio sdo iguais.( no minimo uma ¢ diferente).

O teste se baseia em uma amostra extraida de cada populagio (marca da gasolina, no
exemplo). Se o teste (andlise de varidncia) nos levar a:

e Aceitar a hipétese de nulidade, concluiremos que as diferencas observadas
entre as médias amostrais sdo devidas a variagdes aleatorias nas amostras (€ assim, que as
médias populacionais das quatro marcas sdo iguais).

o Rejeitar a hipotese de nulidade, concluiremos que as diferencas observadas
sdo demasiadamente grandes para serem devidas apenas ao acaso (e assim, que as médias
das populagdes ndo sdo iguais).
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6.1.Suposicdes

Para aplicar a analise de varidncias as suposi¢des que seguem devem ser satisfeitas:
1. As varidncias populacionais sdo iguats: 0"12 = o'% = c% =..= G%
2. Cada populagiio tem distribui¢io normal
3. As amostras devem ser aleatorias e independentes.

6.2.Célculos iniciais da Andlise de Varidncia

Vamos usar a notagido segundo a qual x; (1=1,2,...k,)=1.2,...,n) é 0 j-ésimo valor da
i-ésima amostra de n elementos.

elementos\amostras 1 2 . k
Xi1 X21 Xy
Xi2 X X2
J X1 X2 Xl
Xin Xzn - Xkn
z T, T, - Tk
Sendo que:

A
T,= % Xj; = soma dos valores da amostra i

j=1
)

Q= > Xj; =soma dos quadrados dos valores da amostra i

j=1

k n

T= >T;= 3 2 Xy = soma total dos valores

i= i=1j=1

k n

n
Y0;= 3 ¥ xiz- = soma total dos quadrados dos valores

Q
i=1 i=1j=1 7

x; = T; /n=média da amostra i

x = T/nk=média de todos os valores
No exemplo temos que:

T,= soma dos valores da amostra 1 ¢ 91,2

To= soma dos valores da amostra 2 €

Ts= soma dos valores da amostra 3 ¢

T,= soma dos valores da amostra 4 ¢
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Q.= soma dos quadrados dos valores da amostra 1 é:

(1517 +(15,0)2 +(14,9)2 +(15,7) +(154)% +(15,1)°= 1386,68
Q.= soma dos quadrados dos valores da amostra 2 ¢

Q5= soma dos quadrados dos valores da amostra 3 ¢:

Q.= soma dos quadrados dos valores da amostra 4 &:

T=T]+T2+T3+T4‘_—'91,2+ + -+ =

Q=0Q1+ Qx+Q; +Q,=1386,68 + + + -

x = T) /n= média da amostra 1 = 91,2/ 6 =152
%, = T /n=média da amostra 2 =

x3 = I3 /n=média da amostra 3 =

%, = Iy /n=média da amostra 4 =

x = T/nk=média de todos os valores= /64 = /24=

6.3.Decomposicio das Variacdes

A analise de vanidncia como o proprio nome diz , é um teste que analisa as variagOes
entre as médias utilizando as varidncias. Para fazer isto, decompdem-se a variagdo total em
variagdo entre as amostras (variagdes explicadas) e as variagBes entre as amostras (variagbes
aleatorias).

Para realizar a analise de varidncia baseia-se que, sendo a hipotese nula Hy verdadeira,
essa trés variagGes podem ser utilizadas para estimar o

* VARIACAQ TOTAL: Levando em conta que a suposigio de que as varidncias
populacionais s3o 1guais e as médias sao iguais se Hp € verdadeira, entdo podemos estimar a
varidncia fundindo as k amostras em uma s6. Sendo que:

k % =\2
Lif 9
sz=i=1j=1 y _ Q~[T2/nk]
! nk—1 nk —1

O numerador da expressdo acima é conhecido como SQT = soma de quadrados total.
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Para 0 exemplo das marcas de gasolina temos como estimativa da variagdo total:

2. Q-T2 /nk]
! nk—1

* VARIACAO ENTRE AMOSTRAS: Vimos acima que, sendo verdadeira a hipotese HO,
podemos considerar todos os valore x; como provemientes de uma Gnica populagfo. nas

mesmas condi¢gdes podemos considerar as médias x; das k amostras como uma amostra de k

valores retirados da populagio dos possivels valores de x. Ora, sabemos da teoria da
distribuicdo amostral que a populagdo de valores de x ¢ normalmente distribuida com
varidncia &2 / n . Logo, a varidncia da amostra formada pelos k valores x; estima o2 / n.

temos pois, a segunda estimativa de 6° , que sera n vezes a variancia dessa amostra, ou seja,

5 (x_,-~§)2 [%(1}2 /n)}(ﬁ/nk)
i=1 _

o i=l
=n,

e k-1 k-1

O numerador da expressio acima é conhecido como SQE = soma de quadrados entre
amostras.

Para o exemplo das marcas de gasolina temos como estimativa da variagdo entre as amostras:

[%(T? /n)}—(rz/nk)
i=1

2=

k~1

* VARIACAQ RESIDUAL: Evidentemente a varidncia o pode ser também estimada
individualmente a partir dos elementos de cada uma das k amostras disponiveis, ou seja, dentro
de cada amostra, Terlamos portanto, k estimativas individuais de o todas validas,
independente da veracidade ou ndo de Hy. Através de uma estimativa ponderada podemos
construir uma estimativa tnica de o° combinando as k estimativas. Cada amostra individual

fornecera uma estimativa, dada por:

B o

n—1 n—1

Sendo as amostras de mesmo tamanho, a estimativa resultante para o comjumto de amostras
serd a média aritmética das k estimativas individuats, ou seja,
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k s
>si Q-3 (r?/n)
§2=i=l __ i=]
N k(n-1)

O numerador da expressdo acima é conhecido como SQR = soma de quadrados dos
residuos.

Para o exemplo das marcas de gasolina temos como estimativa da variagdo residual:

s2= _

Obs.: Uma vez que a variagdo total € a composicio entre a variacio entre as amostras e a
variacio residual, podemos escrever SQR = SQT - SQE.

6.4. Tomada de Decisdo: a Tabela F

A estimativa de sg serd uma estimativa niio viciada de o” apenas se H, for verdadeira,

pois se isso ndo ocorrer, os desvios esperados (x,' —x) serdo maiores que os desvios

(E; - },L) superestimando o

Sendo assim podemos comparar as duas estimativas da varidncia através do teste F,
que é a razdo entre a “variagfo entre” e a “variagdo deniro”. Em outras palavras a estatistica
do teste consiste em:

Se
2
Sy

Fcalc=

Se H, for verdadeira, ambas as estimativas de 6~ (entre amostras e residual) serfio ndo
viciadas e o valor do quociente entre elas serd proximo de 1. Por outro lado, se o valor de F

for elevado, poderemos concluir que sg superestima ¢ e podemos rejeitar H,

Em outras palavras, o teste F sera conduzido com k-1 graus de liberdade no numerador
e k(n-1) graus de liberdade no denominador ou seja, Ho sera rejeitada se Feale™ Fk-1); k(n-
1), » onde ¢ ¢ o nivel de significancia escothido para o teste.

Como conhecemos §2= 0,402 ¢ 52= 0,071 entéio temos que Feye = 5,70.

Fixando ¢¢=0,05 olhamos na tabela o valor de Fra.1y, 46-1), 0,05 = Fa;2005 = 3,10
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F 3,20

50y

aren de aceikigio / ireade rejeigdo

t 1 3.10 -

DHserfhmgtio F de Snedecor

Decisdo: Como Fee > Fi , isto € 5,70 > 3,10 entdo rejeitamos HO ao nivel de 5% de
significancia.

Conclusdio: A quilometragem média desenvolvida por pelo menos uma das marcas de
gasolina ndo é igual as demais ao nivel de 5% de significancia.

6.5.Tabela da Analise de Variancia

Ao se fazer Analise de Vanincia ¢ usual e recomendavel dispor os caleulos segundo a
tabela de andlise de varidncia:

Fontes Soma de Quadrados Graus de | Quadrado Feate Fiab
de (SQ) Liberdade | Meédio
variagao (GL) (OM)
Entre |k 5 5
amostras | SQE=| X(T; [m) |~ (T?[nk) k-1 S.QE/
i=] k—1
Residual k QME Flle1ykfn.
SQR= Q- (T,-z /n) ka1 | SOR /)MR (k-1)k(
i=] ]((Il -1 1o
Toul | ser=g-[r/uky | ™

6.6. Exercicios

1) Use a analise de varidncia para testar a eficiéncia de quatro planos de dieta. Vinte e
quatro pessoas foram aleatoriamente submetidas aos planos - seis pessoas para cada plano. Os
dados abaixo fornecem a perda média de peso e a variancia para cada grupo. Faca o teste ao
nivel de 5%.

Plano Perda média de Peso, em Kg Varidncia
Frutas 10,5 3,8
Somente liquidos i2 3,6
enlatados 9 2,0
chas naturais 15 4.6
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2) Uma associagiio de consumidores esta interessada numa comparagio de pregos de
vendas de carros novos, tomou uma amostra aleatéria de cinco capitais. Em cada capital
anotou-se o pre¢o médio de 10 carros do mesmo modelo, com os mesmos acessérios. Use o
nivel de 1% para verificar se os pregos médios de vendas diferem significativamente entre as

cinco capitais.

Capital

preco médio (em mil )

varidncia

A
B
C
D
E

425
44.0
48,0
46,0
44,5

G
5
7
4

8

3) Os dados abaixo dao a vida observada dos pneus de quatro caminhges distribuidores
de sorvete, conforme a posi¢do. Supondo compariveis os caminhfes e os motoristas,
poderemos afirmar que a duragdo média ¢ independente da posicio do pneu no veiculo? (use

nivel de 1%)

posicido do pneu

dianteiro direito | dianteiro esquerdo | traseiro direito traseiro esquerdo
17 25 22 26
19 27 21 24
20 18 19 30
24 22 26 28

4) Trés pilotos de corrida de automoveis estdo treinando para a proxima corrida do
campeonato. Cada piloto faz cinco de troca dos quatro pneus nos carros. Faga uma analise de
variancia ao nivel de 5% para verificar se as equipes de troca tem o mesmo desempenho.

Equipe tempo em
: min

piloto A 0.8 1,0 0,8 0,7 0,7
piloto B 0,8 06 0,6 0,5 0,5
piloto C 0,7 0,6 0,5 0,5 0,8
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7. ANALISE DE CORRELACAO E REGRESSAO LINEAR

e Compreende a analise de dados amostrais para saber se ¢ como duas ou mais
varidveis estdo relacionadas uma com a outra na populacio.

e Portanto, correlagdo e regressdo envolvem uma forma de estimagdo, a diferenca €
que essas técnicas se referem a estimagfo de uma relagdo que possa existir na populagdo.

» A analise de correlagio nos resume o grau de relacionamento entre duas ou mais
variaveis enquanto que na regressdo tem como resultado uma equagdio matematica que
descreve o relacionamento.

e A anglise de correlagdo linear simples diz respeito ao relacionamento de duas
variaveis: uma variavel dependente e uma varidvel independente que possuem uma relagio
linear entre elas.

7.1. Diagrama de Dispersdo:

E um grafico no qual cada ponto representa um par observado de valores onde
podemos visualizar intuitivamente a relagdo entre as varidvels.

A dispersiio entre os pontos do diagrama indicam a possibilidade de relacionamento
entre as variaveis.

Grafico de dispersido TEMPO X VOLUME

200 -
Tempo
160 .

1200 - .

885"' _ L . o

48 68 28 108 128 148
Volume
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7.2. Analise de Correlacdo Linear:

Uma outra maneira de avaliar a correlagio é através de um coeficiente que mede a
intensidade da associagdo existente entre duas variaveis quantitativas independente da unidade
de medida de cada variavel.

* SUPOSICOES PARA ANALISE DE CORRELACAO:
v Ambas vanaveis s3o aleatoras ( X e Y);
v Tanto X quanto Y tem distribui¢do normal;

v A variagio dos valores de X para cada valor fixo Y € sempre a mesma, isto €, 0
valor de o € sempre o mesmo para cada valor dado Y ( homocedasticidade),

v" A varnagio dos valores de Y para cada valor fixo de X € sempre a mesma
(homocedasticidade),

* COEFICIENTE DE CORRELACAQ LINEAR DE PEARSON:

e Populagio: p
s Amostra: T

*INTERPRETACAO DO COEFICIENTE DE CORRELACAO LINEAR:
4 Coeficiente de correlagdo linear € uma medida adimensional e varia de -1 a +1.

+ Na populacio: —1<p <+1ounaamostra; ~1<r < +1

+ O coeficiente de correlagdo fornece informagio atraves do sinal:

*Se p for positivo, existe uma relagio direta entre as variaveis (valores altos
de uma varidvel correspondem a valores altos de outra variavel).

* Se o for negativo a relagio ¢ inversa (valores altos de uma variavel
correspondem a valores baixos de outra variavel),

*Se 0 for nulo, significa que ndo existe correlagdo linear.



Introdugio A Estatistica

66

Exemplos:
Valor de p | Descriciio do relacionamento Griafico de dispersiio
12 L
Correlagio linear direta entre | "] L
p= 08 renda e anos de estudo. | ¢ '
Valores altos de renda| 1. .
L]
correspondem a valores altos| ¢ ; = ' °
de anos de estudo. '
2 . [
0 t t i
q 2 4 17 a4
Anos de Esludo
12 - ]
19 - []
p =-0,92 | Correlagio linear inversa. s ‘
Valores altos de| #,. :
quilometragem correspondem a | i ) .
valores baixos de precos.
2 q z
L3 + t |
1] 2 £ i3
Quilpmatmgem
m
p=0 10 ]
16 1
Lis
f12 .
Nio ha correlagdo linear (pode | wi o .
- ﬂ 8 4 B L]
haver uma correlacio o : :
curvilinea). 4 . ;
a 1 : a
] + + + —_
] 2 A & ]
Siuagio Sécla-Econdmilca
12 - ]
10
L)
8 4 ]
' 1 1 2
p = 0 E § 4 1
Nizo hé correlagiio linear. " ' ",
[ ]
2+ ]
1} + ‘ i
Q 2 4 8 g

Altura
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* CALCULO DO COEFICIENTE DE CORRELACAOQ LINEAR:

Como freqlientemente trabalhamos com amostra, calculamos o coeficiente de
correlagdo amostral denotado por r . Portanto r € uma estimativa de © . O coeficlente de
correlagio linear € dado pela divisdo da covariagio de X e Y e pelo produto do desvio padrao
de X e 0 desvio padriode Y.

,_ Cov(x,) Sy -Sx3y

ou r=

Sx.Sy \/(n):xz —(Zx)?-n¥ y? —(Z}’)z)

7.3. Teste de Hipétese para o Coeficiente de Correlagfo Linear:
Quando calculamos “r" numa amostra temos que ter presente o fato de que estamos na
realidade estimando a associa¢iio verdadeira entre X e Y que ocorre na populagdo. Por esta

razio realizamos um teste de hipotese.

Os possiveis valores de “r”” obtidos em amostras do mesmo tamanho se distribuem
segundo a distribuigdo t-student, quando p = 0.

*ETAPAS DO TESTE DE HIPOTESE:

= Hipdteses:

= Regido Critica;

Compara a estatistica do teste com s com n-2 graus de liberdade.

> Estatistica do teste:

Leale =

= Decisdo:
Se t. ndo pertence a Regido Critica, aceita-se Ho.
= Conclusio:

O que significa aceitar ou rejeitar Ho no contexto, dependendo do problema estudado.
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Exemplo:

Para cinco carros do mesmo modelo/ano e estado de conservagio, foram verificadas a
sua quilometragem e 0s respectivos precos de venda:

Quilometragem (em mil Km) 75 60 65 80 50
prego {(em mil §) 10 12 10 9 13

7.4. Analise de Regressdo Linear:

O estudo da regressdo se aplica aquelas situagdes em que hd suspeita da relagfio entre
duas variiveis quantitativas e se deseja expressar matematicamente esta relagfo.

Os objetivos do estudo de regressdo sdo: reconhecer a existéncia da dependéncia de Y
em relagio a X e expressar por meio de uma equagdo esta relagéo.

O grdfico de dispersdo nos da uma idéia da existéncia ou ndo da regressio.

*SUPOSICOES SOBRE A ANALISE DE REGRESSAO:

v A variavel dependente € uma v.a (os valores da varidvel independente podem
ser fixados, os da dependente devem ser obtidos através de um processo de amostragem);

v Na regressfio Linear as variavels independente e dependente devem estar
associadas linearmente;

v As variancias das distribui¢Bes condicionais da varidvel dependente dados
diferentes valores da variavel independente sio todos iguais (homocedasticidade).

*EQUACAO DA REGRESSAQ LINEAR:

A regressio linear fornece uma equagdo linear através do qual, pode-se determunar os
valores da variavel independente.

O modelo linear sera dado por:
y.=o+Bx+u
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onde: o coeficiente linear
B: coeficiente angular
u. erro aleatdrio

Quando usamos dados amostrais a equagio da reta ¢ dada por:

Y= a+bx

Dado um valor de x, este sera usado para predizer o de Y. Como o valor de x é
conhecido, resta-nos saber quem sio os coeficientes da reta.

-Onde "a" e "b" podem ser determinados pelo sistema de equagGes da reta, gue por sua
vez foi obtido pelo "METODO DOS MINIMOS QUADRADOS".

Esse método € 0 mais usado para estimar os pardmetros a e b. Os valores de a e b que
minimizam a soma dos quadrados dos desvios sdo dados pelo sistema de equagdes abaixo:

n rn
yi=na+b3 x;
=1 i=]

i

n R 1 2
zxiyi=al xi+bh¥xi
i=1

i=1 i=]

1]
Paraque Y (Yi-Yc)’ seja minima, o valor de "a" e "b", encontrados pelo sistema de
i=1

equagdes da reta, resultou em:

Frd M £

RYxiVi— 2Xi2Y;
PR i=1 =1
] 2

nYxd—(Sxi)

i=1 =1

a=y-bx
H n
o in Em
onde: p=2— ¢ x= =l (n = nimero de pares de observages).
n n

= INTERPRETACAO DOS COEFICIENTES a e b

a: representa o intercepto, o valor que Y assume quando X=0.
b: indica a varia¢io de Y por unidade da variagfio de X.

Exemplo: Para os dados dos automoveis, estime a equagio da reta para o prego em fungdo da
quilometragem.
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*ESTIMATIVA DO ERROQ PADRAQ DA REGRESSAO:

A dispersdo na populagdo significa que para cada valor de X havera muitos valores de
Y, dependendo da equagdo que for estimada em fun¢fio do conjunto de dados.
Pois bem,
se Y =a+bx éumaestimativade y_=a+Bx+u

entdo a e b sdoestimativasde o e B respectivamente.

A dispersdo populacional € estimada com base nas observagfes amostrais em relagio &
reta de regressdo calculada.

OBSERVACOES:

* A equagio de regressdo serve para predizer o valor da variavel dependente,
dado o valor da variavel independente. Portanto, devemos observar que a estimagdo deve ser
feita dentro do intervalo de variago dos valores da variavel independente amostrada.

Ou seja, para construir um modelo de regressio, deve-se coletar os dados nos extremos
do intervalo de X, numa regido que se tem iwnteresse pratico de estudar e supde-se valida a
relacdo linear.

* A analise de regressdo ndo indica que uma variavel tende a “causar” os
valores da outra, isto &, ndo acusa relagdo causa e efeito. Ela apenas indica que relagdo
matematica existe entre as variaveis, se existir.

7.5 Coeficiente de Determinacgio ou Explicagio:

. e 2, ., _— . o
O coeficiente de determinagdo (¥™) significa a variagio explicada em relagio a
variagio total ( regressio).

2, .- N .y
¥~ ¢ expresso em percentagem indicando quanto porcento da variagdo da varigvel "Y"
esta relacionada com a variagdo da varidvel "X".

O coeficiente de explicagdo nos indica se o modelo ajustado € adequado aos dados. Ele
¢ dado pelo quociente entre a variagdo explicada pela regresso e a variagdo total.

2 _VE

r —_——
VT
onde:
F7) _— R N F 7 BEVAN _
XY -Y)=2 -+ 2Ji-Y)
i=1 i=1 i=1
AN S /N " VAN N Ve

VI = VR 1 VE
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; 2
O coeficiente ¥ pode ser calculado pelo quadrado do coeficiente de correlago linear ().

Exemplo: Para os dados do exemplo dos automoveis, interprete o coeficiente de
determina¢io.

7.6. Teste de Hipotese para o Coeficiente Angular B :

A equagiio de regressio obtida depende dos valores da amostra, porianto é uma
estimativa da reta verdadeira.

Mesmo quando ha pouco ou nenhum relacionamento entre as variaveis na populagio é
possivel obter valores amostrais que fagam as varidveis parecerem correlacionadas.

Como a dependéncia de Y em relagdo a X ¢ representada pelo coeficiente angular [,
entdo para sabermos se este coeficiente representa uma dependéncia real e ndio foi obtido
casualmente devemos realizar um teste de hipotese sobre .

*ETAPAS DO TESTE DE HIPOTESE:

=> Hipoteses:

HQZB:C'
Hi:B20oufB>0o0ufB <0

> Estatistica do Teste:

_b-By
Leale = 5
o . o = N
sendo Cp = “ onde 0, € a estimativa do erro padrio da regressdo.
FH —32
\/ (XxhH-nX
i=1

O valor de t.a serd comparado com o valor tabelado da distribuigdo t-student. com n-
2 graus de liberdade. Se n > 30 podemos usar o valor correspondente da distribuigiio Normal.
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7.7. Estimacao por Intervalo para o Coeficiente Angular B:

| Estatistica; b | Parametro: f§ |

O intervalo de confianca para f§ sera dado por:
b_tn—Z'Gb ﬁBS b-!—tn_z.Gb

Para n > 30, podemos usar a distribuigdo normal.

O intervalo de confianga indica o intervalo provavel em que o verdadeiro pardmetro
pode estar. Mas, também serve para testar a significancia B. Se o intervalo de confianca para
inclui zero isso eqiiivaleria dizer que a hipdtese nula (Ho: B = 0) ndo pode ser rejeitada. Se Ho
especifica algum valor diferente de zero, e se este estiver incluido no intervalo de confianga,
entdo a alegagdo ndo pode ser rejeitada.

Exemplo 1. Uma amostra de funcionarios de uma repartigio puablica foi selecionada
aleatoriamente. Relacionou-se o tempo de servigo {(em anos) com seu saldrio bruto mensal:

FUNCIONARIO | TEMPO | SAL. MIN. Xy x?
x) 4))
A 3 5,2 15,6 9
B 4 6,1 24,4 16
C 3 5,0 15,0 9
D 2 4,8 9,6 4
E 5 6,1 30,5 25
F 4 6,4 25,6 16
TOTAL 21 33,6 120,7 79
Diagrama de dispersdo:
Graflco de Dispersdo
7 _
6+ s ]
5 T ® 9
salario 4
Minimo 3 1
2 g
1 e
0 : . :
t] 2 4 6

Tempo
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H n
X 2V
E:i:1l=2=35 ;=f=1 !=33’6=56
n 6 ’ n 6 ?
1 n H
nYxiyi- LxiX y;
b= ij=1 i=1 j=1 _ 6.120,7—21-33,6= 724,2—705,6__ 036
n o, (n 2 6.79—(2 1)2 474 — 441 ’
nYyx;—| 2x;
i=1 i=]
a=y-bx

a=5,6-0,56(3,5) = 3,64
A estimativa da equagio da regressio é

Ye= 3,64 + 0,56 x
Interpretacdo: O salario médio esperado para um funcionario desta reparti¢io ¢ de 3,64
salarios minimos mais 0,56 salarios mintmos para cada ano de servigo.

Se desejarmos saber o salario esperado de um funciondrio que tenha 3,5 anos de
servigo, basta substituir X por 3,5 na equagdo;

Yc=13.64 + 0,56(3,5) = 5,6 sal. min.
7.8. Verificaggo da Validade do Modelo:

A adequaciio do modelo e as suposi¢des para anlise de regressdo poderdo ser feita
pela analise dos residuos.

Um grafico € plotado com a relagio entre X e os residuos.

Os residuos sdo calculados por:

Ri = Yi —(a+bx)
S

Um grafico € plotado com a relagdio entre X e os residuos. Para que o ajuste esteja
adequado, os residuos devem estar distribuidos aleatoriamente em torno de zero.
Uma suposigdo para o ajuste é que os residuos deverdio ter distribuigfo

aproximadamente normal com varidncia constante 0; , Isto é & = N (0, 0;).

Para testar-se a normalidade dos residuos pode utilizar o papel de probabilidade da
distribuicio Normal ou utilizar testes estatisticos adequados que verificam a hipotese de
normalidade,

Dados atipicos: Alguns dados coletados podem ser resultado de fatores externos ao estudo
ou podem ser digitados errados ou ainda proveniente de erros de leitura.
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Quando ha desconfianca da presenga destes dados, deve-se verificar a procedéncia dos
mesmes € caso sejam valores realmente atipicos, deverdo ser retirados e uma nova regressio
sera feita.

EXEMPLO:

Qs dados abaixo referem-se a uma amostra de 9 pedidos de mercadoria. O objetive do
estudo € saber se existe relagdo entre o volume de uma carga e o tempo gasto para
acondiciona-la, Por esta razfo, sortearam-se os pedidos abaixo e mediu-se as duas variaveis de

intferesse.
Tempo |84 108 110 133 144 152 180 186 231
Volume |48 72 63 82 88 109 112 123 140

Abaixo tém-se a saida do pacote estafistico Statgraphics:

Regression Analysis ~ Linear model: Y = a+bX

e T e e e o Al e e o T e e e L ek e e e o oy T i e o T Y W ok e e e ey A

Standard T Prob
Parameter Estimate Error value Level
Intercept 6.58405 11.585675 0.b63678 58670
Slope 1.852777 0.11887 12.8524 . 00000

T T e e e T e e v v e e ey Y e e T i e e e T - R e o e o e . e ——

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio Prob. Level
Mode1 16894.,082 1 16894, 082 165.18 . 00000
Residual 715.91821 7 102.27403

otatl (Corr.) 17610.000 8

‘orrelation Coefficient = 0.979462 R-squared = 95.93 percent
tnd. Error of Est. = 10.1131

REGRESSAO DETEMPO X VOLUME

240
200
TEMPO |
160

120

g0 ¥ < T
48 &8 88 108 128 148
VOLUME

O grafico acima mostra reta de regressdo e as linhas indicam um intervalo de 95% de
confianga para a resposta média dado um determinado valor de X.



Introduciio i Estatistica 75

Regression of VOLUME X TEMPO

3 -
Residuals . - " -
EF -
29 R A
48 58 88 108 128 148
x:wvolume

O gréafico dos residuos mostra que os pontos encontram-se aleatoriamente em torno de
zero. Nio ha indicios de que haja um padrio ndo-aleatério.

Exemplo de um padrdo nio-aleatorio:

Analise de residuyos

4 ) - 1|
Residuals®__ ~ ‘- | z E
P

A2

| - | |

40 60 80 100 120 140
X

O grafico acima representa um modelo nao adequado,
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7.9 Exercicios:

1. Uma cadeia de supermercados financiou um estudo dos gastos realizados por familias de 4
pessoas com renda mensal liquida entre 8 e 20 saldrios minimos. A pesquisa levou a equagio
de regressdo Y=-1,2+0,4X , onde Y representa a despesa mensal estimada e X a renda mensal
liquida em salarios minimos.

a . Estime a despesa mensal de uma familia com renda liquida de 15 s.m.

b. A equagio parece sugerir que em uma familia com renda mensal liquida de 3 s.m. nada
gasta com mercadorias. O que vocé tem a dizer sobre 15507

c. A equagiio em questfio serve para estimar a despesa mensal de uma familia com 5 pessoas
com renda mensal liquida de 12 s.m.? Justifique.

2. Uma populacdo é composta por N=6 pontos (X, Y). Sdo eles: (1,2) (5,6) (2,4) (2,3) (3,5)
(5,10).

a. Determine a reta de regressio Y=o+ [ +u.

b. Faga um grafico que aparegcam os pontos populacionais, a reta determinada no item
anterior. Verifique sea ) u =0

¢. Sorteie uma amostra de 4 pontos e use-o0s para estimar a reta de regressdo determinada no
item a. Desenhe no mesmo grafico.

3. Uma amostra de fabricas de uma indistria levou a:
‘Custototal |y |80 |44 |51 |70 |61 -

Produgdio {x |12 [4 [ 6 |11 |8

a. Determine a reta de regressdo,
b. Quais os significados econémicos de a € b?
¢. Vocé diria a 10% que o custo marginal da indistria € superior a 4 ?

4. Uma amostra casual de 50 sujeitos com idade entre 35 ¢ 54 anos foi investigada quanto a
renda anual Y(délares) e quanto a escolaridade X (anos) . A renda anual média resultante foi
11 anos, e ainda se verificou sz =9000. Os dados conduziram a Y=1200+ 800X,

estimativa da reta de regressao.

a. Estime a renda anual de um sujeito dessa faixa etdria que tenha 10 anos de escolaridade.
b. E valida a informacgiio de que cada ano de escolaridade rende 800 dodlares anuais para
pessoas nesta faixa etaria?

5. Abaixo, vocé encontra 3 afirmages. Indique, justificando, se concorda ou nfo com cada
uma delas.

a. Se enfre X ¢ Y o coefictente de correlagdo ¢ 1, apenas uma dessas varidvels exerce
influéncia sobre a outra, nenhuma outra participa de tal relagfo. Isso ja ndo é verdade se o
citado coeficiente for igual a -1.

b. Se ¢ coeficiente angular da reta de regressdo ¢ nulo, o coeficiente de correlagio entre as
variaveis também o é.



Introduciio 4 Estatistica 77

6. Em certa populagdo o coeficiente de correlagdo entre X e Y é-0,8.
a. O que isto significa?
b. Que percentual de varidncia de Y nio é explicada por X?

7. Abaixo vocé€ encontra os tempos X de aquecimento de 5 iguais volumes de uma mesma
solugdio e as respectivas temperaturas Y de ebuli¢do.

a. Calcule o coeficiente de correlacdio entre X e Y.
b. Interprete o coeficiente de determinacéo.
c. Teste, a 5%, se existe correlagfo linear populacional entre X e Y.

8. Calcule o coeficiente de correlagio entre os escores de matematica e estatistica de 7
estudantes.

escore em matematica 55 60 52 40 41 425 475

escore em estatististica 42 45 41 36 32 44 40

9. Um grupo de pesquisa estabeleceu uma escala de quociente de violéncia para programas de
TV, classificou 10 programas, e coletou dados da % de pessoas que assistem ao programa.

programa 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
quoc. violéncia 10 20 30 40 40 50 55 65 70 70
% de assisténcia 15 16 20 24 25 30 30 35 35 35

a. Calcule o coeficiente de correlagio, classifique e interprete.
b. Calcule e interprete o coeficiente de determinago.
c. Estabeleca a reta de regressfio da assisténcia em termos do quociente de violéncia

10. A velocidade maxima de automoveis de formula 1T com motores de mesma poténcia 6
funcio, entre outras variaveis, do peso do veiculo, no intervalo entre 700 e 800 Kg. Assim,
verificou-se qual a velocidade méxima atingida em uma reta de 1.200 m. Os resultados foram:
Peso(Kg) 750 755 777 782 793
Veloc. Max. (Km/h) 380 354 348 330 320
a. Estime a velocidade esperada para um veiculo com 760 Kg7
b. Teste o coeficiente angular, com 10% de significancia, para verificar uma tendéncia
negativa.

11. Durante uma semana do verio, verificou-se o niimero de internagGes por causa de
desitratagdo na praia em fungio da vendas de sorvete da Umica sorveteria da praia.

a. Ajuste a reta de regressio pelo método do minimos quadrados.

b. Teste, com 5 % de significancia, o coeficiente angular ser diferente de zero.
¢. Interprete os resultados obtidos.

d. Estime o nitmero de interna¢des para uma venda de 85.

vendas de sorvete ( unidades) 50 67 54 70 63 81 90
numero de internagdes 5 7 3 8 8 10 12
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8. TESTES NAO-PARAMETRICOS

Todos os testes previamente estudados anteriormente impdem certas exigéncias, tais
como igualdade de varidncias das populacdes, populagdes normalmente distribuidas, etc.
Estudaremos agora um conjunto de testes, chamados testes ndo-paramétricos, ou testes livres
de distribuigdo, que ndo exigem tais restrigdes.

A par da eliminagio das suposi¢des, os testes ndo-paramétricos sdo em geral ficeis de
aplicar, servem para pequenas amostras, e sdo intuitivamente atraentes. Podem, pois, ser
usados quando as suposigdes exigidas pelos testes paramétricos ndo s#o satisfeitas, ou quando
nio é possivel verificar essa suposigdes, em razdao do pequeno tamanho da amostra. Além
disso, em muitas situagSes precisamos analisar dados qualitativos e os teste nfo-paramétricos
s30 muito Gteis nesse caso.

8.1. Testes de Aderéncia - Teste Qui-Quadrado

Uma importante classe de testes ndo-paramétricos € constituida pelos chamados fesfes
de aderéncia, em que a hipdtese testada refere-se a4 forma da distribuigdo da populagdo.
Nesses testes, admitimos, por hipoteses, que a distribuigio da variavel de interesse na
populagio seja descrita por determinado modelo de distribuigdo de probabilidade e testamos
esse modelo, ou seja, verificamos a boa ou ma aderéncia dos dados da amostra ao modelo.

Se obtivermos uma boa aderéncia e a amostra for razoavelmente grande , poderemos,
em prncipio, admitir que o modelo fornece uma boa i1dealizacio da distribuigio populacional.
[nversamente, a rejeigdo de Hy com certo nivel de significancia indica que o modelo testado é
inadequado para representar a distribui¢do da populacgio.

2 = r -~ " . ' P
O teste  (qui-quadrado) € o teste de aderéncia mais utilizado, mas para tanto €

necessario que uma suposicdo seja satisfeitas, essa suposigdo € que a freqii€ncia esperada em
cada categoria ou classe seja maior que um.

Como qualquer teste estatistico é necessario estabelecer em primeiro lugar as hipoteses.

Como os testes de aderéncia tem por objetivo verificar se os dados observados modelam-se a
alguma distribuicdo, temos que as hipoéteses nula e alternativa devem necessariamente
especificar um tipo de distribuigio. Além disso, o teste para uma distribuicBo pode
simplesmente focalizar o tipo (normal, por exemplo) ou o tipo mais seus pardmetros (normal
com p=52 e6=2,4). Assim, nma hipdtese nula tipica poderia ser;

He: A distribuigiio da populagio € do tipo poisson
ou entdo,

Ho: A distribuiciio da populagéio € poisson, com média 3,2,

Apds estabelecer as hipdteses, passamos ao cateulo da estatistica de teste:

2
2 & (0i-Eyp
Xcalc_z Oj

i=1
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onde: O; = freqiiéncia observada em certa classe
E; = freqiiéncia esperada em cada classe
k = nmero de classes

O fundamento do teste qui-quadrado € comparar as freqiiéncias observadas com as
freqiiéncias esperadas para cada categoria ou classe 1.

Para finalizar estabelecemos a regido critica e tomamos vma decisdo. Rejeitaremos Ho
quando:;

2 2
Xeate” Xk—1:00)

Obs: Para usar essa regidio critica, em outras palavras o leste qui-quadrado € necessdrio que
a fregiiéncia esperada de cada categoria seja maior ou igual a 3.

Exemplo: Alega-se que uma maquina de encher e fechar garrafas de cerveja produz um
enchimento médio de 1 litro, com desvio padrio de 0,2 litros e, que a distribuigdo da
quantidade de cerveja por garrafa ¢ normal. Examinam-se 250 garrafas, anotando-se o
conteudo de cerveja por garrafa. Teste a alegagdo ao nivel de 5% de significincia.

1) Estabelecer as hipdteses:
Ho: A distribuigo é normal comu=11lec=0,21
Hi: A distribui¢dio no é normal comp=1lec=0,21

2) Calculando a estatistica do teste: (com base nos dados da distribui¢do de fregiiéncia
que foram observados)

classe freq obs E . 2 2

(0) (x250)] (O-E) (O-E) QE“EL
<096 8§ l<p-2o 570 | 23 529 0,93
0,96 a < 0,98 36 u—-20a<u—c 34,02 1,98 3,92 0,12
098a<100| 84 |uoc a<u 8532 | -132 1,74 0,02
1,00 a<1,02 79 i} a<p+o 85,32 -6,32 39,94 0,47
1,02 a < 1,04 37 o a<ut+lo 34,02 2,98 8,88 0,26
>1,04 6 |2p+20 5.7 0.3 0,09 0.02
250 1,82

EP(X < p-20)=P(Z < E__%_Zﬂ)=1>(z<-2,00)=0,0228

3) Tomada de decisdo:

2 2 ) '
xcalc =182 e X(k._l;a) = X(6_1;0?05)— 11,07 => Aceita-se Ho
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80

a=0,05

182

: : 2 :
8.2. Tabelas de contingéncia - Teste X de Independéncia

11,07

Quando existem duas ou mais variaveis qualitativas de interesse, a representagio
tabular das freqliéncias observadas pode ser feita através de uma tabela de contingéncia. No
caso de duas variaveis apenas, essa representacfio torna-se muito cdmoda, mediante uma

tabela de duas entradas.

Seja, por exemplo, uma amostra de 500 pessoas , que foram entrevistadas quanto a
suas preferéncias sobre o sabor de sorvete, tendo sido obtido os dados da tabela abaixo

(Stevenson, 1986).

Regido
Sabor do sorvete Nordeste Sul Meio-QOeste totais
baunilha 86 44 70 200
chocolate 45 30 50 125
morango 34 6 10 50
outros 85 20 20 . 125
totais 250 100 150 500

Temos uma tabela de contingéncia de dimensdo 4 x 3, pois a variavel sabor do sorvete
apresenta 4 categorias possiveis no estudo, € a variavel regido apresentada trés classificagGes
no estudo. As fregiiéncias registradas na parte interna da tabela indica que 86 pessoas do
nordeste preferem sorvete de baumiha, 45 de chocolate, ¢tc, no total de 500 pessoas
entrevistadas. A linha ¢ a coluna de totais fornecem a distribui¢do de freqiiéncias marginais,
isto & as distribuicdes de cada variavel qualitativa considerada individualmente, nio
importando 2 outra variavel.

Podemos estar interessados em saber se as preferéncias de sabor varlam conforme a
regifio, isto €,
Hy: a preferéncia pelo sabor € independente da regido
Hy: a preferéncia pelo sabor depende da regido.

A hipétese nula pode ser interpretada como: as percentagens de cada populagdo na
categoria 1 sdo todas iguais; as percentagens de cada populagdo na categoria 2 sio todas
iguais; e assim sucessivamente até a r-ésima linha. Isto é,
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populagdo
1 2 e k
L Pu = P12 = = DIk
cat egoria 2 P21 = P2z = = P
I Pn = Pr2 = ee = P

Apos estabelecer as hipdteses, passamos ao calculo da estatistica de teste:

r & (0j—Ej)’
Tede = 2 > —F—j“
i=1j=1 & jj

onde; Oy = freqiiéncia observada na intersecdo da linha 1 com a coluna j
E; = freqiiéncia esperada na intersecfo da linha i com a coluna j
k = namero de colunas
r = nimero de linhas

A fim de realizar o teste precisamos conhecer o valor das freqiiéncias esperadas em
cada cela {encontro da linha e coluna) supondo a Hy como sendo verdadeira.

As freqiiéncias esperadas de cada cela da tabela s@o estimadas por:
Ejj = npj;
onde: n = tamanho total da amostra
pij = propor¢éo na cela i

Ora havendo independéncia entre as variaveis (conforme Hp), temos que:

Pi= Pi- X Pj
total da linha 1
onde p; =
n
0= total da coluna j
=

n

Assim temos que:
total dalinhai total da coluna j

1 n

Ey=np;=npixp;=n

total da linha i X total da coluna j

Eij =

n
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Calculando as freqiiéncias esperadas do exemplo temos:

Regido
Sabor do sorvete Nordeste Sul Meio-Oeste totats
baunilha 20 200
0x250 - 100 200x100 40 200x150 _ 60
500 500 500
chocolate 125x250 P 125x100 s 125x150 -37 125
500 ’ 500 500 ’
morango 25 10 15 50
outros 625 25 37.5 125
totais 250 100 150 500

Obs: Para usar o teste qui-quadrado, como no caso anterior, é necessdrio que a freqiiéncia
esperada de cada categoria seja maior ou igual a 5 (F; > 3).

Agora calculamos a estatistica de teste e concluimos.

classe freq obs | freg (05 -Ej)? | (O5-Ej)*
Oy esp (0 - TE.
Es) | En) /
baunilha Mordeste g6 160 -14 196 196
bavailha/sul 44 40 4 16 0.4
baunilha‘meio-ocste 70 60 10 100 1 ,67
chocolate/mordaste 45 62.5 17,5 306,25 4.9
chocolate/sul 30 25 5 25 1
chocolate/meio-ocste 50 37,5 125 156,25 4,17
morangofmordeste 34 25 9 81 3,24
morango/sul 6 10 -4 16 1,6
morango/meio-oeste 10 15 -5 25 1,67
outros/nordesie {5 62, 5 22 ,5 5 06,25 8, H
outros'sul 20 25 -5 25 1
otirosmeio-ocste 20 37.5 175 306,25 8,17
soma 37,88

Para finalizar estabelecemos a regido critica e tomamos uma decisdo. Rejeitaremos Ho

quando;

2 2
Xcale > xmb

onde: x?ab = xz com {r-1)(k-1) gl para um nivel de significincia o.
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No exemplo:

2
Xeale = 37,38

2 a2 _ 2 _
Kigr—1yte—1,0)= X(a-13-1%,0,05= X 6,0,05 = 1259

Como se verifica que xﬁalc =3788 > Xirb = 12,59 entdo rejeitamos Hy.

@=0,05

12.59 7,80

Conclusdo: Como a estatistica de teste esta na regido de rejeigfio, o estudo indica ao
nivel de 5% de significincia que a preferéncia pelo sabor parece ndo depender da regifo.

8.3. Teste de Mann-Whitney

Ha situagBes em que desejamos comparar duas popula¢Bes, mas as suposi¢Oes para
realizar um teste paramétrico nfo sdo atendidas, assim independente da forma da distribuigio
de probabilidade apresentada pela variavel em estudo. Um dos testes que podemos usar para
comparar duas populagdes € o teste Mann-Whitney.

Este teste é uma alternativa para comparar duas populagSes, baseado na soma de
postos dos valores observados. O posto de um valor em um conjunto de » valores é um
numero que indica sua posi¢do no conjunto ordenado. Havendo valores iguais, considera-se
um posto médio, de ndo afetar os postos seguintes.

Apos estabelecidos os postos calculamos as seguintes estatisticas:

iy =mhy +-n—1(%:i-—ll—ﬂ
Uy =mmy +E?‘—(E§ﬂ—~1“2

onde: 1, € 113 sfo os tamanhos das duas amosiras e
T, e T; as respectivas somas de postos.
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Tabelas para a realizagio do teste com base em | e u, sdo disponiveis na literatura.
Entretanto, para m > 7 e m, > 7, o teste pode ser realizado por aproximagdo normal, sendo que
para Hy verdadeira, temos

1o (1 A+ 1y +1
u‘("l) = -LL(HZ) = %‘2" e 0‘(1{1) = 0'(1{2) = \/nlnz (nllz }?2 )

Exemplo: Doze pneus selecionados aleatoriamente de cada um de dois fabricantes de pneus
foram colocados a prova quanto a duragdo. Pode-se dizer que a vida média seja diferente ao
nivel de 5% de significincia?

Fabricante 1 Fabricante 2 Postos Fab.1 Postos Fab.2
35.500 33.400 24 23
25.400 29.650 7 18
24.605 25.500 6 8
25.670 27.900 9 15
30.645 24.570 20 4,5
27.850 23.800 13 2
24.570 27.890 4.5 14
31.800 30.100 21 19
27.760 28.865 12 16
28.875 27.700 17 i1
21.900 24.450 i 3
26.560 32.300 10 22

total 1445 1555

m= 12 m=12 Ti=144,5 Ty=135,3

12.12
u(ul) = p(uz) = % = BN =72

) [212(2+12+1
G(ul)r-c(uz)z‘jnlnz(nl+n2+)=J (1+ D _ 306-17.32

12 2
ni{m +1) 12.13
i =mny +———1;=1212 +—2—— 144,5=77,5
my (ny +1) 12.13 5
Uy = HHy +—-—2—-- - TZ =1212 +"‘""2—"“‘ 155,5=66,5

O teste pode ser feito com #; ou #, 0s quais sdo simétricos em relacdo a média 72.
Assim,
m -p(m) _72-775
= =-0,32
G(ul) 17,32

o =

como z > - zygps = -1,96 aceitamos Hy, logo aparece que as médias sio iguais.
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8.4. O Coeficiente de correlagdo de Spearman

A correlagio de postos de Spearman é uma técnica ndo-paramétrica para avaliar 0 grau
de relacionamento entre observagbes emparelhadas de duas variaveis, quando os dados se
dispdes em postos.

Dados preferenciais sio muito comuns em areas como de teste de alimentos , eventos
competitivos {concursos de beleza, competigdes atléticas)e estudo de atitudes. O objetivo de

obter o coeficiente de correlagdo de Spearman nesses casos € determinar até que ponto dois
conjunto de postos concordam ou discordam.

Podemos obter o valor do coeficiente de correlagdo de Spearman atraves da formula:

63 d2

n(nz — 1)
onde: » € o nimero de observagtes
~d* ¢ a soma dos quadrados das diferengas entre os postos

Ysp =1-

Exemplo: Dois provadores devem julgar 12 vinhos, Cada um atribuird postos denotando a
preferéncia, desde 1 (mais alta) até 12 (mais baixa). Se os provadores estdo de acordo, é de

esperar que os postos atribuidos por eles aos varios tipos de vinhos sejam aproximadamente os
mesmos.

preferéncias diferencga quadrado da
diferenca

vinho Juiz 1 ! Tuiz 2 d 4
1 ' 1 3 +2 4
2 5 4 -1 1
3 2 1 -1 1
4 7 5 -2 4
5 4 2 -2 4
6 8 9 +1 1

7 3 7 +4 16
8 6 6 0 0
9 9 3 -1 i
10 12 10 -2 4
11 11 11 0 0
12 10 12 +2 4

total 40

_ 6x40 40.86

= aa)
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O valor de +0,86 implica que os juizes sdo concordantes em seus julgamentos. O
coeficiente de correlagdo por postos de Spearman pode variar entre -1 ¢ +1. Quando o
coeficiente esta proximo de +1 isto indica que os dois conjuntos de postos sdo semelhantes ,
enguanto que se o coeficiente esta proximo de -1, os conjuntos sdo diferentes. Se ha acordo
em alguns 1tens e discordancia em outros, o coeficiente fica proximo de zero, o que sugere
auséncia de relacionamento entre os dois conjuntos.

Como utilizamos dados amostrais € necessario verificar a significancia do coeficiente.
Para amostras maiores que 10, a hipdtese nula r, = 0 pode ser testada pela formula:
Fop =0

\/(1—0,862)/@1—2)

i=

com n-2 graus de liberdade.
&.5. Exercicios

1) Uma rotina de computador foi usada para gerar quarenta nimero supostos com

distribuigio x2 com dez graus de liberdade. Obtiveram os seguintes valores:

928 11,82 10,83 520 17,61 556 1594 10,06 12,99 835
13,39 13,66 12,44 1217 759 1122 812 455 102 2336
744 1045 951 11,70 680 1402 975 9,10 458 725
1845 8388 11,15 647 1247 898 11,75 701 1485 12,13

Teste, ao nivel de 5% de significancia, a adequabilidade da rotina usada para fim proposto.
[sugestdo: agmpe convenientemente...)

2) Uma amostra de duzentos adultos foi entrevistada a respeito de certo projeto de lei.
Os resultados sfo os que seguem abaixo. Verifique ao nivel de 1% de significancia, se a
opinido depende do sexo efou estado civil. :

favoraveis contrarios
Homens casados 56 24
Homens solteiros 15 25
Mutheres casadas 24 16
Mulheres solteiras 13 27

3) Compare as velocidade médias de dois grupos de alunos de um curso de digitagao.
O grupo 1 aprendeu a digitar por um método tradicional, enquanto o grupo II aprendeu pelo
método “cego”. Teste a afirmagio de que o resnltado dos alunos do método “cego” foi pror ao
nivel de 5% de significincia.

Grupo |, palav/min | Grupo 11, palav/min

26 23
29 28
25 20
27 18
32 24
26 23
23 22
33
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4) Solicita-se a dois gerentes que classifiquem 11 empregados de acordo com o
potencial gerencial. Determine o grau de concordancia, ou discordéncia, entre os dois gerentes
e verifique ao nivel de 5% se o relacionamento é ou ndo significativo.

Empregado Gerente 1 Gerente 2
Jodo 6 9
Pedro 7 10
Claudia 5 8
Joana 4 7
Ana 9 11
Paulo i 1
Roberto 8 6
Maria 2 2
Carla 3 4
Alberto 11 3
José 10 5

5) No decurso de um ano, determina empresa teve 50 acidentes. Um dos aspectos da
investiga¢do realizada pelo engenheiro de seguranga diz respeito ao dia de ocorréncia do
acidente. Pelos dados que seguem abaixo, pode-se dizer que o dia da semana tenha alguma
influéncia? Teste a hipotese de nula, de que os dias sio igualmente provaveis. « = 0,01.

dia | segunda terca quarta quinta sexta
num. 15 6 4 Y 10
acidentes

6) Uma amostra de cingiienta pecas produzidas por uma maquina fornecen distribuigio
de comprimentos das pegas dada a seguir, valores em mm. A especifica¢do de produgdo indica
que as pegas tem comprimento médio de 500 mm e que o comprimento se distribut
normalmente em torno dessa média. Ao nivel de 5% de significincia, concordamos ou
discordamos dessa especificagdo? As pegas foram medidas com precisiio de centésimos de
milimetro.

Comprimento | Freqiiéncia
5

480 |- 485 1

485 |- 490

490 |- 495 11

495 |- 500 14

500 |- 505 9

505 |- 510 5

510 |- 515 4

515]- 520 1
total 30
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7) Use o teste de Mann-Whitney para determinar se um novo processo de treinamento
resulta em uma redugo do tempo médio de conserto (use 5% de significincia)
Antigo | 15,0 15,1 15,3 15,5 15,6 15,6 16,0 16,2

Novo | 15,1 15,2 15,7 15,8 15,9

8) Proprietarios de certo modelo de automdvel foram entrevistados acerca do
desempenho e do consumo de combustivel de seus carros. O resultado da pesquisa de opinides
¢ resumido na seguinte tabela:

consumo‘desempenho mau regular bom
alto 133 125 179
baixo 21 34 58

Verifique ao nivel de 5% de significincia, se devemos considerar que, no consenso geral, o
desempenho e consumo guardam relagdo entre si.

9) Recentemente foi realizada em um bairro uma pesquisa. Os resultados obtidos para
120 lares seguem abaixo. Determine se ha correlagdo positiva ou negativa ¢ o grau dessa
relacdo.

numero de televisdes por casa
renda por casa 0 ] 2 3
baixa 7 11 6 0
média 4 4 3 13
média alta 3 7 28 16
alta 1 3 8 12
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