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PREFACIO

Este texto sobre Anilise Multivarida foi preparado a
partir das notas de aula da disciplina de Analise Multivariada,
ministrada pelo Professor Silvio Possoli, no Departamento de
Estatistica da UFRGS. Sua experiéncia, como professor e assessor
em projetos de pesquisa na area de Analise Multivariada, tornam o
texto muito didatico e rico, com exemplos de aplicacZoc em Vvarias
4dreas do conhecimento. Como Silvio foi nosso aluno na Disciplina
de Analise Multivariada na primeira turma do curso de
Bacharelado em Estatistica, nos‘argulhamos do trabalho realizado
por Silvio ao longo destes anos e posso dizer que Silvio € um
destes exemplos em que os alunos superam os mestres. Sua
dedicagio, sua forma detalhada de ministrar as aulas, seu esforgo
em transmitir aos alunos toda sua experiéncia na aArea fazem de
Silvio um grande mestre e um grénde Estatistico.

Obrigado Silvio, por teres colaborade de forma tHo
eficiente na formagio de geragles do nosso Bacharelado em
Estatistica. Este texto ¢ nossa homenagem aoc teu trabalho.

Agradecemos também a Adriana Demarchi Lautert por ter
cedido =seus apontamentos de curso, a Alexandre Lopes Amaro,
Manoel Mendonga Silveira e a todos os alunos bolsistas do
Departamento de Estatfistica que participaram do cuidadoso

trabalho de digitag8o desta apostila.

Porto Alegre, Julho de 1892.

Prof 2. Jandyra M. G. Fachel
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CAPITULO 1 : INTRODUCXOQ

1.1> Tipos de Anilise Estatistica:

Podemos dividir os problemas de Anidlise Estatistica de
dados amostrais Cou populacionais) em:
Anilise Univariada.
Anidlise Multivariada.

Andlise Univariada: quando, em cada elemento

da amostra Cou populagfo)d, observamos apenas uma variavel
aleatdédria, isto &, quando apenas uma caracteristica tem caréiter

aleatdrio.

Exemplos:

a) 1 populagio b> 2 popul agdes c) 3 popul agdes
I T n n I I
1 1 2 1 2 3
X X X X X X
1 14 21 11 21 31
g X X X X X X
n ind 2nz ind 2n2 3n3
Observagdes:

ad HD: u = teste t ou teste =

B 3

bd Ho: Bo= oy, teste t ou teste =

c) HO: B = = Mo ANOVA ; contrastes ortogonais ou teste de
Scheffé ou teste Tukey ou teste

de Duncan etc



Andlise Multivariada: quando em cada elemento da amostra

Cou populagiod, observamos varias variidvelis com carater aleatdédrio

Cp variaveis aleatdérias)d.

Exempl o:

Antropologia X : Estatura Cemd
Fisica X _: Peso C(Kgd

Diametro do Cranio

Educagio X : Teste de Aritmética
Compreesiio de Texto
X : Teste de Légica

Um exemplo que generaliza o teste de hipétese para uma popul agio:

H
_ 1 s ol
Ho' ﬁ i 5 o 2 Ho Ha Hoz
ps o3
Matriz de Dados:
X X X
1 2 P
1 X % e . a X
14 12 1p
= b 5 =
24 22 2p
n X X & o X
nd nz np



1.2) Relagl3ic de Dependéncia na Anilise Estatistica.

Segundo Kendall, 1980: existem dois tipos de anilise
estatistica de dados, quanto a dependéncia:
Anilise de Dependéncia.
AnAlise de Interdependéncia.

Andlise de Dependéncia: quando quer-se estudar

a dependéncia de uma ou mais variAveis aleatédrias em relagSo as
outras. Conslidera-se, entfo, dols subconjuntos de variiveis: um
no qual as variivelis s8o denominadas independentes e outro no

qual as variaAveis s8o dependentes, isto é&, cxl. Xz. S Xq.

VT XPD. q < p sendo: q varidveis dependentes e p - gq

» q+1l

variaveis aleatérias independentes.

Exemplo: Suponha uma amostra aleatéria simples de empregados de

setores da industria, onde s8¢ observados p = B wvariaveis
aleatdrias:

X£ : Educag8o (Escolaridaded

Xz : Idade var. aleazéiizs=igdependentes

X : Tempo de Servigo

Y : Salario
» var. aleatdérias dependentes
Y : Progressioc Funcional q =2

Podemos dizer que
Y =fCX, X, X O
i 1 2 a

Y, =

1 o
Linear Mualtipla.

& ﬁixi + Bzxz + ,!?3)(3 + £ € o Modelo de Regressio



Podemos também supor que
Y=pRX+ ¢

o e A o

que & denominado Modelo de Reqressfoc Multipla Multivariada

O Modeloc de Regress3o Multipla Multivariada, a Analise de
Trajetéria. e a Anidlise de Correlagfio Canénica tem o mesmo

objetivo de descobrir a relagfo entre variAveis dependentes e

independentes.
Exempl o:
Ki : Escolaridade. Y1 : Salirio.
Xz : Idade. Yz : Progresso Funcional.

Xg : Tempo de Servigo.

Relagio funcional simples dada pelo Modelo Linear Geral:

Y=p8X+ &

bl M A o

Pode-se estar interessado em outra forma de resolver o problema.

Substitui-se X por uma variivel e Y por outra variivel, assim:

M e
Z =aX +aX +alX
1 11 2 2 3 3
Z =bY +b1Y
2 1 1 2 2
Neste caso trata-se de encontrar os coeficientes al. az. aa.

bi, bz’ tal que: Corr C Za, 2z ) = maxima. A técnica de anialise

multivariada que tem este objetivo é: — Analise de Correlagio
Candnica.
Anadlise de Interdependéncia: Quando estamos

interessados nas relag¢des de um conjunto de variiAveis, entre si,
sem estar o conjunto de variiveis subdivididoe em variaveis

dependentes e independentes.



Técnicas: - AnAlise Fatorial.
- Analise de Componentes Principais.
— Andlise Discriminante.
— AnaAlise de Agrupamento.

- ete

Alguns autores ou textos propdem outra forma de divisfo

das técnicas de anidlise multivariada:
ad - Andlise de uma populagio - quando temos uma

matriz de observagdes.

Técnicas: - Analise de Regressfo Multipla.
— AniAlise de Trajetérias.
— Andlise Fatorial.
— Analise de Componentes Principais.
— Correlagio Candénica.
— Anilise de Agrupamento.

- etce

b) AnaAlise de K populagdes - quando temos K matrizes de

observagdes.

Técnicas: - Analise de Varif&ncia Multivariada CMANOVAD.
— Andlise Discriminante.
— Analise de Agrupamento (caso em que os grupos estio

pré-fixados).



1.3 - ALGUNS TESTES MULTIVARIADOS :

1.3.10 Uma populag8c analisada por meio de p-varilveis

aleatdédrias.

Wil e

o

Temos a matriz de dados originais:

X X X X
1 2 3 p
LY, x_ %, sz %7
11 12 13 ip
2 X X X X
21 22 23 2p
3 X X X uie X
31 az 33 ap
n X X X x n x p
- nd n2 n3 np -
Sejam:
X X X
1 2 P
X o’ o
X‘ H, 1 1 12 1p
i_ : ’f:_ § eg = X 21 92 2p
1 X 1 .
px s px Hp PXp . ,
X o o
P pi P2 P -

o vetor de variaveis aleatdérias; o vetor de médias da populagio e
a matriz de varifncias e covarilncias ou, simplesmente, matriz de

covariincias.

Suposic¢des.

1) X~ N Cu. L.

e

2) ¥ ¢é uma matriz simétrica definida positiva.

A



1¢o Caso: ando os paridmetros da populacfc sSo

conhecidos, isto ¢, ¥ €& conhecida.

a) No caso univariado, se x ~ NC u , o 3, enti3o

C X -ud* ~2% >0 NCO,1DO 1% ~ Y.

4
[=4

b) No caso multivariado, se X ~ Np Cu, ¥ O3, entio

CX-,uD’}:_icx—,uZ)'vxch).

c) Estatistica do Teste.

nCX - H_ 2" T hoE % = g J ~ xp , onde

~ ~

X
- 'l
X = 2 €& o vetor de médias amostrais e

dd Hipéteses:

H: n», =p ve. Hi:p #.n
Exemplo Suponha que extrai-se de uma popula¢fo de individuos do
sexo masculino, de 30 a 35 anos, uma amostra aleatéria de 10
sujeitos medindo-se:
X : Press8o Sistdédlica Cmm ~ Hgd
X : Press&o Diastdédlica Cmm ~ Hgd
| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
)(1 1854 136 91 12858 133 125 93 80 132 107
Xz 108 g0 54 89 g3 77 43 50 185 76

Teste a hipdtese: H :

(=]

Sabe-se que: o = 20,



Solugio: Fixo a = 0.085

_ _ _ 2 2z _
g B _OAy  Bald %2 %21 Pyaxz %9 9%
240 225
= 0.8 ¥ 400 x 225 =
= 240
X = xt - 117.6
~ X 80.5
2
=ik 1 225 —-240 _ 0.00684 -0.00741
L = 3300 =
~ —-240 400 -0.00741 0.01235

10 117.6| _ |120 0. 006894 -0.00741 117.6 |_ |120]|_
80.85 80 -0.00741 0.01235 80.5 80

10 [ —2.4 ] [ 0. 00694 -0.00741 _

Il

0.5 ~0.00741 ©0.01235 |
=10 ¢ -0.020361 0.023959 > | &4 | = 0.608459
0.5 |
2 - 2 -
Xop, =081 < ¥  =5.990

Conclusfo:

NZo hi evidéncias suficientes para rejeitar Ho. a um
nivel de significAncia de 5%, logo aceita-se que as médias das
pressdes sistdlicas e diastdlicas para esta populagioc de sexo
masculino, de 30 a 35 anos, s3o 120 mm- Hg e 80 mm/Hg,
respectivamente.

X? = 0.60846 nos di um p entre 0.70 e 0.80, isto &,

obs
o nivel de <significincia critico para este valor observado &

0.70 < p < 0.80 .

11



Obs: Para obter o nivel de significlncia critico procura-se
o valor observado dentro da tabela da Distribuiglio Qui-quadrado e
verifica-se os niveis de significincia entre os quais este valor

observado se situa.

0

29 Caso gquando os Paridmetros da Populag8o s

desconhecidos, isto ¢, ¥ ¢ desconhecida.

f x:l xz xp
- 1 [ ]
H =X = : L=»S = s S: Sgg = Sip
L X R 5. & S
P 2 21 2 2p
x | s, s s?
P pi P2 P =
1 - v =
S = X = X230 X —X I
F L L
~ n —1 i=1 ~ ~ ~ ~
1 4 = =
Sq= — ?CXrL-XL)C){rj"XJ)

NEX =g P ETEX - I AT

L ~

C T® de Hotelling, 1931 )

- Pode-se usar a seguinte transformagio para fazer uso

da tabela de F:

Cn~=p 3 ” . _
an—i)'Tz FCOCp:n p 2

Voltando ao exemplo 1, considere os dados da tabela

anterior e teste:
Ho: g =0 120 , 80 >’ Hx: &2 C 120 ; 80 D*

1 =



& g

Temos, X = 117.6 S = 1 12
~ 80.5 ~ g &g°

21 4

e = EXE. . ~EX EX #n
= i 2 1 2
12 —
n -1

Q9536 - ¢ 1176 > C 805 ~ 10

_ . = B540.88889
" 4
o TCX -X_ O 5056. 4
. e = = = 561.82222
¢ € X, =X 07 6126. 5
o = : = B80. 72222
2 n — 1 9
< = | B61.82 540.89 | s | = 8e884.078
e 540.89 680.72 ~
- _ 1 680.72 540.89
i 89884 . 078 540. 89 561 .82

st - 0. 0075733 0. 0060176
~ 0. 0060176 0. 0062505

ncf—,uo)'s"cf—p Y o T

10 |[227-8] _ |120 <t |[117.8
80. 5, 80)| ~ 80.5

10 [_2'4]3“ il (R o.s;s“[”a‘4]=

~ | o.5 ~ 0.5

7

=(C - 0.18516712 - 0.1131699D [ ~ R ] = 0.3074259
0.5

13



€ n.=:p.J ~ . _
Temos, TR ATEE W B ™ FCp; n p D

C 10 =273
g 10 =1 2

entdo, C 0.3074289 > = 0.1366337

Conclusfo: NSo h& evidéncias para rejeigio de Ho, a um nivel de
significancia de 5%, ou seja, aceitamos que as médias das
press@es Sistdlica e Diastdédlica para esta populaglco do sexo

masculino, de 30 a 35 anos, ¢ 120 mmHg e 80 mm- Hg ,

respectivamente.

Intervalo de Confianga Maltiplo para
Componentes de pu.

T

Intervalo de Confianga com € 100 > C 1 - a D % para B,

1/2
- +[ccn-10p o »
X, [c“_p)n Fi€p j n pasf] L= 2,....p

Para o exemplo anterior:

Intervalo de Confianga para H,:

1,2
= #* Cr. = 1) 'p : . 2
){1 [Cn g FCp ; n =B S1 ]

12
+ [c1o0 -1 2
117.6 10 = 2 10 FCe2 ; 10 20 B61. 82222 ]
.

-~

I+

117.6

X| X

9 2
8 10

12
¥ 4.46 » 561. 82222

-

C 117.6 = 23.744233 >

O I.C. com 85% para H, é entio:
C 93.8885767 ; 141.34423 D

14



Interpretagdo: O intervalo de confianga de 85% para a média da
pressio sistdélica da populagio ¢ dado por (83,86 ; 141,34

Cb> Intervalo de Confianga para H,:

. ok Cn — 1) p 2 |*7*
xz [Cn—p)nFcP‘n p)Sz]

rC“.I.O—.‘LZ) 2

+ 1-2
80.5 = | cig—a—g FC2 ; 10 - 2> 680.72222
"
t 1.2
+ [ g%z
80.5 g~ * 446 x 680.72222 ]
C 80.5 T 26.136273 D

O I.C. com 95% para B, é:
C 54.363727 ; 106.63627 D

Interpretagcio: O intervalo de confianga de 85X para a média da
pressfo diastdlica & dado por (54,36 ; 106,64).

Observag8o: Para evitar a inversio de S pode-se calcular i por:

LT

'_['z= =%
| S

15



1.3.2 Duas Popul ag8es Analisadas por meio de

p-varidveis aleatdérias.

O
Temos:
'uu ‘uz:
f:fs. B : * ﬁz - :
“19 'UZP
_ .44 _ S 24
X = y : X = :
Ni p— ‘\oz -
X
ip Zp
L*3 ¢ L3
S = 1 [(Cn -1 S +Cn -1> s,
< r*x1 + n -2 1 I 2 2

a) Estatistica do Teste:

Cx -~ X I E'C X - 3~T

n ¥ n
1 2

n +n
1 2

- Pode-se usar a seguinte transformagio para fazer uso

da Tabela da distribuigfio F:

n1+nz-p—1

Cn1+nz-—8)p T2~F(p;rxi+nz—p—1_)

b)) Suposic¢des:

CX, =X >~N Cp —p ; Cs/m +1/md D

L



2.1) Intervalo de Confianga Multiplo para Diferencga
de Médias.

Intervalo de confianga multiplo para qualquer combinagSo

P
linear de diferengas de médias ¥ a, C R ) é&:
=1
p - = ale®, 5 W, o no,n P P 1/2
¥ acX ~ X.2% C 1 2 2) p C 1 2) F Y T asa
i i 2i n +n -p -1 n ¥ n o T T
L=1 i 2 i 2z L=4 j=
onde Fa = Ftabola.do . a um nivel de significincia a com (pd) e
Cni +n, -p - 1> graus de liberdade, e onde:
S_j = elementos da matriz S.

O I.C. para compara¢8o maltipla Hyo ™ Hgy ¢ dado por:

a=1, a=a= =a=20
1 2 a P
Supomos, entio:
X =X 2Tr oca 'S & %4 8 & H*.x #A2 8 ap 1M
11 21 1 T11 1 1 T12 T2 P PP P
ou
¢¥ =X >2%Traqeca s ap Y
11 Zz1 i 11 i
ou
(X, — X% S §F gg 392
14 24 14

Anadlogamente, o I.C. para compara¢fo maltipla H, ~ H,, &:

e¥ =¥ 530 as ¥R
12 22 22

onde ? € um valor constante C(ver abaixod

17



Exemplol: Suponha que temos dois grupos C(um experimental e outro

controle) medidos segundo duas variaveis aleatérias.

Grupo Experimental | Grupo Controle

n, X X X X

% 1 2 i 2

1 3 6 2 11

2 Q 6 T 14

3 16 8 13 18

4 19 13 19 18

=) 24 i2 23 20

z 71 45 64 81

Cad Teste: I-lo: E‘ = t‘,z = 8 H:.: ﬁ* - 'f:z = 2 a = 0.01

Suposigdes:

1 X ~ Nz Cu ; SO ou CJ't1 - }{z) ~ Nz Cp* — ,-Cl/m1 + 1/n2) D

o Bl L3 ~

onde N2 Cu ; S significa que X tem distribuig¢fSo bivariada

LT

normal com vetor de médias u e matriz de covariancia S

o A

29§ =¢,

i8



39 Independéncia

Temos,

Neste caso temos a seguinte generalizacg3o:

Y ~X NS rae. 172
2L 1

i1 i

Obser vacdes:
— p é o numero total de variaveis observadas.

- o 1¢© indice de (fﬁ_ - fzt) ¢ referente a populagio ou
grupo (1 ou 2) e o segundo indice se refere a variavel que esta

sendo observada.

Para evitar a inversfo de S podemos calcular ) gl por:

L

- - —_ — —_ 5
| S + 1--,1 2% n, Cn‘ + nz) cf1 = fz:) C‘)\'v:1 :'cz) 1
T =
| & |

19



Grupo 1:
= DXX ~BX BEX Zm _ 735 -stes /5
12 n—1 4
2
pLx =X
= = B68.7
* n—1
s = 68.7 24.0
~* 24.0 11.0
):cxz-sz
e = 11
n-1
GRUPO 2:
s - EXX ~EX EX ##h _ 1156 - 51845
12

n- 1 4

SF = = 73.2
1
o W
52 = 73.2 29.8
~ 29.8 13.2

5
L X, - X

= = 13.2
z no- 1
n % n - o i _ _
Tz = 1 2 Cx ey x )r S CX _ X )

20



1

S= =

a274.8
86. 0

96. 0
44.0

% 292. 8 i119.2
119.2 52.8

- _%_ 567.6 215.2 "

~ 215. 2 6.8 <

| S| = 134.885
_ 1 12.10 -26.90 _

134,885 -26.90 70.95
.Iz = 25 td. 2 12.8 i S—"
10 9.0 16.2 s

T =2.5C1.4 -7.2 0. 0887086
-0. 1994291

-rz=

|

_ | 70.95 2s6.90
26.90 12.10

0. 089706
-0.1994291

-0.1994291
0. 5260036

ee ) el

-0.1984291

1.4
0. 5260036 =7 2

C1.5614779  -4.0664267) [ 1.4 ] =

~7.2

= 2.1860681 + 29.278272

T = 31.

7 =

¥

464341

—— (31.4643410 = 13.765649

16

Fz,? : o.00 = 9.55

21
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Conclus3o: Rejeita-se Ho, a um nivel de significéncia 0.01.

Logo existe diferenga entre os grupos experimental e controle.

Cb) Encontre I.C. para Cp“ - ‘“za) » Cyiz - 3.:223 =
Cp“ - ,uiz) = Cun o ,uzz) com 98% .
Para a Cp“ - ,uu) temos a =1 4 = 6]
como €X ~-X>Ztas 12
11 21 11
_ ™+ "2 -2 p "1+ "2
Q= N T n. =p =1 a CnJCn D * Fcz,'? ; 0,01
i 2 1 2
_ 8 ¥ 2 10 _
0 = - [8_5] 9.855 = 8.73
X -X_ =14.2 -12.8 =1.4
14 21
S = 70.95

11

1.4 < 8.73 »* 70.951%2

O I.C. com 99% para as diferengas de médias das duas polulagdes

para a variavel X »x M., T B, =H [-23.49 ; 26.29]
Para C,uriz = yzz) temos a = O n = 1
& 12

Como X -X D -0 QS _ 1
12 22 22

= Cn1+nz—83p % "4+ "2 .
B MEE W Cn 3Cn > 2,7 ; 0,00

- 8 »x 2 10 =
Q = #[—5] 9.55 = 8.73

2e



2l

22
7.2 + [ 8.73 % 12.1 1*7?
O I.C. com 99% para a diferenga de médias das duas populagdes

para a variavel X0 M, T B, é: [-17.48 ; 3.08]

Ho: Ho=op
Adicional ao teste de hipéte;es podemos encontrar o I.C.

Mdltiplo para uma combinag¢fio linear dos componentes de pu.

b

Para uma escolha das constantes asa,...,a
P
P
[C a’ J = Cai.az.. o .ap)] o I.C. Midltiplo para IZaiyL é:
~ . L=1
P P P
- Cn-1Dp e
Za,x‘ t —=—— F (p;n-pd E as a.
" bz Cn-pdn a ’ ; S
L=1 L=1 j=1

O I.C. Maltiplo para H é:

1/2
= Cn-1Dp
o P
Xi_ x [_C — F Cp;n-p2 S ]

Exemplo: Se p = 1 e a = 1 Ca.2= a=...= ap= 0D encontre a

expressiio para o I.C. de ((1-00100% para H, -

_ P 1/2
+ -
x:. =, [ 4 x 5 Fo,cuC1 ;B Su ]
4 1,2
14,2 =% [ =5 21,200 C70,95) ]

14,2 =% C17,34>
O I.C. com 98% para H, &
{=3,14 ; 31,54 1]

Interpretacfo: Este intervalo de 98% de confianga para a média da

populagio 1 para a variavel Xi .

a3



1.3.3) K Populacg&es analisadas por meio de

R — varidveis aleatdérias.

CExtens3o da Analise de Vari&ncia para o caso Multivariado,

"Oneway Manova').

o 1

o

Hotopyo=py =..=p.

Ht: existe pelo menos duas médias populacionais diferentes.

X = vetor de v.a. B €% 3 .: 3% 9D
s 1 T2 P
HR » R=1,2,...,k populagdes
i - NP C ﬁr ’ E b
Sejam ng’nz""’nk os tamanhos das amostras aleatérias
correspondentes as populac®es 1 ,011.,...,0
1" 2 K
n=n +HN * :: BN
1 2 K
NOTACZO :
n
xni- nn z xnhn = média da populagio R para a
variavel i.
= ko
1
X = = n Xoo - média da varidvel i para todas as
R=1 popul agSes.
1 =1.a.....]'.‘! ' R=1.a,....k H m=1.2.....ng
B = CBU) = matriz da soma dos produtos entre as populagdes.
k — — —_— —
B=ZnCX,—X.)CX.—X.3
L) rE, R RL 1 Rj 4
W = CWU) % matriz da soma dos produtos dentro de cada
i popul acXo.
K n
R . —
W{ = c. X . - X . 3 X., =NX_. 2
J Ly w4 Rim RL R)m Rj
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S = CSU) 2 matriz da soma dos produtos totais.

4

n

k S B
s‘,=z 2cx_~x_3cx_—x_3
i) Rim L Rjm J

R=1 m=1

4
4

O teste baseia-se no critério de Wilks

| & i
A = =
l W + B |
A tem uma distribui¢Zo U com P, k-1 , n=k graus de

liberdade.
A estatistica A distribui-se como o produto p —-variaveis

aleatdérias independentes com distribuig¢fo Beta .
Aproxi macdes :
Cad) Rac (18510 propéds o uso da estatistica :

1 -AYS  ms-2n _ F
AL/S pCk-1D

F com pCk-1) e (ms-2h) graus de liberdade, onde

W = e p;k = ¥ 2= ka;lD—B
1
N /:&k—i)z—z;
e s = = =
p +Ck-12"-5
Cbd Bartlett (1847) sugeriu
- mlog A X CpCk-13)
As populagdes 1,2,...,k tem vetores de médias diferentes
pi.yz.....pk , mas todas tem a mesma matriz de covarilancia Z.
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1.40 Analise de Observagdes Estranhas COUTLIERS).

Exemplos: Uma variavel = pressio sanguinea.

Mais de uma variavel = pressio sistdélica.

1
= pressio diastdlica.

X
X
X
2
Xa = temperatura.
X4 = pressio arterial média.
X5 = batimento cardiaco.
Xd = nivel de hemoglobina.
X7 = pressfo venosa média.
12 caso : Quando os parametros sfo conhecidos C(conhece-se I D,
Temos: -
Sk X o BEeE ETA
M
X
& P

Z matriz de covariincia

L

CX - w's%xX - w - xX<pd
C19 Toma-se o 19 individuo xi = Cxi.xz.....xﬁ) e calcula-se
2 — ‘ = » -4 =
xobs = CE::I. ﬁ) E Cit 23

c2e) Se xzbﬂ & significante a um nivel a fixado, entfio o 19
individuo ¢é "outlier™.
(3¢ Toma-se o 2¢ individuo e repete-se o processo, e assim

seque—-se até a dltima observagifo.

2¢ Caso : Quando os pariAmetros sfo desconhecidos.

Suposigdes: X o NpCp S =0 I

e

v ¢ estimado por

Py

> ¢é estimada por S .
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C1¢ Toma-se o vetor de observagdes para o 19 sujeito,

X = Cx‘.xz,...,x ) , e usa-se o restante para os cialculos.
P

L

(29 Calcula-se f e S com k=n-1 observa¢des restantes.

39D Encontra-se a Estatistica Distancia Amostral
Mahal ancbis:
D = G, - ib'Sf1Cx1 — X

(49 AproximagZ3o a distribuiglo F
[ Cn-12 -p ] Cn-1)

l cn-13% -1 J p

2

com Cp) e [}n-i)-p)] graus de liberdade.

C(5e Se F‘o » a um nivel de significéncia fixado ,

bs crit
a observagfio ¢ estranha. Coutlier)

(69 Toma-se a 29 observagfo e repete—-se o processo.

Observacio:
1@ solugdod p * 2o ou u * 3o
22 solug8od Z | N
32 solugaaod z E, xf
™y = “32 2 :
42 solugiod = W % e a fixo

Para mais de uma variavel

p—value" C(p criticod

p > 0,2 -»> paciente & considerado com escore normal

0,05 < p = 0,2 =3 paciente ¢ ligeiramente "anormal'.
0,01 < p=0,08 = uma luz de alerta & ligada.
p = 0,01 o alarme & soado.

de

entio

Observag3o: O valor de k (n-1 dado como exemplo) pode variar,

pois se decidirmos retirar um individuo da amostra, ou dois,

valor de k diminui C(n-2;n-3).

27
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Capitulo 2 : PRINCIPAIS TECNICAS DE
ANALISE MULTIVARIADA

2.1) Anidlise de Componentes Principais.

A técnica de Anilise de Componentes Principais tem como
objetivo substituir um conjunto inicial de p variaveis
correlacionadas: }(1 o, R XP por um conjunto de variiveis nio
correl acionadas: Y‘ . Yz W Yp que s8o chamadas de Componentes
Principais. Estas novas variaveis sfo combinag®es lineares das
variaveis originais, arranjadas de tal modo que suas varifncias
estejam em ordem decrescente de grandeza e a variancia total do
conjunto inicial das variaveis seja preservada.

Procura-se substituir X por uma combinagio linear de seus

componentes: Y , cuja estrutura de correlagio € mais simples e

S

capta toda a informagfo contida em X

~

Assim, este método encontra:

Y =a X +a X + ... +a X
1 11 1 21 2 pi p
Y =a X +a X + ... +a X
2 121 22 2 p2 p
Y = X £ o X F ... Fia X
P ip 1 2p 2 PP P
Generalizando:
=3
I, = ¥ o, X » CE15 20 0 B Cs,.10
J = L) L



tais que

Ca) Cov € Y,Y, > =0 ,V jktz...pj#k

Cb) Var (Yl) > Var CYZD = aua2 Mar CY. D .
p
P P
Ced) ¥ Var €YD = ¥ Var € X D
j=1 ) i=1 .

Em outras palavras
Cad Yj s3o ortogonais (n3o correlacionadas).
Cbd Y1 é a componente mais importante.

Cecd A variincia total original & preservada.

Observacgio:
Apesar de nesta técnica encontrarmos p novas

variidAveis, muitas vezes as primeiras componentes principais
explicam a grande parte da variincia total original.

Em notagfo matricial tem-se:

Y - . e Y
i 2 P
X a saewl O
X1 1 14 12 ip
. X a a P - |
X = a A = L2 21 22 2p
¥ & xp p;P x Cl. d. - O‘.'
P pi P2z PP
4 + +
ot a at

=]

px1

Podemos escrever a expressio (5,10 como:

cad Yj = a* jX

~ A

E o modelo geral como:

(3 Y = A’X

S A
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Suposigfo: X tem distribuigfo multivariada com vetor de médias u

L o

e matriz de covarifncia )

Tl

O método de Componentes Principais consiste, entio,

encontrar estimadores para e O » LJ4,....p de forma a
L)

serem satisfeitas as condigd®es (a),(b),C(c) citadas anteriormente.

A (4> Var CY1)= c:; ) 3 o deve ser maxima sujeita as

~ ~

condi ¢g8es ct; a = 1 Ctr::t1 ¢ ortogonald a fim de que a solugio

seja unica.

ECY) = E Ca’ X = a* E CXO
i 4 1

E CYii) = 21 {.\l’

Var CY D = Var Ca’ X) = a’ Var (X) «
1 1 A N 1

Var CY13 = 31 gf‘

Obser vagio:

E CYD) = A’ u

Var CY) = Var CA’XD = A’VarCXDA = A’T A

oy M e *r M e

Y= E [C X - pDCX - @’1 = E CXX’D - pp’

~ ~ T ~ A A ETEY

Reescrevendo:
E CX> = A ’u
Var CYD =

e o ST T

A solugio desse problema de maximizagfo com restrigio € o
vetor caracteristico normalizado associado a raiz caracteristica

A da matriz ¥ onde 7\1 ¢ a malor e primeira raiz da equagio:
i

Lat]

| E-AI | =0

ur R
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Quando padronizamos varidveis Xi,. - ,}(p para C)Ci - yi/ai)

devo usar a matriz R (de correlagio) e nio § (de covaridnciad.

s

;0 Y = a X + a X
11 1 21

Y =a X + a X
z 12 1 22 2

EC Yib » EC Yz) 5 VarCYiD P VarCYZJ devem ser calculadas.

_ VarCX D Cov(X ,X D ECX D = u
Yy = 1 e 1 1
~ CovCX ,X D VarCX D ECXD = pu
1772 2 2 2
H= Ky A =] %1 % ou= %11 oz=|%2
~ (P2 ~ 21 22 ~ 24 ~ 22

ECY D=E [a X + a X1 =a ECXD + a ECX D =
1 1174 21" 2 14 1 24 2

a“ “1. % azx pz = ai ‘:
VarCY D) = Var [a X + a X1 = az VarCX > + az VarCX 2> # &2
i 11" 1 24 2 11 1 21 2
= o ol Cov € s X O
14 24 1" 72
_ VarCX 2 Cov(CX ,X D o
= [clt11 aza.] 1 172 11
CovCX ,X D> VarcCX D o
1’72 2 21
VarCYib = 31 E: 31
VarCY> = E € [ CY - ECY2>>Y1 [ € ¥ - E CY> D> 1'>

ECLl CAX — A’uwd 1 [ CA’X - A"uD17>

= Al ECX - wdCX =D’ 1 A

31



Da teoria de vetores e raizes caracteristicas sabe-se

que:
A’ T A=A C5,2)
Para cada matriz simétrica real J existe uma
matriz
ortogonal A tal que A’y A = A ,onde A é uma matriz diagonal

Cgarante a ortogonalidade) cujos elementos diagonais s3o as raizes

caracteristicas de [ .

A, 0 O o
A=|o = o o)
~ O O O X

P

Podemos reescrever (5,2) como:

T = A A A
onde A é matriz ortogonal de ordem p ¢ A A = 1 2 cuja j-ésima

coluna & o vetor caracteristico normalizado associado a raiz.

O vetor de componentes principais Y’'= CY:.'Yz""'Yp) &

bt

definido pela transformagio linear ortogonal:

Y = A” X

o ~

tal que a matriz de covarifincia de Y & dada por:

L

Var CYD)= A” L A=A

L' A e e bl

Portanto, as componentes Yx > Yz, N YP s3do n3o

correlacionadas Cortogonais) e a varifncia de ij = kj
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Além disso, a j-ésima componente de Y tem varifncia

“ur

maxima entre todas as combinag¢&es lineares normalizadas

(=atisfazendo a} a=1) nio correlacionadas com
B A

Y uX oenanY, ¥ o o,
i 2 -1 Jti P

Otr (D =tr C AAA’D =tr € AA” AD =tr (I A =

o e e L A

p
tr C AD =% lj » assim:

™

P
r VarCXiD =

VardcY D
P | g J

1

Isto significa que a varifncia total das varidveis
originais ¢ preservada nesta transformagio linear no Método de
Componentes Principais.

A importancia da j-ésima componente ¢ medida por:

A A .
J J % PRI e

tr CL D -

e a propor¢io da varifncia original Cou variagiooriginal) total
que & explicada pelos m-primeiros componentes , & dada por:
P O S R ¥
i z m

; onde m < p
tr CE 2

Observe que cada variavel X pode ser expressa como
L

combina¢io linear dos componentes. Assim tem—-se:
Y = A’X — AY = AA X -+ X =AY e )

Ao conjunto de equagdes:

(
!X=AY
LE=AAA’

da-se o nome de Modelo de Componentes Principais.



2.2) Anilise Fatorial.

Sejam X1 .xz,..-.xp variaveis aleatdrias
xt
X = : m fatores comuns
- X m <
P P

O modelo de Analise Fatorial ¢ dado por

m
XL = z )Lt.j I"j + e P K=z oap 3 c12
J=1
X =X f +X f + ... + X £ + e
1 14 1 12" 2 im m 1
X =Ax_f +Ax_f + ... +AX_ + e
2 214 1 22 2 2m m 2
X =X € +#X Ff + ... X  +@
P pi 4 pz 2 pm m P
Notacgio:
A - Carga fatorial da i-ésima variavel no j-ésimo fator

L
comum. Reflete a importancia do j—-ésimo fator na composigio da

i-ésima variavel.

f - Fatores comuns.

e - Fatorez especificos que descrevem a variagfio residual
especifica da i-ésima varidvel (residuo que afeta somemte XB-E a

parte da wvariavel XL que ndo ¢ explicada pelos fatores comuns

fj,s.
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Em notag3c matricial

pode—-se escrever o modelo como:

X =Af + e c2d
s P o L]
onde:
X
1
X = 3 -+ vetores de variaveis
~px1 .
B
ot aleatdrias originais.
(f
i
f = : -+ vetores de fatores comuns
mei -
&
m
e
i
e = : -+ vetores de fatores
A Pxi .
le |
B especificos ou
erros aleatdérios
114 12" im| 1
A = . .
- z1 22 2m| 2 + matriz das cargas
A o » fatoriais
p1 p2 pm- p
f b f
- 8 2 m
Assumiremos , sem perda de generalidade, que:
E CXLD =0 =0
Var X > =1 ~
L E e R
E ijD =0 ~ ~
Var C:E‘J_D =1



Suposigdes Sobre o Model o:

Os p-fatores especificos ( p variiveis aleatédrias I sio
supostos serem n3ao-correlacionados entre si e n3ao

correlacionados aos fatores comuns:

Cov C e.,e, 2 =0 R
Ltk . o e
Cov C fj’ei > =0 skeh: v ap
j="¢- <. ,m
Os f a tores comuns fs'fz""’fm podem ser
correl acionados entre si Cfatores obl { quos) ou nio

correlacionados entre si (fatores ortogonais).

Inicialmente vamos supor fatores ortogonais, ou seja:
Cov C fj'fj‘ > =0 =i
By=1,. . .,m

Também €& costume assumir que os fatores comuns e os
fatores especificos tém distribuig¢8o Normal Multivariada,isto

implica que X tenha distribuigfio Normal Multivariada.

Propriedades:
C1) As variincias das variAveis observadas sio:
VarCK,L) = o'i = A + A . R . i 3 2 &+ var Cei)

(51 L2 Ltm

m
VarCXi_D =¥ A + oy =L p ; onde ¥ = VarCCid



Modelo com um fator:

X =X + e
L 1 1 L

VarCX. D = Var (N £ D + Var Ce D + Cov Cf ,e))
L il & L J L

varCX.d = A. 2 VarCf > + VarCe.)
L 1 1 L

L

VarCX) = A 2 + VarCe)
L i

L

A parte da variadncia da variavel Xi_ que ¢ explicada

m
pelos fatores comuns , E?\.jz ¢ chamada de Comunalidade da
i=1

i-ésima variavel:

m
j?i Ki..j = Var CxtD - w =h

A varilncia de e‘_-, denominada de variincia residual ou
especifica ¢ denotada por wL.E: a parte da variéncia da variavel

Xi_ que nido é explicada pelos fatores comuns.

Como Varcxt)=1. entio VarC)(L) =h? - v, = 1 ; e assim:

L
_ o B
wi =1 hi.
que ¢ denominada Especificidade.

€2 Cov CX, XD =P A i
[ ; tj vy
J=1
b=, . P

¢33 Cov CXL.fj) = ;\i.j , ou seja, a correlagio entre a

variavel X,t e o fator comum f‘J_ ¢ dada pela carga fatorial ;\i.j'

A matriz de covariincias } pode ser escrita como:

R4

E = AN 4+ W c4D
onde,
¥, (9] 0
f = 0 W, 0
O O W
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as expressdes

X=Af + e

e
L=AA +y

s80 chamadas de "Modelo de AnAlise de Fatorial'.

Resumo:

I - Modelo:

II - Comunalidade:

III - Especificidade:

Observacio:

fj é fator comum porque est& presente em todas as variaveis Xi
ij explica uma parte da wvariavel XL e f‘j+1 explica uma parte do
que ndo foli explicado por f‘J_Z).

L parte da wvariavel XL que n3o foi explicada pelos fatores
comuns

NN 4 parte da variadvel xi que & explicada pelos fatores comuns

e A

Exemplo: Suponha trés v.a. xi.xz,xa e dois fatores
f f
. B £z
X 0.80 -0.17
N = Xz 0.78 -0.30
X 0.60 -0.20
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Corr CX ,f D) = = 0.80 Corr CX ,£ 2 = A = =0.17
e 11 1" 2 12

Corr CX ,f D = = 0.7 Corr X L 3 = A = =0.30
2" 1 24 2" 2 22

Corr CX ,f D = = 0.860 Corr CX ,£f D = A = —0.20
- 31 3’ 2 3z

!

Cargas fatoriais -+ Estrutura de correlagio Ccovarifncias)

Comunalidade de X : ht2 = c0.800% + ¢-0.17>% = 0.69

69% da variagfo de }(1 s8o explicadas pelos fatores :t‘1 = fz.

hzz = CO.75)% + ¢c-0.300% = 0.85

65% da variagio de Xz s80 explicadas pelos fatores fi e f{

Comunal idade de

0

Comunalidade de X_: hgz = c0.600% + ¢-0.200% = 0.40

40% da variaglo de Xg s3o explicadas pelos fatores f1 e ff

Especificidades:

w, =1 - 0.60 = 0.31
¥, =1 - 0.65 = 0.35
w, =1 - 0.40 = 0.80

¥, indica o percentual de varifncia de Xi que ndo ¢ explicada

pelos fatores comuns.

Corr Cxi.XzD = C0.800 CO.78> + C-0.17> C-0.300 = 0.651
Corr cxi.xab = €0.80> €0.B80) + C-0.17> C-0.200 = 0.514
Corr sz.XBD = C0.78) CO.680) + C-0.30) C-0.20> = 0.510

i 2z 3
X [ 1 0. 651 0.514
R =X, [o0.651 1 0.510
Yox 0.514 0.510 1
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2.2.10 Estimac8c dos parimetros dos modelos

Na pratica os par&metros do modelo a serem estimados a
partir dos dados s8o as cargas fatoriais CKHD e as
especificidades Cykb.

Obtidas as cargas fatoriais o pesquisador deve interpretar
os fatores comuns da melhor maneira possivel, levando em

conta a defini¢fo das variaveis originais.

Para melhor interpretar os fatores, faz-se a Rotac8o dos

Fatores Comuns.

Finalmente, pode-se estimar os valores dos fatores
comuns para cada individuo como fun¢gfo das variaveis observadas,

chamadas de Escores Fatoriais.

Fatores pelo Método do Fator Principal.

Baseia-se na contribuig¢fo total de um fator fj para a
explicag8o da varifincia toatal da variaveis Xf

Esta contribuig¢fo total & definida como:

A anadlise inicia com um fator f1 cuja contribui¢8o as
comunalidades das variiveis & a maior possivel.

Um segundo fator t‘z, nio—-correlacionado com fi. com
contribuig¢io maxima a comunalidade residual € encontrado. E o
processo continua até que a comunalidade total tenha sido

encontrada.
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Os Estimadores Mais Comuns das Comunalidades das

Varidveis X s3o :
E———— e

a) Quadrado do coeficiente de correlagfio multipla entre
Xt e todas as outras variaveis.
b)) O maior wvalor absoluto da linha i da matriz de

correlagio amostral.

c)A média Cvalor absoluto) das correla¢gdes de uma linha
i da matriz de correlag¢fo amostral.
d> Estimadores obtidos de anilises preliminares ou por

procedimentos iterativos.

Apés obter-se os estimadores das comunalidades de cada

XL, substituimos a diagonal principal de R por estas estimagdes,

b

obtendo-se o que se chama de Matriz Reduzida de Correlacfo R.

Exemplo: Usando a opgfo Cb)

1 0.85 0.32 0.85 0.85 O0.32
R=10.85 1 0.721 -+ E*= 0.865 0.85 0.72
0.32 0.72 1 ~ lo.32 o0.72 o.72

Ent3o aplica-se o Método de Componentes Principais,
escolhendo-se as m primeiras maiores raizes caracteristicas

L . . ,
de R e os m vetores caracteristicos normalizados associados as

L

raizes encontradas.
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Assim a Matriz de Cargas Fatoriais estimada pela solugfo

dos fatores principais é:

1/2
N = A A
e 'd L "
onde
X ol a e al
1 11 12 im
7 a o e a
A = .2 21 22 . 2m
pxm A . 2 5 z
b - - -
X a a i a
P p1 pz pm
e
fx: o . o
~
% = a 1&; o
mxn
~ a o o
Q o YA
m
sendo que
A.=a. YN, = Corr CX.,fD
L) L) J L J
o = » = »
U waga. Ku A -A'l. )"12 12 10\2
P
2 2
TAZE=NZ e 2+ A 2= AN+ oo AL e AN
=g U 1j 2 PJ j P
2
= Ala ., +a + + a D
J i 2j PJ
P
L AL =2
iL=1 J J

A partir de N obtém-se as comunalidades reais
Rl

especificidades.
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Modelo de AnAlise de Fatorial:

X =ANf + e z:AA' + y
f f f
1 2 m 7 5
x1 11 k:z o sz * X le = h1
z
n=%; 21 Aoz T N > sz = h,
X A A A 3 TAZ*=n?
P B pE P P 13
+ + +
2. 2. 2_
EKLI. _)\'1 D‘i.z “}"2 DLI’I‘I Km
A = Corr CX ,f D
11 1" 71
2
K“'= € a proporgioc da varifncia da variavel Xi na composigio
do 1¢ fator Cfij.
B 2
kl = ¥ Aiiw € a raiz caracteristica associada ao 19 fator (f1d.
i=1
A + & a proporg8o da vari&ncia das variaveis originais

1/p

explicada pelo primeiro fator (desde que R seja usada como ponto
Ea

de partidad.

4 2

- g ¢ a comunalidade da primeira variavel,ou seja,
J

N
>
]
s ¢

j=1

a propor¢io da varifncia da primeira variavel Xi que & explicada

pelos m fatores comuns.

p

r hijp + & a proporgdo da varidncia das variaveis originais
L=1

explicada pelos m fatores comuns.

p
Y h® + & a comunalidade total.
. i

L=1
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Em algumas aplicag¢®es quando as comunalidades estimadas

Ciniciais) n8o diferem muito da unidade, a matriz R pode ser

L

usada como ponto de partida para analise.

Para decidir o numero m de fatores comuns seguem dicas:

Cada estrutura fisica pode sugerir um numero determinado de

fatores comuns intrinsecos.

(bdquando R & usada retém-se apenas os fatores correspondentes as

L

rafzes caracteristicas maiores do que 1.

Ccldescolhe-se um ndmero de fatores os quais explicam uma

proporgio especifica da comunalidade total ou da variincia total.

O critério (b)) estid de acordo com os critérios de
significincia estatistica e fidedignidade psicométrica, entre
outras coisas, porém passivel de criticas.

A soluglio pelo método de fator principal fornece sempre,

inicialmente,fatores ortogonais

Observagcfo: MORRISON (C1976). Em média o numero de fatores comuns

nio pode exceder a um certo numero, satisfazendo:

m< 1.2 C 28p + 1 - 16p+1 2

Observagio: e+ & a parte da variavel X, que n3o ¢ comum as
L

outras variaveis, isto ¢, que ni3o ¢ explicada pelos fatores

comuns.
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2.2.2) Estimagio Dos Escores Fatoriais

Escore Fatorial é o valor dos fatores comuns para cada
individuo ou observagio. SZo valores atribuidos as variaveis
Hﬁibdtéticas. portanto nio sfo parimetros do modelo e por isso nio
podem ser estimados no sentido estatistico usual.

Em Componentes Principais as componentes eram definidas
como fun¢des lineares das variaveis observadas e entido os valores
de cada componente para cada individuo poderiam ser facilmente
encontrados. Em AnaAlise Fatorial os fatores n3o sido fung¢des

lineares das wvariaveis observadas apenas e os escores de um

individuo, sobre eles, nio pode ser encontrado da mesma maneira.

E necessario, portanto, introduzir o principio dos
minimos quadrados para obter-se razoaveis estimadores dos escores
fatoriais.

Existem dois métodos para obter-se razoaveis estimativas
dos escores fatoriais:

adMétodo de Regressio (Thompsom,1961).

biMétodo de Bartlett.

a) Método de Reqgressio

O modelo de anilise fatorial é:

X

~ ~
E = NN 4+ W
~ ~ o~ ~

Vamos supor o caso mais geral do modelo fatorial onde os

]
Y
L

fatores sio correlacionados, isto &,
EC £,f* > =

e

C matriz de covariincias de f D

LT

(p mxm
A
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Assim o modelo sera:

X =Af +e
i = N $ Ny

Supondo que os parametros A, y e ¢ foram estimados

o o b

Cencontrados) por algum procedimento anterior.

Seja X’ [x X e X ]
A 1 2 P

e 9
]

¢ 0
I
¢ MY e —

1]
[

i}
N

1]
o

Nt

m
™
? =

o
Il
m
—
~—
¢ >
'
+
¢ M
Ksiri?
'
—

4
4

Logo, a matriz de covariincias entre X e { & dada por

b b

m
—
2 M
?lﬂ'
—

Il
¢ ®
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Este método baseado na regressio de f sobre X &

b “

equivalente a encontrar para cada j, jj=1.,2,....,m, uma fungio

linear das observagdes que dara um bom preditor de fj dado por:

f.=b'" X =
J J

X' b,
o A N‘}
onde tﬁ € um vetor, que € o

T

L

"vetor dos coeficientes dos escores
fatoriais",de ordem p escolhido de tal forma que a wvarifincia

ij—f'j) € um minimo.

Temos entio:

Derivando em relagio a bj e igualando a zero obtemos a

Ratd

~
expressio para f

Rl

-~

£ = gty

T 'l ur

ou,no caso de usar a R:

£f =N~ R

A
B = AN R & chamada de "matriz de coeficientes

dos escores fatoriais".

A alternativa para n3o inverter } ou R

o L

= ¢ [1 + A w"'/\d:,]"f\’ v X

bard bl A bt AN N R bl

e

Para o caso de fatores comuns n3oc correlacionados:

s 2 ]
I
! S

* A> w-ih ]-I.A, w—'ix

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
-~ P
f" = - E bt._] ZL s J=4,2, ,m
L=1
f.=b Z + b A + b &
j 11 1 21 2 pt p
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onde bij s8o os coeficientes extraidos da matriz B.

2}

e

b.=R
J Ay

b

J

onde 1 é o j-ésimo vetor da matriz A

b

Observacio: Nas aplicagBes & comum os escores fatoriais terem

média zero e varilncia 1.

.
Vi) =E | c£-0d cr-0d° ] = E [ £ ]
V (XD = E [X-p][x—p]']=8[f){']—,up'
= E X X ]
Resumo:
E €f £*) = cl) + Matriz de covarifncias de f
E Ce £’ = Cov Ce,fd =0
E Ce e’) = Cov Ce e) = yw =+ Matriz de covariincias de e.
E CX X’) =¥ + Matriz de covarilncias de X.

N 4 Matriz de cargas fatoriais A.

AN R™H

b o

B + Matriz de coeficientes dos escores fatoriais C B
ZL=X-;.:~NCO.13

=4

Regressfo: Se Y_NCO,1) ;Y=a + bX + e onde e  NCO,1D
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b) Método de Bartlett
Os coeficientes de escores fatoriais sfo obtidos de tal

forma que a soma dos resfiduos padronizados seja minima em relagfo

aos elementos de f. Assim:

LT

z -1
4

P
3 = e’y e=CX-ANf£D> pg CX-AFf)D
i=1 ~ e A

£ o

derivando-se em relagfo a f obtém-se:

~

£ = C AN Yy P AP A Yy
f2 = B¢ X

que ¢é a expressio para obter-se a matriz de coeficientes dos

escores fatoriais tanto para o caso de fatores ortogonais como

para o caso de fatores obliquos.

Demonstracio:

Q=CcX=-Af> pgrcx-Afr>

S N Ao b e T

Q=X v ™X-X" v'Af -1 N yN+ Ny AT

e e e e e e R T T A

Como C £* AN ' x> =X v A T
~ ~ ~ ~ 1:9 P;\C’P P:m ;x‘
| ] L ] L | >ESCALAR C1x1)

Q=X yix-2c Apy*x+r N ygrAar

T ur e b b o A e e

-1 -4
aQ:—aA’w )(-Q-A’a'uf\f
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igualando a zero:

CN yEIAY f=c Ayt A YT Ay

logo
£ =C Nyt ANyt

or b N A S la

Lawley e Maxwell mostram que os estimadores obtidos pelo
método de regressio sfo tendenciosos enquanto que os obtidos pelo
método de Bartlett sZo nZo-tendenciosos, porém os da regressfo sZo

de minima variAncia.
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2.2.3) Transformacfo e Interpretacfio dos Fatores Comuns
(Rotacfo dos Fatores)

Com o objetivo de proporcionar uma melhor interpretagio
dos fatores comuns faz-se um transforma¢fo (Rotagfio) na matriz de

cargas fatoriais AN, fazendo-a mais identificAvel com a natureza

das variaveis originais.
Rotar uma matriz significa multiplicid-la por uma matriz

ortogonal M.

o

Esta rotagfo n3c ¢ a Unica ,dado que M pode ser qualquer

matriz ortogonal.

Na expressfio X = N f + e se trocarmos f por M e

Fur g bl o b

r
A por N M cbservamos que a expressic nic se altera porque M &

o

ortogonal de ordem m. Na terminclogia de A.F. temos o que se

chama de Rotagfio de Fatores.

X =CAM % (M £ + e
X =Af + e

Também a matriz Z, substituindo A por A M temos

A o P

>

* o+ =AM CAM’ + yp

¢ M
I

o A A A bl

¥
M’ ot +w
¥

Il
P DR B N
> < 4 4
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Isto significa que a estrutura de covariincia original

nZo €& alternada pela transformagio ortogonal C(RotagZo dos

fatores).
A ML A M2
Modelo 1 A M13 Modelo 2 A Mz)
X =0.81 + 0 f X =04 .+ D.7 £
1 1 2 1 1 2
X =0.81f + 0.4° X =0.3 £ +0.74 ¢
z 1 2 2 1 2
X =061 +0 f X =0.68f +0.72 ¢
a 1 2 3 1 2
X =0 f + 0.8f°f X =0.608f + 0.4 ¢t
4 1 2 4 1 2
X =0 f + 0.7° X =0.61f + 0.35 ¢
5 1 2 5 1 2
Modelo 1:
Cov CX , XD =X X + A A
1 2 114 21 12 22
= (0.8 x 0.8 + €O x 0.4>
= 0.64
Modelo 2:
Cov CX , XD =X X + X A
i 2 14 24 12 22
= (0.4 x 0.3 + €C0.7 x 0.74>
= 0.64

O conceito de Estrutura Simples CThurstone, 18452

O conceito de estrutura simples ¢ obtide quandoc cada
variavel tem uma carga distinta de zero em um sé& fator comum.
Dado, digamos, & fatores comuns e 6 variaveis aleatdrias
originais, a estrutura simples seri obtida quandoc em cada linha
houver somente um elemento distinto de zero e entre qualquer par

de colunas os elementos distintos de zero nioc coincidem.

S2



Exempl o:

£ £
L - A
X 0.8 0.0 T AL" = Comunalidade
X, 0.7 0.0
X, 0.6 0.0
X, 0.0 0.7
X 0.0 0.6
5
X 0.0 0.5
S
TAZ=veerd
J J
Comunal idades:
h‘2=o.s4 hzz=0.49
h:=0.36 h:=0.49
h5z=0.35 h?=o0.25
Variancias:
A, =1.49 A =1.10
z
0'8 s of
0,7 4 x
4
0,6 + x
s
0,5 + x
G
o i
0.3 +
o,z +
0,1 + X, X, X,
1 1 1 i 1 1 1
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Exempl o:

1 - Sem Rotagio

variiveis fator 1 fator 2 htz
X, 0. 766 - 0. 832 0. 641
X, 0.670 - 0.203 0. 490
X, 0.574 = 0474 0. 360
X, 0. 454 0.533 0. 490
X, 0. 389 0. 457 0. 360
X 0.324 0. 381 0.250
X 1.828 0. 763 s

2 — Com Rotagio

variaveis fator 1 fator 2 hi2
K‘ 0.783 0.163 0. 641
Xz 0. 685 0.143 0. 490
Xa 0.587 0.123 0. 360
X‘ 0.143 0. 685 0. 490
Xs 0.123 0.587 0. 3680
Xd 0.102 0. 489 0. 280
A 1.473 1.415 R

J
Cov CKi.XzD = CO.766> CO.670) x C— 0.2832) (- 0.2803) = 0.56

L—+ sem rotagio
Cov CX ,X O = €0.783) (0.685) x (0.163) (0.143> = 0.56
L—+ com rotag¢io
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Obser vacdes:

- com a rotagdo a estrutura de covarif&ncias originais nfSo é
alterada.

= a interpretagfoc dos fatores fez-se de forma mais simples com a
solugfio dos fatores rotados.

- pode-se chegar a conclusio de que nido tem rotagfo quando néo
existe uma boa estrutura na matriz, isto ¢, quando f1 for
grande e f2 pequeno, ou vice-versa, temos uma boa estrutura na
matriz, do contrario a estrutura nfc & boa.

- hiz = €0.7660% + (- 0.2320% = 0.6406 , logo 64,06 % das

variagdes de Xi sic explicadas por f1 e fz.

- €0.7662% % de X, ¢ explicado por f, ;
c0.232>% % de X ¢é explicado por f

R I = hiz =1 - 0.6406 = 0.3594 , logo 35.94 % das variacg®es
de X1 nic sio explicadas nem por fi nem por fz’ 35.94 % das
variagdes de X1 sdo devido a um fator especifico, ou seja, sfo

a especificidade de K{

Modelos de Graficos Possiveis:

f
e — Presenga de um
terceiro fator
T
> 1
£
A z

— E necessaria uma
rotagcio obliqua.

T

> 1
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a2 ;
* Estrutura simples com

rotagid3o ortogonal

T
> 1

A estrutura nio ¢
simples

w
[

Métodos Analiticos de Rotacioc Ortogonal

a) Rotac8io Varimax: C(Kaiser, 1958D

Este critério esforga-se para maximizar o quadrado das

cargas fatoriais em cada COLUNA da matriz AN Co quadrado das

ur

cargas fatoriais s3o usados para solucionar o problema de cargas
negativas).

As=im, maximiza-se

Var c;\jz:= e s J ™ L.B . eam

Y
P
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Esta wvarifncia se aproxima de zero quando as cargas de
qualquer COLUNA s3o aproximadamente iguais e tende a um valor
miximo quando uma carga ¢ préxima de "1" e as demais s3o nulas.

Portanto, maximizar a varifncia tem o efeito de
minimizar o nimero de cargas fatoriais altas numa COLUNA, isto é,

minimiza a complexidade dos fatores.

b)) Rotacifo Quartimax:

Este critério trata de maximizar a varifncia do quadrado

das cargas fatorials em cada LINHA de A

Assim, maximiza-se

m 2 o
r N2 -
=

ij L

VarC xf) =

L
m

Tem o efeito de minimizar o nuimero de cargas fatoriais
altas em wuma LINHA, isto ¢, minimiza a complexidade das

variaveis.

‘c) Rotacio Equimax:

Esta solugfo considera simultinemente a simplificagio

das LINHAS E COLUNAS de A. Tenta minimizar a complexidade dos

A

fatores e das variiveis simultineamente.

d> Rotacioc Promax

Métodos Analiticos de Rotagiio Obliqua:

Oblimir
Biquartimin — anilogo aoc Equimax
Covarimin — andlogo aoc Varimax
Quartimin — analogo ao Quartimax



£2.3) Andlise de Agrupamento CCluster Analysis)

2.3.1) Introducgio

— Define-se como um conjunto de técnicas que servem para

agrupar individuos Cou variiveis) nfo previamente agrupados.

- Dado um numero de objetos ou individuos cada um
descrito por um conjunto de medidas Cv.a.J, o ocbjetivo & obter um
esquema de classificag¢fo para agrupar os individuos em um numero
de classes de tal forma que dentro das classes (clusters) os
individuos sfo similares em algum aspecto, e diferentezs dos de
outras classes. Assim, o©o objetivo ¢ formar grupos homogéneos

dentro e heterogéneos entre eles.

— Varias lécnicas Lém sido referidas na literatura
com o objetivo de realizar agrupamentos de objetos;
- Q-Analysis
- Tipologia C(C. Socilaisd
— Agrupamento
— Classificagio
— Taxonomia Numérica (Biologia; BotiAnica; Ecologia; Zoologiad

- Regionalizagio
— Cluster Analysis

- Ezta variedade de nomes ¢ devido a importancia dos

métodos nas mals diferentes Areas de aplicagio.

— Uma das diferengas basicas desta técnica com a
Anilise Discriminante ¢é que em Analise. Agrupamento inicialmente
os individuos n3c estio classificados (supde-se, inicialmente,

que pertengam a uma mesma populagio).
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- Em geral, os dados brutos a serem submetidos & analise

encontram-se em uma matriz n X p ou N x p:

X X
i 2 P

i X X
14 12 ip

£ 21 22 rE T xz
; : ™~ F

N X X ... X
N1 n2 Np

- As variaveis podem ser medidas quantitativas ou

qualitativas Cnominal, ordinal ou dicotédmicad.

- O primeiro estagio ¢ converter os dados brutos em uma
primeira matriz de medidas de similaridade, dissimilaridade ou
disténcias.

- A=z técnicas de Analise de Agrupamento reduzem a
informagioc de um conjunto de N individuos para informagdo de K

grupos, onde K << N.

— NHo ¢ conveniente usar um numero muito grande de
varidveis, para tanto recomenda-se o uso da Andlise Fatorial ou
Anidlise de Comp. Princ. antes de usar as técnicas de Analise de

Agrupamento. Também & conveniente padronizar as variaveis.
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2.3.28) Medidas de Similaridade e Distéincias

- Oz coeficientes de similaridades medem a relagio

Cassociagio) entre 2 individuos dado um conjunto de p variaveis

aleatdérias. Variam entre O e 1.

Alguns coeficientes de similaridade para variaveis

dicotédmicas C("auséncia-presenga’™d

individuo i
+ —
individuo j + a b a + b
= c d c + d
a + c b +d P

1) a + d
P

cad a

a + b + c
3D =a

2a + b + ¢
c4> 2Ca + dd

2Ca +dd + b + ¢
(@an) a
+ 2Cb + )

a
CSDi
P

Observa-se que, nos coeficientes (13 a (6B) se

a=d-=290 — coef., = 0
- Deve-se atentar para a natureza do fendmenoc em estudo
e optar por um destes coeficientes C(ou outro, aqui nio

apresentado) de forma adequada.

- OUpta-ze por um coeficiente e uza-se atlé o final da

anilise este mesmo coeficiente.
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Exempl o:

variaveis

1 2 3 4 5 B T 8 g 10

Individuos:
Individuo 1 1 8] O (0] 1 1 (@] 0 1 0
Individuo 2 0] @] (0] 0] 1 0 0 1 1 0
Individuo 3 0] 0 (0] (@] (6] (@) 0] 1 (@] 0

1 + =
4
+ e 1 3
=1 =& 5 7
4 & 10
£y @ B
3
+ O 1 1
= 4 5] g
4 6 10
2y ¥ -
3
+ 1 O 1
- e 7 g
3 7 10

- Usando-se o coeficiente (1), tem-se:

= a+d = 2+85 = 7 = 0.70
= D 10 10
S,= 0+5 =_85 = 0.50
10 10
S = 1 + 7 = 8 = 0. 80
= 10 10

- £  denctari “similaridade" entre o individuo L e o
L)

individuo j.



A matriz de similaridade sera:

i 2 3
1 - 0.70 0.50
2 0.70 = 0.80
3 0.50 0.80 =

- Usando-se o coeficiente (2), tem-se:

s = a = 2 = 2 =0.4
a+bh*e 2 +1 +2 5
43 a 9
O +1 + 4
S%s = 1 = 1 = 0.33
1 + 28+ 0 3
1 2 3
1 - 0.40 0.00
2 0. 40 = 0.33

3 0.00 0.33 o

Observagio:
O coeficiente de correlagio de Pearson ((rd) ou de

Spearman (rs) ou outro coeficiente sic medidas de similaridades
também usados para v. a. quantitativas.

Pode-se, também, fazer usa dos coeficientes de
associlag¢gio como Tau-b, Tau-c¢, D de Sommer , Gamma e outros, para

varidveis nominais ou tratadas como tal.

Similaridade -+ a medida de quanto dois individuos estio

préximos um do outro.

Coeficientes de Similaridade para

Variidveis Misturadas:

P
258
k§1 gk
= -
Y P
L
l\:gi Lk
onde wUk ¢ o peso (0 ocu 1) dependendo se a comparagfo &

valida ou n3oc para a variavel k.
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Variadveis Qualitativas:

o,
ik

 H

ik

se os dados sdo diferentes.

se os dados sio iguais.

Para variaveis quantitativas:

< } L = X_Lk = Xjk k& 2o B
Ljk Rk Loaud S8 e, NIBE HY.
onde Rk ¢ a amplitude da variavel k.
Exempl o:

Individuoc|AlturaCpés) [PesoClibras) [Cor olhos |Cor Cabelo|Fumar
1 66 120 azul castanho sim
2 72 130 verde preto sim
3 70 150 azul castanho nio

Sij,k ij, k
S =41~ |66 ~-78 |8 =0 5
c12,1

= =1 - | 120 - 130 | ~ 30 = 0.67 1
12,2

s =0 1
12,3

s =0 1
12,4

s =1 1
12,5

Si2= 1.67 » 5 = 0.33 &

Eij,k wtj.k
s =1 ~]186-70 | 8 =0.33 1
13,1

s =1 = | 120 - 180 | 7 30 =0 1
13,2

s =1 1
13.3

s =1 1
13,4

s =0 1
13,5

Si3= 1 +1 + 0.33 5 = 0.47 5
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1],k ij,k
Ses,t =1 - | 72 - 70 | /6 = 0.87 1
S23,2 =1 - | 130 - 150 | s 30 = 0.33 ' 1
S23,3 = O 1
S23,4 = 0O 1

= 0

23,5
S =1 7/8=0.2 =

23

1 2 - |
S . =4 — 0.33 0.47
T Y — 0.2
2 0.47 0.2 —_

Exercicio: Avaliem os 6 coeficientes de similaridades para v.a.
dicotémicas em 5 espécies: vaca, ledo, girafa, ovelha e homem,
usando os atributos:

1> A espécie € um animal selvagem.

2) A espécie tem pescog¢o grande.

3) A espécie € um animal agricola.

4) A espécie é carnivora.
5) A espécie caminha em 4 pés.
6) A espécie tem cauda.



Sistema de Escores para variaveis binarias.

Individuo Valores da variavel K

i + + - -
j + - + -

s . 1 0 o) o}
L.k
Cik 1 1 1 e}

Medidas de Distancia Métricas. CPara variaveis
quantitativasd

Cad) Distincia Euclidiana Cou Métrica Euclidiana)d

/ 2 |
2
d. = kgicxi.k ~

L

ou

A, CX =R X & XD
v ~l.. A ~L ~J
Exempl o:
Individuo Peso Clibras) Altura Cpésd
A 60 3.0
B 65 3.5
c 63 4.0
d,. = Y60 - 652 + ¢3.0 - 3.2 =/ 25.25 =5.02
d,. = Yoo - 6302 + ¢3.0 - 4.002 | = Y10 = 3.16
|
dnc=-/C65-6332+C3.5—4.032 =y 4.258 = 2.06
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A distancia euclidiana & afetada pela escala de
medidas, por isso ¢ recomendavel padronizar as varidveis antes de

calcular esta disténcia:

X
* ik b s SN
Ze < O'L oH 2y = Lcr

K K

A distancia Euclidiana preserva a distiAncia relativa

quando as variiveis est8o padronizadas.

Cb) Distincia Euclidiana Padronizada.

P 2z !
d .6 = /E Cxi.k - xjk:)
= k=4

2
s
2 k
onde Si ¢ a varildncia da wvariavel k.

ou
2 1
d. =Y cx - X3 s€tcx - XD
Y e ~d it ~J
onde:
Sx = s?* o o ... o — matriz diagonal
1 ; ;
..................... de variincias da
0 0 0 s 2 variavel Xk.
P

Ccd Métrica Absoluta (Métrica de Manhattand

p
‘E | %g = %y

d. =
J i

k

Czecramensky propde ponderia-la por p para atenuar o

problema de que as métricas aumentam com o nimero de variaveis.
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Nota:
Deve-se também padronizar as variidveis antes de usar

esta métrica.

Cdd D® de Mahanobis

d . =¢CX -X)>"s?'cx - x>
L L )

LJ A A o A

onde 3 ¢ a2 matriz de covarifncias e variincias da

o

variavel KE

Esta medida de distancia ¢ chamada , por alguns autores,

de Disténcia Euclidiana, generalizada com a expressio:

- 1
d =vYcx - X3 s*cx - x>
i P T L i

~ ~ ~

Ced) Métrica de Minkowski

4

Observacgdes:
1) Ser

Ser

1 — Métrica Absoluta
2 — Métrica Euclidiana

2) E também recomendivel que se padronize as variaveis.

Pode-se transformar a distancia em similaridade como:

S = 1
% 1 + d

Enquanto as métricas podem assumir gqualquer valor

positivo, a similaridade ¢ sempre um valor entre O e 1.
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2.3.3) Principais Técnicas de Agrupamentos

I> Técnicas Hierarquicas de Grupos
A - Métodos Aglomerativos
B - Métodos Divisivos
II>  Técnicas de Otimizagio
III> "Density or mode-seeking tecnhiques™
IVD) Técnicas de formagfo de grupos
V) Outras técnicas

A D) Métodos Aglomerativos

10 Método do Vizinho mais Prdéximo
C"Single Link Method'D

A dist&ncia entre os grupos é definida como a disténcia
entre seus mals préximos membros.

O primeiro estagio ¢ transformar a matriz de dados brutos
em uma matriz de similaridade ou dissimilaridade ou distancia.

Os individuos que tiverem a menor distancia formar3o um
grupo. Em seguida,se unira a este grupo o individuo que mais se

aproxima Cvizinho mais préximod) de um dos elementos do grupo.

Exemplo: Um conjunto de individuos s3o classificados. A matriz de

distancia entre eles é&:

[

D4

]
UDewNne
DoONO»
MOuomuN
000w
WOROO&
OwWuw®ownu

1 ¢ Passo - Unem-se (1 e 2) pois diz=2 & o menor valor de D1,

R

ou seja minCdijd = diz = 2
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2¢ Passo - duzx = min {dis,d23> = d2a
min {di4,d24> = dz4 = Q9
min {dis,dz2s5> = dzs = 8

dazxa)

dca2xms

(12)
2> | O
_ 3|5
Ez " 4|9
5|8

3¢ Passo - Unem-se (4 e B) pois d4s=3

seja; minCdijd = das = 3

1}
)}

O w
WO&sDa
CWOWmu

¢ o menor valor de

4 ¢ Passo - dd2xes = min {di4,di1s,dz4.d25> = dzs = 8
dasu = min {d4s,dss> = das = 4
(12) 3 45)
_ a2 O 5 8
E’ N a| 5 0 4
45| 8 4 o]

5¢ Passo - Unem-se ((3) e (4 5)) pois dwusxn=4 ¢ o menor valor

de D3 minCdijd = dwsxa = 4

ur

6¢ Passo — da2xads) = min {dis,di4,di1s,d23,dz4,d2s> = da2s

(412) (345)

Ba. = (42) 0 5
3 (a45) 5 0]

]
a

ou

77— Unem-se (C1 2) e (3 4 5)) (pois duzxaes»=5 ¢ o uUnico valor

de D4 D para formarem um Unico grupo.

o
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Dendrograma ou Arvore Hieridrquica de Vinculos.

n R ~n3IP~D~0
w

- 2 - | 4 5
Individuos

C Os saltos ocorrem de 1 em 1 unidade de distancia ).

2) Método do Vizinho mais Distante
C"Complete Linkage Method'D

A distancia entre os grupos ¢ definida como a distancia

entre os seus mais remotos pares de individuos.

Exemplo: A matriz de similaridade entre os individuos é:

D4 =

MewNR
OCoOONO~
eCcoaomnwN
U000 w
WOP OO
CWUO®Owu

1° - Unem-se os individuos (1 e 2) pois diz=2 & o menor valor de

D1, ou seja minCdipd = diz = 2

o
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29 — dazxa = max {dia,dza> = dia = 6

dizxey = mAx {die,d24> = d14 = 10
duz2xs) = max {dis,dzsr = dis = 9
(12) 3 4 5
a [ O &} 10 a
- a|l 6 (0] 4 5
ilz 4110 4 (0] 3
s| G 5 3 (0]

32 - Unem-se (4 e 85) pois d4s5=3 € o menor valor de Dz ; ou seja;

“ur

minCdijd = des = 3

4° - ddaz2xas = max {di4,dis,dz24.d2zs5> = dia = 10
d¢am)a = max {d4s,dssy = dss = B
(12) 3 (45)
_ u2x| O 51 10
Es B a| 6 (0] 5
5y (10 S (0]

5S¢ - Unem-se (3, 4 e 5) pois dwusxn=5 & o menor valor de Ds

b

minCdij) = dwsxa = 5
6o — daizxaes = max {dis,di4,d1s,d2z3,dz4,d2zs> = dia = 10

(12) (345)

De = t12) (0] 10
- a4s (10 (0]

o

7° - Unem-se (1 2) e (3 4 5 Cpois duzxses=10 & o unico valor

de D4 D para formarem um Unico grupo.

ur
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Dendrograma ou Arvore Hierarquica de Vinculos.

i0
o
8
D
& ?
=
t S
a
n 5
c
L 4
a
s 3

i 2 - | 4 5
Individuos

C Os saltos variam entre 1 e 5 unidades de distAncia, n8oc ¢ um
bom dendrograma, nidoc ¢ aconselhivel usar o método do vizinho mais

distante, neste caso J.

3) Método do Centréide

A distancia entre os grupos & definida como a distancia

entre os centrdides dos grupos.
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Exempl o:

Individuos Variaveis
1 2

1 1 1

a 1 2

3 5] 3

4 8 2

S 8 O

dij € o quadrado da distiancia euclidiana.

diz = (1 - 1)2 -

+C1 -2%= 1
dia = €1 -2 +¢1 - D2 =28
die = C1 - 82 +¢1 - 2% = 50
dis = C1 - 82 +¢1 - % = 50
dza = €1 - 8% + ¢c2 - D% =26
dze = C1 - 8% + c2 - &2 = 49
dzs = €1 - 8% + ¢c2 - 0% = 53
dse = C6 - 8% +¢3 - 2% = 5
das = €6 - 8% + ¢3 - 0% =13
des = C8 -2 +¢c2 - %= 4

i = 3 4 s

« [0 1 29 B0 50

2 {1 O 26 49 53

D1 = 3 (29 =6 (0] 5 13

a5 « |50 49 5 0 4

s |50 53 13 4 o)

> A menor entrada em D1 € diz

1, entSc unem-se 1 e 2.

€1 +1d/2=1.0
C1 + &2 =1.5
Ind. 1 2
c1 2 1 1.5 3+ 1 e 1.5 s3o as coordenadas
& a A d troide do grupo
4 8 > 0 o centrdide grupao.
5 8 0.0
duza = €1 - 8% + ¢1.5 - ? = 27.25
duze = €1 - 82 + 1.5 - 2% = 49.25

2

dazs = €1 - 8% + (1.5 - 0% = 51.25
dae = C6 - 8% + (3 -2%= 5
das = €6 - 8% + ¢3 - 007 =13
des = €8 - 82 +c2 - 0% = 4
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12)
3
a4
5

D2z =

(12)

0. 00
2. es
49. 25
51.25

- A menor entrada em Dz & das

e

27.25 49.25
0. 00 5. 00
5. 00 0. 00

13.00 4.00
=4

8 + 8,2 = 8
2 + 002 =1
Ind. 1 ]
1 2 1 1.5
3 6 3.0
C4 5 8 1.0
dazs = C1 - 8% + ¢c1.5 - % = z27.25
duzxas = €1 - 82 + ¢1.5 - 112 = 49.25
daum = C6 - 8% + (3 - 10% =18
(42) - |
azn[ 0.00 27.25
Da = a| 27.25 0.00
~ asy| 489. 25 8. 00
- A menor entrada de D3z & dwasa = 8
6 + 82 =7
3 +1d2=2
Ind. 1 -
c1 2 1 1.5
34| 7 2.0
dazxaes = €1 — D% + ¢1.5 - 2% = 36.25

74

51.25
13.00
4.00
0.00

(45)
49.25
8.00
0.00

=2 unem-se 4 e 5.

|

= unem-se 4, 5 e 3.



"Centroid Clustering Dendrogqram"

36. 25
D
L E ol -L o
s
L
a
n
2]
c
i
a
= 4
[ ]
[ 1]
1 2 3 4 =
Indiv(duos

4> Método de Ward

n n n 2
= 1
sQD = CXi - X2% = B = = Xi

12; LZL . [ éi ]
. , _  SQDdentro
% perda de informag8o = SoTtotal * 100
dij = ¢Xi - 0% + ¢xj - O X = L;x—‘l
dijk = CXi - IO + ¢Xj - T2 + €Xk - 2 X = XXitk

Exempl o: Suponha 6 unidades medidas por
X:1, 8 85, 7, 9, 10.

diz = €1 - %2 = 0.5 dze = C2 -
disa = €1 - %2 =18 dss = (5 -
die = ¢1 - %2 = 18 das = (5 -
dis = ¢1 - %2 = 32 das = (5 -
dic = €1 - 100%/2 = 40.5 des = C7 -
dzs = c2 - %2 = 4.5 des = C7 -
dze = €2 - %2 = 12.5 dss = €9 -
dzs = 2 - 922 = 24.5

uma variavel

100%2 = 32

232 =2
»?e =8
100%2 = 12.5
D2 =2

100%2 = 4.5
100%2 = 0.5



SRb =€¢€1 — 1.5)

1 2 3 4 5 S
1 I- 0.0 0.5 8.0 18.0 32.0 40.8 T
2 0.5 0.0 4.5 12.5 4.5 32.0
D1 = 3 8.0 4.3 0.0 2.0 8.0 12.5
~ 4| 18.0 128 o S 0.0 el 4.5
51 32.0 24.5 8.0 2.0 0.0 2.5
d|_ 40. 85 32.0 12.5 4.5 Q.5 0.0 2
> Min { D41 > =0.5 = unem-se (1 e 2) e (5 e 6).
2 2 1 +.2% 2 2 cg + 1002
SQDdentro = 1= + 23 = e + (8™ + 10D - ——
SQDdentre = 0.5 + 0.5 = 1

x 100 = 1.49%

. _ 1.0
% perda de informaglo = 5 335

X1za = + 2 +B)/3 =267
diza = -2.80%+ca -2.60% + (5 - 2.67M% = 8.67
X12¢ = C1 + 2 + 7D/3 = 3.33
dize = €1 = 3.39°% + ¢2 - 3.83D2 + ¢7 - 3.3°% = z0.867

Xi256 = C1 + 2 + O + 100/4 = 5.5
dizss = C1 - 5.52 + ¢2 - 5.5% + cg - 5.52% + ¢10 - 5.5% = 65

Xsa = C5 + 7D/28 =6
das = (5 - 82 + ¢7 - &% =2
Yass = C5 + 9 + 10)/3 = 8
dass = €5 - 832 + co - 8% + ¢c10 - &% = 14
Xass = C7 + Q + 100)/3 = 8.67
dess = C7 - 8.67% + c9 - 8.670% + €10 - 8.670% = 4.67
(12) 3 4 (56)
12) 0. 00 8.67 20. 67 65. 00
= a| 8.67 0. 00 2.00 14.00

D2z
~ 4| 20.67 2.00 Q.00 4.867
56y | 65. 00 14.00 4.67 0. 00

> Min { Dz >

Il

e = unem-se (3 e 4).
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2
SQDdantro=1+[C52+72)-cu:|=1+8=3

. — 3.0 = o
% perda de informagio = &7 33 * 100 = 4.46%

(12) (34) (56)
“u2 0.00 ee. 75 65. 00
Dz = @] 22.75 0. 00 14.75
~ s | 65.00 14.78 Q.00

> Min € Ds > = 14.75 = unem-se (3, 4, 5, e 6).

SQDdentro = 3 + 14.75 = 17.75

. . X7.75 _ o
% perda de informagio = &7 33 * 100 = 26.36%

(12) (3456)
(12 0.00 67.33
(3458 67.33 0. 00

SQDdentro = SQTtotal = 67.33
% perda de informagio = 100%

menor entrada % perda inf.
?7.83 100
14.75 26.36
2.0 4.4G6
0.5 [—J 1.49
1 [ 1
1 2 3 4 5 (<]

5) Método da Média

6) Método da Mediana

T



7) "Lance e Williams Fexible Method" (1867
A disténcia entre um grupo (kd e um grupo (ijd) formado

da fusio dos grupos (ijd é:
dikip = di dki + dj dkj —= 3 dij + ¥ |dki — dkj

1 Vizinho mais Prdéximo:

R, T, . — . S B S
ou.—cu—a—O.S $ g =9 3 ¥y = = = 0.5
Exempl o:

_ dss + daz 1
dauz = = = |da1 - daz|
_ B0 * 5.8 1 -
dauz = = ~ = [6 - 5[ = 5.0
daz2s = min {das,dzay = dza = 5.0

29 Vizinho mais distante:

oti.=aj=ia—=0.5 s g =0 : y=%=0.5
Exemplo:
_  das + ds2 1
dauz = == il |cl31 - dsz|

dauz = 6.0

daiz) = max {dia,dzs> = dia = 6.0

39 Centrdéide:
at = nisCni + njd g aj = nji7ZCni + njd
3= —oi o : y =0

ni € o namero de valores do individuo i.

nj é o nimero de valores do individuo j.

_ 1 _2x2
dauz = m [ 2 das + 2 daz m diz ]
dauz = 27.25
49 Ward:

ai = nk + ni Nk + i+ njo;

aj =nk +nj /nk +ni +nj;

= -nk 7~ nk + ni. + nj . ¥y =0
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2.3.4) Decis3o sobre o

Numero de Grupos

1o Calinski e Harabasz (1974D

Vimos em testes de hipéteses para vetores de médias de
k popul ag@es, que

S=W+B e A= |W|/|S|

onde: W & a matriz de soma dos produtos dentro;

B & a matriz de soma dos produtos entre;

S & a matriz de soma dos produtos total.

tr CBD tr CWD
&= SE= N =k
k € o nimero de grupos k =2,3,...,N-1.
ad C
: X
1 2 k

O nimero ideal de grupos é k , onde C atinge um valor
maximo.
bd c

k

Quando C cresce com k sugere que nio ha estrutura de
grupos, isto ¢, cada individuo & um grupo ou todos si%o um sé&
grupo.
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)

Quando c decresce com k sugere que a estrura é

hierarquica.

29 Beale (1968
Prop&e uso do teste F para testar se uma subdivisfio em
kz grupos ¢ significativamente melhor do que alguma subdivisfo

menor de ki grupos.

2/p

_  Rki — Rkz N - ki1 k2
sl s [va=e) (5] :
onde P = no de variaveis,

Rki = CN - kid) Sk’

Ski? = desvio médio quadrado do centro do grupo k.

Essa estatistica tem distribuig8o F com pCkz - k1D
e pCN - k2) gl. Se for significante indica que a subdivisZo k2
¢ melhor (mais significante) do que uma subdivisioc menor em ki
grupos. Se os dados pertencem a uma sé populagio Chomogeneidaded

nio consegue—-se dividir em grupos Causéncia de agrupamentoDd.

Exempl o: kz , k1

Ho: k1 = 2 Hi: k2 = 3 - n3o &€ significante, isto &,
2 ou 3 grupos d& no mesmo.

Ho: k1 = 3 Hi: k2 = 4 - ndo é significante.

Ho: k1 = 7 Hi: k2 = 8 - & significante (%), isto &,

8 ¢ melhor do que 7 grupos.
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2.4 - Andlise Discriminante

2.4.1) Introdugio:

Para uma v.a. e 2 populagdes

n M
2 1
H2 pcand S paaa Hy
4 o
PCdizer que ¢ um individuo pCdizer que ¢ um individuo
da pop. 2 e ele € da pop.1) | da pop.1 e ele & da pop.2a)

Regra de
L_* corte *_J
Probabilidade de erro

19 Testa-se HG: fi = Ez H‘: 51 E 52
Se H, = H, sé tenho uma populagio e ndo faz sentido a

Analise Discriminante.

Observagfo: Minimizar as probabilidades de erro ¢ aumentar a

distincia entre as médias, ¢ maximizar as distancias entre as

popul agdes.
Busca-se uma combinag¢fo linear de Xi1=Xz2 , D={?1X: + ;‘32}{2. e

tomar esta combinag3io linear c¢como regra de decisido para

classificagio.
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Deseja-se buscar uma regra simples expressa em uma "FUNGAO
DISCRIMINANTE"” baseada em n observagdes de p v.a. que seja &tima
em algum critério pré-determinado e que posteriormente sirva para
classificar corretamente Ccom alta probabilidadel a um individuo
cuja origem ou procedéncia desconhece-se.
=» As populagdes estio previamente definidas.
= O pesquisador deve selecionar as v.a. que discriminam as
populagdes C(nas gquais espera que as populagdes difiramd.
Variidveis que nfo possam assumir os mesmos valores nas diferentes
popul agdes.
= Computacionalmente, a Anflise Discriminante CA.D.) pode ser
assocliada com um problema de Regressfo Mualtipla C(R.M.D, porém
deve-se ter em conta as diferengas entre tais técnicas: dCad
Ambos buscam relag3o entre variaveis dependentes e varias

variaveis independentes, porém com diferentes propésitos:
— predigZo C(R.M.D
- discriminagio ou classificagidoc CA.D.D

Cb) A variivel dependente ¢ nominal, finita, em A.D. e

quantitativa continua em R.M.

Céd Para fins inferenciais requere-se em R.M. que a variavel
dependente tenha distribui¢fo normal Cou condicional normald
em A.D requer —se distribuigio normal mul tivariada da

variavel (para os procedimentos paramétricos).
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2.4.2) Determinacdo da Fungdo Linear Discriminante para 2
Popul ag&es (F.L.D. de Fisherl:

Suponha que temos ni individuos provenientes da popul agio HL

(i=1,2) e que para cada um deles registra-se a imformagio das p

v.a. . Assim o k-ésimo sujeito da i-ésima amostra sera:
Xik = CX4ik X2ik ... Xpikd

B2 B vy tid =2 numero de individuos.

i=1,2 =2 numero de popul agdes.

1=1i8%...sD =2 numero de variaveis.

Deseja-se buscar uma fungio:

D = ﬂt)h + ﬁ’zxz + ... + ﬁPXp
D=pgX=X"3 2 D & dicotémica, diz se o individuo
e e A pertencente ou nio a HL
X =1(Xs ; B=108,
Xp 3

tal que produza miéxima discriminacio entre 2 populag@es C(mAxima

distancia entre populagdes significa mimimo erro de classificagdod.

Para cada individuo tem—-se :

Dik= ﬁixiik + ﬁzxaik + ... + BpKPik = Xik B
O= I£1 devem ser tais que os Dik mostrem maxima

M

variabilidade entre popula¢des e maxima variabilidade dentro das

popul agdes.

Dadas as amostras ni e nz, a variabilidade total:

4 nti
. =

z Ecmk )
L=1 k=14

2 ni - -
= 1 . _ niD1 + nzDe2
B = ni + nz zi kziD* - nz + nz

Ay =3
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que pode ser particionada em 2 somas de quadrados:

z nu
_ A % ninz T~
B_ re = z ECDL D) 22— (Dt - D2d
1t=414 k=1
2 nt

wdentrc = i.zi kaﬂk - 5‘._32

Ent3o, © quociente BAsW serid uma medida adequada

discriminagfio de D como fungio dos (3 e pode-se propor © problema

o

de encontrar os estimadores bi,bz,...,bp para [ tais que
maximizem B/W.

Sejam:

nt
Xhi = % Exhtk = média da variivel Xh na amostra
k= da populagio i.
dh = Xkt - Xh2 = diferenga entre as médias da
varidvel h para as i populagdes.
2 ni
R z ZCXth - XhDCXhik - Xhi D
nit+tnz-2 .
L=1 k=1

hh’=1,2,...,p (séd quando Z1=F¥2 - Teste de BoxD
ou Sc = [Shh’] =2 matriz de covaridncia

e combinada.

Pode-se demonstrar que a combinagfo que maximiza B/W & da
forma:

f = baXe1 + b2Xz + ...+ bpXp

bt = s'ds + sz + ... + s'Pap

b2 = s™ds + s®%dz2 + ... + s®Pgp

t bp = sP'ds + sP%dz + ... + sPPdp

Sendo [Shh ] = gt

o
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Em notag¢8io matricial:

b=S"d ‘ b = b1 : d di1
bp dp

Associado a estes resultados, temos:

p p .
D? = 2 zdh dn"shh
h’ =4 h=1
P
D® = Ebh dh 5 D? de Mahalanobis.
h=1

Teste para Fungfo Linear Discriminante:

Ho: A fung3o linear discriminante n3o ¢ uma "boa" fungfio para
discriminagio Cequivale a ﬁ;=ﬁ;=...=ﬁ;=0 e também equivale a “1=“z)

Hi: A fungZc linear discriminante ¢ uma "boa" fun¢fo para

discriminagioc das populagdes.

D? = nl n2 (nl+n2-p-1)
Cnl+n2)Cnl +n2-2)p

com C(p) e (nl+n2-p-1) graus de liberdade.

o F

Exemplo: Estudoc Epidemioldégico.
X1: Idade

X2: Pressfo diastdélica

X3: Nivel de colesterol

CF&D Populagio 1: CHD =2 71 com problemas coronarios
CHZD Popul agic 2: NCHD =2 761 sem problemas coronarios
COs tamanhos das amostras s3o muite diferentes e os

estimadores podem nioc ser bons).
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Médi as

Variaveis| NCHD CHD I dh
X1 44,81 56,86 12,05
X2 86,99 85, 62 8,63
X3 e01,2a7 eel ;81 20,24
S = 0, 00560 -0, 00153 -0, 00045
~ -0,001853 0, 00535 -0, 00032
-0, 00045 -0, 00032 0, 00063
P P g P :
bh = Y Shh® dn’ = ZShh Xh'1 - 25““ Xh’2
h' =1 h' =1 h =1
4 +
C(peso da var. h Cpeso da var. h
na pop. l'I1 ) na pop. ﬂz b}
bi = C0,00563C12,08) + (-0,001533(8,63) + (-0,000453C20,24D>
bl = 0,045
bt = 0,72 - 0,027 = 0,045 2 vVve-se que X1 ¢ mais importante
€0,72) na pop. 1 do que na pop. 2.
f = blX1 + b2X2 + b3X3
f = 0,045X1 + 0,022X2 + 0,004X3

= Calcula-se f para os 832 individuos.

fo = 1.2 C?i + ?é) =% ponto de corte

P
fi = zbh Xhi
h=1

= Se ?; > ?ﬁ : classifica-se o sujeito k na populagio I'[1 se

fk > fo e na populagio Hz caso contrario.

=» Se ?; > ?; : classifica-se o sujeito k na populagio ﬂz se

fk > fo e na populagio ﬂ1 caso contrario.
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No Exemplo: )_“ > f’
Se fk > fo o sujeito ¢ da pop. H{
Se fk < fo o sujeito €& da pop. ﬂf

= 5,54838 }'2 = 4,73531

= 5,141845
Um novo individuo k com valores de X1=30 anos, X2=87
X3=210.
fk 0,45 x 30 + 0,22 x 87 + 0,004 x 210
fk 4,104

A
fO

Il

k pertence a populacio nz CNCHDD .

E aconselhavel a padronizag¢Zc das variaveis.

R - g
B = gCl LI =,
G = f+b =b +bXe + + b X
f bl L | ke s R RS
Classificagio pela a fung3o
C a posteriorid
CHD NCHD TOTAL
Classificagio CHD 51 20 71
real ou a priori NCHD a27e 489 761
TOTAL 323 509 832
2071 = 28% de erro
272,761 = 36% de erro
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