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PREFACIO 

Es'le 'lex'lo sobre Análise Mul 'li var i da foi preparado a 

par'lir das no'las de aula da disciplina de Análise Mul'livariada, 

minist-rada pelo Professor Silvio Possoli, no Depar'lamen'lo de 

Es'la'lis'lica da UFRGS. Sua experiência, como professor e assessor 

em projet-os de pesquisa na área de Análise Mul'livariada, t-ornam o 

'lex'lo mui'lo didá'lico e rico, com exemplos de aplicação em várias 

áreas do conheciment-o. Como Silvio foi nosso aluno na Disciplina 

de Análise Mul'livariada na primeira 'lurma do curso de 

Bacharelado em Es'la'lis'lica, nos orgulhamos do t-rabalho realizado 

por Si 1 vi o ao 1 ongo dest-es anos e posso dizer que Si 1 vi o é um 

dest-es exemplos em que os alunos superam os mes'lres. Sua 

dedicação, sua forma det-alhada de minist-rar as aulas, seu esforço 

em t-ransmit-i r aos alunos t-oda sua experiência na área fazem de 

Silvio um grande mes'lre e um grande Es'la'lis'lico. 

Obrigado Silvio, por t-eres colaborado de forma 'lão 

eficient-e na formação de gerações do nosso Bacharelado em 

Es'la'lis'lica. Es'le 'lex'lo é nossa homenagem ao 'leu t-rabalho. 

Agradecemos t-ambém a Adriana Demarchi Lau'lert, por 'ler 

cedido seus apont-ament-os de curso, a Alexandre Lopes Amaro, 

Manoel Mendonça Silveira e a t-odos os alunos bolsist-as do 

Depart-ament-o de Es'lat-1s'lica que part-iciparam do cuidadoso 

t-rabalho de digit-ação des'la apos'lila. 

Por'lo Alegre, Julho de 1992. 

Prof~. Jandyra M. G. Fachel 
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CAPITULO 1 INTRODUÇÃO 

1.1) Tipos de Análise Es"La"Lis"Lica: 

Podemos dividir os problemas de Análise Es"La"Lis"Lica de 

dados amos"Lrais Cou populacionais) em: 

Análise Univariada. 

Análise Mul"Livariada. 

Análise Uni v ar i a da: quando . em cada el emen"Lo 

da amos"Lra Cou população), observamos apenas uma variável 

alea"Lória, is"Lo é, quando apenas uma carac"Leris"Lica "Lem cará"Ler 

alea"Lório. 

Exemplos: 

a) 1 população b) 2 populações c) 3 populações 

n 
i 

X 
i 

X 
1"'1 

Observações: 

a) H : f...l = f-lo o 

b) H : f...l • f-12 o i 

c) H : f...l = f...l = o i z 

n 
i 

X 
i i 

X 
in i 

n 
, 2 

X 
2i 

X 
2n2 

n n n 
i 2 9 

X X X 
i i Zi 3i 

X X X 
ini 2n2 3n3 

"Les"Le t, ou "Les"Le z 

; "Les"Le t ou "Les"Le z 

f...l • ANOVA 
3 

contras"Les or"Logonais ou teste de 

Scheffé ou "Leste Tukey ou "Les"Le 

de Duncan e-Le ... 
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Análise Multivariada: quando em cada elemento da amostra 

Cou população) . observamos várias variáveis com caráter aleatório 

Cp variáveis aleatórias). 

Exemplo: 

Anl r opologia 

Fisica 

Educação 

X : Estatura Cem) 
i. 

X : Peso CKg) 
2 

X : Diâmetro do Crânio 
9 

X : Teste de Aritmética 
i. 

X : Compreesão de Texlo 
2 

X : Teste de Lógica 
9 

Um exemplo que generaliza o tesle de hipótese para uma população: 

H : J.1 > H: [ ~:] [ ~oi ] = J.1 = J.1 o2 o o o 
"' "' J.1 09 

Matriz de Dados: 

X X X 
i. 2 p 

1 X X X 
i:f. 1 2 i.p 

2 X X X 
2 1 22 2p 

n X X X 
ni. n2 np 
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1.2) Relação de Dependência na Análise Es~a~is~ica. 

segundo Kendall. 1980: exis~em dois ~ipos de análise 

es~a~is~ica de dados. quan~o a dependência: 

Análise de Dependência. 

Análise de In~erdependência. 

Análise de Dependência: quando quer-se es~udar 

a dependência de uma ou mais variáveis alea~6rias em relação às 

ou~ras. Considera-se. en~ão. dois subconjun~os de variáveis: um 

no qual as variáveis são denominadas independen~es e ou~ro no 

qual as variáveis são dependen~es. i s~o é. C X • X • . . . • X • 
~ z q 

• X • • . • • X ) • q < p sendo: 
qH p 

q variáveis dependen~es e p - q 

variáveis alea~6rias independen~es. 

Exemplo: Suponha uma amos~ra alea~6ria simples de empregados de 

se~ores da indús~ria. onde são observados p = 5 variáveis 

aleatórias: 

X 
~ 

X 
2 

X 
3 

Educação (Escolaridade) } 

Idade 

Tempo de Serviço 

var. 

y 
2 

Salário 

Progressão Funcional 
} var 

Podemos dizer que 

y 
~ 

Y = ~ C X • X • X ) 
~ ~ 2 3 

= + + 

Li near Múl ~i pl a. 

+ + c . 
I. 

6 

alea~6rias independen~es 
p - q = 3 

alea~6rias dependen~es 

q = 2 

é o Modelo de Regressão 



Podemos ~ambém supor que 

Y = ~ X + c 

que é denominado Modelo de Regressão Múl~ipla Mul~ivariada 

O Modelo de Regressão Mul~ipla Mul~ivariada. a Análise de 

Traje~6ria. e a Análise de Correlação Canônica ~em o mesmo 

obje~ivo de descobrir a relação en~re variáveis dependen~es e 

i ndependen~es. 

Exemplo: 

X 
j, 

y 
j, 

Salário. 

X 
2 

Escolaridade. 

Idade. y 
2 

Progresso Funcional. 

X 
3 

Tempo de Serviço. 

Relação ~uncional simples dada pelo Modelo Linear Geral: 

Pode-se es~ar in~eressado em ou~ra ~erma de resolver o problema. 

SUbs~i~ui-se X por uma variável e Y por ou~ra variável. assim: 

Z =a X 
i. 1 1 

+ a X + a X 
2 2 3 3 

z = b y + b y 
2 1 1 2 2 

Nes~e caso ~ra~a-se de encont-rar os coe~icien~es a
1

• a
2

• a
3

• 

b • b • ~al que: Corr C Z • Z ) = máxima. A ~écnica de análise 
1 2 1 2 

mul ~i variada que ~em es~e obje~i vo é: Análise de Correlação 

Canônica . 

Análise In~erdependência: Quando es~amos 

in~eressados nas relaç~es de um conjun~o de variáveis. en~re si. 

sem es~ar o conjun~o de variáveis subdividido em variáveis 

dependen~es e independen~es . 
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Técnicas: - Análise Fa~orial. 

Análise de Componen~es Principais. 

Análise Discriminan~e . 

Análise de Agrupamen~o. 

e~c ... 

Alguns au~ores ou ~extos propõem ou~ra ~orma de divisão 

das ~écnicas de análise mul~ivariada: 

a) Análise de uma população quando ~emos uma 

ma~riz de observações. 

Técnicas: - Análise de Regressão Múl~ipla. 

Análise de Traje~6rias. 

Análise Fa~orial. 

Análise de Componen~es Principais. 

Correlação Canónica. 

Análise de Agrupamen~o. 

e~c ... 

b) Análise de K populações - quando ~emos K ma~rizes de 

observações. 

Técnicas: Análise de Variância Mul~ivariada CMANOVA). 

Análise Discriminan~e. 

Análise de Agrupamen~o Ccaso em que os grupos es~ão 

pré-~ixados). 
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1 . 3 - ALGUNS TESTES MULTI VARIADOS 

1.3.1) Uma população analisada por meio de p-variâveis 

al eat6r i as. 

H :p = 1-l 
o o 

"' -
Temos a matriz de dados originais: 

X X 
1. 2 

1 X X 
1..1. .1.2 

2 X X 
2.1. 22 

3 X X 
31 32 

n X X 
ni. n2 

Sejam: 

X = [ :· ] 
p 

1-l = 
pxi. pxi. 

X 
3 

X 
1.3 

X 
23 

X 
33 

X 
n3 

X 
p 

X 

1 
i.p 

X 
2p 

X 
3p 

X J np 

X 
.1. 

X 
2 

X 
p 

n x p 

X 
1. 

2 
C1 

.1. 

C1 
21. 

C1 
pi. 

X 
2 

C1 
1.2 
2 

C1 
2 

C1 
p2 

X 
p 

C1 
ip 

C1 
2p 

2 
C1 

p 

o vetor de variáveis aleatórias; o vetor de médias da população e 

a matriz de variâncias e covariâncias ou. simplesmente. matriz de 

cavar i ânci as . 

Suposições. 

1) X - N c 1-l • E ). 
p 

2) E é uma matriz simétrica de~inida positiva. 
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1 9 Caso: Quando os parâme'lros da população são 

conhecidos. is'lo ~ E ~ conhecida. 

a) 

b ) 

No caso u n ivariado. se 2 
X"' N C fJ. a). en'lão 

C X - 1-l )
2 

2 

2 
"' X <t.> 

2 2 -+ C N C O .1 ) J "' X a>. 

O' 

No caso mul 'livariado. se ) . en'lão 

c X - 1-l )• E - 1 c X - 1-l) 2 
"' X <p>. 

c) Es'la'lis'lica do Tes'le. 

n C X - fJ 
0 

) • E - 1 
C X - 1-l 

0 
) "' X <p> • 

~ "' "' """ "" 

é o ve'lor de médias 

X "" N C 1-l • 1 /n E ) • o nde p < n . 
p 

d) Hipó'leses: 

Vlõl. H : 1-l ~ ·1-l 
i - -o 

onde 

amos'lrais e 

Exemplo Supon ha que extrai-se de uma popul ação de individues do 

sexo masculino. de 30 a 36 anos. uma amos 'lra alea'lória de 10 

sujei'los medindo- se: 

X: 
1 

Pressão Sis'lólica Cmm / Hg) 

X: Pressão Dias'lólica Cmm / Hg) 
2 

1 2 3 4 6 6 7 8 9 10 

X 154 136 91 125 133 125 93 80 132 107 
1 

X 108 90 54 89 93 77 43 50 125 76 
2 

Tes'le a hi pó'lese: H : 1-l = c 120 80 ) . 
o 

H : 1-l ~ c 120 80 ) . 
1 

Sabe-se que: a = 20. a = 15 e 
PX1X2 

= 0.8 n = 10 p = 2 
1. 2 
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Sol u ç ão: Fixo a= 0 . 05 

E = [ 4 00 240 ] / a: 2 
o = o = 

PX1 X2 
o = 

1 2 2 1 2 
"' 2 40 225 

loo x = 0.8 225 = 

= 240 

X [ :: ] [ 117.6] = = 

"' 80.5 

E 
- 1 1 [ 226 - 240 

J = ( 0 . 00694 -0.00741 

J 
= 

3240 0 
"' - 24.0 4.00 - 0.0074.1 0.01235 

c X ) , E -:l c X ) 
2 n - J.1 o - J.1 "' .:t <p> o 

"' "" "" "" "' 

10 ([1 ~:: :] - [1 :~Jl ( 0.00694. -0.00741 ] ([1 ~::: ]- [1:~]]= - 0.007 4.1 0.01 236 

1 0 [ -2.4 ] [ 0.006 94 -0. 007 41 ] = 
0.5 - 0.0074.1 0.0123 5 

. c -2. 4. o. 5) = 

= 10 c -0.020361 0.023959 ) [ -2. 4 ] 
0 . 6 

= 0.608459 

O. 6 1 < 5.99 

Conclusão: 

Não há evidências s u ficient-es para rejei t.ar H , 
o 

a um 

nivel de significância de 5%, logo aceit-a-se que as médias das 

pressões sist-ólicas e diast.6licas par a est-a popu lação de sexo 

masculino , de 30 a 35 anos, são 120 ITIJTI/Hg 

respect.i vament.e. 

e 80 mm/Hg, 

X
2 = 0.60846 nos dá um p ent-re 0.70 e 0 . 80 , ist-o é, 
obs; 

o nivel de significância crit-ico para est-e valor observado é 

0.70 < p < 0.80. 
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Obs: Para obter o nivel de signi~icância critico procura-se 

o valor observado dentro da tabela da Distribuição Qui-quadrado e 

veri~ica-se os niveis de signi~icância entre os quais este valor 

observado se situa. 

2<? Caso quando os Parâmetros da População são 

desconhecidos , isto ~ E ~ desconhecida. 

s 
"" 

S .. 
'LJ 

1 n 

= E c X. 
1 

'L 
n - i=1 "" 

1 
n 

= E c n 1 
r= 1 

E -+ s = 

- X ) c 
"" 

X - X. 
ri 'L 

X 
1 

X 
2 

X 
p 

X. 
'L 

"" 

) 

-

c 

X 

"" 

X 
1 

s 
21 

s 
p1 

) . 
-X 

rj 

n C X - 1-1
0 

) • S-1 C X - 1-1
0 

) "" r 
""' ""' ""' "' ""' 

C r de Hotelling. 1931 ) 

X 
2 

s 
p2 

X. ) 
J 

X 
p 

s 
1p 

s 
2p 

~ 
p 

Pode-se usar a seguinte t.rans~ormação para ~azer uso 

da tabela de F: 

Cn-p) -2 
-~----=-.....,....-....,..--. 1 ""F C p ; n- p) 
pCn-1) 

Vol t.ando ao exemplo 1 • considere os dados da t.abel a 

ant-erior e test-e: 

H: J-1 =C 120 • 80 )• H: J-1 ~C 120 • 80 )• 
o 1 - "" 
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Temos. 

s = 1Z 

<.:f 
1 

<.:f z 

s 
"' 

= 

= 

= 

= 

s-1 
"' 

2.4. 

0.5 

r17.6 J [ ::. s ] X s = 12 = 
"' 80.5 "" sz 

2 

L X X - L X L X / n 
1 2 i 2 = n - 1 

-99536 c 1176 ) c 805) / 10 = 54.0.88889 9 

L C X - X )z 
1 1 5056.4 

561.82222 = = 1 9 n -

c X - X )z 
L z z 6126.5 

680.72222 = = 1 9 n -

[ 561.88 540.89 ] s 89884.078 = 
540.89 680.72 "' 

~ 

s-1 

1 
89884.078 

= [ o. 0075733 

0.0060176 

[ 680.72 540.89 

540.89 561.82 

o. 0060176 ] 

0.0062505 

n C X J-l ) • S-
1 C X - J-l ) "' r - o o 

"" "" "" "" "" 

2.4 

0.5 
] = c- 2. 4 0.5 

] 

2.4 

0.5 
] = 

= C - O. 1516712 - o. 1131699) 2.4 

0 . 5 
] = 0.3074259 
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Temos. 
Cn-p) --2 

-....,....-----!.....,.........,,......- . 1 "' F C p n - p ) pCn-1) 

então. c 10 - 2 ) c 0.3074259) = 0.1366337 
2 c 10 - 1 ) 

Conclusão: Não há evidências para rejeição de Ho. a um nivel de 

signi~icância de 5%. ou seja. aceitamos que as médias das 

pressões Sistólica e Diastólica para esta população do sexo 

masculino . de 30 a 35 anos, é 120 mm/Hg e 80 mm/Hg 

respectivamente. 

Intervalo Con~iançª- Múltiplo 

Componentes de ~-

Intervalo de Con~iança com C 100 ) C 1 - ot ) % para ~- : 
L 

- + [ Cn - 1) p X -
i. Cn - p) n 

F C p ; n - p) ~ r/.. = <.z ... . . p 

Para ~exemplo anterior: 

Intervalo de Con~iança para ~ : 
1 

X + [ Cn - 1) p 
1 Cn - p) n 

F Cp ) S
2 

n - p 
1 

+ [ (10 - 1 ) 2 FC2 117.6 - C10 - 2) 10 

[ 9 2 117.6 + * * 4.46 * -
8 * 10 

+ c 117. 6- 23. 744233) 

O I. C. com 95% para ~ é então: 
1 

c 93.8585767 ; 141 .34423) 

14 

10 - 2) 

561.82222 

561.82222 

r· 
r· 



Interpretação: O intervalo de con:fiança de 96% para a média da 

pressão sistólica da população é dado por C93.86 ; 141.34) . 

Cb) Intervalo de Con:fiança para JJ
2

: 

+ [ Cn - 1) p X F Cp 
2 Cn - p) n 

80.6 + [ C10 - 1) a - C10 - a) 10 

n - p) S
2 

2 ]

t /2 

Fca 10- a) 680.7aaaa 

80.6:!: 
[ 

9 *a 
8 * 10 

* 4.46 * 680.72222 )'/
2 

c 80.6 + a6.136a73) 

O I. C. com 96% para J..l é: 
2 

c 64.3637a7 ; 106.636a7) 

]

i/2 

Interpretação: O intervalo de con:fiança de 96% para a média da 

pressão diast6lica é dado por C64.36 ; 106.64). 

Observação: Para evitar a inversão de S pode-se calcular ~ por: 

r= - 1 
s 
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1. 3. 2) Populações Anal isadas 

p-vari áveis a l eatórias . 

Temos: 

Ho: 1-lf. = /-12 ,.., ,.., 

~f. = ( /-lu ] 

J-l f. p 

s 
2 ,.., 

s = 1 
- n--+..,.---n-----:::2::- [ C n f. 

f. 2 

só se E = E 
1 z ,.., ,.., 

a) Esl ali s li ca do Teste: 

n * n 
f. 2 c X X )~ -

n + n f. 2 
1. z ,.., ,.., 

- 1) s 
f. ,.., 

s-f. ( X 
,.., ,.., 

+ C n 
2 

X 
f. 2 ,.., 

- 1 ) 

) ..,.. r 

s ] 
2 ,.., 

- Pode- s e usar a seguinte lrans:formação par a :fazer uso 

da Tabela da dist r i buição F: 

b) 

n 
f. + 

Cn + 
f. 

n 
2 - p -1 

n - 2) p 
2 

Suposi ções: 

X ,.., Np c 1-l E ) 
,.., ,.., ,.., 

c X - X ) ,.., N 
:1 z p - ,.., 

r ..,.. F Cp 

• logo: 

c 1-l:J. - 1-lz C1/n 
,.., ,.., 

16 

+ n 
2 

- p - 1 ) 

+ 1/n) E ) 
:1 z ,.., 



2.1) InLervalo de Con~ianca MúlLiplo para Di~erenca 

de Médias. 

InLervalo de con~iança múlLiplo para qualquer combinação 

p 
linear de di~erenças de médias E 

\.:j, 

a. C J.J . - J.J . ) é: 
~ j,~ 2~ 

p 

E a.CX .- X . ) ~ [C_n_j,_+_n_2_-__ 2_)..,....:.p- C n1 + n2) 
F 

p 

E 
p 

E . ~ j,~ 
~=1 

2L n + n -p -1 
1 2 

n * n a 
1 2 \.:j, j=1 ]

j,/2 

a .S .. a. 
L LJ J 

onde F = F 
Ol tabelado 

a um nivel de signi~icância a com Cp) e 

Cn 
1 

+ n - p - 1) graus de liberdade. e onde: 
2 

S . . = el emenLos da maLr i z S. 
LJ 

o I.C. para comparação múlLipla J.J - J.J é dado por: 
11 21 

a=1. a=a= 
j, 2 3 

= a = O 
p 

Supomos. enLão: 

ex 
11 

X ) ~ [ O Ca S 
2j, 1 11 

ex 
1.1 

ex 

a 
1 

+a S a 
j, 12 2 

ou 

+ ... + a S a ) ] j,/2 

p pp p 

X ) + [ O C a S a ) ] 1 /
2 

21 1 11 1 

ou 

X ) -: [ O S ] j,/2 

j,j, 2j, j,j, 

AnálogamenLe. o I.C. Para comparação múlLipla J.J - J.J é· 
j,2 22 . 

ex 
j,z 

X ) ~ [ O S ] j,/2 

22 22 

onde O é um valor consLanLe Cver abaixo) 
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Exemplo1: Suponha que temos dois grupos Cum experimental e outro 

con~role) medidos segundo duas variáveis aleatórias. 

Grupo Experimen~al Grupo Con~role 

n . X X X X 
\. i 2 i 2 

1 3 6 2 11 

a 9 6 7 14 

3 16 8 13 18 

4 19 13 19 18 

6 24 12 23 20 

L 71 45 64 81 

C a) Tes~e: H : 
/-li 

- 1-12 = o H: 
/-li 

- 1-12 ~ o Ot = o. 01 
o i - - - - - -

n 

* 
n 

1 2 
)~ 

-1 
( X X ) -r c X - X s -n + n i 2 i 2 

i 2 - - - - -
Suposições: 

1 9) X "' N C 1-1 ; S) ou C X 
2 i 

X ) "' N C 1-1 - 1-1 .( 1 /n + 1 /n ) S ) 
2 2 i 2' i 2 

,.., - -
onde N C!-l 

2 
S) signi:fica que X 

..... 

tem di s~r i bui ção bi variada 

normal com ve~or de médias 1-1 e matriz de covariancia S 

29) ~ - ~ 
Loi-Lo2 

"' -

18 



3 <?) I ndependênc i a 

Temos. 

p 

X 

= 

n1. + 
Cn 

1. 

2 

+ n -2)p 
2 

n = 1. 
!5 n 

% 

= 14.2 X 
i i u 

r ... F' cp 

= !5 X = i 
"' 

= 12.8 X 
2i 

n 
1. 

+ n 
z 

[ 14.2 
9.0 ) 

= 9.0 X 

Neste caso temos a seguinte generalização: 

C X . - X
2
.) ~ [ O S. . J i/2 

i\. \. \. \. 

Observações: 

- p - 1) 

X [ 12.8 = 
2 

"' 16.2 

= 16.2 
22 

p é o número total de variáveis observadas. 

) 

o 1 <:> indice de CX . - X .) é referente a população ou 
i\. 2\. 

grupo C1 ou 2) e o segundo indice se refere a variável que está 

sendo observada. 

r= 

2 Para evitar a inversão de S podemos calcular T por: 

S + n * n Cn 
1. ;z i 

s -

-
Cx 

i 
"' 

19 
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Grupo L 

s = 
12 

n - 1 

~ = 
1. 

s 
:1 

"" 

~ = 2 

GRUPO 2: 

s = 
u n - 1 

~ = 
1. 

s 
2 

"" 

~ = 2 

r = 

= 735 -3195 / 5 

4 

E ex,_ - X )2 
1. 68.7 = 

n - 1 

[ 68.7 24.0 ] = 
24.0 11. o 

E ex2 - X )2 
2 = 11 

n - 1 

= 
1156 - 5184/5 

4 

E ex:1 - x )2 
:1 

= 

E 

= 
n- 1 

[ 73.2 29.8 

29.8 13. 2 

ex - x )2 
2 

n - 1 

e x 
:1 

"' 

20 

2 = 

73. 2 

] 
13.2 

X ) 
2 

"' 

= 24 

= 29.8 



s-1 

"' 

s 1 
CCn - 1) s + Cn - 1) s ] = n + n - 2 1 1 2 2 ,.., 1 2 ,., 

"" 

s 1 [[ 274. 8 96.0 ] [ 292.8 119.2 ]] = 8 + 
,.., 96.0 4 4.0 119.2 52.8 

s 1 [[ 667. 6 215.2 ]] s [ 70 . 95 26.90 ] = 8 = 
"' 215.2 96.8 - 26.90 12.10 

1 : 1 = 134. 885 

1 -26.90 0.089706 -0.1994291 = = 134 .885 
[ 12.10 

- 26.90 70. 95 ] [ - 0.1994291 0.5260036 

r = 

r = 

25 [[1::~ ] [ 12.8 
)] • ~-· [[ 1:: ~ ) - [ ~=:: )] 1 0 

16.2 

2.5 (1. 4 -7.2) [ o. 089706 -o. 1994291 ] [ 1.4 

-0.1994 291 0.5260036 -7.2 

r= c1.5614779 -4. 0664267) [ 1. 
4 

] = 

F = 7 
16 

= 2.1860691 + 29.278272 

r= 31.464341 

-7.2 

r= ~6 (31.464341) = 13.765649 

F<2;7 ; o. ot> = 9. 55 

21 
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Conclusão: Rejeita-se Ho . a um ni vel de signif'icância O. 01. 

Logo existe dif'erença entre os grupos experimental e controle. 

Cb) Encontre I . C. para C/-i - 1-l ) C!-l - 1-l ) e 
~1 2~ • 12 22 

- C!-l - 1-l ) com 99X . 
2~ 22 

Para a C!-l - 1-l ) temos a = 1 
~1 21 ~ 

como ex 
u 

X ) ! [ Q S J 1/2 
2~ u 

Q = C n~ + "2 

n. + n 
~ 2 

Q 
8 * 2 = 7 

- 2) p 
-p - 1 

[ ~~ ] 

C" 1 + "2) * ----:C:::-n---=)~C:::-n----:)::---
1 2 

9.55 = 8.73 

X - X = 14.2- 12.8 = 1.4 
u 2 1 

s = 70. 95 
11 

1.4 = (8.73 * 70 . 95)
1

/
2 

a = O 
2 

*F 
<2,7 0,01) 

O I.C. com 99X para as dif'erenças de médias das duas polulações 

para a variável 

Para C !-lu - /-l22 ) 

Como ex - X ) 
12 22 

Cn1 + 
n 

2 -
Q = n + n -p 

1 2 

X • 
1 

temos a = o 
1 

+ 
( os ) "/2 -

22 

2) p * c "1 + "2) 

- 1 Cn )Cn ) 
~ 2 

a 

8 * 2 [ ~~ ] 9.55 = 8.73 Q = 7 

22 

[-23.49 ; 26.29) 

= 1 
2 

* F 
<2,7 0,01) 



X - X = 9. O - 16. 2 = -7. 2 
12 22 

s = 12. 1 
22 

-7. 2 ± [ 8.73 * 12.1 ] 1
/

2 

O I.C. com 99% para a di :ferença de médias das duas popul açê5es 

para a variá.vel x. 
2 

Para ~ ~ de uma população: 

[ -1 7. 48 • 3. 08] 

H : J.l = J.l 
o o 

"" Adicional ao leste de hipóteses podemos encontrar o I. C. 

Múltiplo para uma combinação linear dos componentes de J.J. 

Para uma escolha das "" constantes a • a • . .. • a 
1 2 p 

(c a' - ) = C a • a • . .. •. aP) ] o I. C. Múltiplo 
1 2 

p 

2 a.x. ± [ Cn-1)p 
F' a. C p; n-p) 

. I. I. Cn- p)n 
\. =1 

o I. c. Múltiplo para J,.J . é: 
\. 

X. ± 
\. [ 

Cn-1)p 
Cn-p)n 

p 

para l a .J.J . . \. \. 
\.":i. 

p p 

if1 
l a .s .. a . 

. I. I.J J 
J=1 

S .. ]S./2 
\.l 

] 1/2 

é: 

Exemplo: Se p = 1 e 

expressão para o I.C. 

a= 1 
:l 

C a = a = ... = a = 0) encontre 

o I. C. 

X 
1 

14.2 

14.2 

com 

± 

± 

± 

99% 

de 

[ 4 
20 

2 3 p 

C 1 -a.)1 00% para J.J . 
1 

F' c 1 ; 4) s ] i/
2 

0,01 11 

(21 . 20) C70 , 96) 
] 1/2 

C17. 34) 

para J.J1 é 

[ -3.14 ; 31 • 64 ] 

a 

Interpretação: Est..e intervalo de 9 9% de con:fiança para a média da 

população 1 para a variá.vel X. 
1 

2 3 



1.3.3) K Populações analisadas 

P- - variáveis alea~órias. 

CE~ensão da Análise de Variância para o caso Multivariado. 

"Oneway Manova .. ) . 

H : J.l = J.l = = J.llc . o :l 2 ... 

H : exis~e pelo menos duas médias populacionais di~eren~es. 
1 

X ... ve~or de v . a . ... Cx X X ) 

"' 
1 2 p 

n R=1. 2 • ... • k populações 
R 

X N c J.lr • L ) - p - "" "" 

sejam n1.n2 •...• nk os ~amanhos das amos~ras alea~órias 

corresponden~es às populações n • n •...• n._. : 
1 2 -

NOTAÇÃO 

X .= 
R\. 

X= i. 

1 
n 

R 

1 
n 

n 
R 

l XRi.m 
m=:l 

k 

}:nRXRi. 
R= i 

~ 

n=n +n + . . . +n 
1 2 J<: 

média da população R para 

variável i. 

a 

média da variável i para ~odas as 

populações. 

i= 1.2 • ...• p R= 1.2 •...• k m = 1.2 • ...• n 
R 

8 = CB. ) => ma~riz da soma dos produ~os en~re as populações. 
"' 

\.J 

)c 

B .. = l nRC X X. )( X X. ) 
\.J Ri. ~ Rj J R= i 

w = Cw. ) ... ma~riz da soma dos produ-Los den"Lro de cada - \.J 

população. 

J<: n 
R 

w .. = 
k: 1 2 c X X )( X - X ) 

lJ Ri.m Ri. Rjm Rj m=1 

2 4. 



s = c s: . ) .. matriz da soma dos: produtos: totais. - \.j 

)c n 
R 

s: .. = 
R fi l c X - X. )( X X. ) 

l.J Ri.m \. Rjm J m=i 

8 + w = s 

O teste bas:eia-s:e no critério de Wilks: 

w 
A = 

w + ~ I 
A tem uma di s:tr i bui ção U com 

liberdade. 

p. k-1 n-k graus: de 

A es:tati sti c a A di str.i bui -se como o produto p -variáveis: 

aleatórias: independentes com distribuição Beta . 

Aproximações : 

Ca) Rao C1951) propOs o uso da estatistica 

1 - At./S 

* At /s: 
ms - 2h 

pCk-1) 
F 

F com pCk-1) e Cms-2h) graus de liberdade. onde 

= n-1 - p+k m ~ e 

e s = fzck-1) z_4. 
z z p +Ck-1) -6 

Cb) Bartlett (194.7) sugeriu 

- m log A 
e "' 

z X CpCk -1)) 

h = pCk-1)-2 
4. 

As populações 1.2 •.. .• k tem vetores de médias dif'erentes 

J..l • 1-l • .•. •1-l • mas todas tem a mesma matriz de covariância L . 
i z )c 
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1.4) Análise de Observações Es~ranhas COUTLIERS). 

Exemplos: Uma variável X = pressão sanguinea. 

X = pressão sis~6lica. 
1 

Mais de uma variável 

X = pressão dias~6lica. 
2 

X = ~empera~ura. 
3 

X = pressão arterial média. 
4 

X = batimen~o cardiaco. 
5 

X = nivel de hemoglobina . 
d 

X = pressão venosa média. 
7 

!_<;> caso 

Temos: 

Quando os parâmetros são conhecidos (conhece-se ~ ) . 

~ = [:·] 

p 

X 

"' 

L matriz de covariância -
• -.t 

C X - ~) ~ C X - ~) 

"' 

N c~ p 

"' 

2 
X Cp) 

C1 <;>) Toma-se o 1 <;>individuo x = Cx .x • ... • x) e calcula-se 
-1 1 2 p 

2 Cx -1 
J . .D 

XOblõl = - ~) • L Cx 
1 1 - "' "' "' "' 

(2<;>) Se 
z 

é significante nivel 
xoblõl 

a um a fixado . então o 1 <;> 

individuo é "outlier ". 

C 3 <;>) Toma -se o 2 <;> i ndi vi duo e repete-se o pr acesso. e assim 

segue-se até a última observação. 

2<? Caso : Quando os parâmetros são desconhecidos. 

Suposições: X N c~ • ~). 
"' p"" "' "' 

1-l é estimado por X 

"" "" 
L é estimada por s 
"' "' 
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C1 <?) Toma-se o ve~or d e observações: para o 1 <? sujei ~o. 

x = C x • x • . ..• x ) • e usa-se o res:~an~e para os cálculos . 
...,:1 :1 z p 

C2~ Calcula- se X e S com k=n-1 observações restantes . 

(3 <?) Encon~ra-s:e a Es:~a~is:tica Dis:~ância Amos:~ral 

Mahalanobis:: 

X) 

C4<?) Aproximação a dis:~r ibuição F 

[ Cn-1) -p ] Cn-1) 

F= ----.------....-----
[ Cn- 1)

2 
- 1 J p 

com Cp) e [cn- 1) - p) ] graus de liberdade. 

C 5 <?) Se F b > F . • a u m ni vel de si gni :fi cânci a :fixado • en~ão 
o s: crl.l 

a observação é estranha. Cou~lier ) 

C6<?) Toma- se a 2<? observação e repe~e-s:e o processo. 

Obs:er vação: 

1 ~ solução) f-1 ± 20' ou f-1 ± 30' 

2~ solução) z N 
"' 

3~ solução) r z 

"' )::':1 

Cx:t. - f-1) z z 
4~ sol ução) )::':1 e a :fixo 

2 "" O' 

Para mais de :!::!.!!!ª- variável " p-value" Cp cri li co) 

p > 0,2 ... pacien~e é considerado com escore normal 

0,05 < p ~ 0,2 ... pacien~e é ligeiramente "anormal". 

0,01 < p ~ 0,05 ... uma luz de alerta é ligada. 

p ~ 0 , 01 ... alarme é soado. 

Observação: O valor de k Cn-1 dado como exemplo) pode variar. 

pois se decidi r mos r e~ i r ar um i ndi vi duo da amos~r a, ou dois. o 

valor de k diminui Cn-2;n-3) . 
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Capítulo 2 PRI NCIPAI S TECNI CAS DE 

ANÁLISE MULTIVARIADA 

2.1) Análise de Componentes Principais . 

A técnica de Análise de Componentes Principais tem como 

objetivo substituir um conjunto inicial de p variáveis 

correlacionadas: X ,X , ... ,X por um conjunto de variáveis não 
i. 2 p 

correlacionadas: Y,Y, ... ,Y 
i. 2 p 

que são chamadas de Componentes 

Pr i nci pais. Estas novas variáveis são combinações 1 i neares das 

variáveis origi n ais, arranjadas de tal modo que suas variãncias 

estejam em ordem decrescen~e de grandeza e a variãncia ~o~al do 

conjunto inicial das variáveis seja preservada. 

Procura- se substituir X por uma combinação linear de seus 

componentes: Y cuja es~ru~ura de correlação é mais simples e 

capta toda a in~ormação con~ida em X 

Assim , este método encontra: 

Generalizando: 

Y =<:XX +<:XX+ +<:XX 
i. u i. 2i. 2 pi p 

Y =<:XX +aX + +aX 
2 i.2 i. 22 2 p2 p 

Y =<:XX +aX + ... +aX 
p 1p i 2p 2 PP P 

Y. = 
J 

p 

E 
i. = i. 

a . . X. 
lJ l 

"t=i.,2, ... ,p. 

28 
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t.ais que 

(a) Co v c y/ ylc ) = o ,v j,lc=1,2, ... ,p; 

(b) V ar CY) ~ V ar CY ) :!::: • •• :!::: 
1 2 

p p 
(c) E V ar CY) • E V ar c X . 

J I. 
j=1 i.=1 

Em out.ras palavras : 

Ca) Y. s~o ort.ogonais Cn~o correlacionadas). 
J 

Cb) Y é a component-e mais import.ant.e. 
1 

(c) A variância t.ot.al original é preservada. 

Observação: 

V ar CY 

) 

j ;/1! 

) 
p 

Apesar de nest.a t.écnica encont.rarmos 

lc 

p novas 

variáveis, muit.as vezes as primeiras component-es principais 

explicam a grande part.e da variância t.ot.al original. 

Em not.ação mat.ricial t.em-se: 

'i 
1 

= [ ~:] 
X 

[ 
ot 

1 11 

X A 
X ot = • 2 21 

px1 ~ . 
p•p X ot 

p p1 

"" 
Ol 

1 -
y = [ ~· ) 

p 
px1 

Podemos escrever a expressão ( 5,1) como : 

(2) 'i . • ot• jX 
J 

E o modelo geral como: 

C3) 'i = A" X 

2 9 

'i 'i 
2 p 

ot >] 12 

ot 
22 2p . . ot" ot 
p2 pp 
.J, .J, 

Ol Ol 
2 ....,P ...., 



Suposição: X ~em dis~ribuição mul~ivariada com ve~or de médias ~ 

e ma~riz de covariância E · 

O mé~odo de Componen~es Principais consis~e. en~ão. 

encont,rar est,imadores para a .. 
LJ 

, i.,j=t, . .. ,p de f" ar ma a 

serem sa~isf"ei~as as condições Ca).Cb).(c) ci~adas ant,eriormen~e. 

A C4) Var CY )= a• 
1. 1. 

E a deve ser máxima 
1. 

sujei ~a às 

condições a• a = 1 (a é or~ogonal) 
1. 1. 1. 

a f" i m de que a solução 

seja única. 

E CY) = E C a• X) = a• E CX) 
1. 1. 1. 

"' "' "" "" 

E CY ) = a ~ 
1. 1 

"' "' 

V ar CY) = V ar c a, X) = a• V ar CX) a 
1. 1. 1. 1 

"' "" "" 
V ar CY ) = a• E a 

1. 1 1. 

"' "" "" 
Obser vas;:ão: 

E CY) = A• ~ 

Var CY) = Var CA,X) = A•VarCX)A = A•t A 

E = E [( X ~)CX ~)·J =E cxx•) - ~~ · 

Reescrevendo: 

E CX) = A ·~-~ 
"' "' "' 

V ar CY) = A• E A 
"' "" 

,.., 

A solução desse problema de maximização com res~rição é o 

ve~or carac~eris~ico normalizado associado à raiz carac~eris~ica 

À da mat,riz E onde À é a maior e primeira raiz da equação: 
1. 1. 

"' 
E - À I = o 
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~ando pad~onizamos va~iáveis X •...• X pa~ a C X - 1-l /a ) 
i p i i i 

devo usa~ a ma~~iz R Cde co~~elação) e não E Cde cova~iãncia). 

Se p=2 Y =aX +aX 
i H i 2i 2 

Y =aX +aX 
2 i2 i 22 2 

ECY) ,ECY). Va~CY). Va~CY) devem se~ calculadas. 
i 2 i 2 

E = 
[ 

va~cx ) 

CovCX i. X ) 
i 2 

CovCX • X ) ] 
i 2 

va~cx ) 
2 

EC X i) = l-li 

EC X ) = 1-l 
2 2 

a 
i i 

a 
2i 

a 
i2 

a 
22 

EC Y ) =E C a X + a X J = a EC X ) + a EC X ) = 
i H i 2 i 2 H i 2 i 2 

a 11 + a 11 - a• 11 
i i r-i 2i r-2 i r-

Var CY) = Var [a X +a X J = a
2

VarCX) + a2 Va~cx) ';t! 2 
i H i 2 1 2 i i i Zi 2 

Va~CY ) 
i 

VarCY) 

"' 

= a u 

= (a 
H 

= a• 
i 

"' 
= E { 

= E { 

= A • [ 

"' 
= A• 

"' 

a 
21 

Cov CX • X ) 
i 2 

"' 1 [ Vare~ ) 
2

i CovCX • X ) 
i 2 

E a 
i 

"' "' 
CY - ECY)) J [ c 

"' "' 
cA·x - A • J-l) ] ( 

"' "' "' "' 
E ex - J-l)CX -J-l)• 

"' "' "' "' 

E A 

"' "' 
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va~cx ) a 
2 2i 

y - E CY) ) J • } 

"' "' 
cA·x - A • J-l) J •} 

"' "' "' 
A 

"' 



Da 'leor i a de ve'lor es e raizes c ar ac'ler i s'li c as sabe-se 

que: 

A· E A = h. C6 . 2) 

Para cada ma'lriz si mé'lr i ca real E exi s'le uma 

ma'lriz 

ort-ogonal A 'lal que A • E A = h. • onde h. é uma ma'lr i z diagonal 

Cgaran'le a ort-ogonal idade) cujos element-os diagonais são as raizes 

carac'leris'licas de E 

o o 
À o 

2 

o o 

Podemos reescrever C6 .2) como: 

E = A 1\ A· 

onde A é ma'lriz ort-ogonal de ordem p C A A• = I ) cuj a j-ésima 

coluna é o ve'lor carac'leris'lico normalizado associado a raiz . 

O ve'lor de component-es pr i nci pais y•= CY .Y •.. 
1 2 

definido pela t-ransformação linear ort-ogonal : 

Y = A• X 
"' "' -

'lal que a ma'lriz de covariância de Y é dada por: 

Var CY)= A• E A = ~ 

Por'lan'lo . as component-es y • y •... • y 
.1 2 p 

são 

correlacionadas Cor'logonais) e a variância de Ij ~ Àj ~ 

32 
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Além disso, a j -és i ma componente de Y tem var i ânci a 

máxima entre todas as combinações lineares normalizadas 

Csatisf"azendo não correlacionadas com 

Y , Y • . .. ,Y . ,Y . , ... ,Y 
1 2 J-1 JH p 

o tr 

p 
tr c /;). ) = E 

"' j=1. 

c r;:> 

"' 
À.. 

J 

p 

E 
i.=1 

= tr c A 
"' 

assim: 

VarCX .) = 
I. 

/;). A•) = tr 
"' "' 

p 

E 
j=1 

Vare Y _) 
J 

c A 
"' 

A, /;). ) = tr CI /;).) = 
"' "' "' 

Isto signif"ica que a variância total das variáveis 

originais é preservada nesta transf"ormação linear no Método de 

Componentes Principais. 

A importância da j-ésima componente é medida por: 

À. . À . 
j=:t.,2,. J J .. ,p. 

tr CE ) 
ou p 

E À.. 
"' J j=i 

e a proporção da variância original Cou variaçãooriginal) total 

que é explicada pelos m-primeiros componentes , é dada por: 

À. + À. + . . . + À. 
1 2 m 

onde m < p 
tr CE ) 

Observe que cada variável X. pode ser expressa como 
I. 

combinação linear dos componentes.Assim tem-se : 

Y = A·x A Y = A A, X X = A Y (7) 

Ao conjunto de equações: 

( 

~ 
X = A y 

"' "' "' 

l E = A A A• 

"' "' "' "' 
dá-se o nome de Modelo de Componentes Principais. 
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No~ação: 

2.2) Análise Fa~orial. 

Sejam X 
i 

variáveis alea~órias 

m fa~ores comuns 

m < p 

O modelo de Análise Fa~orial é dado por 

m 
X. = E À .. f . 

l j =i lJ J 
+ e 

i. 
i.=i,2, ...• p (1) 

X = À f + À f + . . . + À f + e 
i ii i i2 2 im m i 

X = À f + À f + . . . + À f + e 
2 2i 1 22 2 2m m 2 

X = À f + À f + . . . + À f + e 
p p i i p2 2 pm m p 

À. . Carga fa~orial da i-ésima variável no j-ésimo fa~or 
lJ 

comum. Refl e~e a i mpor~ânci a do j - ési mo fa~or na composição da 

i-ésima variável. 

f - Fa~ores comuns. 

e. 
l 

Fatores especificas que descrevem a variação residual 

especifica da i-ésima variável Cresiduo que afe~a somemte X.).e a 
l 

parte da variável 

f ·> S. 
J 

X. que não é explicada pelos fatores comuns 
l 

34 



onde: 

Em no~ação ma~ricial pode-se escrever o modelo como: 

X = õ. f + e 

X 
pxs. 

"' 
= 

f = 
mxs. -

e = 
"' pxs. 

" = 
"' 

~ .. 21 

. 
pi 

f 

... 

À _ _ .À r s.z s.m S. 

À .•. À X 
22 2m 2 

À ... À X 
p2 pm p 

f f 
S. 2 m 

(2) 

ve'lores de variáveis 

aleat-órias originais. 

ve'lores de fa'lores comuns 

ve'lores de fa'lores 

especificas ou 
erros aleat-órios 

... ma~riz das 
fat-oriais 

cargas 

Assumiremos • sem perda de generalidade. que: 

E ex.) = o 
\. J..l = o 

V ar CX . ) = 1 "' 
\. 

E R = 
E (f .) = o "' 

J 

V ar (f .) = 1 
J 
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Suposições Sobre o Modelo : 

Os p-fatores especificas C p variáveis aleatórias ) são 

supostos serem não-correlacionados 

correlacionados aos fatores comuns: 

Cov C e .• e . ) = O 
I. 1.' 

Co v C f . • e . ) = O 
J I. 

entre si e 

i.,i.. =i, ... ,p 

; i.:i, ... ,p 

j:t, ... ,M 

Os f a teres comuns f ,f, .. . ,f podem 
i 2 M 

correlacionados entre si (fatores obliquos) ou 

correlacionados entre si (fatores ortogonais). 

não 

ser 

não 

Inicialmente vamos supor fatores ortogonais. ou seja: 

Cov C f . , f . ) = O 
J J' 

; j õ"! j • 

j,j':i , .. . ,M 

Também é costume assumi r que os fatores comuns e os 

fatores especificas têm distribuição Normal Multivariada,isto 

implica que X tenha distribuição Normal Multivariada. 

Propriedades: 

(1) As variâncias das variáveis observadas são: 

VarCX .) 
I. 

VarCX.) 
I. 

2 = C1 , 
I. 

M 

= À 2 
i. i 

2 = E À . . + 
j=i I.J 

+À2+ ... 
\.2 

'1/1.; i.=i, ... ,p 
I. 

+ À . 
2 

+ V ar C e . ) 
1.1\'1 I. 

onde 

j:i, ... ,M 
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Modelo com um falar: 

X. = À . f + e 
t. t.i i L 

VarCX.) = Var C\. . f) + Var Ce.) + Cov Cf .,e.) 
\. li i \. J I. 

VarCX .) = À 
2 VarCf) + VarCe.) 

t. Li i 1. 

VarCX. ) = À 
2 

+ VarCe.) 
I. Li L 

A parle da variância da 

m 

variável X. que é explicada 
L 

pelos falares comuns 2 , E À. , é chamada de Comunal idade da 
j =i J 

i-ésima variável: 

m 

j=t 

2 E À .. 
I.J 

= Var CX .) - V' 
L 

A v ar i ânc i a de e . , denomi nada de v ar i ânc i a residual ou 
\. 

especifica é denolada por lp . . e a parle da variância da variável 
\. 

X. que não é explicada pelos falares comuns. 
\. 

Como VarCX .)=1, enlão VareX.) = h . 2 
- VJ. = 1 

\. \. \. \. 

lp. = 1 - h . 
2 

L I. 

que é denominada Especificidade. 

e2) Cov ex . • X.) = ~ À .. À . . 
\. l' LJ lJ l'J 

j= t 

; L;o!L, 

e assim: 

i.,l'=t, ... ,p. 

(3) Co v ex . ,f) 
L J 

= 

variável X. e o falar comum 
L 

À .. ou 
LJ 

f . é dada 
J 

seja, a correlação enlre a 

pela carga fat-orial À .. . 
lJ 

A malriz de covariâncias E pode ser escrila como: 
"' 

E = 1\ /\• + V' e4) 

"' "' 
,., 

"' 
onde, 

[ ~· o 

:J V' = '11'2 
"" o 
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as: expressões: 

X = h. f' + e - "" "" "" 
e 

E = h. fj.• + V' - -"" "" 
são chamadas: de "Modelo de Anál ise de Fat.or i al ". 

Resumo: 

I - Modelo: 

X=l\f'+e 

E = " /\• + VJ 

II - Comunalidade: 

m 

= E "A. . ~ 
j = 1. l.J 

III Es:pecif'icidade: 

VJ. =1-h
2 

\. i. 

Obs:er vacão: 

f'. é f'at.or 
J 

comum porque es:t.á pr es:ent.e em t.odas: as: variáveis: X. 
\. 

C f' . explica uma part.e da variável 
J 

que não f'oi explicado por f'.). 
J 

X. e f' . explica uma part.e do 
\. J+1. 

lp. -. part.e da variável X. que não f' oi explicada pelos: f'at.ores: 
\. \. 

comuns: 

1\ /\• ... part.e da variável X. que é explicada pelos: f'at.ores: comuns: 
\. 

Exemplo: Suponha t.rês: v . a. X , X , X 
1. 2 3 

e dois: f'at.ores: 

f' f' 
:1 2 

X 

[ 
0 . 80 -0.17] :1 

1\ = X 0.75 -0. 30 z 
X 0.60 - 0 . 20 

3 
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Cor r ex • f' ) = À. = 0.80 Cor r ex • f' ) = À. = -0.17 
1 1 11 1 2 1 2 

Cor r ex • f' ) = À. = 0.75 Cor r ex • f' ) = À. = -0.30 
2 1 21 2 2 22 

Cor r ex • f' ) = À. = 0.60 Cor r ex .f') = À. = -0.20 
3 1 3 1 3 2 32 

l 
Cargas f'at.oriais .. Est.rut.ura de correlação Ccovariâncias) 

Comunalidade de X: h 2 = C0.80) 2 + C-0.17) 2 = 0.69 
- 1 1 

69% da variação de X são explicadas pelos f'at.ores f' e f' . 
1 1 2 

Comunalidade de X: h 2 = (0.75) 2 
+ C-0.30) 2 = 0.65 

--:z 2 

65% da variação de X são explicadas pelos f'at.ores f' e f' . 
2 1 2 

Comunalidade de X: h 2 = (0.60) 2 + C-0.20) 2 = 0.40 
~ 3 

40% da variação de X são explicadas pelos f'at.ores f' e f' . 
3 1 2 

Es:Eecif'icidades:: 

'11'1 = 1 - 0 . 69 = o. 31 

'1/12 = 1 - 0.65 = 0.35 

'1/13 = 1 - 0.40 = 0.60 

'1/1. indica o percent-ual de variância de X. que não é explicada 
~ ~ 

pelos f'at.ores comuns. 

Cor r ex • X ) = CO. 80) co. 75) + c -0.1 7) c -o. 30) = 0.651 
1 2 

Cor r ex • X ) = CO. 80) CO. 60) + c -0.17) c -0 . 20) = 0.514 
1 3 

Cor r ex • X ) 
2 3 = co. 75) CO. 60) + c -0. 30) c -0. 20) = 0.510 

X X X 
1 2 3 

X 

[ 
1 0.651 o. 614] 1 

R = X 0.651 1 0.510 
2 

"' X 0.514 0.510 1 
3 
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2.2.1) Estimação dos parâmetros dos modelos 

Na prática os parâmetros do modelo a serem estimados a 

partir dos dados são as cargas f"atoriais C;>... . .) e as 
l.J 

especif"icidades CVJ.). 
\. 

Obtidas as cargas f"atoriais o pesquisador deve interpretar 

os f"atores comuns da melhor maneira possivel. levando em 

conta a def"inição das variáveis originais. 

Para melhor interpretar os f"atores. f"az-se a Rotação dos 

Fatores Comuns. 

Finalmente. pode-se estimar os valores dos f"atores 

comuns para cada individuo como f"unção das variáveis observadas. 

chamadas de Escores Fatoriais. 

Estimação dos Parâmetros do Modelo de Análise dos 

Fatores pelo Método do Fator Principal. 

Base i a -se na contribuição total de um f"ator f". para a 
J 

explicação da variância toatal da variáveis X . . 
\. 

Esta contribuição total é def"inida como: 

À = 
j 

p 

E \.j z 
i.=1 

A análise inicia com um f"ator f" cuja contribuição às 
1 

comunalidades das variáveis é a maior possivel. 

Um segundo f"ator f" • não-correlacionado com f" • com 
2 ~ 

contribuição máxima à comunalidade residual é encontrado. E o 

processo continua até que a comunalidade total tenha sido 

encontrada. 
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Os Es~imadores Mais Comuns das Comunalidades das 

Variáveis ~ são 

a) Quadrado do coe~icien~e de correlação múl~ipla en~re 

X. e ~odas as ou~ras variáveis . 
I. 

b) O maior valor absol u~o da 1 i nha i. da ma~r i z de 

correlação amos~ral. 

c)A média (valor absolu~o) das correlações de uma linha 

i. da ma~riz de correlação amos~ral. 

d) Es~imadores ob~idos de análises preliminares ou por 

procedimen~os i~era~ivos. 

Após ob~er-se os es~imadores das comunalidades de cada 

X . • subs~i~uimos a diagonal principal de R por es~as es~imações, 
I. 

ob~endo-se o que se chama de Ma~riz Reduzida de Correlação g. 

Exemplo: Usando a opção (b) : 

~= r~- 89 

0.85 0.32] [0. 85 0.85 o. 32] 
1 O.í"2 -+ ~·= 0 . 89 0.89 O.í"2 

0.32 0.72 1 0 . 32 0.72 0 . 72 

En~ão aplica-se o Mé~odo de Componentes Principais, 

escolhendo-se as m primeiras maiores raizes caracteristicas 

• de R e os m ve~ores caracteris~icos normalizados associados as 

raizes encontradas. 
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Assim a Ma~riz de Cargas Fa~oriais es~imada pel a solução 

dos ~a~ores principais é: 

onde 

e 

sendo que 

À . . = Ot .. 
I.J I.J 

ou seja. 

p 
2 

E À .. = 
i.=1 I.J 

= À .Cex .. 
J I.J 

p 

E 
2 

À .. 
i.= 1 

I.J 

_,....- = r A . 
J 

À = u 

2 
À + 

1j 

+ ex 
2j 

= À . 
J 

"' A 

i./2 
"=A!J.. 

X 
i. 

X = . 2 21. 

"' 
pxm [=" 

X et" 
p p 1. 

Ot 
i-2 

Ot 
22 

Ot 
p2 

-{)::"" o 

"' A = 
mxn 

"' 

Corr CX .• ~ .) 
\. J 

Ot Y>-.1 À 
u 

1. 

o ~ 
2 

o o 

o o 

= Ot Y>-.2 12 12 

2 
+À 

2 2 
À + . =et . À . + 

2j pj i.J J 

+ • • • + 
2 

ex .) 
PJ 

"' 

o 

o 

o 

-!À 
m 

• 

2 2 
Ot . À .+ . . +Ot . À . 

2J J PJ J 

A par~ir de 1\ ob~ém-se as comunalidades 

especi~icidades . 

4 2 
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Modelo de Análise de Fator i a l: 

X = 1\ f + e E = 1\ /\• + '1/1 
"' "' "' "' "' "' "' 

f f f 1 2 m 
X 

[ 
À À À 

l 
E À .. 

2 h 2 -+ = 
1 11 1 2 1m LJ 1 

X À À À E À 
2 h 1\ -+ = 

= . 2 . 2 1 . 22 .2m Zj 2 

X À À À E À 
2 h 2 -+ = 

p p i p2 pm pj p 

"' "' "' 
E À. 

2 
=À l:Ã i. z 

2 
=À l:Ãi.m 

2 
=À 

L 1 1 2 m 

À = Cor r C X , f ) 
11 1 1 

2 

À = é a proporção da variância da variável X na composição 11 1 

do 1 <? f a to r C f ) . 
1 

À = 
1 

p 

E À. 
2

-+ é a rai z caracteristica associada ao 1<? fator Cf1). 
l 1 

i.= 1 

À -+ é a proporção da variância das variáveis originais 1/p 

explicada pel o pri me i ro fa~or Cdesde q ue R sej a usa da como pon~o 

de par tida). 

m 

E À .
2 = h 

2 
-+ é a comunalidade da primei ra variável,ou seja . 

. 1J 1 
J= 1 

a proporção da var i ância da pri meira var iável 

pelos m fa~ores comuns . 

X que é explicada 
1 

p 2 
E h . -+ é a proporção da variância das: variáveis origi nais: 

i.::l L/p 

explicada pelos m fatores comuns. 
p 

E h. 
2 

-+ é a comunal idade ~otal . 
L 

i.= 1 
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Em algumas aplicações quando as comunalidades estimadas 

(iniciais) não dif'erem muito da unidade. a matriz R pode ser 

usada como ponto de partida para análise. 

Para decidir o número m de !'atores comuns seguem dicas: 

Ca)a est.rut.ura f'isica pode sugerir um número det.erminado de 

!'atores comuns int.rinsecos. 

Cb)quando R é usada retém- se apenas os !'atores correspondent.es às 

raizes caract.erist.icas maiores do que 1. 

Cc)escolhe-se um número de !'atores os quais explicam uma 

proporção especif'ica da comunalidade t.ot.al ou da variância t.ot.al. 

O critério Cb) está de acordo com os cri t.érios de 

signif'icância est.at.ist.ica e f'idedignidade psicomét.rica. ent.re 

out.ras coisas. porém passivel de crit.icas . 

A solução pelo mét.odo de f'at.or Qrincipal fornece sempre. 

inicialmente . f'at.ores ort.ogonais 

Observação: MORRISON (1976). Em média o número de f'at.ores comuns 

não pode exceder a um cert.o número. sat.isf'azendo: 

m < 1/2 C 2p + 1 - ~ ) 

Observação: e . -+ é a parte da variável x . que não é comum às 
~ ~ 

out.ras variáveis. ist.o é. que não é explicada pelos f'at.ores 

comuns. 
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2.2.2) Es~imação Dos Escores Fa~oriais 

Escore Fa~orial é o valor dos ~atores comuns para cada 

individuo ou observação.São valores a~ribuidos às variáveis ........_ ___ _ 
hipo~éticas . portanto não são parâme~ros do modelo e por isso não 

podem ser estimados no sentido es~atis~ico usual. 

Em Componentes Principais as componentes eram de~inidas 

como ~unções lineares das variáveis observadas e então os valores 

de cada componente para cada individuo poderiam ser ~acilmente 

encontrados. Em Análise Fatorial os ~atores não são ~unções 

1 i near es das v ar i á vei s observa das apenas e os escores de um 

individuo. sobre eles. não pode ser encon~rado da mesma maneira. 

e necessário. portanto, introduzir o principio dos 

minimos quadrados para ob~er-se razoáveis estimadores dos escores 

f'a~or i ais. 

Existem dois métodos para obter-se razoáveis estima~ivas 

dos escores ~a~oriais: 

a)Método de Regressão CThompsom,1961). 

b)Método de Bar~lett. 

a) Método de Regressão 

O modelo de análise ~a~orial é: 

Vamos supor o caso mais geral do modelo ~atorial onde os 

~atores são correlacionados, isto é, 

E C ~.~· ) = th 
't' mxm 

C matriz de covariâncias de ~ ) 
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Assim o modelo será: 

SUpondo que o s parâmet-ros "· VI e <f> !'oram est-imados 

Cencont.rados) por al gum procediment-o ant-erior. 

Seja x• = (x .x ....• x )· 
~ 1 2 p 

t' = ( t' .t' •. . . ,!' ) , 
1 2 m 

~ 

e = ( e ,e , ...• e ) , 
~ 

1 2 p 

E ex !'•) = E [( ~: + e ) : ] 
~ "" "" 

= E [ 1\ t' t'. + e :·] 
~ "" "" "" 

="<P 

Logo, a mat-riz de covariâncias e nt-r e X e t' é dada por 

1\ <f>. 

E (X x• 
~ "' 

) = ~ = 1\ 4> /\• 
. ...,. "" ""' ""' 

+ VI 
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Es~e mé~odo baseado na regressão de ~ sobre X é 

equivalente a encontrar par a cada j. j=1 • 2 •. .m. uma ~unção 

linear das observaç~es que dará um bom predi~or de ~ . dado por: 
J 

~ = b. 
j 

x = x· b 
j "' "' "'j 

onde b . é um ve~or. que é o "ve~or dos coe~icien~es dos escores 
..,J 

:fa~oriais ", de ordem p escolhido de tal ~arma que a variância 
A 

C~ . -~ .) é um mini mo. 
J J 

Temos en~ão: 

~j ) = E [ ( 

Derivando em relação a b . e igualando a zero ob~emos a 
..,J 

expressão para f 

ou,no caso de usar a R: 

"' :f = IV 

8 = lv R-j. .. é chamada de " matriz de coe~icientes 

dos escores ~atoriais" . 

A al~erna~iva para não inver~er E ou R 

~=<f> (I 
"' "' "' 

" 

-1" A, )-j." -1 + • ~ ~ • ~ X 
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

Para o caso de ~a~ores comuns não correlacionados: 

"' ( -1" ) -1~, -1 
:f = I + 1\• ~ ~ X 
"' "' 

, , , , 
"' 

p 

c = E b . . Z . • j =1,2, . .. ,m. 
J l.J \. 

i. = 1 

A 

~ . = b z +b z + . .. +b z 
J u 1 21 2 pi p 

4.7 



onde b . . são os coeficientes exlraidos da matriz 8. 
lJ 

2 . = 
l 

X. -X 
l 

S. 
l 

onde 1 é o j -ési mo vetor da matr i :z 1\ 
.. ) 

Observação: Nas aplicações é comum os escores fatoriais terem 

média :zero e variância 1. 

v (f) = E [ C f-0) C f-0) • ] = E ( f f • ) 

V CX) = E [ ( ~ - ~ ) ( ~ - ~ ) • ] = E ~ ~· ) - J..lJ..l. 

= E ( ~ ~· ) 

Resumo: 

E (f f•) = <t> ... Mat..ri:z de covariâncias de f 

"' "" "" "' 
E C e f•) = Co v Ce.f) = o 

"' "' "' "' 
E C e e•) = Co v C e e) = l.l' ... Matriz de covariâncias de e. 

"' "' "' "' "' .... 
E ex x•) = E ... Matriz de covariâncias de X. 

"' "' "' "' 

A ... Matriz de cargas fat..oriais À. 

8 ... Matriz de coeficientes dos escores fatoriais C 8 = A• R-~ 

Z . = X - J..l .._. N C O • 1 ) 
l 

O' 

Regressão : Se Y_ NC0.1 ) ;Y=a + bX + e onde e NC0 .1) 
"' 
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b) Método de Bartlett 

Os coeficientes de escores fatoriais são obtidos de tal 

forma que a soma dos residuos padronizados seja minima em relação 

aos elementos de f. Assim: 

p z -1 

E e• c X 1\ f ) . -:t c X 1\ f' ) ~ = li' e = li' 
i.= 1 "" "" "" "" "" "" "" "" 

..., 
"" VJ. 

\. 

derivando-se em relação a f' obtém-se: 

"" -i. )-i. -i. 
f"* = c /\• li' 1\ /'V li' X - "" "" "" "" "" "" 
"" .... 
f"* = B* X - "" -

que é a expressão para obter-se a matriz de coef'icientes dos 

escores fatoriais tanto para o caso de fatores ortogonais como 

para o caso de !'atores obliquos. 

Demonstração: 

Q c X 1\ f' ) . -J. c X 1\ f' ) = li' - "" "" "" "" "" 

Q X 
-J. x· -1/\ f' f'' /\• li'-~.+ f' • /\• li'- 11\ f' = V' X- li' -"" "' "" "" - "' "' "' "" "" "" "' "" 

..., 

Como c f• /\• -1 
X ) . x· -1 1\ f' li' = li' 

"' "" 
..., ..., ..., 

"' 
..., 

"' txp pxp pxm mxt 

L__j L__j L...J ->ESCALAR Clxl) 

Q x· -1 
X - 2 f'' "'~~' 

- t 
X f'' /\• -t 1\ f' = li' + li' - "' 

..., 
"" "" "" 

..., ..., ..., ..., ..., ..., 

a Q 
- i -i 

= -2 /\• li' X + /\• li' 1\ f' a F 

49 



igualando a zero: 

/\• -1 1\ f' /\• -1 
X "V' = li' 

"" "' "' .... "" "' "' 

c /\• -1/\ ) -1c /\• - 1/\ ) f'=C /\• -1 1\ ) -1c /\•?1J-1X) "V' "V' o "V' - - "" "' "' "" "' "' "' "" "' "" 
logo 

A -1 )-1 -1 
f'* = c /\• "V' 1\ /\• "V' X - "' .... .... "" .... 

Lawley e Maxwell mos~ram que os es~imadores ob~idos pelo 

mé~odo de regressão são ~endenciosos enquan~o que os ob~idos pelo 

mé~odo de Bar~le~~ são não-~endenciosos, porém os da regressão são 

de minima variância. 
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2.2.3) Trans~ormação ~ In~erprelação dos Fatores Comuns 

CRo~ação dos Fa~ores) 

Com o obje~ivo de proporcionar uma melhor inlerpre~ação 

dos ~a~ores comuns ~az-se um ~rans~ormação (Rotação) na ma~riz de 

cargas ~aloriais A. ~azendo-a mais idenli~icável com a na~ureza 

das variáveis originais. 

Rolar uma ma~riz signi~ica multiplicá-la por uma ma~riz 

o r ~ogonal M. 

Esta rotação não é a única .dado que M pode ser qualquer 

ma~riz or~ogonal. 

Na expressão X = A ~ + e se trocarmos ~ por M ~ e 

A por A M observamos que a expressão não se al ~era porque M é 

or~ogonal de ordem m. Na ~erminologia de A. F. ~emas o que se 

chama de Ro~ação de Fa~ores. 

X = (/\ M) * CM• ~) + e 

Também a ma~riz :E. subst..i~uindo h. por h. M ~emas 

"' "' ,., 
"' 

2: = A /\• + 'V' = (A M) (I\ M). + 'V' 
"' 

,., ,., 
"' "' 

,., 
"' 

,., 
"' 

= A M M• /\• + 'V' ,., ,., ,., 
"' 

,., 
= A /\• + 'V' ,., ,., ,., 
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Is~o signi~ica que a es~ru~ura de covariância original 

não é al~ernada pela 'lrans~ormação or~ogonal CRo~ação dos 

fat.ores). 

/\Mi /\Ma 

Modelo 1 (/\ M) Modelo 2 (I\ M ) 
~ 2 - - --

X = 0.8 f + o f X = 0.4 f + 0.7 ~ 
~ ~ 2 1 1~ 2 

X = 0.8 f + o. 4 f X = 0.3 f + 0.74 ~ 
2 1 2 2 1 2 

X = 0.6 f + o ~ X = 0.65 ~ + 0.72 ~ 
9 1 2 9 1 2 

X = o f + 0 . 8 f X = 0 . 69 f + 0.4 f 
" 1 2 " 1 2 

X = o f +o. 7 f X = o. 61 f + 0.35 f 
5 1 2 5 1 2 

Modelo 1: 

Cov CX 1. 
X ) = À À + À À 

2 H 21 12 22 

= co. 8 X 0.8) + co X 0.4) 

= 0.64 

Modelo 2: 

Cov CX 1. 
X ) = À À + À À 

2 H 21 12 22 

= co. 4 X 0.3) + co. 7 X 0.74) 

= 0.64 

O concei~o de Est.ru~ura Simples CThurs~one. 1945) 

O concei ~o de es'lrut.ura simples é ob~ido quando cada 

variá.vel t.em uma carga dist.int.a de zero em um s6 fa~or comum. 

Dado. digamos. 2 fat.ores comuns e 6 variá.veis aleat.6rias 

originais. a es~ru~ura simples será. ob~ida quando em cada linha 

houver soment.e um elemen~o dist.in~o de zero e en'lre qualquer par 

de colunas os elemen'los dis~in~os de zero não coincidem. 
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Exemplo: 

f' f' 
~ 2 

X 0.8 0.0 L À.. 2 = Comunalidade 
i \. 

X 0.7 0.0 z 
X 

9 
0.6 0.0 

X 
" 

0.0 0.7 

X 
5 

0.0 0 . 6 

X 
d 

0.0 0.5 

L À. . 
z V Cf'. ) = 

J J 

Comunalidades: 

h z 0.64 h 2 0.49 = = 
i z 

h z = 0.36 h z = 0.49 
3 " h 

z 0.35 h z 0.25 = = 
5 d 

Variâncias: 

À. = 1. 49 À. = 1.10 
i z 

f' z 
o.a 
0.7 X 

" 0 . 6 X 
5 

0.5 X 
d 

0.4 

0.3 

0.2 

0 . 1 X X X 
9 2 i 

o . i o.z 0.9 o.• 0.5 O.d 0.7 0.8 O.l:> f' 
i 
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1 - Sem Rotação 

variáveis fator 1 fator 2 h . 
2 

l 

X 
i 

0.766 - 0.232 0.641 

X 
2 

0.670 - 0.203 0.490 

X 
9 

0.574 - 0.174 0.360 

X 
4 

0 .454 0.533 0.490 

X 
5 

0.389 0.457 0.360 

X 
6 

0.324 O. 381 0.250 

À. . 1 .828 0.763 --
J 

2 - Com Rotação 

variáveis fator 1 fator 2 h . 
2 

l 

X 0.783 0.163 o. 641 
i 

X 0.685 0.143 0.490 
2 

X 
3 

0.587 0.123 0.360 

X ... 0.143 0 . 685 0.490 

X 
5 

0.123 0.587 0.360 

X 
6 

0 . 102 0.489 0.250 

À. . 1.473 1 . 115 --
J 

Cov ex .x) = e0.766) e0.670) X e- 0.232) e- 0.203) = 0.56 
i 2 L. sem rotação 

Cov eX ,X) = e0.783) e0.685) X e0.163) e0.143) = 0.56 
i 2 L. com rotação 

54 



Observações: 

com a rot.ação a est.rut.ura de covariâncias originais não é 

alt-erada. 

a int.erpret.ação dos ~at.ores ~ez-se de ~erma mais simples com a 

solução dos ~at.ores rot.ados. 

pode-se chegar a conclusão de que não t.em rot.ação quando não 

exist-e uma boa est.rut.ura na mat.riz, ist.o é, quando ~ ~or 
1 

grande e ~2 pequeno, ou vice-versa. t.emos uma boa est.rut.ura na 

mat.riz, do cont.rârio a est.rut.ura não é boa. 

h 2 = c o. 766) 2 + c - o. 232) 2 = o. 6406 
i 

variações de X são explicadas por ~ e ~ 
1 1 2 

C0.766) 2 % de X é explicado por 
i 

C0.232) 2 % de X é explicado por 
i 

~ 
i 

~-
2 

logo 64.06 das 

V' = 1 -
i 

h 
2 = 1 

1 
0.6406 = 0.3594 logo 35.94% das variações 

de X 
1 

não são explicadas nem por ~ nem por ~ • 35.94 % das 
1 2 

variações de X são devido a um ~at.or especi~ico, 
1 

a especi~icidade de X . 
1 

Modelos de Grâ~icos Possíveis: 

~ 

ou seja, 

2 
~ Presença de um 

terceiro fator 

f" 
------------+-------------------------------------~ 1 

f 
2 

são 

~ ~ necessária uma 
rotação obl1 qua. 

f 
------------+-------------------------------------~ 1 
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f 
2 Estrutura simples com 

rotação ortogonal 

f 
----------4-----------------------------------~ 1 

f 
2 A estrutura não é 

simples 

f 
----------~~----------------------------------~ 1 

Métodos Analiticos de Rotação Ortogonal 

a) Rotação Varimax: CKaiser, 1958) 

Este critério esforça-se para maximizar o quadrado das 

cargas fatoriais em cada COLUNA da matriz 1\ Co quadrado das 

cargas fatoriais são usados para solucionar o problema de cargas 

negativas) . 

Assim, maximiza-se 

Var CÃ. 2
) = 1 

j 
p 

p 2 
E CÃ. .. 
i.= 1 I.J 
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Es'La variância se aproxima de zero quando as cargas de 

qual quer COLUNA são apr o xi madamen'Le iguais e 'Lende a um valor 

máximo quando uma carga é pr6xi ma de "1" e as demais são nulas. 

Por'Lan'Lo, maximizar a variância 'Lem o e~ei'Lo de 

minimizar o número de cargas ~a'Loriais altas numa COLUNA, is'Lo é, 

minimiza a complexidade dos ~a'Lores. 

b) Ro'Lação Quar'Limax: 

Es'Le cri'Lério 'Lra'La de maximizar a variância do quadrado 

das cargas ~a'Loriais em cada LINHA de A. 

As si m, maxi mi za -se 

2 
VarCÀ. ) = 1 

\. 
m 

,i = 1,2 •...• p 

Tem o e~ei 'Lo de minimizar o número de cargas ~a'Lor i ais 

al'Las em uma LINHA, 

variáveis. 

is'Lo é, mini mi za a complexidade das 

·c) Rotação Equi m.ax: 

Es'La solução considera si mul 'Lânemen'Le a si mpl i ~i cação 

das LINHAS E COLUNAS de "· Ten'La minimizar a complexidade dos 

~a'Lores e das variáveis simul'Lâneamen'Le. 

d) Ro'Lação Promax 

Mé'Lodos Anali'Licos de Ro'Lação Oblíqua: 

Oblimir 

Bi quar 'Li mi n 

Covarimin 

Quar'Limin 

~ análogo ao Equimax 

~ análogo ao Varimax 

~ análogo ao Quar'Limax 
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2.3) Análise de Agrupamen~o CClus~er Analysis) 

2.3 . 1) In~roducão 

- Derine-se como um conjun~o de ~écnicas que servem para 

agrupar individues Cou variáveis) não previamen~e agrupados. 

Dado um número de obj e'Los ou i ndi vi duos cada um 

descri~o por um conjun~o de medidas Cv. a.) . o obje~ivo é ob~er um 

esquema de classiricação para agrupar os individues em um número 

de classes de ~al rorma que den~ro das classes Ccl us~ers) os 

i ndi vi duos são si mi 1 ares em algum aspec~o. e di f e r en~es dos de 

ou~ras classes. Assim. o obje~i vo é rormar grupos homogêneos 

den~ro e he~erogêneos en~re eles. 

- Vi:tri as 'Lécnicas 'Lêm sido r·e·feridas na 1 i 'Ler·a'Lura 

com o obje~ivo de realizar agrupamen~os de obje~os; 

Q-Analysis 

Tipologia CC . Sociais) 

Agrupamen~o 

Classiricação 

Taxonomia Numérica (Biologia; Bo~ânica; Ecologia; Zoologia) 

Regionalização 

Clus~er Analysis 

- Es'La var·iedade de nomes é devido a impor'Lância dos 

mé~odos nas mais diferen~es áreas de aplicação. 

Uma das direrenças básicas des~a ~écnica com a 

Análise Discriminan~e é que em Análise. Agrupamen~o inicialmen~e 

os individues não es~ão classificados (supõe-se. inicialmen~e. 

que per~ençam a uma mesma população). 
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- Em geral . os dados brutos a serem submetidos à análise 

encontram-se e m uma matriz n x p ou N x p: 

X X X 
1 2 p 

1 

( 
X X X 

] 
1 1 1 2 1p 

2 X X X 
2 1 22 ,, 2 p 

N X X X 
N 1 n2 Np 

As variáveis podem ser medidas quantitativas ou 

qualitativas (nominal. o r dinal ou dicotômica). 

- O primei ro e s t ágio é converter os dados brutos em uma 

primeira matriz de me didas de simi l ar idade. dissimilaridade ou 

distâncias. 

As t.écn i c as de Anâ.l i se de Agrupamen t.o reduzem a 

infor mação de u m con j u nt o de N individues para informação de K 

grupos. onde K << N. 

Não é conveni ent.e usar u m número mui t.o grande de 

variáveis. par a t a nto r ecomenda-se o u so da Análise Fatorial ou 

Análise de Comp. Princ . antes de usar as técnicas de Análise de 

Agrupamento. Também é conveniente padronizar as variáveis. 
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2.3.2) Medidas de Similaridade~ Distâncias 

Os coeficientes de similar-idades; medem a r·elação 

(associação) entre ª individues dado um conjunto de p variáveis 

aleatórias. Variam entr e O e 1. 

Alguns coeficientes de similaridade Qara variáveis 

dicotómicas ( "ausência-presença" ) 

individuo j + 

( 1 ) a + d 
p 

(2) a 
a + b + c 

(3) 2a 
2a + b + c 

(4) 2Ca + d) 
2Ca + d) + b 

(5) a 
a + 2Cb + c) 

(6) a 
p 

+ c 

individuo i 
+ 

a 
c 

a + c 

b 
d 

b + d 

a + b 
c + d 

p 

Observa- se que . nos coeficientes (1) a (6) se 

a = d = O ---+ coef. = O 

- Deve- se atentar para a natureza do fenómeno em estudo 

e optar por um destes coeficientes Cou outro. 

apresen~ado) de forma adequada. 

aqui não 

- Op'La-s;e por um coeficiente e usa-se até o f·inal da 

análise este mesmo coeficiente. 
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Exemplo: 

-

I ndi v i duos: 
Indivi duo 1 
I ndividu o 2 
Indivi d u o 3 

i + 
2 

9 

9 

+ 2 
2 

i + 

+ 

z 

+ 

o 
4 

4 

+ 

1 
2 

3 

1 

1 
o 
o 

2 

o 
o 
o 

1 
5 

6 

1 
5 

6 

o 
7 

7 

3 

o 
o 
o 

3 
7 

10 

1 
g 

1 0 

1 
g 

10 

vari áveis 

4 5 6 7 

o 1 1 o 
o 1 o o 
o o o o 

Usando-se o coe:ficient.e (1) , t.em-se: 

s = a + d = 2 + 5 = 7 = 0.70 
i Z 10 10 p 

s = o + 5 = 5 = 0 . 50 
i 9 10 10 

s = 1 + 7 = 8 = 0.80 
29 10 10 

8 g 10 

o 1 o 
1 1 o 
1 o o 

- c: denot.a r·â. "similaridade" e n t.r·e o individuo\. e o 
~i.j 

i ndi vi duo j. 
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A matriz de simi 1 ar idade será: 

i z 3 

i [ 0.70 0.50 ] 2 0.70 0.80 
3 0.50 0.80 

- Usando-se o coeficiente (2). 

s 
iZ 

s 
13 

s 
Z9 

Observação: 

= 
a 

= 
o 

= 
1 

1 

0 . 40 
0.00 

+ 

+ 

+ 

a 
b + 
o 
1 + 
1 
2 + 

2 

0.40 

0.33 

c 

4 

o 

= 
2 

= o 

= 1 
3 

9 

0 . 00] 0.33 

2 
+ 1 

= 

tem-se: 

= 2 = 0 . 4 
+ 2 5 

0.33 

O coeficiente de correlação de Pearson Cr) ou de 

Spearman (rg) ou outro coeficiente são medidas de similaridades 

também usados pa~a v. a. quantitativas. 

Pode-se. também. fazer uso dos coeficientes de 

associação como Tau-b. Tau-c. D de Sommer • Gamma e outros. para 

variáveis nominais ou tratadas como tal. 

Si mi 1 ar i da de -+ a medi da de 

pr óx.i mos um do outro. 

quanto dois 

Coeficientes de Similaridade para 

Variáveis Misturadas: 

p 

E S. . k 
k=i 

lJ, 
S .. = 

lJ p 

E W. · ~o:: 
k=i 

lJ 

individues estão 

onde W .. ._ é o peso C O ou 1) dependendo se a comparação é 
lJk 

válida o u não para a variável k. 
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Variá.veis Qualit-at-ivas: 

S .. k = o se os dados são diferentes. 
LJ, 

S . . k = 1 se os dados são i guais. 
LJ, 

Para variá.veis guant..it..at..i vas: 

1 - k = 1,2, ... ,p; 

i., j = 1,2, ... ,N<ou n>. 

onde Rk é a amplit..ude da variá.vel k . 

Exemplo: 

Individuo Al t.uraCpés) Peso( 1 i bras) Cor ol hos Cor Cabelo Fumar 

1 66 120 azul cast..anho sim 
2 72 130 verde pret..o sim 
3 70 150 azul cast..anho não 

S .. k W . . 
\. J, LJ, k 

s 
• 12, 1 

= 1 - 166 - 72 I / 6 = o 1 

s = 1 - I 120 - 130 / 30 = 0.67 1 
12,2 

s = o 1 
12,3 

s = o 1 
12,4 

s = 1 1 
12,5 

s = 1. 67 / 5 = 0.33 5 
12 

S .. k \. J, 
w .. k 

LJ, 

s = 1 - 66 - 70 I / 6 = 0.33 1 
13, 1 

s = 1 - 120 - 150 / 30 = o 1 
13,2 

s = 1 1 
19,9 

s = 1 1 
13, 4 

s = o 1 
13,5 

s = (1 + 1 + O. 33) / 5 = 0.47 5 
13 
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S . . lc 
~ J, 

S23,t 

S23,2 

S23,3 

S23,4 

s 
23,~ 

s 
29 

S .. 
~J 

= 

= 
= 
= 
= 
= 

1 

1 -

1 -
o 
o 
o 

/ 5 = 

1 

0.33 
0.47 

72 -

130 -

0.2 

2 

0.33 

0 . 2 

w 
i..j, lc 

70 I / 6 = 0.67 1 

150 / 30 = 0.33 1 

1 

1 

5 

9 

0.2 
0.47 ] 

Exercicio: Avaliem os 6 coeficient.es de similaridades para v. a. 

dicot.ómicas em 5 espécies: vaca. leão. girafa. ovelha e homem. 

usando os at.ribut.os: 

1) A espécie é um animal selvagem. 

2) A espécie t.em pescoço grande. 

3) A espécie é um animal agricola. 

4) A espécie é carni vora. 

5) A espécie caminha em 4 pés. 

6) A espécie t.em cauda. 

64 



Sistema de Escores para variáveis binárias. 

Individuo Valores da variável K 

i + + 
j + + 

S .. lc 1 o o o 
\. J , 

w 
i.j,k 

1 1 1 o 

Medidas 

quantitativas) 

Distância Métr icas . C Para variáveis 

Exemplo: 

(a) Distância Euclidiana (ou Métrica Euclidiana) 

ou 

d 

d 

d 

d .. 
\.j 

d .. =I CX . - X ) • C X. - X ) 
..., \. ..., j "'\. "'j \.j 

Individuo Peso C libras) 

A 60 
B 65 
c 63 

= 
AB 

I c6o 65) 2 
+ (3.0 - 3.5) 2 

= 
AC 

/côo 63) 2 + (3. 0 - 4.0) 2 

= /c65 
BC 

- 63) 2 + (3. 5 - 4.0) 2 

65 

Altura C pés) 

3 . 0 
3.5 
4.0 

= /25.25
1 

= 

= ..(;;;' = 

I I 
= 4 . 25 = 

5.02 

3.16 

2.06 



A dist..ância euclidiana af'et..ada pela escala de 

medidas. por isso é recomendável padronizar as variáveis ant..es de 

calcular est..a dist..ância: 

* X i.lc 
zi.lc = ou zi.lc = 

O'lc 

A dist..ância Euclidiana preserva a 

quando as variáveis est..ão padronizadas. 

Cb) Dist..ãncia Euclidiana Padronizada. 

d . . =/f 
\.J lc = i. 

C X. Jc 
\. -

s 2 
lc 

onde S 2 é a variãncia da variável lc. 
lc 

ou 

d .. 
I.J 

onde: 

=/ex. 
I. .... 

s z o 
i 

o o 

xi.lc - Mie 

O'lc 

dist..ância relat..iva 

--. ma t.. r i z diagonal 
de variãncias da 
variável Xlc. 

(c) Mét..rica Absolut..a CMét..rica de Manhat..t..an) 

d .. 
\.J 

p 

= E 
lc=i. 

Czcramensky propõe ponderá-la por p para at..enuar o 

problema de que as mét..ricas aument..am com o número de variáveis. 

d .. 
tj 
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Not-a: 

Deve- se t-ambém padronizar as variáveis ant-es de usar 

est-a mét.r i ca. 

Cd) Q2 de Mahano bis 

d. . = C X - X ) ' S-t C X - X ) 
\. J ._,i. .._.j "" ""i. .._.j 

onde S-1 
é a mat-riz de covariâncias e variâncias da 

variável xlc. 

Est-a medida de dist-ância é chamada , por alguns aut-ores, 

de Dist-ância Euclidiana, generaliza da com a expressão: 

d . . = I c x. - x .) • s-1 c x. 
\.j -\. .._.J "" .._.\. 

Ce ) Mét-rica d e Minkowski 

[ É IX i.lc 
]i/r 

d .. = - X jlc I r 
\.j 

lc= t 

Observações: 

1) Se r = 1 ~ Mét-rica Absolut-a 

I 
X) 
.._.J 

• r 

Ser = 2 ~ Mé t-rica Eucl idiana 

= 1.,2 ..... , 

2) É t-ambém rec omendável que se padronize as variáveis. 

Pode-se t.rans~ormar a dist-ância em similaridade como: 

S . . = 
\.J 

1 
1 + d .. 

\.J 

Enquant-o as mét-ricas podem assumir qualquer 

posit-ivo, a similaridade é sempre um valor ent-re O e 1. 
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2.3.3) Principais Técnicas de Agrupamentos 

!) Técnicas Hierárquicas de Grupos 

A Métodos Aglomerativos 

B - Métodos Divisivos 

!!) · Técnicas de Otimização 

I!!) "Density or mode-seeking tecnhiques " 

!V) Técnicas de formação de grupos 

V) Outras técni cas 

A ) Métodos Aglomerati vos 

1) Método do Vizinho mais Próximo 

C"Single Link Method") 

A distância entre os grupos é definida como a distância 

entre seus mais próximos membros. 

O primeiro estágio é transformar a matriz de dados brutos 

em uma matriz de similaridade ou dissimilaridade ou distância. 

Os indivíduos que tiverem a menor distância formar~o um 

grupo. Em segui da. se uni r á a este grupo o i ndi v! duo que mais se 

aproxima (vizinho mais próximo) de um dos elementos do grupo. 

Exemplo: Um conjunto de indivíduos s~o classificados.A matriz de 

distância entre eles é: 

i 2 9 " !S 

i o 2 6 10 9 
2 2 o 5 9 8 

Dt = 3 6 5 o 4 5 

"" 4 10 9 4 o 3 
!S 9 8 5 3 o 

1 <? Passo - Unem-se C 1 e 2) pois di2=2 é o menor valor de Di. 

ou seja rni nC d i.j) = dt2 = 2 
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2 <? Passo d<i2><9> = mi n {di9. dz9) = d29 = !3 

d<i2><4> = mi n { di4,d24> = d24 = 9 

d<i2><5> = mi n { di5. d25) = dz5 = 8 

(i 2) 

= (i2~ [ ~ 
4 9 
5 8 

9 

!3 
o 
4 
!3 

4 

9 
4 
o 
3 

5 

~ ] 
3<? Passo - Unem-se C4 e !3) pois d 45=3 é o menor valor de Dz; ou 

seja; minCdi.j) = d45 = 3 

4 <? Passo 

dC45)(9) 

d<i2><45> = mi n { di4. di5. d24. dz5) = d25 = 8 

= mi n { d49. d59) = d49 = 4 

( i2) 

Os= (t2) [o 
3 !3 

(45) 8 

9 

!3 
o 
4 

(45) 

~] 

5 <? Passo - Unem-se C C 3) e C 4 !3)) pois d<45><9>=4 é o menor valor 

de Os mi nC di.j) = d<45><9> = 4 

6<? Passo - d<i2><945> = min {di9.di4. d i 5,d29.d24. dz5) = d29 = !3 

( i2) (945) 

[ ~ ; ] 

7- Unem-se C C 1 ê) e C 3 4 !3)) C pois d<i2><345>=!3 é o único valo r 

de D4 ) para ~armarem um único grupo. 
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Dendrograma ou Arvore Hierárquica de Vinculas. 

D 

i. 

l 

a 3 

n 
c 

i. 
z 

a. 

Q 1 

2 9 

I ndi.v(duos;a 

C Os saltos ocorrem de 1 em 1 unidade de distância ). 

2) Método do Vizinho mais Distante 

("Complete Linkage Method") 

A distância entre os grupos é de~inida como a distância 

entre os seus mais remotos pares de individuas. 

Exemplo: A matriz de similaridade entre os individuas é: 

1 z 3 4 5 

1 

[1~ 
2 6 10 9 

l z o 5 9 8 
Dt = 9 5 o 4 5 - 4 9 4 o 3 

5 8 5 3 o 

1 <? - Unem-se os individuas C1 e 2) pois d1z=2 é o menor valor de 

Dt , ou seja mi nC di.j) = d12 = 2 
"' 
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ê<? - d<:l2)(9) = máx { dt9. d29} = d t 9 = 6 

d<:l2)(4) = máx { dt4 ,d24> = c:k4 = 10 

d<:l2)(!S) = máx { dt!S. d2!S} = d t!S = 9 

( :l2) 9 4 !S (U) [ o 6 10 9 

] Dz 9 6 o 4 5 
= 

4 10 4 o 3 - 5 9 5 3 o 

3<? - Unem-se C4 e 5) pois d 45=3 é o menor valor de Dz ou seja; 

mi nC di.j) = d45 = 3 

4 <? - d<t2><45> = máx {dt4. dt5. d24. d25} = dt4 = 1 O 

d<45>9 = máx {d49. d59} = d95 = 5 

( :l 2) 9 (45> 

09 (<2) [ o 6 10 ] = 
9 6 o 5 - (45) 1 o 5 o 

5 <? - Unem-se C 3. 4 e 5) pais d<45><9>=5 é o menor valor de 03 

mi nC di.j) = d<45><9> = 5 

6 <? - d<t2><94!S> = máx (dt9. dt4 . dt5. d2s . d24. d2!S} = di4 = 1 O 

7 <? - Unem-se 

04 = <1.2) 

(94!S) 

C1 ê) e C3 4 5) C pai s d<t2><94!S>=1 O é o único val o r 

de 0 4 ) para ~armarem um único grupo. 
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Dendrograma QY Arvore Hierárquica de Vinculas. 

10 

8 

D 

i 7 

Sõ\ 

l cS 

a 
n 5 

c 

\. " 
a. 
g 3 

2 

i 

9 5 

J:ndiv(duota 

C Os sal~os variam en~re 1 e S unidades de distância, não é um 

bom dendrograma, náo é aconselhável usar o mé~odo do vizinho mais 

dis~an~e. nes~e caso ). 

3) Mé~odo do Cen~róide 

A dis~ância en~re os grupos é de~inida como a dis~ância 

en~re os cen~róides dos grupos. 
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Exemplo: 
Indi viduos Variáveis 

1 2 
1 1 1 
2 1 2 
3 6 3 
4 8 2 
5 8 o 

dW é o quadrado da dis~ância euclidiana. 

dt2 = c 1 - 1) 
2 + c 1 - 2) 

2 = 1 

dt9 = c 1 - 6) 2 + c 1 - 3) 2 = 28 

dt• = C1 - 8) 2 
+ C1 - 2) 2 = 50 

dt5 = c 1 - 8) 
2 

+ c 1 - 0) 
2 = 50 

d29 = C1 - 6) 2 + C2 - 3) 2 = 26 

d2• = C 1 8) 
2 + C 2 - 2) 

2 = 49 

d25 = C1 - 8) 2 + C2 - 0) 2 = 53 

ds• = C6 - 8) 2 + C3 - 2) 2 = 6 

d35 = C6 - 8) 2 + C3 - 0) 2 = 13 

d•5 = C8 - 8) 2 + C2 - 0) 2 = 4 

1 

Dt = 
: ~2~ 
4 60 
5 60 

2 

1 
o 

26 
49 
53 

9 

29 
26 
o 
5 

13 

• 
50 
49 

5 
o 
4 

5 

50 l 53 
13 

4 
o 

~A menor en~rada em Dt é d12 = 1. en~ão unem-se 1 e 2. 

Ind. 
C1 2) 

3 
4 
5 

C1 + 1)/2 = 1. o 
c 1 + ê) /2 = 1 . 6 

1 
1 
6 
8 
8 

2 
1.6 
3.0 
2.0 
0.0 

~ 1 e 1.5 são as coordenadas 

do cen~róide do grupo. 

d<t2)3 = c 1 - 6) 2 + c 1 . 6 - 3) 2 = 27. 25 

d<t2)4 = c 1 8) 
2 

+ c 1 . 5 2) 
2 = 49. 25 

d«V5 = C1 - 8) 2 + C1.5- 0) 2 = 61.26 

d94 = C6 8) 2 + C3 - 2) 2 = 5 

d35 = C6 

d45 = C8 

8)
2 + (3 - 0)

2 = 13 

8) 2 + C2 - 0) 2 = 4 
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( t 2) 

... H 0.00 
D2 = 27.25 
"' 49.25 

51.25 

-+ A menor ent-rada em D2 é d45 -C8 + 8)/2 = 8 

(2 + 0)/2 = 1 

Ind. 1 2 
(1 2) 1 1.5 

3 6 3.0 
C4 5) 8 1. o 

d<t2>9 = (1 - 6)2 + (1. 5 3)2 

3 

27.25 
0.00 
5.00 

13. 00 

= 4 

= 27.25 

"' 49.25 
5.00 
0.00 
4 .00 

-+ unem-se 

5 

51.25] 13.00 
4. 00 
0.00 

4 e 5. 

d<t2)(45) = (1 - 8)2 + (1. 5 - 1)2 = 49.25 

d9<45) = (6 - 8)2 + (3 

D9 -
-+ A menor ent-rada de 

(6 + 8)/2 = 
(3 + 1)/2 = 

- 1)2 = 8 

( t 2) 
(<2)( 0 . 00 

= 9 27.25 
(45) 49. 25 

D9 é d<45)9 = 8 
"' 
7 

2 

Ind. 1 
(1 2) 

(3 4 5) 
1 
7 

g 

27.25 
0.00 
8 . 00 

( 45) 

49.25] 
8.00 
0 . 00 

~ unem-se 4 . 5 e 3. 

2 
1. 5 
2.0 

d<t2)(345) = (1 - 7) 2 + (1. 5 - 2) 2 = 36.25 
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"Cent.roid Cluslering Dendrogram" 

36.25 

D 

i. 
g 
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a 
n 

c 

i. 

o. 

8 

g 4 

i 

''" 

r 
i 

4) Mélodo de Ward 

n 

l 
2 

~ -2 
SQD = . L. C X i. - X) = 

l.=i 

•'-

3 4 

Indi.v(duoa 

n 

5 

~ perda de informação = SQDdenlro x iOO 
SQTtoto.l 

di.j,lc 
-2 - 2 -2 

= CXi. - X) + CXj - X) + CXIc - X) 

ExemQlo: Suponha 6 unidades medidas 

X: 1. 2 . 5. 7. 9. 10. 

diz = (1 - 2)2/2 = 0.5 d26 = 
di3 = (1 - 5)2/2 = 8 d94 = 
di4 = (1 - 7)2/2 = 18 d35 = 
di5 = (1 - 9)2/2 = 32 d36 = 
di6 = C1 - 10) 2 /2 = 40.5 d45 = 
d23 = C2 5)2/2 = 4.5 d46 = 
d24 = (2 - 7)2/2 = 12.5 d56 = 
d25 = (2 - 9) 2/2 = 24.5 

75 

X = Xi.+Xj 
2 

X = Xi.+X j +XIc 
3 

por uma variável 

C2 - 10) 2/2 = 32 

(5 - 7)2/2 = 2 

C5 - 9)2/2 = 8 

C5 - 10) 2 /2 = 12.5 

C7 9)2/2 = 2 

(7 10)2/2 = 4.5 

(9 - 10) 2/2 = 0.5 



SQD = (1 - 1. 5) 2 + (2 - 1. 5) 2 = 0.5 

i 2 3 4 5 cS 
i 0.0 0.5 8.0 18. o 32.0 40.5 
2 0.5 0.0 4 .5 12.5 24.5 32.0 

Di = 3 8.0 4 .5 0.0 2.0 8.0 12.5 
"" 4 18.0 12.5 2.0 0.0 2.0 4.5 

5 32.0 24.5 8.0 2.0 0.0 0.5 
cS 40.5 32.0 12.5 4.5 0.5 0.0 

-+ Mi n { Di } = O. 5 ~unem-se C1 e 2) e C5 e 6). 

SQDdQnlro [ (12 + 22) (1 + 2)2 ] + [ C92 + 102
) 

(9 + 10) 2 ] = - -
2 2 

SQ.DdQnlro = 0.5 + 0 . 5 = 1 

X perda de informação = 1.0 
X 100 1.49Y. = 67.33 

Xtzs = (1 + 2 + 5)/3 = 2.67 

di29 = (1 - 2.67) 2 + C2 - 2.67) 2 + (5 - 2.67) 2 = 8.67 

Xt24 = (1 + 2 + 7)/3 = 3.33 

dt24 = (1 - 3 . 33) 2 + (2 - 3.33) 2 + (7 - 3.33) 2 = 20.67 

Xt25cS = (1 + 2 + g + 10)/4 = 5.5 

dt25cS = (1 5.5) 2 + (2 - 5.5) 2 + (9 - 5.5) 2 + CiO - 5.5) 2 = 65 

Xs• = C5 + 7)/2 = 6 

d94 = C5 - 6) 2 + C7 - 6) 2 = 2 

Xs5cS = C5 + 9 + 10)/3 = 8 

d95cS = (5 - 8) 2 + (9 - 8) 2 + (10 - 8) 2 = 14 

X45cS = C7 + 9 + 10)/3 = 8.67 

d45cS = (7- 8.67) 2 + (9- 8.67) 2 + (10- 8.67) 2 = 4 . 67 

( i2) 3 4 ( 5cS) 

(<2) ( o. 00 8.67 20.67 65.00 

] Dz = 9 8.67 0.00 2.00 14.00 
"" 4 20.67 2.00 0.00 4.67 

(56) 65. 00 14.00 4.67 0.00 

-+ Min { Dz } = 2 => unem-se C3 e 4) . 

"" 
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[ 
2 2 (5 

SQl)dGnlro = 1 + (5 + 7 ) - ] . 1 + 2 = 3 

X perda de in~ormação = 6~:~3 x 100 = 4 .46% 

03= 

( i 2) 

<1.2> ( O. 00 
(94 ) 22. 75 
(56) 65 . 00 

( 9 4) 

22.75 
0.00 

14 . 75 

(56) 

65.00 ] 
14.75 

0.00 

-+ Mi n < 03 } = 1 4. 75 ~unem-se C3, 4, 5 , e 6). 

SQl)dgnlro = 3 + 1 4. 75 = 1 7. 75 

0
/ d d ' f ã 1 7 . 75 

X 1 QQ = 26 36°/ r o per a e .l n o r maç o = 67. 33 . ro 

D~ = ( 12) 

(9456) 

( i 2) 

[ 
0.00 

67.33 

( 9456) 

67.33 ] 
0.00 

SQDd Gn lro = SQTLoldl = 67. 33 

X perda de informação = 100% 

mgnor Gnl r ddd 

6? . 99 

14.75 

2.0 

0 . 5 
I I 

2 

5) Método da Média 

6) Método da Mediana 

I I 
9 5 
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7) "Lance ~ Wi 11 i ams Fexi bl e Method" C 1967) 

A distância entre um grupo Ck) e um grupo Cij) ~armado 

da ~usão dos grupos Cij) é: 

dlc<i.j> = di dlci. + dj dlcj - t1 di.j + r 1 dlci. - dlcj 1 

1 <?) Vizinho mais Próximo: 

1 1 
Oti. = Otj = 2 = 0.5 y = 2 

Exemplo: 

d3<t2) = dst + dsz 
2 

d3U.2> = 6.0 + 5 . 0 
2 

~ l dst - dsz l 

1 2 16- 5 1 = 5.0 

d<t2>9 = min {dts.dzs} = dzs = 5. O 

ê <?) Vizinho mais distante: 

1 
Oti. = Otj = 2 = o. 5 

Exemplo: 

d3<1Z> = dst + dsz 
2 

d3<12) = 6. o 

(1 = o 

ds<tz> = máx { dts • dzs} = dts = 6. O 

3 <?) Centróide: 

eti. = ni./C ni. + nj) 

(1 = -Qti. Otj 

Otj = nj/C ni. + nj) 

y = o 

n i. é o número de valores do individuo i. 

nj é o número de valores do individuo j. 

d3<12) = 1 
( 2 dst + 2 dsz - ~ : ~ dtz ) 2 + 2 

d9<12> = 27. 25 

4. <?) Ward : 

Oti. = nlc + n i. / nlc + ni. + nj 

Otj = nlc + nj / nk + ni. + nj 

(1 = -nk / nlc + ni. + nj y = o 
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2.3.4) Decisão sobre Q Número de Grupos 

1 <?) Cal i nsk i ~ Har abasz C 1 97 4) 

Vimos em ~es~es de hip6~eses para ve~ores de médias de 

k populações. que 

s = w + 8 e A = IWI/IS I 
"' "' "' "' "' "' 

onde: w é a ma~riz de soma dos produ~os den~ro ; 
..... 
8 é a ma~riz de soma dos produ~os en~re; 
..... 
Sé a ma~riz de soma dos produ~os ~o~al. 
..... 

~r (8) ~r (W) 
c = 

k - 1 N - k 

k é o número de grupos k = 2. 3 •... • N-1. 

a) c 

2 k 

O número ideal de grupos é k onde C a~inge um valor 

máximo. 

b) c 

Quando C cresce com k sugere que não há es~ru~ura de 

grupos. is~o é. cada individuo é um grupo ou ~odos são um s6 

grupo. 
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c) 

c 

Quando 

hierárquica . 

c decresce com k sugere que a estrura é 

2 ~) Beale (1968) 

Propõe uso do teste F para testar se uma subdivisão em 

kz grupos é signi~icativamente melhor do que alguma subdivisão 

menor de k~ grupos. 

onde 

F Ck~. kz) = RH - R1c2 

R1c2 

p = n <? de variáveis. 

Rld. = C N - kO Slci. 
2 

N - k~ 

N - k2 

Slci. 
2 = desvio médio quadrado do centro do grupo kt.. 

Essa estatística tem distribuição F com pCkz - k~) 

e pCN - k2) gl. Se ~or signi~icante indica que a subdivisão kz 

é melhor (mais signi~icante) do que uma subdivisão menor em k~ 

grupos. Se os dados pertencem a uma s6 população (homogeneidade) 

não consegue-se dividir em grupos (ausência de agrupamento). 

Exemplo: kz • k~ 

Ho: k~ = 2 H~: kz = 3 

Ho: k~ = 3 H~: kz = 4 

Ho: k~ = 7 H~: kz = 8 

- não é signi~icante. isto é. 

2 ou 3 grupos dá no mesmo. 

- não é signi~icante. 

-é signi~icante C***)• isto é. 

8 é melhor do que 7 grupos. 
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2.4 -Análise Discriminante 

2.4.1) Introdução: 

Para uma v.a. e 2 populações 

n z 

J..lz pC2/1) c 

n 
i 

pC1 /2) 1-l i 
!11 

PCdizer que é um individuo 
da pop. 2 e ele é da pop.1) 1 pCdizer que é um individuo 

da pop.1 e ele é da pop.2) 

L 
1 C?) Testa -se 

Se 

Regra de 
corte 

Probabilidade de erro J 
H: 1-l jlll!l-l 

i i 2 
"' "' 

só tenho uma população e não 'faz senti do a 

Análise Discriminante. 

Observação: Minimizar as probabilidades de erro é aumentar a 

distância entre as médias. é maximizar as distâncias entre as 

populações. 

Busca-se uma combinação linear de Xi=Xz 0=(1 X1 + (1 Xz. e 
i z 

tomar esta combi nação linear como regra de decisão para 

classif'icação. 
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Deseja -se buscar uma regra simples expressa em uma "FUNÇÃO 

DISCRIMINANTE" baseada em n observações de p v.a. que seja ót-ima 

em algum critério pré-determinado e que post-eriorment-e sirva para 

classi~icar corret-amente Ccom alt-a probabilidade) a um individuo 

cuja origem ou procedência desconhece-se. 

~ As populações est-ão previament-e de~inidas. 

o+ O pesquisador deve selecionar as v. a. que di ser i minam as 

populações C nas quais espera que as populações di~iram). 

Variáveis que não possam assumir os mesmos valores nas di~erent-es 

populações. 

~ Comput-acionalment-e. a Anãlise Discriminant-e CA.D.) pode ser 

associada com um problema de Regressão Múlt-ipla CR. M.). porém 

deve-se t-er em cont-a as di~erenças ent-re t-ais t-écnicas: (a) 

Ambos buscam relação ent-re variáveis dependent-es e várias 

variáveis independent-es. porém com di~erent-es propósit-os: 

-predição CR.M.) 

-discriminação ou classi~icação CA.D.) 

Cb) A variável dependent-e é nominal. ~init-a. em A.D. e 

quant-it-at-iva cont-inua em R.M. 

Cc) Para ~ins in~erenciais requere-se em R. M. que a variável 

dependent-e t-enha distribuição normal Cou condicional normal) 

em A.D requer-se dist-ribuição normal mult-ivariada da 

variável Cpara os procediment-os paramét-ricas). 
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2.4.2) De~ermin~ção da Função Linear Discriminan~e paraª 

Populaç~es CF.L. D. de Fisher): 

Suponha que ~emas ni individuas provenien~es da população n. 
\. 

Ci=1,2) e que para cada um deles regis~ra-se a imformação das p 

v . a . Assim o k-ésimo sujei~o da i-ésima amos~ra será: 

Xi.l:: = C X ti k X2i k Xpi k) 

k=1, 2, ... , ni ~ número de individuas. 

~ número de populaç~es . 

~ número de variáveis. 

i =1, 2 

1 =1, 2 •...• p 

D = 

D = 

X = 
"' 

Deseja-se buscar uma ~unção: 

(J X1 + (J X2 1 2 

(J·x = x·(J 
,.. ,.. 

"' "' 

( r:J 

+ ... + (JPXp 

~ D é dico~ômica, diz se o individuo 
per~encen~e ou não a n. 

\. 

~al que produza máxima discriminação en~re 2 populaç~es (máxima 

dis~ância en~re populaç~es signi~ica mimimo erro de classi~icação). 

Para cada individuo ~em-se 

Dik= (J X1ik + (J X2ik + .. . 
1 2 

+ (J XPik = Xik (J 
p 

Os devem ser ~ais que os Dik mostrem máxima 

variabilidade entre populaç~es e máxima variabilidade dentro das 

populaç~es. 

Dadas as amostras n1 e nz, a variabilidade total: 

2 ni. 

D = 1 
nt + nz l Di.k = 

k= i 

n1Dt + n2D2 
nz + nz 
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que pode ser par~icionada em 2 somas de quadrados: 

z ni. 

8 
i. fi 

2c0i. 0)2 ntnz CDt Dz) = - = ent.re nt + nz 
lc:=i 

z ni. 

w = 
i. fi 

2 (Oi.lc: - Õi.) z 
dent.ro 

lc:=i 

Ent.ão, o quocient-e 8/W será uma medida adequada da 

discriminação de D como ~unção dos ~ e pode-se propor o problema 

de encont-rar os est.imadores bt,bz • . .. ,bp para ~ t.ais que 

maximizem 8/W. 

Sejam: 

ni. 

Xhi. = ni 2 Xhi.lc: 
lc:=i 

dh = Xht - Xhz 

Shh. = 1 
nt+nz-2 

z 

~ média da variável Xh na amost-ra 
da população i. 

ni 

~ di~erença ent.re as médias da 
variável h para as i populações. 

2 CXh~k - XhDCXhi.lc: - Xhi. ) 
lc: = i 

hh. =1. 2. o o o • p Csó quando ~t=~z - Test.e de 8ox) 

ou ~ mat.riz de covariância 
combinada. 

Pode-se demonst-rar que a combinação que maximiza 8/W é da 

~orma: 

f = btXt + bzXz + .. . + bpXp 

J 

b1 ud + s 12dz + + s 1 Pdp = s 1 

b2 = s
21

d1 + s 22dz + + s 2pdp 

l bp = sp1dt + sp2dz + o o o + sPPdp 

Sendo [ hh> ] -1 s = Se 
, 
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Em notação matricial: 

d = [ :: ] 

Associado a estes resultados. temos: 

p p 

02 = 1: 1: dh dh·shh> 

h'=~ h=~ 

p 

02 = 1: bh dh 
h=~ 

de Mahalanobis . 

Teste para Função Linear Discriminante: 

Ho: A f' unção 1 i near di ser i mi nan'Le não é uma " boa" f' unção par a 

di ser i mi nação C equivale a {1 ={1 = ... ={1 =O e 'Lambém equivale a 1-1 =p ) 
~ 2 p "'~ ,.,2 

H~: A f' unção 1 i near di ser i mi nan'Le é uma "boa" f' unção par a 

discriminação das populações. 

02 = n1 ~2 Cn1+n2-p-1) 
Cn1+n2)Cn1+n2-2)p F 

com Cp) e Cn1+n2-p-1) graus de liberdade. 

Exemplo: Es'Ludo Epidemiológico. 

X1: Idade 

X2: Pressão dias'Lólica 

X3: Nivel de coles'Lerol 

C n ) População 1 : CHD 
~ 

C n ) População 2: NCHD 
2 

~ 71 com problemas coronários 

~ 761 sem problemas coronários 

COs 'Lamanhos das amos'Lras são mui'Lo dif'eren'Les e os 

estimadores podem não ser bons). 
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Variáveis NCHD 
Médias 

CHD 
X1 
X2 
X3 

p 

44,81 
86,99 

201,27 

0 , 00560 
-0.00153 
- 0.00045 

56,86 
95,62 

221.51 

-0.00153 
0 . 00535 

-0.00032 

p 

bh = 2 Shh. dh' = 2 ~h· xh·1 

h'=1 h'=1 
..J,. 

Cpeso da var . h 
na pop. n ) 

1 

dh 
12,05 
8.63 

20.24 

-0.00045 ] 
-0.00032 
0.00063 

h'=1 

Cpeso da var. h 
na pop. n ) 

2 

b1 = C0,0056)C12,05) + C-0.00153)(8,63) + C-0,00045)(20,24) 

b1 = 0,045 

b1 = 0,72- 0,027 = 0,045 ~ ve-se que X1 é mais impor~an~e 
C0.72) na pop. 1 do que na pop. 2. 

I = b1X1 + b2X2 + b3X3 

I = 0,045X1 + 0,022X2 + 0,004X3 

~Calcula-sê f para os 932 individues. 

fo = 1/2 C/1 + /2) ~ pon~o de cor~e 

p 

li:= 2 bh Xhi. 
h=1 

~Se fi > /2 classifica-se o sujei~o k na população 

/k > lo e na população n caso con~rá.rio. 
2 

o+ Se /2 > /1 classifica- se o sujei~o k na população 

/k > lo e na população n caso con~rário. 
i 
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No Exemplo: 

Se /k > /o 
Se /k < lo 

f = 5,54838 
:1. 

f~ 

f = 5,1 41845 o 

> 
o 

o 

/2 
sujeito é da pop. n. 

1 
sujeito é da pop. n . 

2 

/2 = 4.73531 

Um novo i ndi vi duo k com valores de X1 =30 anos. X2=87 e 

X3=210. 

fk = 0,45 X 3Q + 0,22 X 87 + 0,'004 X 210 

fk = 4.104 

k pertence a população n C NCHD). 
2 

~ aconselhável a padronização das variáveis. 

/* = 

b = o 

f - f o 

1 ----C/ + f) = - f 2 :1. 2 o 

= f + b o 
= b 

o + b X:t 
i 

+ .. . + b Xp 
p 

Classif'icação pela a f'unção 

Classif'icação 
real ou a priori 

20/71 = 28% de erro 

272/761 = 36% de erro 

CHD 
NCHD 

TOTAL 

CHD 

51 
272 

323 

87 

c a posteriori) 

NCHD TOTAL 

20 71 
489 761 

509 832 
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