INTRODUCAG AO CALCULO DIFERENCIAL
VIA FUNCCES REAIS DE UMA
 VARIAVEL REAL

Janme Bruk Ripoll
“Trabalfo de Apolo Didéting-
Sa&re B2/0UT/89



INTRODUSAO AQ CALCULO DIFERENCIAL
VIA FUNGOES REAIS DE UMA VARIAVEL REAL

.]c:n. ne B. Rip

Introduglio. Céleulo, discipling obrigatbria a qualquer curso de

Graduagip em Matemébtica e a muitos outros tursos tais como
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_JDF"‘EU uma - gronde evolupio nestes
Oltimos tempos. O desenvolvimento de novas t&:znicas no ensino ds
matemétics, splicadas =0 @ ensing de C8lculo, tornaram mais simples ssu
aprendizade, cantribuinda para uma melhoria no ensino desta disciplina.
No entanto, a crescente pr‘eacuq;‘aac;éa da tornar 1 sis acessivel saus
contelidos, erxdo em vista, entre outros mQ‘Li\fOS, a8 Crescente
massificapdo do gnf"‘n’:\ universitirio, levaram a certss simplificactes
conceituals as quals cbscurecdram idélas mals profundas e importantes
do - Caleule. Tal fato pode ser visto em muitos liviros frequentements
e'np"""' ades coma livros textos nos cursos de Célculo. Coma exermnplo,
menciono es livras O Célculo com Geometria Analitice de L. Leithold,
. Calsulo com Geometria Analitico de E. W. Su okwski, Calculo com
Geometria Analitica de C. F. Simmons. -

Nestas notas examinamos algumas questBes simples, mas
fundamentais, da Teoria das Fungles Reais de Uma Varidvel Real, e
mostramoes comao as nogbes do Céleulo Diferencial surgem de maneira
natural na tentstiva de resclver estas questSes. A novidade aqui, se &

que existe alguma, nSo reside nos contelidos matemé&ticos abordados,



mas na maneira de abordi-los. - Gostaria, através desta maneira de
introduzir o Céleculo Dif'erehciai:, de tentar enfstizar uma certa atitude
em relagdc ac ensino do Csleulo, cu mesmo ao ensino da Matemética de
uma forma geral, gua & 5 seguinte: 5 de apressntar a Matemétics de
uma forma viva e dindmica, no sentido de c'que, por um lads, as teorias
matemé&ticas lem como objetiva fmico o de resclver problemas

formul&veis em linguagerm matsmélica, e de gque, por ocutro lads, os
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problemas gue a mesma tents solucionar nSo tem, em geral, uma
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muitas vezes exipes sclupdes propriss. Por examplo, consideremos a
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seguinte situsgde bastante tipica.do Célculo Diferencial: o tragado do
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uma dada fm;:é‘o via o Caleulo Difer neial, 8 claro que, para comepar,

tal fungso dave ser derivavel. Isto em si j
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& um problems pois muitas |
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Mas ainda que ums tal funpdo seje derivavel, o pzﬂocedimento ususl & o

fyf

de se determinar ps pontos criticos dests, o que & feito calculando-s

e

sus derivada e 1gu:.—.‘ ando-a a zero. Deorre que, em geral, uma equap’

do tipo f SK} = o termn mais chance de nSo ser resolvida do que de s&
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rezolvida. Por exempla, se f & um polindmio, tal equagSo tem uma
solugdo, e“pl its, obtida através de uma farmula geral que depende
apenas do grau de f, se este grau for menor ouigual a 4. Seo graude f
for maior do que 4 esta provado gue nem sempre existe uma tal
férmula (por meio de radicais) e o pmbl_ema de determinarmos as
raizes de f{x) = o pode ser ex treamameante cr:;mplic-ado.

As questdes da Teoria das Fungdes Reais de Uma Varidvel Real que
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escolhemos para-introduzir nogdes do Csleulo Diferencial rio foram as
t;]ue 'Driginalm_ente bcassicnar‘am 0 seu Surgimentﬁ; Entretanto, s3o
questdes que, par um lado, dtT‘a" 5 'do Caleulo Diferencial tem um
tratamento sistamético e que conduz a bons resultades. Por outro lado,
s¥0 questSes atuais, no sentido de que ainda =80 mative de precct

l T ;‘\ O

3
da

T
2

r']

dos matemé&tices, e que se formulam de maneira simples atr‘""

linguagem da Teoria dos Conjuntos {Teort

8
Funglio Real de Uma Veriével R E&! o).

Uma fungdo resl de uma varivel real f.rover) € uma fungdc gue

esta definida em um subconjurto dos nimeros resis e que toma valores

rnos nmeros reals. Usamos a notagso It ~ R para jndicar .um

fungdt real f definida no sube vnjunto A dos niimeros reais.

-

Escreveremos: tambem 'y = f{x), x ¢ A, para explicitar as varidveis
usadas para descrever f.

FunpBes resis de uma varifvel resl pedem ter sua origem em rnuitos
preblemas que nfc sdo necessariamente da matemétics, e podem surgic
também a partir de problemas exclusivamente tefricos dentro da pripria

matemnética. Ndo pretendemos nest:
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notas apresentar situsgdes ond

funpBes aparecem, mas apenas estudar suss propriedades.

=

ada uma [mg8o real f:A—R, desejamos em geral ‘obter uma
descripgBo desta fung@o, o que consiste, na maloria das vezes, em
responder qucs:toe** do ”eguinte tipo:

a) Existemn valor es extrermios de £ 7 ¢ Quais sdo eles 7

b) Qual o grafice de ¥R

c) Como € a variacdo de f comparada a outras funges?

Estas e muitas outras questSes, dependendo, por exemplo, do



fendmeno gque uma dads f‘;un;'a"o'-passa estar representando, surg gem
requentermnente e cabe em geral ao matemé&tico tentar responde-las.
Nestas notas, vamos nos aler unicamente a questSo do tragado do
préfico de uns frovr.. Muitss tfonicas podem ser utilizadss ma
K on

obtenpdo do grifico { ou pelo menos o esbogo deste) dz uma firovr. Por

exemplo, estudsndo-se propriedades de simetria, perigr:}ic dade, par*idad;e
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bbvias ‘de tempo e es spago, nos ateremos unicamante as técnicas
diretaments ligadas a teoria do Calculo Diferencial.
E
E conve r‘lﬂme, para efeitos diddtico , dividirmos as f.r.v.r em duas
classes: | ;
Fungbes simples x fungBes nio simples
Uma fungBo v = f(x) €d

F3

o

ta amzplea guando F(x) & definida a partir de

A

uma {nics express3p envolvends composipdo, soms, multiplig3o
divisdp, radiciago e subtragdo de funpBes elementares. Por fungBes
elementares compréenﬁamms ~as fung@es polindmiais, raciondis,
trigonométricas, logaritmicas, expongnciais e suas inverses. Qualquer

outra fungdo seré chamada de fungdio n¥o simplas.
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b} Fun"*e dadas na forma implicita (F(x,y) = o) PODEM ser n3o
simples.
Estaremnos inicialmente interessados no estudo d as fungfes simples.

-

A meaneirs mais direta para tentarmos tragar o prifico de uma
f.r.v.r consiste’ na construgBo de tabelas de dupla entrads, onde sio
atribuides valores a varidvel independente x e, através da definigfo da
fdn(;’é"", s3p obtidos os respectivos valores ds varifvel dependents y.
. Fica assim determinado um conjuntc finito de pares ordensdos que nos
indica & forma aproximada do gréfico da fungSo. Nﬁo'padeﬁms perder de
vista entretanto 3 llmltagao de um tal métado. Ve ja, por exemplo, que
dadc um nimero finito qualquer de pontos do plano existem infinitas
fungBes polindmiais que passam por estes pontos. .

QuestBes ndo triviais pedem surgir na hora de confeccionarmaos umna

tabela de dupl»a -entrada, questdes estasque surgem no momento de



escolhermos os valores a serem cxtt"lbl_ldoa a varifvel independante x.
Uma entre elas € o da confecgZa de tsbelas psra valores proximos a
valores que ndo estZo no dominic da funpo. Abordaremos esta quest3o

em detalhes no gue se segue. : | 2

Dominio forme! de uma funglio simples.
Dada uma fu ;:D simples y = f(x}, o dominio formal de f,

E i T L PR 5 i gy -_'\ :
por O{f}," e o conjunte ce valores de x gue tornam com sanlido a

Exemplo

8} Flx) = senllnix) + ——) D{f) = (0,1} U {1, +c)
X—* . Y ‘J..

b) f{x):ex‘ | DIf =R - {o}. .

Fronteira do dominio formal de uma f'ung:?ia.

Seja y =f(x) uma funpBo simples & seja D(f] o dominio formal de f.
Dizemos gque um nimero resl a ¢ D(f] esta na fr;c:nt.éifa do dominio
formal de f =2 , para todo € ) o, existe x € D{f) tal L';L'IE la-x| € e.

No caso da f dada no exemplo a acima, a fronteira do dominio
formal de f & formada pelos pontos o e 1 e, no exemplo b, o ponto o.

Na f:onfecg:'a“c de tabelas de dupla entrada de f ungdes simples, torna-se

indispensével o estudo da funglio pars por'toa pro:.{lmws a pontos da

mx

fronteira do seu dominio formal. Por xemplo, se o nlmero o (zer o}
ponto da fronteirs ‘do dominic formal de uma fungSo y = f{x),
certamente n3o podemos ca lcula f{e). No entanto, }:udem 03 culcular
f para valores de x muito préximoes de o, dzgamoa flo,0l), flo,o00l),
Flooool ) Flojoaaolly ete (ou, eventuslmente, os 51métrics:. destes

\
valores). ; :



A necessidade de fazermos o estuds de uma .f.r.v.r em pontos
préximos a pontos da fronteira do seu dominic formal decorre de que,

ok it e n na—n—nv—.{‘.'ﬁ"n tm A z L > t" .r'vwnl e { g
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imprevisivel. Sendo um pouce mais precisc: dada uma fungdo simples
y = f(x}, se » & un ponto do dominic , formsl de f, ent3o, quando
calculamos f para valores de x préximes de a, uma {nica coiss podes

acontecer, a saber, o valor de
que voltaremacs a comentar mais tarde). No entanto, se a & wmn ponte da
fronteira do dominio formal de f, quando x se aproxima arbitrariamente
de a os seguintés casos podemn ccorrer:
a) Q valor de fix) tende a un nlmero
b} O valor de Flx)
c) O wvalor de f{x
(

especifico

n-..
L

permanece oscilando, ndo tendendo a nenhum valor

)
=
=
43}
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E'x_emplns estas trés situaples oeorrem, respactivamente

fune

. Senx
a) i) =
X
{
b) Fig) =
o)) filx) = Sen{fg )

sendo a = o nes trés casos. |
Pode-se observar que, pars. anslizarmos o conmiportamento de um
dada funpgZo simples para pontos préximos a pontos da fronteira de seu

dominio formal, precisamos necessariamente recorrer a um processo
i . i
\



de limite, j& que n3p podemos calcular diretamente o valar ds fung3o
nos pontos da fronteira. Tal noglio pade ser formalizada da seguinte
forma:
Definigto de Limites.

Seja y = f{x) uma fungo simples e seja a um ponto da frorteira do
dominio formal de f. Dizemoes que L & o limife lateral a direita da f em
a, e escrevemos simplificadamente

lim__, fx) =L
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se f esta definids pra valores de x préximos de a e menores do que a, &,

para todo € ) o, existe d » o tal que |f(x)-c] { € para todo x tal gue

- Quando f tem limites laterais 3 esquerda e & direite em a, e
quando tais limites tem o mesmo valor, digamos L, dizemos que L & o

. L I Eora ) -
fimite do f em @, & BSCrevemos

Limites no infinitc _
Para funpfes gue estd3o definidas em intervalos do tipo (a,+w) ou
(~c0,a) € importante estudar-se tamb&m ¢ que acontece com a fungdo para

valores arbitrariamente grandes (pequenos} da vari@vel independente da



funpSo. Mestes casos também & necessirio recorrer-se a um processo
de limite, constituindo os chamados limites na infinito. Nao trataremos
com mais detalhes do qus estes agui a questdc de limites no infinito.

-

Desnecess8rio dizer que em curscs regulares de Caleulo tal tEpico &

e

= i " 'I'__' .
importante e deve ser estudado cuidadosamente.

Observagdo. Dada uma fungBo simplas y = f(x) e dado dominio de f,
pode-se provar que Fz) se aproxima de f{a) a medida-que x se aproxima
de a, como j& haviemos comentado antes. Assim, a nogiio da lirite de
uma fung3o sifples se estende para pentos do seu dominio formal. Par
estes cascs, terhos limx —ba'F ) = fila). '

Re:::m*nl ndo, dada uma funpdo simples y = f(x) e dado um ponto a
do dominio formal ou da fronteira do dominio formal de £, temos:

F(a) se a partence ao dominic formal de f
7  se a pertence a fronteira do dominio de f

Na tabels abaixo listamos slguns limites fundamentais. A partir
destes limites, e usando as propriedades dos limites (n8o mencionadas
aqui), podemos calcular outros limites possi'\felmehte mais
complicados. Néo vamos demonsirar nestas notas a valideds de tals
limites pois nbs stenderiamos demais no ‘as SLNLD.

Do ponto de vista. didético, & conveniente que o professor de céleulo
trabalhe experimentalmente’ tais limites comm os alunos, ou seja,
obtendo, através de célculos explicitos, o5 velores da fungBo para
valores da varidvel mdqﬂ"” te proximos doz pontos “onde se quer
calcular o limite. |

LIMITES FUNDAMENTAILS

i

sl ) lim, otk w
. . - X

x—0"



] ¥ —+( X
| L o
5) lim = § B} lim = =
n,: "
a )’. +--. 1 81:7\. I a 'an
A = iy = =i
7 lmx_*%_i_w N = “E‘“ y =B bn - 0
b x +...+b,x+b n

Continuidads de uma fungtio real de uma verigvel reel:
A noge de limite introduzida para fungles simples se estends do
maneira aniloga para f.r.v.r. quaisquer. No entanto, a situagao {*)

el al o 0 ~ i iy P - = - et ¥y N
desorita na observapio da pépina B nSo € mals necessariamente

verdadeira. Iste &, deds uma Frovr. y = f(x) e dado um ponto a do
dominio de f, pode ovorrer que lim f(:ﬂ #f ‘a}. A fungdic steixo € um
o
] situapso.

Obszerva-ze gue f{{} = 1 mas que lim __,,D_f( x) =-1. O gréfico da
mostra que f tem uma "descontinuidade” em x = 0. Isto sugere a seguinte
definipdo. B

Urma fungiio real da uma varifvel real y = f(x) & dita continua em um

pGnto a do seu dominio se lim ——M‘{ ) = f{a). . '
Observacio: Se f esta definids apana; para valores mailores ou igusis a
a, teremos qué substituir o limite acima pelo limite latersl a direita da
f em a. Similarmente pels limit_.e; lateral a esquerda se f esta definida
apenas para valores mencres ou iguals a a.

Diremos que y = f(x) € uma fungdo continua se f for continua em
todos os pontos do seu dominio. O resultade seguinte : jé fol mencionado

10 . 8
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N
anteriormente com outras pala‘u'ras:
Teorema. Toda fung@o simples & ume funglio contil nua.
A nogdo de continuidads & uma nopdo extremamente importante am

matem&tica, aparecendo como hipétese em muitos {ecremas
fundamentais do C8loulo, tais como o Teorema do Valor Intemedifrie,
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regulares de Caleula, téis resultados dévem ser irsbalhados ern detalhes
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de continuidade 2 tmz des nooles intisis dos programas, normea

. Fos o e . $ = -t b = o OO }

introduzids logo apbs & noglo de limite. Ertratento, nesta etspa do
s

sanny ,1 b ey ak e R e d .,1 - iy f £ A vim e ) R e e

esenvoivimento matzmético do AHNG, 83 ... gue =& Gispie para

‘ﬁb—‘ 1hav‘ ;”- t 3 31{-2 ‘—. t"‘“""’b“l s e e -"n1v—r1r- b ,—-:"(,_

apa 250 unicemente as elements: £2, Qre es3Enciaimenie =20

v—-,. ny = L - e .l._' o

fungtes s r“‘p es. Pars estas Ao m;o“ a nogdo de cotinuidade B

Ccampletamente desneceszéria (conforme Teorems acima) e
introduzida neste contexto, & no minimo ridicula.
E claro que tendo =ido intreduzida a nogSs de continuideds, &

indispensavel que se déem ex .ernplos de coisas n3o continuas. O que se
faz entSg € "colar" duss ou mais funpdes simples de mansira

"descontinua", e esta af o contra-exemplo. Isto deve scar ao

=]
IMENoSs f:omiga assim aconteceu) como um ”tr'uq ' do professor. De

L)

fato, nesta etapa do desenvolvimento matemético do aluno pouca coisa
pode ser feita a mais do que isso.
O gue su propenho entdo & uma certa "honestidade"” do professor, no

sentido de colocar a situsgSo tal qual ela &: introduzindo as fungpBes

\, 11



definidas por diversas expresstes a partir das fungGes simples e depois
entds, em caonstatando através de exemplos os casos "patelogicos”
(descontinues) que podem aparec B introduzir, por esta razdo, a nogio

de continuidadz de uma f.r.ov.r..

N

A anilise comparativa entre funglies como instrumento para o fragado
ocal do g’réﬂco de uma dada funglic @ partir de um ponto do seu
dominio. _

Ao tentarmos esbogar o grifico de uma dada fungo real de uma
varigvel real, proximo & um dado porto deo seu dr n‘inio, pademas nos
nto do grifico de outras funBes provavelments
mais simplgs, que j& tem sua descriplo astabelecida. |

Consideremos a segu inte situsgBa : seja. y = f(x) uma fungSo de
gréfico conhecido @ & um ponto 53-3 dominio de f. ‘eja y.= gi{x) uma
funcSo a ser analizads e que contém a em seu duminio. Suponhamos
primeire que c:f {a)=g(a). Ertgo, & qusst@c gque vamos procurar
responder, num estudo compardtivo entre f e g a partir de a, e se f(x) »
gl p

de a.

e )8, x proximo de a, ou sa fix] € glx) psra x ) 8, X

7

Al
Se a primeira situsgdo ccorrer, concluiremos que o gréfico de g

esta acima do gréfico de f a partir de a, para valores de x préximos de
Na ssgunda situagso, o gréfico de g estars shaixc do gréfico de f a
- partir de a, para x proximo de a. ‘
O resultado sepuinte mostra como podemos nos servir de limites
par‘é atacar situagBes como as introduzidas acima. |
Teorema. Sejam y = f(x) e y = g{x) fungBes reais de uma variavel real e
seja a um ponto do dominio de.f e de g. Suponhamos que f e g sdo

continuas em a e que ¢ = (a ) = g( ] Suporhamos também que f{x} > ¢

12



L1

para x 7 a e que existe o limite

g) sel > 1, existe 8> 0 tal que fix) » glx) se 0 xa { 4

b se 0 L &1, existe ) otal que fix) {glx) s8 0 {(xa<{¢d
Prova.

Caso a. Como

fix)-c > glx)-c, donde £} > glx

Ears Lv, L WV TudSs 4
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neste caso.
Caso b. Demonstirap8o andlopa.

eorema. Sejam y = fix) e y = glx) funyZes come no Teorema anterior.
Suponha que (x) » ¢ para x € e e que exista o limite

f &
: Flx) - ¢
lim gl - G

e seja L tal limite. Entfiicl:, .

a-sel > 1, existe § > 0 tel que FIx) > z{x) para 0 € a-x44d

by se 0 < L {1, existe d > O tal que f{x} < g{x) para O {' ax { d.
Prova. Semelhante a prova do teorema anterior:

i+

Quando quisermos spligsr os teoremsa.acima em um ponto a do
. Y .

Vo=

-~



dominio de fungles v = f(x) e y = g(x) no caso que tenhamos f(a) - gla),
nbs devemos transladar a funggo f de tal modo que o ponto (a, fla)) passe

a bomumr com o ponto {a,g(a)). Isto consiste em introduzir ums nova
a‘

pertence 2o dominio dz ambas as funpBes & qua hia) = gla).

Ex'emplczs
1 L L Ty = VT :"\J:):" "[\f. i 1_3_2 8T f“.' = ?"X Dtﬁ—-t-\* Lo NI i | fuiﬂl! —
) LOﬂSlf_uti" 2GS a5 runpeoks r\_n‘} — AT e g .‘;.] — LB . UDserve (_jUE‘ Wy o=
) ! e b S e TR O 3 ; ) e s oTk
g} = 2. Vamos mostrar qgue ¢ grafico de g{x) esta acima do gré&fice ds

f(x) para valores de x maiores do que 0 mais préximos de 0. D= fato:

. gy
f{x)-2 2e"-2 ™1}

1411 K - im = = :‘.". = Fim

Tx—=07g{x)-2 e x—+0*  x 221

E inte; 'BS55 ﬂtE Cr'r’:'} Nar gle, Ies tE, casp, temos f("f > (}{} o' t':ﬂf_)
S 9
O. EI tretante, isio nso é de mane ira c;i]. &, LT f&ltCl £e *'c'Eil como
b 9 3 & Y

mostrara o exemplo ssguinte.

} Vamos verificar que a funglio y = Inx esta acima de y = V- { &

partir de x igual a 1. De fato: calculemaos

Fag:émo&; x=yv+ i, EntZo, quando x—+1%, y—-%o* de forma que

= 1 7_)__'1“(’+1)__  Infyrd) | VGRL 4L _
b= llm},_m:f Wil -1 llmy*?o+ Wyl -1 X ‘g‘f-'-l 1

1imy_ha+l—”hjfﬁx AL+ =2
% J

Observarmos que neste casd temos Inx » Vx - i apenas para valores de
P

.
4



v h o Tt . r‘Ir\
X Ii“'.al\..‘.! s B G4

E |
tal que Ink { Vx - 1 para todo x ) X

— D.
derivans de uma fr.ver. _
A nopdo da derivada de ums fur.ver pode ser motivada atraves de
- - £ e 5

1 - ‘ - \..
RIS Y xF LA % v ey RN tal ST r‘_1£- 3™~ L -\."""tb.'-\ Vo R Tk} ! 1 v
CONSDICL 2200 1i5i0as, Eedins LSS Ej Laiioeld ig i‘“ 1 CONS lut:rc_w,,\_a  GENLTT

da prigriz melemftica. Nestss notez daremos wma motivagio com

razdce suramante matemétiicas, denlro da linhe que estamos |
dessnclvendn 1 (=2 notas. i
Em problamss anteriores, '.rimos a necessidade de calcularmos
lim o tipos _
1: ' Tx)-o ’ =l-0 .
L2 VR E{{"’)}‘E (ou llmx—-bé‘";%:%)

LA 51 A s - ot ~ 34 Al R [ i e
LTSS GO ezle potam ser reduzidos a limites mais bamcos,

posaivelimente mals elementarss, através do seguinte procedirmento:

fxl-o I f(x)-c

i flges 4 -2 —ba*  x-a@
51 I e sl & 2 IO s =
¥—+a g{x)-o x—¥+a" gixl-c

Ex)-c

X-a hmx__%__aJ, s

desde quz ambos os limites do denominador e numerador ds ltima

expressio a direita existam e qu ue 0 do denominador seja nfo nulo.

-~

ma f.raver y = (%) e dado um ponto a do dominio de f, o limite

2
i}
o
3
=

Fx)-fa}

lim
x—+at  x-a

quando oxiste, € dito a derivada @ dlrezia da f em a, $endo denotado por
f2.(a). O limite

15



B ~ry o Lo py ey A e D — ol o -
Decorre do que vimos antas que s2 y = (%) e y = gx) sZo fungle

. -~ Al - " - — " o o e
derivaveis ein um por CC‘ cormum & da gaus dominios e guz =€ C

gla}, _en tZp:

ol B T -

de =de que g’{a) # o.
O conceito de derivads & o conceitec mals importante do Céleulo

- L

Difer'en{:ial Entretanto, da manel 1“a como nbs o introduzimes, que &

—

urna maneira puramente formal, ndo fica aperente a importaneia deste

i

conceito. Nesta altura, os argumentos a favor da derivads s3o que as

-

~

derivadas das funglies simples pmdem ser facilmente determinadas a
partir das propriedades dos limites e dos limites fundamentais. -A

partir dai’, tendo-sa obtido algumas propriedades -operatorias d

0

derivag3o tais como as regras da soma, produto, guociente e a regra da
cadeia, obtém-se uma maneira sistem&tica de resolvermos limites do
. Al 5 o ! i ) = ‘_ "3 - Z **

tipo _hm.x__ba('f(x} o)/ Fg_{x) ¢} através da_ formula. _( ).

\\. 16



Cabe enfatizar, entretantc, q' w o ooneeito de derivada & um coneeilo

muito mais amplo e que outras propricdades importantas do conceito de

(=
m
T3
-
<2
3]
L
m
=
m—nﬂ
m

cionadas a Fisica, Geometrir—; ete devem ser estudados em

cursos repulares de Céleulo.

Tangentes 2 derivadas

E costume nos cursos regulares dz Csleulo int troduzir-se a nogdo de
tangente ao grafico da uma f.r_.\' r através do limite de retas senentes
a0 grifico da fungSo. Nestas notas apresentamos Umia outra manzira,
talvez um pouco mais complicada se dada diretamente, mas que torna-
se bem simples e natw“al a partir des prética desenvolvida na =spfo

SEJB = fx) uma f.rovr e sejs & um ponto do deminic de f. Vamos
definir tangente a direita a0 gréfico de f em a. Pare al, corisideremos o

&
feixe de retas F passando pelo ponto (g, £{z))

a mas

ﬁ"i

3={reF | resta acima do gréfics de f para x msior do gu

={r eF | r esta abaixo do grifico de f para x malor do que a

mas proximo de aj.

17



Tomemos uma reta r-de S. Se a fungdo f tiver um “bom
comportamento em e (dagui a pouco versmos o que isto quer dizer),
fazendo rotar r em torno do pant {",f(:u] haverd um momentoc em gque
r szirs de S e entrera em T. A reta que corresponde a este momento ds
trarzicdn, a esta pesigSc limite de mudanga, digamos ro, Nos
dariniramnos comio tangente a dirgita a F em a. v

Vamos obler uma descrigd8c mais explicita de ro- Para tal,
primzivo notemos que teds refa rode F.tem equag8o da forma

y=ax + f(3] - aa

pars Zltum o £ K, que £ a deelividade da reta. Definimos:
5" =1oeR | areta de equagdo y = ax + f{a) - aa.pertence a S}

&

"={a@¢R | arets de equaglo y = ox + f(a) -oa pertence a T)
Entio, o welor de o que corresponde a reta ros digan?os a4y ©
caracterizada pela condigBor A
para -:f;-'ig € 0, existem a € S’ ea’eT tais que |a-a |<e e la’-a_|<e.
2 mesma maneira, pedemos definir tangente a esquerda a f em a.
Quande existem e coincidem as tangentes a esquerda e a direita da f em

a; entZo fica bern definida a reta tangente a f em a.

i

-

result

O resultada sepuinte nos relacicna tangente a direita e derivads a

,d. sy
b % 2
IL e BV

- .' i‘l

18

Teorema. Seja y = f{x) uma fur.var. e seja @ um ponto do domtinio de f.
Entdo f tém derivada a direita em a se e somente se f tem tangente a
direitc em a. Além disso, tendo f tengente a. direita em a, vale a

formula

’ | _ % :-.‘.).nf'(a)
%
'\‘ 18



onde y = o X + fla) - o o & a equagtio da tangente a direita da f em a.
Prova: '

Suponhamos que tenha derivada  a direits em a. Seja a. = £,{a).

Vamos prover que a reta rG de equagdo y = « R f(a) - ¢ .a € a equagdo
da tangente a direita da f & . Da defmp'é‘ de der wada a direita
temos:
“y—tat xa T
Seja € » o. Ent3o existe & » o tal que
f‘x‘s_ﬁf;-‘;i p )
“Bfa ba & ==tk L oD g
o ®-a O
se o { x-a { 4. Como x-ayo, obtemos
{x-a){a -¢/2) € f{x) - fla) £ {x-a) {a:o Ll
donde ‘ |
(of e/ 2% + fa)- {ch— e/2)a { f{x) < (c:o+re,*’2)r<-+"'-‘“) - (ch-Lc,z'?)
se o { xa {d
Dasta forma, tomando o = ch-i--z;" £ e gt = a - €/2, vemaos, pelas

de 1gum1dq es acima, que as retas de equaglies

Ty R +(a) - aa

w

i b e ¥
y = o (g - a’a

pertencem a S e a T, respectivamente. Além disso, obtemos.

la'—crb|:€/2 £ e
" ~a | =e/2 X
o
0 que mostra que a satisfaz a cdndigso para que a reta y=a x +f{a}-¢ _a

b 7
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Rec:ipm arnente, -Lrp-:'nhamog gua f tenhs tangente a direita em a.
Seja y = o x + fla) - aa a equagio de tal tangente. Zeja ¢ > o. Entfio
exisle cec’ teisqueasratess yz ax + fl@) ~gaey=ax + f(a) - o’a
ectBo =cimz =2 abeixo do gréfice de £, respactivamente, psra x
izntementc proximo de a, mas maior do que, sendo que |a- a, 1<e e
IG”“-::*?D"’(E- Voltando - sgora pelas  desigusldades. o btides ac,..nai
cc:ﬁt,.‘:l‘»_:ir-z-:: vz oque £ € darivBvel em a a direita e que f7,(a) = ¢ - O

Resultade :Eif:;g-': =0 anterior valz .psrs derivada a esquerds e

tangente a ezgusrda. Juntando ambos, ohtemos o seguinte:

Coroliric. Sezjo y = f{x} uma firivar. e seje a um ponto do dominio de f.
t

Entio f & derivivel em o se e somente se 7 tem tangente em a. Além

rL
=
U
£
)
~r
i
v
TN
=
Ll
3

tangente em a , vale a formula
.. = o)
0

= xe A Flevd = oy
E\y_&--__‘fn'l = 7 =

flal - o o e e equagdo do rete tengente a f em a.
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