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INTRODUÇ.A\0 f\0 CALCULO OIFERENCLAL 

ViA FUNÇOES REAIS D~ UMA VARL'\ VEL REAL 

J .-.. imr. B R 1' r·r· 1l OL IIC: • tJV.I. 

I f. d ~J nt,ro uça.o. Cálculo, discipLinu obrigatpda a _qualquer curso Cé 

8Ill ·e · a rr1 ui tos :outros ·cursos 

E h . "!:',.. o • n gen, ,ar1a, J lSlca, Quín1ica soft~eu urna .- grnnde evolução ne~3t E~s 

últirnos ternpos. O desenvclvi:mento de novas té..:::nicas no ensjno d::: 
o • 

mate.,-,na"ti r.~ ·-·p·l i,.,arl-. .:-· ac· en~ : '"'r -'- Lr--.;:.lc• ·' o to•-n'"'r- '"'l""'"' n~al· ~ s :n"''""'le,... ~ --.u 1 -t ! J. ·~q., a ..... ~ .._,o..:::~ • ~11·~ u l.! a U.l. , 'L to a ''. 11 ::) 1 ·~t-' ..:::~ . ~ c 

apt-endizÊdo, contribuindo pat-a uma rnelhor·ia ·na ens ino desta disciplina. 

No entanto~ a crescente· preocu1~iaçao de tornat- · r 3is acessível seus 

conteúdos, tenào em vista, entre outt'DS n1ou.vos, a ct-escente 

111assificação do ensino uni vers it3rio, levaram a certas. sil11plificações 

conceituais as qu.ais c:bs curecé1-arn idéia~. 111ais pl~ofundas e irnportantes 

d,..:.. C~1 CL,i~ \J . ..-O.J, ~ LU .. 
~· 1· .ço· L a· · · · · la 1 Bi..O po ..t8 ser v1sto em rnuitos livros frequente111 ents 

en1pregados ccn1o livros textos nos cw~sas de Cálculo. Cori1o. exernplo~ 

· l · --J r -1 l G t · /1 · l 'fJ. • d r r • th ld rnenc1ono 0s 1vros L .._,a cu o con1 eorne na r,naL·tdCG e ~- ~e1 , LO . , 

,.l t:' u 8 ~. 

Gsonletria l\nalítica ds G. F. Sirnrnons . 

\.!,} 
li u • corr1 

Nestas . notas ~x <:;lminamos algumas questões simples, mas 

funda111entajs, da Teoria das Funções_ Reais de Uma \!aciã'vel 0 ea~l r, J' ' c 

rnostr'a111os como as i}oções do Cálculo Difece~cial surgem1 de maneit~a 

natural na te1:ta tiva de r esolver. estas questões. /).\ novidade · aqui, se é 

que existe alguma, não r eside nos conteúdos matemáticos abordados, 



mas na nlaneira de abordá~ los . ··Gostaria, · atcavés desta n1aneira de 

introduzir~ o Cálculo Oiferenci8i', de tentar enfatizar urr1a certa atitude 

em relo.-..:.~:2\r: "'" .,....,.,r.'~..,,.... ..:lo c~lCU1 '"' C·'· ,-.,.,r.-. ,-,0 ~ .. -. r,":--l'no rla "A...,.f.,.,....,-.~l-1'.-.a rlup 
1-~~ 01..1 Cll.=: J.J I_W u· O .LV' JU III,C.:>lll 0\J CI J.:J U• 1\'JO I.CJIJO\. '-' ~ 

ça,~.....-- .... gn·~a 1 
,.. 

~o·ruinL'"'" de ~"""'rp:-.-.\-,+ r"\..,....~ tv1aJ.,...m ~l- i,.., ..... de uma ;'""''U ~,....., e a a "' l l J l ICl C1 -~ '-jUO:::: ~,-J':.,ó I C .. Cf:-1• ~.:>CI I uOJ o . l.c; t 10\o \....0 

Lu"l1a f'"'"'ffi " WJ J c• VlVa r. c 
d' r , -~8'1~ i~" ~~- ~- nc; i , ,.::lm 1 :_.a~ ..;> l " u ·._; 

I 
de que, 1""\,.....,._ 

["'._IL um lado , ..... .-. 
CI.:J 

t 0,-.,, ..... ~ -.c-'1 
'-·-·- 'L. ,; c~ 

matemáti·c22. tern como ob 1etivo 
~I 

.- . 
Uf)lCO o 

e de 

de resoh1er problemas 

que, por outro lado, os 

problerrtas r:uo ..... .,-.~ . ......... , .... t""n-1--- ~nl·u•·.::~. IJ- •.. ,a-1- ... _.:;:;(] -i - c . . tt •· ··"'--:!J.::o c .. . ~d _.._.. __ J :_, ~ tem, em uma 

r·eoosta 
' 

tscr ias atuais e que cada C2SO 

mui tas \\:!Zes a 

.. ,.... .... 1U~ ,.., , r'\ ~i +-u-,,.,~a·c r-.- :->"f'" !:t'lt' Q t' : ':""'\1. c~ Ci, ,-, c·::.. l ''Uio D, ... · fp.:--encl' .o~ 1- •• =e.s .:.: , .. ::; -··" o·.,... .1 '-''-:1.:;.,. ~1 -~ J • .r·· ~d . · ..._, ~·-i '-'--' ~· o traç:ado do 

de 

urna dada ftm;ão via o Cálculo Oifec_encial , é cl~t~o que~ para CDl1leçac, 

tul função deve ser der-i vâvel. Isto em si já é um problema pois mui tae . 
. , 

nem ~ r-;,rl-"'0 C'"n'· (,..,,I"'""' 11 1 1 1 ~::;.;:) J t U 1L! 1 t L. o.:> . 

t 1 ' T • l f ~ . ' , ' ,r J '' "''"' '"''Jl '"'~' CU;=, U..,.,..,.~. 'L·" ·u;~r·"r1 ... -.J'' ( .. _,....,,...1\'"'\'!::i V C.:l O .L I '..J.::l j ~ ! l JO O • ,,,a L ,::H:., Cl ICI 'CI ' ..:; . ' O r-•.-.ocod'•-npntr· u~u~- 1 b ll f.JL W .1..1 J t ..- U ..:J O .L ~ .,..; 

dr. sr-· d,::,te"n' ; .,..., ..... r nr pontor Cl~l,..t'1' C'""'S ele~+-. O qu!:l- e": fe1' to r"' i "'1...•1 "'"'r!o- ""'e ,c C \..'W J J , 1 J.lt0 .....,...,::) . ..::. w - t'"' • ..:J~uO-, \:.i .....,Cl.l'-liOlJU ..:::.• 

'"''I'' dPI~l·' ''"'rla e 1' n .LI'"l a,..,,-l,..,_a "' ...,.e,~o ~ .. LO t - \' OU 5 O .!. I n .. L\:-' O 1:-. ·J. .. 

I 

Ocon~e que, em get~al, "" 'lm"' aq' '"'". '"'0 LU! O u UU~rO 

do tipo q x) = o te1T1 lTiais chance qe não ser resàlvida do que de s8l

r esolvida. Por e;<emplo, se f é t...m· polinômio, tal equação te1-n uma 
. l 

obtida através de urna fórn1ula g"'·"""'l CJ. Cl que depende 

apenas do grau _d~ f, se este grau for n1enor ou· igual a 4. Se o grau de f 

fm~ m aior do 
l 

esta prc:vado que nen1 sen1pre existe Ln-na lal 

fõn11ula (Dor meio de radicais) 
' l 

e o probl_ema de determinarrnos 

raizes de f(x) = o pode ser extt~emamente complicado. 

As questões da Teor ia das Funções Reais de Uma Variável Real que 
\ ' ' 

' 
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escolhemos pat~a. introduz~ r noções do Cálculo Diferencial não foram 

que m~igj nalm_ente ocas ionaram o seu surgin}Emto. Entt~etar.to, são 

questões que, por urn lado, através ·do Cálculo Diferencial tem um 

tratamento sistam5tico e gue -çonduz a bons resultados. Por .outro lado, 

s ão questões atuais, no sentido de que ainda são motivo de preoc~pEi';ão 

dos maternâUcos, e que se fonTiülarn qe maneira sin1ples a tn3vés da 

r:u,. ..... ,....;:o o ...... ,.,,- d·'"' L1·.~-.a \/,.., ... ;;::;v·el 't0 E···· 1 {F,~'' r·) 
J Jl"LL 1 '- CU.~ c; 'lll VU.J ~u.- ' V ~ v•l vY., . ,. . . . . 

11•-v• a f•mr~d.:~. -~e'"'l o\::. ·ur··~'"' \, .... ~~~::.-.. .,j l .... =" .... 1 [f r\' r) ·-~ o....! li! l...l ly U J ,O ~ lt 10 ClL J O Vt:-.1 l tJO J. \ J • o 'o C.~ Wn"' fu.-n.:-.~r-, OU"' o 1 ~·,..ov 
1 

c 

eê-- j. "" (l ,..,.JCl• n; 01ô • P''"n U'-., <:"Ub:'"'·-·•-\ .; u•-t+ Ü. Q1 
"'""' . nw'~ TJ 8'~Qc-- }..:.€· •• -.}' • r.. 0U0 tom..._ '''"' l rw··-::;~ .::>~Ci IC .L ~~11 111 .:.l ' ~'-_ l j l i• I.J.::> I 1 J.. .::> .a~ C J ·~ 'J IO YOJ.·~·;.-.::;..:;, 

nos núrnel~os r eais . Usan1os a not.aç.ão f:A --~~ R p~ra indicar . urna 

funçsb reál f definicl.3 no subconjunto A dos ·números r·eais . 

EscreverelllOS· b:~mbern ·y ::: f(x)~. x <: A, para e~plicitm~ as vat~iáveis 

Ll"" ar-1~.-.:. ,..,a'~"=' de"=r•t~o, '8r f 
~ U 1:.l - J r' J.. O --.'\-. .. - · \' " 

problernas que não são necess~riarnente da rnatemãtica, e pedem sur~gir 

taJTibém a part ir: de problern_as e>::clusivaniente t.eõt~i c.Ds dentt~o da pr6pt~ia 

'TI. ate1-nq1·c.... N~.;:o "rel- "''"'r1" '""',...."" nr-·'"'t"" ""' J'u-·+al'"' Ll Cl-w o . 'CJ }-' L- CIJ !UGlJtU,::j t:J~· ,C.J...::;j l l.. U 

Dada uma função r eal f:i\ - -t-R; d~seJanlos em geral ·obtet- urna 

desta função~ na maior-:ia 

responder· questões do seguinte tipo: 

·a) .Existem 'v'Eilor·es· e:<trerrios de f '7 Qua is são eles ? 

b) Qual o gráfico de f ? 

c) Como é a variação de f con1pnrada a outras funçõés? 

d, ....... 
o .::> vezes ') em 

Estas e n1uitas outras ques tões,. dependendo, por exemplo, do 

3 
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fenôrneno que urna dada função· · possa estar~ representando, surgem 

fr.equentemente e cabe em g2ral EtO rnatemático tentar t~esponde-las. 

Nestas notõ's:; vamos r1-:Js alec unicamente a questão do traçado do 

gráfico de 
(' 

urna r. r. \-' .r .. Muitas a ~ I 1 tecmcas pocem ser utilizadas na 

obten;Êio ào .gr.§ficD ( ou pelo rne:liJS o esboço deste) de uma f .r .v.r. Pm-

evomr)1o · ec;:otuabT"r-lr····~e Pp,··,,-,,-.:ou-1"',..·lor.::: dA ~l·m~tJ··i a pol~l'r;.4:ci..-]ado p~r1' rlado --~ 1 1 ..~. , .:.~.. .... ... t...: - · ....... , .._.r' .. J.~ o'-........... . ~ .'::::1 ê • , I_ ut... ... 41... ..... , la ~ ~ 

das f. r. \i . r . infornláç:Ões valiosas nests ~.entido . 

f. r. V. L 

I • l 
,.,o,...,h..-."'1'"" L- 1 .u zc·_, ... ...: 

(:,,y .. ,, 
.: • v .. t • .; " 

os 

t ,- . 
9C'rllC3S 

l 

C8 

.---·r....,"''t,... . ....,.., a. .... : t::! J ! % l.. t:;J l J 

E c caso de, 
,. 
r. 1 .... . v.:r \ I 

J e y 
,,.... 1 ""\ ., \ ' f. ' . \ 

fl>· l~a.ncos e:e y = é.:í' ! t;x+c.:~+·J , './- l v\ ..L g·l '-'1 ,, c. , ' , J - · V'·: 1 v"'1 ) } 
'" o \ { \ - r {"'·g .,. .. , - ,-,_. \A} :. J 

notas, 

ternpo e nos unican1ante 

diretarnente l iga~as a tem~ia do Cálculo Oifer·enciaL ... 

pot""' "'-' r'\ '!-v-' ...... , 1 c 
p, .... ~ . .. ~ t-' J. · -. ' 

os 

. "' quast.oes 

E conveniente~ para efeitos didáticos, dividinlios f .r .v. r em duas 

classes: 

F unções ~irnples x funções não simpl,es. 
. 

Uma função y = f(x). é dita sin1ple~ quando f(x) é defirüda a partir de 

uma 
,. . 
U1llC8 expr·essão. envolvendo. SOH13, 

divisão, .radiciação e s ubtcação de fuilÇÕes elen1entares. Por fu:~ções 

elemer.Lat-es co111preendernos as funç:ões polinôm iais , l~acionáis, 
trigonOlTl ?tt-iC?as, logar itn-ücas, expor~8nciais e suas in\·ersas. Qualquet~ 

outra função secá chamada de função não s impl.es. 

\ 
l 

\ 
\ 4 



Exernplos de funçoes simples: 

) f( ) ( .., z>::. 
a x. = sen x"' + e } 

b) f(x) = (ln(tgx + yx- i)) o,s 

.c) f(x) = m~ccos(3:::::-·5 ) 

Exemplos de funções não sirnples: 

s e x E [-3 , - i) 

a) f(x) 
o se x =o 

b) F unções dadas r ... ..,. lO fonna in:plícita 

simples . 

(F (x,y) - o) POOEt\IJ ser n2o 

Estat-emos inicialrnente intere~.sado:; no estudo das fu0ções s irnples. 

A. nlé.=meirEJ n~áis direta para . tentarn1os tt.-açat- o ""C· 1 gra1 1 co c e L.Tfll a 

de dupl_à entr ada, onde são 

ati-ibuídos valm-es a variável independente x e , através da de_finição da 

f'Inr~'"' r-:=.-o or-tl._,o,... 1"'\s ·-r::>'""pe,....,tl',,o,... ' 'a1o""'e .... L ,-ou, -.=>d •U U ,:J '...! L ~-=> ·~ . V .:> V .L L .:> 01a ',....,,_1. a" ... ·el de'"'enr~--"Mt- ~ y. \'O J. v F UC•I lvw 

Fica as:.::.irn detet-minado un1 conjunto finito- de pares ordenados quB nos 

indica a forn1a _ aproximada do gr·ãfico da função. l'-Jão· poden1os perder de 

vista entl-etanto à lfn1itaç:ão de um tal n1étodo. Veja, por exemplo, que 

dado UJT1 núrner·o finito qualquer de. pontos elo plano exist2JT1 infi nitas 

funções polinôm i ais que passar!} por estes pontos . . 

Questões não triviais_ podem_ surgir na hora de .confeccionarn1os uma 

tabela de dupla -entrada , questões estas gue surgem no moment.o de 

5 



escolhet-mos os valores a ser-erri atr-ibuídos a vat-iãvel . independente x. 

Uma entre elas é o da confecçaa de tabelas para .valor es p~-óximos a 

1 "' j. "'a ~ ... . ri c, n·y-~0 Va or~S que nao 8S" O llD uDmlnlO ua 1. UJ •,.-c • /\bordaremos 

em detalhes no que se segue~ 

Dada urna fun.;ão s irnples y = .f(x), o dornírüo fm-.:n1al de f~ denotado 

por O(f), · e ~ conjunto de valores ' as x que 

ExelTrplos. ·. 
. i 

a) f{x) · = sen(ln(x) + . :_i ) D(f) = (o,i} .u (i,+oo) 
•"- J.. 

b.) f(x) 
X , p _ .. 

~ J.. 

X 
O (r-)· - R J,..,\ 

l. - '"- - lVJ • 

F;-onteil-a do don1ínio for'i-na.l ds urna função. 

~p·' " y -f(··-• Ull1" fL'n'"'~,..l 1:"1 . .,""1-·l--·"" o ""' 0J!~ D(f1 o domr ... 1 ~ o f-'o·"'md~ 1 d-e: f ._, . ..... JO - J•.) O U .,.,Q'.... .:J J t I J..J C..:J \;:; .:::lw O • I ) I J.l J. J .! J 1 .L ~ • 

Dizernos que un1 núrnero real a ~{ D(f) esta· na ft-onteira do 

fo··-m"l de f ~o p"'~-a ~ ,..,~,-- c \. o ,... . ..., ~ ..... {-, ......... r n íf.\ t"l r. •1r. 1" -xl / ;-L lO ~-, Cll ,\,'WUU '- / ? •Ci'\.~.;;,.._,c; " C 1-J~LJ .. CJ. ~ ~ .. C O '\ C" .. , 

.No caso da f dada no exemplo a. a.cirna, a front.eica do ·domínio 

fonnal de f ê fonnada pelos pontos o e 1 e, no exemplo b, o ponto o. 
. . 

indispensável o estudo · da fun;;ão p:=;ra pontos·. prõxim.os a pontos da 

f t . d d ,..r • f: l p l ,.. 1~on ·e n-a . o ~eu om1n1o .i ormaJ. . . J~or exemp· o, se o nun1ero o (zeco) é 

ponto da fronteir a ·do domínio fr'·""mal \.JL , I de y f(x), 
certamente não podemos calcular: f(o) . No. entanto; podemos calcular 

f para valm~es de x muito próxinlos de· o, digamos f(o,oi), f(o,oo1), · 

f{o,oooi), . .. , f(o,o ... oi),. etc (ou, 

valbt-es). 

eventualmente, . . 

6 
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A necessidade de fazern1os ·o estud:J de un1a . f. r . v.r -ern pontos 

próximos a pontos da fronteira do seu d:;mf;;io fon:nal decorr·e de que, 

ner ~ 8 ""' .-.,-,n-t-C""' . .:n, . ..:> J:JU. 1. ..:.J, 

i rnpn~visÍ'.tel. 

y = f(x), se a é urn p:;nto do domíniD forrr18l de f, então, quandci 

C'"' 1nL!l "'...,O'"' f' O J.L CJllt -~ P,...._.,._"" 
ClL O de a, unla 

q l ,,... \ 1'-J 1t '"·r'""-·Jl"'.-.:;:: a c···mr-. ..-.1~~ 1~ IT''"' l''"' t. -- ·~al.-,··! ~.10 r·nt""J"l ln <:"8 a 8 'Ltrn T_t() ',··,t c_; rip ...t'::; ''- .l o . C l \.J._, W.L ·=t La \ Cf ..,;:. 0 1 r.:.. .. • ' -"( ·;::.1 C.J • - ~ ..:J - · t ... v '..J_ 

fl~onl- e '...: ..... ~o ~.--. .....,.., "'ni ,..., f.-.. ·.-·rn'"'l rl::l I=' r'- \ ,...,,..,/'1,-) 
L . -' U .. 'Jl l (~ U ' '....t\...0 i.l .l J.Lu 1 '...Jt .l.l Cl u ...,. !. 5 \a.jU01 ~ \..1\ 

de a o-s se~uíntes casos pode111 ccon-ec: 

a) O valor de f (x) tenda a Ulil núrnen.:: \ 

roE~l c 

b) o valor de f (x;) tende a ; l'"'cJ·; 'I' \ i +n (·+"·': O'' _,..,.. \ J. I .L J.. lu~ " '- .. J ~t ~ j 

c) O valor de· f{x) 1 .f "J j.. • _ , l per·manece o:::: cL.an:-1o ~ nao ~..enoenao a 

específico (incluindo -H;J e - co) 

E~e111plos destas três situações 

f 
~J 

Lu"'nrv·,~ 
J•y UC·.:J 

a) 

b) 

c) 

f(v\ 
"'·J 

f i v\ 
\"'-; 

senx 

X 

i 
.L 

v 
A 

. 1 
f(x) = sen( ~) 

•"-

s endo a = o nos tr-ês casos. 

r·e··h• ,,~ \'alr··~ J ·J J. H-::.J. t '• -L 

con1 

Pode-se obser~vat~ que, pa1~B. analizarrnos o ccmpm~tamento de un1a 

dada função simples para pontos próxirnos a pontos da fronteira do seu 

dornínio forrnal, precisamos necessariarnente r~ecorrer a un1 pt-ocesso 

7 
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de lirn ite , já que não poden1os calcular· diretanmnte o valor da função 

nos pontos da fi~ontÇJ ira. Ta l noção pode ser for-rnalizada da seguinte 

fm~ma: 

Definição ele Limites. 

Seja y = f{x) uma função sirnples e seja a urn ponto da fronteira do 

dor11ínj o fonnal de f. Oizernos que L é o limite lateral a direita do. f em 

a, e escreverno~. sin1plifícadamente 

l;m q"") = L 
i , x-+a +L V'• 

se f esta definida põra vale;res de· x prórimos: de a e Hléüores do que ~1, e 

se, pa1~s todo E ) o, existe 6 ) o Lal que lf(x)-c[. < ~ para todo x tal. qu~ 

o < x-a< 6. 

Dizemos que L · ã o loL:wal · a esquerda 'da r en1 

· · lim _; _f{x) = L 
x ,:·a 

se f esta definida pr·a valm~e.s de x pr·6xin1os de a e menores do gue a , e, 

para todo f ) o, existe <5 ) o tal que lf(x)-cl < E pat~a · todo x tal que 

O / '"'-'-' / ó 
', o '"' ' . 

O d ,.. t I, '1--uan o r en1 LlmL.es laterais n esquerda. e à direi ta em a, e 

quando tais lirnit.es ten1 o n1esn1o valor, diga111os L, dizerr10s que L é o 

1 i ~..--· -i I·...., rL.., f' · . ..,1."'"' ~~fiiLl- I:J UU: J c:; /1 a, e escrevemos 

lim __~.,. f{x) L x ,a · 

' J'm'l-'"'.~ no ;,....,f'n2';. o·· L~l,l.V C..:> ~ LJL:.lt, 

Para fLm·; Ões que estão definidas ern intm~valos do tipo (a, +oo) ou 

{-ro,a) é impm~tar.te est.udar-se tan1bém a que aco!ltece .com a função para 

valores at"'bitrariamente g.randes _(pEquenos) da variável independente da 

8 



função. Nestes casos. talllbém é nc:cessário recorrer-se. a Lml processo 

de limite , constituindo os chamados limites no infinito. Não tratarernos 

com_ rna is detalhes do que estes aqui a questão de limites no infinito. 

Desnece~.sãrio dizer-- gue em curses t~egulares de Cálculo tal tépic:) é 

importanle e d~ve ser estudado cuidadosamente. 

Observaçt.1o. Dada urna fun;;ão simph~s y = f(x) e dado domínig_ de f, 

pode-se provar- qu8 f(x) SE\ aprm<im8 de f(a) a medida -que x se apr-cxil:tt:i 

de a, com_f] j á h:Jvi&nlO? cornenlado antes. Assim., a noç8o d~3 lirnits de 

urna funÇão siirmlss se estende oar--a rx:·r:t:::>s do seu don; íni'] forrnal. Par-a 
• I , I 

erf.e,.,... '"''' ~'o<:) ~8111. n'"' ,l. _iTl ft-v)- rr:'f~ ) ü\.t .:::J \.,O~ ~, v ...., .. ,::. l. __J. • ,, - · lC • - x ,..·a 
Re~2pitulando, dadà uma funç~ão sirnples y ::: f(x) ~ dado Ulll ponto a 

do doJTlL'iio forrnal o.u da fl~onteil~a do dc 111Ínio forn1al de f, t.E:lllos: 

· {f( a) se a pertencG ao don1ífüo forrrlal de f 
(')~) li111x-+af(x) = ? se a pertence a fronteira do do:rnínio de f 

Na tabela é.~baixo listanios aleuns limites fundalTtentais. I\ . q pa1~ti1 

destes lin-:ites, e usando as pcopriedades dos lirnites (não 111encionad3s 

aqui), podemos càlculot~ otdtros lin1ites possi\t(3 lm8lite n1ais 

complicados . N~o V3mos demonstrór .nestas notas a validade ·de ta is 

limites poi~ nós estend~t~ir.rnos demais no ·assunto. 
. . 

p o ponto de vista. didático, é COlT/~nient€~ que o pt~ofessor de cálculo 

t r abalhe expet~imentalmente - tais limites com os al_unos, ou seja, 

~btendo, atra'~·és de cálculos explícitos, 

valores da variável · indep2ndente pcõximos dos pont?s -onde se quer 

1 1 I · · t ca cu.Lar' o Llnlhe. 

LIMITES FUNDAMENTAIS 

1) 1. 1 - .,L, . 1m _...0+- - I co 
X r X 

' 
9 
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3) senx 
lirnx40 x 1 4) lim ln(x+i) =.1 

x-40 · x 

1 1 6) lirn !_ = O 
x-~~>+oox 

n+· .L ..L a x •... a~x ,a 

7\ 1. n ..1.. o 
i nnv---.!..+h . n 

"'- • -•Ã)h II.L ' b v I b 
IJ X I • •• t i,, T 
n · o 

Continuidade ela uma função rea( de urna var-iável reaL. 

sj mple~~ se estm1de de 

rnaneira d~n.6 1 <.:.., \"1 '"' n""r'"' +" ·~"' ·v r qu--1· ""·quo r t .. 1o ent:.4nto .!::. .;:1' + u~~-,~\ (1 f :-v .;...;J J.. _ 0 o 1 a o J...J • • _ . ' 0 ,::) -........,.. 1~ ~i;.....iJ , '.J ,.;,) ~ • ._1'i",u._ t} 

na 8. não rnais 

"8'"'~ .... -~ ::::::.~t"'a 1.,..1. '"' 5 c1"~!:> U"'Y\'"' ç r'' r '' - f~("') V 1 UO~......,J.- • ...J\..o'...l "-"'~ ~CJU'-J L J lO 1 • • \' • • J• - ,.-.. 

~ ,.. • d .(: ~ I • f(. ) ' Ç r • Ú ,. "" r • ,.. 
uOlT. HilO e J, po._.e ocorn~r· que .dH1 ,x-~~- ~) r 1 taJ. I 1 runç:ao BD81XO e urn 

• Cl • 

exe.rnplo de tal situa;ão. 

J-i se x / o '\. 

f(x) l 
I .1. ~o·'"~ ~ o \.. ~~ r ... 

U-- h'=-e' ... '·'"-~ ·"' ,-l' rr-, f rn \ -- i '-''"' ·1 v o ._,..::; '-Jwe 1. ~..~ 1 mas que -1 . O gt~~fi co de f · 

t f t "d t • ' 1 d 11 O I t ' t n1~s ra que ern urna escon lnUl:Ja. e ern x = . s o sugere a -segu1n .e 

riofl' nl' ,,'::i:o u'- ~ ,_.o • 

Urn_a fuJ1~ão real de urna vat ... i5vel real y = f(x) é dita cont fnua ern w-n 

Ponto á do seu dornínio ·se lim ~. f(x) = f(a') . - x-.,-a . 
Observaçã.o: Se f est.a definida apenas pat ... a valores maiores ou iguais a 

~' te1 ... ernos gue substituir o limite acirna pelo limite later.al a direita da 
. . . 

f em a . Similarmente pelo limite latm~al a esquerda se f esta definida 

apenas para valores 111enores ou igua is a a. 

Dit~emos que y = f(x) ·é .urna função contf;'luá se f for ·contínua ern 
J 

todos os pontos do seu d?rr1ínio. O J~esultado s eguinte 1já foi mencionado 

10. 
,_ 
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\ 

antet~iormenle corn outt~as palavras: 

Teorema. Tocla função simples ê '•:r-nn u ..• ~ f ' 1n.::; "-'a.o '"'ont-:; ...... ua L.: F v ~~L o 

ó. n"'"'~O .-1 ,... 
11 auyo \..• C noção extremamente 

ma temática , a .......... ,-;e ~,.., ndo 
t-'Cll I...C c o rno hipótese em 

fur1damentai~ éo como o Teor-ema do 

~ I• T d \.I ' ' I " ' t :J ' o p·~,..1t-Lina·J ,J ~ ::l . ... .... ,"~ .-:-.-·) •· : ···ur··l-"'' :::..-. ... ·, ~..,·rc'"L.-'' 1-· -· J l W .a. I Cl' -~ ., 1 '{\,.~, 1 ~.. t. t . \_, J.. •\...' ~· J. l! - · • 1\ !L-.!..:. 

tr·a bá lha r· 

.! ~ ~ I _ogo s pos a noçao ce 

unic2rnente 

p."'~~ 
! c::u o 

as 

t1SL5iS 

litn ite. 

f.r.v. r·. 

qua 

intr-oduzida neste· contexto, é no mínirno t~idicula. 

mul, to'"' t p r-;r_-P,"""' .. ~ .-::. • , :;. ~ - ~ - ' J : ~ ~ 

\ 1a lo"' I r1t- C·J..,., - .... r' .-: ..,..; , ..... \ ' l. \.. C! l l t::··...J L _.11. J. o..J ~ 

q,.,..... 
UI'::· 

esse.ncialr: 1enLe 

. . 
tOlS 

,-1,- , M•-·)-l~ ; Jl' 'i \ ri.•-,rlr. 
\..f r...:; L. \J \IJ.. \.. .~.:u ·.:.~t -::i 

E clar·o que . tendo sido intt~oduzida a noção de coriinuida::is , e 

indispensável que se dêen1 exemplos de coisas não contínuas .. O que 

faz entãd é 

"rle"""'O""'t ... ln' '"' 11 
. U .,::}\... I I IUO , 

"nr .. l'"'l-_u 
\_."-J 0..1. duas ou n1a'is funç:ões rin"''l l e~ 

,::)J.J ' L- ·- ·~ 

menos con1igo assirr1 aconteceu) con1o urn 11truque 1
' do professor. De 

fato, nest'a etapa do ses~nvolvirnento maternãtico do aluno F!GUC8 coisa 

pode se.r· feita a mais do que isso. 

O que ·eu proponho ent3o é urna certa 11honestid3de' 1 do pcofessm~, no 

s~ntido de colocat- a situaç:ão tal qual ela é: introduzinJo as funções 
. i 

\ 

\ 
\ 11 



definidas por divar--sas expr essões a pa1~tir das funções s imples ·e depois 

entãó, en1 constatalido através de exernplos os casos "patc·l6gicos" 

(descontínuos) que pode:ll aparecet~, ·intr oduzir!J pór esta razão, a noção 

de continuidade de uma f.r.v.r\. 

CODlO instrumento para o tra.çaclo · 

local do gráfico de uma dada fur2ção á partir de Wll ponto 

domfnio. 

• ao seu 

/\o tentarmos esboçar o gd3fico de urna dada r~ r, a 1 r J r. 1 !'f'l "< c; Uc ~oc • • o 

v~riãvel real, pt-óxirno é."1 um dado ponto do seu dc·n1ínio, poae:-nos nos . 
servil~ do conhecimento do gl-áfico de outras fu19Ões P""'D' ,....,\,~ l1-n ......... ~ •· L \.' t"''t .~ ... ; , •• _):...) 

•- • ...J ....., . a'W''-' 

Considerernos a s eguinte 't "' s1 uaçao: seja. y f'(v' J .•-..) uma de 

gráfico conhecido e a um pont.o Ao don1ínio de f. ~·eja y_= g(x) uma 

ç, l'"'~~,.... a 
L L. J ll_l-·01...' C 1

' , . 
ser· ana 1zaaa e que 

prirneiro que c=f{a) =g (a) . EJ-P'o I1,CI I, 
I 

r esponde1-, nurn e~tudo cornparélti '/O entr e 

qusstão que varnos procurar 

f e g a partir de a, e se f(x) > 

de a . Se a primeira situação ocorrer, concluiren1~s que o gráfico de g 

esta acima .do gr áfico de f a partir de a, para valores de x próximos de 

· a. f'.~a segLmda situação, O gráfico de g estará abaixo do gráfico de f a 

partir- de a~ para x próximo de a .. 

Q t-esultado seguint.fj TilOStra COTIIO poden10S nos set-vir de limites 

Teoren1a. Sejam y = f(x) e y = g(x) funções reai$ de wna ~·ariãvel real e 

seja a um p01:to do dornínio de. f e de g. Suponharr~'os que ·f e g são 

contínuas en1 a e que. c = f( a) g(o) . SuponhoTrJOS também que f(x) ) c 

12 
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'\. ' I l' ' f par· a x ~' a e que exz Sl.a o nn h e 

1
. f(x) -c, 
2r.n ---.--.---

" ---..J:- ,.,.~ ,., / v \ _ r 
A ' IJ. 6\.""- / •~ 

e s eja L tal limit e. Então: 

a' <"'-'"'I > 1 "'·-' ·~t·'"' .J.' n f·nl n{r tr-' f' i-.-\ • •. ,.,,\·-v') se Ot x-a ( c5 I ~CJ ~,. 'l c;,, !.:> t:- '-' / U ...,........., .. u ._ \.~'- l / f, .. "\., ' ' 

b' O / L , J · ~- ..r ) 0 r- i r. r -'l / ,., r") .~..-- n / -.-_a ( .f: , se ' ,..., \ .3 ex2 S i.:=: v .:. c_ . que ~· \),_ · .. 6 l·'1 ~c ... i , A . , ..... 

Caso a. Co:11o 

ex-iste 6 ) o tal q tE 

~~.~ o· { ·_,x_-a / Ó lr.D,....-'0 F(v·l - C '\ 0 (!a• -,_..._ . ._.., r .-. t.~r g '\x.)-r. \ 
- - ' -, _ ... J 1 1 t l ./• ) ,' ~ . c. v· .. -:_ . .. J. ~- .. :) - ~ - / o. Segu2-se que 

c: < x··éJ ( 6, o que pro'..:a o ' teorema 

Teor·enla. Sejarn y = f(x) e y = g(x) fu~-z.;:·cus come no Teoren!G anter~2or. 

Suponha que f{x) > c pm~a x < a e que exis[:a o lirnite 

I 
. f(x) c 1z n.... -:-_;·:---

L 'x-+a~ · g (x) c 

'Lt .ll' ; 1- Çr":!, e sej a a zr.n~d?. ~-. nL- t.~o, 
. I 

a) · se L- > 1, existe ó > O tal que: f{x) > g(x) pan1 .O < a-x(ó 

b) se O <L < .J, exi ste ó > O t al que f (x) < g(x) p~1~a O < a~x < ó. 
Pr·ova. Semelhante a p1~ova do te01~ema anLerim~~ 

Quando os tem~erna _ acin1a en1 um po:1to a do 

\ 13' 



dornínio de funções y = f(x) e y = g(x) no caso que tenhanms f(a) - g{a) , 

nós devetllOS transladm~ a função f de tal modo que o ponto (a, f (a)) passe 

função h dado por . h(x) = f(x) - f~a) + g (a) . Podern-:Js compara_[' agoJ~a, 
. ç ~ . f ~ ac1nla, a i t.mçtio g com a Lmçao 

pet~tence ao dornínio de_ ambas as funçõss e que h(a) = g(a) . 

Ex.err'1plc~s 

1) L.-.011~1· r~P1~---·rnos ..... ~ f• tr-r~os r~· 'x'l -· · ·..,·+2 ;:::, ,... f v) - ! .:; ~< ()hs~t-~ ... ,:.. .... auc. f , O' = 
.:.:1 _ ( .##C.;. 1 ·OÜ U J 4, ... L..- l.r • -~X ~ lS \:"'' - .~_. • - - - \1~ J ~ \ -

f(x) para valores de >-: mRim~es do que O méüs pt~6xirnos de O. Da fato: 
v 

. ?e"'-7 
l ~ rn .:.::_ ___:::_ 
~. I y-.t...Q + v..L')_ / 

· ·- f" .~f .. :.. .:.... 

. '-" 
? (o '··- i) 

li lT. L o + ~ I,~ - = 2 > i • 
'v"--- \j o 

A. . ,. .t"'\. 

E interessante observar que, neste caso, ternos f(:x) ) g (x) para todo 

x ) O. Entretanto, isto não é , de rnaneira algurna, urn fato ger a l, como 

mostcat~a o exelTlplo seguinte. 

2). Varnos verificar gue a fLinção y = lnx esta acirna de y \(x - i a 

partir de x iguai a i . De fato : calculen1cs _ 

. lnx 
. c = 11111 k /, + v i x-rl x-

' . . 

Faça111os x = y + 1. Então~ quando .x4-i +, )!-4-0+, de forn1a que 

. ·ln(v+ 1) 
c= hn1 + 1, ' ,__;,.,.., \ J, '+ l - i J >'\ • .' Y.. J . J_ 

--,-~---!C,. v vY+l +i -lirn , + '"' , 1 1 y--;:-o . yy+ . + . 

lim ln(y+ i) x {\lv+ i +i) y-4-o+ y _ _, 
,., . 

-L, 

Observarnos que neste casá têmos lf!X) \lx- i apenas para valo1~es de 
\ 
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,-...., ~ .-. ..... ,~o"" vi' ..,, ,-..... dÇ! 
I l! O ..::I f'J I A lI I U..:l '-' 

tal c1 u~ 1m:- < '_lx - i Dare todo x ) -..-1 ,. ... o .. 

0-'""' \~~ , ,.-.. , ... , C:: : I •--L'-.\'._, 

~ D 0 ,..t-,-s,..., 
.L. J ·~c c P..-r .. t 1-..'Y" .,..,. , "" 

L\..) VQL LtUC::: 

de decivada de wna f.r.v.r pode ser motivada atraves ' 02 

a' p r: .. ·· .. =.· •. . ·~~!':, n , r:,\ :::.1 nf t i r> !:i ... J - ,._ - - , _ .. \i_ ... __ .. .L. ...... •-· 

' . um.::s rnól.ivaçfJo corn 

l ; 'f"V"\"11-·• 
J.J Lt. .. • -.. 

à on!.r-o 

'lirnos 

da e,~~ o n-~ ,.1 ":. 
dl-O · ·--· 

de 

l . 'f(x) -c 
1m ,-.--
. · x---1l-a 1 • g tx) -c {G·u 1 . f(~<) -c \ 

J.1lll ... . - ' ) J x-r a g 'tx. -c 

poden1 s er reduzidos a lirr1ites mais básicos, 

pos~~!' ·.:. i r c ente rn2ris elementõ.i··ss, aL.t~avês do seg~int.e· procedirnento: 

f i v\ -1" \,.."} -
0 f v \ -c 
E, \.'"'J 

x-a 

1
. f(:x:)-c 
lTII .-h. + ' x ,..a :<-a 

1 • gJx)-c 
dm ___h. + . '/ . a x-a 

d2sde :~u2 ambos os lirnites do deno1-n1nador e nun1er ador da última 

~:<pcEssuc a di_nüta existam e. que Ç> do denominador~ seja não nulo. 

Dmla urna f.Lv.r y = f{x) e dado um .ponto a do domfnio de f, o limite 

quando a:x:iste, ê dito a derivada a direita da f em a, ~endo denotado por 

f ' ia) '] 1 ~ 'lll. !- e + \ • \ J. LI, I.-
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, . f{x)-f(~ 
.~.1m L _ 

X-?a x-a 

f ' ('"'' Q,, ......... ..:lo '"' ........ r-.i-.,... o ll· ....... l·t - -· a,...,·....,...a '"'"~"'r",......, o qtJa""'do f~ (~) - f~ {"' - ClJ . u ::Jl tu OJ t ;u,.Ju L i t : ~:!~ ·--l l l Cr .. J • .::: ... =:J J l ._, \.. . 1 1 + d; - _ Cl/ 

. 
dizernos que f é der i v5.vel ern o. ~;endo qne f' (a) :: P +(a) é dito n d,...... :.--"'~tlnrln 

\..1. C i t ., '..l.UU. 

.. 
f s f .. · --t . . . . - •·-. , .. _ , ' ! 

· x -~·a 

que 

Pr-.. r ... ~ ,-, 
\..·l lvL " 

f'ív\~ 1. l~J c 
llll -.--

x__J.~ "r 1 .,. ) -c ··o 6\". 

de:.::.de que g' {a) -:1 o. 

ant2s 

D conce ito de · der-ivada é 

.flx)-f(2) 
x-{:1 

SE~ V 
·' 

' 
o co11cei.to 

f{)~) e y = . g (x) "' sao 

don1ínio:s e que se c 

f 
~. 

un-yóes 

- !: ( ~·) -- J d -

rnais irnportant.é do Cálculo 

Difer·encial. Entt~etanto, da n1aneira corno nós o ii1troduzimos; que é 
I 

uma rnaneit~a pu1~an1ente formai, não fica aparente a irnportância dest~ 

conceito. Nesta altuca, os al~gurnentos a favor da derivada são que as 

det~ivadas 'das funções simples pode111 ser faciln1ente detet"'Illinadas a 

pat~tir das propriedades dos limites e d- e--LI..:J lin1ites funr-lar-nonL a~<'"· lU I ll-1 l.. .L..:J. ·A 

partir daí, tendo-se obtido '"'ll"f t.m1 "'"" O 6 I O..:J pr,..,.,..T; er1--d:::,""' W_t-J L UO ~..:J 
I ' ·opecar.orlas r-1'"\ 

'...10 

det--i va9ão tais corno as regt~as da solna, produt.o, quociente e a regra da 
' cadeia, obtém-se uma mafletra sisternãtica de resolvennos limites do 

. , . I , . 

tipo _1 im.x-4a {f (x) -c)/ (g.(x) -c{ através da formula. (**) . 
. . \ 
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C'"'he rw-·fd~tl' 7!:>'"' OL; C: l I ~uJ ·? 

muito mais arnplo e que outras pt~orTisdadss inip::Jr'tantes do conceitG de 

det~ivada r elacionadas a Física, GeOllleLt~ia etc de,/en1 ser estudados ern 

cut~sos t~egulares de Cálculo. 

Tangentes e der i va..d:1s ,... 

E co:3turne nos cursos r egulares· dz~ C§lcuto introduzi..r-se a no-;:~1:.- +.:. 
tangente ao gráfico de urna f.r . v.r C3tr 8vés· do lirnit.e dE~ r2tns sc,-:;2r~t.2 ·3 

~ a l ',,_,z LI,..,.., p01 ' '"'O m ""'1. '""' '"'•· .Q'1T1 p l1' cada .:::.o rl '""' ,-I~- ~~"'-.L ~"""'"""" '"'to L- .1. V C L! l . ..'L "t\.-· J Cl ~ - ,. _.-L U •:. .. UO. U J..L •...; luCl l J t \ 1.1 ·-· ~ 

se bem sirnples e natura1 a partir da . práticé:! desenvol vid~ na s~·;~;o 

anteriG~~ 

Sej a y = f (x) urn~ f .r. v.r e s1:::j ~ 8 urn ponto do à•:n~fnilJ de f . VáJ-nos 

definit~ tangente a direita ao gd~fico de f ern a. Para :Ü, corisider2;-nos o 

S = { r E F I r · esta acima do grafico de 

pr,6ximo de a} 

x lTt.sim, do que a lT<as 

T { r E F \ r esta abaixo do gráfi.co de f para >~ iT\.~ÍDl, do que a 

rnas próximo de a}. 
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Tonternos uma reta r · de S . Se a .função · f li ver um · bom 

CQITtj)Ortamento em a (dagui a pouco veren1os o que isto que1~ dizer)., 

f2az~:1do rotar· r em tm~no do ponto (a,f(aJ), haverá um momento em que 

r ::;.::.~ ;~a de S e e:~trara em T. A reta que correspond~ a este momento de 

t t~2 .Si "2~0, a 2Sta pcsiçf5o limite de mudança , digamos r , nos 
o 

\ ... ,.., - - '"'r.11' 81 ~ ·.z: s ; ,_.:::, \ ... n .. "' :. un1a descrição n1ais explicita de 

=-~.:::...m a c K., q11e g a declividade clEl: reta. Definimos: 

r . o 

.. 
' 
Para tal, 

J 
r 
l o· E 

i) 

L" a r eta de equação y = ax + f {a)_- aa .. pertence a S} 

r 
Cf ( R l I a n~ta dE! equ~9ão y = a~ + f(a) -aa pertence a T} 

~>-c~:)., o_ valo~ de a que con:..esponde a r eta r 
0

, digamos a
0

, e 

, ..... .... ,..,., ··J -.-~ 1· ..... ~~a P1'-' l'"' ,...On'-l~ ra"" ...... '-···".:'li "''7l'.... ..:.J. L""' '\..L .:;. O. L JU J. y ~J. . 

p.::·a tc.do .. f > o, existern a E S' e a ' E T' ~ais que la-a
0

I<E e la.'-a
0

I<E. 
Da mesma maneit~a; podemos definir tangente .a esquerda a f em a. 

a; enL.~o fica be111 definida a r eta tangente a'f en1 a. 

C resultado seguinte nos relaciona tangente a direita e derivada a 
I 

'di reita. . \ . 

T eo:·erntl.. Seja y = f (x) un1a f.r.v.r. e .seja a um ponto do domínio de f . 

Então f tem deFiVada a d\iretta em a se e somente se f tem tangente_ a 

a. direita em o, vale a 

f or·rnula 

\ . 
\ 
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onde v = a x + f{a) - a a é a e·quac-yão da tangente a direita da f 2rn a . .; o . . o . . . 
Provo.: 

Suporu'lamos gue r tenha derivada· a dire ita em a. Sej a a
0 

= f' o~.(a) . 

Varnos provar aue a reta r de eous9ão y · a x + f(aj - u a é a equaç8o 
• J o 1 o ' o 

da tangente a direita da f eni a. Da definição de derivada a din;-it.a, 

temos: . f0<) -f(a) 
hrn -~ + . _ = a . x ,.a x a o 

S.ej'a E \ o ç ~~o P "'"l' ""' tr• .-\ \, !· ..... l quP. ._, I • r._.nl,a _ ,1\. .:J -::,.. Li /' . 0 \_, C , .t. _ 

-E/2 +a o 
f (xL~='' "·. i 

/ ,• J L \'-lJ / - f') -1-
'\ - ·--- ·, '=l.!.. x-a LI 

o 

Se O <· . .r-a ( ~ C··,....,o '-'-""'·o c·btnmu~.~ -, , U ., -U .11 ' ,, 0/ ' ' C t! ..::> 

(y_ ...... ·) (a· - ç I?)' / f(v\ - (:[ ...... \ / (v-"\ {N ..L .-i')., 
,, 0,. ._; - ",,. '"'-} L lO/ "\ · · " ... " O I t .t. r C/ -:....j O " ' D 

donde · 

(cr
0
-E/2)x + f(3)- (a

0
- E/2).a ( f(x) < {a

0
+E/2)x· -+ --(a) - (c:

0
+<=/2 )a 

""P o / x--a / .r ..::>~ '\ • '\ u. 

Desta forn1a , ton1ando a = a
0 

-1-i:/2 e a 5 = a
0 

- E/2, venms, pelas 

desigualdades acin:t a, que as r-et.as de equa9Ões 

. '} = ax +f {a) - era 

e 

,, - a'·...r J_.f-; ... ..) - a~o"' )' - /, I ! \CIJ 

pertencern a S e a T, r espectivamente. Além diss o, obteJTtos. 

e 

la- a· I = t:/2 < E o 

l,a' - a I 
OI E/2 <E 

o que mostra que a satisfaz a ccindiç3o para que a r eta y=a
0

x +f(a) -a
0
a 

o 
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RecipcocarnE~nle, supcmhatTlos que f tenha tangente a dire ita ern a . 

SeJC: y = a
0
x + f (a) - aa a equação de tal tangente . Seja E > o. Então 

ex i~.le a c c~' t.2.ís qu3 as retas '/ -.- crx t f (a) - aa e y = a'x + f(á) - a'a 

e:::.t2D 2'::in~;::, e at.ai:=~o do gráftcc de f, r espectivan1ente, pétT'a x 

d=:! a, ' ~ .... 'c~ dr: quo '"' 0""•~0 g' '8 I rv-c· I / '= e ma~ J llol H u ~, ..::> ~Ih.... u u. 'r.' '-
I a' - "f r /:= I L. I '\ · .. • r, ...... 

r:: ':: ~ ~ t 1 t· ~ -~I-
L\-. \:.- :...,.t ,:.. • .,_ -·-· 

\j ~. ! {· .:::., .. ,.:].-. 
~ - '"· \1'~-·d . v agora pel:1s àes iguald3des . obtidas 

em a a direita e que f' +(a) -- a O - o· 

Obt. ,..,rr·, '"'<"' o "'"',_·gu~ ..... 1-e· , -::;::1 V,:) ..;:1 :::; li!\_, • 

w 

8 

Cor L-> i ;í ··· 1 c· .;.:· ·-=- ; J. ·' ::.: t" ix')· u·t·n a f ~~ ~, r ~ • · .... ! • • " '-J _; ./ \ ' • • • • ~ • • e S?ja a urn ponto do do:rn fnio de f . 

tangente ern a. A l6m 

di s~o, vale a fõ;~mula 

· a· =: f ' {a) D . 
,..... y -- r.r -..- f {.",' ,.,\ 
c:; • ...~. ••• -c 1 ·l w.; 

. o 
- Cf c. e a equação do1 r·eta tangente a f em a. o 

-___ / / ___ _ 
I I 

JairT1e B~ Rj po] 1 
Uni ver·:3idad6 F~deral do R. G . do Sul 
Instituto ck~ ~~1:~üernatica 
Av. Bento Goncolves 9500 
9150[) - Porto Aleg1~e RS 
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