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RESUMO 

A estimação de componentes de variância e 

covariância por Máxima Verossimilhança Restrita (MVR) 

começou a ser desenvolvida por vários pesquisadores para 

especificas modelos balanceados de Análise de Variãncia e, 

mais tarde foi estendida para todo modelo balanceado de 

ANOVA.Foi colocado em sua forma mais geral para modelos não 

balanceados por PATTERSON e THOMPSON (1971) . Esses autores 

dividiram a função de verossimilhança, sob condições de 

normalidade, em duas partes, de modo que a maximização da 

parte livre dos efeitos fixos fornecesse os estimadores de 

Máxima Verossimilhança (MV) para os componentes de variância 

e a outra fornecesse os estimadores para o efeito fixo. 

O procedimento que descrevemos foi proposto 

por CORBEIL e SEARLE (1976) e é aplicável a modelos mistos 

não balanceados para qualquer mistura de efeitos fixos e 

aleatórios. Isto é conseguido pela adaptação da 

transformação utilizada por PATTERSON e THOMPSON (1971) e 

pela adaptação da transformação descrita por HEMMERLE e 

HARTLEY (1973), que simplifica grandemente o cálculo dos 

estimadores de MVR . 



SUHHARY 

The estimation of the variance-covariance 

components by Restricted Maximum Likelihood (REHL) started 

to be developed by several researches to some balanced 

models of Analysis of Variance (ANOVA). Later on it was 

extended to all balanced models of ANOVA . 

PATTERSON e THOHPSON (1971) presented it in a 

general form for unbalanced models . They decomposed the 

likelihood under normality in two parts, one being free of 

the fixed effects. 

We described a procedure proposed by CORBEIL e 

SEARLE (1976), which applies to unbalanced mixed models for 

any mixture of fixed and random effects . 



MtTODO DA MÁXIMA VEROSSIMILHANÇA RESTRITA PARA 

ESTIMAÇÃO DE COMPONENTES DE VARIÃNCIA 

1 . I NTRODUÇ.AO 

Consideremos o modelo misto da análise de 

variância representado por um vetor de observações y tal 

que 

onde 

y = X ~ + U ~ + e [ 1 ] 

~ é um vetor dos efeitos fixos; 

~ é um vetor dos efeitos aleatórios; 

X eU as respectivas. matrizes do delineamento e 

e é um vetor de erros tendo variãncia o
2

. 

As diferentes variãncias dos elementos de ~ e de 

e são os componentes de variãncia do modelo . 

produz 

O procedimemento de MV 

a estimação simultânea 

de HARTLEY e RAO (1967) 

dos efeitos fixos e 

dos componentes de variâ ncia pela maximização de y em 

relação a cada elemento de ~ e em relação a cada componente 

de variância. 
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Em contraste , CORBEI L e SEARLE (1976 ) desenvolve­

ram estimadores (e suas variâncias para amostras grandes) 

que são livres dos efeitos fixos, no sentido de que a 

verossimilhança não contém 1-1; isto é, maximizar·a.m a 

verossimi lhança sobre um conjunto restrito de parâmetros . 

Esta é uma genera lização do procedimento sugerido por 

THOMPSON (1962 ) que considerou o problema somente para dado s 

balanceados e para modelos completame nte casualizados . O 

procedimento aqui desenvolvido é aplicável para dados não 

balanceados gerais (incluindo, é claro, dados balanceados, 

os quais são, justamente, um caso especial), e é também 

aplicável a modelos mistos para qualquer mistura de efeitos 

fixos e aleatórios. Isto é conseguido pela adaptação da 

transformação utilizada por PATTERSON e THOMPSON (1971) que 

procedeu à partição da função de verosimilhança em duas 

partes,sendo uma delas inteiramente livre dos efeitos fixos 

e sua maximização resulta no que chamamos de estimadores de 

máxima verossimilhança restrita (MVR) para os componentes de 

variância . Foi feita uma adaptação da transformação descrita 

por HEMMERLE e HARTLEY (1973) que simplifica grandemente o 

cálculo dos estimadores de HARTLEY e RAO, auxilia o cálculo 

dos estimadores de MVR e também simplifica a dedução de suas 

variãncias para amostras grandes . Finalmente, maximizando a 

parte da verossimi lhança não utilizada pelos estimadores de 

MVR, fornecemo s a estimação dos efeitos fixos, baseados nos 

estimadores de MVR. 

Os estimadores de MVR não são somente invariantes 
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para os efeitos fixos do mode lo, mas são tamr;ém livres das 

estimativas dos efeitos fixos . Além disso, em muitos casos 

de dados balanceados (igual número de obse rvações e m 

subclasses) · investigados, os estimadores de MVR são 

idênticos aos familiares estimadores de a nálise de variância 

(ANOVA) para tais dados . Os estimadores de MV de HARTLEY e 

RAO não possuem esta propriedade e ela é considerada em 

razão das propriedades ótimas dos estimadores de ANOVA para 

componentes de variãncia para dados balanceados. 

2. O MODELO 

Seja o modelo [1J caracterizado por 

y=XJ.l+U b +U b + • •• +V b +e 
J. J. 2 2 c c 

[ 21 

onde 

y é um vetor de n obervações; 

J.l é um vetor de k constantes desconhecidas 

(efeitos fixos do modelo); 

X é uma matriz de incidências n x k, de rank 

coluna completo, correspondente a J.l e com k < n 

Ui. é uma matriz do delineamento n x 

com o. i.-ésimo fator aleatório, com 
c 

Em +k<n; . \. 
l. = J. 

b i é um vetor de m variáveis 
\. 

m 
\. 

associada 

aleatórias 

independentes e identicamente distribuídas segundo 
2 

N(O;o. ) 
l. 

com os b. 's sendo mutuamente independentes; ... 
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e é um vetor de n variáveis aleatórias i . i. d . 
2 

N(O;o ) e independente dos b . 's . 

c om 

onde 

H --

pois 

V(y) 

c 

E Y . 
i. = 1 

L 

= V( 

= u 
1 

= u 
1 

z 
=o 

z 
=o 

z 
=a 

t 

Portant o , y tem distr i bu i ção Normal multivariada 

média E(y ) = X ~ 

variância 

V V. ' + I 
i. \. n 

X ~ + v b + 
1 1 

2 Var(y) = V = H.o 

para 

. . . u b + e ) = c c 

e 

V(b ) U' + + u V(b ) U' + V(e) 
1 1 c c c 

2 
U ' u 2 

U' 2 
I o + ... + o + Ct 

1 1 c c c 

[ u1 

[ u1 
y

1 
U' + . . . + U y U' + I ] = 

1 c c c 

[ ~i. =1 ] 
L. r . u u\.: + I 

1. i. 

2 = o H . 

~ é um vetor do número máximo 

[ 3] 

[ 4] 

= 

de funções 

estimáveis linearmente independentes dos efeitos fixos. O 

mais simples desses vetores tem como seus elementos as 

médias populacionais de todas as células de efeitos fixos 

que contém dados. A correspondente X de f21 tem então uma 

forma simples. 

Definimos y como sendo as observações 
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ordenadas tal que todas elas, dentro de cada célula dos 

fatores de efeitos fixos, seguem sequencialmente um e outro . 

Se existem k dessas células contendo dados, com a t-ésima 

delas tendo n~ O observações, então 
~ 

1 

X = 

n 
1 

1 
n 

2 

0 

1 
= 

k 

~1 
n 

l=1 l 

[5] 

onde 1 é um vetor de nl uns e 
T E representa uma soma 

n 
l 

direta de matrizes. 

Uma ilustração é dada a seguir em termos de um 

exemplo numérico apresentado por BOWKER e LIEBERMAN (1968), 

que consiste de três observações em cada célula de uma 

classificação cruzada dupla com três linhas e duas colunas: 

Um engenheiro ~e garantia de qualidade para um 

componente eletrônico industrial percebe, intuitivamente, 

que existe grande variabilidade entre os fornos utilizados 

por sua firma para testar a vida dos vários componentes. 

Para verificar se está ou não correto, ele escolheu um tipo 

de componente e obteve os dados apresentados na Tabela 1, 

para três temperaturas comumente utilizadas para testar a 

vida destes itens. O componente é acionado no forno até 

falhar. Dois fornos aleatoriamente escolhidos foram 

utilizados no experimento. 
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Tabela 1 
Tempo dos componentes (em minutos) 

Fornos 
Te mperatura F1 F2 

500°F 
237 178 
254 179*' 
246 183 

550°F 208 146 
178 145 
187 141 

• 
600°F 192 142 

186 125 
183 136 

O modelo para y . r-ésima observaçã o na p-ésima pqr 

linha e q- ésima coluna é 

+ C( 
p 

+ + (~) pq + e pqr 

para p = 1 , 2 , 3 ; q = 1 , 2 e r = 1 , 2, 3 onde J-.1 é a média 

geral; a é o efeito devido à p-ésima linha; ~ é o efeito 
p q 

devido à q-ésima coluna ; {a~) é o efeito da interação e pq 

e é o t ermo erro associado à observação y . pqr pqr 

HEMMERL~ e HARTLEY {1973) adaptaram o exemplo para 

ilustrar dados não balanceados, com a retirada de duas 

observaç~es (assinaladas com • na Tabela 1), de modo que o 

número de observaç~es em cada célula aparece na Tabela 2. 
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Nú mero 

linha 1 

linha 2 

linha 3 

Agora, r 

Tabela 2 

de obs ervaçê5es e m cada célula 

coluna 1 c o luna 

3 

3 

2 

= 1 , 2 , . . . n para 
pq 

2 

3 

3 

2 total 

5 

6 

5 

n = 2 ou 3 . 
pq 

Cons idera ndo dados desta nature za como sendo de um 

modelo misto com efeito de linha fixo, temos n =16 

ob s ervaçê5es para o mode lo [21, c om c =2 fat or es aleatór ios 

nas colunas com m =2 niveis e interações com m =6 niveis . 
1 2 

A razão dos componentes de variância para ess es 

fatores são, respe.ctivamente ~ 
2 

Y 1 = o-{3jcl 
z 

9 y 2 = O' af3/o-'2. de 

acordo com 141. As células dos fatores de efeitos fixos 

e s tão nas linhas, que são três, e, assim, para X de [ 5 1, 

é : 

n =5 . 
9 

Matricialmente, o modelo para os dados da Tabela 1 
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y 

co 

16 

r y 111 1 
y i12 

y 113 

y 121 

y i22 

y 211 

y 212 

y 213 

y 221 

y 222 

y 223 

y 311 

y312 

y 321 

y322 

y 323 
1 16 

r 237 1 
2!54. 

2-4-6 

1 7 8 

179 

208 

178 

187 

146 

145 

1 4.1 

186 

183 

14. 2 

125 

136 

1 16 

Ou se ja .. 

1 

1 o o I ()( 
2 

1 o o I et 

f1 ool [e<] 

1 o o 13 

3 

1 

1 o o 

o 1 o 
+ 

o 1 o 

o 1 o 

o 1 o 

o 1 o 

o 1 o 

o o 1 

o o 1 

o o 1 

o o 1 

o o 1 

3 1 6 

y X J.l + 

r 1 ol 

1 o J~:l 
1 o 

o 1 

o 1 

1 o + 
:1. o 

1 o 

o 1 

o 1 

o 1 

1 o 

:1. o 

o 1 

o 1 

o 1 

2 

u b + 
1 1 

f1 oboo o1 

1 o o o o o 

1 o o o o o 

o 1 o o o o 

o 1 o o o o 

o o 1 o o o 

o o 1 o o o 

o o 1 o o o 

o o o 1 o o 

o o o 1 o o 

o o o 1 o o 

o o o o 1 o 

o o o o 1 o 

o o o o o 1 

o o o o o 1 

o o o o o 1 
1 

u b 
2 2 

+ e 

para c= 2 m1 =2 m =6 
2 

e 

H 

V(y) 
2 

H O' .. 

~ Y.U. U .' + I 
~ = 1 ~ ~ ~ n 

onde 

y U U' + y U U ' + 
1 1 1 2 2 2 

I 
16 

6 

6 

r a/51:1. 1 
a/512 

a/521 

a/522 

af531 

a/532 
+ 

1 

16 

r e111 1 
e 

112 

e 
113 

e 
1 21 

e122 

e211 

e212 

e 
219 

e 
221 

e222 

e 
223 

eau 

es1 z 

es21 

eszz 

e 
329 1 



3 . OS ESTIMADORES 

Dada a função de verossimilhança para 
2 

y ...., N ( X,u,. Ho ) , 

2 
L(y , J..l ,a ,r) = 

2 ( 2rro 

1 - -1 

[ 
(y-X,u) H ( y-X,u )] ' exp -

2 
)n/2 I H 

1
1 /2 2o 

1 

o logaritmo da funçao de verossimilhança é 

1 1 1 l og IH! 
À. log 2rr log o 

2 = - - n n 2 
a -2 e 2 e 

1 
-1 

2 o 
2 (y - X,u) 'H (y - X,u) [ 5] 

Para reparti-la em duas partes, uma delas livre 

de ,u, PATTERSON e THOMPSON (1971) sugerem a transformação 

[ S · ]y singular X 'H- 1 onde 

k 
s I - X(X•X)-1 X• E+(I -

- 1 
) = = n J [ 7) 

. n t n 
\. =1 t t 

é simétrica e idempotente, sendo J uma matriz de uns , 
n 

t 

Desde que SX é nula, pois 

SX = [I - X(X.X)-
1
X• ]X =X - X(X•X)

1 x•x =X - XI = X-X= 0, 
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Sy tem distribuição N (0 ;SHSo
2

) independentemente de X 'H-1y. 

É claro que a distribuição de Sy e livre dos 

efeitos fixos 1-l e, portanto, sua função de verossimilhança 

forma a base de nossa dedução dos estimadores dos 

2 
componentes de variãncia envolvidos em Ho . Entretanto, para 

evitar a singularidade de SHS surgida da forma de S mostrada 

em l7l ,utilizamos uma alternativa paraS dela derivada pela 

retirada da n -ésima, (n ... n )-ésima, (n... n ... 
1 1 2 1 2 

• .. nk )-ésima, 

. . . ' (n .,. n + ••. 
1 2 

T nk )-ésima linhas. Tal matriz, 

por T, tem ordem (n- k) x n e é dada por 

onde o 

T 

n- 1 
t 

k 

[< ::: ET 
t=1 

k 
::: E+ ( 

i.=1 

é 

I o 
n -1 n -1 

l t 

I 
-1 

- n J 
n t n - 1 

l t 

um vetor 

) 
-1 

J 
- n J 

t < n - 1 > xn 
t t 

-1 
1 ) -n 

t n -1 
l 

de zeros de ord e m 

nota da 

n- 1 
t 

[ 8] 

[ 9] 

e 

J 
<n - 1> 

é uma matriz de ordem <n - 1) X n CUjOS 
t t 

t 

elementos São uns. 

A matriz T é facilmente reproduzida retirando a 

última linha de cada sub-matriz de S. 

Para o exemplo que estamos considerando, temos: 

n ::: 6 
2 

10 

e n - 5 g - • Então: 



X 

16 

X (X • X ) -~X • ::: 

1 o o 
1 o o 
~ o o 
1 o o 
1 o o 
o ~ o 
o 1 o 
o 1 o 
o 1 o 
o 1 o 
o ~ o 
o o 1 

o o 1 

o o 1 

o o ~ 

o o 1 

X'X 

r i/~ ~/~ ~/~ ~/~ ~/~ o 
i/~ i/~ 1/5 1/~ i/~ o 
1/5 1/~ 1/~ 1/5 1/5 o 
i/5 1/5 1/5 1/5 1/5 o 
1/5 1/!S 1/!S 1/!S 1/5 o 

o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o o 
6 o 
o 5 

1/5 

o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
1./6 

o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
1/5 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 1./6 i/6 1./6 1/6 1/6 1./6 

o i/6 i/6 i/6 i/6 1/6 i/6 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 

i/6 i/6 1/6 1/6 i/6 i/6 

1/6 1/6 i/6 1/6 1/6 1/6 [ 

1/6 1/6 1/6 i/6 1/6 i/6 , 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o o i/6 i/6 i/6 1./6 1/6 1/6 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 
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o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

i/!S 1/!S ~/!:> ~/~ ~/!:> 

. ~/5 i/~~/!:>~/~~/!:> 

1./5 i/!:> ~/~ 1/!S i/~ 

1/5 1./~ 1/~ i/~ 

~/~ 1./~ i/!S i/5 

1 



r 4/:5 - 1/:5 -1/!5 -1/:5 -1/:5 o o o o o o o o o o o l 
-1 / :5 4/:5 -1/!5 -1/:5 -1/!5 o o o o o o o o o o o 

-1/:5 - 1/5 4/:5 -1/:5 -1/5 o o o o o o o o o o o 

-1 / :5 -1/5 -1/5 4/5 -1/5 o o o o o o o o o o o 

-1 / 5 -1/5 -1/5 -1/5 4 / 5 o o o o o o o o o o o 

o o o o o 5/6 -1/6 - 1/6 -1/6 -1/6 -1/6 o o o o o 

o o o o o - 1/6 5 / 6 - 1/6 -1/6 - 1. /6 -1/6 o o o o o 

o o o o o -1/6 -1 / 6 5/6 -1/ô - 1/6 -1 / ô o o o o o 

s 
I 

o o o o o - 1/6 -1 / 6 - 1/6 5 / 6 - 1/ô -1/6 o o o o o 

= o o o o o - 1./6 -1/6 - 1/6 -1 / 6 5/6 -1 / ô o o o o o 
..... 
[\.) o o o o o -1/6 -1/6 - 1/6 -1/6 - 1/6 5 / ô o o o o o 

o o o o o o o o o o o 4/5 - 1 / 5 -1/5 - 1/5 -1 /::S 

o o o o o o o o o o o - 1/5 4 / 5 -1/!5 - 1 /5 -1 / !5 

o o o o o o o o o o o -1/5 -1/5 4 / 5 -1/5 - 1 / 5 

o o o o o o o o o o o -1/5 - 1/5 - 1 / 5 4/5 -1 / :S 

o o o o o o o o o o o - :1 / 5 - 1 / 5 - :1 /5 -1/5 4 / !5 



1-4 
(...) 

Por C9) 

T 

r 

[~ 
o o o 
1 o o 
o 1 o 
o o 1 

:o] :o 
:o 
:o 

!S <P!S 

4 <P!S 

1 

!S [
1 1 1 1 1] 
1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 

[~ 
o o o o 
1 o o o 
o 1 o o 
o o 1 o 
o o o 1 

44>6 

:o] :o 
:o 
:o 
:o 

4<P6 

1 

6 

r 4 / !S - 1 / !S - 1 / !S - 1 / !S - 1 / !S o 
· -1 / !S 4 / !S - 1 / !S - 1 / 5 -1/ !S o 
-1 / !S - 1 / !S 4 / !S - 1 / 5 -1/~ o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o -1/~ -1 / 5 - 1 / 5 ~/5 - 1 / 5 o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o !S/ 6 -1/ 6 -1/6 -1 / 6 -1/ 6 - 1 /6 

o - 1/6 !S/6 -1 / 6 -1 / 6 - 1 / 6 - 1 /6 

o - 1 / 6 -1/6 !S/6 - 1/6 -1 / 6 - 1 /6 

o -1/ 6 -1/6 -1/6 !S/ 6 -1/ 6 - 1 / 6 

o - 1 / 6 -1/6 -1/6 -1/6 5/6 - 1 / 6 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

4 <P5 

1 1 1 1 1 1 

[
1 1 1 1 1 1] 

54>5 
1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 

[

1 o o o 
o 1 o o 
o o 1 o 
o o o 1 

:o] :o 
:o 
:o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

4 / 5 - 1 / 5 - 1 / 5 -1/5 -1/~ 

- 1 /5 4 / 5 - 1/!S - 1 / 5 -1/ 5 

- 1 / 5 - 1 / 5 4/5 -1/5 -1/5 

- 1 / 5 - 1 / 5 -1 / 5 4/5 - 1/5 

l 

1 

5 [
1 1 1 1 1] 
1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 

l 



Pa r a X de [5J é prontamente visto que 

TX = 0 [ 101 

e pela própria natureza de T, é fácil mostrar que 

T ~ ( TT' ) -
1
T = S [111 

como verific amos numericamente através dos dados . 

A transformação agora utilizada é 

[ 
T l [ Ty ] 

z = X' H-1 J y = X' H- 1 y [ 121 

e com vistas em {101, sua distribuição é 

THT' cl 
z o [ 1 31 

Esta transformação é não singular porque x· e T de [51 e 

[81 têm, cada uma, "rank" linha completo e, de [101, as 

linhas de T são linearmente independentes das linhas de x• . 

Consideremos agora o logaritmo da verossimilhança 

dez . Isto é, de [121 e [131 , o logaritmo da verossimilhança 

de .... Y e de x· H-1 y, · d t ~ os qua1s eno amos por 

respectivamente : 

14 
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À = 1 

À = 
2 

= 

1 

2 

1 

2 

1 

2 

1 

2 

1 
- -=-----z 

2 a 

(n - k) log 2rr 
e 

l og ITHT' I 
& 

k log 2rr 
& 

k log 2rr 
e -

-

1 

2 

1 

2 

1 
(n k) --

2 

1 y • T• (THT • 
z 

2 a 

2 
k log a 

& 

2 
k log a 

e 
1 

2 

1 

2 

) 

l og a 
2 

& 

- 1 
T y 

- 1. log IX• H XI 
e 

- i l og IX•H XI 
e 

[ 141 

[ 1 5) 

Como À nao envolve p, os estimadores de a
2 e dos 

1. 

yi's, chamados estimadores de máxima verossimilhança 

restrita (MVR) São , seguindo o método de PATTERSON e 

2 THOMPSON (1971),os valores de a 

Derivando [141 vem: 

1 (n - k) + 1 
= 

ô À 
__ i = 

1 

a r . 2 
I. 

e r . ' s que maxi mizam 
I. 

1 
+ 

y• T' ( THT' ) - iT U u• T' ( THT• ) - iT y 
i i 

2 
2 a 

para c= t,z , . .. ,c, onde tr(Q) é o traço da matriz Q. 

15 
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Igualando f16J e C171 a zero, obtemos os 

estimadores de MVR. É claro que as equações resultantes não 

têm solução analítica e devem ser resolvidas numericamente. 

Um procedimento iterativo é atribuir valores iniciais para 

. . . ' y } e então : 
c 

(i) resolver 
~ z -1 
a =y"T" (THT") Ty/( n-k) [ 181 

baseado em [161 e 

~z 

(ii) utilizar os y valores e a de [1 8 1 para calcular 

os novos y valores que fazem [171 aproximar-se de zero . A 

repetição de (i) e (ii), terminando em (i), é continuada até 

que o grau de acurácia desejado sej a obt ido . 

Para ilustrar o processo, façamos Y
1

=20 ,00 e 

r
2
=0,30 no nosso exemplo. Então : 

16 



• 

~ 
-.3 

H 

r 21. 9 
. 20.9 

20.3 
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20.3 

21. 3 
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20 

20 

o 
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20.3 
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20 

20 
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20 
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21. 3 

20 . 9 

20. 3 

o 
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o 

20 

20 
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20.9 

21 . 3 
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20.9 
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o 

20 

20 

20 

o 
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20. 3 

21. 3 

o 
o 
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o 
o 
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20 

20 

o 
o 
o 

20 

20 

20 

o 
o 

21 . 3 

20. 3 

20. 9 

o 
l) 

o 
20 

20 

o 
o 
o 

20 

20 

20 

o 
o 

20. 9 

21 . 3 

20. 9 

o l 
o 
o 

2 0 

20 

o 
o 
o 

20 

20 

20 

o 
o 

20. 9 

20. 9 

21 . 9 



Com as matrizes y , T e H, obtemos por [181 

1029,0:589 

13 
= 79,1:597 

e calculamos os novos r
1 

e ~ através de 

onde H conté m ri como incógnita e o valor inicial para 

r 
2
= O, 30 e 

tr [v;T'(THT ')-iT V ] = ' T' (THT ' )-iT V U ··T' (THT ' ) -iT I ~2 
2 y 2 2 y ' 

onde H contém r
2 

como incógnita e ri encontrado na expressão 

anterior . 

O processo é repetido até se chegar na precisão 
~ ~z 

desejada . No caso, obteremos r
1
=18,57 ; r

2
=0,32 e a =78,84. 
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4 . PROCEDIMENTO DE CÃLCULO 

Embora PATTERSON e THOMPSON (1971) tenham proposto 

um procedimento baseado no método iterativo de Fisher para 

c=1 e sugerido como utilizá-lo para c > 1, a técnica de 

Newton- Raphson é melhor adaptada a problemas de encontrar 

sucessivos valores para Y que zerem [171 e foi e fe tivamente 

aplicada por HEMMERLE e HARTLEY (1973) para equações 

similares ao método da máxima verossimilhança de HARTLEY e 

RAO ( 1967). Nós utilizamos sua aplicação aqui, o que 

simplifica a notação e procedimento de cálculo . 

4 . 1 • A TRANSFORMAÇÃO W 

A técnica de Newton-Raphson, que é um 

procedimento iterativo numérico, para encontrar valores dos 

elementos de y que zeram [171 ' utiliza a derivada parcial de 

segunda ordem para À , em relação aos Y . 's, ou sej a: 
1 ~ 

1 
= 

ôy , ôy , 2 
~ J 

para i. , j = 1 , 2 , • •• , c . 

Os produtos das matrizes em [171 e [191 são 

submatrizes da seguinte transformação W (matriz W) s ugerida 

19 



por HEMMERLE e HARTLEY (1973), cujo interesse s e baseia no 

fato de que os cálculos iterativos podem ser efetuados 

utilizando quant i dades que nã o dependem de n em nenhum 

passo: 

é 

a À 
1 

= 
ity . 

\. 

Ô
2

À 
1 

= 
ity . ity . 

\. J 

para i. , j 

w = { w 
i.j } , para i. , j = 1,Z , ... ,c+1 

[ u· ] w -- y• 

Então para 

1 tr ( W .. ) 
\.\. 

2 

T" (THT• ) - 1 T 

w 
i.,c+1 

1 
+ 

2 
2 o 

- w 
i. 

w 
i. 

w 
i. 

r 
L 

u y ] 

[171 e {191 

1 tr cw .. w~ . ) - w • w .. w . 2 
l.J \. J i. \. J J I o 

2 

= 1 ' 2 , ... , c, 

~2 

o = 

e [ 171 fica 

w 
cH,c+1 I ( n - k ) 

20 , 

ficam 

[ 20] 

[ 211 

[ 221 

[ 231 



A transformação W para o exemplo que estamos 

cons iderando é : 

w 

r = 

l 
r --

l 

u· 
1 

w 
12 

w 
22 

w 
32 

l u· T• (THT' ) - 1 T 
2 

J y' 

U' T' (THT' ) - 1 T u 
1 1 

U' T' (THT' )- tT u 
2 1 

y'T' (THT' )-tT u 
1 

Então : 

= 

[ u u 
1 2 

w 
12 

w 
22 

w 
32 

y ] 

U' T• {THT' ) - tT U 
1 2 

U' T' (THT' ) - 1 T U 
2 2 

y• T' (THT' )-
1 T U 

2 

21 

w 
1 

w 
2 

w 
3 

= 

L 
j 

U' T' {THT' ) - 1Ty 
1 

U' T' (THT' )-1 Ty 
2 

y' T' ( THT' ) - 1 Ty 

l 
J 



ÔÀ. 
1 

ÔÀ 
1 

2 
a w 

1 
+ 

2 

1 tr ( W
2 2

) 
+ 

2 

1 

1 

? 2 
~ a 

1 

w• w 
1 1 

w• w 
2 2 

tr (W w• ) - w• W 
12 12 1 12 

33 I (16- s) 

e 

Numericamente para Y
1
= 18,57 e r

2
= 0,34, obtemos : 

w 

o,027 -0, 027 o,oo8 -o,oo8 o,po9 -o,oo9 o,oo8 -o, oo8 :~ 
-0,027 0,027 -0,008 0,008 -0,009 0,009-0,008 0,008 11 -------------- ---- ---~--- --------------- ----------------I 
0,008 -0,008 0,4!>2 -0, 4~2 -0,23~ 0,29~ -0,20.S> o, 20.S> l 

-o ,oo8 o,oo8 - 0,452 0,452 0,29~ -0,295 o,2o.s:> -o, zo.s:> 

0,009 -0,009 -0,23!> 0,29~ 0,47.S> -0,479 -0,29~ O, 29~ 

-o,oo9 o,oo9 0,29!> -0,2 9!> -0,479 o,479 0,29~ -o, 295 

o,oo8 -o,oo8 -o,2o9 o,2o9 -o,23~ 0,29~ 0,4!>2 -o, 452 

-0,008 0,008: 0,209 -0,20.S> 0,295 - 0,295 -0,4!:i2 o, 452 

-;:~··ã--=-;: ~··ã : -ã~ã;·--=ã~ã;;-=;:õ26---;:õ26-=2:3?9--2 :-9?9 I 
I I 

e, portanto, 

1,448 

-i ,448 

9,8!:i4 

-9,8!:i4 

-5,026 

5,026 

-2, 37.S> 

2,379 

1025,387 

tr (W ) = 0,053; 
11 

w ' w 
1 1 

4,192; tr <z~ ) 2,766; 

w ' w 
2 2 

w 
33 

218,619; 

+025,387 
~2 

a 

0,001; 

1025,387/13 

22 

w'W w 
1 12 2 

78,87 

0,041; 



[201, c alcu l ar 

Os e lementos de w de [211 a f23J e x i gem, d e 

(THT' )- 1
, de orde m n- k que é me nor que 

n ordem da matriz a ser i nver t i da para máxima 

ver·ossimilhanç a 
-1 

(H ) . Para mui tos conjuntos de dados, isto 

s erá exageradament e traba l hoso de c alcular , mas a inversa 
c 

pode ser reduzida a uma ma triz de ordem m. = E m. , . \. 
~- j, 

número 

total de níveis dos efeitos aleatórios d \:'1 mocl~l~L :)I:m\.1~l~'i=\ 

para muitos casos esta matriz seja também mu ito gra nde, será 

sempre menor do que n - k, frequentemente muito menor, e e m 

muitos c asos será tal que a invers a pode s er c alculada. Para 

conseguir esta redução, note de [41 que 

H = I + u D u· [ 241 
n 

para 

u = [ u u u ] 1 2 c 
[ 25] 

e 
c 

D + I = E·;v. . \. m . 
1.=1 I. 

[ 26] 

Então, 

[ 271 

c 

para 
- 1 

M = D + u• s u , de o r dem m. = E m . \. 
1.= 1 

[ 281 

Para os dados do exemplo, como 
2 

m = L: ~ = m
1 

+ m
2 

= 2 + 6 = 8 ni veis de efeitos aleatórios: 
\.=1 

23 



y ~ [~ ~] 2<P6 

1 o o o o o 
2 

D E+ I 
o ~ o o o o 

Y . 
.A>2 ~ m. y2 o o :1 o o o 

c= 1 I. 
o o o i o o 
o o o o i o 
o o o o o ~ 

_ __, _______ - ------ - - -

i/Y1 + 3.9 - 3.9 1.2 -1.2 1-~ - ~ - ~ 1.2 - 1. 2 

-3.9 1 /Y 1 + 3.9 -i.2 i- 2 - .1. ~ 1 . ::; -1..2 1.2 

1.2 -1.2 1 /Y2+ L2 -1.2 o o o o 

-1.2 1 .2 -1.2 1/Y 2 + 1. 2 o o o o 

1.~ - 1 .~ o o 1/Y2 + i.~ -1.::> o o 

M 
: -i-~ 1.~ o o 1 / Y2+ 1.~ o o 

-1.~ 

1.2 - i . 2 o o o o 1 / Y2+ 1. .2 -1.2 

-1.2 1.2 o o o o - L 2 1 /Y + 1. 2 

24 



w 
o = 

Agora, definimos 

r u · 1 
l y ' J s 

u·su 
y•su 

U'Sy 

y ' Sy ] = [ 
w 

0 0 

w• 
o 

que, conforme [201 é W com H substituído por I. Então, ao 

utilizar l271-[291 em [ 201 , w fica 

w = [ ~: ] 
= [ ~: ] 

= [ ~: ] 
w [ = o 

= 

= 

= 

T' (THT' ) - 1 T [ u 

(s - s v M-
1 u·s) 

s 

u· 
y• 

[ u 

] 

y J - [ 
v· 
y• 

s v M- 1 v•s 

w M- 1 w 
00 00 

w'M- 1 W 
o 00 

w M- 1 w 
00 00 

w 
o 

w'M- 1 W 
o 00 

25 

w o 

y ] = 

[ u y ] = 

] s v M- 1 v·s [ u y ] = 

[ u y ] = [30 1 

W M-
1

w ] 00 o 

w'M- 1 w 
o o 

r 3 11 



No nosso exemplo: 

3 1 9 -3 ,9 1 '2 -1 ' 2 1 , ~ 

-3 ,9 3 '9 - 1 , 2 1 '2 - 1 ' ~ 

1 ' 2 -1 ,2 1 '2 - 1 , 2 o 

w 
1 , z - 1 'z 1 '2 o 

-1 , 2 

o 
1 '~ - 1 '!5 o o 1 ' !5 

- 1 '::; 1 '~ o o - 1 ' ::; 

1 '2 -1 '2 o o o 

~~~~-----~~~-----~---------~---------~---
211 '3 -2 11 , a ao,<S - ao,<S 70,5 

[\.) e conside r a ndo r = 18,57 e rz= o, 34 . temos : 
O'l 1 

319!54 - 319 1 1 z - 1 , 2 1.,~ 

- 319 3 1 9 !54 -1 12 1 1 2 - 1 , !i 

1, 2 -1,2 4, 141 - 1 , 2 o 

- 1,2 1,2 -1 , 2 4' 1 41 o 

M = I 1 1 ~ -1,5 o o 4,441 

- 1 1 !5 1,5 o o -1 15 

112 -1 , 2 o o o 

- 112 112 o o o 

-1 , 5 1 , z 

1 '!5 - 1 ' z 

o o 

o o 

- 1 ' !5 o 

1 ' !5 o 

o 1 '2 

- 1 , z : 21 1 ' 3 
I 

1 , z : -211 , 3 
I 

0 I 
I 
f 

0 I 
f 
I 

O I 
I 
I 

O I 
I 
I 

- 1 , z : 

8 0 ,6 

-ao ,6 

70 ~ !5 

-7 0 ,::> 

60,2 
I 
I 
I 

--~-------~~~~- - -----~~~~ --=~~2~-1 

-70, !5 60,2 - 60,2 : 1 2!533 ,!5 

- 1,!i 1 1 2 - 1 ' 2 

1 I~ -1 , 2 1,2 

o o o 

o o o 

- 1,!:$ o o 

4,441 o o 

4' 141 - 1' 2 
o 

o -1,2 4,141 



4.2. ALGORITMOS 

O cálcu l o de W l311 e xige c alcular [281 e {291. 

Em l291: para S de l71 , o termo principal de l291 

é 

w = u~s u = 
00 

u~ [I - xcx~x)-1 x~J u = 

= u~u u~ xcx~x)- 1 x~u = 

= u~u - u~x dia g {1/ n
1

, .. . ) 1/rlx} x· u [321 

onde u·u é a familiar .. matriz dos coeficientes" para os 

efeitos aleatórios. Para o nosso exemplo: 

9 o a o a o 2 o 
o 8 o 2 o 3 o 3 

3 o 3 o o o o o 
o 2 o o o o o o 

u·u 3 o o o 3 o o o = o 3 o o o 3 o o 
2 o o o o o 2 o 
o 3 o o o o o 3 

Em [321, uma tipica sub-matriz de u· x é 

u: X = { nt.Cj> 't } 
[ 33] 

para j = l, . .. ,m.; l 
\. 

= 1, . .. ,k; e m.x k matriz 
\. 

cujos ele-

mentes ti picos n . t representa o número de 
\CJ) ' 

observações 

no j- ésimo ni vel do i.-ésimo fator de efeito aleatório e no 

t-ésimo sub-total das células dos fatores de efeitos fixos. 

Para os dados da Tabela 1, temos que as linhas são 

consideradas fixas, com k=3 wveis. O primeiro fator 

27 



aleatório, que corr.esponde às colunas, tem 

por [ 33J : 

ri 1 1 o o 1 1 1 o o o 1 1 o o 

:] 
1 o 

u·x = 
lo 

1 o 
1 o o 1 1 o o o 1 1 :1 o o :1 1 

1 o 
1 o 
1 o 
o 1 

o 1 

o 1 

o 1 

o 1 

o 1 

o o 
o o 
o o 
o o 
o o 

[: ::] [ 

para j= 1,2 Q l =1,2,3. 

m = 2 ní veis 
1 

o 1 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
1 

1 

1 

1 

1 

e, 

O segundo fator aleatório são as interaç~es, 

com m = 6 niveis e em I33J 
2 

28 



r1 1 1 o o o 

l~ 
o o 1 1 o 

u·x o o o o 1 
2 

o o o o o 
o o o o o 
o o o o o 

r 3 o o , 

l ~ ~ ~ j o 9 o 
o o 2 

o o 3 

o o o o 00 000 

o o o o 00 000 

1 1 o o 00 00 0 

o o .1 1 1 o 00 0 

o o o o o 1 i o o 
o o o o 00 o 1 1 

r n2 ( 1 > '1 

I 
nz <.t >, z 

nz<z>, 2 

n2<3>, 2 

nz<~o,z 

nz<:s>, 1 nz<:s>,z 

nz < 6 > , 1 nz < 6> , 2 

ol 

~j 
1 o o 
1 o o 
1 o o 
.1 o o 
1 o o 
o .1 o 
o 1 o 
o 1 o 
o 1 o 
o 1 o 
o 1 o 
o o 1 

o o 1 

o o 1 

o o 1 

o o 1 

nz <i>, 3 l 

I 
nz < • >, 3 

nz < :s >. 3 

nz < 6>, 3 

p~r~ j:1,2, .. . ,6 Q l=1, 2,3. 

1 

O segundo termo de [291 é 

para L= 1, •• ,c 

De [ 71 , 

w = o ={ 

S y =X 

U~Sy 
\. 

é o vetor y com cada 

observação substituída por seus desvios da média dos níveis 

dos fatores de efeitos fixos nos quais ele ocorre: 
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X 

Portanto, 

w = o 

s -= y y--

= y - { yl 1 

{ u· x ~ 
. ... ) 

( k I E+ -1 
J n y -

nt J -
L t = 1 

l 

nt } para l = 1' ... ,k. 

para i. = 1 , . .. , c 

é um vetor m.x 1 de totais dos x's, referente a ... 

ni vel do i.-ésimo fator aleatório. 

[ 341 

cada 

Para ilustrar x, utilizamos a notação familiar 

ponto e barra para totais e médias,isto é, 

3 

y = L YHr 1 . • 
r =t 

X = { ypqr 
y 

l.. 
p .. 

e w de [ 341 é 
o 

e 

} 

- t't 
Yu. = Então . 

3 

para p=1,2,3 ; q=1,2 e r=1,2, ...• n 
pq 
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O termo final para [ 291 é 

[ 3 51 

que é a soma de quadrados total dos x's , ou seja , a soma 

de quadrados dentro das células dos y's para as k células 

dos fatores fixos. 

3 2 

No exemplo é = E E 
p=1 q = :l. 

Tendo calculado 

n 
pq 

E 
r =1 

w 
0 0 

e w para w o o 
- 1 

M e x igida para W em [ 3 1 1 vem de [ 281 e r 291 

M 
- 1 

= D + W 
0 0 

Então, a matriz e termos dos vetores de W são 

31 
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como 
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e 

Yf 
o 

- :1 -:1 = D M w 
o, 

{ 37] 

o termo escalar w - w ' M-
1

w permanece como está . 
o o o 

Como THOMPSON apontou, as vantagens do lado 

direito de [37 ) sobre o esquerdo, consistem na 

multiplicação de M- 1 pela diagonal, em vez de matrizes 

s imétricas. Com essas expressões, a implementação da técnica 

iterativa pode ser executada exatamente como HEMMERLE e 

HARTLEY (1973) sugeriram . 

Primeiro, calcula-se w 
00 

para o s dados , 

utilizando [32]-[35] . Então, atribuimos um conjunto inicial 

de valores aos r . ' s, i.=i, . • . ,c , e utilizando-os em D de 
\. 

-1 
l 26l, obtém-se M de l36l e calcula- se M . Então, utiliza-se 

- 1 
M em [ 371 e [ 31 1 para obter W. Os elementos de W são então 

utilizados em l21l, I22l e { 23 ) para obter, pelo 

procedimento de Newton-Raphson, soluções das equações 

fo rmadas igualando 1161 e [171 a zero. Para cada iteração, D 

de [ 26 1 altera e, portanto, M de [ 361 também troca; 

consequentemente, por [ 371 mudam os termos de w. 
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~e ~VR no c aso e s pecifico do Exe mplo d e 2 . Essa t 'O t ir: a 

e:-:i gia dig.itar- Ets ro.:ttri z.ee y. Lh e U2, o q ue t o r ·(lr.tva o 

traba lho oa s 1:.ante cans ativo dadas a s d i mensõe s das me s mas . 

Além d i s so , para c ada s i t,uaÇ~o, era nece ss.~ rio al terar as 

submatr izes de ~-

Em vista dessas dificuldades , est ende u- s e a 

r ot ina para toda s i t.uaÇ~o em que oco rrem doi s f atores com 

gua l gu e r n(: mero de ni ve is, de modo qu e somente se ja 

necessário entrar com a matriz de dados y. Pa!·a i sso , 

desenvolvido o prog rama MVR.EXE, em linguagem TURBO BASIC. 

O programa encontra-se no Anexo e os result ado s 

d e uma aplicação na Tabela 3. 

Tabela 3 . 

Est i mativas de MVR para o Exemplo de 2. 

Iteração 2 y1 y2 a 
- --·--· 

1 77,7747 17,5693 0,3520 
2 79, 078 18 ,4383 0 , 3398 
3 78,9207 18,5532 0,3411 
4 78,8613 1.8,5688 0 , 3417 
5 78,8468 18,5722 0,3418 
6 78,8434 18 ,5730 0 ,3419 
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CLS 
P r 1 n t UN IVE RSID ADE FEDERAL DD RI O GRANDE DO SU L" 

DEPARTAMENTO DE ESTATISTICA" ?" 

? 

? 

? " EST IMATIVAS DE COMPONENTES DE VARIANCIA 
UTILIZANDO O METODO DA ? " 

? " MAXIMA VER OSSIMILHANCA RESTRITA" 
? 

? 

? 
7" OI NARA WESTPHALEN XAVIER FERNANOEZ" 
? 
? 
? 
? " Programador Ivo Gregorlo Lima Wagner" 
? 
? 

? 
7 
? 
?" PORTO ALEGRE" 
?" Rio Grand e do Sul - Bras i I" 
7" Outubro 1g92" 
st$ lnput$(1) 
e i s 
? lt INSTRUCO ES" 
?" Es te programa serve para proceder a anal i se de dados pelo metodo da max lma" 
? "veros sl mi lhanca restrita, e necessita para funcionar de um computador da I inha" 
?"PC- XT com o programa soe e de um dlsquette de trabalho que devera ser mantido" 
?"permanentemente no drive A." 
? 
?" Dev emos definir: 
?" *O nome do programa de dados e dos dados:" 
?" *Estimativa Inicial de tetal e de teta2:" 
?" *O nume ro de tratamentos:" 
? n 

? n 

st$=inPut$(1):cls 

*O numero de blocos:" 
*O numero de repetlcoes por tratamento;" 

7" APO S defin ida a estrutura, tem Inicio a entrada de dados que deve ser " 
? "realizada via teclado.Para va lores mi sslng colocar <•••> tres asteriscos " 
?"na sua posicao ." 
? 
?" 
?" 
?" 
?" 

Ex: 2 Blocos 2 Tratamentos 2 Repeticoes por tratamen to" 

? 
? " 
? n 

126 
167 

*** 
132 

135" 
**" 

176" 
154" 

7" No exemplo acima os dados referentes ao BLOCO 1 TRATAMENTO 2 
?"e ao BLOCO 2 TRATAMENTO 1 REPETICAO 1; sao valores mlsslng , 
?"ln ves dos valores , entramos com*** · 

AEPETICAO 2" 
por Isso ao" 

?" A ent rada de dados se da por um bloco de cada vez e temos um Indicador de" 
?"posicao, na primeira linha da tela . 
? 
?" Apos a entrada de nossos dados o programa Ira criar no disquete do drlve A" 
?~tr es arqui vo s com o nome escolhido e com extensoes . AUX , .DATe . <sem ext 
?"ensao) : que sao: " 
?" nome.OAT <Ma tr iz de dados e poslcoes destes > 
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? n nome.AUX (Matriz de d iver sos va lo res ute i s > 
?" nome . <Programa em linguag em soe para o exemplo especif i co>" 
s t$ = in Pu t$ ( 1 ) :c I s 
? " Apos a gravacao o programa salra para o DOS , onde Iremos entrar em amb i-" 
?"ente soe e ut ili zar o programa gerado <nome. ) pa r a efetuar a anal i se." 
? 
?"Devemos proceder dessa forma :" 
?"d:\cd soe " 
?"d:\SOe\ 
?"d:\SOe\SOe 

<entramos no subdiretorio soe >" 
(Chamamos o programa SOe seguidO de ENTE R )" 

? 
?" O Programa soe s era carregado na memorla , entre com :" 
? 
?"d:\SOe>exec A:FORNOS." 
? 
? "Seguido de ENTER, e entao te remos Inicia do a analise da maxlma veros slmllhan 
? "ca restrita para os nossos dado s ." 
st$= in put$(1 ) :e is 

OIM 0$( 1000):01M W$(1000):L=2:K=2 
eLS 

INPUT "No me dos dados ":N$ 
lf n$=" " then 

n$="dados" 
e na I f 
PRINT 
IN PUT "Valor est i mado de t etal ":TETAl 
prlnt 
input "Valor estimado de teta2 ";TETA2 
Prlnt 
INPUT "Numero de Blocos " ;B$ 
PR INT 
INPUT "Numero de tratamen tos " : T$ 
PRINT 
INPUT "Repetlcoes por t ratamentos ":R$ 
eLS 

FOR A=l TO VAL (T$) 
FOR S=l TO VAL (B$) 

e=e+7 
FOR f=l TO VAL {R$) 

LOCATE 1 ,5:PRINT "TRATAMENTO ";A;" BLOCO "; S ; " REPETieAO ":F 
L=L+l 
LOeATE L,e 
0$(E) = STR${A)+STR${S)+STR$(F) 
INPUT W$(E) 
E=E+1 

NEXT F 
L=K 

NEXT S 
cls:L=K:e=O 

NEXT A 

I NPUT "DeseJ a rever os dados {s/n) " :s t$ 
l f st$="s" or st$="5" then 

cls:e=O:'I=3 
FOR A=1 TO VAL (T$) 

FOR S =l TO VAL (8$) 
e =e+7:1ocate 2,c:? "B.":s 
FOR F=1 TO VAL {R$) 

LOeATE l,lO:PRINT "TRATAMENTO ":A:" 
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L=L+l:loca t e 1 , 1:?"R." : f : "õ" 
LOCATE L,C 
0$(E) = STR$(A)+STR$(5)+S TR$(F) 
PRINT W$(E ) 
E=E+1 

NEXT F 
L=K 

NEXT S 
s t$=1nput$(1) 
cls:L=K:C=O 

NEXT A 
ENO IF 

I NPUT "Des e Ja alterar algum dado (s/n) ":st$ 
Wh 11 e s t$ ="s" o r st$="5" 

eis 
LOCATE 2 ,20 : ?"(( ROTINA OE ALTERACAO >>" 
LOCATE 4,10:?"Por favor e ntre com:" 
locate 6 ,15:1npu t "Numero do tratamento ":A 
locate 7,15:1nput "Numero do bloco " : S 
locate 8, 15:1nput "Numero da repeticao ":F 
S$=str$<a>+str$(s)+str$(f} 
fo r w= O to (val(b$)+val(t$}+val(r$}} 

lf S$=d$(w) then 
d=w 
? 
?"Valor antigo ":w$(d) 
input "Novo valor " : w$(d}:x=1 

e n d i f 
ne xt w 
if x=O then 

locate 20,20:?"((( VALOR NAO ENCONTRADO )))" 
en d i f 
x=O 

? 
loca te 24,10:1nput "Deseja alte rar mais algum dado (s/n} " : st$ 

we nd 
eis 
Y$="" 
X$="" 
S=(VAL(B$}*VAL(R$}*VAL(T$}) 
e= o 
LOC ATE 10,20:?"((( GRAVANDO OS DADOS ... )))" 
OPEN "o",t1,"A:"+n$+".dat" 

FOR T=O TO S-1 
if W$(T) <> "***" then 

Y$=MI0$(0$(T),2 ,1) 
W=VAL (B$):u=VAL(MID$(0$(T},4 , 1)) 
X=VAL(MI0$(D$(T},2,1)) 
Z=(VAL(B$)*VAL(t$))-(((X-1)*2)+u} 
P$="":X$ ="" 
FOR I= 1 TO (VAL(8$)*VAL(t$}-(Z+1)) 

P$=P$+"0 
NEXT I 
P$=P$+"1 
FOR I = 1 TO Z 

P$ =P$+"0 
NEXT I 
G$=W$(T) 

" 

FOR 1=1 TO U-1 
X$=X$+"0 
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NEXT I 
X$:XS+ "1 
FOR I = 1 TO W-U 

X$:X$ +"0 
NEXT I 
PR I NT i 1, G$, Y$, X$ , P$ 
p : va i (mld$( d$ (t), 2,1) ) 
n(p):n(p) +1 

el se 
e =e+ l 
e nd I f 

NEXT T 
CLOS E 

fo r z = 1 to vai (t$) 
m<z>=n<z>+m<z-1) 

next z 
open "o",t1,"A:"+n$+" .aux " 

Y ( 1 ) =V A L <T$) 
Y(2)=VAL(6$) 
Y(3)=VAL(6$)~VAL(T$) 

Y(4)=VAL(6$)~VAL(T$)~VAL(R$)-e 
Y(5)=VAL(R$) 
Y(6)=TETA1 
Y<7)=TETA2 
lf va l(t$)(7 then 

t$="7" 
e nd I f 
FOR Z= 1 TO val(t$) 

PRINT +1,Y(Z),n(z) ,m(z ) 
NEXT Z 

close 

FOR G = 1 TO VAL(B$) 
H$=RIGHT$(STR$(G),1) 
BB$ = 66$ + "O"+h$+" 

NEXT G 
I =y( 1 )~VAL(6$) 
FOR G = 1 TO I 

H$=RIGHT$(5TR$(G),1) 
BT$ = 6T$ + "U"+H$+" 

NEXT G 
G$="Num y b "+66$+BT$+": " 
5$= "arqu ivo m = aoref <a:"+N$+" . dat) y o" +B8$+8T$+":" 
F$="R = LEIA "+CHR$(34)+"A:AUXILIA"+CHR$(34)+":" 
U$="Z = LEIA "+CHR$(34)+"A:MATRIZ"+CHR$(34)+":" 
open "o",t1,"A:"+n$+"." · 

PRINT t1,"GENE5E A:MATRIZ" 
PRINT +1,G$ 
PRINT +1,5$ 
PRINT t1,"{" 
PRINT t1,"1elaf(m):" 
PRINT +1," }" 
PRINT +1,"GENE5E A:AUXILIA" 
PR 1 NT + 1 , "NUM Z F V: " 
5$= "arquivo m = aoref <a:"+N$+".AUX) Z F V:" 
PRINT +1,5$ 
PRINT t1,"(" 
PRINT +1, "LEIAF(M):" 
PRINT +1, " }" 
PRINTt1, "em" 
PRINT t1 , "LIMPE:" 
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end 

PRINT ill,F$ 

for s=l to 8 
re a d d$ 
pr in t tl,d$ 

next s 

f0RK=1T OY(1) 
H$ =RIGHT$(5TR$(K) ,1) 
O$="H" +H$+"=RC"+H$+",3J ;" 
A$ ="RT "+H$+"=RC"+H$+",2J:" 
0$=0$+A$ 
PRINT +1,0$ 

NEXT K 
PRINT tl,U$ 
PRINT il,"Y ZC,ll;" 
PRINT t1,"8 = ZC,2J;" 

A$ -="" 
FOR K= 3 TO VAL (6$)+2 

A$=A$+STR$(K)+" " 
NEXT K 
O$="U1 = ZC,"+A$+");" 
PR I NT i 1 I 0$ 

A$ ="" 
i =v a 1 < b$ >+<v a I < b$) :~; y < 1 ) >+2 
FOR K= 3+VAL(6$) TO I 

A$=A$+STR$(K)+" " 
NEXT K 
O$="U2 = ZC,"+A$+"1;" 
PRINT i1,0$ 
PRI NT tl,"x = delln(B);" 
PAINT t1,"s=ldent(N0) -x*lnv<x'x>*x':" 

A$ ="" 
FOR K : 1 TO V(1) 

H$=RIGHT$(5TR$(K),1) 
A$=A$+"(H"+H$+"-(RT"+H$+"-1)):(H"+H$+"-1) 

NEXT K 
O$="T=SC"+A$+",J:" 
PRINT +1,0$ 
for s=1 to 42 

read d$ 
prlnt tl,d$ 

next s 
close 
GLS 
LOGATE 10,20:?"(( DADOS GRAVADOS >>" 
LOGATE 12,20:?" MUITO OBRIGADO 
ST$=1NPUT$(1):GLS 

DATA "TR = RC1,1];" 
DATA "BL = RC2,1J;" 

, DATA "P = RC3,1l;" 
' DATA " NO = AC4,1J;" 
DATA "RPT = RC5,1J;" 
DATA "TETA1=RC6,1l:" 
DATA "TETA2=RC7,1J:" 
DATA "TETAO=RCS 7,1 1: " 
DATA 
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~ ..... 

DATA "lnter=1:1mprlme In te r :" 
DATA "cond•1:" 
DATA • enquanto < lnt&r <=20 && cone! >.ODD1 >I • 
DATA • h=teta1•u1.-u1 I + teta2'*U2'*U2 1 +ldent(no):" 
DAT A " a=t 1 .-lnv<t_.h_.t~):tt;" 
DATA •• 
DATA "w=lu1 ~.-a :tu1 u1 ~.-a .-u2 u1 ~.-a.-y,u2 1 11ta* u1 u2 1 .-a*u2 u2 1 

.. B*Y.Y 1 *a.-u 1 Y 1 '*a*u2 y l*a.-y) ; • 
DA TA 
DATA " den•(NO-TR);" 
DATA 
DATA " 
DATA " 
DATA 
DATA " 
DATA 

slgma=lnv<den>*wC(BL+P+1 ),(BL+P+1)l; Imprime sigma: " 
s t 1 = (-o . s > * t r a c o< wc 1 : B L, 1 : B Ll > +<o . s.-1 n v< s 1 gma > > .-w c 1 : B L , < B L +P+ 1 > l I .-w c 1 : B L I < B L+ P+ 1 > l : • 

s t2. c - o. s > .-t r a c o< w c <a L+ 1 > : < P+B L > , c a L+ 1 >: c 8 L +P > l > +<o. s.-r n v< s 1 gma > > .-wc c B L+ 1 > : < P+8L > , c a L+ P+ 1 > 1 I *wC c e L+ 1 > : c P+ e L > • <e L +P+ 1 > 1 : • 

DATA • v 12 c (o. s > .- t r a c o< wc 1 : B L , < Bl + 1 > : < B L +P > l .-wc 1 : B L , < BL + 1 > : < 8L +P > l 1 > -w c 1 : B L , < 8l + P+ 1 > l I .-wc 1 : B L , < 8 L+ 1 > : < B L+ P > l *wC < B L+ 1 > : < P+B L > , < B L+ 
P+ 1 > l *C In v C sIgma>); • 
DATA •• 
DATA " v 11 =<o • s > .-t r a c o< wc 1 :e L , 1 : au.-wc 1 : 8 L , 1 :e Ll 1 > -w c 1 : B L , < B L+ P+ 1 > l I .-w c 1 : B L , 1 : B ll •w C 1 : Bl , < B L +P+ 1 > J * < 1 n v< s 1 gma > l ; " 
DATA •• 
DATA • v22=(0.5):ttraco(wC(BL+1):(P+BL),(BL+1):(BL+P)).-wCCBL+1):(P+BL)~(BL+1):(P+BL)l 1 ) -wC(BL+1):(P+6L),(6L+1+PlJ 1 xw((6L+1l:CP+6L) ' 
,(BL+1 ):(6L+P)J:twC CBL+1):(P+Bl),(BL+P+1)J.-(Inv(slgma));" 
DATA 
DATA 
DATA 
DATA 
DATA 
DATA 
DATA 
DATA 
DAT A 
DATA 
DATA 
DATA 
DATA 
DATA 
DATA 
DATA 
DATA 
DATA 
DATA 
DAT A 
DATA 

.. 
• v=l v11 v1 2, " 
" v12 v22l:" 
• s t = I s t 1 , s t2 l : • 
• tetas=tetaO -I nv< v >*st: • 
• cond=sq rt (squad(tetas- tetaO)xlnv(squad( t etaO)));" 
• Imprime tetas:" 
• te taO= tetas : " 
"teta l=te taOCl ,l:" 
" teta2=tetaOC2,l: " 
• lnte r= lnte r +1: " 
• Imprime Inter: • . ) . 
" h=tetal:tu l*ul' + teta2xu2* u2 ' +ldent( NO) :" 

" Imprime sigma:" 
• f 1m: • 
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