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RESUMO

A estimagdo de componentes de varidncia e
covaridncia por Maxima Verossimilhanca Restrita (MVR)
comecou a ser desenvolvida por vArios pesquisadores para
especi ficos modelos balanceados de Anadlise de Variadncia e,
mais tarde foi estendida para todo modelc balanceado de
ANOVA.Foi colocado em sua forma mais geral para modelos n3o
balanceados por PATTERSON e THOMPSON (1971). Esses autores
dividiram a fung3@o de verossimilhanga, sob condi¢@es de
normalidade, em duas partes, de modo que a maximiza¢3o da
parte livre dos efeitos fixos fornecesse os estimadores de
Maxima Verossimilhanga (MV) para os componentes de wvariincia
e a outra fornecesse o0s estimadores para o efeito fixo.

O procedimento que descrevemos foi proposto
por CORBEIL e SEARLE (1976) e ¢ aplicavel a modelos mistos
nao balanceados para qualquer mistura de efeitos fixos e
aleatdérios. Isto & conseguido pela adaptag3o da
transformasio utilizada por PATTERSON e THOMPSON (1971) e
pela adaptagio da transformasdoc descrita por HEMMERLE e
HARTLEY (1973), que simplifica grandemente o calculo dos

estimadores de MVR



SUMMARY

The estimation of the variance—-covariance
components by Restricted Maximum Likelihood (REML) started
to be developed by several researches to some balanced
models of Analysis of Variance (ANOVA). Later on 1t was
extended to all balanced models of ANOVA.

PATTERSON e THOMPSON (1871) presented it in a
general form for unbalanced models. They decomposed the
likelihood under normality in two parts, one being free of
the fixed effects.

We described a procedure proposed by CORBEIL e
SEARLE (1976), which applies to unbalanced mixed models for

any mixture of fixed and random effects.



METODO DA MAXIMA YVEROSSIMI LHANCA RESTRITA PARA

ESTIMAGCAO DE COMPONENTES DE VARIANCIA

1. INTRODUGCAO

Consideremos o modelo misto da andlise de
variidncia representado por um vetor de observagd®es y tal
que

y =X g +U/fB + e [11]
onde

# € um vetor dos efeitos fixos;

7 € um vetor dos efeitos aleatdrios;

X e U as respectivas. matrizes do delineamento e

e ¢ um vetor de erros tendo variincia o°.

As diferentes variidncias dos elementos de B e de

e gsio os componentes de varidncia do modelo.

O procedimemento de MV de HARTLEY e RAO (1967)
produz a estimagio simultéanea dos efeitos fixos e
dos componentes de varidncia pela maximizag@o de ¥y em
relagZo a cada elemento de # e em relagdo a cada componente

de variancia.



Em contraste, CORBEIL e SEARLE (1976) desenvolve-
ram estimadores (e suas variincias para amostras grandes)
que sdo livres dos efeitos fixos, no sentido de que a
verossimilhanga n3o contém H;: isto €, maximizaram a
verossimilhanga sobre um conjunto restrito de parametros.
Esta € uma generalizagd3o do procedimento sugerido por
THOMPSON (1962) que considerou o problema somente para dados
balanceados e para modelos completamente casualizados. O
procedimento aqui desenvolvido € aplicavel para dados n3o
balanceados gerais (incluindo, € claro, dados balanceados,
08 quais s3o, Jjustamente, um casoc especial), e £ tambsm
aplicavel a modelos mistos para qualquer mistura de efeitos
fixos e aleatdrios. Isto € conseguido pela adaptagio da
transformag3io utilizada por PATTERSON e THOMPSON (1971) que
procedeu 2 parti¢3io da fungio de verosimilhanga em duas
partes,sendo uma delas inteiramente livre dos efeitos fixos
e sua maximizagdo resulta no que chamamos de estimadores de
maxima verossimilhanga restrit# (MVR) para os componentes de
variadncia. Foi feita uma adaptasio da transformascZo descrita
por HEMMERLE e HARTLEY (1873) que simplifica grandemente o
calculo dos estimadores de HARTLEY e RADO, auxilia o calculo
dos estimadores de MVR e também simplifica a dedusdo de suas
varidncias para amostras grandes. Finalmente, maximizando a
parte da verossimilhanga n3ao utilizada pelos estimadores de
MVR, fornecemos a estimascdo dos efeitos fixos, baseados nos
estimadores de MVR.

Os estimadores de MVR n3io sio somente invariantes



rara os efeitos fixos do modelo, mas 8o tambSm livres das
estimativas dos efeitos fixos. Além disso, em muitos casos
de dados balanceados (igual numero de observactes em
subclasses) investigados., os estimadores de MVR s3o
idénticos aos familiares estimadores de andlise de variidncia
(ANOVA) para tais dados. Os estimadores de MV de HARTLEY e
RAO ndc possuem esta propriedade & ela ¢ considerada em
razio das propriedades dtimas dos estimadores de ANOVA para

componentes de variancia para dados balanceados.

2. O MODELO

Seja o modelo [1] caracterizado por
y=3X i+ b + U b ¥ g U b e [2]
1 i 2 2 c <

onde

Yy € um vetor de n obervasSes;

2 €& um vetor de k constantes desconhecidas
(efeitos fixos do modelo);

X & uma matriz de incidénecias n x k, de rank
coluna completo, correspondente a #4 e com k < n ;

lﬁ € uma matriz do delineamento n x m associada

: '—é ] c
com o i—#simo fator aleatdério, com E:ﬁ+k<n;
i=a
kﬁ € um vetor de m variaveis aleatdrias

independentes e identicamente distribuidas segundo N(O;af)

com 08 bi's sendo mutuamente independentes;



e 2 um vetor de n variiveis aleatédrias i.i.d.

z
N(O;o ) e independente dos b “s.
.

Portanto, y tem distribuicio Normal multivariada

com media E(y) = X u e
varidncia Var(y) =V = H.o° (3]

onde

i 2 2
H = ?_f’t Ui. Ui. + In para yL = ai. A E [ 4]
pois
V(y) = V( X u + U1 b1 o s Uc bc + e ) =

= U1 V(b1) U1 + ... + UC V(bc) Uc + V(e) =

2 - 2 o 2
U & U % ..: +U & U $& I =
1 i 1 = c c

B 2 " z " Zz P ] o
= o [ U1 ai/b; U1 + ... + Uc oc/bz Uc + o /o I

11

2 3 - —
o [ U1 ¥ U1 P e T UC "5 Uc + I ] =
2 i 2
= & [}: : 5 Ui. Ui+I]=cr H
L=1
# € um vetor do numero mAximo de fungBes

estimaveis linearmente independentes dos efeitos fixos. O

mais simples desses +vetores tem como seus elementos as
m&dias populacionais de todas as c€lulas de efeitos fixos
que contém dados. A correspondente X de [2] tem ent3Eo uma
forma simples.

Definimos y como sendo as observagSes



ordenadas tal que todas elas. dentro de cada célula dos
fatores de efeitos fixos, seguem sequencialmente um e outro.
Se existem k dessas células contendo dados, com A t—-2esima

delas tendo gf 0 observagSes, entldo

% +
onde 1n € um vetor de n uns e Y. representa uma soma
L

direta de matrizes.

Uma ilustrag3io ¢ dada a seguir em termos de um
exemplo numérico apresentado por BOWKER e LIEBERMAN (1968),
que conslste de trés observasBes em cada c£lula de uma

classificasdo cruzada dupla com trés linhas e duas colunas:

Um engenheiro de garantia de qualidade para um
componente eletrfénico industri;l percebe, intuitivamente,
que existe grande variabilidade entre os fornos utilizados
por sua firma para testar a wvida dos vArios componentes.
Para verificar se estd ou n3o correto, ele escolheu um tipo
de componente e obteve os dados apresentados na Tabela 1,
para trés temperaturas comumente utilizadas para testar =a
vida destes itens. O componente € acionado no forno até
falhar. Dois fornos aleatoriamente escolhidos foram

utilizados no experimento.



Tabela 1
Tempo dos componentes (em minutos)

Fornos
Temperatura F1 F2
o Z37 178
e & 254 179,
246 183
o 208 146
650 F 178 145
187 141

E .3

0o 192 142
600" F 186 125
183 136

0 modelo para ypqr.r-ésima observagdo na p-2sima

linha e 9-#¢sima coluna é

v =g + a o+ Bq + (aﬁ)Pq + e

para p = 1,2,3 3 a =1,2 e r = 1,2,3 onde g & a média
geral; ap & o efeito devido é‘p—ésima linha; ﬁq & o efeito
devido a g-¢sima coluna ; {aﬁ)pq © o efeito da interagio e
epqr € 0 termo erro associado & observag3o y;qr.

HEMMERLE e HARTLEY (1873) adaptaram o exemplo para
ilustrar dados nEo balanceados, com a retirada de duas
observagSes (assinaladas com #* na Tabela 1), de modo que o

nimero de observasSes em cada c®2lula aparece na Tabela 2.



Tabela 2

Nimero de observacSes em cada c2lula

coluna 1 coluna 2 total

linha 1 3 2 5
linha 2 3 3 6
linha 3 2 3 5
Agora, r = 1,2,...npq para npqz 2 on 3.

Considerando dados desta natureza como sendo de um
modelo misto com efeito de 1linha f£ixo, temos n=16
observasBes para o modelo (2], com ¢c=2 fatores aleatdrios
nas colunas com m1=2 niveis e interagSes com mazs niveis.

A raz3o dos componentes de wvaridncia para esses
fatores s3o, respectivamente, e a;/b; . .= GZB/O; de
acordo com [4]. As células dos fatores de efeitos fixos
estio nas linhas., que sZo trés, e, assim, para X de ([5],
k=3 e os valores de n s3o n =5, n,=6 e n =5.

Matricialmente, o modelo para os dados da Tabela 1
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3. OS ESTIMADORES

Dada a fung3do de verossimilhanga para

y _ N(Xp, Ho®),

1 1

(y—xM>'H“(y~x“)]
2

2 = E:KP[—
L(y.u,o ,¥) (2noz )n/z lﬁli/z 20 »

o logaritmo da fungdo de verosgsimilhanca £

1 1 1
S e 2 _ - log [H] _
A= > n logezn 5 n logeo > e
1 -1
= T3 o2 (r —Xu)H " (y - Xu) [6]

Para reparti-la em duas partes, uma delas livre

de ¢, PATTERSON e THOMPSON (1971) sugerem a transformagio

= .
singular [ x,H—zj]y onde

k
S =3I - XOPX)™%X = }f(Ih - h:‘Jn ) (71
1=1 t t

& gsirétrica e idempotente, sendo Jn uma matriz de uns ,
1

Desde que SX €& nula, pois

SX = [T - X(X*X) ™* X = X - X(X*X)' X°X =X-XI= X-X= O,



Sy tem distribuigfo N(®:SHSo”) independentemente de X H 'y .

E claro gue a distribuicdio de Sy £ livre dos
efeitos fixos p e, portanto, sua fungdo de verossimilhanca
forma a base de nossa dedugdo dos estimadores dos
componentes de varidncia envolvidos em HOZ- Entretanto, para
evitar a singularidade de SHS surgida da forma de S mostrada
em [7]),utilizamos uma alternativa para S dela derivada pela
retirada da ni—ésima, (n1+ nz)—ésima,(n1+ . ¥ .. .nk)—ésima,

SRR (ni S U ﬁk)—ésima linhas. Tal matriz, not a da

por T, tem ordem (n - k) x n e ¢ dada por

k
+ 1 -1
T =X [( In -1 : on—i ) = J(n -1 xn ] [81
=g L t t L
k+ g 1 -1
= (L -»"J 1 en-1 ) [9]
1=1 t L t
onde O ¢ um vetor de zeros deordem n-1 e
L
J € uma matriz de ofdem m = L xn cujos
n - 1 t i

elementos s3o uns.
A matriz T ¢ facilmente reproduzida retirando a

Gltima linha de cada sub-matriz de S.

Para o exemplo gue estamos considerando, temos:

. = .5 , n =6 e n =5 . EntZo:

2 3

10
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Para X de [51 & prontamente visto que
TX = @ [101}
e pela prdpria natureza de T, € facil mostrar que
T (TT*>7'T = s (111

como verificamos numericamente atraves dos dados.

A transformagio agora utilizada £
T '| Ty
z = X*H J y = X’H_iy [az]

e com vistas em [10], sua distribuicio &
0 THT’ o° o
z N ¥* o ix a o Y H X o2 [13]

Esta transformasio € n3o singular porque X* e T de [5] e
[8] tém, cada uma, "rank"” linha completo e, de [10]1, as
linhas de T sZo linearmente independentes das linhas de X’ .
Consideremos agora o logaritmo da verossimilhanga
de z. Isto &, de [12]1 e [13]1, o logaritmo da verossimilhanca
de Ty e de X'Hﬂvu 03 quais denotamos por hie K

respectivamente:

14



T _1_ (n - k) log 2m _ 1 {n - k) log o
r 2 ¥ 2 5
l > l » > ] -‘1
log |THT” | YT CEET™ ) T ¥ [14]
- = & - 2
& o
A o e l k lOgEE!‘I __1___ k logeoz - i_ logelxs H—i)(i
2 2 2 2
~ L o H 'y - XPH 'xu) 0CH ') P (x*H 1y - X*H *xu)
2 o
gk deg e S ke ldogp® 2 leg 1HTX
- 2 2 2
1 ¥ -1 s yy— 1 -1.,,.,—1
_ (y — Xu)® H X OCH D0 ' H  (y - Xu) 151
?2 o
Como I&inﬁo envolve M, 08 estimadores de o e dos
¥ “s, chamados estimadores de mAxima verossimilhanca

restrita (MVR) 830, seguindo o mtodo de PATTERSON e
THOMPSON (1971),08 valores de o e 'S que maximizam X_.

Derivando [14] vem:

@
>

! m-x), 1 yrar)ity (16)
2 2

zZ o 20’4

'S

@
Q

| Q
b

™
[y

tr [u;_ T* (THT* )~ T ui] +

o7, 2
1 » £ ] » _1 » » > _1
1 y*T* (THT* )" °T U U} T* (THT* ) T y [17)
2 o
para it= 1,2,...,c, onde tr(Q) € o tragso da matriz Q.

156



ITgualando ([16) e [17) a ZEYO, obtemos oS
estimadores de MVR. E claro que as equacBes resultantes n3o
t&m solugdo analitica e devem ser resolvidas numericamente.
Un procedimento iterativo € atribuir valores iniciais para

y '=4{r,, ..., ¥ } e entdo

(i) resolver ~p 4
o“=y*T* (THT* ) "Ty/(n-k) [181]

baseado em [161 e

(ii) utilizar os » valores e o° de [18] para calcular
os novos » valores que fazem [17) aproximar-se de zero. A
repeticdo de (i) e (ii), terminando em (i), € continuada até

que 0 grau de acuricia desejado seja obtido.

Para i1lustrar o processo, fagamos y1=20,00 e
72=0,30 no nosso exemplo. Ent3o:

186
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Com as matrizes y, T e H, obtemos por [18]

> 102¢,0589

&= y’T(THT’)_iT y /(16 - 3) = T s = 794587

e calculamos 0s novos A através de

tr [U;T‘(THT‘}_LTI%] = y’T’(THT’)_Lr\aU;T‘(THT’)_iT y /o

onde H contém ¥, como incdgnita e o valor inicial para
o 0,30 e

tr D&T‘(ﬂﬂ”)_ﬁ‘UJ = yferHT*f*Tt&u;erHrd*ﬁ*y /o

onde H contém Y, como incdgnita e ¥ encontrado na expressio

anterior.

O proceesoc € repetido at® se chegar na precisio

desejada. No caso, obteremos r,=18,57; 7,=0,32 e o°=78,84.
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4. PROCEDIMENTO DE CALCULO

Embora PATTERSON e THOMPSON (1971) tenham proposto
um procedimento baseado no m¢todo iterativo de Fisher para
ce=]1l e spugerido como utilizad-lo para ¢ > 1, a técnica de
Newton—-Rapheon € melhor adaptada a problemas de encontrar
sucessivos valores para ¥ que zerem [17]1 e foi efetivamente
aplicada por HEMMERLE e HARTLEY (1873) para equasses
sgimilares ao método da maxima verossimilhanga de HARTLEY e
RAO (1867). Nég utilizamos sua aplicagdo agqui, o que

gimplifica a notagZo e procedimento de calculo.

4.1. A TRANSFORMAGCZAO W

A técnica de Newton-Raphson, que & um
procedimento iterativo numérico, para encontrar valores dos
elementos de ¥ que zeram [17), utiliza a derivada parcial de

segunda ordem para Ki, em relagio aos yi‘s, ou seja:

S T - [ U T* (THT® )“Tuj UL T (THT? S 4 ] "
s L
oy 9y . 2
£ 7.3
- y* T* (THT* )7'TU, U;T'(THT')"‘TUj U;T'(THT’)“Ty/az (191
para i':j =14, 2, ...3 C.

Os produtos das matrizes em [17]1 e [191 &s3o

submatrizes da seguinte transformacdo W (matriz W) sugerida

19



por HEMMERLE e HARTLEY (1973), cujo interescse se baseia no
fato de que o0os cilculos iterativos podem ser efetuados

utilizando quantidades que nEo dependem de n em nenhum

passo:
WZ{W.,}, para t,j = 1,2,...,c+
ij
v’ »
=] ¥ = v T (THT> ) T [ U ¥ ] [20]
Ent3o para 'l'f_‘ —_ = wi. [17] = [19] ficam
a A
ey, 2w,
-— - L 2 5 1 [21]
WL 2 2 &
a"xi i ' [221
o o— LE (W W) o W W P
WLan 2
para i,i = 1, 2, ..., €, e [1'?]' fica
L.
s c+i,c+d / (n == k) [ 23]

20



A transformagio W para o exemplo gque estamos

considerando &:

UrT* (THT® g, g U, UT (THT” )T U, U T’ (THT” ) 'Ty

- » T » y— 1 »T > » 1 » T s 4
= L uT (THT )7 T U, W T (THT )T U, ULTY (THT® ) Ty

|. y*T* (THT* )" 'T U y*T (THT’ i § U, ¥'T*(THT* ) Ty J

EntZo:

2



or

22

1 1 1
tr (W w’ o w
= - ( 11} + e E
8y 2 2 o
i
N
1 1 tr (W) 1 W
= - 2z + , 2 2
ay 2 2o
2
z
3 ?x£ 1
| W W - w W w 2
= — Ur ( 12 12) 1 12 2z /o e
6;#1672 2
;z
33 / (16 — 3)
Numericamente para M 18,57 e r= 0,34, obtemos:
[ 0,027 -0,027 | 0,008 -0,008 0,009 -0,009¢ 0,008 -0,008 {H 1,448
-0,027 ©0,027 |-0,008 ©,008 -0,009 0,009 -0,008 0,008 | _4, 448
0,008 -0,008! 0,452 -0,452 -0,235 0,235 -0,20° 0,209  g,854
-0,008 ©0,008|-0,452 0,452 0,235 -0,235 0,200 -0,209,| _p, 854
w =| ©-°c0° -0,009 |-0,235 0,235 0,479 -0,479 -0,235 ©,235, _5 026
“|-0,000 o©0,009| 0,235 -0,235 -0,479 0,479 0,235 -0,235, 5,026
0,008 -0,008 |-0,209® ©,209 -0,235 0,235 0,452 -0,452 || -2,379
-0,008 ©0,008| 0,209 -0,209 0,235 -0,235 -0,452 ©0,452, 2,379
-------------- I_'-'_________________._____.__-_______________._- I| ————
1,448 -1,448| 8,854 -8,854 -5,026 5,026 -2,379 2,379} COEE PR
] ’] v
e, portanto,
te (W, ) = 0,053;  wy = 4,192; tr X ) = 2,766;
o i3 . - = - w’ w_ = 0,041;
we, = 218,619; tr (lewiz) 0,001; i Wea¥s 5 3
~p 5
W_= 1025,387 ; = 1025,387/13 = 78,87
a3 '




Os elementos de W de [21]1 & [23] exigem, de
[20]1, calcular (THT’)d, de ordem n - k qgque £ menor que
n , ordem da matriz a ser invertida rara maxima
verossimilhanca (Hdd. Para muitos conjuntos de dados, isto
serid exageradamente trabalhoso de calcular, mas a inversa

=3
pode ser reduzida a uma matriz de ordem me =y m, , nimero

V=41
total de niveis dos efeitos aleatériog do modela. Embowra
para muitos casos esta matriz seja também muito grande, sera
sempre menor do que n - k, frequentemente muito menor, e em

muitos casos serd tal gque a inversa pode ser calculada. Para

conseguir esta redusdo, note de [4] que

H=I +UDuU [24]
para
u:[u T u] (251
- 4 c
e
c*
D =g I, (261
1=1 8
Ent3o,
T* (THT* ) *T=S-SUM *uU’s 1271
para M =D 4+ U S U, de ordem m.= Emi. [28]
=41

Para os dados do exemplo, como

2
m = ZIQ =W s 2 4+ 6 = 8 nivels de efeitos aleatdrios:

23



o 0O O O O

-1.2

177 + 3.9

i

17y + 1.2 1.2

.2

+ 1.2

1-)

2

r—4.5

- 5

17y + 1.2

1/ + 1.2

2
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Agora, definimos
[- u’ ] uU*su U’ Sy W w
W= _Ie [ U vy ] - . i = eq 9 frsny
o Y y’'Su Yy’ Sy w6

que, conforme [20] € W com H substituido por 1. Ent3o, ao

utilizar [271-129) em [20), W fica

—_— ‘
W = . T {THE>) T [ U y ] =
b 4
1 ES ~-Su M“U*s] [ Uy ] =
= -
Uz ] U’ -4
: e [ Uy ] _ [ i ] suMius [ U vy ]_
y y
b d
= W - v s uMlus [ U vy ] B [30]
y’
& I " US UM 'uU's U U’s U M ‘ursy
- oo o _ =
| w2ow | y’suNM'us u y'S U M 'u’sy
"W ow ] T W M 'w W M t'w
- oo (o] - (s la] 00 [ale] O -
w oW w M W wM tw
L. o o - - o oo o o
i WQO - wDOH- inO wD - wOOM_ 1‘,0
= ) » (311
w> - wM W w.— WM w
= (s ] o 00 o] ) o

25



92

No nosso exemplo:

-1 .,% 4 o -1,2) 244 .3
3,9 -3.,9 1. 52 -1,2 £ 8 ? ? il >
1,5 L o 1,2 -211,8
-3,90 3,9 -1,2 1,2 -1,5 |
o o o | 80,0
£ ;2 -1,2 1,2 -1 ,2 0 !
o o o | -80,0
= -1,2 1,2 -1,2 1.2 o !
wo w. -1,5 o o | 70,5
1% -1.5 o o 1.5 !
1.3 o O QLI
_1:5 1?5 o L2 _1’5 ]
I -1,2) 60,2
1,2 -4 ,2 o] o o] o !
]
) &
-1,2 1,2 o O e — I <, A a2 ) 50,8
_____________________________ l
244,33 -244,3 80,6 -80,6 70,5 -70,5 S0 ,2 -60 ,2 ! 12333,5
e considerando o= 18557 e r.& 0,34 , temos:
(3,054 -8,9 1,2 -1,2 1,5 -1,5 1,2 -1,2 7
-3,9 3,054 -1,2 1,2 -1,5 1,5 -1,2 £,2
3,2 -1,2 4,144 -1,2 o o o o}
-1.,2 i.2 -1,2 4,141 (s] o o (o]
= 1,5 -1,5 o o 4,441 -1,5 o (o}
-1,5 1,5 o o] -1,5 4,441 o o
L2 -41,2 o] o] o & 4,141 -1,2
| =42 £,2 o o o - iy P




4.2. ALGORITMOS

O cadlculo de W [31]1 exige calcular [281 e [29].

Em [29]: para S de [7], o termo principal de [29]

¥ =USuU-=uU [I - )c(x'xf‘x'] U =
(ole]

i

U'U - Ut X(X*X) 'x*u =

Uy - U*X diag {l/ni, S l/nk} X*u [32]

onde U’U & a familiar "matriz dos coeficientes” para os

efeitos aleatdrios. Para o nosso exemplo:

ONOWOWO®
woOwowo oo
CO0O0O0CUWOOW
cocoQCCONDPO
COQ0wWOOCOwWwW
CQCuwooCOoOwowo
OCNDODOOCOON
w O0O0OCOOWO

Em (321, uma tipica sub-matriz de U’X &

» —
Ui.)( = { n"uj),t } [33]

para j = 1, RS T | ST < e mx k matriz cujos ele-
mentos tipicos nuy i representa o nimero de observagdes

2
no ji-€¢simo nivel do i—¢simo fator de efeito aleatdrio e no

t—&gimo sub-total das c#lulas dos fatores de efeitos fixos.
Para os dados da Tabela 1, temos que as linhas s3o

consideradas fixas, com k=3 niveis. O primeiro fator

27



aleatorio.

por £33 ;

U X =
1

com

que corresponde a2g colunas,

[t 11 0011100011000

’.0001100011100111

m =
2

0O segundo fator aleatdrio s3o as

6 niveis e em [33]

1 ni(Z),Z

3z
_ nuu,:. Das,2
aa| "~
1425 4
ara i=1,2 ©
nuj},t 2 .

28

tem

00 00DO0OCOOCOOORMHELEMGN

ni(!.},':l

1(2,3

L=1,2,3.

r

QOO0 O0CORRBRPRRERRERODOOO
PR RERGO0O00C00 06000

m =
LB

—

niveis e,

interasSes,



[-1110000000000000] []Do]
0O 00 1 1 00000 00 000 D 1 00D =
U X = 0O 000 0O 1110000 000 D £ 00
0O 00 0 0 00D 11 10 OO0 O i oo
0O 000 O 000 O0O0O01 1000 1 00
0O 000D 0O 0DODO OO0 OO0 011 1 010
o1 0
o1 0
o1 0
o 10
o010
o0 1
o0 1
O 0 1
O 0 1
o 0 1
[[3 oo 7 [ n " " .
2 0O 2¢(4) ,1 2(1),2 2¢(1y,3
o 3 O
= = nZ(Z),i nzcz),z n2(2>,3
O 3 O -
n
0o 0 2 2¢a) ,1 nzm:,z nz(a>,3
o o 3
L e nzc-d.),:. nzu),z nzt4>,9
n2(5>,1 n2(5),z n2(5},3
anccn,s. nzc«s;,z n2(6>,3
= n ’ ara j=1,2,...,6 @ i=41.,2.9,
2¢j),t P J >
0O segundo termo de [291 £
w = U'Sy ={ U’ Sy }, m xi,
o L 1
para 1L = %,..,8 .

De (71, 8y =% ¢ o vetor y com cada

observasido substituida por seus desvios da média dos niveis

dos fatores de efeitos fixos nos quais ele ocorre:
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X
I
W
~
1
~
I
' o
:-M x
(=]
(o
| S—
<
I

I
~
|
-
=
[y
e
\__.‘,_r'
o
D
2]
p_\
W
[
=

Portanto,
WD: {U:x} P para t = 1,...,¢
¢ um vetor mx 1 de totais dos x's, referente

nivel do i—-€sgimo fator aleatdrio.

Para ilustrar x, utilizamos a notag3o
ponto e barra para totais e m&dias,isto &,

R Y
e - i  §
y...” Yyar e Yie. = . EntZo
r=1
3
X = - ara p=1,2,3; gq=1,2 € r=1,2,. . .,N
‘{ yﬁqr y;__ } P B Pq

e w, de [34] &

30
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[, =8y +8» +2w 1
v, -(2y, +3y, +3y, )
w = S
0 —
yii. - 3 yl..
g BN e
y:z. = yl...
You. ~ 3 Y,..
Vo, “ 93,
Y. ~ 29, .
i yaz. - 3 Ya.- 1]

0O termo final para [29) £

W, = ¥y 5y = whs [ 351

que € a soma de gquadrados total dos x'2 , ou seja, a soma

de quadrados dentro das células dos y's para as k c€lulas

dos fatores fixos.

3 4 npq ) Ligh =
No exemplo ¢ w =L L I ( e = %y, )
p=1 g=1 r=1i

Tendo calculado WOO » W, € w para Wo de [29]1,

Hdexigida para W em [31) vem de [28B] e [29]1 como

M =D + W [36]

EntZo, a matriz e termos dos vetores de W s3o

W —-w Mw =p?'_piyip?
(8 1s] (sls] (sls]
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[371

(1]

-1 -1 -1
w — W Mw =D Mw
o oo ) o

o termo escalar W w; quo rermanece como esta.

Comoc THOMPSON apontou, as vantagens do lado
direito de [37] sobre o esquerdo, consistem na
multiplicac¥o de M ° pela diagonal, em vez de matrizes
simétricas. Com essas expressSes, a implementagio da técnica
iterativa pode ser executada exatamente como HEMMERLE e
HARTLEY (1973) sugeriram.

Primeiro, calcula-se Woo 5 para 0s dados,
utilizando [32]-[35]. Entdo, atribuimos um conjunteo inicial
de wvalores aos ri’s, it,...,o , € utilizando-os em D de
[26], obtém-se M de [36) e calcula-se M . EntZo, utiliza-se
M em [37] e [31]1 para obter W. Os elementos de W s3Zo ent3o
utilizados em I[211, [22] e [231 para obter, pelo
procedimento de Newton-Raprhson. solugdes das equagtes
formadas igualando [16]1 e [17] a zero. Para cada iteragZo, D

de [26)] altera e, portanto, M de [36]1 também troca;

consequentemente, por [37] mudam os termos de W.
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a0 PROGEAMA

Ein FERENANDEZ (1990

para o modulo OM do programa S50C

de MYR

no caso especi fico do

15

matriaes y. Ui

i
o

avigia digibar

4

i

trabalho bastante cansativo dadas as dimensSes das

Alem disso, para cada situazZo,
submatrizes de %.

Em vista dessas

Uz | 1

necass2rio

dificuldades,

rotina para toda situa$3o em que ocorrem

gualquer nUmero de

nfveis, de mode

necessi&rio entrar com a matriz de dados y.

desenvolvido o programa MVR.EXE,

O programa encontra-se no Anexo

de uma aplicagZo na Tabela 3.

Tabela 3 .

dois

que

Para

Rt i i
VOIVIaasa wuna rotins

o eastimadores

mesmas.

alterar as

estendeu-se =
fatores com
somente

sSegas

isso, foi

em linguagem TURBO BASIC.

e os resultados

Estimativas de MVR para o Exemplo de 2.

Iteragio o ¥4 Y
1 TT7,7747 17,5693 00,3620
2 79,078 18,4383 0,3398
3 78,9207 18,5532 00,3411
4 78,8613 18,5688 00,3417
5 78,8468 18,5722 0,3418
6 78,8434 18,5730 00,3419
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CLS

Print ™ UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO suL"
9 DEPARTAMENTO DE ESTATISTIGA™
5
3
i ESTIMATIVAS DE GCOMPONENTES DE VARIANCIA

2" UTILIZANDDO 0 METODO DA

e die MAXIMA VEROSSIMILHANCA RESTRITA"

?

7

?

bl DINARA WESTPHALEN XAVIER FERNANDEZ"

2

?

?

2" Programador : Ivo Gregorio Lima Wagner"”

2

?

2

2

?

2" PORTO ALEGRE"

" Rio Grande do Sul - Brasil"”

y (i Dutubro - 1892"

Std = Inputs(l)

cls

2" INSTRUGOES"

ik Este programa serve para proceder a analise de dados pelo metodo da maxima”®
?"verossimilhanca restrita, e necesslta para funcionar de um computador da linha™

?"PGC - XT com o programa SOC e de um disguette de trabalho gque devera ser mantido”
?"permanentemente no drive A."

?

2" Devemos definir:

e *0 nome do programa de dados e dos dados:"

I *Estimativa Inicial de tetal e de tetaz2:"

r B X0 numero de tratamentos:”

e *0 numero de blocos:"™

r B *0 numero de repeticoes por tratamento:"
sté=input$(1);:cls

?“ Apos definida a estrutura, tem inicio a entrada de dados que deve ser

?"realizada via teclado.Para valores missing colocar (*X%x%x) tres asteriscos "
?"na sua posicao.”
2

2" Ex: @2 Blocos 2 Tratamentos @2 Repeticoes por tratamento”
?n

v i 126 135"

" 167 XK K

?

2" kKX 176"

2" 132 169"

2 No exemplo acima o0s dados referentes ao BLOGCO 17 TRATAMENTO 2 REPETICAO 2"
?"e ao BLOCO 2 TRATAMENTO 1 REPETICAQ 1; sao valores missing , por Isso ao"
?"inves dos valores , entramos com XxXxx,

N A entrada de dados se da por um bloco de cada vez e temos um indlcador de”
?"posicao , na primeira linha da tela.
e

22 Apos @ entrada de nossos dados o programa ira criar no disguete do drive A"

2™tres arquivos com 0 nome escolhido € com extensoes .AUX , .DAT e . (sem ext
?"ensao): que sao:”
b nome.DAT <Matrlz de dados e posicoes destes >
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72" nome.AUX <(Matriz de diversos valores uteis >

y e nome ., (Programa em |inguagem S50C para o exemplo especifico>”
sté=inputs{id:cis

Fn Ap0os a gravacao 0 programa salra para o DOS, onde iremos entrar em ambi-"
?"ente SOC e utilizar o programa gerado (nome. ) para efetuar a analise.”

?

?"Devemos proceder dessa forma
?"d:\cd sSOC"

?27d:\50C\ {entramos no subdiretorio S0OC >"
?"d:\S50C\S0C <chamamos o programa S5S0C seguido de ENTER >"

0 programa SOC sera carregado na memoria , entre com :

“u \S0C»exec A:FORNOS."

a3 ) A A e

? Segquido de ENTER, e entao teremos iniciado a analise da maxima verossimlilhan
?"ca restrita para 0os nossos dados.”
sté=inputs(id:cis

DIM D$C1000):DIM wW$(1000):L=2:K=2
CLS

INPUT "Nome dos dados ":N$
if ng§="" then
ng="dados"”
end |if
PRINT
INPUT "Valor estimado de tetal ":TETA1
print
input "Valor estimado de tetag2 ":TETAZ
print
INPUT "Numero de Blocos ":B$
PRINT
INPUT "Numero de tratamentos ":T$
PRINT
INPUT "Repeticoes por tratamentos ":R$ G
CLS
FOR A=1 TO VAL (T$)
FOR S=1 TO VAL (B$%)
C=C+7
FOR F=1 T0 VAL (R$)
LOGATE 1,5:PRINT "TRATAMENTO ":A:™ BLOCO ":S:” REPETIGAD ":F
L=L+1 J
LOGATE L,GC
D$CE) = STR$(A)+STRS(S)I+5TRE(F)
INPUT WS$(E)
E=E+1
NEXT F
L=K
NEXT S
cls:L=K:C=0
NEXT A

INPUT "Deseja rever os dados (s/n) ":st§
if st$="s" or 3t$="S" then
cls:e=0:"1=3
FOR A=1 TO VAL (T%)
FOR S=1 TO VAL (B$%$)
G=C+7:locate 2,c:? "B."
FOR F=1 TD VAL (R$)
LOGATE 1,10:PRINT "TRATAMENTO ":A:"



t=t+Txlocate 1,T-2"R: "z "8
LOCGATE L,C
D$C(E) = STR$(A)I+STRS(S)I+STRE(F)
PRINT W$(E)
E=E+1

NEXT F

L=K

NEXT S
stS=inputs(1)

cls:
NEXT A
END: IF

L=K:C=0

INPUT "Deseja alterar algum dado (s/n) ":st$

While st$=
cls
LOCATE
LOGATE
locate
locate
locate

"s" or st§="8"

2,20:?"¢<{ ROTINA DE ALTERACAD >>"
4,10:?"Por favor entre com:"
B,15:Input "Numero do tratamento ";A
7,15:1nput "Numero do bloco ":S
8,15:1nput "Numero da repeticao ":F

S$=str$(al+str(s)+str$(f)
for w=0 to (val(b$)+val(tsl+vallrs))

iIf S§%
ds=
?
?l
in
end if
next w
If x=0

locate 20,20:?"<<{<{ VALOR NAQ ENGONTRADO >>»"

end I|f
x=0
2

locate 249,10:1nput "Deseja alterar mals algum dado (s/n)

wend
cls
Yg=""
x$='ll!

=d$(w) then
w

Valor antigo ":w$(d)
put "Novo valor ": w$(d):x=1

then

S=(VAL(BS$)*XVAL(RS)*VAL(TS))

e=0

LOGATE 10,20:?2"<<<{ GRAVANDD 0S5 DADOS... »>»>>"

OPEN "o0",#1

i ”ﬂ:"'H'IS"'".d&t“

FOR T=0 TO S—-1
if W$(T) <> "*xxx"™ then
Y$=MIDS(DS(T),2,1)
W=VAL (B$%$):u=VAL(MIDS$(DS$(T),4,1))
X=VAL(MIDS(DS$(T),2,1))
Z=(VAL(BS)IXVALCES)I=(((X—-1)*2)+u)

P§="":%X8=""

FOR 1= 1 TO (VAL(BS$)*VAL(E$I-(Z+1))
P$=P$+"0 n

NEXT 1

P$=P$+"1 "

FOR 1= 1 T0 Z
P$=P$+"0 "

NEXT |

G$=W$(T)

FOR 1=1 TD U-1
X$=X$+"0 e

38
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NEXT 1|

X$=X5+"1 I
FOR 1=1 TO W-U

X$=X6+"0 "
NEXT |

PRINT #1,G%,Y$%,X$,PS
p = val (mid$(ds(t),2,1))
nipl=ni(pl)+1

else

e=ze+]

end if

NEXT T
CLOSE

for 2 = 1 to val (t$)
m(z)=n(z)+m(z-1)
next z
open "o",#1,"A:"+n$+" .aux"
Y(C1)=VAL(TS)
Y(2)=VAL(BS%)
Y(3)=VAL(BS)*VAL(TS)
Y(4)=VAL(BS$)*VAL(TS$)XVAL(RS$)—-e
Y(5)=VAL(RS)
Y(G)=TETA1
Y(7)=TETAZ
I1¥f val(t$)<{7 then
ts:u-?u
end if
FOR Z= 1 TO val(t$)
PRINT #1,Y(Z),n(z),m(z2)
NEXT Z
close

FOR G = 1 TO VAL(BS$)
H$=RIGHT$(STRE(G), 1)
B8B% = BB + "0"+hs+" i
NEXT G
I=y(1)XVAL(BS)
FOR G = 1 TOD 1|
H$=RIGHT$(STR$(G), 1)
BT$ = BT$ + "U"+H$+" "
NEXT G
G$="Num y b "+BBS+BTS$+":"

S$= "arquivo m = abref (a:"+N$+".dat) y b " +BBE+ETE+":"

F$="R = LEIA "4+GCHR$(39)+"A:AUXILIA"+CHR$(349)+":"
U$="Z = LEIA "+CHR$(34)+"A:MATRIZ"+CHR$(34)+": "
open "o",#1,"A:"+n$+"."

PRINT #1,"GENESE A:MATRIZ"

PRINT #1,G$%$

PRINT #1,S$%

PRINT #1,"("

PRINT #1,"1elaf(m);"

PRINT #1,"7 |

PRINT #1,"GENESE A:AUXILIAT

PRINT #1,"NUM Z F v:"

5%= "arquivo m = abref (a:"+N$+".AUX) Z F Vv;"

PRINT #1,5%

PRINT #1,"("

PRINT #1, "LEIAF(M):"

PRINT #1, " 3"

PRINT #1, "cm"

PRINT #1, "LIMPE:;"

e
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DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA

PRINT #1,F%

for 8=1 to B

read d§
print #1,d$
next s

FOR K = 1 To ¥

)

HE$=RIGHTS(STR$(K), 1)
DE="H"+HS$+"=RI"+H$+",33."

A$="RT"+H$+"=

D$=D%+AS

PRINT #1,D%
NEXT K
PRINT #1,U$
PRINT #1,"Y
PRINT #1,"8B

Zt
Zt

w on

ns =l|’"

FOR K= 3 T0 valL
A$=A$+STRS(K)

NEXT K

HcII+H$+",E]2“

B el

,23:"

(B$)+2
+t| n

D$="U1 = Z(,"+A8+"1:"

PRINT #1,0%

n$ —-nmn

i=val(b$)+(val(bg)*xy(1))+2

FOR K= 3+VAL(B$)
A$=A$+5TRS$(K)
NEXT K

TO |
+'| n

D$="U2 = Z[,"+AS+"):;"

PRINT #1,D%

PRINT #1,"x = delin(B);"

PRINT #1,"s=ident(NO) =xXjinv(x x)%xx’ ;"

A =*"
FOR K= 1 TO ¥(1)

H$=RIGHT$(STR$(K), 1)

AS=A$+" (H"+HS+ "= (RT"+H$+"=1) ) : (H"+H$+"=1)

NEXT K
D$="T=S["+A$+",]
PRINT #1,D%

for s=1 to 42

read d$
print #1,d$%
next s
close
CLS

LOGATE 10,20:?"<¢{ DADOS GRAVADOS >>"

LOGATE 12,20:?"
ST$=INPUTS$(1):CLS

"TR = RC1,1);:"
"BL = R(2,13:"

"P = R(3,12:"

"NO = R{4,1):"
"RPT = R(5,13:"
"TETA1=R(6,11:"
"TETA2=R(7,11:"
"TETAO=R(B 7,11:"

MUITO DBRIGADO
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DATA "Inter=1;imprime Inter:"
DATA "cond=1;"
DATA ™ enquanto (Inter <=20 && cond >.0001)( "

DATA ™ h=tetal*ul*ul’ + teta2*u2xu2’ +identl(no)d:"

DATA T~ ast‘xinv(txhxt )*xt;"

DATA "™

DATA "w=(ul‘%axul ul‘*a*xu2 ul‘Xa*xy,u2'%axul u2’'*axu2 ud’'%xaky,y %axul y *axu2 y ‘*axy):."

DATA ™"

DATA “den=(NO-TR):"

DATA "* ‘

DATA ™ slgma=inv(den)*wl(BL+P+1),(BL+P+1)): Imprime slgma:”

DATA " at1=(-0.5)*traco(wl1:BL,1:BL)) +(0.5%Inv(sigma))*wl1:BL,(BL+P+1)] “*w(1:BL,(BL+P+1)]:"
DATA "™

DATA " st2=(-0.5)%tracol(wl(BL+1):(P+BL),(BL+1):(BL+P))) +(0.5%Inv(sigma))xwl(BL+1):(P+BL),(BL+P+1)] " *wl(BL+1):(P+BL),(BL+P+1)1:"
DATA ™"

DATA ~ vi2=(0.5)xtraco(wl1:BL, (BL+1):(BL+P)I*xwl1:BL,(BL+1):(BL+P))’) -wl1:BL,(BL+P+1)] "*wl{1:BL,(BL+1):(BL+P)I*w((BL+1):(P+BL), (BL+
P+1)1x(inv(sigma)); "

pATA ™"

DATA " v11=(0.5)*%tracol{wl1:BL,1:BL)*w(1:BL,1:BL) ") —wl(1:BL,(BL+P+1)) “*w(1:8L,1:BL)*w(1:BL,(BL+P+1)1x(Inv(sigma));"

DATA "™

DATA ™ ve2=(D.5)xtracol{wl{(BL+1):(P+BL),(BL+1):(BL+P)I*wl(BL+1):(P+BL),(BL+1):(P+BL)) ") -wl(BL+1):(P+BL),(BL+1+P)] "xwl[(BL+1):(P+BL)
LCBL+1) : (BL+P)I %Wl (BL+1) : (P+BL),(BL+P+1)1x(inv(sigmal));"

DATA

DATA " va[ v11 vi2,"

DATA " vig veal:"

DATA " st=ist1,st2):"

DATA " tetas=tetal -inv(v)xst: "

DATA ™ cond=sqrt{squad(tetas- tetalD)*inv(squad{(tetal))):"
DATA ™ Imprime tetas;"

DATA ™ tetaO=tetas:"
DATA "tetal=tetal(1,):"
DATA "teta2=tetal(2,):"
DATA ™ Inter=Inter +1:"
DATA ™ Imprime inter: "
DATA "}"

DATA "h=tetal*ul*ul’ + teta2xu2xu2’ +ident(NO):"
DATA ™"

DATA “imprime sigma:"”
DATA “fim:"

DATA "™

DATA ™"

DATA ™"

DATA ™"
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